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Einleitung 

i . i .  Die L6sung des Cauchyproblems ffir partielle Differentialgleichungen mit Hilfe 

von zugeordneten Differenzengleichungen wurde schon mehrmals behandelt, so in den 

Arbeiten yon Courant, Friedriehs und Lewy [1], yon Lax und Riehtmyer [7] und von 

anderen (z. B. John [3], M~imann [9], O'Brien [11], Ryab~nkii [12]). W~hrend in allen 

diesen Arbeiten die Existenz von Differenzapproximationen, deren L6sungen gegen die 

LSsung des entsprechenden Differentialgleichungsproblems konvergieren, nur ffir Spezielle 

Differentialgleichunge n gezeigt wurde, so wollen wir das Problem ffir lineare Differential- 

gleichungssysteme allgemein behandeln. 

Wir werden zeigen, wie man zu Anfangswertproblemen zugeordnete Differenzenglei- 

chungen konstruiert, aus denen sich bestimmte Aussagen fiber die Saehgem~ssheit des 

Problems und die Existenz der LSsungen der Differentialgleichungen ergeben, und wie 

man diese LSsungen mit Hilfe der Differenzengleiehungen beliebig genau approximiert. 

1.2. Gegeben sei das System von linearen Differentialgleiehungen 

) ( ) 0u _ p  0 0 
--~t=~=o ~" ~ x,t,-~x u §  x , t , ~ x  u+b(x, t ) .  (1.2.1) 

(1) Teil  2 fo lg t  in Ktirzc.  

(~) Dicse  Arbe i t  h a t  der  Verfasser  i m  I n s t i t u t  ftir M a t h e m a t i k  der  Kgl .  Techn i s chen  H o c h -  

schule  in  S tockho lm geschr ieben,  w a h r e n d  er S t i pcnd i a t  des  schwed i schen  t e chn i s chen  F o r s c h u n g s -  
r a t s  war .  

12--  593802. Acta mathematica. 101. Imprim6 le 18 juin 1959. 
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Darin bedeuten: 

x = Punkte im reellen s-dimensionalen Raum Rs, t die Zeitvariable, u(x,t) und 
8 

b(x,t) yon den angegebenen Argumenten abh/~ngige Funktionenvektoren im komplexen 

n-dimensionalen Raum, und P,(x,t ,a/ax) ein homogener Differentialoperator v-ter Ord- 

nung, den man daher auch in der Form: 

A . . . . . .  s (x, t) komplexe n- n-Matrizen, 

schreiben kann. 

Als Anfangswerte fiir die Zeit t = 0 besitze das System die Werte 

(1.2.2) 

u(x,O)=/(x), - ~ < x ~ < + ~ .  

Von den Koeffizienten des Systems (1.2.1) setzen wir voraus, dass sie im ganzen (x,t)- 

Raum definiert sind und hinreichend oft nach allen Variablen differenzierbar sind, und dass 

alle diese Ableitungen in jedem endlichen (t)-Bereieh gleichm/~ssig besehr/inkt sind. Von 

den Anfangswerten nehmen wir an, dass sie in einem geeigneten Banaehraum liegen. Die 

im einzelnen benStigten Regularit/~tsvoraussetzungen werden wir jeweils bei den betref- 

fenden Si~tzen angeben. 

t .3 .  Es sollen nun die LSsungen des Systems (1.2.1) mit Hilfe von Differenzengleich- 

ungen konstruiert werden. Dazu betrachten wir geeignete Systeme von Differenzengleieh- 

ungen 

u(x,  t + k, k) ={I  + ]~Q(x, t ,h)}u(x ,  t, k) + kb(x,  t), (1.3.1) 

yon denen wir voraussetzen: 

1) Die Anfangswerte sind dieselben wie bei dem System (1.2.1), d. h. 

u(x, 0, k) =/(x), 

und fiir die Koeffizienten yon (1.3.1) gelten dieselben Voraussetzungen wie bei dem System 

(1.2.1). 

2) Q(x, t, h) ist ein Differenzenoperator der Art: 

wobei 

Q(x,  t, h ) u =  ~ aj .... j,(x, t, h ) u ( x +  hej .... j,, t, k), (1.3.2) 
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a) ej .... j ,=  ~ ~ei, ist, el i-ter Einheitsvektor, ]~ ganze Zahlen; 
i = l  

b) as .... j, (x, t, h) quadratische n . n  Matrizen sind, und 

e) die Summe nur endlich viele Glieder enths 

3) Das Verhiiltnis zwisehen dem Zeitsehritt k und der m-ten Potenz der Gitterkon- 

stanten h ist konstant,  also: 

= ~ = konst. (1) (1.3.3) 

i.&. W~ihlen wir dann eine reelle Zahl T > 0, und setzen wit k = T / 2  n, n = 1, 2 . . . . .  so 

definieren wir damit  eine Schar yon Differenzengleichungssystemen (1.3.1). Dadurch 

erhalten wit aber fiir jedes k eine Funktion u (x, t, k), die in allen Ptmkten t mit  0 ~< t = ~ k ~ T 

definiert ist. Wir wollen untersuchen, unter welehen Bedingungen lim u (x, t, b) existiert, und 
k-->0 

eine LSsung des Anfangswertproblems (1.2.1.) darstellt(~). Notwendig dazu ist, dass die 

Dffferenzengleiehungssysteme ffir ]c-->0 formal in das Dffferentialgleichungssystem fiber- 

gehen, d.h. ffir aUe hinreiehend oft differenzierbaren Funktionen u ist 

aim ~ ( 0 ) u  ~ _ ~ o ] c Q ( x , t , h ) u = P  x , t ,  ~ x  . (1.4.1) 

Solehe Scharen yon Differenzengleiehungssysteme nennen wir dann dem Differentialgleich- 

ungssystem zugeorehlet. Diese formale Konvergenz ist aber im allgemeinen nicht hin: 

reiehend, wie sehon Courant, Friedriehs und Lewy [1] festgestellt haben. Die yon ihnen 

untersuchten Scharen yon Differenzengleiehungen mussten ausserdem noeh stabil sein. 

Lax und Riehtmyer  [7] haben dann ffir sehr allgemeine lineare sachgem~sse Anfangs- 

wertprobleme gezeigt, dass die Stabflit~t die sowohl notwendige als aueh hinreichende 

Bedingung ffir die Konvergenz der Funktionen u ( x ,  t, k) gegen die LSsung des Diffe- 

rentialgleiehungssystems ist; allerdings mussten sie die Existenz und gewisse Diffe- 

renzierbarkeitseigensehaften der LSsungen voraussetzen. (Vergleiche aueh M~imann [9], 

Ryabdnkii  [12].) 

i .5 .  In  diesem Teil der Arbeit wollen wit stabile Seharen yon Differenzengleiehungs- 

systemen konstruieren, die homogenen linearen Systemen yon Differentialgleiehungen 

(1) Auf Differenzenglelchungen der Art (1.3.1) wird man gefiihrt, wenn man die Differential- 
quotienten durch Differenzenquotienten ersetzt: z.B. 

~ u  u(x ,  t + k ) - u ( x ,  t) au  u ( x + h e ~ ) - u ( x - h e ~ )  
- -  dutch ; durch 
Ot k 0 x~ 2 h 

und die so entstehenden Gleichungon mit k multipliziert und k/h m= 2. setzt. 
(3) Dass wit k= T]2 n setzen, ist reine Bequemlichkeit. Man kann zeigen, dass die hier be- 

trachtete Konvergenz unabhangig davon ist, wiek gegen Null geht. 
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(1.2.1) (b (x,t) = 0) zugeordnet shad. Um den oben erw~hnten Satz yon Lax und Richtmyer 

ausnutzen zu kSnnen, benutzen wir deren Stabilit~tsdefinition: 

Gegeben sei eine homogene Schar Von Differenzengleiehungen (1.3.1): 

u(x,  t + k, k) ={I  + 2Q(x, t, h)}u(x ,  t, k). (1.5.1) 

Als Anfangswerte zu einem beliebigen Zeitpunkt t m i t  0 ~< t = v k < T lassen wir alle in 

einem Banaehraum B 0 vorkommenden Funktionen g (x) zu, und nehmen an, dass Q (x,t, h) 

ffir jedes feste t mad k eine Translormation im Raum B 0 ist. Dann nennen wir die Sehar 

(1.5.1) beziiglieh des Intervalls (0, T) und des Banachraums B o stabil, wenn es eine Kon- 

stante D > 0 gibt, so dass fiir alle k, fiir alle t 1 und t~ mit 

O ~  < t 1 = r l k ~  t,~ ='l,'ik'---< T 

und ffir alle durch (1.5.1) und den Raum B 0 bestimmten Funktionen u(x ,  t, k) gilt: 

Ilu(x,Q,k) ll <~ DItu(x ,h ,k)  il. (1.5.2) 

(I[ II bezeichnet die Norm des Banachraumes.) 

Ffir Seharen yon Differenzengleichungen mit variablen Koeffizienten beweisen wir 

die Stabilit~t dureh eine st~rkere Forderung, n/~mlich, dass es elne yon t,u, k unabhi~ngige 

Konstante C gibt, so dass 

Ilu(x, t + k, k)ll< (1 + Ck) . Hu(x, t, k)l I. (1.5.3) 

Solehe Seharen nennen wir stark stabil. 

Wahrscheinlich ist (1.5.3) keine wesentliche Einschr~inkung der Allgemeinheit. Man 

kann vermuten, class (1.5.3) aus (1.5.2) folgt, wenn man zu einer anderen geeigneteren 

Norm iibergeht. Der Vorteil yon (1.5.3) besteht darin, dass man nur die lokalen Eigen- 

sehaften der Differenzengleichungen zu untersuchen braucht. 

t .6.  Im zweiten Kapitel betrachten wir Systeme (1.2.1) mit konstanten Koeffizienten. 

Als Banachraum B 0 w~hlen wir den Hflbertraum H 0 aller im ganzen Rs quadratisch inte- 

grierbaren Funktionen. Wir werden zu jedem sachgem~ssen Cauchyproblem eine zugeord- 

nete stabile Sehar von Differenzengleichungen angeben, deren LSsungen nach dem Satz 

von Lax und Riehtmyer gegen die LSsung des Differentialgleichungssystems konvergieren. 

Im zweiten Teil der Arbeit werden wir dann umgekehrt zeigen, dass aus der Stabilit~t 

einer zugeordneten Schar von Differenzengleiehungen auch die Sachgem~ssheit des Cauchy- 

problems folgt. Damit haben wir dann bewiesen, dass Saehgem~ssheit eines Cauehypro- 

blems und Existenz einer zugeordneten stabilen Sehar von Differenzengleiehungssystemen 

~quivalente Aussagen sind. 



L()SUNG DES CAUCHYPROBLEMS ] ~ R  PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. I 183 

Im Kapitel 3 benutzen wir die im vorhergehenden Kapitel konstruierten Scharen, um 

ein hinreichendes Kriterium ffir Differentialgleichungssysteme mit variablen Koeffizienten 

anzugeben, dass eine beziiglieh H 0 stabile zugeordnete Sehar von Differenzengleichungen 

existiert. Dieses Kriterium kann man, nach einem Gedanken von J. Leray [8] wesentlich 

verallgemeinern, wenn man anstat t  der speziellen Norm (u,u)�89 von H 0 eine aUgemeinere 

Norm (u, Bu)�89 benutzt, und es ist zu vermuten, dass alle Differentialgleiehungssysteme, 

fiir die das Cauehyproblem beziiglich eines hinreichend umfassenden Hilbertraumes sach- 

gem~ss ist, einem solchen Kriterium geniigen. 

Im Kapitel 4 betrachten wir dann die Seharen von Differenzengleiehungen, die her- 

mitisehen Systemen yon Differentialgleichungen zugeordnet sind. Diese Differential- 

gleichungssysteme sind dadurch definiert, dass alle Matrizen in der Gleichung (1.2.2) 

hermitiseh sind. Sie sind eine direkte Verallgemeinerung der von K. Friedrichs [2] unter- 

suehten symmetrischen Systeme 1.0rdnung.  Wit formen das im Kapitel 3 gegebene Krite- 

rium um und sehen, dass es die Existenz einer beziiglieh H 0 stabilen Differenzapproxima- 

tion fiir eine ziemtieh umfangreiche Klasse von hermitischen Differentialgleichungs- 

systemen siehert. 

i .7 .  Nun ist es nicht selbstverst~ndlich, dass fiir alle Systeme yon Differentialglei- 

chungen, denen wir stabile Scharen von Differenzengleichungen zuordnen kSnnen, das Cau- 

ehyproblem sachgem~ss ist, oder dass deren LSsungen die geforderten Regulariti~tsvoraus- 

setzungen erfiiUen, damit man den Satz yon Lax und Richtmyer anwenden kann. Wir wet- 

den daher im 2. Teil unter gewissen Einschr~nkungen die Konvergenz der L5sungen der 

Differenzengleichungen zeigen und erhalten damit Beweise fiir die Existenz yon (zuminde- 

stens verallgemeinerten) LSsungen des Cauchyproblems. 

2. Differenzengleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten 

2.0. Beze ichnungen .  Sind u,v E H0, so wird das Skalarprodukt durch 

und die Norm ]lull durch 

(u, v) = u*. v d x = ul" v~ d x 

R8 R~ 

llu11 =( , fl t2d  
Rm 

definiert. 

Is t  A eine Matrix, so ist ihre Norm 
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IAI=L  =P IAwl. 

Mit A* wird die zu A adjungier te  Matr ix  bezeichnet.  

2 . i .  (Abschnit t  2.1 entspr icht  P. D. L a x  und R. D. R ich tmyer  [7], S. 275-281, so dass 

die Darstel lung hier sehr konzentr ier t  ist.) 

Macht  m a n  fiir die L6stmgen yon (1.3.1) wie fiblich (vgl. z. B. auch Todd  [13] und  

die dor t  angegebene Li teratur)  den Ansatz:  

u(x, t, k)=(2z~)-�89176 o9, k)do9; (.0 = {( ,01  . . . . .  O) s} reell, 

Rs 

so erh~lt  m a n  aus (1.3.1) und  (1.3.2) fiir y)(t, o9, k) 

~o( t+k ,  o9, k ) = { I + 2 ~ a j  .... jo(h)e*nr~J,~~ o9, k ) = B ( k ,  og)~o(t, o9, k), 

also ~p(t+lk, o9, k)=B(k,  og)z~p (t, o9, k). 

t, k)ll = f Iv(t, o9, k)l  dog, (.9.1.1) Da 

R. 

so ist die Sehar yon DifferenzengMchungen (1.3.1) dann  und nur  dann  stabil,  falls es eine 

Kons t an t e  K gibt,  so dass ffir alle o9, k und  Iiir alle ganzen Zahlen l mi~ 0 ~< l - k  ~ T gilt: 

I (B (k, og))~l ~< K. (2.1.2) 

Daraus  erh/ilt m a n  die v. Neumann-Bedingung:  Die Schar  (1.3.1) ist h6chstens dann  stabfl, 

falls fiir die Eigenwerge us yon  B(k,og) gilt: Es  gibt  eine Kons t an t e  C, so dass fiir alle k 

Ix, l< 1 +Ck .  

2.2. N u n  ist das v. Neumann-Kr i t e r i um nur  notwendig,  nicht  hirtreichend. Man 

b rauch t  nur  das Beispiel (x fi/71, n = 2) 

k)=Iu(x ,  t, k ) + l  (~ 1 0 ) { u ( x + h ,  t, k ) - 2 u ( x ,  t, k ) + u ( x - h ,  t, U (X~ t +  k, k)} 

zu betrachten.  Ffir alle o9 sind die Eigenwerte  ~ = 1. Also ist  das v. Neumann-Kr i t e r i um 

erfiillt. Fiir (oh = �89 ~ erh~lt  m a n  aber  

B (k, og) = (10 -11 ) ,  
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Wit miissen daher ausserdem bertieksiehtigen, wie und auf welehe Normalform man 

B(k, o~) t~ransformieren kann. 

2.3. In  einer vorausgehenden Arbeit (I~eiss [5]) haben wir folgendes notwendige und 

hinreiehende Mgebraisehe Kriterium ftir die Stabilit/it bewiesen: 

SATZ 1. Dann und nur dana ist die Schar (1.3.1) mit konstanten Koe//izienten stabil, 
falls es eine nichtsinguldre Trans/ormation S(k,r und eine Konstante K gibt, so class ]iir 
alle e) und k gill: 

1) IS(t,  eo)[~<K, IS-l(k, o~)l<.K; 

2) ~(k' ~ ~ (k' ~ ~2 "'" g2n-1 g 2 n J ; "  "..'. *0 ~ 

3) I u~l ~< 1 + K k (v. l~eumann-Bedingung); 

4) I g , j ] < g ( k + l  1- [~ , l l ) .  

Nun ist dieses Kriterium in manchen F~llen nicht besonders fibersichtlich und leicht an- 

wendbar. Es ist daher yon Interesse, explizit eine Methode anzugeben, stabile Scharen yon 

Differenzengleichungen zu konstruieren. 

2.4. Wit geben zun/ichst ein Beispiel, um die Konstruktionsmethode zu erl/iutern: 

Gegeben sei die partielle Differentialgleichung 

~u ~u 
~t ~x'  u(x,  0)=/(x); 

Ordnet man dieser die Schar 

u(x, t+k, k )={I+ XA (2h)}u(x, t, k); 

u (x, o, 2) = / (x) 

d/(x) EH (2.4.1) / (x), dz  o. 

u ( x + h ) - u ( x - h )  } 
A (2 h) u: 2 ; (2.4.2) 

zu, so konvergieren ihre L6sungen im allgemeinen nieht gegen die L6sung yon (2.4.1), 

obwohl (2.4.2) formal fiir k-+0 in (2.4.1)iibergeht. Die Schar (2.4.2)ist n/imlich fiir kein 

2 > 0 stabil. W/ire es stabil, so miisste nach (2.1.2) 

]1 +i2sintoh]' 
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fiir alle w h und irgend ein t > 0 gleichm~ssig beschr~nkt sein, und das is~ der Ausdruck 

offensichtlich nicht. 

Ersetzt man aber (2.4.2) durch 

u(x , t+k,k)={I+aA~(2h)+tA(2h)}u(x , t ,k ) ; (1)  a = k o n s t . > 0 ,  (2.4.3) 

so konvergiert (2.4.3) immer noch formal fiir jedes a gegen die Differentialgleichung 

(2.4.1). (2.4.3) ist aber bei geeigneter Wahl yon a und 1 stabil. 

Nach (2.1.2) muss 

I1 - a sin~ eoh +i,~sineoh] z 

gleichmiissig beschr/~nkt sein. Das k6nnen wir aber dadurch erreichen, class wir 1 und a 

so w/~hlen, dass fiir alle ~o 

]1 -as inSwh  +itsineoh[ < 1 
ist. 

Wir haben also durch Hinzuffigung yon Gliedern h6herer Ordnung erreicht, dass die instabile 

Schar (2.4.2) in die stabile Schar (2.4.3) iibergeht. 

2.6. Es bereitet nun keine Schwierigkeiten, mit Hilfe dieser Methode zu jedem im 

Hilbertraum H0 sachgem/~ssen Cauchyproblem eine stabile Schar yon Differenzenglei- 

chungssystemen zu konstruieren. 

Es bezeichne Aj(2h) den Differenzenopera$or 

u ( x + e j h ) - u ( x - e j h )  
A s (2 h) u (x) 2 

Dann ist Aj(2h)ae~~ ~x sin mjh; (a konst.). 

Wir approximieren die Differentialoperatoren (1.2.2) 

P~ = ~, A~,...,s 0 x~' ... 0 x~, 

dureh die Differenzenoperatoren 

1 " ( 2 h )  . h "8(2h) p,  (A (2 h)) = ~  ~. A,,...,, Ax .. , 

mad betrachten die dem homogenen DifferentiMgleichungssystem (1.2.1)zugeordnete 

Schar: 

(1) Dies entspricht der bekannten Viskosit~tsrnethode. Siehe z .B .v .  Neumann und Rieht. 
myer [10]. 
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t+k, E t, k). (2.5.1) 
J=l  ~=0 

Dabei ist p irgend eine ganze Zahl m i t m  < 2p ~< 2m und a eine Konstante > 0, die wir 

genau so wie 2 geeignet w~ihlen. (Man beachte, dass (2.5.1) fiir beliebige 2,a > 0 (1.2.1) 

zugeordnet ist.) Macht man jetzt nach 2.1 den Ansatz: 

m 

u(x ,  t, k)=(2~)  -�89 e~'xv2(t, co, k)do),  
Rs 

so folgt 

~ ( t + k ,  co, k ) = { I ( 1 - a  ~ (sin ~ojh)2r) +)t ~ h " - ' P ~ ( i  sin wh)}v / ( t ,  o~, k), (2.5.2) 
J=l  ~=0 

wobei sin o) h = {sin ml h . . . . .  sin ~o8 h}. 

Es gibt nun einen Vektor ~o, so dass 

sin co h = ~ h, wobei I ~J h I ~< 1. (2.5.3) 

Daraus folgt: 

V (t + k, o~, k) = {I (1 - a ~ (~j h) er) + ~ h m ~ P, (i ~)} ~p (t, w, k). (2.5.4) 
j = l  v=O 

Nun haben wir in einer anderen Arbeit (Kreiss [4]) folgendes Kriterium fiir die Sachge- 

mgssheit des Cauchyproblems bewiesen: 

SATZ 2. ])as Cauchyproblem /iir homogene Di//erentialgleichungssysteme (1.2.1) ist 

dann und nut  dann sachgem58s, wenn es hermitesche Matrizen Q (oo) und Konstanten (~ > 0 gibt, 

8o daB8/iir aUe eo und alle Vektoren v gilt: 

a) ~1 v* v ~ v* Q (~o) v ~< ~2 v* v; 

K (2.5.5) 
v=O I,=O 

Aus (2.5.4) folgt ffir jedes w, wenn wir zur Abkiirzung 

setzen, 
Iv(t+k, k)l ,=lv (t, ~,,/r + i + i i + i i i +  iv,  

wobei 
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])a 

so dass 

I =.I. h m {1 - a ~ (~j h) ~v} ~p* (t, o~, k) {Q (~) P (i ~o) + P* (i ~ )  Q (~)} yJ (t, o), k); 
/ '=1 

8 

I I  = - 2 a ~ (~, h) ~v ]~p (t, co, k)I~; 
i = 1  

IV = &* h *m [P  (i g )  ~ (t, co, k)]E. 

P ( i ~ }  ein Polynom von ~ der Ordnung m ist, gibt  es eine Kons tan te  K > O ,  

= 2t ~ K ~ (~j h) ~m IV (t, ~o, k)I~ + K k 2 I~ (t, o), k)I~. 

Wegen [ ~o~ hi ~< 1 ist fiir a ~< s -1 

(2.5.6) 

I I  + I I I  ~ [ II ,  

und  da 2p  ~< 2m ist, kSimen wir dann  nach (2.5.6) t > 0 so best immen,  dass 

I I  + I I I +  IV ~< g k  ~ [~ (t, co, k)[~. 

Nach  (2.5.5b) gilt aber  fiir a<~s -1 

Also ist I~o (t + k, w, k) I ~ ~< (1 + konst.  �9 k) [~ (t, w, k) I ~" 

Aus (2.5.5a) und  der Parsevalschen Gleichung ergibt sich so, dass (2.5.1) fiir solche a 

und  ~ stabfl ist. Damit  haben wir bewiesen: 

SATz 3. Zu ]edem System yon Di//erentialgleichungen, [iir das das Cauchyproblem 

sachgen~ss ist, gibt es eine stabile zugeordnete Schar yon Di//erenzengleichungen. Eine solche 

Schar ist (2.5.1) bei geeigneter Wahl yon t u n d  a.(1) 

3. Dif ferenzengle ichungssysteme mit  var iablen  Koeftlzienten 

In  diesem Kapitel  wollen wir die Ergebnisse des vorigen Kapitels  auf Systeme mit  

variablen Koeffizienten verallgemeinern. Als Anfangswerte lassen wit, wenn nichts anderes 

(x) Fiir hyperbolisehe Systeme 1. Ordnung hat P. D. Lax [6] die Stabilitiit von 2.5.1 fiir einen 
sogar grSsseren ~t-Bereich gezeigt. Vergleiche auch Kreiss [5]. 
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ausdriicklich vorausgesetzt wird, wieder alle Funktionen EH o zu. Um etwas Bestimmtes 

vor Augen zu haben, wollen wir die Untersuchung in einem festen t-Interval[ (0, T) durch- 

fiihren. 

3.0. Beze i chnungen  (vgl. auch 2.0). 

u ( x + e ~ h ) - u ( x - e ~ h )  
1) Neben Aj (2 h) u 2 

betrachten wir auch die Operatoren 

E j ( 2 h ) u  
u (x + h ej) + u (x - h ej) 

Man beaehte, dass diese Operatoren miteinander vertausehbar sind, und dass 

IIEjuil < Ilull. 

2) Wir sagen, dass eine Matrix A (x, t) E C,, wenn al[e ihre Koeffizienten im t-Intervall 

(0, T)v  mal nach allen xt differenzierbar sind und alle diese Ableitungen im Interval[ 

(0, T) und im ganzen x-Raum R8 gleiehm/issig beschr/~nkt sind. 

3.i i  In  diesem Abschnitt beweisen wit zwei Hilfss/itze. 

HILFSSATZ 1. Es sei die Matrix A(x)EC,,v>~3, und u(x) ,v(x)EH o. Es bezeichne 

A(2h) irgend einen der Di//erenzenoperatoren Aj(2h) und ~/~ x ,E(2h)  die entsprechenden 

Operatoren ~/Oxj, Ej(2h). ])ann gilt: 

wobei 

(u, A A (2 h) v) = - (A (2 h) u, A 1 v) - h (E (2 h) u, A2 v) 

= - (A (2 h) u, A 1 v) - h (u, A 2 v )  - 2 h (A 2 (h) u, A 2 v), 

h 2 ~2 A (x) ] 
A 1 (x) = A (x) + 2 ! a x 2 [ 

A(x)  h a l ( ( h  )2 ~a 
a(x) j 

(3.1.1) 

(3.1.2) 

Beweis: Es sei e der dem Differenzenoperator A (2h) entsprechende Einheits- 

vektor. Dann ist: 

if f (u, A A ( 2 h )  v ) = ~  u*(x) A ( x ) v ( x + h e ) d x - 1  u*(x) A ( x ) v ( x - h e ) d x  

Rs Ra 

i f  f 2 u* (x - h e) A (x - h e) v (x) d x - 1 u* (x + h e) A (x + h e) v (x) d x. 

Rs -~8 
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Aus der Taylorschen Formel angewandt auf A (x+_-he) ergibt sich die erste Gleichung. 

Die zweite entsteht aus der ersten durch einfache algebraische Umformung. 

HILFSSATZ 2. Wir betrachten den Ausdruck: 

8 = - ~ II Af (h) u IIe + 4 h, Real {(P1 (E) Q1 (A) u, A (x) Pe (E) Qs (A) u)}, (3.1.3) 

wobei gilt: 

1) P~(E) sind Polynome in E~(h) und Ej(2h) mit konstanten Koe//izienten. 

2) Q~(A) sind Monome in As(h), A~(2h) der Ordnunq v~ > O, deren Koe//izienten gleich 1 

8ind. 

3) /x ist eine ganze Zahl >~ 0 und # -4- v1-4- ve >1 2p. 

4) A (x) ist eine Matrix E Cq mit Q = Max (0, p - # - ~1 ~- 3, p - -  ~ - -  ~e "~- 3}. 

Dann 9ibt es eine Konstante 20 > 0 ,  so dass /iir aUe 4 mit 141 <~ 4o 

S~< konst. �9 h e" [lull s. 

Die Konstante hiinqt dabei nut yon 20, den Abschdtzungen [iir A (x) und ihren Ableitungen 

Q-ter Ordnung und yon den Abschdtzungen ]iir die Koe//izienten der Polynome P~ ab (in der 

Max. Norm). 

Ist speziell t t > O, so kann man 2 0 beliebig gross wi~hlen. 

Beweis: Der obige Satz ist richtig ffir Ausdriicke 

s = - II Ay (h) u II s + 4 c h .  II ~ '  (h) u II s, 

wobei C eine beliebige Konstante ist. 

u = (2 ~r)- ~" [ e t ~  ~o (co) deo, Derm ist 

Rs 

so folgt II A}' (h) u [1 s = ; I~ (co)I s sin ~v ~ to h d co, 

Ro 

also S =  - f ]~o (w)is (sinSV � 89  Ch" sin ~" kwh)  dw 
~ d  

Rs 

f Iv2 (to)[ s sin ev-" �89162 (sin u ~ e o h - 4 C h " ) d o ) ,  ~< 
a /  

und fiir die zwei M6glichkeiten /t =0,  k t#0  gilt: 
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/~ = 0, dann ist S < 0 ~ fiir 2 < l/C; ) 

~t>0, dann ist S<.,.h~.]/(2C)2V.[lu[I 2 fiir beliebige 2. 
(3.1.4) 

Ebenso leicht beweist man die Absch/itzung fiir den allgemeineren Ausdruck 3.1.3, 

wenn man ausserdem 

]a +v~>~p, i = 1,2, (3.1.5) 

voraussetzt. Dann kann man n/imhch # = #1 + #3 so aufspalten, dass 

und es gilt: 

#~+v~>~p, i=1,2, /~ ganze Zahlen >10, 

S < - ~ [I A~ (h) u [I 2 + 2 h" [ P1 (E) Q1 (A) u, A (x) P~ (E) Q~ (A) u [ 
t=1 

D II u II 3 , j=l = 

wobei D eine beliebige Konstante g= 0 ist. 

Ist  #1 =/~2 = 0 oder sind beide/x~ > 0, so kSnen wir D = 1 setzen und die Behauptung 

folgt unmittelbar aus der ersten Bemerkung. Ist  genau eins der/x~ = 0, so kann man trotz- 

dem die Absch/~tzung fiir beliebig grosses [2[ benutzen; man muss dann aber D geeignet 

w/~hlen. 

Nun kSnnen wit den Satz ohne Einschr/inkung durch vollst/indige Induktion nach 

der Ordnung/u der h-Potenz zeigen. Fiir/u>~ 2p ist alles klar. Sei der Satz ffir/x =#o, 

0 </~o ~< 2p bewiesen. Dann beweisen wir, dass er auch fiir # =/x o - 1 gilt. 

Nach Hilfssatz 1 kSnnen wir die Differenzenoperatoren vonder  einen Seite des Skalar- 

produktes auf die andere iiberfiihren und so erreichen, dass 3.1.5 erffillt ist, d. h. wir kSnnen 

S a u f  einen Ausdruck 

S = -- ~ [[ A~ (h) ?/, [[2 + 2 h/~'-1 Real  (P 1 (E) Q1 (A) u, A (x) P2 (E) Q2 (A) u) + 2 h"~215 
t=1 

• {/~hnliche Ausdriicke, auf die wir die Induktionsvoraussetzung anwenden kSnnen} 

zurfickffihren, wobei 

~ + / x  o - l ~ > p ,  i = l . 2 ;  v l + v 2 + j u o - l > ~ 2 P ;  ( ~ = 0 r d n u n g  yon Q~). 

Daraus folgt aber die Behauptung. 
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3.2. Gegeben sei ein homogenes System yon Differentialgleichungen 1.2.1. Wir geben 

zun~chst ein notwendiges Kriterium fiir die Existenz einer zugeordneten, stark stabilen 

Schar yon Differenzengleichungen an und zeigen dann, dass das Differenzanalogon dieses 

Kriteriums auch hinreichend ist. 

Es sei u(x,t + k,k) = ( I  + ~tQ(x, t, h)}u(x, t, k) 

irgend eine 1.2.1 zugeordnete stark stabile Schar yon Differenzengleiehungen, d .h .  

a) fiir alle hinreichend oft differenzierbaren Funktionen ist 

~--~ ~ Q (x, t, h) u = P x, t, -~x u; 

b) es gibt eine Konstante K, so dass ffir alle k, t u n d  alle u 

lJ(I + 2Q) u II ~ < (1 + Kk)Elull ~. 

Aus Eigenschaft b) folgt, dass 

2 Real (u,~Qu) + H,~Qu]]~<~ Kk]]uH ~, 

also auch 2 Real u, ~cQu < K l l u l l  ~. 

Aus Eigensehaft a) und der letzten Ungleiehung folgt dann: 

SATz 4. Damit zu einem System yon Di//erentialgleichungen 1.2.1 eine stark stabile 

Schar yon Di//erenzengleichungen existiert, ist notwendig, dass ]i~r alle u, die im De/initions- 

bereich von P(x, t, O/Ox) liegen, gilt: 

Real(u, Pu) <~ KI]ul]2; K = Konstante, unabhdngig yon u,t. 

Jetzt  wollen wir zeigen, dass das Differenzanalogon dieses Kriteriums auch hinreiehend 

Wir ordnen dem homogenen System yon Differentialgleichungen 1.2.1 die Schar 

u(x'  t+k '  k ) = { I - ( - 1 ) ' a  ~ A~'(h)+~ ~ hm-~P~(x' t' A(2h))} u(x'  t' .=o (3.2.1) 

wobei 

a) p=[�89 (m+2)] ist, ([~] =gr6sste ganze Zahl ~<~); 

b) a, 2 geeignet gew/~hlte Konstanten >0  sind; 

e) die Koeffizienten A . . . . . .  8 (x, t) der Operatoren P~EC~+a sind. 

ist. 

ZU, 
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Dann gilt: 11 u (x, t + k, /c)II 3 = II u (x, t, k)]]~ + I + I I  + I I I ,  

wobei 

( ~ (x, (2 u (x, t, k)) _ 33 ~=1 ~ I] A~ (h) u(x, t, k)I]2; I = 2 2 R e a l  u ( x , t , k ) ,  - - h  'n-~P, t , A  h)) 

I i  = ~ 1] ~ ~" (h) u (x, t, k)II ~ + ~ II Pm (x, t, ~ (2 h)) u (x, t, k)II ~ -  
i=1  

- ( - l ) P 2 2 3  Real C~ A~P (h) u(x' t' k)' Pm(x' t' A (2h))u(x'  t' k)) 

l iar t, k)Jl'; 3 j=1 

I I I = - g  I l A f ( h ) ~ ( ~ ,  t, k)ll~+Glieder, die proportional h und yon so hoher Ord- 
]ffil 

hung in den Aj sind, so dass naeh Hflfssatz 2 

I I I  ~< h ~" konst .-  II ~ (x, t, k)II 3 < ~. kons t . .  II u (x, t, k)II bei jeder Wahl yon ~, ,~ > 0. 

(3.2.2) 

Ebenso kann man nach Hilfssatz 2 (Vergleiche auch den Beweis ffir Satz 3) a trod ~ > 0 so 

w~hlen, class auch fiir I I  eine Absch~tzung 

I I ~  k .konst. �9 ]]u(x, t, k)]] ~ (3.2.3) 

gilt. Dabei sind die Konstanten unabhitngig yon u, t und k. Wir brauchen also nur noch 

den Ausdruek I zu untersuehen. Daraus folgt 

SATZ 5. Gibt es zu ~edem t t > 0  eine Konstante K, so dass ]iir alle us  alIe 
t E (0, T) und aUe k 

~,=0 tffil 

so ist (3.2.1) ]iir alle 4, a > 0  stabil, /iir die (3.2.3) gilt. 

Wir sehen die Bedeutung der Glieder a ( - 1) r ~ A~ p (h) u. Sie sorgen dafiir, dass alle 
1=1 

(]lieder, die nur durch die Differenzapproximation hineinkommen, auf die Stabilit~t 

keinen Einfluss haben, und dass diese nur yon der Differentialgleiehung abh~,ngt.(1) 

Aus Hilfssatz 2 ergibt sieh speziell fiir parabolisehe Systeme: 

(1) In  den  A n w e n d u n g e n  wird  m a n  h~uf ig  a u c h  ande re  s t ab i l i t~ t se rzeugende  Glieder b e n u t z e n ,  
u m  so fiir d ie  n u m e r i s e h e  B e r e c h n u n g  b e q u e m e r e  oder  genauere  F o r m e l n  zu erha l ten .  
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SATZ 

alle k 

so ist 3.2.1 

H E I N Z - O T T O  K R E I S S  

6. Ist  m = 2  q, und gibt es Konstanten ~ >0, so dass ]iir alle u E H o und 

Real (u, Pm (x, t, A (2 h) u) ~< - t~ 1 ~ II ZX? (2 h) u II e + ~ k II u II 3, 

/•r alle die a, 2 > 0  stabil, [iir die (3.2.3) gilt.(1) 

Beispiel. Gegeben sei das System 

~U= A (x, t) a~ u ~u ~t ~x~ + B (x, t) ~ x +  C (x, t) u. 

Naeh Satz 6 ist die zugeordnete Schar (3.2.1) bei geeigneter Wahl von a,2 > 0 stabfl, wenn 

die Eigenwerte yon A (x, t) + A* (x, t) gr6sser als eine Konstante 6 > 0 sind. 

3.3. Die Ergebnisse des vorigen Absehnittes kann man verallgemeinern, wenn man 

stat t  der L2-Norm (u, u) allgemeinere Normen (u, Bu) verwendet. Hierbei sind B selbstad- 

jungierte Operatoren, die positiv definit shad, d. h. es gibt eine Konstante 6 > 0, so dass 

(u, Bu)>~O(u,u). 

Die Norm kann aueh von t abh/~ngen. Man verlange dann aber zweckm/~ssig, dass sie 

beziiglieh t gleiehm/~ssig lipschltzbesehr/~nkt ist, das soil heissen: es gibt eine Konstante Ko, 

so dass fiir alle t~E(0, T) und alle zugelassenen u 

l(u, B(tOu ) - (u, B(t~)u)l <~ It1 - t 21 " K o ( u ,  B(t~)u). 

Wichtig ist es, dass ffir diese so verallgemeinerte Norm ein dem Hilfssatz 2 entspreehender 

Satz gilt. Ist z. B. 

B = E B ,  x , t ,  
v=0 

B,=homog~ne Differentialoperatoren der Ordnung v, 

deren Koeffizienten E C t, mit hinreiehend grossem/u, 

ein Differentialoperator, ffir den es Konstanten 61, 68 > 0 gibt, so dass fiir alle u, fiir die 

B u existiert, 

v=0  1=1 v=0 1=1 

so gibt es einen solehen analogen Hilfssatz, und man kann zeigen, dass die Schar (3.4.1) bei 

geeigneter Wahl yon a,2 > 0 beziiglieh dieser Norm stabil ist, wenn es eine Konstante K 

(1) I n  d i o s e m  F a l l  k a n n  m a n  s o g a r  a = 0 s e t z e n  u n d  e r h ~ l t  S t a b i l i t / i t ,  w e n n  m a n  2 h i n r e i e h e n d  

k l e i n  w i ih l t .  
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gibt, so dass fiir alie u mit existierendem B u und fiir alle k 

(Bu, ~ hm-" P,u)+(u,  B ~ hm-'p,u)<<.Kk(u, Bu). 
~ 9  ~=0 
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4. Hermltesche Systeme yon Differenzengleichungen 

Wir setzen jetzt voraus, dass die Koeffizienten A . . . . . .  , (x, t) des Differentialgleichungs- 

systems (1.2.1) hermitesche Matrizen sind (wobei wir dieselben Regularit/itsvoraussetzun- 

gen machen wie im vorigem Kapitel), und wollen untersuchen, wann die Schar (3.2.1) 

stabil ist. Wit nehmen immer an, class ~, a > 0 so gew/ihlt sind, dass (3.2.3) gilt, und brauchen 

daher nut  den Ausdruck T des Satzes 5 zu untersuchen. 

4 . t .  Aus Satz 5 ergibt sich: 

SATZ 7. Fi~r hermitesche Systeme 1. Ordnung (also m = 1) ist die Schar (3.2.1) stabil. 

Beweis. Schreibt man 

P1 (x, t, A (2 h)) = ~ A~ (x, t) Av (2 h), Av hermitesch e C 3, 
v=l 

so folgt aus I-Iilfssatz 1 

(u, A~ A~ (2 h) u) = - (A, A~ (2 h) u, u) + 0 (h); 10 (h) l ~< konst. �9 h .  II u II 3. 

Also ist, da 2 = k/h = konst., 

I ( u , A ~  (2h)u) + (A~A~(2h)u, u) l <~ k .konst .-  IIuH 2, 

wobei die Konstante nicht von k, t u n d  u abh/ingt. 

4.2. Hilfssatz 1 kann man ]etzt benutzen, um Satz 5 ffir hermitesche Systeme eine fiir 

die Anwendung oft bequemere Form zu geben. 

Da wir nur an der Stabilit/it interessiert sind, ftihren wir zur bequemen Schreibweise 

/~quivalenzen ein. Wir sagen: zwei Skalarprodukte F and G sind/iquivalent, 

F ~  G, 
falls fiir alle u E H o 

]F-GI<~ ~ ]]Af (h)ul]~+k �9 konst.-]]u}r" , p=[ �89  (m+2)]  
t=1 

bei jeder Wahl yon # > 0. Hierbei darf die Konstante (bei festem F, G) nut  yon /~ 

abh/~ngen. Sie braueht abet nieht besehr~nkt zu bleiben, wenn #->0. Man sieht 

leicht ein, dass folgende Reehenregeln gelten: 

1 3 -  593802. Acta  mathematica, i01. Imprim6 le 18 juin 1959. 
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1) Aus F~=G1, F2~-G~ 

2) Aus F I_G~, G I = G  2 

3) Aus F1 ~ G~ 

HEINZ-OTTO KREISS 

folgt Xt F1 + s F2 ~- ~1 G1 + ~2 G~; 21, 2~ beliebige Konstanten. 

folgt F 1 _ G~. 

folgt a , ~ .  

Das Rechnen mit Aquivalenzen bedeutet nichts anderes, als dass man aUe Glieder, die 

auf die Stabilitgt keinen Einfluss haben, vernachlgssigt, und man kann speziell in Satz 5 

T dureh einen gquivalenten Ausdruck ersetzen. Wendet man Hilfssatz 1 auf Ausdriicke 

an, wobei 

P,- l=  E 
Z~i=v-1 

X h"-" (u, P,-I" hj (2 h) u) 

A . . . . . .  , (x, t) AI' (2 h) ... h; ,  (2 h), A . . . . . .  ~ (x, t) E C8+,, 

so folgt wegen (3.2.1 a) nach Hilfssatz 1 

{ ( 0Pv-1 .u)}(1) (4.2.1) ).hm-~(u, P,_I"Aj(2h) u)~ - ~ h  m-" (Aj(2h) u, P~-lu)+h u, ~ 

wobei 

OP,_a y.. OA 
o-~  =~:~,_,_~ ~ A~. (2 h) ... A:~ (2 hi. 

Man kann also genau so reehnen Ms ob 

8 
• (2 h) = h o-~/ 

Wendet man (4.2.1) mehrmals auf den Ausdruck T des Satzes 5 an, so folgt aus dem 

alternierenden Charakter yon (4.2.1) und aus der Hermitezitgt der A ..... ~8 (x, t) der 

SATZ 7. Fiir den Ausdruck 

T =  Real (u, ,=o ~ hm- 'P ' ( x ' t 'A (2h ) )u )  

gilt eine gquivalente DarsteUung 

t�89 
T ~  ~ E hm-2" (Qo~,( x, t, A (2h))u,  RQ,,(x, t, A (2h))u).  

,u-O q 

Dabei sind die QQ~, RQ~ homogene Dillerenzenoperatoren in den Aj (2h) der Ordnung ~, 

deren Koe//izienten nur yon den l-ten Ableitungen der A . . . . . .  , (x, t) abMingen, [iir die 

(a) Die ~.quivalenz (4.2.1) gilt nattirlich auch, wenn die Av .... vs (x, t) nicht hermitesch sind. 



/st. 

L O S U N G  D E S  C A U C H Y P R O B L E M S  ~'Ul~ P A R T I E L L E  D I F F E R E N T I A I ~ L E I C H U N G R ' N .  

2/x= ~ v~-l  
t - 1  
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Diese Darstellung ist nicht eindeutig, aber alle Darstellungen sind /~quivalent. 

Ist  fiir irgend eine Darstellung 

T ~  k~]lu]l 2, ~ = Konstante, unabh~ngig yon k und u, 

so ist (3.2.1) stabil. Aus Hilfssatz 2 folgt daraus: 

SATz 9. Ist 
$ 

~(Qqu(x, t, A(2h))u ,  Rqu(x, t, A(2h))u)~< -(~1Z IlA~(2h)u[12+~,k[l~ll ", ~,=[�89 
o t=1 

oder u~a dasse.lbe ~st: 

a) /~r m=O ( ~ t  2) 

Real (st, Pro(x, t, ~ (2 It)) st).< - ~  ~ I1~ ~ (2 It) stll'+~, k I1~11'; 
t - 1  

b) [i/r m ~ l  (mot/ 2) 

Real {(st, Pm (x, t, A (2 It)) u) + h (st, Pro-1 (x, t, A (2 h)) u)} 

< - ~ i t  ~ IIA~(2it)stll~+~,kllull ', g= [ �89  
] - 1  

wobei die ~ yon st und k stnabhdngige Konstanten > 0  s/nd, so /st d/e ~char (3.2.1) 

stabil (~ ). 

4.3. Um die Ergebnisse des vorigen Abschnittes zu erliiutern, wollen wit zwei Beispielo 

betrachten. 

Beisgiel 1: 

~t ,~-1 Aj(x, t) ~-~j+ B,(x, t) ~xj +Cu. (4.3.1) 

Nach (4.2.1) gilt ftir T 

T= Real { ~,-1 ((u, A,(x, t) A~ (2h)u)+ h (u, Bj(x, t) A,(2h)u))+ h~(u, Cu)l 

~- - ~ (A~ (2 h) u, Aj (x, t) At (2 h) u). 
t=1  

(a) Man beachte besonders, dass im Fall b) der Operator Pro- 1 entscheidend fiir die Stabilit&t, 
sein kann. 



198 HEINZ-OTTO KREISS 

Also ist die (4.3.1) zugeordnete Sehar (3.2.1) stabil, falls die Eigenwerte der A(x,t) fiir 

alle x, t gr6sser oder gleich 0 sind. 

Beispiel 2: 

Oa u B 02 u O u 
Ou_at j=a ~ Aj(x,  t)~x~+ j(x, t) gEy~_.2+Cj(X,oxj t)~xj +Du .  (4.3.2) 

Nach (4.2.1) gilt: 

' ( te A,(x, t) U t (x, t)} A t ( 2 h ) u ) .  

Daraus folgt, dass die 

werte yon 

(4.3.2) zugeordnete Schar (3.2.1) stabil ist, wenn die Eigen- 

a & (x, t) 
0xj 

B,(x,t), j = 1 , 2  . . . . .  s,  

fiir alle x, t kleiner oder gleich 0 sind. 

4.4. Eine einfachere Form erhalten die obigen Resultate, wenn man die Differential- 

gleichung (1.2.1) in einer besonderen Form schreibt. Um das Prinzip klar zu machen, 

beschr/~nken wir uns auf den Fall s = 1. Daraus ersieht man dann, wie die Ergebnisse 

ifir mehrere x-Variablen lauten. 

Gegeben sei das System yon Differentialgleichungen 

OU ~ O" U [tm] 0 2, U [tOm-l)] ~2,+1U 
. . . .  / A, E A 2 , ~ +  Y.. A,,+I xa,+,; (4.4.1) 
Ot ,-o Ox" ,=o Ox ,=o 0 

dieses kann man in der Form 

schreiben, wenn die A, E C~ mit hinreichend grossem /~. 

Eine (4.4.2) zugeordnete Schar von Differenzengleichungen ist 

u (x, t + k, k) = { I -  a ( -1)V A~r (h)} u (x, t, k) + 
[�89 

+)~ ~. hm-2"A ' (2h){~2vA ' (2h)u(x ,  t, k)}+ 
�9 ~ 0 .  

[t(m- 1)1 
-{-J~ ~. " h m - 2 v w l  [A t (2h) {A2t+IA "+1 (2h) u(z ,  t, ]g)}-~- 

t ' = 0  

+ h "+1 (2 h){~2,+1 A" (2 h) u (x, t, k)}]. 

(4.4.3) 
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Ebenso wie oben ergibt sich, dass 4.4.3 bet geeigneter Wahl  yon a und 2 stabil 

ist, werm 
E�89 
E ( - 1)" h m-~  (A ~ (2 h) u, ~ i ~  (~, t) A ~ (~ h) u) < k 0 II u II ~, (4.4.4) 

u=0 

wobei ~ eine Kons tan te  unabh~ngig von k und  u ist. Denn nach ~Iilfssatz 1 ist 

Real  (u, A ~ (2 h) (*~2~+1 (x, t) A v+l (2 h) u) -~- h v+l (2 h) (~2r+l  (z, t) i v (2 h) u)) = 0. 

Interessant  ist es zu bemerken, dass ffir konstante  4 ,  (x, t), (4.4.4) die notwendige 

und hinreiehende Bedingung daffir ist, dass das Cauehyproblem fiir (4.4.2) riehtig ge- 

stellt ist. (Vergleiche [4].) 
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