UBER DIE LOSUNG DES CAUCHYPROBLEMS FUR LINEARE
PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN MIT HILFE VON
DIFFERENZENGLEICHUNGEN

TEIL 1: STABILE SYSTEME VON DIFFERENZENGLEICHUNGEN (1)
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HEINZ-OTTO KREISS
Stockholm

Einleitung

1.1, Die Losung des Cauchyproblems fir partielle Differentialgleichungen mit Hilfe
von zugeordneten Differenzengleichungen wurde schon mehrmals behandelt, so in den
Arbeiten von Courant, Friedrichs und Lewy {1}, von Lax und Richtmyer [7] und von
anderen (z. B. John [3], M&imann [9], O’Brien [11], Ryabénkii [12]). Wihrend in allen
diesen Arbeiten die Existenz von Differenzapproximationen, deren Losungen gegen die
Losung des entsprechenden Differentialgleichungsproblems konvergieren, nur fiir épezielle
‘Differentialgleichungen gezeigt wurde, so wollen wir das Problem fiir lineare Differential-
gleichungssysteme allgemein behandeln.

Wir werden zeigen, wie man zu Anfangswertproblemen zugeordnete Differenzenglei-
chungen konstruiert, aus denen sich bestimmte Aussagen iiber die Sachgemdissheit des
Problems und die Existenz der Losungen der Differentialgleichungen ergeben, und wie

man diese Losungen mit Hilfe der Differenzengleichungen beliebig genau approximiert.

1.2. Gegeben sei das System von linearen Differentialgleichungen

ou Z ] ‘ )
gy = = el . 1.2.
=0P,, (x, t,am)u-l-b(x, t) P(x, t,ax)u-i-b(x, {) (1.2.1)

(1) Teil 2 folgt in Kiirze.

(2) Diese Arbeit hat der Verfasser im Institut fiir Mathematik der Kgl. Technischen Hoch-
schule in Stockholm geschrieben, wahrend er Stipendiat des schwedischen technischen Forschungs-
rats war.

12 — 593802. Acta mathematica. 101. Imprimé le 18 juin 1959.
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Darin bedeuten:

21
x =< : ) Punkte im reellen s-dimensionalen Raum R,, ¢ die Zeitvariable, u(z,t) und
xs

b(x,t) von den angegebenen Argumenten abhingige Funktionenvektoren im komplexen
n-dimensionalen Raum, und P,(,t,0/¢x) ein homogener Differentialoperator y-ter Ord-

nung, den man daher auch in der Form:

2 8"
Pz, t —)= Ay @ ) s
(” ax) ZEE, ey B ) (1.2.2)

4,,...s, (%, 1) komplexe n -n-Matrizen,
schreiben kann.
Als Anfangswerte fiir die Zeit ¢ = 0 besitze das System die Werte

u(x,0)=f(x), _°°<xi<+'°°-

Von den Koeffizienten des Systems (1.2.1) setzen wir voraus, dass sie im ganzen (z,f)-
Raum definiert sind und hinreichend oft nach allen Variablen differenzierbar sind, und dass
alle diese Ableitungen in jedem endlichen (f)-Bereich gleichmissig beschrinkt sind. Von
den Anfangswerten nehmen wir an, dass sie in einem geeigneten Banachraum liegen. Die
im einzelnen benétigten Regularititsvoraussetzungen werden wir jeweils bei den betref-

fenden Sitzen angeben.

1.3. Es sollen nun die Losungen des Systems (1.2.1) mit Hilfe von Differenzengleich-
ungen konstruiert werden. Dazu betrachten wir geeignete Systeme von Differenzengleich-

ungen
w(x, t +k &) ={1+2Q(x, t,h)}u(z, ¢, k) + kb(z, t), (1.3.1)

von denen wir voraussetzen:

1) Die Anfangswerte sind dieselben wie bei dem System (1.2.1), d. h.
u(z, 0, k) = f(x),

und fiir die Koeffizienten von (1.3.1) gelten dieselben Voraussetzungen wie bei dem System
(1.2.1).
2) Q(x, t, k) ist ein Differenzenoperator der Art:

Q(x, t: h)u':zail...h (.’E, t’ h)u(x-i_hejl---jt, t’ k)’ (132)

wobei
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n
a) e,...;= 2 ji¢;, ist, ¢, i-ter Einheitsvektor, j; ganze Zahlen;
. =1

b) aj,...i (z, t, k) quadratische »-n Matrizen sind, und
¢) die Summe nur endlich viele Glieder enthilt.
3) Das Verhiiltnis zwischen dem Zeitschritt £ und der m-ten Potenz der Gitterkon-

stanten A ist konstant, also:

k
l=h—m= konst. (1) (1.3.3)
1.4. Wihlen wir dann eine reelle Zahl T' > 0, und setzen wir k = 7'/2", . =1, 2, ..., s0
definieren wir damit eine Schar von Differenzengleichungssystemen (1.3.1). Dadurch
erhalten wir aber fiir jedes k eine Funktion u(z,t, k), die in allen Punkten t mit 0 <t =9k <T

definiert ist. Wir wollen untersuchen, unter welchen Bedingungen lim u (x, £, k) existiert, und
k—0

eine Losung des Anfangswertproblems (1.2.1.) darstellt(?). Notwendig dazu ist, dass die
Differenzengleichungssysteme fiir £— 0 formal in das Differentialgleichungssystem tiber-

gehen, d.h. fiir alle hinreichend oft differenzierbaren Funktionen « ist

}ci_)n(l)%Q(x, t, h)u=P(x,t, 3%0) u. (1.4.1)
Solche Scharen von Differenzengleichungssysteme nennen wir dann dem Differentialgleich-
ungssystem zugeordnet. Diese formale Konvergenz ist aber im allgemeinen nicht hin-
reichend, wie schon Courant, Friedrichs und Lewy [1] festgestellt haben. Die von ihnen
untersuchten Scharen von Differenzengleichungen mussten ausserdem noch stabil sein.
Lax und Richtmyer [7] haben dann fiir sehr allgemeine lineare sachgemisse Anfangs-
wertprobleme gezeigt, dass die Stabilitit die sowohl notwendige als auch hinreichende
Bedingung fiir die Konvergenz der Funktionen u(z,f, k) gegen die Lésung des Diffe-
rentialgleichungssystems ist; allerdings mussten sie die Existenz und gewisse Diffe-
renzierbarkeitseigenschaften der Losungen voraussetzen. (Vergleiche auch M&imann [9],
Ryabénkii [12].)

1.5. In diesem Teil der Arbeit wollen wir stabile Scharen von Differenzengleichungs-

systemen konstruieren, die homogenen linearen Systemen von Differentialgleichungen

(*) Auf Differenzengleichungen der Art (1.3.1) wird man gefithrt, wenn man die Differential-
guotienten durch Differenzenquotienten ersetzt: z.B.
du h ulx, t+tk)—ulz, §) 8_u u(x+he)—u(xr—he)

— durc ; durch
at k 2 x; 2h

und die so entstehenden Gleichungen mit % multipliziert und &/A™ = 1 setzt.
(2) Dass wir k=T/2" setzen, ist reine Bequemlichkeit. Man kann zeigen, dass die hier be-
trachtete Konvergenz unabhéngig davon ist, wie k gegen Null geht.
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(1.2.1) (b(x,t) = 0) zugeordnet sind. Um den oben erwihnten Satz von Lax und Richtmyer
ausnutzen zu kénnen, benutzen wir deren Stabilitdtsdefinition:

Gegeben sei eine homogene Schar von Differenzengleichungen (1.3.1):
w(x, t +k k) ={L+2Q (=, ¢, h)}u(x, ¢, k). (1.5.1)

Als Anfangswerte zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ mit 0 <¢{=v»k < T lassen wir alle in
‘einem Banachraum B, vorkommenden Funktionen ¢(z) zu, und nehmen an, dass @(x,¢, )
fiir jedes feste ¢ und k eine Transformation im Raum B, ist. Dann nennen wir die Schar
(1.5.1) beziiglich des Intervalls (0,7") und des Banachraums B, stabil, wenn es eine Kon-
stante D > 0 gibt, so dass fiir alle %, fiir alle #; und ¢, mit

0< b, =mk<ty=vk< T

und fir alle durch (1.5.1) und den Raum B, bestimmten Funktionen «(=,t, k) gilt:

“u(x, t2s k) ” < DH'M (x’ tly k) ” (1'52)

(|| || bezeichnet die Norm des Banachraumes.)
Fiir Scharen von Differenzengleichungen mit variablen Koeffizienten beweisen wir
die Stabilitit durch eine stiarkere Forderung, némlich, dass es eine von ¢,%, % unabhéngige

Konstante C gibt, so dass
flu(z, ¢t +k, k)< (1 +CEk) flux,t, k)| (1.6.3)

Solche Scharen nennen wir stark stabil.

Wahrscheinlich ist (1.5.3) keine wesentliche Einschrinkung der Allgemeinheit. Man
kann vermuten, dass (1.5.3) aus (1.5.2) folgt, wenn man zu einer anderen geeigneteren
Norm iibergeht. Der Vorteil von (1.5.3) besteht darin, dass man nur die lokalen Eigen-

schaften der Differenzengleichungen zu untersuchen braucht.

1.6. Im zweiten Kapitel betrachten wir Systeme (1.2.1) mit konstanten Koeffizienten.
Als Banachraum B, wihlen wir den Hilbertraum H, aller im ganzen R, quadratisch inte-
grierbaren Funktionen. Wir werden zu jedem sachgeméssen Cauchyproblem eine zugeord-
nete stabile Schar von Differenzengleichungen angeben, deren Lésungen nach dem Satz
von Lax und Richtmyer gegen die Losung des Differentialgleichungssystems konvergieren.

Im zweiten Teil der Arbeit werden wir dann umgekehrt zeigen, dass aus der Stabilitit
einer zugeordneten Schar von Differenzengleichungen auch die Sachgeméssheit des Cauchy-
problems folgt. Damit haben wir dann bewiesen, dass Sachgeméssheit eines Cauchypro-
blems und Existenz einer zugeordneten stabilen Schar von Differenzengleichungssystemen

dquivalente Aunssagen sind.
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Im Kapitel 3 benutzen wir die im vorhergehenden Kapitel konstruierten Scharen, um
ein hinreichendes Kriterium fiir Differentialgleichungssysteme mit variablen Koeffizienten
anzugeben, dass eine beziiglich H, stabile zugeordnete Schar von Differenzengleichungen
existiert. Dieses Kriterium kann man, nach einem Gedanken von J. Leray [8] wesentlich
verallgemeinern, wenn man anstatt der speziellen Norm (u,u)? von H, eine allgemeinere
Norm (u, Bu)* benutzt, und es ist zu vermuten, dass alle Differentialgleichungssysteme,
fiir die das Cauchyproblem beziiglich eines hinreichend umfassenden Hilbertraumes sach-
gemdss ist, einem solchen Kriterium geniigen.

Im Kapitel 4 betrachten wir dann die Scharen von Differenzengleichungen, die her-
mitischen Systemen von Differentialgleichungen zugeordnet sind. Diese Differential-
gleichungssysteme sind dadurch definiert, dass alle Matrizen in der Gleichung (1.2.2)
hermitisch sind. Sie sind eine direkte Verallgemeinerung der von K. Friedrichs [2] unter-
suchten symmetrischen Systeme 1. Ordnung. Wir formen das im Kapitel 3 gegebene Krite-
rium um und sehen, dass es die Existenz einer beziiglich H, stabilen Differenzapproxima-
tion fiir eine ziemlich umfangreiche Klasse von hermitischen Differentialgleichungs-

systemen sichert. -

1.7. Nun ist es nicht selbstverstdndlich, dass fiir alle Systeme von Differentialglei-
chungen, denen wir stabile Scharen von Differenzengleichungen zuordnen kénnen, das Cau-
chyproblem sachgemiss ist, oder dass deren Losungen die geforderten Regularititsvoraus-
setzungen erfiillen, damit man den Satz von Lax und Richtmyer anwenden kann. Wir wer-
den daher im 2. Teil unter gewissen Einschréankungen die Konvergenz der Losungen der
Differenzengleichungen zeigen und erhalten damit Beweise fiir die Existenz von (zuminde-

stens verallgemeinerten) Losungen des Cauchyproblems.

2. Differenzengleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten
2.0. Bezeichnungen. Sind u,v € H, so wird das Skalarprodukt durch

(u, v) = Ju*-vdw= J > acvidx
=1
Rs

Bs

und die Norm |ju|| durch
ol =G 0= [ lufdz

definiert.
Ist A eine Matrix, so ist ihre Norm
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|A|= sup |Aw|.
Jw|=1

Mit A* wird die zu 4 adjungierte Matrix bezeichnet.

2.1. (Abschnitt 2.1 entspricht P. D. Lax und R. D. Richtmyer [7], S. 275-281, so dass
die Darstellung hier sehr konzentriert ist.)

Macht man fiir die Losungen von (1.3.1) wie iiblich (vgl. z. B. auch Todd [13] und
die dort angegebene Literatur) den Ansatz:

u(x, t, k)= (2n)_*sfei"”1p(t, w, B)dw; o={w,, ..., ws} reell,

Ry

so erhdlt man aus (1.3.1) und (1.3.2) fir p (!, o, k)
p(+k o by ={I+A3a,.. 15, H) " T}y, o, =Bk o)yt o, k),

also p(E+1k, 0, k)=B(k, o)y, o, k).

Da @, ¢, b= f @, o, B do, @.L1)
Rg

s0 ist die Schar von Differenzengleichungen (1.3.1) dann und nur dann stabil, falls es eine
Konstante K gibt, so dass fiir alle w,% und fiir alle ganzen Zahlen ! mit 0< [- k< T gilt:

|(B(k, ®))'|< K. 2.1.2)

Daraus erhélt man die v. Neumann-Bedingung: Die Schar (1.3.1) ist hochstens dann stabil,
falls fiir die Eigenwerte s; von B(k,w) gilt: Es gibt eine Konstante C, so dass fiir alle &

|#|<1-+Ck.

2.2, Nun ist das v. Neumann-Kriterium nur notwendig, nicht hinreichend. Man

braucht nur das Beispiel (z€R,, n=2)

w(®, t+k k)y=Tu(x,t, k)—!—% (0 1) {u(@+h,t, k)—2u(z, t, k)+u(=—h,t, k)}

00

zu betrachten. Fiir alle @ sind die Eigenwerte »; = 1. Also ist das v. Neumann-Kriterium

erfillt. Fiir ok =} n erhilt man aber

Bko)-(y 7)),
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10 0 -1
l=
also Bk, w) (0 1)+l(0 0)'

Wir miissen daher ausserdem beriicksichtigen, wie und auf welche Normalform man

B(k, ) transformieren kann.
2.3. In einer vorausgehenden Arbeit (Kreiss [5]) haben wir folgendes notwendige und
hinreichende algebraische Kriterium fiir die Stabilitdt bewiesen:

Sarz 1. Dann und nur dann ist die Schar (1.3.1) mit konstanien Koeffizienten stabil,

falls es eine nichtsingulire Transformation S{k,w) und eine Konstante K gibt, so dass fir
alle w und & gilt:

1) |8k w)|<K, |8k o)|<K;
#y g -or Jin-1 Jin
2) Sk o) Bk, )87 (k 0)=[® % w0 Pt fon ),
0 e 0 e,
3) |%|<1+Kk (v. Neumann-Bedingung);
9 gyl <K (k+[1- o]

Nun ist dieses Kriterium in manchen Fillen nicht besonders iibersichtlich und leicht an-
wendbar. Es ist daher von Interesse, explizit eine Methode anzugeben, stabile Scharen von

Differenzengleichungen zu konstruieren.

2.4. Wir geben zunichst ein Beispiel, um die Konstruktionsmethode zu erldutern:
Gegeben sei die partielle Differentialgleichung

ou _ou.

at ox’

u (z, 0)=f (x); f (=), d €H,. (2.4.1)

Ordnet man dieser die Schar
w(@th)—u@—h),

wlx, t+k k)={I+AA 2R} u(=, ¢ k); A2k u= 3 | (242)

u(z, 0, k)= (x)

zu, so konvergieren ihre Lisungen im allgemeinen nicht gegen die Lésung von (2.4.1),
obwohl (2.4.2) formal fiir k—0 in (2.4.1) iibergeht. Die Schar (2.4.2) ist ndmlich fiir kein
2> 0 stabil. Wire es stabil, so miisste nach (2.1.2)

|1 +iAsinwh|!
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fiir alle wk und irgend ein 1> 0 gleichmissig beschrénkt sein, und das ist der Ausdruck
offensichtlich nicht.
Ersetzt man aber (2.4.2) durch

w(z, t +k k) ={1+cA*2h) + AA2R)}u(x, t, k);(1) ¢ =konst. >0, (2.4.3)

so konvergiert (2.4.3) immer noch formal fiir jedes ¢ gegen die Differentialgleichung
(2.4.1). (2.4.3) ist aber bei geeigneter Wahl von ¢ und 4 stabil.
Nach (2.1.2) muss
[1—osinwh +ilsinwh|’

gleichmissig beschrinkt sein. Das kénnen wir aber dadurch erreichen, dass wir A und ¢
so wihlen, dass fiir alle w

|1 —osin?whk +ilsinwh| <1
ist.
Wir haben also durch Hinzufiigung von Gliedern hoherer Ordnung erreicht, dass die instabile
Schar (2.4.2) in die stabile Schar (2.4.3) iibergeht.

2.5. Es bereitet nun keine Schwierigkeiten, mit Hilfe dieser Methode zu jedem im
Hilbertraum Ho sachgemissen Cauchyproblem eine stabile Schar von Differenzenglei-
chungssystemen zu konstruieren.

Es bezeichne A;(2h4) den Differenzenoperator

_u(x+eh)—u(x—eh)
= 5 .

A;(2h) u(zx)

Dann ist A;2h)ae®* =iae® sin w;h; (a konst.).

Wir approximieren die Differentialoperatoren (1.2.2)

0 &
P (Z)= 9
' (6.7:) 2 Ay, oxy ... 0

durch die Differenzenoperatoren
P, (A(2h) =% 2 A, , AT (2h) ... A (2h)

und betrachten die dem homogenen Differentialgleichungssystem (1.2.1) zugeordnete
Schar:

(*) Dies entspricht der bekannten Viskositatsmethode. Siehe z.B. v. Neumann und Richt-
myer [10].
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S m

wlx, t+k b)y={I(1—(—-1)Y¢ > AP (2h))+ 4 SRR, (A2R)u(x, ¢ k). (25.1)
j=1 »=0

Dabei ist p irgend eine ganze Zahl mit m <2p <2m und ¢ eine Konstante >0, die wir
genau so wie A geeignet wihlen. (Man beachte, dass (2.5.1) fiir beliebige 4,0 >0 (1.2.1)
zugeordnet ist.) Macht man jetzt nach 2.1 den Ansatz:

u(z, t, k)=(2n)_*sfe"‘”1p(t, w, k) do,
Re

so folgt

pE+k o k)={I1-¢ 2 (sin w; h)?") + A % B P, (i sin oh)}p (t, o, k), (2.5.2)
j=1

v=0
wobei sin @ b= {sin w, b, ..., sin w,hk}.
Es gibt nun einen Vektor @, so dass

sinwh=0h, wobei |wk|<]1. (2.5.3)
Daraus folgt:

p(it+k o k)={I1-0 28: (@, h)?® -l-/'].h”'ZP o)}y k). (2.5.4)
j=1

Nun haben wir in einer anderen Arbeit (Kreiss [4]) folgendes Kriterium fiir die Sachge-

missheit des Cauchyproblems bewiesen:

Sartz 2. Das Cauchyproblem fiir homogene Differentialgleichungssysteme (1.2.1) ist
dann und nur dann sachgemiiss, wenn es hermitesche Matrizen Q (w) und Konstanten §; > 0 gibt,

so dass fiir alle w und alle Vektoren v gili:
a) 6,7 v<v* Q(w)v< v y;

m m 2.56.5
b) " {Q () ;)Pv(iw)'i_ gon(iw)Q(w)}v<5sv*Q(w)v- (255)

Aus (2.5.4) folgt fiir jedes w, wenn wir zur Abkiirzung

2P (0)=P@Ed), 9IQ@ y,=|wlo
setzen,
v E+Ek o B)o=|v o k)a+I+I1+I1I1+1V,

wobei
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I=Ar"{l—¢ _gl (@; 2)*"} * (¢, 0, k) {Q (@) P (4@) + P* (i®) @ (@)} v (¢, o, k);

7

= ~203 @h* |yt o, B

8 2
II= 0'2 (‘z]_ (&\); h)2p) Iw (t7 w, k) |2Q;

IV=221"|P(id)y (t, », k)3

Da P(i®) ein Polynom von & der Ordnung m ist, gibt es eine Konstante K >0,

so dass

IV 22K r" (2 (@0s)?™ + 1) lv (¢t o, k)|
. (2.5.6)
=K 3 (b |p(t, 0, k) [o+ K|y (¢, 0, ) [2.
j=1

Wegen |m;h|<1 ist fir g<s!

IT+ITI<LI,
und da 2p <2m ist, konnen wir dann nach (2.5.6) 4 > 0 so bestimmen, dass
II+II+IVS KRR |p(t, 0, k)| Q.
Nach (2.5.5b) gilt aber fiir ¢ <s!
I<83k|p(t, w, k)%
Also ist lp(t +k o, k)|%< (1 +konst. k)|p(t, w, k)|%.

Aus (2.5.5a) und der Parsevalschen Gleichung ergibt sich so, dass (2.5.1) fiir solche ¢

und A stabil ist. Damit haben wir bewiesen:

SaTz 3. Zu jedem System wvon Differentialgleichungen, fir das das Cauchyproblem
sachgemdiss ist, gibt es eine stabile zugeordnete Schar von Differenzengleichungen. Eine solche
Schar ist (2.5.1) bei geeigneter Wahl von 4 und o.(%)

3. Differenzengleichungssysteme mit variablen Koeffizienten

In diesem Kapitel wollen wir die Ergebnisse des vorigen Kapitels auf Systeme mit

variablen Koeffizienten verallgemeinern. Als Anfangswerte lassen wir, wenn nichts anderes

(*) Fiir hyperbolische Systeme 1. Ordnung hat P. D. Lax [6] die Stabilitat von 2.5.1 fiir einen
sogar grosseren A-Bereich gezeigt. Vergleiche auch Kreiss [5].
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ausdriicklich vorausgesetzt wird, wieder alle Funktionen €H, zu. Um etwas Bestimmtes
vor Augen zu haben, wollen wir die Untersuchung in einem festen ¢-Intervall (0, 7') durch-

fithren.

3.0. Bezeichnungen (vgl. auch 2.0).

=u(x+ejh)—u(x—ejh)

1) Neben A;2h)u 3

betrachten wir auch die Operatoren

wu(x+he)+u(x—hey)

Man beachte, dass diese Operatoren miteinander vertauschbar sind, und dass
18 ]| < [poe]l-

2) Wir sagen, dass eine Matrix 4 (x, t) € C,, wenn alle ihre Koeffizienten im {-Intervall
(0,T)» mal nach allen z; differenzierbar sind und alle diese Ableitungen im Intervall

(0,T) und im ganzen z-Raum R gleichméssig beschrinkt sind.

3.1. In diesem Abschnitt beweisen wir zwei Hilfssitze.

Hivrrssatz 1. Es sei die Mairizx A()€C,,v>3, und u(x),v(x)EH, Es bezeichne
A(2h) irgend einen der Differenzenoperatoren A (2h) und 8/0 x,E(2h) die entsprechenden
Operatoren 0/0x;, E;(2h). Dann gilt:

(u, AA2Rh)v)= —(A(2h)u, 4,v)—h(E(2h)u, A;v)
=—(A@2h)u, 4,v)—h(u, A,v)—2h (A% (k) u, Ayv), (3.1.1)
wobet

K" A
4y @)= @)+ 5 2

N (3.1.2)
A K1 [(h—1)? &
Az‘”’"awwﬁTﬁ

0

(Az+7)+Ax—1))dT.

Beweis: Es sei e der dem Differenzenoperator A (2%) entsprechende Einheits-

vektor. Dann ist:
(w, AA(2h) v)=% fu* (x) 4 (x)v(x+he)dx—% fu* (x) A (xyv(x—he)dzx
Rs Ry

:gfu (x_he)A(x_he)v(x)dx_%fu* (z+he) A (z+he)v(z)da.

Ry Rs
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Aus der Taylorschen Formel angewandt auf A (x £he) ergibt sich die erste Gleichung.

Die zweite entsteht aus der ersten durch einfache algebraische Umformung.

HivwvssaTz 2. Wair betrachten den Ausdruck:
S=— _21||A§’ (R) u|]*+ A 2* Real {(P,(E)Q, (A)u, A (x) P,(E)Q, (A)u)}, (3.1.3)
=

wobei gilt:

1) P,(E) sind Polynome in E,(h) und E;(2h) mit konstanten Koeffizienten.

2) @(A) sind Monome in A;(h), A, (2}) der Ordnung v, >0, deren Koeffizienten gleich 1
sind.

3) w st etne ganze Zahl > 0 und Bty T, > 2p.

4) A(x) ist eine Matriz €C, mit 9 =Max {0,p —u —v, +3,p —u —v, +3}.

Dann gibt es eine Konstante 1y >0, so dass fiir alle A mit || <2,

S < konst. - h%? |julf2.

Die Konstante hingt dabei nur von Ay, den Abschitzungen fiir A(x) und ihren Ablettungen
< p-ter Ordnung und von den Abschiiizungen fiir die Koeffizienten der Polynome P ab (in der
Maz. Norm).

Ist speziell u > 0, so kann man A, beliebig gross wihlen.

Beweis: Der obige Satz ist richtig fiir Ausdriicke
= —||A? (B) w|[*+ 2 O B*|| A} (B) u|]%,

wobei € eine beliebige Konstante ist.

Denn ist u={(27)" ¥ fe‘mw (w)dw,
By
so folgt | A? () u||z= fhp ()| sin?”? twhdo,
Ry
also S’r——-fhp(w)]2 (sin®” Lwh—ACR' sin®" Jwh)dw
Ry

< - flﬂ.v(w)l2 sin? * ok (sin* Joh—iCH) do,
Ry

und fir die zwei Moglichkeiten x4 =0, u=+0 gilt:
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©=0, dann ist §<0 fir A<1/C;
p (3.1.4)
#>0, dann ist S<A®-V@ACO)®-||ul* fir beliebige A.

Ebenso leicht beweist man die Abschitzung fiir den allgemeineren Ausdruck 3.1.3,
wenn man ausserdem
utv,zp, =12 (3.1.5)

voraussetzt. Dann kann man namlich u = u; + p, so aufspalten, dass
pitvizp, 1=12, u; ganze Zahlen >0,
und es gilt:
8< = 2 [|A7 (W) u|P+ A4 | Py (B) @ (A) w, A (2) Py (B) @y (A) u]
8 $ s 1
< = Z1|A7 () ulf+ 2+ Konst ( 5 Dhe| 85 () ||) : ( > Ay m u”)

<= 31167 Byuff+ 25 konst (D25 S 1y ull+ 55 3 185 ),

wobei D eine beliebige Konstante = 0 ist.

Ist py = ps = 0 oder sind beide u; > 0, so konen wir D = 1 setzen und die Behauptung
folgt unmittelbar aus der ersten Bemerkung. Ist genau eins der u; =0, so kann man trotz-
dem die Abschétzung fiir beliebig grosses |1| benutzen; man muss dann aber D geeignet
wiahlen.

Nun kénnen wir den Satz ohne Einschrankung durch vollsténdige Induktion nach
der Ordnung u der h-Potenz zeigen. Fiir y> 2p ist alles klar. Sei der Satz fiir u = pu,,
0 <y < 2p bewiesen. Dann beweisen wir, dass er auch fiir 4 =y, — 1 gilt.

Nach Hilfssatz 1 kénnen wir die Differenzenoperatoren von der einen Seite des Skalar-
produktes auf die andere iiberfiihren und so erreichen, dass 3.1.5 erfiillt ist, d. h. wir kénnen
8 auf einen Ausdruck

= *é | A? (B) w|[2+ 2 k" Real (P, (E) Q, (A) u, A (x) By (E)Q, (A) u)+ A hx
x{éhnliche Ausdriicke, auf die wir die Induktionsvoraussetzung anwenden koénnen}
zuriickfithren, wobei
vitpg—1=p, i=12; PVt pe—1>2p; (ff,-=0rdnung von éi).

Daraus folgt aber die Behauptung.
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3.2. (egeben sei ein homogenes System von Differentialgleichungen 1.2.1. Wir geben
zundchst ein notwendiges Kriterium fiir die Existenz einer zugeordneten, stark stabilen
Schar von Differenzengleichungen an und zeigen dann, dass das Differenzanalogon dieses

Kriteriums auch hinreichend ist.
Es sei w(w, b+ k k) ={1+AQ(x, t, h)}u(z, ¢, k)

irgend eine 1.2.1 zugeordnete stark stabile Schar von Differenzengleichungen, d. h.

a) fiir alle hinreichend oft differenzierbaren Funktionen ist

. A 0
}‘EHOZQ(:E, t h)u—P(x, t, 5:;) u;

b) es gibt eine Konstante K, so dass fiir alle k, ¢ und alle »
@ +AQ)u|P< (1 + Kk)llul|f.
Aus Eigenschaft b) folgt, dass

2 Real (u,AQu) + |AQu|*< Kk|u|?,
A 2
also auch 2 Real (v, Qu <K||u|P

Aus Eigenschaft a) und der letzten Ungleichung folgt dann:

Sarz 4. Damit zu einem System von Differentialgleichungen 1.2.1 eine stark stabile
Schar von Differenzengleichungen existiert, ist notwendig, dass fiir alle u, die im Definitions-

bereich von P(x,t,0/0%) liegen, gilt:
Real(u, Pu)< K|ju|?; K = Konstante, unabhdngig von u,t.
Jetzt wollen wir zeigen, dass das Differenzanalogon dieses Kriteriums auch hinreichend

ist.
Wir ordnen dem homogenen System von Differentialgleichungen 1.2.1 die Schar

ulz, t+k, k)={I—(—1)"a S AP ()44 S KD, (@, A (2 h)); wiz, t, k) (3.2.1)
j=1 r=0

zu, wobei

a) p=I[3 (m+2)] ist, ([»]=grosste ganze Zahl <v);
b) o, 1 geeignet gewihlte Konstanten >0 sind;
c¢) die Koeffizienten 4,,..., (z,t) der Operatoren P, €C,,s sind.
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Dann gilt: ux t+k B)|P=|lu(zt, &)|F+I+IT+1II,

wobei

T =221 Real (u (x, ¢, k), S h" " P,(x,t, A2h))u(z, t, lc)) —-g > AA? (B) u (=, ¢, &) ||
y=0 i=1

I =0 || 2 AT (B u (@, 4, B+ 22| Pu(, t, AR u s, ¢, B~
j=1
—(— 1)’ 220 Real (Z AP (hyu(z, t, k), Py, t, A (2h)) u(x, ¢, k)) —
=1
4o ],
-3 I8y 1 B
1= —% Z || A7 (B) u (x, t, k) ||® + Glieder, die proportional » und von so hoher Ord-

nung in den A; sind, so dass nach Hilfssatz 2

III< A®? konst. «||u (2, t, k) ||?<k- konst. - ||u (z, t, k)|| bei jeder Wahl von ¢, 1>0.

(3.2.2)

Ebenso kann man nach Hilfssatz 2 (Vergleiche auch den Beweis fiir Satz 3) ¢ und 4 > 0 so
wihlen, dass auch fiir IT eine Abschitzung

1< k-konst. - Ju(z, t, k)| (8.2.3)

gilt. Dabei sind die Konstanten unabhiingig von %, ¢ und k. Wir brauchen also nur noch
den Ausdruck 1 zu untersuchen. Daraus folgt

Sarz 5. Gibt és zu fedem u>0 eine Konstante K, so dass fiir alle w€ H,, alle
t€(0, T') und alle k

T = Real (u, > B P, (x, 8, A(2 h))u) SkK||ulf+p S| A B«
e

»=0
so st (3.2.1) fiir alle 4, 6 >0 stabil, fir die (3.2.3) gilt.
Wir sehen die Bedeutung der Glieder o (—1)” > A2” (k) u. Sie sorgen dafiir, dass alle
i=1

Glieder, die nur durch die Differenzapproximation hineinkommen, auf die Stabilitéit
keinen Einfluss haben, und dass diese nur von der Differentialgleichung abhingt.()

Aus Hilfssatz 2 ergibt sich speziell fiir parabolische Systeme:

(*) In den Anwendungen wird man hiufig auch andere stabilitétserzeugende Glieder benutzen,
um so fiir die numerische Berechnung bequemere oder genauere Formeln zu erhalten.
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Sarz 6. Ist m=2¢q, und gibt es Konstanten §;>0, so dass fir alle w € Hy und
alle k

Real (u, Py (x, t, A 2h)u)< — 0, D || A (2h) w|®+ 8. k|| %%
=1

so ist 3.2.1 fiir alle die ¢, A>0 stabil, fiir die (3.2.3) gilt.()

Beispiel. Gegeben sei das System

P
a—u—A(:la,t) 2+B(:4c,l‘) +O(x, t) u.

Nach Satz 6 ist die zugeordnete Schar (3.2.1) bei geeigneter Wahl von ¢,4 > 0 stabil, wenn
die Eigenwerte von A4 (z,t) + A (x, t) grosser als eine Konstante 4 > 0 sind.

3.3. Die Ergebnisse des vorigen Abschnittes kann man verallgemeinern, wenn man
statt der L,-Norm (u,u) allgemeinere Normen (u, Bu) verwendet. Hierbei sind B selbstad-

jungierte Operatoren, die positiv definit sind, d. h. es gibt eine Konstante >0, so dass
(u, Bu) = (u,u).

Die Norm kann auch von ¢ abhingen. Man verlange dann aber zweckmaissig, dass sie
beziiglich ¢ gleichméssig lipschitzbeschriankt ist, das soll heissen: es gibt eine Konstante K,
so dass fiir alle £,€(0,7") und alle zugelassenen u

l(’“a B(t,)u) — (u’B(tz)u)l < |t1 - tzl < Kgy(u, B(t))u).

Wichtig ist es, dass fiir diese so verallgemeinerte Norm ein dem Hilfssatz 2 entsprechender
Satz gilt. Ist z. B.

B_2Z” B (x ; 9 ) B, =homogene Differentialoperatoren- der Ordnung v,
=0 D deren Koeffizienten € C, mit hinreichend grossem p,

ein Differentialoperator, fiir den es Konstanten 4,, ,> 0 gibt, so dass fir alle , fir die

Bu existiert,

V

o ul?
v
690,

Dy 8
< (u, Bu)<d, Z Z

v=0 j=1 0 aj

>

so gibt es einen solchen analogen Hilfssatz, und man kann zeigen, dass die Schar (3.4.1) bei

geeigneter Wahl von ¢,4 > 0 beziiglich dieser Norm stabil ist, wenn es eine Konstante K

(1) In diesern Fall kann man sogar ¢ =0 setzen und erhalt Stabilitit, wenn man A hinreichend
klein wahls.
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gibt, so dass fiir alle « mit existierendem Bu und fiir alle &

(Bu, > A" " P,u)+(u, B> h" " P,u)< Kk (u, Bu).
»=0 »=0

4. Hermitesche Systeme von Differenzengleichungen

Wir setzen jetzt voraus, dass die Koeffizienten 4,,...,, (z, f) des Differentialgleichungs-

gystems (1.2.1) hermitesche Matrizen sind (wobei wir dieselben Regularititsvoraussetzun-
gen machen wie im vorigem Kapitel), und wollen untersuchen, wann die Schar (3.2.1)
stabil ist. Wir nehmen immer an, dass 4,6 > 0 so gewiihlt sind, dass (3.2.3) gilt, und brauchen

daher nur den Ausdruck 7' des Satzes b zu untersuchen.

4.1. Aus Satz 5 ergibt sich:

SaTz 7. Fiir hermitesche Systeme 1. Ordnung (also m = 1) ist die Schar (3.2.1) stabil.

Bewess. Schreibt man
Pz, t, A(2R))= i A, (x, 1) A, (2R), A, hermitesch €Cj,
so folgt aus Hilfssatz 1
(u, A, A, (2R) u)= — (4, A, 2 k) u, u)+ O (h); |O (k)| < konst. -h-| |
Also ist, da 4 =k/h = konst.,
| (w, 4,A,(2h)u) + (4,A,(2k)u,u)| < k- konst. - || u|2,

wobei die Konstante nicht von k, ¢ und » abhéngt.

4.2. Hilfssatz 1 kann man jetzt benutzen, um Satz 5 fiir hermitesche Systeme eine fiir
die Anwendung oft bequemere Form zu geben.

Da wir nur an der Stabilitst interessiert sind, fithren wir zur bequemen Schreibweise
Aquivalenzen ein. Wir sagen: zwei Skalarprodukte F und @ sind dquivalent,

Fx~a@,
falls fiir alle € H,

|F—Gl<u 2 NIA7 By ulP+ k- konst. -[lulP,  p=[} (m+2)]

bei jeder Wahl von yx>0. Hierbei darf die Konstante (bei festem F, G) nur von u
abhingen. Sie' braucht aber nicht beschrdnkt zu - bleiben, wenn y—0. Man sieht
leicht ein, dass folgende Rechenregeln gelten:

13— 593802. Acta mathematica. 101. Imprimé le 18 juin 1959.
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1) Aus Fy~@G,, F,~G, folgt i, F;+ A, Fy A, G, + 1, Gy; 1, 4, beliebige Konstanten.
2) Aus F\~@,, G,~G, folgt F,~G,.
3) Aus Fi~@, folgt Gy~ F,.

Das Rechnen mit Aquivalenzen bedeutet nichts anderes, als dass man alle Glieder, die
auf die Stabilitit keinen Einfluss haben, vernachlissigt, und man kann speziell in Satz 5
T durch einen dquivalenten Ausdruck ersetzen. Wendet man Hilfssatz 1 auf Ausdriicke

AR™ 7 (u, Py A (2 H) w)

an, wobei

P_i= > Ay, ..y (2, ) AT (2R) ... Al (2R), A,

s 1 vg (x: t) € 03+,,, .
vy=v—

L aan

so folgt wegen (3.2.1 a) nach Hilfssatz 1

AR (u, Pya- A, (2 B) w)x — AR =(A, @Ry, Poyu)+h (u 9 ;’ =1 .u)}(l) . 421)
7

wobei

oP,_, 04
—_—= — AP (2h) ... A (2R).
=T o MR L Ar 2R

Man kann also genau so rechnen als ob
0

A @B =h .

Wendet man (4.2.1) mehrmals auf den Ausdruck 7' des Satzes 5 an, so folgt aus dem

alternierenden Charakter von (4.2.1) und aus der Hermitezitit der 4,,...r, (x, 1) der

Sarz 7. Fiir den Ausdruck

v=0

T = Real (u, S RE"P, (2, t, A(2R)) u)

gilt eine dquivalente Darstellung

gml
T 3 S (Quux, t, A2R) u, Ry, 1, A (2H))u).

u=0 ¢

Dabei sind die Q,,, Ry, homogene Differenzenoperatoren in den A;(2h) der Ordnung u,
deren Koeffizienten nur von den l-ten Ableitungen der 4,,...., (x, t) abhingen, fir die

(1) Die Aquivalenz (4.2.1) gilt natiirlich auch, wenn die 4y, ...vg (2, t) nicht hermitesch sind.
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8

2lu=z’l’1—l

i=1
1at.

Diese Darstellung ist nicht eindeutig, aber alle Darstellungen sind édquivalent.

Ist fiir irgend eine Darstellung

T< kd|lu)?, 6 =Konstante, unabhingig von k und u,

so ist (3.2.1) stabil. Aus Hilfssatz 2 folgt daraus:
SaTtz 9. Ist

3 (Qou (@ &, A@R) 1, Roulos &, AR )< —«xéllAs‘ @B ulP+8,kl|ulP,  p=(tm],
oder was dasselbe ist:

a) fiir m=0 (mod 2)

Real (u, Po (s, &, A (24) 2) < —63,%11 AB™ @By |t + 8, k[l u][b
b) fir m=1 (mod 2)
Real {(u, Pz, t, A (2h)u)+h(u, Pu_y(x, t, A (2 R)) u)}
~0h SIAF @B ulP+ ok lulf, o,

wobet die &, von wu und k unabhingige Konstanten >0 sind, so ist die Schar (3.2.1)
stabil (1).

4.3. Um die Ergebnisse des vorigen Abschnittes zu erliutern, wollen wir zwei Beispiele
betrachten.
Betspiel 1:

”Ig

i(A/(x t) o= +B;(x, )3u)+0u. (4.3.1)
j=1 3:1:,

Nach (4.2.1) gilt fiir 7
T = Real Lé;((u, A;(z, t) AT (2 h)u)+h (u, By(z, t) Ay (2h)w) + A2 (u, Ou)}

- 21 (D (2R)u, Aj(z, t) A;(2R)u).

(!) Man beachte besonders, dass im Fall b) der Operator Py entscheidend fiir die Stabilitat
sein kann.
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Also ist die (4.3.1) zugeordnete Schar (3.2.1) stabil, falls die Eigenwerte der A4 (x,f) fiir
alle x, ¢t grosser oder gleich O sind.

Beispiel 2

ou 3 Pu Pu ou
E_/gl A; (x, t) .a_:UT;+Bj (.’L‘, t) 3_:1112+ C] (flJ, t)a—xl'{"Du (432)

Nach (4.2.1) gilt:

8

9 4,(z, t)
i=1 xX.

oz, — By (z, t)} A,(2h)u).

Daraus folgt, dass die (4.3.2) zugeordnete Schar (3.2.1) stabil ist, wenn die Eigen-
werte von
04z, t)

o, —By(z,t), j=1,2,...,8,

fir alle z, ¢ kleiner oder gleich 0 sind.

4.4. Eine einfachere Form erhalten die obigen Resultate, wenn man die Differential-
gleichung (1.2.1) in einer besonderen Form schreibt. Um das Prinzip klar zu machen,
beschriinken wir uns auf den Fall s=1. Daraus ersiecht man dann, wie die Ergebnisse
fiir mehrere 2-Variablen lauten.

Gegeben sei das System von Differentialgleichungen

au m av " (gml 327 % [#(m-1) a2v+1 u
—= —_—= —s - —; 4.1
ot ,goA’ax" 20 Ao Gt ,Zo A1 5o (44.1)

dieses kann man in der Form

] [gmy ov . & (y(m-1] o N av+1 &+t R &
u—Z—a—(Azr—u)+ S 9 :A u}+ ’{A2v+1_?é (4.4.2)

ot oo ax) " S ex \"PaxrY Taxt| ox

schreiben, wenn die A, € C), mit hinreichend grossem pu.
Eine (4.4.2) zugeordnete Schar von Differenzengleichungen ist

u(z, t+k B)={I—-0(—1* A" (h)} u(a, ¢, k) +
+).[§]h"'“2’A’ (2h) {42, A 2R)u(x, t, k)} +

=0 (4.4.3)
[§(m-1)]
+4 S ATPTA(2R) {Ae 1 A2 R) ux, 8, k)

y=0

+ A" (2 h){ Az, 1 A (2R) u (2, ¢, k)}].
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Ebenso wie oben ergibt sich, dass 4.4.3 bei geeigneter Wahl von ¢ und A stabil

ist, wenn

[3m]
D=1V R (A (2h) u, As, (=, 8) A" 2 R)u)<kS||ulf, (4.4.4)
»=0

wobei ¢ eine Konstante unabhéingig von ¥ und # ist. Denn nach Hilfssatz 1 ist

Real (u, A’ (2) (Agps1 (2, £) A7 (25) u) + A" (28) (Azyir (x, ) A" (2 h) w)) =0.

Interessant ist es zu bemerken, dass fiir konstante A, (z, t), (4.4.4) die notwendige

und hinreichende Bedingung dafiir ist, dass das Cauchyproblem fiir (4.4.2) richtig ge-
stellt ist. (Vergleiche [4].)
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