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Die nieht-holonome Geometrie der Punktr/~ume wurde in den Arbeiten yon J. A. 

Sehouten, G. Vraneeanu, J.  L. Synge und anderen eingehend untersucht und entwickelt 

(vgl. die, Fussnote des Aufsatzes [6](1)). Im folgenden wollen wit eine nicht-holonome 

Geometrie in einem Linienelementraum entwickeln, dessen Grundelement (x ~, v i) also 

ein Punkt  x j mi t  einer zugeordneten Richtung v ~ ist. Eine nicht-holonome Geometrie 

in einem Finslersehen Raum - -  der nach Cartans Auffassung auch als ein Linien- 

elementraum betraehtet werden k a n n -  wurde yon It .  Rund in seiner Arbeit [5] 

studiert und ffir die L5sung dynamischer Probleme angewandt. 

Unser Linienelementraum, in dem wir eine nicht-holonome Geometrie entwickeln 

werden, ist allgemeiner, als der von H. Rund benfitzte Finslersehe Raum (vgl. [4] 

und [1]). In  diesen allgemeineren Linienelementr/iumen, die wir im folgenden als ~,- 

R/iume bezeiehnen werden, existieren drei verschiedene Typen yon Kurven, und zwar 

die Extremalen, die autoparallelen Linien und die quasi-autoparallelen Linien. In der 

nicht-holonomen Geometrie existieren neben diesen Kurven noch zwei Arten von Kur- 

yen ,  die wir Balmen bzw. relative Bahnen der nicht-holonomen Geometrie nennen 

wollen. Die geometrisehe Bedeutung der Bahnen ist auch in den ~,-R/~umen dieselbe, 

wie in dem yon H. Rund untersuchten Finslerschen Fall (vgl. [5], w 3), die Bahnen 

sind also diejenigen Kurven, deren Hauptnormalen auf einer gewissen ( n -  m)-dimen- 

(1) Siehe da s  Schr l f tenverze ichnis  a m  E n d e  uns r e s  Art ikels .  Die Zah len  in eck igen  K l a m m e r n  

bez iehen  s ich h n m e r  au f  da s  Schr i f tenverze ichnis .  
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sionale Tangentialmannigfaltigkeit Mn-m, die yon den Bedingungsgleiehungen bestimmt 

ist, senkreeht stehen. Die relativen Bahnen sind durch gewisse Differentialgleiehungen 

definierte Kurven, fiir die die Riehtung des Tangentenvektors &~ im allgemeinen nieht 

mit der Richtung v ~ des Linienelementes (x t, v ~) fibereinstimmt. 

Im ersten Teil unserer Arbeit werden wir bedingen, dass die Richtung der 

Tangente einer Kurve der nieht-holonomen Geometrie mit der Richtung derjenigen 

Linienelemente iibereinstimme, die die nieht-holonome Kurve(1) bilden. Analytisch i s t  

das durch v ~ =dx~/d t  ausgedriiekt. Diese Auffassung wurde auch yon H. Rund im Fins- 

lerschen Fall benfitzt (vgl. [5]). Nach den sog. Bindungsgleichungen (vgl. die Gleiehungen 

(2.1)) bedeutet die Relation v t = d x i / d t ,  dass in jedem Punkt  x i nm" gewisse Rich- 

tungen v t in Betracht kommen k6nnen. 

Die Bindungsgleichungen bestimmen somit in dem durch v ~ = ~  gekennzeichneten Fall 

eine Richtungsanholonomie. 

Im zweiten Teil werden wir die nieht-holonome Geometrie beziiglich eines vor- 

gegebenen, abet frei w~hlbaren Richtungsfeldes v ~ (s) entwiekeln. Dies w~re somit eine 

VeraUgemeinernng des ersten Teiles, doch wollen wir die nieht-holonome Ubertragungs- 

theorie in einer etwas versehiedenartigen Weise entwickeln; somit wird die im w 3 be- 

handelte nicht-holonome l~bertragung nicht ein Spezialfall yon w 7. Die ausgezeichneten 

Kurven beziiglieh des vorgegebenen Riehtungsfeldes v~(s) wollen wir relative Bahnen 

nennen. Die Bahnen und die relativen Bahnen sind die Analoga der autoparallelen und 

quasiautoparallelen Linien (vgl. [4] w 5). 

In w 1 werden wir die Grundformeln der ~n-R~ume - - s o w e i t  diese im folgenden 

gebraucht werden - -  kurz zusammenstellen. In w 2 bestimmen wir die Gleichung der 

Bahnen, und dann beweisen wir das Analogon eines Satzes yon J. L. Synge. In w 3 

definieren wir die nicht-holonome (~bertragung fiir Vektoren, die vom Grundelement 

(x ~, v ~) abh~ngig sind. Diese l~bertragung wird auf diese Weise allgemeiner, als jene, 

die yon H. Rund in der Arbeit [5] bestimmt wurde, da die Rundsehe ~bertragung 

nur  fiir allein yon den x ~ abh~ngige Vektorenfelder entwickelt ist. 

In 94 und 95 wird die Krfimmung des Raumes behandelt. Wir betrachten die 

nieht-holonome ~bertragung bei der Bestimmung der Krfimmungstensoren als eine af- 

fine ~bertragung des Raumes (vgl. [7]) im Sinne yon O. Varga. 

Die Paragraphen 6-8 enthalten die Untersuchungen yon analogen Problemen im 

Falle, wenn ~ 4 v  ~ besteht. 

(1) Unter einer nicht-holonomen Kurve ist eine Kurve xi=x ~ (t) zu verstehen, deren Tangenten- 
vektoren den Bindungsgleichungen geniigen. 
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Beziiglieh der Bezeiehnungen bemerken wir noeh, dass falls die v ~ mit der Rich- 

tung ~t einer Kurve x ~ (t) fibereinstimmen, dann werden wir start  (x ~, v ~) die Bezeichnung 

(x ~, ~) beniitzen. Ist  der Parameter die Bogenli~nge: s, so beniitzen wir start  &t die 

Bezeiehnung x '~. 

E R S T E R  T E I L  

w 1. G r t m d f o r m e h  der ~n- l~ iume 

Unter  einem ~n-Raum verstehen wir im folgenden eine metrische Mannigfaltigkeit 

~J~ der Linienelemente (x ~, v~), falls in ~J~ die Metrik dutch einen metrisehen Grund- 

tensor gik (x, v) festgelegt ist, und die Raume eine metrisehe l~bertragung der Vektoren 

existiert. Die Geometrie der ~ - R ~ u m e  finder der Leser in unserer Arbeit [4] vol]- 

st~ndig entwickelt; hier werden wit nur die Fundamentalformeln dieser Geometrie 

zusammenstellen, soweit sie n~mlieh yon uns im folgenden gebraucht werden. 

Das invariante Differential eines Vektors ~ ist dutch die Formel 

D ~  ~ = d8 i + M*~k ~ ~o ~̀  (d) + L*~,~ d x  ~ (1) 

bestimmt, wo ebb(d) das invariante Differential des Einheitsvektors l~e'~v~/F, d.h .  

~o~:(d)de~D1 ~ bedeutet. Die explizite Form yon ~ ( d )  erh~lt man aus der Formel (1.1), 

wenn in (1.1) ~ = l ~ gesetzt, und dann auf eS~(d) gelSst wird. Man bekommt ffir eb ~ (d) 

die folgende Formel (vgl. [4], Formel (5.2), die aueh fiir einen beliebigen Parameter 

t besteht) : 
k def k 

(d) = ( ~  + *~ Mo ~) (dl ~ + L*~dx ' ) .  (1.1 a) 

Die Formel (1.1) kann man noch in der Form (vgl. [4], w insbesondere Gleiehungen 

(2.4) und (2.5)): 

sehreiben, wo 
D~e~ = ~e~]~ dx  ~ + ~:k &~ (d) 

ik--,~kr --~ll~L*rk + L ~ k ~ ,  a k = - ~ ,  IIr=F - ~v r , 

F def Vg,~ (x, v) v' v ~, 

def.  f, :k = ~ j]r ( ~  - M*~) + M*~k~ r 

(1.2) 

(1..3) 

(1.3a) 

(1.4) 

die beiden kovarianten Ableitungen sind, der Index ,,o" die Kontraktion mit dem 

Einheitsvektor 1 t und F die Grundfunktion des ~n-Raumes bedeutet, r~k(d) ist in den 

Formeln (1.1) und (1.2) das invariante Differential des Einheitsvektors 1 k. Die Formel 

des invarianten Differentials des Einheitsvektors l ~ ist l~ngs einer Kurve x ~ (s) falls 

x '~=l  ~ besteht, naeh (1.1a) die folgende: 
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/ d ~ x r ) 
~ (d) (~ + Me ,) ~ + L , .  (1.5) = ~ *k *r l~ d x  ~ 

d s  ' =-d-ss" 

Ist  1 ~ = x  n, so werden wit im folgenden start  ~ die Bezeiehnung co k beniitzen, w~h- 

rend ~ (d) immer ein yon x 'k unabh~ngiges invariantes Differential yon P bedeuten wird. 

Die expliziten Formeln der l~bertragungsparameter M~t~ und L ~  sind dureh die 

Relationen 
A def 1 P .,,~r~r*~j ~ _--A~j r ( ( ~ - ( A o t + t t o t k ) ~ ) + F ] ~ ,  or=  "~ giJ ~, (1.5 a) 

L ~ t  = v * t  A t /I ,  - t ( 1 . 5  b )  l k -- l r t U o k -l- G ttk 

bestimmt (vgl. die Gleichungen (2.16) und (2.24) yon [4]), we der Tensor I~ durch 

das Gleiehungssystem 
( ~  + Ao~,) I~ t = 5~ 

festgelegg ist trod /~m und (hm in (i, j )sehiefsymmetrisehe Tensoren bedeuten;  der 

Tensor /~j~ soil noeh die Relationen 

[ t  s s lu~so = O, (Ao' ,  + #eta) ~ (Ao ~ + #o t) I~ = 0 

befriedigen (vgl. die Formel (2.16b) yon [4]). Abgesehen yon diesen Bedingungen sind 

/~tje und G*m frei w/ihlbar. P ~  in (1.5b) ist die L6sung des Gleiehungssystems 

r **m = �89 (Okg~j+ O, g j ~ - O j g ~ ) -  A~jtPo*tl,- A~tP*t~ + a,~ro*~. (1.5o) 

Fiir M]~e bestehen die Relationen (vgl. (2.13) und (2.3b) yon [4]): 

M~m A ' ~ * '  ~+ (1.6) = ~ ( ~ - - ~ , - o w  # ~  

M * ~  ~ * ~  = 0 .  (1) ( 1 . 7 )  O k " ~ t  O r 

Die dureh die Formeln (1.2), (1.3) und (1.4) angegebene l~bergragungstheorie im 

~n-Raum ist also durch die Grundtensoren g~, /hm und a~m bestimmt. 

Aus der Bedingung, dass die dureh (1.2) bestimmte l~bertragung metriseh sei, 

folgen naeh (1.3) und (1.4) die Relationen: 

y,~:~ 2 A,~ (~i - i * ~ )  - M*~ - M ~  = 0, (1.8) 

g~I~--O~g~- 2 A ~ L * ~  L* L* - ~ -  ~ = 0 ;  ( 1 . 9 )  

wit haben eben aus diesen Relationen die explizite Form (1.5a) und (1.5b) yon M* 

und L* ~ bestimmt (vgl. [4] w 

(1) Die Gleichung (1.7) stlmmt mit der Gleichung (2.3b) von [4] iiberein, da A]1*o|k=.Mozk 
besteht. 
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Fiir den Einheitsvektor l ~, der die Riehtung seines Sttitzelementes v t hat, bestehen 

die wichtigen Relationen: 

l'i~ = ~ - P (lj + Aoo,), (1.10) 

~ I , - - - ~ j ~ + P  * , r _  (Looj + Aoo,  Lo ~)=0. (1.11) 

Die Gleiehting (1.10) kann man unmittelbar aus der Definitionsgleiehung yon ~ be- 

rechnen; ffir den Beweis der Formel (1.11) vgl. die Gleiehungen (2.26) und (2.28)der 

Arbeit [4]. 

Von den Kriimmungstensoren des ~. .Raumes werden wir nur den Hauptkrfim- 

mungstensor Rt~m beniitzen. Es i s t :  

t def . -  
~ /~ t  kra = ~ (mi [ t i j k ]  / ' * t  r .*J I | •  - ~o (m~l~l k]l~ ~ L*J(mLl~,ra] �9 (1.12) 

w 2. Die Bindnngen und die Bahnkurven des R a m e s  

Es seien in unserem ~.-Raum m Funktionen G~)(x, 5) gegeben, die in den 

s d ~  
dt  

homogen yon erster Dimension sind. Wit werden im folgenden nut  diejenigen Rich- 

tungen ~ in Betraeht ziehen, fiir die die Relationen 

Gc,)(x,~)=0, # = 1 , 2  . . . . .  m (2.1) 

erffillt sind. H. Rund hat in seinem Aufsatz [5] aus den Skalaren Gr Vektoren 

0 G<,) 
Ar a~ ~ , f l = l ,  2 . . . . .  m (2.2) 

gebildet, die in der Theorie der nicht-holonomen R~ume eine fundamentale Rolle 

spielten. Die Matrix 

p ' "  (oa(~,) t 

die aus m Zeilen und n Kolonnen besteht, soll den Rang m haben. In unserem ~ -  

Raum ist es zweekm~ssig, start  (2.2) die Vektoren Ar durch die Formeln 

- M o  ,) (~) (2.3) 

(1) Vgl. [4], Gleiehung (2.9). Wir  h a b e n  je tz t  die Opera t ion :  ,,:k" auf  e inen Skalar angewand t ,  
de r  in den  ~ homogen  yon  ers ter  Dimension ist. Somit  mtissen wir  n ich t  mi t  F mult ipl izieren,  d a m i t  
die A(~)t in den  a~ t homogen  von n u l t e r  Dimension  seien. 
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ZU bestimmen. Selbstverstgndlich soil der Rang der Matrix 

pdef (G(v);t), 

i~hnlieh wie im Aufsatz [5] der Rang yon ib, gleich m sein. Auf Grund der Annahme 

fiber den Rang der Matrix P kann man dutch die Gleichungen (1) (vgl. [2] S. 201) 

A~), = c~ A(~),--c~ G(~);, (2.4) 

s tat t  der Vektoren A(v), solche orthonormierte Vektoren A(*)~ einffihren, die also 

1, ffir # = v  (2.5) 
gtJA~)tA~)J=~5~= 0, fiir #4:v 

genfigen, 

64). Auf Grund der Relation (vgl. [4], Gleiehungen (2.1a) und (2.6a)): 

und dieselbe lineare Mannigfaltigkeit aufspannen, wie die A(,)~ (vgl. [5] S. 

M~;jo =O 

x , ~ _  d x ~ (2.6) 
ds 

folgt naeh (2.3), dass 

A(~)~ (x, x ' )  x '~ = G(.) (x, x ' ) ,  

besteht, da G(,) nach unserer Annahme in den x '~ homogen yon erster Dimension ist. 

Die A(~)~ und die A(~)~* spielen also im ~n-Raum dieselbe Rolle, wie die entsprechenden 

Vektoren im Finslerschen Fall (vgl. [5] w 2). 

def * A * Der Tensor C~j = A(~)i ~(~)j (2.7) 

ist v o n d e r  Wahl des orthonormierten Systems A(~)~* unabh~ingig (vgl. [5] S. 65). 

Nach diesen Vorbereitungen kSnnen die Bahnen der nicht-holonomen Geometrie 

in den ~n-Ri~umen ebenso abgeleitet und geometrisch interpretiert werden, wie im 

Finslerschen Fall (vgl. [5] w 3), nur bedeutet im ~,-Raum das Symbol DID s die dutch 

(1.1) bestimmte Operation. Die Definition der Bahnkurven lautet also: 

DEFINITION l. Die Bahnen der nicht-holonomen Geometrie in den ~n-Rdumen sind 

dieienigen Kurven 
x ~ = x i (s), s : Bogenldnge, 

die die Gleichungen (2.1) be/riedigen und /i~r die eine Relation yon der _Form 

(1) Im folgenden sou auf zweimal vorkommende griechische Indizes eine Summation von 1 bis 
m durchgefiihrt werden. 
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D x ' ~  d x  ~ 
g~J --ffs- = m,) (x, x') A * (x, x'), x ' i=  (2.8) 

besteht. (Fiir die GrSssen g(,) vgl. die Formel (2.13).) 

Die skalaren Faktoren g(,)(x, x') h~ngen im allgemeinen yon den Vektoren A(~)~ 

ab. Diese Faktoren sollen jetzt  bestimmt werden. Bestehen l~ngs einer Kurve x~(s) 

die Bedingungsgleiehungen (2.1), so bestehen nach (2.4) und (2.6) offenbar aueh die 

Relationen: 
A* (x, x') x '~ = 0. (2.9) (~)i 

Differenziert man diese Gleiehung nach s, so wird: 

D A(~)i x, i • A * D x 't (2.1o) 

Je tz t  und im folgenden wollen wir immer annehmen, dass die gichtung v ~ der 

Linienelemente (x ~, v i) l~ngs einer Bahn der nieht-holonomen Geometrie immer mit der 

Richtung des Tangentenvektors x ' ~ =  d x ~ / d s  der Bahn iibereinstimmt. Analytisch 

bedeutet das auf Grund der Formel (1.5): 

,i cl d D x '~ to ~ ( d )  

x ~ d s s  = l~' D s  = : d s  " 

Beniitzen wir fiir die Formel des invarianten Differentials die Relation (1.2), so be- 

kommt man aus (2.10) 

A* l~l~• 1 ~ ~  (Q)i k v T (~)i;k ~ 8  

Beachten wir jetzt  die Identit~t (1.11), so bekommt man auf Grund der Gleichung 

{2.4) und (2.6) aus unserer letzten Gleiehung: 

(2.11) 

Wir bereehnen jetzt  li~. Naeh (1.4) und (1.10) bekommt man: 

l;~ = ~k (l~ + Aook) + 1 ~ (lr + Aoo~) M o  k. 

Die Gleiehung (1.6) geht aber naeh einer ~berschiebung mit l*l j wegen der sehiefen 

Symmetrie yon /~m in (i, ]) in die Formel: 

Aoo~) Mo  ~ = Aook (lr + *~ 
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fiber. (1) Somit  wird:  
l~;k = 5~ -- l ~ lk. (2.12) 

Subst i tu ier t  m a n  nun  den Wer t  yon  llk aus dieser Gleiehung in (2.11) und  be- 

aeh te t  man,  dass wegen Dg~j = 0  die Rela t ion  oJ ~ = 0  besteht ,  so b e k o m m t  m a n  aus 

(2.11) im t I inbl iek  auf  (2.4): 

N u n  ist naeh (2.8) 
off (d)--Dx'~-- g~' g(~)A(*)i, 

ds  D s  

somit  erh~lt  m a n  aus den beiden l e t z t en  Formeln  wegen der Rela t ionen (2.5): 

~(O (x, x') = - %, G(o]o. (2.13) 

Aus der Gleiehung (2.8) wird somit  naeh (2.13) 

D x 't 
D---s + c,, g~ G(o[0 A~)~ = 0. (2.14) 

(Offenbar ist im allgemeinen G(olo=~0 aueh lgngs der Mannigfal t igkei t  (2.1)). Wir  wer- 

den jetz~ noeh (2.14) e twas umformen.  Naeh  einer kovar ian ten  Ablei tung der  Defini-  

t ionsgleichung (2.7) naeh x k, und  naeh einer darauffolgenden K o n t r a k t i o n  mi t  /Jl ~ 

wird wegen (1.11), (2.3), (2.4) und  (2.6) lgngs der Bahnen  

t * Ctj[o I = c~,, G(~)[o A(,)~ (2.15) 

bestehen.  Vergleichen wir dies mi t  (2.14), so ergibt  sich, dass die Gleiehung der Bah-  

nen durch  

Dx'k+gmCrjlol~=O , lJ= d----~ (2.16) 
D s  ds  

b e s t i m m t  ist, falls noeh (2.1) bzw. die mi t  (2.1) gquivalente  Rela t ion  (2.9) besteht .  

Beach ten  wir noeh (2.7) und  (2.9), so b e k o m m t  m a n  die mi t  (2.16) / iquivalente Glei- 

ehung der Bahnen :  

Dx'~ ~_T~ A * A * l j = t =~-~s. ( ) (2.16") D 8  ~- y eor~eolo O, -J dx~ ~ 

Die Gleichung (2.8) der Bahnen  kSnnen wir auch in einer anderen F o r m  be- 

s t immen,  fiir deren allgemeine L6sungen, die also (2.1) nicht  unbedingt  erfiillen, das 

* 0  * ~* (1) Da der ~n-Raum metrisch ist, besteht offenbar Mo k--Moo~. Die Stellung yon ,,o ist in 
metrischen Linienelemontrgumen beliebig, d.h. dor Index ,,o" bedeutet in kovarian~er bzw. in kontra- 
varianter Stellung dasselbe. 

(3) Offenbar ist im aUgemeinen A~u)jlo 1 t*  O, da (2.9) nut im nicht-holonomen R a m  giiltig is~. 
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folgende gilt: ist die Relation (2.1) i~ einem An/angsllnienelement (x ~, # )  er/iiUt, so be-  
(o) (o) 

steht (2.1) ldings der ganzen LSsungskurve. Da der Tangentenvektor x '= die Gleichungen 

(2.1), bzw. die mit  (2.1) ~iquivalenten Gleichungen (2.9) befriedigt, so besteht 1/s 

einer Balm aueh (2.10), da ja (2.10) aus (2.9) dutch eine Differentiation naeh s ent-  

standen ist. Eine Kontraktion yon (2.8) mit  g~ ergibt wegen gisg j~ = ~ :  

D x'k 

Setzen wir diesen Weft  von D x ' k / D s  in die Gleichung (2.10} ein und beachten wir 

danll die Relation (2.5), so ergibt sieh, dass l~ngs der Bahnen 

D A('*)tx't (2.17) 
~(v)  = D s 

besteht. Auf Grund yon (2.17) kann somit die Gleiehung (2.8) in der Form 

D A * k  D x 't + g~l , i  * ( ) _,k _ 
~ ( ~ ) s ~  ~ - 0 (2.18) 

D8 
bestimmt werden. 

Das Di//erentialgleichungssystem (2.18) ist die gewiinschte Form des charakteristischen 

Di]/erentialgleichungssystems der Bahnen. 

Im Fall der Punktrfiume bewies J.  L. Synge in seinem Aufsatz [6], dass dieje- 

nigen Kurven, ls der A~*)~ x '~ =konst .  besteht, ein Integral der entspreehenden Glei- 

ehungen (2.18) sind (vgl. [6], Theorem II. S. 744). Aueh in unserem ~n-Raum ist das 

Analogon dieses Satzes giiltig; es besteht n~mlieh der folgende 

SATZ 1. Be/riedigt eine Kurve  x*=x*(s) das Di/[erentialgleichungssystem (2.18), so 

ist ligngs dieaer Kurve 
A* (x, x ' )x '*=kons t .  (2.19) (0)~ 

Der Satz 1 driickt die sehon im vorigen erw~lmte wiehtige Tatsaehe aus, dass, 

falls eine L6sungskurve x ~ = x  ~ (s) yon (2.18) in dem Anfangslinienelement (x ~, x '~) die 
(o) (o) 

Relation (2.1) bzw. (2.9) befriedigt, dann fiberhaupt diesen Relationen genfigen wird. 

Beweis des Satzes 1. Es ist 

(A('~)t x 'i) = A(o)~ _ , t  • ~ * 1 )  x '~ 
D s ~ ~- ~(q)* D s " 

Substituiert man D x ' * / D s  aus (2.18) in die letzte Formel, so wird im Hinbliek auf (2.5): 

d * ,i (2.20) d~ (A(Q)~ x ) = 0 
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und das beweist eben die Formel (2.19). Aus dem Beweis folgt auch, dass (2.19) ffir 

jed e LSsungskurve yon (2.18) bestehen muss. 

lJbrigens kann man den Satz 1 auch auf Grund der Formel (2.16") leieht be- 

weisen, wenn die aus (2.1) bzw. aus (2.9) folgende Relation 

* A(q)~:k 1 = 0 (2.21) 

benfitzt wird. Es ist dann nach (2.21) 

d , ,~ . , ,  d x  ~ , D x  '~ 
d-s (A(~)~ x ) = A(Q)tlo d s  + A(~ D s  " 

Drfieken wir jetzt  D x ' k / D s  aus der Formel (2.16") aus, substituieren wir diesen Weft  

in die letzte Gleiehung und beaehten wir dann (2.5), so bekommen wir eben (2.20), 

W. Z. b .  w .  

Wit werden jetzt beweisen, dass fiir eine Kurve x~(s), die (2.1) bzw. (2.9) be- 

friedigt, (2.21) immer erffillt ist. Es ist n~imlich naeh der Gleiehung (2.12) 

(A(q*)i/~);~ = Ar 1 ~ + A * i _ 1 ~ (q)t (Sk lk). (2.22) 

Nun ist aber auch ffir G(~)= 0 anf Grnnd der Homogenit~t erster Dimension yon G(~) 

in den &!: 

(A(~)t/~):k = (%~ G(~):i/t):k = (%~ G(~)):k = cq~ G(~):~ = A(~o*)k. (2.23) 

Aus (2.22) nnd (2.23) folgt schon nach (2.9) die gewiinschte Relation (2.21). In der 

nieht-holonomen Geometrie, deren Kurven also (2.1), bzw. die aus (2.1) folgende Re- 

lation (2.21) befriedigen, stimmt (2.16") mit der Gleichung (2.18) der Bahnen i~berein. 

Wir wollen aber bemerken, dass fiir die allgemeinen LSsungen y o n  (2.16"), die 

also nicht notwendigerweise Kurven unserer nieht-holonomen Geometrie sind, der 

Satz 1 im allgemeinen nieht giiltig ist. Die Di/[erentialgleichungen (2.16") und (2.18) 

sind aber au/ Grund von (1.2) identisch, /alls die Relationen (2.21) bestehen. Das folgt 

wegen 
DA(~)~ , .  dx~ A *  ~  

D S " = A(t,)* k ~ 8  + (~)*:k d88 

unmittelbar. Z.B.  in der nicht-holonomen Geometrie. deren Kurven der Gleichungen 

(2.1) geniigen, ist (2.21) immer gfiltig. Die Relationen (2.21) kSnnen aber auch ausser 

dem nieht-holonomen Raum giiltig sein; in diesem Falle besteht (2.19) auch ffir die 

allgemeinen LSsungen yon (2.16"). Vgl. z.B. den Fall des Finslersehen Raumes; hier 

ist (2.21) immer erfiillt, falls (~A(~)~/~v k) l~=----O ist. 
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Im folgenden wollen wir uns wieder auf den nicht-holonomen Raum beschri~nken, 

wo also (2.1) bzw. (2.21) immer giiltig stud; die Gleichung (2.18) der Bahnen kann 

also auch durch (2.16) bzw. (2.16") definiert werden. 

w 3. Die nicht-holonome t ]bertragnng 

Mit Hflfe des durch (2.7) bestimmten Tensors C~j kann man eine nicht-holonome 

~bertragung in den ~n-Raum einfiihren (vgl. [6] w 5 und [5] w 3). Um die ~bertra-  

gungsparameter dieser nicht-holonomen ~bertragung zu erhalten, werden wir die Glei- 

chung (2.16) der Bahnen in eine etwas veriinderte Form umschreiben. Aus der Formel 

(1.1) bekommt man nach der Substitution ~t=l~ wegen (1.7): 

,~. [d ~x j ,j d x r dx~  
Dx'k--e~ ds ( ~ + M o  j)~-d~s~ + L r t ~ s  ds]  . (3.1) 

(Vgl. auch die Formel (5.2) von [4].) Setzt man diesen Wert yon Dx'k /Ds  in die 

~ M ** ~ auf Gleichung (2.16) der Bahnen ein, so wird nach einer Kontraktion mit ~ok- o k/ 

Grund von (1.7) die Relation (2.16) in eine Gleichung v o n d e r  Form 

d2x ~ ( dx) d x ' d x  ~ 
ds 2+Q~'k X 'ds  d~ d-~ = 0  (3.2) 

~* t  defT St A_ rt i.~i *t iibergehen, wo ~ J k -  ~,J k ~ g ~t,t - Mo t) Crj[k (3.3) 

die (~bertragungsparameter der nieht-holonomen l~bertragung bedeuten. In der Glei- 

chung (3.2) kommt selbstversti~ndlich nur der in (j, k) symmetrische Teil yon Q~k 

vor. Aus (3.3) folgt noeh unmittelbar, dass Q~i dieselbe Transformationsformel hat, 

wie *~ Lj k, da die anderen GrSssen in (3.3) Tensoren sind (vgl. [4] w 3). 

Nun kSnnen wir die nicht-holonome ~bertragung eines vom Linienelement (x ~, v ~) 

abh~ngigen Vektors ~(x,  v) d .h .  das nicht-holonome invariante Differential von ~ 

definieren. 

DI~FINITION 2. Das nicht-holonome invariante Differential eines Vektors ~ (x, v) ist: 

1~) ~' defd ~ ~- M*~ ~r ~ (d) + Q*'~ ~' d x ~, (3.4) 

wo die Gr6ssen fro ~ in impliziter Form dutch die Relation 

o5 ~ (d)~f D/~ (3.4a) 
bestimmt sind. 

Um den expliziten Wert yon ~5~(d) zu erhalten, setzen wir in (3:4) ~ = l  ~, so wird: 

5) ~ (g) ( ~  - M*!~) = d l' + Q*o'~ d x  ~ (3.5) 
1 4 -  593802. Acta mathematica. 101. Imprim~ le 17 juin 1959. 
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und nach einer Kontraktion mit (~+M*Jt)  wird naeh (1.7): 

(5 j (d) = (~I + M*~) (d l' + Q*~ d x~). (3.6) 

Die Relationen (3.4) und (3.6) bestimmen das nicht-holonome invariante Di]/erential. 

Die durch (3.4) und (3.6) bestimmte ~bertragung kann als eine affine ~bertra-  

gung im ~ - R a u m  aufgefasst werden (vgl. [7] Gleiehtmg (1.10)). Die Bahnkurven 

r ~ (d) = 0 (3.7) 
d s  

dieser (}bertraqung, ii~r die G(~)(x, x ' ) = 0  in einem Anfangslinienelement ist, s ind aui  

Grund des Satzes 1 eben mit  den Bahnen (3.2) der nicht-holonomen Geometrie identisch. 

Aus der Form der Differentialgleichung (3.2) folgt noeh, dass bezfiglieh der affinen 

l~bertraguug (3.4) der Parameter s, der die Bogenl~nge bedeutet, ein affiner Parameter 

ist (vgl. [7], Gleiehung (2.5)). 

Ein wiehtiges Problem tier nieht-holonomen Rgume ist die Bestimmung derjenigen 

Bedingungen, 1 die notwendig und hinreichend sind dafiir, class die Bahnkurven des 

nieht-holonomen Raumes mit den Extremalen des dureh die Grundfunktion (1.3a) 

und dureh die Bindungsgleichungen (2.9) definierten Lagrangesehen Problems fiber- 

einstimmen. Fiihrt man die Bezeichnung 

H (z, .', ~.) (., x')) ~f_~ (x, .') + ~(.) A(*)~ z '~ (3.8) 

ein, so kSnnen die Extremalen bekanntlich aus dem Differentialgleichungssystem 

d ~ H  ~ H  
= 0  (3.9 

ds  ax  '~ ~ x  i 

bestimmt werden (vgl. etwa [5] w Die Bedingung (2.9) ist iibrigens mit (2.1)iden- 

t isch, falls in der Formel (2.4) 
Det  

ist. Diese Relation wollen wir aber immer bedingen. 

Wir berechnen erstens 

d,f d ~ F  ~ F  
Ok d s ~ x 'k ~ x k" 

(3.10) 

Da der Parameter die Bogenlgnge ist, hat man lgngs x ~= xt(s) 

F ( x ,  x') d~ Vg~j(x, x ' ) x '~x  ' j=  1, l ~ = x  '~. 
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Auf Grund der Definition yon ~ iolgt unmittelbar: 

d 
~k = -~s (Ik + AoO~) - �89 Ok g~j x '~ x q. (3.11) 

Aus den Relationen (1.5b) und (1.5c) kann die Relation 

�89 Ok g~j x '~ x 'j = (L?~,: + A~j, ~ aotk + A~jr F%) x" x '~ 

leieh$ verifiziert werden; beachten wir noeh die Formel 

DE 
d (l~ + Aook) = D (lk + Aook) *~ (l~ + Aoo,) + M ~  (lr + Aoo,) -D-s ' D s  + L k  o 

so bekommt man aus der Gleichung (3.11) 

D X tf 
e~--g~J ~ ( ~  + M*~ + A M,.rj ~ ~D A~176 , p*r r * r  ~ (3.12) oo~ ~ , + L , s  + 2Lwlolkj + Aoo~(Ftao~ + ~o k - -  ~o kj 

(fiir die ausffihrliehen Rechnungen vgl. [4] S. 98-100). 

Nun kehren wir zur Gleichung (3.9) zurtick. Auf Grund yon (2.9)(1) bekomm~ 

man aus (3.9) die Gleichung: 

1'~ , ,  + A* ) o A,.*,, e~ + ~ \-~Tx,, ~")~_ - ~(") --5~x' z'J = o. (3.13) 

Je tz t  wollen wir noch die Obertragungsparameter des Raumes ~,  dureh die Annahme 

MS~ = 0 (3.14) 

spezialisieren. Auf Grund der Gleichung (3.14), (2.3) und (2.4) wird claim im ttinblick 

auf die Homogenit~t erster Dimension der G(~,)(x, x ' )  in den xn: 

O Ac*)J , j =  
Ox'* x - - 0  

bestehen, und hiernaeh wird (3.13) in die Gleichung 

A~)f + )t(v) " h~?-~J (3.15) 

iibergehen. 

Die Formel (3.12) yon 0~ wird aber wegen (3.14) eine einfaehere Form haben. 

Aus (1.6) und (3.14) folgt ni~mlich, dass 

Aoo~ = 0 

(1) Aus (2.9) folgt n~mlieh - -  wie das schon bemerkt wurde - -  die Relation (2.1). 
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ist, da /xtjk in i, j schiefsymmetriseh ist. Somit bekommt man aus (3.12) 

D x  n , 
~ = g,j ~ (~/, + M *~ + 2 Lro Io i~. (3.12") 

Aus der Gleichung (3.15) kann jetzt  dX(,) /ds  leicht eliminiert werden. Nach einer 

Kontraktion mit ~ * g A(~)~ wird auf Grund yon (2.5) 

d ~(v) , t 

mit 
A *  A *  A *  ~Q def , $ [ [ 0  (/~)t q,)t x,,it 

Substituieren wir nun d]tc,)/ds in (3.15), so wird naeh (2.7): 

a A(~*~j x, j O A(~)~ x"J 

I)iese Gleichung ist im wesentlichen das Analogon der Gleiehung (4.5) yon [5]. 

In dem yon H. Rund betrachteten Fall war aber 

D x 't 
~t=g~t D s  ' (3.17) 

und somit konnte er C~tQt in geeigneter Weise veriindern. In unserem ~n-Raum ist 

aber im allgemeinen (3.17) nicht giiltig. In einem speziellen Fall wollen wir aber hin- 

reichende Bedingungen angeben dafiir, dass (3.16) eben mit den Bahnen iibereinstimme. 

Dafiir nehmen wir an, dass 1/~ngs einer Kurve x ~= x~(s): 

-4- 0 (q) t X .  t = 

\ ~-~x ~ a x  t ] = ' J _ ~ x ,  j 0 (3.18) 

besteht. Aus (3.16) wird dann nach (3.12") 

D x 'r 
+ M ~ o r - C ~  Mto~)+2(5~ t * D s  (g~r'Ci~ * t * -C~)LEolortl =0.  (3.19) 

Es kann nun unmittelbar gezeigt werden, dass 

Dx'r  
D s (g~ - C,,) = 0 (3.20) 

eben die Gleichung der Bahnen des nicht-holonomen Raumes ist. Nach (2.7) und (2.9) 

i s t  n~mlich 
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D x '~ D x '~ . . D A(,*)~ A(*)~ x 'r. 

Aus (3.20) wird also nach einer Kontraktion mit gO 

Dx'J+no  A . D A(~),x,~=O" 
n s  u ~,)i 

Diese Gleichung ist abet mit der Gleiehung (2.18) der Bahnen identisch (vgl. auch 

(2.8) und (2.17)). Ist  also (3.19) die Gleichung der Bahnen, so muss 

Dx'~ ((~ - Ct j) M*o~ + 2 ((~ - Ci i) LE*lolj ] = 0 (3.21) 
D s  

1/ings der Bahnkurve xt(s) bestehen. Wit kSnnen also den folgenden Satz aussprechen: 

SATZ 2. Besteht in einem ~n-Raum (3.14), und sind liings einer Extremalkurve 

~=x~(s)  (3.18) und (3.21) erfiiUt, so ist die Extremalkurve gleichzeitig eine Bahnkurve 

des nicht-holonomen ~n-Raumes. 

Bemerkung: Die Gleichung (3.21) ist immer erffillt, falls M~or=O, und aosk=O 

ist. Das folgt leicht aus (1.5b), da F*ik bzw. ajki in (~, k) symmetrisch, bzw. schief- 

symmetrisch sind. 

Ein Raum, in dem 
* M *  - M ~ o ~  =0,  oik - 0 ,  aoik =O 

erffillt sind, kann am einfachsten dadurch rea]isiert werden, dass man in einem Fins- 

lerraum mit dem metrischen Grundtensor 

~z F 2 

g~J = ~ a v i ~ v j 

die ~bertragung der Vektoren durch die l~bertragungsparameter (1.5a) mad (1.5b) 

definiert und fiir /zok und aim die Bedingungen 

/zo~j = 0, qoi~ = 0 

stellt. Die Gleichung (3.2I) ist jetzt  eine Identit/it, und (3.18) bedeutet, dass fiir die 

Tangentenvektoren x 'i die Bindungen schwach-holonom sind (vgl. [5] Formel (4.6)). 

Wir werden jetzt  die Formel (3.4) des nicht-holonomen invarianten Differentials in 

einer anderen Form bestimmen. Schreiben wir in (3.4) 
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und substituieren wir dann d l k aus (3.5), so wird: 

D ~  = ~.k d x~ + ~i:k ~Sk (d), (3.22) 

wo ~,~ durch ~.~-,-'k~-'; 'llr"go �9 Q * ~  (3.23) 

und }~:~ dureh (1.4) bestimmt ist. Die Formel (3.23) ergibt die nieht-holonome kova- 

riante Ableitung des Vektorfeldes ~(x,  v). 

Wir kehren nun zur Untersuchung der Bahnen zurfick. Wir beweisen den folgenden 

SATZ 3. Eine Di//erentialgleichun 9 yon der Form 

d~x ' ( d ~ ) d x ' d x  ~ 
dt  ~ + Q$~ X,-dt dt dt  0 

kann dann und nur dann eine LSsungskurve x i (t) haben, die die Bedingung 

be/riedigt, /alls liings x ~(t) 

besteht. 

Bemerkungen zu Satz 3. 

(3.24) 

dx)  dx ~ dx  ~=konst. (3.25) 
gik x , ~  --~ d t 

* * _ _  A(e)o]o A(oo - 0 (3.26) 

Das Analogon des Satzes im Riemannsehen Raum be- 

finder sieh in einer Bemerkung von J.  L. Synge (vgl. [6] Gleiehungen (3.6)-(3.63)). 

Der Parameter t in unserer Gleichung (3.24) bedeutet einen beliebigen Parameter;  ist 

t = s ,  so ist die durch (3.24) bestimmte Kurve naeh (3.2) eine Bahn der nieht-holo- 

nomen Geometrie falls noch (2.1) besteht. Die Bedingung (3.26), die wegen 

1 f dx~ 
1 = -~ ~, :r~ = --dr (3.27) 

yon der Wahl des Parameters unabh/~ngig ist, ist 1//ngs einer Bahn B d e r  nicht- 

holonomen Geometrie befriedigt. Li~ngs B ist n/imlieh naeh (2.1), (2.3) und (2.4) die 

Relation * A@o = 0 erfiillt. 

Beweis des Satzes 3. Da das invariante Differential des metrisehen Grundtensors 

g~k identiseh versehwindet (vgl. w 1), so bekommt man 

d , D f Dx~ " x ~ dx~ (3.28) 
(g~ ~ ~ )  = ~ - / ( g ~  ~ ~ )  = 2 g,~ ~ ~ ,  " = d t  " 

Aus den Formeln (1.1) und (1.1a) bekommt man nach der Substitution 

~ = :~, 1 ~ = _ 
F 
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wegen M ~ o  =0, und nach 

d t  d t  $'  d t  ~ 
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I d2 Xh *tt d x t d xk~ 
D2~ (t~ + M*~) (3.29) die Relation D--/= [--d/~- + L~ ~ ~ ~ - ) .  

Beachten wir jetzt ffir d2xh/dt  2 (3.24), so wird nach (3.3) und (1.7): 

D& ~ d x  ~ d x  ~ 
D t  g~" C~r d t  d t  " 

Aus (3.28) wird dann nach (3.27) und (1.11) 

Nach (2.7) ist aber 

d--i g  -di a t /  

Coo]o - 2 A( )o[o A( )o 

und das beweist nach (3.26) und (3.30) eben den Satz 3. 

(3.30) 

w 4. Kriimmung des Raumes l~ings der Bahnen 

Wir betrachten die (J~bertragung (3.4) als eine affine l~bertragung im ~n-Raum. 

Die Krfimmung kSnnen wir mit der Cartanschen Methode (vgl. [1] und [7]) durch 

Bildung der Formel 

bestimmen; wir wollen aber die Kriimmung nur 1/ings der Bahnen der nicht-holonomen 

Geometrie betrachten, d.h. wit werden bei der Berechnung der Krfimmung die Formel 

(3.7) bedingen. 

Aus der Formel (3.4) bekommt man unter Beachtung yon (3.7)die folgende 

Relation : 
( A ~ - D A )  2' = �89 l~/kt ~J [ d x k d x t] + M *'r ~J ( ~ (d))',] (4.1) 

wo �89 ,~*i II +,~*~ ,~*~ (4.2) 

den nicht-holonomen ttauptkriimmungstensor, und (e3"(d))' wegen (3.7) den Ausdruck 

+ M o t )  *t  ~*~ ,~*t  I I ~ [ d x ~ d x  m] (4.3) (a[mQIol k] -- ~Oo [m~lol kl~lv] 

bedeutet. 

Wir werden jetzt beweisen, class 1/~ngs der Bahnen (3.7), d.h. 1/~ngs (3.2) 

(4.4) - -v [m~lo  I k ] - ' , g o  [m~glolk]~ 
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besteht. Aus der Gleichung (1.11) hat man:  

0," 1 j = - 1 j (L*o," *r + AoorLo ,"). (4.5) 

Aus der Formel (3.3) ist L*~ dureh Q'J," und CtJl," ausdriiekbar. Beachtet man die 

Relation 
* r * r  Moo," = Aoor (~," - Mo ,"), (4.6) 

die aus (1.6) wegen der sehiefen Symmetrie yon fQim in (i, ?') unmittelbar folgt, so 
$ Sr  

L o  , "  erh/~lt man aus (4.5), w e n n  Loom bzw.  mittels (3.3) durch Q*t~," ausgedriickt wird, 

die Formel : 
0," 1 j = - 1 j (Q'o," + A oo, Qo~," - Coo],,). (4.7) 

Naeh unserem Satz 1 ist aber auf Grund der Definitionsformel (2.7) lgngs einer Bahn 

Cool ,"=o;  

da aber, wie wir das bewiesen haben, die durch (2.16) bestimmten Kurven nach (3.1) 

mit (3.2) identisch sind, folgt aus (4.7), dass liings (3.2) 

~m I t  = i $ $ r  + AoorQo ,") - l (Qoo," (4.8) 

ist. Nach einer Kontraktion mit l I der Formel (4.2) bekommt man 

* t  �89 Roi =etmQ~ol k _Q*/tke,"~l j ~*~ ,')* ~ II + Q,ttmQ~$l%lJ][~+ ~,~ ,~ ,~ - -  ~ o  [ m ~ [ o  I klllt ~ o  [ k ~ l t  I m]. 

Unter  Beaehtung yon (4.8) und (1.10) bekommt man eben die Formel (4.4). 

Nach (4.3) und (4.4) kSnnen wir (4.1) in der Form 

( s  s  ~ '=  �89 Rt'k," ~1 [dxk dx,"] (4.9) 

~ ~ e f ~  • ~z*~ (0rt+ ~ * t  ~ b  r (4.10) bestimmen, wo - , t  to," - ~ t  k m  ~ .L,~t i t .tv.t o r l " f ro  k , "  

den vollst~ndigen nicht-holonomen Krfimmungstensor bedeutet. 
Die Torsion des nicht-holonomen Raumes bekommt man auf Grund yon (3.7) 

1/~ngs der Bahnen in der Form: 

(~A D - -  D h ) x ' = q l k  tdx i  dxk], 

wo qitk~ f Qt~kl (4.11) 

der nicht-holonome Tensionstensor ist. Dieser Tensor kommt in den Bianehisehen 

Identiti~ten des nieht-holonomen Hauptkriimmungstensors vor, wie wir im folgenden 

sehen werden. 
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Wir wollen noeh zum Schluss dieses Paragraphen die Bianehischen Identit/~ten 

fiir den nieht-holonomen Hauptkrfimmungstensor bestimmen. Dureh unmittelbare Be- 

rechnung, auf Grund der Formel (4.2) des nieht-holonomen Hauptkriimmungstensors 

kann man die erste Gruppe der Identit~ten yon R~t  bestimmen. Sie ist: 

�89 ~]k~ - q]k.~ + 2 qt t, qtm + {zykl.},~ = 0, (4.12) 

wo das Symbol {zykl.}jkm die zyklisehe Permutation des vorigen Ausdrueks auf die 

Indizes (], k,  m)  bedeutet. 

u  der Bestimmung der Bianehisehen Identit~ten, werden wir zwei Vertausehungs- 

formeln ffir einen kovarianten Vektor ~ angeben. Die Identit~ten yon Rieei sind: 

2~,.[j.,~= - ~ R S ~ -  R '  2 ' ~,lls o , k -  ~,.~q, k. (4.13) 

Diese Formel erhalt man auf Grund yon (4.2) und (4.4) wieder dureh eine unmittel- 

bare Reehnung. Die zweite Vertausehungsformel ist: 

Bei der Herleitung yon (4.14) miissen (1.10) und die leicht beweisbare Relation F[k=0 

(vgl. [4] Formel (2.29)), d .h .  

~ F = ~'i[~L*A = ~'(l~ + Ao,~) L * A  

beachtet werden, die auf Grund von (4.6) l~ngs einer Bahn (3.2) die Form 

0~.~ = F (lt + Aoot) Qo ~ (4.15) 

hat. (Vgl. die Rechnungen, die yon (4.5) zur ~ormel (4.8) ffihrten.) Die Formel (4.14) 

ist also nur 1/ings der Bahnen giiltig. 

Je tz t  kSnnen wir schon die Bianchisehen Identit~ten bestimmen. Die Formel 

~t.t~.~j.t + {zykl-}jkz = ~,.JE~.~ + {zykl.}~z (4.16) 

ist eine Identit/it. Differenziert man die Formel (4.13) kovariant(1) naeh x z, so erh~ilt 

man die GrSssen ~.~.qj.r. Substituieren wir diese GrSssen in (4.16), eliminieren wir dann 

~i.LE~.z~ mit Hilfe der Identit/~ten yon Rieci, beachten wir noeh (4.14) und (4.12), so 

bekommen wir eine ~'ormel, in der nut  ~s und ~tlls vorkommen. Diese Formel hat  die 

Form : 
~ T~% + ~ U% = o. 

(i) Es soll auf beiden Seiten von (4.13) die dutch (3.23) bestimmte Operation gebildet werden. 
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Da ~ einen beliebigen Vektor bedeuten kann, muss T~'jkt = 0 bestehen. Explizit aus- 

gereehnet ergibt das die Bianchischen IdentitKten 

It,%, + Q*,% l~ot~, + 2 q~t,_g,%t + {zykl.},k~ = 0. (4.17) 

Die Relation USj~=0 gibt keine neue Relation, da die Bereehnung yon USj~t 

wegen lt.~ = 0 die Formel 

To~kl---- U'j~l 

ergibt. Wir bemerken noch, dass die Formel 

lt.~ = 0 (4.18) 

nur l/ings der Bahnen giiltig ist, wie man naeh (4.15)und (1.10)leicht beweisen kann. 

w 5. Gleichnng der n icht-holonomen Abweichung 

Wit nehmen an, dass C und ~ zwei unendlich benaehbarte Bahnen bedeuten, 

die einen gemeinsamen Punkt  ~) haben. Die Bogen]~nge yore Punkte ~) aus gereehnet, 

auf C, bzw. auf C woUen wir mit s, bzw. a bezeiehnen. Die Gleiehungen dieser 

Kurven seien : 

C: ~=x~(s), 0: ~=~(a).  

Die Punkte  yon C und 0 seien dureh die Relationen 

~ ( a ) = ~ ( s ) + ~ f ( s ) ,  (5.1) 

d~ 
d s - I + 2 (s) (5.2) 

zueinander geordnet, wo ~t(s) einen infinitesimalen Vektor, 2 (s) aber einen infinite- 

simalen Skalar bedeutet, deren erste und zweite Ableitungen auch yon erster Ordnung 

infinitesimal sind, wie ~ (s) bzw. 2 (s). Die Riehtung der Linienelemente 1/ings C soll 

mit der Tangentenrichtung yon C fibereinstimmen. Analytisch ist das durch 

d~ 
I l (x, v) = dss (5.3) 

ausgedrfickt. 

Die Gleichung yon C bzw. C ist nach (3.2): 

d,2 ~Q~'k X, ~s d-s d--s =0' -~a ~ + Q~'k ~P"d--~a da d(~ - 
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Nach (5.1) und (5.2) hat  man im Hinblick auf (3.7): 

d~P~d(r [dx' ~ '  Q .~_~_~s ) ( l_~ ) .  + (5.5) 

I)ifferenzieren wir diese Gleichung wieder naeh a unter Beachtung yon (5.1), (5.2) und 

(5.4), so wird naeh Vernachl~ssigung der (]lieder h5herer Ordnung in ~', ~: 

Kz~p ~ d~x t dx ~ d2 f ) ~  ~^.~ D~  ~ dx  k 
d a ~ - d s  ~ ( 1 - 2 2 )  ds ds~--D-~s ~ - z r  ~ 

dx  ~ dx  m 
*~ ~*~,1 ~*~ ~*, c~*t ~*~ ~*t ~ . ( 5 . 6 )  -(OmQrt~-"g'r~llt~~ d8 dx 

Substituieren wir jetzt (5.5) und (5.6) in die zweite Gleiehung yon (5.4), beaehten 

wir noeh (4.18), (5.1)-(5.3), so bekommt man unter Vernachl/~ssigung der Glieder hS- 

herer Ordnung in ~, 2: 

dx'dA+(Q~'mllrlkl"+2q~ Ds  +(l~o~or+2,~kn~lt ~o, + 2 qo r.o) ~ - 0 . -  (5.7) 
Ds ~ ds ds  

Die Gleichung (5.7) /st die Gleichung der nicht-h~lonomen Abweichung. 

Die Formel (5.7) ist eine Verallgemeinerung des yon J.  L. Synge untersuchten 

Riemannsehen Falles mit linearen Bindungsgleiehungen (vgl. [6] Gleiehung (6.37)). 

Das folgt unmittelbar naeh unseren Formeln (4.11) und (3.3), wenn wir in (3.3) fiir 

die ]~bertragungsparameter L*~ die Christoffelklammern zweiter Art {~) w/ihlen, und 

noeh annehmen, dass unsere GrSssen nut  yon den x ~ abh/~ngig sind. In der Gleiehung 

(5.7) entsprieht tier Koeffizient yon ~T dem Tensor _F.~2m2" yon [6]. 

Die Wichtigkeit der Gleiehung (5.7) besteht yon tier Seite der Geometrie darin, 

dass die Nullstellen ~ =  0 der LSsung ~ =  ~ (s) die zum Punkte ~ konjugierten Punkte 

bestimmen. Haben die aus dem Punkte ~ ausgehenden Bahnen eine Enveloppe, so 

ist tier zum Punkt  ~ konjugierte Punkt  derjenige Punkt, in welchem eine dutch 

gehende Bahn die Enveloppe der dureh ~ gehenden Bahnen zum erstenmal berfihrt. 

Auch beziiglieh der Meehanik spielt die Gleiehung (5.7) eine wiehtige Rolle. Wir 

verweisen auf die Arbeit yon H. Rund [5] S. 78. Die LSsung $i(s)yon (5.7)bestimmt 

die relative Stabilitiit der Bahnkurven. 
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w 6. Die Bindungen und die relativen Bahnkurven des Raumes 

Nehmen wir an, dass im Raume ~n paarweise orthogonale und normierte Vek- 

toren B~e)t(x , v), ~= 1 . . . . .  m vorgegeben shad, ffir die also 

g~l B(q), B(,)i = (~qa (6.1) 

besteht. Die B(q)i sollen in den v ~ homogen yon nullter Dimension sein, und der Rang 

der Matrix P 
def 

P = (B(q),) 

soll m sein. Die nieht-holonome (n-m)-dimensionale Marmigfaltigkeit Mn-m wird be- 

zfiglich eines Riehtungsfeldes v~(s) dureh die Gleichungen 

B(q), (x, v) d x  i = O, Q = 1, 2 . . . . .  m (6.2) 

bestimmt. Wir wollen noch voraussetzen, dass /iir ein beliebig vorgegebenes Richtungs. 

]etd v ~ (s) solche Kurven x ~ = x ~ (s) existieren, die - -obg le ieh  das Differentialgleichungs- 

system (6.2) nieht vollst~ndig integrierbar ist - -  die Bindungsgleiehungen (6.2) be- 

friedigen. Die Richtung x '~ (s) dieser Kurven ist aber im allgemeinen yon der durch 

die v~(s) bestimmte Riehtung versehieden. 

Ist  speziell v t = x  '~, so geht (6.2) in die Gleiehung (2.1) fiber, wo jetzt  

O(.) (x, ~) = B(.)~ (x, ~) g 

ist. Im allgemeinen besteht die folgende 

I )~FI~ITIOg  3. Die Kurven x~ = x~ (s) der nicht.holonomen Geometrie sind die]e- 

niffen Linien, die beziigllch eines Riehtunqsleldes vt(s) die Bindungsgleichungen (6.2) be- 

[riedigen. 

Da das Richtungsfeld v~(s) yon dem Riehtungsfeld x '~=dx~/ds  unabh/ingig ist, 

sind die Kurven der nieht-holonomen Geometrie nach der Definition 3, und auf Grund 

tier Gleiehungen (6.2) dem Fall des Punktraumes mehr /~hnlich, als die Kurven des 

im w durch v~=x '~ eharakterisierten Falles. (Vgl. auch [6] w 

Wir geben jetzt  die Definition der relativen Bahnkurven der nicht-holonomen 

Geometrie an. 

D~FINI~IOZq 4. Die relativen Bahnkurven x~=x~(s) der nicht.holonomen Geometrie 

beziiglich eines vorgegebenen Richtungsjeldes v ~ (s) sind die~enigen Linien, die die Bindungs. 

gleichungen (6.2) und ein Di//erentialgleichungssystem yon der Form 
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D~x , 
D s ~ = ~(~) (x, x') gtr B(o)r (6.3) 

be/riedigen. (Flit g(~) vgl. die Formel (6.4) oder (6.4*).) 

Dabei bedeutet das Symbol , ,D" das durch (1.1) bestimmte invariante Differential 

und der Parameter s die Bogenl~nge. Ist v i (s)= x't(s), so geht unsere Definition 5 in 

die vorige Definition 1. fiber. 

Je tz t  wollen wir die in der Formel (6.3) vorkommenden GrSssen ~r(,)bestimmen. 

Differenzieren wir die Relation (6.2) nach der Bogenl~nge s, so wird wegen 

d x ~ D x ~ 
ds  D s  

D 2 x ~ d x k 
die Relation ~ B(~)t + (B(q)tl~ ~ s  + B(Q)t;k -~s]~~ ~ (d)~ d x  ~_~s = 0 

bestehen, wo ~k dureh (1.1a) bestimmt ist. (Ist speziell l ~=x  'k, so geht ~ in die 

durch (1.5) angegebene Formel yon oj k fiber.) Setzen wir in diese Formel den Wert yon 

D~x~/D8 2 yon (6.3) ein, beaehten wir dann noch die Relation (6.1), so wird 

dx~+ B g~k(d)~ d x  j 
(6.4) 

die wegen (1.2) aueh in der einfaeheren Form 

7%) (x, x') = D B(e)t d x t 
D s  ds  (6.4*) 

b e s t i m m t  werden kann. Offenbar shad auf Grund der Formeln (6.4) und (6.4*) die 

Gr6ssen zr(q)(x, x') nur l~ngs gewissen vorgegebenen Linienelementfolgen v i (s) bestimmt. 

Da in den Gleichungen (6.3) die v~(s) angegeben shad, bestimmen diese Glei- 

chungen im Hinbliek auf die Formeia (6.4) ein Differentialgleiehungssystem ffir x~(s). 

Die relativen Bahnkurven der nieht-holonomen Geometrie entsprechen den quasi- 

autoparallelen Linien des ~ -Raumes  (vgl. [4] w 5). Unter gewissen Bedingungen sind 

die relativen Bahnkurven mit gewissen speziellen quasiautoparallelen Kurven identisch. 

Es besteht der folgende 

SATZ 4. Ist  ll~ngs einer gewissen quasiautoparallelen Kurve x ~ =x~(s) 

d~• ~,~(d)~ <-,,s,,,-~-~] ~ g  = 0, B,,)~ (~, ~) x" = 0, (6.5) 

wo der Tensor ctsd~ B(o)i B(o)s (6.6) 
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bedeutet, so ist diese quasiautoparallele Kurve x~(s) gleichzeiti# eine relative Bahn der 

dutch (6.2) charakterisierten nicht.holonomen Geometrie(X). 

Beweis. Die Gleichung der Bahnen ist naeh den l~ormeln (6.3) und (6.4) in ex- 

pliziter Form durch das Differentialgleichungssystem 

D2 x I ( dx  k . , ,  ~ (d)~ dx j 
Ds  ~ t- g" B(o,, _B(~ ~-8 + ~,,)~.k - ~ s - )  d-S = O (6.7) 

bestimmt. Da 1/ings der Bahnen (6.2) giiltig ist, bekommt man aus (6.6), dass l~ngs 

einer Bahn 
d xJ B B d xJ d xJ d xJ 

besteht. Aus (6.7) wird somit 

1)z x' ( ~ s  ~~ (d)~ dxJ 
D s  2 t-g" C,,]k + C , , : e ~ / ~ s = 0 .  (6.8) 

Die Formel (6.8) mit den Bindungsgleiehungen (6.2) wollen wir als die endgiiltige 

Yormel der relativen Bahnkurven betraehten. 

Ist nun x ~ (s) eine quasiautoparallele Kurve, fiir die also 

*~ dxJ dx~ = 0 i f  xt--  d~x~ �9 -*l dxj ~~ (d) F L j  k-ds (6.9) 
D s ~ - - d s  ~ ~'lnJ~-~s ds ds 

besteht, so folgt aus (6.8), dass diese quasiautoparallele Kurve dann und nur dan~ 

gleiehzeitig eine relative Bahn sein karm, wenn l~ngs x ~ (s) auch (6.5) giiltig ist. ])as 

beweist aber eben den Satz 4. 

])as Analogon des Satzes 1 kann man auf Grtmd yon (6.3), (6.4*) und (6.2) 

ebenso beweisen, wie das in w durchgeffihrt wurde. Es ist also Id,ngs der Kurven 

(6.3) Br x '~ = konst. 

w 7. Die allgemehae nlcht-holonome t~bertragtmg 

Ebenso wie im w kSnnen wir aueh in dieser allgemeineren nicht.holonomen 

Geometrie yon der Gleichung der Bahnkurven eine sog. nieht-holonome ~bertragung 

ableiten. Doch entsteht in diesem Falle dem Paragraphen 3 gegeniibcr ein wesentlieher 

prinzipieller Unterschied. Durch die Gleichung (3.1) war ns m~(d)allein mit 

Hilfe der GrSssen x t (s) bzw. dutch deren Ableitungen bestimmt, w~hrend $~ (d) in 

der Gleiehung (6.8) der relativen Bahnen ausser den x ~, dx  t auch yon C und dC ab- 

h~ngig ist. Die explizite Formel yon ~ ( d )  ist  durch (1.1a) angegeben, wo jetzt  

t Bei diesem Satz miissen wit selbstverst~nd[ich bedingen, (lass die Bindungen derart  beschaffen 
sind, dass eine Schar yon nicht-holonomen Unterr~urnen existiert, die quasi-autoparallele Kmwen enth~lt. 
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1 
1 ~ v s 

F (x, v) 

bedeutet .  Das  ha t  zur  Folge, dass  sich je tz t  nicht  nur  die l~ber t ragungsparamete r  

L~ ~, sondern auch die M ~  ver~ndern werden. 

Die Gleichung (6.8) der  re la t iven Bahnkurven  kSnnen wit  auf  Grund  der  Rela-  

t ion D x ~ = d x  ~ und nach der Formel  (1.1) in der  F o r m :  

bes t immen,  wo 

* k  d ~x ~ ~ dx  ~ d ~  (ix ~r (d) 
ds  ~ ~-r -~-s + ~ ds  ds  

def * t 
Q ~  = L~ ~ + C~[~, 

t def *t 

0 (7.1) 

(7.2) 

(7.3) 

bedeuten  (wegen (1.8) und  (1.9) ist  n~mlich g~J[k=0, g":k=0) .  Die Gr6ssen Q ~  und  

~Vjtk sind die ]~ber t ragungsparameter  der  n icht-holonomen Geometrie.  Die nieht-holo- 

nome l~ber t ragung selbst ist durch  die Formel  

j~ ~ d~* d ~ + Q~** ~ d x ~ + N~, ~ &~ (d) (~) (7.4) 

festgelegt, wo aber  ~k(d) die GrSsse D1 ~ bedeute t .  Offenbar  ergibt  (7.4) die Gleichung 

(7.1) der re la t iven Bahnen,  falls in (7.4) ~ = d x t / d s  gesetzt  wird. 

Das  invar iante  Differential  welches durch  (7.4) b e s t i m m t  ist, k a n n  noch nicht  

als eine spezielle affine l~ber t ragung be t rach te t  werden, da  in der Formel  (7 .4 )e~(d )  

nicht  ~)l k bedeute t ,  d . h .  / ) ~  nur  m i t  Hilfe des metr ischen invar ian ten  Differentials 

, ,D" yon  1 ~ be s t immt  ist. U m  aus  der Formel  (7.4) das  invar iante  Differential  einer 

speziellen affinen ~ b e r t r a g u n g  zu bekommen,  muss  m a n  e~ ~ (d) mi t  Hilfe yon b 1 ~= ~ (d) 

ausdriicken. 

Aus (7.4) b e k o m m t  m a n  fiir ~ l=  li: 

/ )  1 t ~ e5 ~ (d) = d 1 ~ + Qo~k d x k + NoOk ~ (d). (7.5) 

Auf  Grund  yon (1.1) wird fiir ~t=l~ wegen Dl~=~o~(d): 

dl  ~=~k(d )  ~ *i .i ((~k - Mo k) - Lo ~ d x ~. 

Subst i tuier t  m a n  das in (7.5), so wird:  

~ (d) = ~ (d) ( ~  i ,~ ~ + N o ~ - M o  k) , ( Q o k - L * t k ) d  xk. 

(7.5a) 

(7.6) 

(1) Das dureh (7.4) bestimmte nieht-holonome invariante Differential ist von dem durch (3.4) A,, 
definierten verschieden. Eben deshalb bezeichneten wir dies mit ,,D . 
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Ber wir je tz t  das Gleiehungssystem 

H~ ~ (6~ + No'~ - Mo ~) = 6~. (7.7) 

Man kann  sieh leicht fiberzeugen, dass im al lgemeinen 

u* ,  ~: 0 De t  I ~ + No'~: - ,~  o (7.7a) 

ist. Nach  (7.3) und (6.6) ist n~mlich 

D0t  16s + No, - M*tk I = De t  16~ + (B~q)B(Q)j):~ P l- 

aor "B ~ B N u n  isg Tj~ = ((Q) (r 

eine in v ~ homogene Funk t ion  yon null ter  Dimension.  Wir  k6nnen also in Tj ik(x ,  v) 

s ta r t  der Ver~nderlichen v ~ den Einhe i t svektor  1 ~ substi tuieren,  da  

Tj'k (x, v) ~ Tjtk (x, l) 
ist. Es  wird aber  

= ~ ' + T t  p = l + T / ~ p +  Det  ] 6 ~ + N o ' k - M * ' k [  De t  I o. " ,  

wo die wei teren Glieder in l ~ homogene Funk t ionen  yon mindcstens  zweiter  Ordnung 

sind. (7.7a) ist also im allgemcinen giiltig. M6glicherweise kann  auch T / k l J = O  sein, 

(7.7a) bes teht  aber  auch in diesem Falle. 

(7.7) ist also im al lgemeincn auf H,  j eindeutig 15sbar; somit  b e k o m m t  man  aus 

(7.6) nach einer K o n t r a k t i o n  mi t  H~:  

~J (d) = H , '  ~"  (d) - H ; (Qork - L*~t,) d x  ~. (7.8) 

S e tz t  man  diesen Wer t  in (7.4) ein, so wird:  

1) ~t = d ~' + (Qs'k - Nj ' t  H ,  t (Qork - L*"k)) ~J d x ~ + Hk  ~ N / ,  ~J&~ (d). (7.9) 

(Aus (7.9) b e k o m m t  man  selbstverst~ndlich eine Ident i t~t ,  falls ~ =  l ~ gesetzt  wird. 

Das  kann  auf Grund von (7.5a), (7.8) und (7.7) leicht gezeigt werden.) 

Die Formel  (7.9) kann  schon als Fall einer speziellen affinen ~ b e r t r a g u n g  be- 

t r ach te t  werden, in der die l~ber t ragungsparameter  nach (7.2): 

~, dof ~ ~ N/,Hr t Co'!k, d'f N/ . ,H[ j ~ - '~J ~ - /~j'k (7.10) 

sind. Die Gleichung (7.9) kann  somit  in der F o r m :  

9 ~  i = d ~  ~ + O / k $ J d x  k + N / k ~ J &  ~ (d) 

dargestel l t  werden. 

(7.11) 
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Die Gleiehung (7.1) der relativen Bahnkurven kann naeh (7.8), (7.2) und (7.10) 

dureh die Gleiehungen 

d2x ~ ~ dx~ dx  ~ dx~ d~(d) 
ds ~ +r d s  -~s + - ~  ds ds =0 (7.12) 

charakterisiert werden. Diese Gleiehung driiekt aus, dass der Tangentenvektor d x*/ds 

einer Bahnkurve in Bezug auf das invariante Differential (7.9) l~ngs der Bahnkurve 

parallel verschoben ist. 

w 8. Die Gleichung der nicht-holonomen Abweichung im allgemeinen Fall 

Im Paragraphen 5 haben wir die Gleichung der nicht-holonomen Abweichung 

unter der Bedingung bestimmt, dass das Linienelementfeld 1 t (s) eben mit dem Feld 

dx~/ds der Tangentenvektoren iibereinstimmt. Wir wollen jetzt - -  wie wir das im II. 

Teil durehwegs gemacht h a b e n -  annehmen, dass das Richtungsfeld l~(s)beliebig 

vorgegeben ist. 

Die Gleiehung der relativen Bahnkurve C ist dureh (7.12) angegeben. Die Glei- 

ehung einer zur relativen Bahn C unendlich benachbarten relativen Bahn 0 soll 

d ~  ~ ~ * dy~ ~/r d~J ~ ( d )  
da ~ § 1) d~' =0 (8.1) 

da de  de  da 

sein, wo 
wghrend 

~(a)  und a dureh (5.1) und (5.2) mit den x t ( s )und  s verkniipft sind, 

i t (a) = 1 t (s) + ~ (s) (8.2) 

bedeutet. (Offenbar kann statt v t wegen der Homogenitii~ nullter Dimension 1 t gesetzt 

werden.) ~ ist eine yon ~ und d ~ / d s  abh~ngige infinitesimale GrSsse, die so gew/~hlt 

werden soll, dass die Gleichung der nieht-holonomen Abweichung von tensoriellem 

Charakter sei. Im Falle l~=dx~/ds, ~=dyJ~/da ist naeh (5.5) 

V~= - 1 ~ ~ + / 3 ~  dxk (8.3) 

2, ~ und ~ und ihre Ableitungen sollen infinitesimale GrSssen bedeuten. Fiir den 

allgemeinen Fall kSnnte z.B. die Formel (8.13) gesetzt werden. 

Wenn wir in (8.1) ~ mittels x ~ und ~i nach der Formel (5.1) bereehnen, und 

1 t, ~ ( d ) / d a  mittels l t u n d  d)k(d)/ds ausdriieken und die Glieder hSherer Ordnung in 

A, ~ und ~i vemaehl~ssigen, so bekommen wit die Gleichung der nieht-holonomen 

Abweichung. Auf Grund yon (5.1) und (8.2) wird also: 
1 5 -  593802. Acta mathematica. 101. Imprim6 le 18 juin 1959. 
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d2 ~) ~ d2 x ' d x' d ~ 

da 2 = d s  ~ ( 1 - 2 ~ )  ds ds "+ 

d--a- ds ~ (1 - 2 ~) 

d82 , 
(8.4) 

-~s -~s § (O'~J'k~r +O~'~lT~T) dx'  ds " (8.5) 

Vor der Bereehnung yon ~ (a ) / d ,~  d~r  w~ ~,~(a)/as durch O~,'k und ~]~ aus. 

),us der Formel (7.11) bekommr man ffir ~ = l  t 

~T(d)(#~ 37~ dt ~ ~ , d ~  
a s  - o , ) = ~ + t i o t  -d~8 " (8.6) 

Da im allgemeinen Det I ~ -- No'k 14= 0 (8.7) 

ist, bekommr man aus (8.6) fiir t~k(d) die Form: 

~k (d)=K ~ [dl" ,~ ~ dx~\ (8.8) 

wo der Tensor Kkr dutch das Gleiehungssystem: 

(~; - : ~ o ' , )  K ,  ~ = 5~ 

definiert isr Wenn (8.7) niche giilr w~re, so kSnnCe man ~5 ~ (d) dureh (7.6) bereehnen. 

Fiir &~ (d)/d a bekommt man 

~ (d) e9 ~ (d) ( I  - 2) + ~ ,  (8.9) 
da ds 

w o  
~kd~= f ( tilt ~ T dxt\ 

~. ~,, . , d s  +K ~, ~d.(~'7' +qo,~+ ~ ~ - .  d~' ~'e...~o ~ ' ~ '  ~'+~0,1~.,~ -~) (S.9a) 

bedeuter Nun kann sehon aueh das driCte Glied yon (8.1) leieht bereelme~ werden. 

Da aueh ~ eine infinitesimale GrSsse ist, bekommt man 

~ (d) " dr? ~ ( d )  = ~/~(~, ~) - -  ( 1 - 2 ~ )  
N ~  (% l) ga da ds 

C ~  )a+ =o. (8.10) 
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Aus den Relationen (8.4), (8.5) und (8.10) bekommt man nach (7.12) die Glei- 

chung der nicht-holonomen Abweichung in der Form: 

~. ~_. , dx~ d x  ~ a ~  ~ dx~ d~ dx  ~_7:__ + ( $ ~ / ~ + Q ~ l r ~ ) d ~  s 
ds  ~ ds ds  F20~ff~) as ds  

+Z~i (dx '  dS'd)~(d)) , ,~t dx td)~(d)=o.  (8.11) 

Unr Beachtung von (7.11) k6nnte man in dieser Gleichung d ~ / d s ,  d ~ t / d s 2  

durch D ~ / D s  und 1 ) ~ t / D s  ~" ausdriicken; das wollen wir aber nur in dem durch 

~ (d) 
- ~ s  = o (8.12) 

charakterisierten Spezialfall durchfiihren. Dadurch bekommen wir eine eleganCere Form 

flit die Gleichung der nicht-holonomen Abweichung. ~brigens ist der durch (8.12) charak- 

r Fall die unmiCtelbare Verailgemeinerung des in w 5 behandelten Falles, da im 

Falle l t=dx~ /ds  die Bahnen der nicht-holonomen Geometrie eben dutch (3.7)charak- 

terisiert werden k6nnen, und (3,7) der Gleichung (8,12) entspricht. 

Fiir ~t soll 

~ t = _ / t 2 + / ) ~  ~ ~ t  ~dx ~ -~8 -- r ~ $ - - ~  - 0~tr (l~ - ~--~ ) $" (8.13) 

gesetzr werden. Offenbar bekommt man fiir x't= 1 t eben (8.3). Start der Formel (8.4) 

bekommen wir auf Grund yon (8.12) und (7.12), bzw. (8.6) 

d ~ v/  d 2 x ~ dx  t d2 . b 2 ~  ~ ~,,~ ~ IDa" d ~  
d8 ds +-D-fi82 - ~r k--B-;8 ds  

d P  dx  ~ 
d 8  d 8  " 

(8.14) 

Die Berechnung yon ~}~(v2, ,Z.,dl) - ~  d ~  ergibt im ttinblick auf (8.2) and (8.13): 
da da  

�9 d r '  rid' odx'd (l_24) 
~ ( ~ ,  l) da -da - ds ds  

2 ~ t dxj ~ ~ t x 

x ~" dx~ dx"  ( A~ ' dxq d #  
ds ds  ~- 20~(J'k)+~S~ds) -~s ]DPms . (8.15) 
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Aus (8.1), (8.14), (8.15) erh~lt man fiir die Gleiehung der nieht-holonomen Abweichung 

im Hinbliek auf (7.12) und (8.12) 

b ~ i  dx'  d ) '+ (~'mkdX~ll -]-Y_ ) b ~ k  dxm 
n s  ~ ds ~ J ~ - 2 0 t k ~ l  D s  ds  

( ' ds A- Kktmr-F 2Okmllt~e) r]--i -- 0, (8.16) 

W O  
K i def  ~ t $ i ~ t 

den nicht-holonomen Kriimmungstensor bedeutet. 

Ist l~=dx~/ds ,  so geht (8.16) in (5.7) fiber, wie das leieht best~tigt werden kann; 
d x  k dx  m . 

man muss aber beachten, dass der entsprechende Tensor yon Kk~mr d ~  d--~ m d e r  

Formel (5.7) der Tensor (Rotor + 2 qo~r,o) ist. 

Bemerkung: Im Punktraum geht K~fmr in den Tensor F ~ .k,~ von [6] fiber (Vgl. 

Gleichung (6.39) yon [6]). 

w 9. t~er das Problem yon Lagrange im allgemeinen Fall 

In diesem Paragraphen werden wir eine Kurve x ~ = x : ( s ) i m m e r  in Bezug auf 

ein Riehtungsfeld v ~ = v ~ (x (s), x' (s)) der Linienelemente betraehten. Das vorgegebene 

Richtungsfeld v~(s) h/~ngt also yon dem Grundelement (x, x') der Kurve x~(s)ab. Wir 

wollen jetzt diejeaigen Extremalen des VariationsprobIems 

Sz 

~ f  F ( x , x ' ) d s = O  

mit F (x, x') def Vg~k (x, v (x, x')) x "~ x '~ (9.1) 

bestimmen, fiir die die Bindungsgleichungen 

B~) t  (x, v (x, x')  ) x '~ = 0 (9.2) 

bestehen, und dann werden wit einige Bedingungen bestimmen daffir, dass diese 

Extremalen mit den relativen Bahnkurven identisch seien. 

Bezeiehnen wir wieder mit H(x ,  x') die Funktion: 

H (x, x') de~ F (x, x') + 2(~,)Bc,)~(x, v(x,  x ' ) ) x  '~, (9.3) 

so werden die gesuehten Extremalen das Differentialgleichungssystem 

d ~ H  ~H - - = 0  (9.4) 
ds ~x"  ~x  ~ 
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befriedigen. Nach  (9.1) ist nun  wegen der Wahl  des Parameters  

def d 0F aF  d ( ~ , k J ~  v~ '" '" ' \ 
ds  @x 'k Ox ~ ds_A~j"  x ' x ' + g ~ j x ' !  -- (~ ~k g~j -~ A~T ~kV~') Xt~ X "t~. 

Ebenso,  wie in w k6nnen wit  �89 'j dutch  * ' lx ' J  �9 L t m x  ausdrfieken, und  dann  

wird wegen (vgl. auch [4] (5.7)-(5.10)): 

d ,j D x 'j • L*- _,t ~,~ • ~i* ~,~ ~ (d) 
ds  gjkx =gJ~ D s  7- k,j.~ .~ ~- ~ t s ~  d s  

fiir ~ die Rela t ion :  

D x 't 
�9 _A~( I , c~o~+F*~+O~v~) }x '~x '~  ~ = g~--D-~s + {2 L~I~I~ ~ 

o~(d )+  d / ,~ ,~ 0v~\  
+ M~,,,x"---d-~s ~ (A, ,~x  x ~x,~)  (9.5) 

bestehen. 

Aus  der Gleiehung (9.4) wird somit  naeh (9.3) und  (9.5): 

d {OB(m~ x, ~ + B(m~ ) . OB(m~ 
~ + ~ ~(~) ~ W x ,  ~ - A(~) ~ x '~ = O. (9.6) 

Wir wollen je tz t  fiir das Riehtungsfeld v~(x, x') bzw. fiir die Vektoren B(m~ (x, v (x, x')) 

und x '~ zwei Bedingungen stellen: 

OB(u)~ x '~ = 0 (9.7) 
x ~ 

4- c~ B(m~ x ''k = 0. (9.8) und (~g B(m, - at B(~)k) x 'k _ a x 'k 

Die Bedingung (9.8) bedeute t  die schwache Holonomitiit der Vektoren x"  in Bezug 

auf die B(~)~ (vgl. [5] Formel  (4.6)). 

Aus (9.6) wird dann  nach der Berechnung yon  (d /d  s) (2(m B(mi) nach (9.7) und  (9.8): 

d 2(m B ~ + ~ (u)~ = 0. (9.9) 

Eine Kont rak t ion  dieser Gleichung mi t  B(~) ~ ergibt wegen (6.1) 

d s Qj B ( J  

und  somit k a n n  (9.9) nach (9.5) in der F o r m :  

D x '~ 
- (~,)i B(I,) ) + ~i ((~t - B(mt B(I,) ) - 0 gj~ ~ ( ~  B J J J - (9.10) 
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bes t immt  werden,  wo 
def D xrk 

~ = ~J-gJ~ Ds  (9.11) 

auf  Grand  yon  (9.5) leicht i n  expliziter Fo rm bestimm~ werden kann.  

Die charakteris t ischen Gleichungen der relat iven Bahnkurven  sind nach (6.3) und  

(6.4*) : 
D x  '~ DB(~)k 

- - W - - x ' k  B(o) ~= O. (9.12) 
Ds 1 )  8 

Nach  (6.2) ist  aber  
D B(o)e x, e = _ B(o)e D x 'k 

Ds Ds  

und  somir bekommt  man  aus (9.12): 

(9.13) 

Zieht man  in (9.13) den Index  ,,i" herunter ,  so kann  (9.13) in der F o r m :  

tk 

gjk ~ ((~ - Br B(~) j) = 0 
.1_)8 

(9.14) 

angegeben werden.  Aus dieser Form der Gleichung der relat iven Bahnen  kann  un- 

mi t te lbar  verifiziert  werden, class (9.14) mi t  (9.10) nur  dann  identisch ist, falls 

~ (~ - B(~)~ B(m j) = 0 (9.15) 
besteht .  

(9.7), (9.8) und (9.15) sind also hinreichende Bedingungen da/i~r, class die Extre- 

malen des. Problems yon JLagrange, mit den relar Bahnen des nicht.holonomen Raumes 

iibereinstimmen. 

Bemerbung 1. Offenbar ist (9.15) fiir T j = 0  befriedigt. Aus (9.15) folgt aber  noch 

nicht ,  class ~ =  0 ist. Es  ist n~mlich 

Der [~  - B~,), B(,)t [ = 0. (9.16) 

])as folgt leicht aus der Formel  

B ~ t~J ~) , . ,  - B(.),  B C ) - - O ,  (9.17) 

die wegen (6.1) offenbar giittig ist. Da abe t  die B(e) t n icht  identisch vorsehwinden, 

muss (9.16) bestehen. 



NICHT-HOLONOME ALLGEMEINE METRISCHE LINIEI~ELEMENTRAUME 233 

Bemerkung 2. (9.7), (9.8) und (9.15) sind selbstverst~ndlich nicht in alien ~n-R~u- 

men erfiiUbar. Diese GIeiehungen bilden abet  ein Gleichungssystem, in dem die Ten- 

soren a~m, ~u~m und das Riehtungsfeld v~(x,x ') als Unbekannte  be~rachter werden 

kSnnen. 
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