THEORIE DER NORMALFLACHEN

EIN ISOTOPIEKRITERIUM FUR DEN KREISKNOTEN
VON
WOLFGANG HAKEN

Miinchen (1)

Yorwort

Die Theorie der Normalflichen beschiftigt sich mit Flichen in 3-dimensionalen Man-
nigfaltigkeiten. Sie ergibt eine Methode, nach der sich bei vorgelegter (berandeter oder
unberandeter) 3-dimensionaler Mannigfaltigkeit entscheiden lif3t, ob Flichen mit bestimm-
ten Kigenschaften in dieser Mannigfaltigkeit liegen. Es besteht eine Reihe von Analogien
zwischen der Theorie der Normalflichen und der Homologietheorie. Dies wird in der
folgenden Einleitung genauer ausgefiihrt werden.

Eine der Anwendungen dieser Methode ist die Lésung des Kreisknotenproblems, d. h.
die Angabe eines Verfahrens, nach dem sich entscheiden 148t, ob es zu einer vorgegebenen
geschlossenen Linie im 3-dimensionalen Raum ein (singularititenfreies) Elementarflichen-
stiick gebe, das von dieser Linie berandet wird, ob die Linie also eine Kreislinie sei. Aus
dem von Papakyriakopoulos [7] bewiesenen Dehnschen Lemma folgt, daBl der Kreisknoten
dadurch charakterisiert ist, dal sein AuBenraum die freie Gruppe von einer Erzeugenden
zur Fundamentalgruppe hat. Auf Grund dieses Satzes gestattet das Kreislinienkriterium
zugleich die Entscheidung, ob die Fundamentalgruppe des Auflenraums einer gegebenen
Knotenlinie die freie Gruppe von einer Erzeugenden sei. Ist also umgekehrt ein System von
Erzeugenden und definierenden Relationen einer Gruppe gegeben, das eine solche Form
hat, daB es sich von der Projektion einer Knotenlinie ablesen liBt (siehe z. B. [9]), so 148t
sich durch Anwendung des Kreislinienkriteriums auf diese Knotenlinie entscheiden, ob es
sich um die freie Gruppe von einer Erzeugenden handele. Damit ist ein Spezialfall des

Wortproblems der Gruppentheorie gelést.

(1) In einer Kurzfassung vorgetragen auf dem Internationalen Mathematikerkongress 1954 in
Amsterdam.
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Weitere Anwendungen (insbesondere ein Verfahren zur Entscheidung, ob zwei ge-

schlossene Linien miteinander verkettet seien, sowie die Verallgemeinerung des Kreislinien.

kriteriums fiir Linien in beliebigen 3-dimensionalen Mannigfaltigkeiten) sollen in spiter
folgenden Arbeiten dargestellt werden (siehe [5]).
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Die Theorie der Normalflichen ist bis zu einem gewissen Grade analog der Homo-

logietheorie und der Theorie der Fundamentalgruppe [12]; man kénnte sie entsprechend

als Isotopietheorie bezeichnen. In der Homologietheorie und der Theorie der Fundamental-
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gruppe werden geometrische Gebilde (Ketten bzw. Wege) betrachtet, die in der vorgelegten
Mannigfaltigkeit liegen. Sie werden durch Aquivalenzrelationen in Homologie- bzw.
Homotopieklassen eingeteilt. Diese Klassen bilden Gruppen, die nur von der topologischen
Struktur der gegebenen Mannigfaltigkeit abhingig sind. Durch die Homologietheorie
wurde die Klassifizierung der 2-dimensionalen Mannigfaltigkeiten erméglicht. Die meisten
Fragen der 3-dimensionalen Topologie lieBen sich jedoch bisher mit den Hilfsmitteln der
Homologietheorie und der Homotopietheorie nicht 16sen. Hier scheinen stdrkere Hilfs-
mittel erforderlich zu sein. Die Einteilung der Ketten in Homologieklassen ist anscheinend
eine zu grobe Klassenbildung, um iiber die Struktur 3-dimensionaler Mannigfaltigkeiten
vollsténdigen Aufschlul geben zu kénnen. Eine feinere Einteilung ist nun die in Isofopie-
klassen, und es ergibt sich die Frage, ob und wie weit sich der Homologietheorie eine Tso-
topietheorie an die Seite stellen lasse. Von besonderem Interesse sind dabei die Isotopie-
klassen singularititenfreier 2-dimensionaler Mannigfaltigkeiten in einer gegebenen 3-
dimensionalen Mannigfaltigkeit. Die Theorie der Normalflichen stellt eine Méglichkeit dar,
dieses Problem anzugreifen. Thr Aufbau 148t sich durch einen Vergleich mit der Homo-
logietheorie niher erliutern, wie im folgenden kurz dargestellt werden soll.

a) Sowohl in der Homologietheorie als auch in der Theorie der Normalflichen wird
ausgegangen von einer beliebigen, aber fest vorgegebenen Zerlegung I' der gegebenen
3-dim Mannigfaltigkeit M3. In der Homologietheorie werden d-dim Ketten (4 =0, 1, 2, 3)
betrachtet, fiir die die d-dim Elemente aus I' eine Basis bilden. In der Theorie der Normal-
flichen besteht die entsprechende Aufgabe darin, 2-dim Mannigfaltigkeiten durch Ele-
mente aus I' darzustellen und zwar so, daB8 dabei die Tsotopieklassen festgelegt werden.
Kommt also etwa ein 2-dim Element aus I in einer solchen Mannigfaltigkeit mehrfach vor,
so geniigt es — im Gegensatz zur Homologietheorie — nicht, lediglich die Vielfachheit
anzugeben, mit der es vorkommt, sondern es muB festgelegt werden, wie die einzelnen
Exemplare mit den iibrigen in der Darstellung vorkommenden Flichenstiicken zusammen-
hingen. Eine dhnliche Situation liegt in der Theorie der Fundamentalgruppe vor. Hier
ist ein Weg allein durch die Vielfachheiten, mit denen er die einzelnen Kanten aus I durch-
lduft, noch nicht eindeutig bestimmt, sondern es mufBl auch die Reihenfolge festgelegt
werden, was durch Angabe eines ,,Wortes“ geschehen kann. Bei 2-dim Mannigfaltigkeiten
lassen sich die Zusammenhangsverhiltnisse nicht so einfach beschreiben. Hier wird in der
Theorie der Normalflichen folgendermaBen vorgegangen: Wird ein 2-dim Element E2 aus
I' bei der Darstellung einer 2-dim Mannigfaltigkeit mehrmals benétigt, so wird eine ent-
sprechende Anzahl von miteinander punktiremden Elementarflichenstiicken betrachtet,
die ,,nahe benachbart und parallel zu E? in M3 liegen. So wird fiir alle 2-dim Elemente

aus [ verfahren und die so erhaltenen (simtlich miteinander punktfremden) Flichenstiicke
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werden schlieBilich durch kleine Fliachenstiicke, die ,,in der Ndhe* der 1- und 0-dim Ele-
mente aus I' liegen, miteinander verbunden, so daB eine singularitédtenfreie 2-dim Mannig-
faltigkeit entsteht, deren Isotopieklasse in M3 damit ohne weitere Angaben festliegt.

Um diese Methode exakt anwenden zu kénnen, wird der Begriff der Normalfliche
definiert: Man umgibt die Eckpunkte von I' mit kleinen Kugeln, die als P-Raumstiicke
bezeichnet werden. Dann werden die auBerhalb dieser P-Raumstiicke verbleibenden Mittel-
teile der 1-dim Elemente aus I' mit kleinen Zylinderstiicken (sogenannten K-Raumstiicken)
umgeben, die in kleinen Elementarflichenstiicken an die P-Raumstiicke angrenzen.
SchlieBlich werden kleine Umgebungen um die verbleibenden Mittelteile der 2-dim Ele-
mente aus I’ (sogenannte F-Raumstiicke) ausgezeichnet. Die P-, K- und F-Raumstiicke
bilden zusammen mit den verbleibenden Mittelteilen der 3-dim Elemente aus I' eine Zer-
legung © von M3, die als eine Normalzerlegung beziiglich I" bezeichnet wird. Eine Normal-
flache soll nun ganz in den P-, K- und F-Raumstiicken verlaufen und diese jeweils in ein-
zelnen miteinander punktfremden Elementarflichenstiicken schneiden, deren Inneres im
Inneren und deren Riander im Rande des betreffenden P-, K- bzw. F-Raumstiickes liegén.
Diese Elementarflichenstiicke bezeichnen wir als P-, K- bzw. F-Normalflichenstiicke.
Die F-Normalflichenstiicke sollen dabei in den F-Raumstiicken ,dhnlich® liegen, wie die
entsprechenden Mittelteile der 2-dim Elemente aus I, von denen die betreffenden F-
Raumstiicke Umgebungen sind. — ,,Ahnlich* ist dabei folgendermafen definiert: Eine
semilineare Abbildung von M3 auf sich selbst, bei der jedes Element aus @ auf sich selbst.
abgebildet wird, heifit eine Ahnlichkeitsabbildung beziiglich ®. Zwei beliebige 2-dim
Mannigfaltigkeiten in M3 werden einander dhnlich beziiglich ® genannt, wenn sie sich
durch eine Ahnlichkeitsabbildung beziiglich ® aufeinander abbilden lassen. Ahnliche
Flichen sind dabei immer kombinatorisch #dquivalent und schuneiden dariiberhinaus die
einzelnen Elemente aus © in gleicher Weise. — Damit ist definiert, was es heiflen soll, dafl
Flichenstiicke in M3 ,,nahe benachbart und parallel zu den 2-dim Elementen aus I'
liegen. Die P- und K-Normalflichenstiicke verbinden nun die F-Normalflichenstiicke mit-
einander und es wird noch gefordert, daB niemals zwei F-Normalflichenstiicke, die in
einem und demselben F-Raumstiick liegen, durch ein P- oder K-Normalflichenstiick
miteinander verbunden werden sollen. Dies entspricht der Forderung in der Theorie der
Fundamentalgruppe, daB ein (reduzierter) Weg niemals eine Kante unmittelbar hinter-
einander in beiden Richtungen durchlaufen soll. Wir fordern von den Normalflichen weiter,
daB sie entweder unberandet seien und im Innern von M? liegen, oder berandet seien und
ihr Inneres im Inneren und ihr Rand im Rande von M3 liege.

Vergleicht man nun die Normalflichen mit den geschlossenen Ketten der Homologie-

theorie und den geschlossenen reduzierten Wegen der Theorie der Fundamentalgruppe, so
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ist zu bemerken, daB eine Normalfliche durch die Anzahlen ihrer F-Normalflichenstiicke
und durch die Angabe, wie diese F-Normalflichenstiicke durch P- und K-Normalflichen-
stiicke miteinander verbunden sind, noch nicht eindeutig bestimmt ist. Diese Angaben
gelten vielmehr fiir eine ganze Klasse von einander beziiglich ® dhnlichen Normalflichen in
gleicher Weise (und, wie sich zeigen 148, fiir nur eine solche Klasse). Da nun zwei beziiglich
©® dhnliche Normalflichen auch in M3 zueinander isotop sind, erscheint es zweckmiBig,
die Normalflichen zu Ahnlichkeitsklassen beziiglich ® zusammenzufassen. Dann kann man
sagen, dall dem Begriff der geschlossenen Kette bzw. des geschlossenen reduzierten Weges
der Begriff der Ahnlichkeitsklasse von Normalflichen entspricht.

b) Die Normalfldchen beziehen sich, ebenso wie die Ketten in der Homologietheorie,
auf eine beliebig vorgegebene Zerlegung I" von M3. Die Willkiir, die in der Auswahl dieser
Zerlegung T' liegt, mufl beseitigt werden, um zu topologischen Invarianten von M? zu
gelangen. Hierzu beweist man in der Homologietheorie, daB es zu jeder (singuliren) Kette,
die in M3 liegt, mindestens eine homologe Kette gibt, die sich aus Elementen der gegebenen
Zerlegung I' aufbauen 148t, daB man also bei beliebiger Wahl von I' aus jeder Homologie-
klasse mindestens einen Reprisentanten erfaBt.

Was nun die Normalflichen anbelangt, so erfat man sicher nicht aus jeder Isotopie-
klasse von Flichen in M3 einen Reprisentanten. Dies wiire aber auch gar nicht erstrebens-
wert, da wir uns ja nur fiir solche Isotopieklassen von Flichen in M? interessieren, deren
Vorhandensein M? vor anderen Mannigfaltigkeiten auszeichnet, fiir Flichen also, die so
in M3 liegen, wie dies nicht in jeder 3-dim Mannigfaltigkeit moglich ist. Die beliebig vielen
und beliebig kompliziert verknoteten Henkel, dic man an jede Fliche in jedem 3-dim
Raumelement ansetzen kann, stellen fiir uns nur einen unerwiinschten Ballast dar. Eine
Fliche, die frei von derartigen Henkeln ist, 148t sich durch folgende Eigenschaft charak-
terisieren: Ist L eine geschlossene doppelpunktfreie Linie, die in der Fliche F zweiseitig
liegt und in # kein Elementarflichenstiick berandet, so gibt es im AuBlenraum M3 — F
von F kein (offenes) Elementarflichenstiick, das von L berandet wird. Gilt auBlerdem
noch, dafl F keine 2-dim Sphére ist, die in M3 ein Raumelement berandet, so bezeichnen
wir F' als inkompressibel in M3. Nach Sédtzen von Alexander [1] und Fox [3] gibt es in der
3-dim Sphire keine inkompressiblen Flichen. Die in M3 etwa vorhandenen inkompressiblen
Flichen zeichnen M3 also mindestens vor der 3-dim Sphire aus und stellen somit etwas fiir
die topologische Struktur von M3 Charakteristisches dar.

Wir kénnen uns auch auf folgenden Standpunkt stellen: Wir fragen nur nach den-
jenigen Fliachentypen, die erhalten bleiben, wenn die in M3 liegenden Flichen innerhalb
3-dimensionaler Raumelemente beliebig abgeindert werden. Eine derartige Abénderung

bezeichnen wir als eine £-Operation und verstehen darunter folgendes: F sei eine Fliche
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in M3, K sei ein beliebiges 3-dim Raumelement in M3, dessen Rand von F in miteinander
punktfremden geschlossenen Linien L; geschnitten wird. Wir entfernen nun aus F den
gesamten Durchschnitt mit £ und setzen in die dadurch entstandenen Lochrinder L,
miteinander punktfremde in E liegende Elementarflichenstiicke ein. Es 148t sich nun
zeigen, dal} jede in M liegende Flidche durch £-Operationen in eine Normalflidche iiberfithrt
werden kann. Bezeichnen wir zwei Fliachen als gleichwertig, wenn sie sich durch &-Opera-
tionen in eine und dieselbe Fléche iiberfiihren lassen, so entspricht diese Aquivalenzrelation
damit der Homologierelation in der Homologietheorie.

Wie werden nun die inkompressiblen Flichen in M3 durch &-Operationen verindert? Die
durch eine £-Operation entstehende Fliche braucht nicht mehr zusammenhéngend zu sein.
Es 1iBt sich jedoch zeigen(!) dafl sie stets eine zusammenhédngende Komponente besitzt,
die zu der urspriinglichen Flidche isotop, oder wenigstens, wie wir sagen wollen, quasiisotop
ist. Isotop ist diese Flidche stets dann, wenn fiir M3 gilt, daB jede in M3 liegende 2-dim
Sphéire in M3 ein Raumelement berandet. In diesem Falle erfaBt man also aus jeder Iso-
topieklasse von inkompressiblen Flichen mindestens einen Représentanten, wenn man die
Normalfldchen beziiglich einer beliebigen Zerlegung I' (und einer beliebigen Normalzerle-
gung ©) betrachtet. Damit erschiene die Bezeichnung als Isotopietheorie gerechtfertigt.
Im allgemeinen Fall erfafit man zu jeder inkompressiblen Flidche in M3 wie gesagt nur eine
quasiisotope. Wir verstehen dabei unter einer quasiisotopen Deformation in M3 die Er-
setzung eines Elementarflichenstiickes E, aus einer Fldche F durch ein anderes in M3
liegendes Elementarflachenstiick B, mit gleichem Rand, so daB das Innere von H, mit E,
und mit F punktfremd ist. Berandet jede 2-dim Sphére in M3 ein Raumelement, so ist
quasiisotop gleich isotop. Fiir den Fall, daB3 F eine 2-dim Sphére ist, die kein Raumelement
in M3 berandet, verlangen wir von einer quasiisotopen Deformation noch zusétzlich, daf
die dabei entstehende 2-dim Sphire ebenfalls kein Raumelement in M3 berande.

Damit ist die Willkiir, die in der Wahl der Zerlegung I" liegt, als nicht wesentlich
erwiesen(?).

¢} In der Homologietheorie lassen sich die d-dim Ketten (ihrer Definition nach) als

ganzzahlige Vektoren darstellen, wobei die d-dim Elemente der Zerlegung I' eine Basis

(*) Dies wird erst in einer spiteren Arbeit bewiesen werden (siehe [5] Satz 2).

(?) Eine 3-Mannigfaltigkeit, in der jede 2-Sphére ein 3-Element berandet, wird nach H. Kneser [6]
als irreduzibel bezeichnet; dabei existiert in jeder reduziblen 3-Mannigfaltigkeit M? ein System von 2-
Sphéaren, das M3 in irreduzible 3-Mannigfaltigkeiten M?C aufspaltet, deren Homdomorphieklassen ein-
deutig festliegen. Auf diese Kneserschen Resultate aufbauend ist inzwischen bewiesen worden {5], da3
sich mit Hilfe der Theorie der Normalflichen stets ein solches Sphéarensystem konstruieren 1laBt. Damit
1aBt sich die Untersuchung beliebiger 3-Mannigfaltigkeiten auf die irreduzibler 3-Mannigfaltigkeiten
zuriickfithren, so daB man auch in diesem Falle durch Betrachtung der Normalflichen alle Isotopie-
klassen von inkompressiblen Flichen erfassen kann.
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bilden. Sollen nur die geschlossenen Ketten erfafit werden, so miissen die Komponenten
dieser Vektoren noch bestimmten Bedingungen geniigen. Fiir die geschlossenen Ketten 18t
sich ebenfalls eine Basisdarstellung angeben: Jede geschlossene Kette 148t sich erhalten
als Linearkombination endlich vieler geschlossener Ketten mit ganzzahligen Koeffizienten.

In der Theorie der Fundamentalgruppe sind die geschlossenen Wege nicht mehr
durch Linearkombinationen darstellbar, sondern nur durch Worte aus nichtkommutativen
Erzeugenden. Im Gegensatz dazu lassen sich die Ahnlichkeitsklassen von Normalflichen
wieder durch Vektoren darstellen. Wie bereits gesagt wurde, ist die Ahnlichkeitsklasse
einer Normalfldche durch die Anzahlen der F-Normalflichenstiicke noch keineswegs ein-
deutig bestimmt, da diese F-Normalflichenstiicke noch in verschiedener Weise durch P-
und K-Normalflichenstiicke miteinander verbunden werden kénnen. Sind aber umgekehrt
alle P-Normalflichenstiicke gegeben, so 1iBt sich zeigen, daf dadurch eine Ahnlichkeits-
klasse von Normalflichen festgelegt ist. Teilen wir alle moglichen P-Normalflichenstiicke
in Ahnlichkeitsklassen ein, so zeigt sich, daB es nur endlich viele solche Ahnlichkeitsklassen
gibt, die wir als die P-Klassen beziiglich ® bezeichnen. Nun gilt weiter, daB eine Ahnlich-
keitsklasse von Normalflichen bereits dann festliegt, wenn nur die Anzaklen der P-Normal-
flichenstiicke aus den einzelnen P-Klassen vorgegeben sind. Diese Anzahlen, die wir kurz
als die P-Zahlen bezeichnen, bilden also einen Vektor mit nicht-negativ-ganzzahligen Kom-
ponenten, der die P-Klassen zur Basis hat. Nun entspricht zwar jeder Ahnlichkeitsklasse
von Normalflichen genau ein solcher P-Zahlenvektor und die betrachtete Ahnlichkeits-
klasse ist durch diesen Vektor eindeutig bestimmt, aber umgekehrt entspricht nicht jedem
nicht-negativ-ganzzahligen Vektor mit den P-Klassen als Basis eine Ahnlichkeitsklasse
von Normalflichen. Ein solcher Vektor mufl vielmehr noch zwei Bedingungen erfiillen.
Erstens diirfen von Null verschiedene Komponenten nur bei solchen P-Klassen stehen, die
sich ,,miteinander vertragen®, d. h. aus denen sich miteinander punktfremde Repriisen-
tanten auswihlen lassen. Der Vektor heiit dann vertriglich. Das Erfiilltsein dieser Be-
dingung 148t sich bei gegebenem Vektor stets nachpriifen. Zweitens miissen gewisse homo-
gene lineare (leichungen, die sogenannten P-Gleichungen, erfiillt sein, die dafiir sorgen,
daB sich die P-Normalflachenstiicke durch K- und F-Normalflichenstiicke zu einer Normal-
fliche ergénzen lassen. Man erhéilt damit den Satz, daB die Ahnlichkeitsklassen von Normal-
flichen eineindeutig den vertriglichen Losungen der P-Gleichungen entsprechen.

Fiir die nicht-negativ-ganzzahligen Losungen eines homogenen linearen Gleichungs-
systems 146t sich nun eine Basis angeben, so daB sich jede nicht-negativ-ganzzahlige
Losung aus gewissen nicht-negativ-ganzzahligen Fundamentallésungen durch Linearkom-
bination mit nicht-negativ-ganzzahligen Koeffizienten darstellen 148t. Dabei ist bemerkens-

wert, daB diese endlich vielen Fundamentallésungen eindeutig bestimmt sind.
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Wir kénnen also die nicht-negativ-ganzzahligen Fundamentaliésungen der P-Gleichungen
ermitteln und unter ihnen diejenigen aussuchen, die vertréglich sind. Jeder dieser Lésungen
entspricht dann genau eine Ahnlichkeitsklasse von Normalflichen. Wir erhalten somit eine
endliche Anzahl von ausgezeichneten Ahnlichkeitsklassen von Normalflichen, die wir als
die Fundamentalklassen (beziiglich der gegebenen Zerlegung I' und der Normalzerlegung
®) bezeichnen. Diese Fundamentalklassen stellen in gewisser Weise eine Basis fiir alle
Ahnlichkeitsklassen von Normalflichen dar und lassen sich daher vergleichen mit einer
Basis der geschlossenen Ketten in der Homologietheorie: Wir kénnen sagen, eine Ahnlich-
keitsklasse §§ von Normalflichen sei die ,,Summe‘ der Ahnlichkeitsklassen {, und ,,
wenn der P-Zahlenvektor von {§ die Summe der P-Zahlenvektoren von $¥; und , ist.
Dann 148t sich jede Ahnlichkeitsklasse von Normalflichen als nicht-negativ-ganzzahlige
Linearkombination der Fundamentalklassen erhalten. Diese Addition von Ahnlichkeits-
klassen ist offenbar assoziativ und kommutativ, es existiert jedoch zu keinem Element ein
reziprokes, da negative P-Zahlenvektoren nicht erklirt sind. Die Addition zweier Ahnlich-
keitsklassen §¥; und §, ist auBerdem nicht in jedem Falle mdglich, sondern nur dann,
wenn die Summe der P-Zahlenvektoren von ; und {§, wieder einen vertréglichen Vektor
ergibt, wenn also §}; und §,, wie wir sagen wollen, miteinander vertréglich sind. Wihrend
in der Homologietheorie die geschlossenen Ketten eine Gruppe bilden, reicht es bei den
Ahnlichkeitsklassen von Normalflichen also nicht einmal ganz zur Halbgruppen-Eigen-
schaft. Dafiir aber besitzen die Ahnlichkeitsklassen von Normalflichen eine Eigenschaft,
die die geschlossenen Ketten nicht haben: Die Eindeutigkeit der Basis. Aulerdem gilt der
Satz, daBl sich bei der Addition zweier Normalflichenklassen die Eulerschen Charakteri-
stiken addieren.

Die Addition zweier miteinander vertriglicher Ahnlichkeitsklassen &; und §, von
Normalflichen zu einer Klasse {§, die bisher nur algebraisch iiber die Addition der P-
Zahlenvektoren erklidrt wurde, besitzt eine interessante geometrische Bedeutung: Man
kann aus §§; und §, je einen Reprisentanten F, bzw. F, so auswéhlen, dafl zwischen F,
und F, nur einfache Durchdringungslinien vorkommen und F, und F, zusammen ein
Polyeder bilden, das wir als eine Normalfliche mit Singularitéten oder kurz als eine S-
Normalfliche bezeichnen. Aus dieser S-Normalfldche geht nun durch eindeutig bestimmte
Umschaltungen lings der Durchdringungslinien eine singularititenfreie Normalfliche F
hervor, die in der Summen-Klasse {§ liegt. Die Bemerkung, dall dieser Satz nicht nur fiir
orientierbare, sondern auch fiir nichtorientierbare 3-Mannigfaltigkeiten gilt, verdanke ich
H. Schubert (vgl. [11]).

d) In der Homologietheorie kann man schlieBlich die Basis der geschlossenen Ketten

so transformieren, daf die transformierte Basis eine Homologiebasis enthilt. Hierdurch
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gewinnt man einen Uberblick iiber alle Homologieklassen und erhilt die topologisch in-
varianten Homologiegruppen.

In der Theorie der Normalflichen sind nun Basistransformationen nicht méglich, da
die Fundamentalklassen ja eindeutig ausgezeichnet sind. Es muB daher versucht werden,
von diesen Fundamentalklassen ausgehend einen Uberblick iiber alle Isotopie- bzw.
Quasiisotopieklassen von inkompressiblen Flichen in M3 zu erhalten. Dies ist mindestens
bis zu einem gewissen Grade moglich. In der vorliegenden Arbeit wird in dieser Richtung
nur der erste Schritt ausgefithrt: Ist im Rande der 3-dim Mannigfaltigkeit M3 eine ge-
schlossene Linie L vorgegeben, die sich aus 1-dim Elementen der Zerlegung I' zusammen-
setzen 1a8t, so wird bewiesen, daB sich unter den Fundamentalklassen mindestens eine be-
findet, deren Reprisentanten Binder von minimaler Charakteristik mit zu L #hnlichen
Randlinien sind. Zur Vereinfachung wird dabei noch vorausgesetzt, da3 jede in M3 liegende
2-dim Sphédre M3 in zwei Teile zerlege und daB es in M3 keine (singularitdtenfreien) pro-
jektiven Ebenen gebe. Dieser Satz 1iBt sich auf den Fall anwenden, da M2 durch Aus-
bohren einer geschlossenen Linie K aus der 3-dim Sphére (oder einer anderen 3-dim Man-
nigfaltigkeit mit den genannten Eigenschaften) hervorgeht und die Linie L ein Breitenkreis
im Randtorus von M3 ist. Dann kann man nach Wahl einer geeigneten Zerlegung I' durch
Konstruieren der endlich vielen Fundamentalklassen ein in L eingespanntes Band von
minimaler Charakteristik bestimmen und die Linie K ist dann und nur dann eine Kreislinie,
wenn dieses Band ein Elementarflichenstiick ist.

Mit diesem Ergebnis ist gezeigt, dafl die Theorie der Normalflichen wenigstens in
einfachen Fillen geeignet ist, iiber die Struktur 3-dimensionaler Mannigfaltigkeiten Auf-
schluBl zu geben. Wo dagegen die Grenzen ihrer Reichweite liegen, kann noch nicht ange-
geben werden. Zunichst 1ifit sich weiter folgender Weg gehen:

Von vielen inkompressiblen Flichentypen kann man beweisen, daB sie, wenn iiber-
haupt in der 3-dim Mannigfaltigkeit vorhanden, stets durch eine der Fundamentalklassen
dargestellt werden (bis auf Quasiisotopie). Das Verfahren fiir diese Beweise ist im Prinzip
dasselbe, wie bei dem obengenannten Satz iiber Binder minimaler Charakteristik: Aus der
Annahme, es gebe eine solche Fliche, folgt, daB es eine entsprechende quasiisotope Normal-
fliche gibt, liegt diese in keiner der Fundamentalklassen, so 148t sie sich durch Umschal-
tungen aus zwei einfacheren Normalflichen gewinnen, deren Charakteristiken sich zur
Charakteristik der gegebenen Fliche addieren; (,einfacher heiBt dabei ,eine geringere
Anzahl von F-Normalflichenstiicken enthaltend“). Der Beweis beruht dann darauf, aus
(echten) Teilen dieser beiden einfacheren Normalflichen eine neue Normalfliche zu kon-
struieren, die einfacher ist als die urspriinglich gegebene, aber dieselben fiir M? charakteri-

stischen Eigenschaften besitzt. Durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens folgt
17— 61173051, Acta mathematica. 105. Imprimé le 30 juin 1961,
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schlieBlich die behauptete Existenz einer Normalfliche mit den betreffenden Eigenschaften,
die in einer der Fundamentalklassen liegt.

Ist beispielsweise eine Mannigfaltigkeit M3 gegeben, deren Rand M3 aus mehreren
zusammenhingenden Komponenten besteht — M3 kann etwa durch Ausbohren einer Ver-
kettung aus der 3-dim Sphire hervorgehen — so 148t sich auf diese Weise feststellen, ob
es in M3 eine 2-dim Sphire gebe, die verschiedene zusammenhéingende Komponenten von
M* voneinander trennt, d. h. ob alle Komponenten der Verkettung miteinander verkettet
seien. Siehe [5]. Allgemeiner 146t sich zeigen: Gibt es in einer Mannigfaltigkeit M? iiber-
haupt inkompressible Flidchen, so besteht mindestens eine der Fundamentalklassen aus
inkompressiblen Flidchen, und zwar aus solchen minimaler Charakteristik.

Ist M3 eine 3-dim Mannigfaltigkeit und F eine zusammenhingende Komponente des
Randes von M3, so gilt: Gibt es in M3 ein Elementarflichenstiick E, dessen Rand in F
liegt, aber kein in F liegendes Elementarflichenstiick berandet, so enthalten auch bereits
die Fundamentalklassen ein derartiges Elementarflichenstiick. Hieraus 18t sich ein Ver-
fahren gewinnen, um festzustellen, ob eine gegebene Henkelfliche F in einer 3-dim Mannig-
faltigkeit M'? inkompressibel sei: Man schneidet M'3 lings F auf, so daB eine neue Mannig-
faltigkeit entsteht, die F zweimal im Rande enthilt, oder zwei Mannigfaltigkeiten, die F
je einmal im Rande enthalten. Dann stellt man fest, ob ein Elementarflichenstiick mit den
genannten Ejgenschaften vorhanden sei.

Damit kommt man der Losung einer Aufgabe néher, die fiir die Theorie der Normal-
flichen sehr wichtig ist: Unter den Fundamentalklassen alle diejenigen auszuwihlen, deren
Reprisentanten inkompressibel sind. Diese inkompressiblen Fundamentalklassen wéren in
der Homologietheorie mit einer Homologiebasis zu vergleichen. Es muf} allerdings noch
untersucht werden, inwieweit sich aus ihnen der angestrebte Uberblick iiber alle Klassen
von inkompressiblen Flichen gewinnen 1af3t.

Da die Untersuchungen der Herleitung von Kriterien dienen, ist es notwendig, da8
die entsprechenden Beweise konstruktiv gefiihrt werden. Die Art der angestellten Be-
trachtungen erméglicht es, ohne Erhéhung des erforderlichen Aufwandes ausnahmslos alle
Beweise konstruktiv zu fithren. Dies ist durchgefiihrt worden, und zur Vereinfachung der
Ausdrucksweise moge folgendes vereinbart werden: Die positive Existenzaussage ,.es
gibt...” ist gleichbedeutend mit ,,es 1484 sich in einer beschrinkten Anzahl von Schritten

113

konstruieren ...*, oder allgemein: Wird ein beliebiger Gegenstand X genannt, und ist X
nicht ausdriicklich als gegeben vorausgesetzt worden, so ist damit zugleich die Behauptung

ausgesprochen, dafl sich X konstruieren lasse.
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ERSTES KAPITEL
Normalzerlegung und Normalflichen

Ziel dieses Kapitels ist es, den Begriff der Normalfldche und die erforderlichen Hilfs-
begriffe zu definieren und zu beweisen, dall sich jede Fliche durch &-Operationen in eine

Normalfliche iiberfithren 148t.

1. Die verwendeten Grundbegriffe aus der Polyedertheorie

Wir iibernehmen die Grundbegriffe der Polyedertheorie von Reidemeister [8] und
geben lediglich einige zusétzliche Definitionen, die fiir die beabsichtigten Untersuchungen
zweckméBig sind.

" sei ein n-dim linearer Raum. Unter ,,polyederartigen Punktmengen‘’ verstehen wir
stets endliche polyederartige Punkimengen in f", d. h. Summen von endlich vielen endlichen
konvexen Raumstiicken in " (oder die leere Menge). GroBe lateinische Buchstaben ver-
wenden wir ausschliefilich fiir polyederartige Punktmengen(!), obere Indices stets fiir deren
Dimension. A + B bezeichnet die Summe von 4 und B, AB den Durchschnitt von 4 und
B, A — B=A — (A B) die Differenz von 4 und B.

DerrINiTroN 1. Fiir eine polyederartige Punktmenge A4 wird definiert:

I. Ist 4 gleich einer Summe von konvexen Raumstiicken C,, ..., C,, so heiBt die Summe
der abgeschlossenen Hiillen von C,, ..., 0, die abgeschlossene Hiille von A.

Fiir die abgeschlossene Hiille von 4 verwenden wir die Bezeichnung 4.

IT. A heit dann und nur dann eine polyederartige Punktmenge der Dimension d,
wenn A ein Polyeder der Dimension d ist.

IIT. Ist A der Rand des nichtorientierten Polyeders A, so heiBt 4 + (4 — 4) der
Rand von A.

Das Symbol A bezeichnet stets den Rand von A, A=A — A das Innere von A.

IV. A heiBt offen, wenn A keinen Punkt aus 4 enthalt.

V. A heilt eine offene Mannigfaltigheit, wenn A das Innere einer (gegebenenfalls
berandeten und gegebenenfalls nicht zusammenhingenden) Mannigfaltigkeit ist; ins-

besondere heilit 4 ein offenes Raumelement, wenn A das Innere eines Raumelementes ist.

{*) Ebensogut kinnen darunter auch Komplexe im Sinne von Seifert-Threlfall [12] (d. h. topolo-
gische Bilder von polyederartigen Punktmengen des Euklidischen Raumes) verstanden werden. In.
diesem Falle ist unter einer 3-dimensionalen Mannigfaltigkeit M3 eine kompakte (berandete oder unbe-
randete) Mannigfaltigkeit im Sinne der mengentheoretischen Topologie zu verstehen. Bei einer d-
dimensionalen Mannigfaltigkeit M% mit d > 3 muB auBerdem noch dis 'Triangulierbarkeit gefordert.
werden. — Fiir die betrachteten, in M% liegenden Punktmengen sind dann die Begriffe ,,offen*, ,,ab-
geschlossen etc. zu verstehen als ,,offen in J%, ,,abgeschlossen in M2 ete.
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3-dim Raumelemente bezeichnen wir auch kurz als Raumstiicke, 2-dim Raumelemente alg
Flichenstiicke, 1-dimensionale als Kanten.

Unter ,,Zerlegungen“ verstehen wir stets Zerlegungen wvon polyederartigen Punki-
mengen in endlich viele (paarweise miteinander punkifremde) polyederartige Punktmengen.
Grofe griechische Buchstaben (auler Summenzeichen X) verwenden wir ausschlieBlich fiir

Zerlegungen.

DeriviTioN 2. Sind A, und A, zwei Zerlegungen einer polyederartigen Punkt-
menge A, so heilt eine Zerlegung A’ von A die Produktzerlegung aus A; und A,, wenn
Folgendes gilt: Ist E, ein Element aus A,, E, ein Element aus A,, und ist E, E, nicht leer,
s0 ist jede z-Komponente(t) von E, E, ein Element aus A’. Fiir die Produktzerlegung aus
Ay, A, schreiben wir A A, ... A,

DeriNiTION 3. Sind A, und A, zwei randtreue Zerlegungen, und besitzt jedes
Element von A; und von A, eine Dimension, so heilen A; und A, zueinander isomorph,
wenn es eine eineindeutige Zuordnung « zwischen den Elementen von A; und den Elementen
von A, mit folgenden Eigenschaften gibt:

a. Zwei einander durch « zugeordnete Elemente besitzen stets gleiche Dimension.

b. Liegt ein Element E’ aus A; (¢ =1, 2) im Rande eines Elementes E” aus A;, so

liegt das Bildelement von E’ im Rande des Bildelementes von E”.

DEeFINITION 4. A sei eine Zerlegung einer polyederartigen Punktmenge 4 in die
Elemente E,,...,E,, B eine in 4 liegende polyederartige Punktmenge. Dann heillt die Zer-
Jegung A’ von B in die z-Komponenten von ;B (1 =1,...,s) die durch A bewirkte Zer-
legung von B. Das Symbol A (B) bezeichnet stets die durch A bewirkte Zerlegung von B.

DEFINITION 5. P sei ein Polyeder (d. h. eine abgeschlossene polyederartige Punkt-
menge).

I. Ist A ein beliebiges Polyeder, so heilt die Zerlegung von P in die z-Komponenten
von AP und 4 — P die durch A bewirkte Zerlegung von P. ;

II. Sind A4;,...,4, beliebige Polyeder, und sind A, ..., A, die durch 4,,..., 4, bewirkten
Zerlegungen von P, so heilt die Produktzerlegung A; A, ... A, die durch A, ..., 4, bewirkte
Zerlequng von P.

IIT. Ist A eine Zerlegung von P, und ist A* die durch A4,,...,4; bewirkte Zerlegung
won P, so heifit die Produktzerlegung AA* die durch A,, ..., A, bewirkte Unterteilung von A.

(1) ,,z-Komponente* schreiben wir als Abkiirzung fiir zusammenhéngende Komponente.



THEORIE DER NORMALFLACHEN 25T

DEFINITION 6. M sei eine d-dim Mannigfaltigkeit. Eine in M? liegende (d — 1)-dim
-Mannigfaltigkeit M liegt transversal in M, wenn M2 M¢ =M ist.

Eine in M? transversal liegende Mannigfaltigkeit bezeichnen wir kiirzer als eine {-
Mannigfaltighest in M®.

DEFINITION 7. A sei eine randtreue Zerlegung eines Polyeders P in offene Mannig-
faltigkeiten. Eine in P liegende Mannigfaltigkeit M liegt transversal beziiglich A, wenn
folgendes gilt: Ist E° ein e-dim Element aus A, so ist M E° entweder leer oder M E° ist eine-
(e —1)-dim t-Mannigfaltigkeit in E°.

Ist A eine Zerlegung in offene Raumelemente, so liegt M elementar beziiglich A, wenn:
weiter gilt: Ist £°ein e-dim Element aus A, und ist M E°nicht leer, so ist jede z-Komponente-

von M E° ein (e — 1)-dim abgeschlossenes Raumelement.

DEeriNiTION 8. Ist A eine randtreue Zerlegung eines Polyeders 4 in offene Raumele-
mente, so verstehen wir unter einer reguléren Unterteilung von A eine simpliziale Zerlegung(t)
A* von A, fiir die folgendes gilt: Ist E ein Element aus A, so enthilt die Zerlegung A* (E)
genau ein 0-dim Element p und es gibt eine semilineare Abbildung von ¥ auf ein abge--
schlossenen konvexes Raumstiick C, durch die p in einen Punkt ¢ tibergeht und durch die-
alle iibrigen Elemente von A*(E) in offene Xegel mit ¢ als Spitze iibergehen, d. h. in Ele-

mente, deren abgeschlossene Hiillen Verbindungsprodukte von ¢ mit Elementen in € sind..

ForLeERUNG 1. Zu jeder randtreuen Zerlegung A in offene Rauwmelemente Lift sich.
eine reguldre Unterteilung konstruieren.
(Hierzu sind die 1-dimensionalen, dann die 2-dimensionalen, ... und schlieBlich die-

héchstdimensionalen Elemente aus A der Reihe nach geeignet zu unterteilen.)

FoLeERUNG 2. Ist A eine randireue Zerlegung eines Polyeders P in offene Raumele-
mente und ist o eine isomorphe Abbildung von A auf eine randtreue Zerlegung A’ eines (nicht
notwendig von P verschiedenen) Polyeders P’ in offene Raumelemente, so gibt es eine semilineare
Abbildung B von P und P’ aufeinander, durch die jedes Element aus A auf das durch o zuge-
ordnete Element aus A’ abgebildet wird. Gibt es Elemente, die durch o auf sich selbst abgebildet:
werden, so lifit sich § so wihlen, daf B fir diese Elemente die Identitt ist.

Beweis. Von A und A’ gibt es reguliire Unterteilungen A* und A’*. Diese sind zueinander
isomorphe simpliziale Zerlegungen, und zwar gibt es eine solche isomorphe Abbildung «*
von A* und A'* aufeinander, dal einander durch «* zugeordnete Elemente in einander

durch o zugeordneten Elementen liegen. Daraus folgt die Behauptung.

(*) d. h. eine Zerlegung, die zu einer Simplizialzerlegung eines Polyeders A’ isomorph ist.
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2. Umgebungen

Als weiteres Hilfsmittel benétigen wir einen polyedertopologischen Begriff der ,,kleinen
Umgebung‘* und schlieen uns hierin an Whitehead [13] an. Die in [13] fiir abstrakte Kom-
plexe definierten Begriffe der reguliren Umgebung (S. 293), der geomeirischen Expansion
und Kontraktion (S. 258), sowie der reguliren Expansion und Kontraktion (S. 291) iibertra-
gen wir sinngeméB fiir Polyeder: Ein Polyeder U heil}t eine reguldre Umgebung von 4 in B,
wenn es eine geeignete simpliziale Zerlegung ¥ von B gibt, so da ¥'(4) und ¥ (U) Teil-
mengen von ¥ sind, und so daBl der Komplex ¥ (U) im Sinne von [13] eine regulire Um-
gebung von ¥'(4) in ¥ ist, usw.

Weiter geben wir folgende Definitionen:

DeriviTiON 1. Liegt eine polyederartige Punktmenge A4 in einer polyederartigen
Punktmenge B, ist A eine Zerlegung von B, und ist A(A4) eine Teilmenge von A, so heifit
die Summe derjenigen Elemente aus A, deren abgeschlossene Hiillen mit 4 nicht punkt-
fremd sind, der Stern von 4 in A, abgekiirzt St(4|A).

DEerFINITION 2. 4 sei eine polyederartizge Punktmenge und liege in einem Polyeder
B. Dann heiit U eine Umgebung von 4 in B, wenn folgendes gilt: Es gibt eine simpliziale
Zerlegung A von B, so daBl A (4) eine Teilmenge von A ist, und eine zweite regulire Unter-
teilung A** von A, so daB U =St (4 | A**) ist. Insbesondere wird definiert:

a. Ist I' eine beliebige Zerlegung von B, so heit U eine im Verhdlinis zu I' kleine
Umgebung von A in B, wenn A eine Unterteilung von I ist; und allgemeiner:

b. Sind I'},...,I"; beliebige Zerlegungen von B umfassenden Polyedern, und sind
P,,...,P, beliebige weitere Polyeder, so heilit U eine im Verhilinis zu T'y|...| | Py]...| P,
kleine Umgebung von A in B, wenn U klein ist im Verhéltnis zu der Produktzerlegung aus
T'y(B),....I's(B) und den durch P;,...,P; bewirkten Zerlegungen von B.

DeFINITION 3. M'®! gei eine (d — 1)-dim Mannigfaltigkeit und liege im Rande
einer d-dim Mannigfaltigkeit M?. M” sei eine in J{'** liegende (d — 2)-dim Mannigfaltigkeit
oder die leere Menge. M® ™! sei gleich M'*"* — M”. Dann heifit M**" eine zu M benach-
barte Mannigfaltigkeit in M?, wenn folgendes gilt: Es gibt eine Umgebung U% von M4
in M?, so daB M*4! = (U?% — M9 ist.

Sind insbesondere Iy, ...,T"; Zerlegungen von M umfassenden Polyedern und P, ..., P,
weitere Polyeder, so heiit M**™! eine im Verhdiltnis zu I'y|...|Ts| Py|...| P; nahe zu M4
benachbarte Mannigfaltigkeit in M?, wenn U? eine im Verhéltnis zu T'y|...|T|Py]...| P,
kleine Umgebung ist.

FoLoERUNG 1. M? sei eine d-dim Mannigfaltigkeit. A sei ein Polyeder in M°. U sei

eine Umgebung von A in M®. Dann gilt:
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L. U ist nach [13] (S. 293/294) eine regulidre Umgebung von A in M?, also eine d-dim
Mannigfaltigheit.

II. Ist A geometrisch auf einen Punkt zusammenziehbar, so ist U ein d-dim Raumelement.
([13] Korollar In zu den Theoremen 22n und 23n.)

ForLecErUNG 2. Ist M® eine 3-dim Mannigfaltigheit, K* eine 1-dim Sphire in M3
und U eine orientierbare Umgebung von K in M3, so ist U® eine Vollring und K*

eine (nichtorientierte) Sehne von U (Definition siehe [107).

Beweis. 1) Es gibt eine simpliziale Zerlegung von M3, die eine Zerlegung von
K* enthilt, und eine zweite regulire Unterteilung A** von A, so dap U® =St (K'| A**)
ist. A™(K') besteht aus offenen Kanten K}, ..., K} und Punkten p,, ..., p,, so dap
bei geeigneter Numerierung p; und p;,; die Randpunkte von K} sind (wobei ps.1=p,
zu setzen ist). Nun sind die Punktmengen A} =[St (p;|A**) — St (Ki_1|A*™)](=1,...,s
mit Ko=K}) abgeschlossene Raumelemente. Dabei ist der Durchschnitt A} A%, ein
Elementarflichenstiick Ff,;, wahrend A4 mit allen A} auBer 47, und A4?,, (mit
Al = A3, A§ = A43) punktfremd ist.

2) K! ist eine (nichtorientierte) unverknotete Sebne [10] in A?.

(Beweis: In St (p;|A**) 1iBt sich ein beliebiger Streckenzug W' wihlen, der pi41

und p;-, miteinander verbindet und aus l-dim Elementen E1l. ..., B aus A** besteht.
Zu jedem solchen Element E! gibt es genau ein 2-dim Element E? in A**, das E} und
p, im Rande enthdlt. Die Summe >}.; E? ist also ein Flichenstlick mit dem Rand
W'+ K} + K} Ist Ei dasjenige Element unter den E}, das pi—1 im Rande enthélt,
so liegt K} ; in E% und das Flichenstiick >‘Z} B? liegt in A} und wird berandet von
K! und einem in A} verlaufenden Streckenzug, der die Randpunkte p;, und p;.; von
K; miteinander verbindet. Damit ist 2 bewiesen.)

3) Aus 1 und 2 folgt durch Induktion, daB Z?;% A? ein 3-dim Raumelement
A™ ist und 2§} K} eine unverknotete Sehne in A’. Daraus folgt, daB U®=A4"+ 43
ein Vollring ist und K' eine Seele von U2, wzbw.

ForLeErUNG 3. Sind U, und U, Umgebungen eines Polyeders A in einem Polyeder B,
s0 gibt es eine semilineare Abbildung § von B auf’sich selbst, durch die U, und U, aufeinander
abgebildet werden, so da A identisch auf sich selbst abgebildet wird. Ist E eine Zerlegung von
B und sind Py,...,P, belicbige Polyeder, so daf U, und U, klein sind im Verhiltnis zu
E|Py|...| P, so Lipt sich B insbesondere so wihlen, dap die Elemente von B und die Polyeder
P, B,...,P B auf sich selbst abgebildet werden.

Beweis. Es gibt per Definition simpliziale Zerlegungen A, und A, von B, regulire

Unterteilungen AT und A3 von A; bzw. A, und regulire Unterteilungen AT* und A}* von
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Af bzw. A3, so daB U, = St(4|A}*) und U, = St (4]AF*) ist und so daB A, und A, Unter-
teilungen von = sind und Zerlegungen der Polyeder A, P, B,...,P, B enthalten. Nun sei
U, eine im Verhéltnis zu Af|A7 kleine Umgebung von 4 in B. Dann gibt es isomorphe
Abbildungen oy und «, mit folgenden Eigenschaften:

a. Ist E ein Element aus Af (¢ =1, 2), das entweder in A liegt oder dessen abgeschlos-
sene Hiille mit 4 punktfremd ist, so wird E durch «;, sich selbst zugeordnet.

b. Ist E° ein e-dim Element aus Af, das nicht in A liegt und dessen abgeschlossene
Hiille mit 4 nicht punktfremd ist, so sind (&° U;) und (E°¢ U3°) offene e-dim Raumelemente
und werden durch «; einander zugeordnet; ferner werden (E° U,-j E° und (E¢ U3j B¢, sowie
E°—U,;und E° — U, einander durch «, zugeordnet.

Damit gibt es semilineare Abbildungen f; von B auf sich selbst, so daB zwei durch
«; einander zugeordnete Elemente stets aufeinander abgebildet werden. Durch 8; werden
U; und U, aufeinander abgebildet, wihrend die Elemente von A} (also auch die Elemente
von 2 und die Polyeder 4, P, B,...,P,B) jeweils in sich selbst iibergehen. Aus 8; und 8,
ergibt sich eine Abbildung # mit den geforderten Eigenschaften, womit Folgerung 3 be-
wiesen ist.

ForceruNG 4. U sei eine im Verhilinis zu E|P kleine Umgebung von A in B. P’ sei
ein Polyeder, das innerhalb einer kleinen Umgebung von U mit P iibereinstimmi, d. h. es gebe
eine im Verhilinis zu P kleine Umgebung U’ von U in B, so dafp P'U’ =PU ist. Dann ist
U auch klein im Verhiltnis zu E|P’.

Beweis. 11 sei die durch P bewirkte Zerlegung von B, Il’ die durch P’ bewirkte. Es
gibt eine simpliziale Unterteilung A von EII, eine reguldre Unterteilung A* von A und
eine regulire Unterteilung A** von A*, so daB U =St (A | A**) ist. U” sei eine im Verhéltnis
zu A* kleine Umgebung von U in U’. Nun 148t sich eine beliebige randtreue Unterteilung

von A*II'(B — U”) in offene Raumelemente koustruieren. Die Elemente dieser Unter-

teilung bilden zusammen mit den Elementen von A*(U” —[B — U"]) eine randtreue
Unterteilung ¥ von A*Il’ in offene Raumelemente. Eine regulidre Unterteilung ¥'* von
W ist also eine simpliziale Unterteilung von A*II’. Nun sei W*** eine zweite regulire
Unterteilung von ¥'* und U* sei gleich St(4 | W***), Damit gibt es eine semilineare Ab-
bildung § von B auf sich selbst, durch die U und U* aufeinander abgebildet werden und
durch die die einzelnen Elemente von ¥ jeweils in sich selbst iibergehen. (Dies 148¢ sich
ebenso zeigen, wie im Beweis von Folgerung 3 die Existenz der Abbildungen §;; es ist statt
A} lediglich ¥ zu schreiben.) Die Elemente von W* gehen also durch § in Elemente einer

simplizialen Unterteilung ¥'*’ von ¥ iiber und die Elemente von W*** in Elemente einer
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zweiten reguliren Unterteilung W*** von W*’, wobei dann U = §:(A [ FH**) jst. Also ist

U per Definition klein im Verhéltnis zu Z|P’, wzbw.

FoLGERUNG 5. Sind Py, ..., P, miteinander punktfremde Polyeder in B und sind
U, ..., U, miteinander punktfremde im Verhilinis zu B kleine Umgebungen von Py, ..., P
in B, soist U+ ...+ U, eine im Verhilinis zu B kletne Umgebung von Py + ...+ P, in B.

Beweis. Es gibt simpliziale Unterteilungen Ay, ..., A, von E, regulidre Untertei-
lungen A}, ..., A¥ von A, ..., A, und regulire Unterteilungen A}*,...,A* von A7, ..., Af,
so daB U, =8t (P;|A*) ist (i=1,...,8). U’ sei eine im Verhiltnis zu AT ... AT kleine
Umgebung von U,+...+U, in B. Die U, enthaltende z-Komponente von U’ werde

mit U; bezeichnet. Nun wird eine beliebige randtreue Unterteilung von Af ... AT (B—U")
in offene Raumelemente konstruiert. Die Elemente dieser Unterteilung und der Zer-
legungen Af (U] —m) bilden zusammen eine randtreue Zerlegung ¥ von B in
offene Raumelemente. Nun wird (wie beim Beweis von Folgerung 4) eine dritte re-
gulire Unterteilung ¥*** und eine Umgebung U* =St (P, + ... + P, | ¥***) konstruiert,
sowie eine semilineare Abbildung B von B auf sich selbst, durch die U, + ... + U, und
U* aufeinander abgebildet werden und die Elemente von ¥ in sich selbst iibergehen.
Durch 8 geht ¥™** in eine Zerlegung ¥™***’ iiber, wobei U, + ... + U,=St(Py+ ... + P,
| F***') ist. Daraus folgt die Behauptung.

3. Die Normalzerlegung

Wir definieren nun den Begriff der Normalzerlegung. Da die Normalzerlegungen die
Grundlage der folgenden Betrachtungen bilden, fithren wir fiir die Elemente der Normal-

zerlegungen besondere Kurzbezeichnungen ein.

DrriniTioN. I sei eine randtreue Zerlegung einer 3-dim Mannigfaltigkeit M® in
offene Raumelemente. EY, ..., B, Ei, ..., B}, E3, ..., B2, Ei, ..., E5 seien die Elemente
aus I". Dann heift eine randtreue Zerlegung ® von M?® in offene Raumelemente eine

Normalzerlegung beziiglich T', wenn folgendes gilt:

a. Die Hauptelemente aus ® sind Raumstiicke P3, ..., P3, K3, ... K8 F3, .. F3,
R, ..., R} mit folgenden Eigenschaften:

a.l. P3, ..., P® sind im Verhéltnis zu T' kieine Umgebungen von E3, ..., B in M?

und sind paarweise miteinander punktfremd.

a.2. K3, ..., K} sind im Verhiltnis zu F]P?[ ...| P? kleine Umgebungen von
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a.3. F2, ..., F? sind im Verhiltnis zu T|P3|... | P3| K3| ... | K} kleine Umgebungen
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und sind paarweise miteinander punktfremd.

a4. R}, ..., R} sind die z-Komponenten von
$§ _ 3 _ u _
- (3 Pre SR+ 3 ),
i=1 i=1

so daB R} (I=1,...,v) in E} liegt.
“b. Sind @}, ..., Q% (m=1, 2, 3 oder 4) Hauptelemente aus @, so ist (@3 ... @%)°

entweder leer oder ein Element aus @, und ebenfalls ist (@3 ... Q3 M®)° entweder leer

oder ein Element aus ©.
Insbesondere werden fiir die Elemente aus © folgende Bezeichnungen eingefiihrt:

a. P3, ..., P? heiBen die P-Raumstiicke aus O, K3, ..., K} die K-Raumstiicke,
F3, ..., F% die F-Raumstiicke und R:, ..., R® die R-Raumstiicke aus ©.

b.1. Ist G =(Q} Q3)° ein Element aus ®, und ist @} ein P- und @} ein K-Raum-
stick aus ©, so heift G? ein PK-Flichenstiick aus ©; sind @} und @} ein P- und
ein F-, ein P- und ein R-, ein K- und ein F-, ein K- und ein R- oder ein F- und
ein R-Raumstiick aus ©, so heiBt G* entsprechend ein PF-, PR-, KF-, KR- bzw.
FR-Flichenstiick aus ©.

b.2. Ist G®=(Q® M?° ein Element aus ®, und ist @® ein P-Raumstiick aus O,
so heiBt G* ein PM-Flichenstiick aus @; ist Q° ein K- oder ein F-Raumstiick, so heift
G* entsprechend ein KM- bzw. FM-Flichenstiick aus ©.

c.l. Ist N'=(Q:Q30Q%° ein Element aus ©, und sind @}, @ und @} ein P-, ein
K- und ein F-Raumstiick aus ®, so heiit N' eine PKF-Kante aus ©; sind @, Q3
und @3 ein P-, ein K- und ein R-, ein P-, ein F- und ein R- oder ein K-, ein F-
und ein R-Raumstiick aus ©, so heit N* entsprechend eine PKR-, PFR-, bzw- KFR-
Kante aus 0.
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¢.2. Ist N'=(Q} Q3 M*)° ein Element aus O, und sind @ und @ ein P- und ein
K-Raumstiick aus O, so heipt N* eine PKM-Kante aus ©; sind @3 und Q3 ein P- und
ein F- oder ein K- und ein F-Raumstiick aus ©, so heit N* entsprechend eine PFM-
bzw. KFM-Kante aus O.

FoLaErRUNG. Ist I eine randtreue Zerlegung einer 3-dim Mannigfaltighkeit M? in offene

Raumelemente, so gibt es eine Normalzerlegung von M3 beziiglich I.

4., Normalflichen

Wir definieren nun als Normalflidche beziiglich ® und I' eine 2-dim t-Mannigfaltigkeit
in M3, die die Elemente einer Normalzerlegung © in einer bestimmten Weise schneidet.
Und zwar ist eine Normalfliche mit den abgeschlossenen Hiillen der R-Raumstiicke aus
O punktfremd und schneidet die abgeschlossenen Hiillen der F-Raumstiicke in sogenannten
F-Normalflichenstiicken, womit die ,,Parallelitdt’* zu den 2-dim Elementen aus I' fest-
gelegt ist. Fiir die Durchschnitte mit den abgeschlossenen Hiillen der P- und K-Raum-
stiicke werden weitere Bedingungen gestellt. Durch Abstufung dieser letztgenannten
Bedingungen werden als Vorstufen zur Normalfliche die Begriffe der Halbnormalfldche
und der Quasinormalfldche eingefiihrt, die fiir die weiteren Untersuchungen ebenfalls be-
notigt werden. Hierbei darf eine Halbnormalfliche die abgeschlossene Hiille eines P- oder
K-Raumstiickes ¢° in einer beliebigen 2-dim Mannigfaltigkeit schneiden, die lediglich trans-
versal in @3 liegen muB. Eine Quasinormalfliche darf @3 nur in Flichenstiicken schneiden,
deren Rénder in )* noch gewisse Bedingungen erfiillen miissen. Fiir eine Normalfliche tritt
als wesentliche Forderung hinzu, daB sie @® nicht in sogenannten Falten schneiden darf,
«d. h. in Flachenstiicken, die zwei F-Normalflichenstiicke miteinander verbinden, die in der
abgeschlossenen Hiille eines und desselben F-Raumstiickes liegen. Ferner wird in @ eine
Hilfsorientierung definiert, die es gestattet, in jedem F-Raumstiick F3 die einzelnen ,,paral-
lelen** F-Normalflidchenstiicke einer Normalfldche eindeutig in der Reihenfolge zu nume-
rieren, in der sie in F'3 liegen. Tst eine Normalfliche berandet, so wird ihr Rand entsprechend

als eine Normallinie bezeichnet. Fiir den folgenden Teil der Arbeit gelte:

VORAUSSETZUNG. M3 sei eine zusammenhdngende 3-dim Mannigfaltigkeit. I' sei
eine randtreue Zerlegung von M3 in offene Raumelemente. @ sei eine Normalzerlegung
beziiglich IT".

Unter ,,P-Raumstiicken® ,,F-Raumstiicken‘* usw. verstehen wir, wenn nicht aus-

driicklich anders angegeben, Elemente aus ©.

DeriniTioN 1. Eine abgeschlossene Kante H! heiBt eine PF-, K F-, oder KM-
Normalkante beziiglich ©, T, wenn folgendes gilt:
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Fig. 1. Ebenes Bild von © (F3). F? gestrichelt. (4} und das unendliche Gebiet A3 stellen die beiden in
F3 liegenden FR-Flichenstiicke bzw. das FR- und das FM-Flachenstiick dar. Die iibrigen Gebiete be-
deuten die PF- und KF-Flachenstiicke.)

a. H!liegt transversal in der abgeschlossenen Hiille eines PF-, KF-, bzw. KM-Flichen-
stiickes H2,

b. Sind N} und N} die beiden in H?2 liegenden PKF- bzw. PKM-Kanten, so enthalten
N} und Nj genau je einen Randpunkt von H1.

DEeriNiTION 2. Ein abgeschlossenes Flichenstiick F2 heiBt ein F-Normalflichenstiick
beziiglich ©, I', wenn folgendes gilt (siehe Fig. 1):

a. F? liegt transversal in der abgeschlossenen Hiille eines F-Raumstiickes F3 und
liegt elementar beziiglich @.

b. F7 ist mit den abgeschlossenen Hiillen der in F'* liegenden FR- und FM-Flichen-
stiicke punktfremd.

c. Ist H? ein PF- oder KF-Flichenstiick in F73, so ist F2H? eine PF- bzw. KF-Normal-

kante.

DrriNiTION 3. Eine abgeschlossene Kante G! heil3t eine PK- oder PM-Quasinormal-
kante beziiglich @, I, wenn folgendes gilt:

a. GU liegt transversal in der abgeschlossenen Hiille eines PK- bzw. PM-Flichen-
stiickes G2.

b. G1 ist mit den abgeschlossenen Hiillen der in G2 liegenden PKR- bzw. PFM-
Kanten punktfremd.

Insbesondere wird definiert:

I. G* heiBt eine PK- bzw. PM-Falte beziiglich ©, I', wenn beide Randpunkte von G
in einer und derselben Kante N aus © (G2) liegen.
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Fig. 2. Ebenes Bild von ®(K?3), K? gestrichelt fiir den Fall einer K-Falte, strichpunktiert fiir den Fall
eines K-Normalflichenstiickes. (G? und das unendliche Gebiet G; stellen die beiden in K3 liegenden
PXK-Flachenstiicke dar.)

L.1. G* heit eine tnnere PK-Falte beziiglich @, T', wenn N! eine PKF-Kante ist.
1.2. G heilt eine PK-Randfalte beziiglich ©, I', wenn N eine PKM-Kante ist.

II. ' heiBt eine PK- bzw. PM-Normalkante beziiglich ®, I', wenn G! keine PK-
bzw. PM-Falte ist.

DEeriniTiOoN 4. Ein abgeschlossenes Flidchenstiick K? heilt ein K-Quasinormal-
fliichenstiick beztiglich ©, I', wenn folgendes gilt:

a. K2 liegt transversal in der abgeschlossenen Hiille eines K-Raumstiickes K3 und
liegt elementar beziiglich ®.

b. K2 ist mit den abgeschlossenen Hiillen der in K3 liegenden KR-Flichenstiicke und
KFM-Kanten punktfremd.

c. Ist H? ein in K?® liegendes KF- oder KM-Flichenstiick, so ist jede z-Komponente
von K2H? eine KF- bzw. KM-Normalkante(l). '

d. Ist @2 ein in K* liegendes PK-Flichenstiick, so ist K2G? eine PK-Quasinormalkante.
(Siehe Fig. 2.)

Insbesondere wird definiert:

I. K2 heiBt eine K- Falte beziiglich ®, T', wenn es in K3 ein KF- oder KM-Flichenstiick
H? gibt, so daB K2H? nicht zusammenhéingend ist. (Siehe Fig. 2.)

(*) K2H? darf auch leer sein. (Die leere Menge besitzt null z-Komponenten.)
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I.1. K2 heiBt eine innere K- Falte beziiglich ®, I, wenn H? ein KF-Flichenstiick ist.

1.2. K2 heiBt eine K- Randfalte beziiglich ©, I', wenn H? ein KM-Flichenstiick ist.

II. K2 heiBt ein K-Normalflichenstiick beziiglich ©, I, wenn K? keine K-Falte ist.
(Vgl. Fig. 2.)

DeriNiTiON 5. Ein abgeschlossenes Flichenstiick P? heifit ein P-Quasinormal-
fliichenstiick beziiglich ©, I', wenn folgendes gilt:

a. P? liegt transversal in der abgeschlossenen Hiille eines P-Raumstiickes P? und
liegt elementar berziiglich ©.

b. P2 ist mit den abgeschlossenen Hiillen der in P? liegenden PR-Flichenstiicke und
PFM-Kanten punktfremd.

c. Ist H? ein in P3 liegendes PF-Flichenstiick, so ist jede z-Komponente von Pae

eine PK- bzw. PM-Quasinormalkante.

Insbesondere wird definiert:

I. P? heillt eine innere P-Falte beziiglich @, I', wenn es in P2 ein PP-TFlichenstiick
H? gibt, so daB P2H? nicht zusammenhéngend ist.

I1. P2 heiBt eine P- Randfalte beziiglich @, T', wenn P3 ein PM-Flichenstiick J2enthilt,
so daB P2J? nicht zusammenhingend oder eine PM-Falte ist. Ist P? eine innere Falte oder
eine Randfalte, so heilit P? allgemein eine Falte. (Eine P-Falte kann dabei innere Falte und
Randfalte zugleich sein.) ‘

IIL. P? heiBt ein P-Normalflichenstiick beziiglich @, I', wenn P? keine P-Falte ist.

DeriNITION 6. Eine beziiglich ® transversal liegende t-Mannigfaltigkeit M? in M3
heiBt eine Halbnormalfliche beziiglich @, I', wenn folgendes gilt:

a. M? ist mit den abgeschlossenen Hiillen der R-Raumstiicke punktfremd.

b. Ist F?® ein F-Raumstiick, so ist jede z-Komponente von M2 F? ein F-Normal-

flachenstiick.

Weiter wird definiert:

I. M2 heiBit eine Quasinormalfliche beziiglich ®, I', wenn dariiberhinaus gilt: Ist @
ein P- oder ein K-Raumstiick, so ist jede z-Komponente von M2Q3 ein P- bzw. ein K-
Quasinormalflachenstiick.

II. M2 heilBt eine Normalfliche beziiglich @, I', wenn weiter gilt:

Ist 3 ein P- oder ein K-Raumstiick, so ist jede z-Komponente von M2(3 ein P- bzw.

ein K-Normalflichenstiick.
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Fig. 3. Orientierung von N % und N% in Je2.

DEFINITION 7.

I. Eine in M? liegende 1-dim Mannigfaltigkeit M* heiBt eine Quasinormallinie beziig-
lich ®, I', wenn folgendes gilt:

a. M* ist mit den abgeschlossenen Hiillen der FM-Flichenstiicke punktfremd.

b. Ist J2 ein KM-Fldchenstiick, so ist jede z-Komponente von M1J? eine KM-Normal-
kante.

¢. Ist G ein PM-Flichenstiick, so ist jede z-Komponente von M1G? eine PM-Quasi-
normalkante.

II. Eine Quasinormallinie M! heit eine Normallinie beziiglich 0, I', wenn folgendes
gilt: Ist G2 ein PM-Flichenstiick, so ist jede z-Komponente von M'G? eine PM-Normal-
kante.

III. Eine Normallinie M! heifit insbesondere eine einfache Normallinie beziiglich O,
I', wenn folgendes gilt: Ist H ein Element aus ® (M3), so besteht M1 H aus hiochstens einer
z-Komponente.

DerixiTioN 8. Eine Orientierung o der PKF- und der PKM-Kanten aus ©
heift eine Hilfsorientierung in O, wenn folgendes gilt: Sind N} und NY zwei PKF-
oder zwei PKM-Kanten mit den Randpunkten p,, ¢, bzw. p,, ¢,, und ist N} von p,
nach ¢, orientiert, so gilt:

a. Liegen Ni und N; im Rande eines F-Raumstiickes F®, und liegen p, und p,
in Rande eines und desselben FR- oder FM-Flichenstiickes aus F®, so ist NI von p,

nach ¢, orientiert.

b. Liegen Ni und N} im Rande eines KM-Flichenstiickes J2, und liegen p; und
p, im Rande einer und derselben KFM-Kante, so ist N3 von p, nach g, orientiert.
(Siehe Fig. 3.)

DEFINITION 9. o sei eine Hilfsorientierung in ©.

I. Ist eine PKF- oder PKM-Kante N! mit den Randpunkten p und ¢ von p
nach g orientiert, so heifit p der Anfangspunkt von N' beziiglich w.
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II. Ist A ein in M?® liegendes Polyeder, so wird definiert:
II.1. Ist N' eine PKF- oder PKM-Kante, und sind die z-Komponenten von AN*

Punkte p;, ..., p,, die im Sinne von o in der Reihenfolge ihrer Numerierung in N*
liegen, so heiBt p; (¢=1, ..., s) der beziiglich w i-te Punkt von A in N*.

I1.2. Ist J? ein PF-, KF- oder KM-Flichenstiick, und sind die z-Komponenten
von AJ? Normalkanten Ei, ..., E!, so daB die Randpunkte von E! die beziiglich
i-ten Punkte in den entsprechenden PKF- bzw. PKM-Kanten sind, so heit E} die

besiiglich o i-te Kante von A in J? und E} die i-te Kante von A in J2

I11.3. Ist F® ein F-Raumstiick, und sind die z-Komponenten von AF? F-Normal-
flichenstiicke F%, ..., F2, so daB die Schnittpunkte von F? mit den PKPF-Kanten je-
weils die beziiglich @ ¢-ten Punkte sind, so heillt F? das beziiglich w ¢-te Fldchenstiick

von A in F® und F? das beziiglich w i-te Flichenstiick von A in F°.

FoLceERUNG 1. Aus den Definitionen der Normalkanten und Normalflichenstiicke
folgt speziell:

1. IstQ eine PK- oder PM-Normalkante oder ein P-, K- oder F-N ormalflichenstiick, so
gibt es keine PKF- oder PKM-Kante, die mehr als einen Punkt aus Q enthdlt.

I1. K3 sei ein K- Raumstiick. G5 und G3 seien die beiden in K3 liegenden PK-Flichen-
stiicke. K2 sei ein in K3 liegendes K-Quasinormalflichenstiick. Dann gilt:

I1.1. [K®— (G2 + G5))K? besteht aus genau zwei Kanten, deren jede genaw einen in
G} und einen in G} liegenden Randpunkt besitzt und eine KF- oder KM-Normalkante ist.
(Vgl. Fig. 2.)

11.2. Ist K2 eine K-Falte, so sind K2Gs und K2G% PK-Falten; und zwar sind K203
und K2G% innere Falten, wenn K2 eine innere Falte ist, und Randfalten, wenn K? eine Rand-
falte ist.

FoLcErUNG 2.

1. M2 sei eine Halbnormalfliche. M2 sei leer oder eine einfache Normallinie. Dann gilt:
Ist A eine in M? liegende P-, K- oder PK-Falte, so ist A eine innere Falte.

II. Ist M2 eine Quasinormalfliche, und gibt es keine in M? liegende Falte, so ist M?>
eine Normalfliche.

II1. Es gibt (mindestens) eine Normalfliche beziiglich ©, I

Beweis. R? sei ein R-Raumstiick aus ®, U3 sei eine im Verhéltnis zu @ kleine Umge-
bung von E? in M3. Dann ist U? eine Normalflsiche, womit III bewiesen ist.

IV. Eine in M3 liegende nicht berandete Mannigfaltigkeit M2, die sich als Summe von

0- und 1-dim Elementen aus I' darstellen lif3t, ist eine einfache Normallinie.
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FoLeERUNG 3.

1. Bs gibt eine Hilfsorientierung in ©.

IL. Ist o eine Hilfsorientierung in ©, E® eine PKF- oder PKM-Kante oder ein PF-,
KF- oder KM-Flichenstiick oder ein F- Rawmstiick, und ist A ein in M3 liegendes Polyeder,
so daf die z- Komponenten von AE® fiir d =1 in E° liegende Punkte sind, fiir d =2 Normal-
kanten wnd fiir d =3 F-Normalflichenstiicke, so gili: Es gibt genaw eine Numerierung E,, E,,
-+, B der z-Komponenten von AE®, so daf E, (i =1, ..., s) das beziiglich « i-te Element von
A in B¢ st.

Beweis. Fiir d =1 ist nichts zu beweisen. Ist d = 2 oder 3, so gilt:

In E? sei N' eine PKF- oder PKM-Kante mit dem Anfangspunkt g beziiglich w.
Jede z-Komponente von 4 E* besitzt genau einen in N* liegenden Randpunkt. py, p,, ..., Ps
sel die Numerierung der Punkte aus 4 N1, bei der p; der beziiglich w i-te Punkt von A4 in
N1ist. Jeder Punkt p; liegt dabei im Rande genau einer z-Komponente E, von AE?,

E, ist das beziiglich o i-te Element von 4 in E%. Daraus folgt IL

5. Die Herstellung von Normalflichen

Um eine beliebige 2-dim Mannigfaltigkeit M2, die transversal in M3 liegt, in eine
Normalfliche zu iiberfithren, verwenden wir sogenannte £-Operationen.

Um die Betrachtungen zu vereinfachen, setzen wir voraus, da3 der Rand der gegebenen
Mannigfaltigkeit M2 entweder leer oder eine einfache Normallinie sei. Die dann erhaltenen
Ergebnisse reichen zum Beweise des Kreislinien-Kriteriums aus. Zu der Behauptung, daB
die ,,charakteristischen* Eigenschaften M2 bei &-Operationen erhalten bleiben, wird an
dieser Stelle nur folgendes nachgewiesen: Ist M2 zusammenhingend und von einer (in
M3 liegenden) 1-dim Sphire Y! berandet, so entsteht bei einer beliebigen £-Operation, die
an M? vorgenommen wird, unter anderem immer eine zusammenhéngende 2-dim Mannig-
faltigkeit M2, die ebenfalls von Y berandet wird, und deren Charakteristik nicht gréBer
ist als die Charakteristik von M2.

Als ein Mal} fiir die ,, Kompliziertheit‘* einer Normalfliche oder Halbnormalfliche M?
verwenden wir die Anzahl der F-Normalflichenstiicke, die in M? liegen, die sogenannte
F-Zahl von M2. Es 1Bt sich dann zeigen: Ist die gegebene Mannigfaltigkeit M2 bereits eine
Halbnormalfliche, so 1aBt sich M? durch &-Operationen in eine Normalfliche M2 iiber-
fiihren, deren F-Zahl nicht gréBer ist als die von M2. Enthilt M? insbesondere eine Falte,
so 1Bt sich erreichen, daB die F-Zahl von M2 kleiner ist als die von M2, Mit diesen Ergeb-
nissen ist das Ziel des ersten Kapitels erreicht.

18 — 61173051, Acta mathematica. 105. Imprimé le 3 juillet 1961,
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DEFINITION 1. M} sei eine 2-dim t-Mannigfaltigkeit in M®. M, sei entweder
leer oder eine 2-dim t-Mannigfaltigkeit in M® Dann geht M, aus M} durch eine
&-Operation in M® hervor, wenn es in M> ein abschlossenes Raumstiick E? gibt, so
daf folgendes gilt:

a. M3 E® ist entweder leer oder eine 2-dim t-Mannigfaltigkeit in E°.

b. M,— E° =M} - B ,

c. Ist M2EP leer, so ist M, E® leer. Ist M3 E® nicht leer, so ist M, E® eine 2-dim
t-Mannigfaltigkeit in K3, deren Rand gleich M3} E® ist, und die aus paarweise mit-

einander punktfremden abgeschlossenen Flichenstiicken besteht.

DErINITION 2. Ist M? eine 2-dim Mannigfaltigkeit, 8o heit die Anzahl der in
M? liegenden F-Normalflichenstiicke die F-Zahl von M? beziiglich @, T

FoLGERUNG. Ist M? eine Normalfliche, so ist die F-Zahl von M? gréfler als Null.

SAarz 1. M? sei eine zusammenhingende t-Mannigfaltigkeit in M®, M? sei eine
1-dim Sphire. M'* gehe aus M?* durch eine endliche Folge von &-Operationen in M°
hervor. Dann gibt es genau eine z-Komponente M** von M’ die eine t-Mannigfaltigheit
in M® mit M**=M? ist. Dabei ist die Charakteristik ¢* von M** nicht grofer als die
Charakteristik ¢ von M>.

Beweis. Es geniigt, den Fall zu betrachten, da M'® aus M? durch eine einzige
&-Operation hervorgeht. Dann folgt Satz 1 durch Induktion.

Es gibt also in M?® ein abgeschlossenen Raumstiick E?, so daB folgendes gilt:

a. M?E® ist entweder leer oder eine 2-dim t-Mannigfaltigkeit in E°.

b, M?—EP=M*— B,

c. Ist M2EP leer, so ist M'?E® leer. Ist M E?® nicht leer, so ist M'2E® eine
2.dim ¢-Mannigfaltigkeit in E°, deren Rand gleich M2 E® ist, und die aus paarweise
miteinander punktfremden Flidchenstiicken besteht.

Damit gilt weiter:

1) Ist M? E® leer, so ist nichts zu beweisen.

2) Ist M?E® nicht leer, so gilt: Es gibt eine z-Komponente Z von M 2_ 3, die
D? enthilt. (Z ist nicht notwendig eine 2-dim Mannigfaltigkeit, da E® M?, und damit
auch M?E®, nicht leer zu sein brauchen.) Z E® besteht aus paarweise miteinander
punktfremden 1-dim Sphiren SI, ..., Si. Damit besteht (M®—Z) aus hochstens ¢
z-Komponenten. (Denn erginzt man M? durch ein beliebiges mit M® punktfremdes

offenes Flichenstiick F2 mit F?=M? zu einer unberandeten Mannigfaltigkeit, so wird
g g
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diese durch Si, ..., 8} in hochstens t+1 z-Komponenten zerlegt, deren eine Z + F? als
abgeschlossene Hiille besitzt.) Also besitzt (—m eine Charakteristik, die nicht
kleiner als ~¢ ist. Daraus folgt, daB die Charakteristik von Z nicht gréBer als ¢+t
ist. M'® E* enthilt ¢ paarweise miteinander punktfremde abgeschlossene Flichenstiicke
T3, ..., T}, sodaB 1% (i=1, ..., 1) gleich §] ist. Die Mannigfaltigkeit M**=Z + T3+ ... + T?
ist damit eine z-Komponente von M’? mit M**= D2, und die Charakteristik ¢* von
M*® ist nicht groBer als c. Also besitzt M** die geforderten Eigenschaften.

Mit Nr. 1 und 2 ist die Behauptung bewiesen.

Hivrssarz 1. N? sei eine d-dim Mannigfaltigheit mit d=2 oder 3, deren Rand
eine (d—1)-dim Sphire R*™' enthilt. Ay, ..., A, seien randtreue Zerlegungen von N
umfassenden Polyedern; Py, ..., Py seien beliebige Polyeder. S® % sei eine in R*™! liegende
(d—2)-dim Mannigfaltigheit, die aus v paarweise miteinander punktfremden (d— 2)-dim
Sphiiren 8{7%, ..., 8372 besteht, so dap im Falle d=2 je zwei der Punktepaare 8¢2, ..., 842
einander in R*™' nicht trenmen, p sei ein belicbiger in R* ' — 892 liegender Punkt.
Dann folgt:

Es gibt eine (d—1)-dim ¢ Mannigfaltigkeit M** in N¢, die aus v paarweise mit-
esnander punktfremden Raumelementen T{7Y, ..., Ta™* besteht, so daf folgendes gilt:

a. TE =882 (i=1, ..., v).

b. 877 berandet in R* ' ein (d—1)-dim offenes Roumelement E §~%, das p nicht
enthilt, und T{™' ist ein im Verhilinis zu Ay|...|A| Pyl ... | P, nahe zu B benach-

bartes abgeschlossenes Rauwmelement in N°.

Beweis. 1) Jede Sphire S¢{™ (i=1,...,v) berandet in R% ! genau ein offenes
(d—1)-dim Raumelement E~!, das p nicht enthilt.

2) Die Sphiren S/™* lassen sich in einer solchen Reihenfolge S%72% ..., S¢7* an-
ordnen, daB S{~* (j=1, ..., v) mit den Elementen B3, .. B punktfremd ist.

Beweis: Aus der Induktionsannahme, Nr. 2 sei fiir v=w bewiesen, folgt fiir
v=w-+1:

2.1) Es gibt eine Sphire St ? (k=1,...,w+1), die in keinem der Elemente
B¢ . By auBer K1 liegt.

Beweis: R '— (B{™'+ ...+ EL}Y) ist eine (p enthaltende und im Falle d =2 nicht
notwendig zusammenhingende) (d—1)-dim Mannigfaltigkeit Z?"', deren Rand aus
Sphiren S%.% ..., 8%.% (ky, ..., ky=1, ...,w+1; u>1) gebildet wird. Diese Sphiren be-

sitzen die fiir S§~* geforderte Eigenschaft.
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2.2) Die w von S¢2 verschiedenen Sphiren S¢7% ..., 8534 lassen sich nach In-
duktionsvoraussetzung in einer Reihenfolge Sf°2, ..., 8¢ 2 anordnen, so daB Sf *
(z=1, ..., w) mit den Raumelementen E’fz_:l, ...,E'f;l punktfremd ist. Wird k=1,
L=ty ly=1iy ..., ly=1%uw,1 gesetzt, so ist 8% ..., 81 % eine Reihenfolge mit den in

Nr. 2 fiur v=w+1 geforderten Eigenschaften.
Damit ist Nr. 2 durch Induktion bewiesen.

3) Es lassen sich nun' der Reihe nach transversal in N¢ liegende (d—1)-dim
Raumelemente 777, ..., T{ ! konstruieren, so daB T'f~! ein im Verhaltnis zu

Al | APy | P T8 | T

b1

nahe zu E{ ' benachbartes Raumelement in N? ist (also mit Tt .., TE7] punkt-
fremd).
Die Mannigfaltigkeit M9 '=T¢1+ .. + T3 " besitzt die in der Behauptung ge-

nannten Eigenschaften, womit Hilfssatz 1 bewiesen ist.

HiLrssaTz 2. Ist M? eine 2-dim t-Mannigfaltigkeit in M>, so folgt:
1. M? liPt sich durch &E-Operationen in M® in eine t-Mannigfaliigheit M'® mit
M'?=DM? iiberfiihren, die mit den abgeschlossenen Hiillen der R-Rawmstiicke punkt-

fremd ist.

II. M? sei mit den abgeschlossenen Hiillen der FM-Flichenstiicke punktfremd. Dann
Lipt sich M2 durch E-Operationen in M® in eine t-Mannigfaltigheit M™® mit M'* = D*
iiberfithren, so daf3 M'* mit den abgeschlossenen Hiillen der R-Rauwmstiicke punktfremd
28t und die abgeschlossenen Hiillen der F-Roumstiicke in paarweise miteinander punki-

fremden F-Normalflichenstiicken schneidet.

III. M? sei mit den abgeschlossenen Hiillen der R-Rauwmstiicke punktfremd und
schneide die abgeschlossenen Hiillen der F-Rawmstiicke tn pagrweise miteinander punki-
fremden F-Normalflichenstiicken. Die F-Zahl von M® sei f. M? sei leer oder eine Quasi-
normallinie. Dann 1ift sich M? durch &-Operationen in M> in eine Quasinormalfliche
M’® mit M'*=M? iiberfiihren, deren F-Zahl ebenfalls gleich f ist.

IV. M? sei eine Halbnormalfliche mit der F-Zahl f. In M? liege eine innere P-,
K- oder PK-Falte X. Dann lift sich M? durch &-Operationen in M® in eine t-Mannig-
faltigkeit M'® mit M'®= M? iiberfiihren, die mit den abgeschlossenen Hiillen der R-Raum-
stiicke punktfremd ist und die abgeschlossenen Hiillen der F-Raumstiicke in paarweise
miteinander punktfremden F-Normalflichenstiicken schneidet, so daf die F-Zahl von M'
nicht grofer als f—2 ist.
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Beweis. RS, ..., R seien die R-Raumstiicke aus @, F3, ..., F: die F-Raumstiicke,
K3, ..., K3 die K-Raumstiicke und P%, ..., P} die P-Raumstiicke. Zur Abkiirzung sei
MP=Pi+ . +P+ K3+ .. . +K% und M"3=M?+F}+ ...+ F3.

1) Beweis von I. Es gibt eine Folge von t-Mannigfaltigkeiten ME ..., M% in M
mit den Eigenschaften:

a. Mi=M>

b. M7 (i=1....,s) ist mit B}, ..., R} punktfremd.

c. Ist i<s, so geht M7, aus M} durch eine &-Operation in M® hervor und es
ist MZ%.,= M2

Beweis: Aus der Induktionsannahme, die ersten m Folgenglieder seien gegeben
(m<s), folgt: U® sei eine im Verhiltnis zu ®| M3, kleine Umgebung von R, in M>.
M2 U besteht aus paarweise miteinander punktfremden 1-dim Sphiren [T
In U? gibt es nach Hilfssatz 1 eine t-Mannigfaltigkeit T2 die aus a paarweise mit-
einander punktfremden Flichenstiicken 7%, ..., T% besteht, so daB T%=8} (j=1, ..., a)
ist, und so daB 77 im Verhiltnis zu @ nahe zu einem offenen Flichenstiick in U® be-
nachbart ist (also mit B% ,, punktfremd ist). Die Mannigfaltigkeit M% ., = (M5 — U°3) + 7%
besitz die fiir das (m--1)-te Folgenglied geforderten Eigenschaften. Damit ist die
Existenz der Folge durch Induktion bewiesen.

Da das letzte Folgenglied M; die fiir M'* geforderten Eigenschaften besitzt, ist

I damit bewiesen.

2) Bewetis von II.

2.1) M? 1aBt sich nach dem bereits bewiesenen Teil T dieses Hilfssatzes durch
&-Operationen in M® in eine t-Mannigfaltigkeit M*? mit M*2 = M2 iiberfiihren, die mit
den abgeschlossenen Hiillen der R-Raumstiicke punktfremd ist.

2.2) Es gibt eine Folge von t-Mannigfaltigkeiten Mg, ..., M7 in M® mit den Eigen-
schaften:

a. M3=M*2

b. M} (=1, ...,f) ist mit R}, ..., R} punktfremd und schneidet F%, ..., F} in
paarweise miteinander punktfremden F-Normalflichenstiicken, und es ist M7= M2

¢) M7 geht aus M7 ; durch eine £-Operation in M?® hervor.

Beweis: Aus der Induktionsannahme, die ersten m Folgenglieder seien gegeben
(m<t), folgt: U sei eine im Verhiltnis zu @ | M?% kleine Umgebung von F5, 4 in M.
Die beiden in F%,,; liegenden FR- bzw. FM-Flichenstiicke seien J? und JZ (sie liegen

in U® und sind mit M%,; punktfremd). M2 U® besteht aus paarweise miteinander
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punktfremden 1-dim Sphéren 81, ..., 8%, p sei ein in J} liegender Punkt. In U, gibt
es nach Hilfssatz 1 eine t-Mannigfaltigkeit 7%, die aus b paarweise miteinander punkt-
fremden Fliachenstiicken 7%, ..., T% besteht, so daB} folgendes gilt: T? ist gleich S}
(j=1, ...,b), und S} berandet in U? ein offenes Flichenstiick Ej, das p nicht enthilt
(so daB also E?F% ., entweder leer oder gleich J3 ist); T? ist ein im Verhéltnis zu
® nahe zu E7 benachbartes abgeschlossenes Flichenstiick (wobei T3F2 .1 entweder
leer oder ein F-Normalflichenstiick ist).

Die Mannigfaltigkeit M5 1= (M3 — [0]3)—%70'2 besitzt die fir das (m +1)-te Folgen-
glied geforderten Eigenschaften. Damit ist 2.2 durch Induktion bewiesen.

2.3) Da M? die fir M'® geforderten Eigenschaften besitzt, ist IT damit bewiesen.

3) Beweis von III.

3.1) M? liBt sich durch &-Operationen in M?® in eine t-Mannigfaltigkeit M*? mit
2= M*? iiberfiihren, die ebenfalls mit B?, ..., R? puuktfremd ist und F3, ..., F; in
paarweise miteinander punktfremden F-Normalflichenstiicken schneidet, so daf3 M™

ferner K3, ..., K% in paarweise miteinander punktfremden K-Quasinormalflichenstiicken
schneidet und die F-Zahl f besitzt.

Beweis: Es gibt eine Folge von t-Mannigfaltigkeiten M3, ..., M% in M® mit den

Eigenschaften:

a. Mi= M2

b. M? ist mit R? ..., R? punktfremd, schneidet F3, ..., F; in paarweise mitein-
ander punktfremden F-Normalflichenstiicken und K3 ...,K} in paarweise miteinander

punktfremden K-Quasinormalflichenstiicken und besitz die F-Zahl f; (i=1, ..., u).
¢. M? geht aus M2, durch eine &-Operation in M® hervor und es ist M7= J>

Beweis: Aus der Induktionsannahme, die ersten ! Folgenglieder seien gegeben,
(I<w), folgt: U® sei eine im Verhiltnis zu ©|M} kleine Umgebung von Ki,; in M™.
Die beiden in K}, liegenden PK-Flichenstiicke seien G} und G3. Ki,,— (Gi+ G3) ist
ein Kreisring @* in U®. M2 U® besteht aus paarweise miteinander punktfremden 1-dim
Spéren S%, ..., SL p sei ein beliebiger in @*— M7 liegender Punkt. In U? gibt es nach
Hilfssatz 1 eine t-Mannigfaltigkeit 7, die aus ¢ paarweise miteinander punktfremden
Flichenstiicken 7%, ..., T? mit T%=8} (j=1, ...,c) besteht, so daB folgendes gilt: S}
berandet in U® ein offenes Flichenstiick E}, das p nicht enthilt (so daf also jede
z-Komponente von E?Q? ein offenes Flichenstiick ist, das von zwei KF- bzw. KM-
Normalkanten und von einer in &% und einer in G2 liegenden Kante berandet wird);
T? ist ein im Verhiltnis zu ® nahe zu E; benachbartes Flichenstiick (wobei jede

z-Komponente von 77 K:,; ein K-Quasinormalflichenstiick ist).
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Die Mannigfaltigkeit M3, ,=(M?—U®) +T% besitzt die fiir das (I+1)-te Folgen-
glied geforderten Eigenschaften. Damit ist die Existenz der Folge durch Induktion
bewiesen.

Da M} die fiir M** genannten Eigenschaften besitzt, ist 3.1 damit bewiesen.
3.2) M*? 148t sich durch £-Operationen in M* in eine Quasinormalfliche M'® mit
M'*=M? iiberfithren, deren F-Zahl gleich f ist, womit III bewiesen ist.

Beweis: Es gibt eine Folge von ¢-Mannigfaltigkeiten M2, ..., My® in M® mit fol-

genden Eigenschaften:

a. M3=M*.
b. Mi? (k=1,...,v) ist mit B}, ..., R? punktfremd, schneidet F3, ..., F; in F-Nor-
malflichenstiicken, K3, ..., K3 in K-Quasinormalflichenstiicken und P%, ..., P3 in P-

Quasinormalfldchenstiicken und besitzt die F-Zahl f.
c. My} geht aus M, durch eine &-Operation in M hervor und es ist M;2 =2

Beweis: Aus der Induktionsannahme, die ersten m Folgenglieder seien gegeben
(m<w), folgt: M;2P3% ., besteht aus paarweise miteinander punktfremden 1-dim Sphé-
ren 1%, ..., 8% In P% ., gibt es eine t-Mannigfaltigkeit 7'2, die aus e paarweise mit-
einander punktfremden abgeschlossenen Flidchenstiicken Tiz; ooy T2 besteht, so daB
T?=8} ist (j=1, ..., ¢). Die Mannigfaltigkeit M2,,= (M2~ P% ;) +1"? besitzt die fiir
das (m-+1)-te Folgenglied geforderten Eigenschaften. Damit ist die Existenz der Folge
durch Induktion bewiesen.

Da M,? die fiir M’ genannten Eigenschaften besitzt, ist 3.2 bewiesen.

4) Beweis von IV,
4.1) Ist X eine P-Falte, so gilt:

4.1.1) b¢ liegt in einem P-Raumstiick P3. In P2 liegt (mindestens) ein PF-Flichenstiick
J2, so daB XJ? aus mehreren PF-Normalkanten besteht. Das J2 im Rande enthaltende
F-Raumstiick sei 3. Die in J2 liegenden PKF-Kanten seien Ni und N3. Das Nt (6 =1, 2)
im Rande enthaltende PK-Flichenstiick sei GZ.

o sei eine Hilfsorientierung in ©. Die (beziiglich w) erste und die zweite Kante von X
in J* seien A} und A} (siehe Fig. 4). Die A} bzw. A} im Rande enthaltenden F-Normal-
flichenstiicke aus M?2 seien F? und F2.

Die in F'® liegenden PF- und KF-Flichenstiicke und PKF-Kanten bilden zusammen
einen offenen Kreisring Q2. F? + F% berandet in (2 einen offenen Kreisring 2. @'2J? ist
ein offenes Flichenstiick J'2, das 4] und A} im Rande enthilt (vgl. Fig. 4) und mit X
punktfremd ist. F3 + F3 + Q"2 berandet in F3 ein offenes Raumstiick 2.
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T \

l

Fig. 4. Ai und A% in J2 G2 ge gestrichelt, J’2 schraffiert dargestellt.

G*2 gei ein im Verhdltnis zu ®|M2 nahe zu G2 benachbartes Flichenstiick in Ps.
G*2 A} (4 =1, 2) ist ein Punkt p;. G*2.J'2 igt eine offene Kante N1 (vgl. Fig. 4).

4.1.2) Aus M? liBt sich durch eine £-Operation in M3 eine Halbnormalfliche M*2
hervorbringen, fiir die gilt:

a. M*2 —P3=M?— Ps.

b. Eine der z-Komponenten von M*2G*2 ist eine Kante Y1 mit den Randpunkten

p, und p,.

Beweis. M2P? besteht aus paarweise miteinander punktfremden 1-dim Sphiren Si,
..., 8%, so daB bei geeigneter Numerierung X = 8] ist. P? — S} besteht aus zwei offenen
Flichenstiicken E} und E'2, so daB bei geeigneter Bezeichnung die Kante Nt in Ef liegt
(also eine z-Komponente von E3G*2 ist). p’ sei ein beliebiger in E’2 — M? liegender
Punkt. In P gibt es nach Hilfssatz 1 eine t-Mannigfaltigkeit 72, die aus g paarweise mit-
einander punktfremden Flichenstiicken T4, ..., T2 mit T% = S} besteht, so daB folgendes
gilt: 8% berandet in P3 ein offenes Flichenstiick B2, das p’ nicht enthélt, und T2 jst ein im
Verhéltnis zu @ | G*2 nahe zu EZ benachbartes Flichenstiick.

Damit gibt es eine z-Komponente ¥! von T%G*2, die eine im Verhéltnis zu @ nahe

é*ZJZ

Fig. 5. Yl und Y*'in G*2,
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zu N'1 penachbarte Kante in G*? ist (siehe Fig. 5). Die Mannigfaltigkeit M*2 = (M2 — P3)
+77 besitzt die geforderten Eigenschaften, womit 4.1.2 bewiesen ist.

4.1.3) Y'+ Nt berandet in G*? ¢in offenes Fliachenstiick Z2 (vgl. Fig. 5). U3 sei eine
im Verhéltnis zu @|M*2| G*2 kleine Umgebung von F'3 +Z2 in M3. USF? besteht aus zwei
mit M*2 punktfremden Flichenstiicken F;2 und F3i2. USG*? ist eine mit M*2 punktfremde
Kante Y*I,

4.1.4) Aus M*? lilt sich durch eine &-Operation in M? eine t-Mannigfaltigkeit M2
hervorbringen, fiir die gilt:

a. M2 —Us = )+ U3,

b. M'2U? ist mit F'® punktfremd.

Beweis. M*?U3 besteht aus paarweise miteinander punktfremden 1-dim Sphiren
ST, ..., S3'. Die Punktmenge W* = Fy*+ Fi* + Y*1 ist zusammenhingend und liegt in
U3 ~ M*2. p* sei ein beliebiger in W* liegender Punkt. Damit gibt es in U3 nach Hilfssatz
1 eine t-Mannigfaltigkeit 772, die aus » paarweise miteinander punktfremden Flichen-
stiicken T1%, ..., T,? mit 72 = 8} (1 =1, ..., h) besteht, so daB folgendes gilt: S;* berandet
in U? ein offenes Flichenstiick K2, das p* (und damit auch W*) nicht enthilt, und 72
ist ein im Verhéltnis zu ® nahe zu E;? benachbartes Flichenstiick (also mit F® punkt-
fremd). Die Mannigfaltigkeit M2 = (M*? —U3) + 72 besitzt die geforderten Eigenschaften,
womit 4.1.4 bewiesen ist.

4.1.5) Da die F-Zahl von M*2 gleich f ist und M*? die beiden in U3 liegenden F-
Normalflichenstiicke F7 und F3 enthilt, ist die F-Zahl von M’2 hichstens gleich f— 2.
Damit besitzt M'? die in der Behauptung IV genannten Eigenschaften, und IV ist fiir den
Fall bewiesen, daB X eine P-Falte ist. '

4.2) Ist X eine PK-Falte, so gilt:

M2 1484 sich durch eine &-Operation in M? in eine Halbnormalfliche M*2 mit M*2 = )2
iiberfiihren, deren ¥-Zahl ebenfalls gleich f ist, und die eine innere P-Falte enthilt.

Beweis. X liegt im Rande eines P-Raumstiickes P3. JM2P3 besteht aus paarweise mit-
einander punktfremden 1-dim Sphéren 8, ..., 8%, so daB bei geeigneter Numerierung X
in 81 liegt. In P3 gibt es (nach Hilfssatz 1) eine t-Mannigfaltigkeit T2, die aus w paarweise
miteinander punktfremden Flichenstiicken 7%, ..., T, besteht, so daB 72 = Sy, (m =1,
.., w) ist. Die Mannigfaltigkeit M*2 = (M2 —153) +72 besitzt die geforderten Eigen-
schaften, da 75 eine innere P-Falte ist, wzbw.

Damit folgt IV nach 4.1.

4.3) Ist X eine K-Falte, so liegen in X zwei innere PK-Falten. Daraus folgt IV
nach 4.2.
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Mit 4.1, 4.2 und 4.3 ist Teil IV der Behauptung bewiesen.
Mit Nr. 1 bis 4 ist Hilfssatz 2 bewiesen.

Haversatz 1 (Normalflichensatz). M2 sei eine 2-dim t-Mannigfaltigheit in M3,
deren Rand leer oder eine einfache Normallinie ist. Dann folgt:

I. M® lapt sich durch E-Operationen in M3 in eine Normalfliche M'® mit M2 — M2
iberfiihren.

II. Ist M2 eine Halbnormalfliche mit der F-Zahl f, so lifit sich M?* durch &-Operationen
in M3 in eine Normalfliche M'2 mit M'2 = M2 iiberfiihren, deren F-Zahl nicht grofer als f ist.

II1. Ist M? eine Halbnormalfliche mit der F-Zakl f, und enthilt M? eine P-, K- oder
PK- Falte, so lift sich M? durch &-Operationen in M3 in eine Normalfldche M'® mit M2 =M?

wberfiihren, deren F-Zahl kleiner als f ist.

Beweis. 1) Ist M2 keine Halbnormalfliche, so 148t sich M2 nach Hilfssatz 2, II und
IIT durch £-Operationen in M3 in eine Quasinormalfliche M*2 mit 2 — J2 {iberfiihren.
Tst M? eine Halbnormalfliche, so wird M2 = M*2 gesetzt. Die F-Zahl von M*?2 sei f*.

2) Es gibt eine Folge M3, ..., M;, ..., von Halbnormalflichen mit den F-Zahlen
fis o5 fis «- -, mit den Eigenschaften:

a. Mi=M*,

b. Gibt es eine in M? liegende P-, K- oder PK-Falte, so geht M # .1 durch £-Operationen
in M3 aus M? hervor, und es ist f;, </, — 2 und M7, = M2

c. Gibt es keine in M7 liegende P-, K- oder PK-Falte, und ist M7 keine Normalfliche,
so geht M?., durch £-Operationen in M3 aus M 2 hervor und ist eine Quasinormalfliche mit
fisa =fiund Miz+1 =M.

d. Ist M? eine Normalfliche, so bricht die Folge nach M} ab.

Beweis: Aus der Induktionsannahme, die ersten m Folgenglieder seien gegeben, und
M?% sei keine Normalfliche, folgt:

Gibt es eine in MZ, liegende P-, K- oder PK-Falte, so 146t sich M’ 2 nach Hilfssatz 2, IV
durch &-Operationen in M3 in eine t-Mannigfaltigkeit M2 mit M ;> = M? iiberfithren, die
mit den abgeschlossenen Hiillen der R-Raumstiicke punktfremd ist und die abgeschlos-.
senen Hiillen der F-Raumstiicke in F-Normalflichenstiicken schneidet, so daf} die F-Zahl
von M,? nicht groBer als f, —2 ist; M,? 148t sich nach Hilfssatz 2,III durch weitere &-
Operationen in M3 in eine Quasinormalfliche M7, .1 mit M2, =M2 iberfithren, deren
F-Zahl ebenfalls nicht groBer als f,, — 2 ist.

Gibt es keine in M2, liegende P-, K- oder PK-Falte, so liit sich M 2 pach Hilfssatz
2,111 durch &-Operationen in M?® in eine Quasinormalfliche MZ . mit ME ., = M2 iiber-
fithren, deren F-Zahl gleich f,, ist.
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In jedem Falle besitzt M, die fiir das (m + 1)-te Folgenglied geforderten Eigen-
schaften, womit Nr. 2 durch Induktion bewiesen ist.

3) Da fy,1 < f* —2j ist, bricht die Folge M3, ..., M}, ..., nach hochstens f* Gliedern
ab. Gibt es in M*2 eine P-, K- oder PK-Falte, so bricht die Folge nicht nach M3 ab, und es
ist fr <f, (k=2,3,...). Daraus folgt, daB das letzte Folgenglied eine Normalfliche 3’2
mit den in Teil I, II, bzw. III der Behauptung genannten Eigenschaften ist und Hauptsatz

1 ist damit bewiesen.

6. Schlubemerkung zum ersten Kapitel

Die Untersuchungen dieses Kapitels sind nur soweit gefithrt worden, wie es zur Her-
leitung des Kreislinien-Kriteriums notwendig ist. Sie lassen sich in verschiedenen Rich-
tungen weiterfiihren und verallgemeinern, wie in spateren Arbeiten dargestellt werden soll:

a. Es 1aBt sich der in der Einleitung genannte Satz beweisen, dal aus jeder inkompres-
siblen Fliche in M? bei Anwendung von beliebigen &-Operationen stets eine quasiisotope
Fléche entsteht.

b. Der Hauptsatz 1 148t sich von der Voraussetzung befreien, dafl der Rand der
gegebenen 2-dim Mannigfaltigkeit leer oder eine einfache Normallinie sein solle. Hierzu
miissen aufler den £-Operationen noch sogenannte Rand-£-Operationen herangezogen
werden, die es gestatten, den Rand einer 2-dim t-Mannigfaltigkeit in M3 zu verindern.

¢. Die Zerlegung I" von M? wurde vorausgesetzt als eine Zerlegung in offene Raumele-
mente. Alle angestellten Betrachtungen lassen sich verallgemeinern fiir den Fall, daB T’
eine Zerlegung in ,,offene Raumelemente mit Randsingularititen‘ ist. Eine solche Zerle-
gung ist beispielsweise die bekannte Zerlegung eines Linsenraumes in ein Raumstiick, ein
Fléchenstiick, eine Kante und einen Eckpunkt. Die Normalzerlegung beziiglich einer solchen
Zerlegung eines Linsenraumes hat eine sehr einfache Struktur, und es 148t sich folgendes
zeigen: Handelt es sich um einen Linsenraum (p, q) mit ungeradem p, so gibt es keine Nor-
malfliche beziiglich der genannten Normalzerlegung. Daraus folgt aber, dafl es in einem
derartigen Linsenraum keine inkompressible Fliche gibt und keine 2-dim Sphire, die
kein Raumstiick berandet. Damit ist die Giiltigkeit des erwihnten Lemmas von Fox und
des Satzes von Alexander fiir ,,ungerade’ Linsenriume nachgewiesen.

d. Die Betrachtungen lassen sich in gewisser Weise dimensionsmiBig verallgemeinern.
Es lassen sich insbesondere d-dim Linsenrdume definieren, und es ergibt sich der Satz,
daB in ,,ungeraden d-dim Linsenrdumen‘ jede (d — 1)-dim Mannigfaltigkeit ,,reduzibel‘
ist, d. h. sich durch geeignet definierte ,d-dim £-Operationen® in die leere Menge iiber-
fithren 148¢ [4].
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ZwWEITEs KAPITEL
Ahnlichkeitsklassen

In diesem Kapitel wird der Begriff der Ahnlichkeitsklasse von Normalflichen definiert,
und die in der Einleitung angegebenen Zusammenhénge zwischen den nicht-negativ-ganz-

zahligen Losungen der P-Gleichungen werden hergeleitet.

1. Ahnlichkeitsabhildungen

Wir haben zuniichst die Ahnlichkeit zweier Mannigfaltigkeiten beziiglich einer Zer-
legung A zu definieren.

DEFINITION. A sei eine randtreue Zerlegung einer Mannigfaltigkeit in offene Raum-
elemente. A; und A, seien randtreue Zerlegungen zweier polyederartiger Punktmengen
B, bzw. B, in offene Raumelemente. Dann wird definiert:

I. Gibt es eine isomorphe Abbildung # von A; und A, aufeinander, so heilt  eine
Ahnlichkeitsabbildung von A, und A, aufeinander beziglich A, wenn folgendes gilt: Sind E,
und E, zwei einander durch 5 zugeordnete Elemente aus A; bzw. A,, so liegen E; und
E, in einem und demselben Element aus A.

II. M{ und M§ seien zwei beziiglich A elementar liegende Mannigfaltigkeiten und
Q, und Q, die durch M¢ bzw. M$ bewirkten Unterteilungen von A. Dann heiflen M$ und
M3 einander dhnlich beziiglich A, wenn es eine Ahnlichkeitsabbildung von ; und Q, auf-
einander beziiglich A gibt, durch die A(M{) und A(M3) aufeinander abgebildet werden.

IIT. Die Klassen einander beziiglich A shnlicher Mannigfaltigkeiten heilen die
Ahnlichkeiisklassen beziiglich A, oder kiirzer die A-Klassen.

FOLGERUNG. A sei eine randireue Zerlegung einer Mannigfaltigheit M? in offene
Raumelemente. Dann gilt:

I. Sind A und A’ randireue Zerlegungen zweier polyederartiger Punktmengen B, bzw.
B, in offene Raumelemente, so lipt sich entscheiden, ob es eine Ahnlichkeitsabbildung von
A und A’ aufeinander beziiglich A gebe, da es nur endlich viele eineindeutige Abbildungen von
A und A’ aufeinander gibt.

I1. Fiir beziiglich A elementar tn M° liegende Mannigfaltigkeiten ist die Relation der
Ahnlichkeit beziiglich A reflexiv, symmetrisch und transitiv.

III. M° und M'® seien zwei beziiglich A elementar in M® liegende Mannigfaltighkeiten.
Q und Q' seien die durch M* bzw. M'® bewirkten Unierteilungen von A. Dann gilt:

II1.1. Es gibt hochstens eine Ahnlichkeitsabbildung von Q und Q' aufeinander beziiglich
A, durch die A (M®) und A(M'®) aufeinander abgebildet werden.



THEORIE DER NORMALFLACHEN 281

II1.2. M° und M’ sind einander dann und nur dann dhnlich beziiglich A, wenn folgendes
gilt: Ist E ein Element aus A, und ist M°E nicht leer, so sind M°E und M'°E einander dhnlich
beziiglich A.

Beweis. Die Folgerungen I und I1 ergeben sich unmittelbar aus den Definitionen. Es
sind noch III.1 und IIT.2 zu beweisen.

1) Beweis von IIL1: Aus der Annahme,  und 7* seien zwei verschiedene Ahnlich-
keitsabbildungen mit den genannten Eigenschaften, folgt:

1.1) Es gibt (mindestens) ein 0-dim Element p aus €, das durch # einem 0-dim Ele-
ment p’ aus (2’ zugeordnet wird und durch #* einem Element p*’ aus ', das von p’ ver-
schieden ist.

Beweis: Es gibt (mindestens) ein Element B/ aus Q, das durch # einem Element E'/
aus ()’ zugeordnet wird und durch 7* einem Element E*'" aus (', das von E'/ verschieden
ist. Dabei liegen K7 und E*7 in einem und demselben Element D aus A. Fir f >0 gilt
nun weiter:

1.1.1) Liegt E' in M, so sind E'/ und E*” zwei verschiedene z-Komponenten von
DM’e, und es gilt: Q' (E") enthélt mindestens ein 0-dim Element p’. Das p’ durch # zuge-
ordnete Element aus Q sei p. Dann liegt das p durch 7* zugeordnete Element p*' in F*/
und ist damit von p’ verschieden.

1.1.2) Liegt E'T nicht in M'®, so ist D f-dimensional, und B’ und E*7 sind zwei
voneinander verschiedene z-Komponenten von D — M. Dabei gilt: E’/ enthilt (mindestens)
ein 1-dim Element G'* aus Q', das nicht in 3’® und nicht in £*" liegt; ein solches Element
findet sich stets in (ED)°. Das G'* durch 7 zugeordnete Element aus Q sei G1. Dann liegt
das G durch n* zugeordnete Element G*1 in F*/ und ist damit von G’ verschieden. G
und G*1 liegen in einem und demselben Element F! aus A. @'t besitzt daher mindestens
einen Randpunkt p’, der nicht zugleich Randpunkt von G*1ist. Der p’ durch 7 zugeordnete
Punkt sei p. Dann ist der p durch % zugeordnete Punkt p* von p’ verschieden.

Mit 1.1.1 und 1.1.2 ist 1.1 bewiesen.

1.2) p, p" und p* liegen in einem und demselben 1-dim Element F! aus A, (da p kein
0-dim Element aus A sein kann). Ist ¢ eine beliebige Orientierung der Kante F2, und liegt
o im Sinne von v als 3-ter Punkt von M¢F! in F1, so ist mindestens einer der Punkte p’,
p* im Sinne von y nicht der i-te Punkt von M’ F! in F. Dies steht im Widerspruch zu
der Annahme, daB 5 und n* Ahnlichkeitsabbildungen beziiglich A seien, die damit falsch
ist. Hiermit ist ITT.1 bewiesen.

2) Beweis von IIT.2: Es ist noch zu beweisen, dafl M*¢ und M'® einander dann beziiglich

A édhnlich sind, wenn die genannte Bedingung erfiillt ist. Z,, ..., #, seien die nicht mit
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M? punktiremden Elemente aus A, Fy, ..., F, die mit M* punktfremden. 7, (1 =1, ..., s)
sei die (nach III.1 eindeutig bestimmte) Ahnlichkeitsabbildung von Q(Z;) und Q'(E,)
aufeinander beziiglich A, durch die A (M¢ E,) und A (M'¢ E ) aufeinander abgebildet werden.
Dann bilden die Abbildungen 7#,, ..., %, und die Abbildungen F;« F; (fiir alle j =1, ..., %)
zusammen eine Ahnlichkeitsabbildung von Q und Q' aufeinander beziiglich A, durch die
A(M¢) und A(M'®) aufeinander abgebildet werden. Damit ist die Behauptung bewiesen.

2. Ein Ahnlichkeitskriterium

Liegen zwei Mannigfaltigkeiten M und M'*"! elementar beziiglich einer Zerlegung
A einer Mannigfaltigkeit M?, und gibt es eine Ahnlichkeitsabbildung % von A (M%) und
A(M'*) aufeinander beziiglich A, so folgt daraus im allgemeinen noch nicht, daB M%*
und M'*! einander dhnlich beziiglich A seien. Wird jedoch die zusitzliche Voraussetzung
gemacht, daB es in A (M%) kein 1-dim Element gebe, dessen beide Randpunkte in einem
und demselben Element aus A liegen, so folgt die Ahnlichkeit von M%" und M'*" aus der
Existenz von 7. Dieser Sachverhalt ist von entscheidender Bedeutung fiir die folgenden
Untersuchungen. Denn ist M? eine Normalfliche beziiglich @, so ist die genannte Zusatz-
bedingung fiir & (M?) stets erfillt. Wir beschrianken uns der Einfachheit halber auf die

Fille d =2 und 3, da wir im folgenden nur diese zu betrachten haben.

HiLFssaTz 3. A sei eine randireue Zerlegung einer Mannigfaltigheit M mit d =2
oder 3 in offene Raumelemente. M®™ und M'* seien zwes beziiglich A elementar liegende
Mannigfaltigkeiten in M®. Ferner gelie: Ist E? ein 2-dim Element aus A, und ist A eine
z-Komponente von M** E2, so liegen die beiden Randpunkte von Al wicht in einem und
demselben Element aus A. Dann folgt:

1. M und M’ sind einander dann und nur dann Ghnlich beziiglich A, wenn es eine
Ahnlichkeitsabbildung von A (M) und A(M'*?) aufeinander beziiglich A gibt.

I1. Aus I folgt: M und M’ sind einander dann und nur dann dhnlich beziiglich A,
wenn es eine eineindeutige Zuordnung zwischen den z-Komponenten von M*' und den z-
Komponenten von M’ so gibt, daB einander zugeordnete Komponenten einander dhnlich
beziiglich A sind.

Beweis. Es ist noch zu beweisen, daB M*™' und M %' einander dann beziiglich
A ihnlich sind, wenn es eine Ahnlichkeitsabbildung 5 von A (M®™') und A (M'*77)
aufeinander beziiglich A gibt. Die durch M ' bzw. M'*"* bewirkten Unterteilungen

von A seien Q bzw. Q.

1) Ist E? ein 2-dim Element aus A und M°~' E? nicht leer, so gilt: Die Elemente
aus A(E? seien Ei, .., E! und ¢, ...,q, so daB ¢, und ¢;,,; die Randpunkte von
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Tig. 6. £ mit den Kanten 4, B, ¢, @ und H aus M% L.

Bl sind (£=1, ..., ), wobei ge.1=¢, zu setzen ist. p sei die Orientierung von K, bei
der ¢, F3, ..., q5, Bt in der Reihenfolge ihrer Numerierung durchlaufen werden. Dann
gilt weiter:

1.1) In E} liegen je gleichviele Punkte pi, ..., pu; bzw. pis ..., piy, aus M1
bzw. M'®"%; dabei mogen diese Punkte in der Reihenfolge ihrer Numerierung (beziig-
lich ) in ! legen. Dann enthalten Q(Z!) und Q' (E}) je t;+1 1-dim Elemente
B, ..., Blyr, bzw. Eif, .., Bl .y, so daB py_; und py die Randpunkte von EY sind
und pi;_; und pj; die von B} (j=1, ..., -+ 1), wobei pio=plo=g¢; und Pity+1= Pit;+1=Gis1
zu setzen ist. Dabei bilden die Abbildungen E;}<EL, pircrpy (fir alle i=1, ..., s,
i=1,..,+1; k=0, ..., +1) zusammen eine Ahnlichkeitsabbildung von Q' (E?) und
Q(B?) aufeinander besiiglich A, die mit 7 (#?) bezeichnet wird.

1.2) Ist K' eine z-Komponente von M !E* mit den Randpunkten p,; und pg
@ k=1,...,8 j=1,..,8; I=1,....%), so ist 4=% und es gibt eine z-Komponente
K™ von M'*"'E?® mit den Randpunkten pj; und pj,.

Beweis: Die Bezeichnung sei so gewshlt, da8 k>4 ist. B, + ... +BL_; ist eine
abgeschlossene Kante X' oder die leere Menge, K1+ ... +E} 4+ El+ ...+ El; eine
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abgeschlossene Kante Y' oder die leere Menge (sie Fig. 6). Diejenigen z-Komponenten
von M%'E® die je einen in E} und je einen in E} liegenden Randpunkt besitzen,
seien Aj, ..., Az, wobei die Punkte A}E}, ..., ALE! im Sinne von u in der Reihen-
folge der Numerierung in Ei liegen mogen. Die z-Komponenten von M% 1 E?* die je
einen in E; und je einen in X! bzw. Y liegenden Randpunkt besitzen, seien Bi, ..., B}
bzw. C1, ..., O}, so daB die Punkte Bl B}, ..., B} B} baw. C1EL, ..., C}E! in der Reihen-
folge der Numerierung in E} liegen (vgl. Fig. 6). Die z-Komponenten von M? ! K2
die je einen in K} und je einen in X' bzw. ¥' liegenden Randpunkt besitzen, seien
schlieBlich 61, ..., G} bzw. Hi, ..., H} so daB ihre in E} liegenden Randpunkte in der
Reihenfolge der Numerierung in Ej, liegen. (Dabei kénnen, b, ¢, ¢ oder h gleich Null
sein.)

Da jede z-Komponente von M ! E? durch die Ahnlichkeitsabbildung # auf eine
z-Komponente von M'?"! E* abgebildet wird, besitzt M % ! E* genau g z-Komponenten
A, ..., A7, die je einen in E}! und je einen in E} liegenden Randpunkt besitzen;
dabei liegen (bei geeigneter Numerierung) A E}, ..., A E} in der Reihenfolge der
Numerierung in Ej. Entsprechend besitzt M %' E* b z-Komponenten By, ..., B;' und
¢ z-Komponenten C7', ..., C;', die je einen in E; und je einen in X' bzw. ¥* lie-
genden Randpunkt haben, sowie g z-Komponenten &7l ..., G5! wnd % z-Komponenten
Hi', ..., Hy, die je einen in E} und je einen in X' bzw. ¥* liegenden Randpunkt
besitzen. Die Punkte By B}, ..., Bl E! baw. O E}, ..., CLE! baw. G EL, ..., GLEL
bzw. H'EL, ..., H}' E% mogen dabei jeweils in der Reihenfolge der Numerierung in
E}! bzw. E} liegen.

Da die Randpunktpaare je zweier z-Komponenten von M% ! E? einander in K2
nicht trennen, gilt: Der Punkt O% EP ist gleich dem Punkt p;, (m=1, ..., ¢);
A Bl =piccu(u=1, ..., a), BiEl=picsiaro(v=1, ..., b), GuEi=puww=1, ..., g),
AV E =prgiasrw wnd HEEL=prgia.-(z=1, ..., k). Entsprechend ist A} B} =pic,a,
Al By =pigias1u usw. Damit ist K'=A} ., und die Kante 4;'; hat die fiir K'* ge-
forderten Eigenschaften, womit 1.2 bewiesen ist.

1.3) Die simtlichen z-Komponenten von M* ' E? seien K1, ..., K%, die von M'* ' E?
seien Ki', ..., K. Dabei 1Bt sich die Numerierung so wihlen, daB die Randpunkte
von Kn(m=1, ...,2) durch ¢ (E?) auf die von K% abgebildet werden. Dann bilden
die Abbildungen K, iK% (m=1, ..., 2) und die Abbildung ¢ (#?) zusammen eine iso-
morphe Abbildung, die mit & (E?) bezeichnet wird.

1.4) TIst F? eine z-Komponente von E>—M*', so gibt es genau eine z-Kompo-
nente F'? von E*— M%) so daB Q(F?) und Q' (F'%) durch & (E?) aufeinander abge-
bildet werden.
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Beweis: o) Durch 9 (E?) wird Q (F?) auf die Zerlegung Q' (S') einer 1-dim Sphére
S' abgebildet. S' berandet ein in E® liegendes offenes Flichenstiick F'2.

B) F'* ist mit M'?" punktfremd.

Beweis: Aus der Annahme, F'2 M %! gei nicht leer, folgt: In F'? liegt eine der
offenen Kanten K, wobei deren Randpunkte p’ und ¢’ in S' liegen. Durch 9 (E?)
werden p’ und ¢’ auf die Randpunkte p and ¢ von K}, abgebildet, wobei p und g
in F? liegen, wihrend K%, nicht in F? liegt. Daraus folgt, daB K% in F? liegt, und
dies steht im Widerspruch zu der Voraussetzung, daB F? mit M* ' punktfremd sei.
Also ist die Annahme falsch, und § ist damit bewiesen.

Aus o und f folgt 1.4.

1.5) Die z+ 1 z-Komponenten von E?— M%7 seien F%, ..., F2.,, die von E* M
seien Fi%, ..., F.%,. Dabei liBt sich die Numerierung so wihlen, dal Q(F?) und
Q (F® (=1, ...,2+1) durch ¢ (E*) aufeinander abgebildet werden. Dann bilden die
Abbildungen F;*<>F? und die Abbildung & (E*) zusammen eine Ahnlichkeitsabbildung
von Q' (E? und Q(E? aufeinander beziiglich A, die mit [ (£?) bezeichnet wird. Also
sind M'* ' E* und M% ' E? einander beziiglich A #hnlich.

2) Fir den Fall, daB d=3, E® ecin 3-dim Element aus A und M? ' E® nicht
leer ist, gilt:

Die in E® liegenden 2-dim Elemente aus A seien E%, ..., B2

2.1) Die Abbildungen { (E3), ...,  (EZ) bilden zusammen eine Ahnlichkeitsabbildung
von Q' (B%) und Q(F®) aufeinander beziiglich A, die mit ¢ (E®) bezeichnet wird.

2.2) Die siamtlichen z-Komponenten von M?'E® seien Zi, ..., Z%,. Dann gibt
es genau w z-Komponenten Zi% ..., Zn von M 'E? so daB (bei geeigneter Nume-
rierung) Q' (Z;?) und Q(Z3) (j=1, ..., w) durch 7 (E®) aufeinander abgebildet werden.
Die Abbildungen Z;%-Z7 und die Abbildung ¢ (£°) bilden zusammen eine isomorphe
Abbildung, die mit & (E®) bezeichnet wird.

2.3) Die w+ 1 z-Komponenten von E* — M ' seien R}, ..., R34, die von B* — M'%*
seien RB:%, ..., R:2,;. Dabei liBit sich die Numerierung so wihlen, daf Q' (R;®) und
QRY) (=1, ...,w+1) durch & (B*) aufeinander abgebildet werden. (Dies ergibt sich
analog zu 1.4 und 1.5.)

2.4) Die Abbildungen R R} und die Abbildung 9 (E®) bilden zusammen eine
isomorphe Abbildung von ' (&°) und Q (E°) aufeinander. Daraus folgt, dafl M ¢ ' K
und M* ' E?® einander beziiglich A idhnlich sind.

3) Aus 1.5 bzw. 2.4 folgt, daB M '** und M® ' einander beziiglich A &hnlich
sind. Damit ist die Behauptung bewiesen.

19 — 61173051, Acta mathematica. 105. Imprimé le 3 juillet 1961.



286 WOLFGANG HAKEN

FoLeERUNG 1. Ist E? ein F-Raumstick oder ein PF-, KF- oder K M- Fliichenstiick,
ist M% Yeine Mannigfaltigheit, die aus a paarweise miteinander punktfremden in E® liegenden
F-Normalflichenstiicken bzw. PF-, KF- oder KM-Normalkanten besteht, und ist M'*™" eine
weitere Mannigfaltigheit, die ebenfalls aus a miteinander punkifremden in E° liegenden
Normalflichenstiicken bzw. -Kanten besteht, so sind M® wund M einander dhnlich

beziiglich ©.

FoLGERUNG 2. Ist K® e¢in K-Raumstiick, ist M* eine Mannigfaltigkeit, die aus
paarweise miteinander punktfremden in K* liegenden K-Normalflichenstiicken besteht,
und ist M'% eine weitere Mannigfaltigheit, die ebenfalls aus paarweise miteinander punkt-
fremden K-Normalflichenstiicken in K® besteht, so sind M'® und M* einander dann und
nur dann ihnlich beziiglich @, wenn folgendes gilt: Ist G? ein in K? liegendes PK-Flichen-
stiick, so sind M*G? und M"G? einander dhnlich beziiglich ©.

3. P- und PK-Klassen

Wir wenden uns nun den P-Normalflichenstiicken und ihren Ahnlichkeitsklassen
beziiglich ®, den sogenannten P-Klassen, zu. Ist B eine P-Klasse und M? eine Normal-
fliche, so nennen wir die Anzahl der in M? liegenden Reprisentanten aus P die 5 ent-
sprechende P-Zahl von M?. Alle P-Zahlen von M2 bilden den sogenannten P-Zahlenvektor
von M2, Allgemeiner bezeichnen wir als einen P-Zahlenvektor jedes System von nicht-
negativen ganzen Zahlen, die den P-Klassen eineindeutig zugeordnet sind. Einen solchen
P-Zahlenvektor nennen wir ,,vertriglich’, wenn es eine Menge von P-Normalflichen-
stiicken so gibt, daB aus jeder P-Klasse %5, so viele Reprisentanten vorkommen, wie die
B, entsprechende Zahl angibt, und daf diese P-Normalflichenstiicke paarweise miteinander
punktfremd sind.

Die Ahnlichkeitsklasse eines P-Normalflichenstiickes P? ist durch die Ahnlichkeits-
klasse von P2 bestimmt. Es 1a8t sich zeigen, daB diese Ahnlichkeitsklasse wiederum be-
stimmt ist durch die in P? liegenden PK-Normalkanten. Die Ahnlichkeitsklassen der PK-
Normalkanten bezeichnen wir entsprechend als die PK-Klassen und definieren analog PK-
Zahlen, PK-Zahlenvektoren und die Vertraglichkeit von PK-Zahlenvektoren.

AnschlieBend an die Definitionen zeigen wir, daB es nur eine beschrinkte Anzahl von
PK-Klassen gibt, und daB sich stets entscheiden 1iBt, ob ein gegebener PK-Zahlenvektor

vertriglich sei.

DEFINITION 1. N sei eine PKF- oder PKM-Kante. N} sei eine von N} verschiedene
PKF- oder PKM-Kante. Dann bilden NI und Nj ein PK-Kantenpaar beziiglich ©, T,
wenn NI und N3 im Rande eines und desselben PK-Flichenstiickes liegen.
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DerixniTiON 2. Eine ®-Klasse, deren Reprisentanten PK-Normalkanten oder P-
Normalfldchenstiicke sind, heiflt eine PK- bzw. P-Klasse beziiglich 0, I.

DEerINITION 3. (N3, N3) sei ein PK-Kantenpaar, & sei eine PK-Klasse. Dann
entsprechen & und (N1, N3) einander, wenn ein Reprisentant aus & einen in N !} und einen
in N3 liegenden Randpunkt besitzt.

DEFINITION 4. M sei eine beziiglich @ elementar liegende Mannigfaltigkeit. 3 sei
eine P- oder PK-Klasse. Dann heif3t die Anzahl x der in M liegenden Reprisentanten aus
B die B entsprechende P- bzw. PK-Zahl von M.

DerinNiTION 5. B, ..., B, seien alle P-Klassen oder alle PK-Klassen beziiglich ©,
I'. Ein System p von nicht-negativen ganzen Zahlen z,, ..., z, mit einer eineindeutigen
Zuordnung dieser Zahlen zu den Klassen 3, ..., B, heiBt ein P- bzw. PK-Zahlenvekior
beziiglich @, I'. Insbesondere wird definiert:

I. Ist keine der Zahlen x;, ..., z, groBer als 1, so heiBt ¢ einfach.

I1. Sind alle Zahlen z;, ..., z, gleich Null, so heiBt 1 trivial.

III. Ist M eine Mannigfaltigkeit, so heiit y der P- bzw. PK-Zahlenvektor von M
beziiglich @, I', wenn #; die 3, entsprechende P- bzw. PK-Zahl von M ist (fiiralles = 1,...,s).

IV. Der triviale P- bzw. PK-Zahlenvektor wird als der P- bzw. PK-Zahlenvektor der
leeren Menge betrachtet.

V. Ist ¢ der P- bzw. PK-Zahlenvektor einer Mannigfaltigkeit M, und ist I die ©-
Klasse von M, so bezeichnen wir ¢ als den IR entsprechenden P- bzw. PK-Zahlenvektor

beziiglich ®, I und I als eine 1 entsprechende ©-Klasse.

DerFINITION 6. Sind ¢ = (2, ..., &) und § = (y5, ..., y,) zwei P- bzw. PK-Zahlenvek-
toren, so daf z; und y,; der P- bzw. PK-Klasse B, zugeordnet sind (fiir alle 1 =1, ..., s),
so bedeutet die Summe ¢+ 1 den Vektor (x; +yy, ..., z, +¥,} mit der Zuordnung von
z; +y; zu P,

DerIiNiTION 7. Ein P- oder PK-Zahlenvektor ¢ heif3t vertriglich, wenn es eine Summe
S von paarweise miteinander punktfremden P-Normalflichenstiicken bzw. PK-Normal-
kanten gibt, so da8 y der P- bzw. PK-Zahlenvektor von S ist.

ForeeErUNG 1. Sind 1, und t, 2wei P- oder PK-Zahlenvektoren, und ist g, -+ r, ver-

traglich, so sind auch t, und y, selbst vertriglich.

FoLeerUNG 2. Sind M, und M, zwei miteinander punktfremde und beziiglich O ele-
mentar liegende Mannigfaltigheiten, und sind 1, und 1, die P- oder die PK-Zahlenvektoren von
M, bzw. M, so ist 1y + 1, der P- bzw. PK-Zahlenvektor von M, -+~ M,.
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ForeErUNG 3. Ist M2 eine Normalfliche, so sind der P- und der PK-Zahlenvektor

von M2 nicht trivial.

Sartz 2. Es gibt endlich viele PK-Klassen, und zwar gili: Zu jeder PK-Klasse gibt es
genau ein entsprechendes PK-Kantenpaar, und wmgekehrt gibt es zu jedem PK-Kantenpaar

genau eine entsprechende PK-Klasse.

Sarz 3. Es lift sich entscheiden, ob ein gegebener PK-Zahlenvektor t vertrdglich sei.
Und zwar gilt:

Sind &, ..., &, die (nach Satz 2 endlich vielen) PK-Klassen, sind I1,, ..., 11, die diesen
entsprechenden PK-Kantenpaare und x,, ..., %, die entsprechenden Komponenten von iy, so
ist ¢ dann und nur dann vertriglich, wenn folgendes gilt: Liegen die Kanten zweier Paare
I1; und II; (¢, =1, ..., 8) tm Rande eines und desselben PK-Flichenstiickes G?, sind diese
vier Kanten paarweise voneinander verschieden, und trennen die Paare 11, und 11, einander

in G2, so ist mindestens eine der Zahlen x,, %; gleich Null.

Beweis.

1) Ist die genannte Bedingung nicht erfiillt, so gibt es zwei Kantenpaare 1I,, II;, so
daB8 die vier Kanten aus II, und II; paarweise voneinander verschieden sind, im Rande
eines PK-Flichenstiickes G2 liegen und so daB I, und II; einander in G* trennen und z;
und z; von Null verschieden sind. Dann ist ¢ nicht vertréglich, da es keine miteinander
punktfremden II, und II; entsprechenden PK-Normalkanten gibt.

2) Ist die genannte Bedingung erfiillt, so ist ¢ vertréglich.

Beweis:

2.1) G2 sei ein PK-Flichenstiick. N}, ..., N} seien die in G2 liegenden PKF- und
PKM-Kanten, so daB sie im Sinne einer gegebenen Orientierung u von G in der Reihen-
folge ihrer Numerierung durchlaufen werden. Ist &; (i =1, ..., s) diejenige PK-Klasge, die
dem PK-Kantenpaar (N}, N%) (j, k=1, ..., v) entspricht, so wird z; mit g;. bezeichnet.
Dann gibt es in G eine Summe S (G?) von paarweise miteinander punktfremden PK-

Normalkanten

G}f—!-l,ly LR Gjl'j+1,gj]~+17 seey G}v,l: [ER¥} G]l'v.ija

G 10,1, oo G%~lv,gu_1v7
so daB Gh.1 (I=1, ...,¢;) einen in N} und einen in N} liegenden Randpunkt besitzt.
Beweis: Jede Kante N7 liBt sich durch v —2 Punkte in v—1 offene Teilkanten
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E}; 1, Ejjs, ..., B}y, B}, Ejy 1, ..., B}y zerlegen, so daBl diese Kanten im Sinne der

Orientierung 4 in der angebenen Reichenfolge durchlaufen werden (siehe Fig. 7). In
jeder Kante E}; lassen sich nun g, Punkte py 4, ..., pir. oy, Buszeichnen (fiir g;, =0
also Null Punkte), so daB folgendes gilt: Ist k>j, so werden die Punkte im Sinne
von g in der Reihenfolge ihrer Numerierung durchlaufen, ist k<j, so werden sie in
der entgegengesetzten Reihenfolge durchlaufen. Dann trennen je zwei der Punktepaare
(P, 1> Pi.1) (fur alle §, k=1, ...,v mit > und I=1, ..., g;) einander in G* nicht, und
es gibt daher in G® paarweise miteinander punktfremde PK-Normalkanten G}, mit
G}k_l=pjk_z+pk,~_,. Damit ist 2.1 bewiesen.

2.2) G, ..., G2 seien die PK-Flichenstiicke aus @. Dann ist § =8 (G%) + ... +8(G2)
eine Summe von paarweise miteinander punktfremden PK-Normalkanten, so dall ¢ der
PK.-Zahlenvektor von § ist. Damit ist Nr. 2 bewiesen.

Mit Nr. 1 und 3 ist Satz 3 bewiesen.

4. Die PK-Gleichungen

Besteht eine Mannigfaltigkeit S2 aus paarweise miteinander punktfremden P-Normal-
flichenstiicken, so gilt notwendig folgende Beziehung: Ist H? ein PF-Flichenstiick, und
sind N} und N} die beiden in H? liegenden PKF-Kanten, so schneidet 82 N} und N} in je
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gleichvielen Punkten. Diese Beziehung ist gleichbedeutend damit, daf die PK-Zahlen von
82 ein homogenes lineares Gleichungssystem, die sogenannten PK-Gleichungen, erfiillen.
Ist umgekehrt eine nicht-negativ-ganzzahlige Losung der PK-Gleichungen gegeben, so
entspricht dieser hochstens eine ®-Klasse von Mannigfaltigkeiten der genannten Art.
Dies ist der Inhalt des nichsten zu beweisenden Hilfssatzes. Er ermoglicht es uns, zwei
Sétze abzuleiten: Erstens, da es nur eine beschrinkte Anzahl von P-Klassen gibt, und
zweitens, daf} sich bei einem gegebenen P-Zahlenvektor stets entscheiden laft, ob er ver-

traglich sei.

DEFINITION. &,, ..., ®, seien alle PK-Klassen, Nj,..., N} alle PKF-Kanten.
f; sei gleich 1, wenn ein Reprisentant aus &; einen in N} liegenden Randpunkt be-
sitzt (¢=1,...,s j=1,...,¢), anderenfalls sei f;=0. g5 (j,k=1,...,¢) sei gleich 1,
wenn j+k ist und es ein PF-Flichenstiick H? gibt, so daB N} und Ni in H? liegen,

anderenfalls sei g;,=0. Dann heit das homogene lineare Gleichungssystem
2. (fiy—fu) a2 =0 fiir alle j, k=1, ...t
i-1

mit einer Zuordnung von x; zu &, (i=1, ..., s) das PK-GQleichungssystem beziiglich O, I'.

Hivrssarz 4.

1. 82 sei esne Summe von (endlich vielen) paarweise miteinander punktfremden P-Normal-
flichenstiicken, S sei die ©-Klasse von S2. Dann gibt es genau etne S entsprechende nicht-
triviale vertrigliche Losung der PK-Gleichungen.

1. Umgekehrt sei § eine nichitriviale vertrigliche Lisung der PK-Gleichungen. Dann
gibt es hichstens eine ¢ entsprechende @-Klasse S, deren Reprisentanten Summen von paar-
weise miteinander punktfremden P-Normalflichensticken sind, und es laft sich feststellen,

ob es eine derartige ©-Klasse gebe.

Beweis. 1) Die (nach Satz 2 endlich vielen) PK-Klassen seien &, ..., ®,, die PKF-
Kanten aus @ seien N1, ..., N}. Es lassen sich Zahlen fiund gj (¢ =1, ..., 8,5, k=1, ..., 1)
bestimmen, so daB} die in der letzten Definition genannten Beziehungen gelten.

2) Bewets von 1.

2.1) Der PK-Zahlenvektor von S2 sei r, die &; entsprechende PK-Zahl von S2 sei
z (i=1, ..., 3).

2.2) Ist 8’2 zu S2 ihnlich beziiglich 0, so ist der PK-Zahlenvektor von §’2 ebenfalls
gleich 1.

8

2.3) ¢ erfiillt die Gleichungen > (fy—fir)gi®: =0 (J, k=1, ..., §).
=1
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Beweis: Fiir g,; =0 ist nichts zu beweisen. Ist g;x =1, so gilt: N} und N} liegen im
Rande eines PF-Flichenstiickes H2. Daher bestehen 82 N} und S2 N} aus je gleichvielen:

Punkten, d.h. die Anzahlen Y f;z; und 2 fiz2; sind einander gleich, womit 2.3 be-
{=1 i=1

wiesen ist. ,
Aus 2.1, 2.2 und 2.3 folgt 1.
3) Beweis von II. Die &, entsprechende Komponente von ¢ sei #,. Dann gilt:
3.1) Es 148t sich feststellen, ob es eine Summe S? von paarweise miteinander punkt-

fremden P-Normalflichenstiicken gebe, so daBl ¢ der PK-Zahlenvektor von S? ist.

Beweis:

3.1.1) Es gibt eine Summe A! von paarweise miteinander punktiremden PK-Normal-
kanten, so daBl ¢ der PK-Zahlenvektor von A1 ist. ;

3.1.2) Ist H® ein PF-Flichenstiick, so gilt: Die in H? liegenden PKF-Kanten
seien Nf und Nj. In N} und N} liegen je gleichviele Randpunkte von A4', da wegen

g =1 die Anzahlen

M-

; foxz und 2 fix

i=1
einander gleich sind. Es gibt also in H? eine Summe B (H?) von paarweise mit-
einander punktfremden PF-Normalkanten, so dap B (H?) =A' N}+ A' N}, ist.

3.1.3) Pi, ..., P> seien die P-Raumstiicke, J?, ..., J2 die PM-Flichenstiicke und
Hi, ..., H:, die PF-Flichenstiicke aus @. Dann ist 4+ B (H?) + ... + B (H%) eine 1-dim
t-Mannigfaltigkeit K in der Mannigfaltigkeit Q%= (P}+ ...+ P3)—(J3+ ... +J%), und
r ist der PK-Zahlenvektor von K'. Die z-Komponenten von K' seien Kj, ..., K;.
Dann gilt: |

o) Gilt fiir alle j=1,...,t und I=1,...,a, daB N!K{ entweder leer oder ein
einzelner Punkt sei, so gibt es eine Mannigfaltigkeit S* mit den geforderten Eigen-

schaften.

Beweis: Ist J® ein PM-Flichenstiick, so gilt: Die z-Komponenten von K', die
berandet sind und deren Randpunkte in J? liegen, seien K, , ..., K}, Da die Randpunkt-
paare je zweier Kanten Kj, , K., (9,h=1,...,b) einander in J* nicht trennen, gibt
es in J? b paarweise miteinander punktfremde PM-Normalkanten Li, ..., L}, so daB
L;=K3, ist. Die Summe L}+...+ L} wird mit S (J% bezeichnet.

St=K'+ 8N+ ... +8(J}) ist eine Mannigfaltigkeit, deren z-Komponenten a
1-dim Sphiren Sj, ..., Si sind, die in den Réindern der P-Raumstiicke liegen. In den

abgeschlossenen Hiillen der P-Raumstiicke gibt es daher (nach Hilfssatz 1) a paar-



292 WOLFGANG HAKEN

weise miteinander punktfremde P-Normalflichenstiicke P3, ..., P%, so daB P%=8} ist.
Der PK-Zahlenvektor von S%2=P}+ ... + P2 ist gleich r. Damit ist & bewiesen.

B) Gibt es eine PKF-Kante N; und eine Komponente Kj, so daB N; K] mehr
als einen Punkt enthilt, so gibt es keine Mannigfaltigkeit 8* mit den geforderten
Eigenschaften.

Beweis: f.1) Kt sei eine beliebige 1-dim t-Mannigfaltigkeit in ¢? mit den K! ent-
sprechenden Eigenschaften:

a. Ist G2 ein PK-Flichenstiick, so ist jede z-Komponente von K'1G? eine PK-Normal-
kante.

b. Ist H2 ein PF-Flichenstiick, so ist jede z-Komponente von K’ H? eine PF-Normal-
kante.

¢. Ist R? ein PR-Flichenstiick, so ist K'1R2 leer.

d. Der PK-Zahlenvektor von K'! ist gleich 1.

Dann besitzt K'! eine zu K} beziiglich ® dhnliche z-Komponente K;*, so daB N} K’}
mehr als einen Punkt enthélt.

Beweis: Ist G2 ein PK-Flichenstiick, so sind K32 und K''G? einander dhnlich
beziiglich @, wie aus Hilfssatz 3,11 folgt. — Ist H? ein PF-Flidchenstiick, so bestehen
K'H? und K\ H? aus je gleichvielen PF-Normalkanten und sind einander daher beziig-
lich ® &hnlich. Daraus folgt 8.1.

f.2) Aus der Annahme, §? sei eine Summe von P-Normalfldchenstiicken und besitze
den PK-Zahlenvektor , folgt: S2Q2 ist eine 1-dim t-Mannigfaltigkeit in @2 mit den unter
B.1 fir K'* genannten Eigenschaften a, b, ¢ und d. Also gibt es eine z-Komponente von
Sz @2, die mehr als einen Punkt aus N} enthilt. Dies steht im Widerspruch zu der Annahme,
daB die z-Kompdnenten von §2 P-Normalfldchenstiicke seien. Also ist die Annahme falsch
und g bewiesen.

Mit 3.1.1, 3.1.2 und 3.1.3 & und S ist 3.1 bewiesen.

3.2) Sind 82 und 82 zwei Summen von paarweise miteinander punktfremden P-
Normalflichenstiicken, so dal ¢ der PK-Zahlenvektor von §2 und von 8’2 ist, so sind 8%
und 8’2 einander dhnlich beziiglich ©.

Beweis:

3.2.1) Ist @2 ein PK-Flichenstiick, so sind $2G? und 8'2G* einander dhnlich beziiglich
©® (wie aus Hilfssatz 3, II folgt).

3.2.2) Ist H2 ein PF-Flichenstiick, so sind S22 und 8"2H? einander édhnlich beziiglich
© (da sie aus je gleichvielen PF-Normalkanten bestehen).

3.2.3) Ist J2 ein PM-Flichenstiick, so sind S2J2 und &’2J2 einander &hnlich beziig-
lich ©.



THEORIE DER NORMALFLACHEN 293

Beweis: N1, ..., Ny seien die in J? liegenden PM-Kanten. Das J* im Rand ent-
haltende P-Raumstiick sei P?. Da S%(P®—J2) und 8% (P®—J?% einander nach 3.2.1
und 3.2.2 beziigich ® &hnlich sind, gibt es (nach Hilfssatz 3, II) eine eineindeutige
Zuordnung zwischen den z-Komponenten K1, ..., K} von S2 (P®—J?%) und den z-Kompo-
nenten Ki', ..., K;' von 8%(P?—J%), so daBi (bei geeigneter Numerierung) K;*, und K}
einander beziiglich ® &hnlich sind (I=1,...,v). Bei geeigneter Numerierung sind
Kj, ..., K}, und entsprechend K7, ..., K} die berandeten unter den Komponenten K;
und K;'. Die Randpunkte von K% (m=1, ..., w) seien p,, und ¢,, die von K, pn und
gm. Dann liegen (bei geeigneter Bezeichnung) p,, und p;, in einer und derselben Kante
Ni.» 4n und gn in einer und derselben Kante N (im, jn=1, ..., u), wobei i,=j, ist.
S82J? besteht damit aus w paarweise miteinander punktfremden PM-Normalkanten
14, ..., L, so daB p, und ¢, die Randpunkte von L, sind; entsprechend besteht S'2.J2
aus w PM-Normalkanten L{', ..., Ly, so da8 p}, und g,, die Randpunkte von L, sind. Also
bilden die Abbildungen LYo Ly, ppoqn und gnorqy (fir alle m=1, ..., w) zusammen
eine Ahnlichkeitsabbildung von @ ($2J?%) und O (8% J?) aufeinander beziiglich ®. Dar-
aus folgt 3.2.3 nach Hilfssatz 3, 1.

3.24) Ist P® ein P-Raumstiick, so sind S2P? und 82 P? einander #hnlich be-
ziiglich ©.

Beweis: Es gibt nach 3.2.1, 3.2.2, 3.2.3 eine eineindeutige Zuordnung zwischen den
z-Komponenten Zi, ..., Z, von 82P3 und den z-Komponenten Z, ..., Z;} von 8’2 %,
so daB (bei geeigneter Numerierung) Z; und Z;' einander beziiglich @ #hnlich sind
(I=1,...,u). Dabei sei « die Ahnlichkeitsabbildung von © (Z}) und O (Z;') aufein-
ander beziiglich @. Z} berandet eine z-Komponente @f von S%P? Z* eine z-Kompo-
nente @ von §'2P% Dann bilden die Abbildungen o, ..., o, und die Abbildungen

QP> Q> zusammen eine Ahnlichkeitsabbildung von © (82 P%) und @ (82 P?) aufeinander
beziiglich ®. Daraus folgt 3.2.4 nach Hilfssatz 3, I.

3.2.5) Die P-Raumstiicke aus © seien Pj, ..., P3. Aus 3.2.4 folgt, dap S* und
S® einander beziiglich © (P;+ ...+ P%), also auch beziiglich ©, #dhnlich sind. Damit
ist 3.2 bewiesen.

Aus 3.1 und 3.2 folgt II.

Sarz 4. Es gibt nur endlich viele P-Klassen, und zwar gilt:

1. Ist P eine P-Klasse, so gibt es genau eine P entsprechende einfache vertrigliche
Losung der PK-Gleichungen.

II. Ist umgekehrt ¢ eine der endlich vielen einfachen vertréglichen Lisungen der PK-
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leichungen, so gibt es nach Hilfssatz 4, I1 hochstens eine ¢ entsprechende P-Klasse, und es
lipt sich feststellen, ob dies der Fall sei.

Beweis. Nach Hilfssatz 4, T gibt es genau eine %5 entsprechende vertriigliche Losung
der PK-Gleichungen. Dabei ist 1 einfach, da ein Reprisentant aus 95 héchstens einen
Repriisentanten aus einer und derselben PK-Klasse im Rand enthalten kann. Damit ist
I bewiesen. II folgt unmittelbar aus Hilfssatz 4,I1.

Sarz 5. Es laft sich entscheiden, ob ein gegebener P-Zahlenvektor y vertrdglich sei.

Beweis. 1) Die (nach Satz 4 endlich vielen) P-Klassen seien B, ..., %, die
(nach Satz 2 endlich vielen) PK-Klassen ®&,, ...,®, Die %, ..., B, entsprechenden
Komponenten von ¢ seien z, ...,%, Es lassen sich Zahlen a,; (fiir alle 1=1, ..., s;
j=1, ...,8) bestimmen, so daBl a;=1 ist, wenn die Reprisentanten aus %; Reprisen-

tanten aus ®&; im Rande enthalten, und gleich Null, wenn dies nicht der Fall ist.
s S

Dann bilden die Zahlen y,= > @y, @, ..., y:= 2. 6y a; mit einer Zuordnung zu &,, ..., &,

=1 i=1

einen PK-Zahlenvektor .

2) Ist Yy keine vertrigliche Losung der PK-Gleichungen (woriiber sich nach Satz 3
entscheiden 1dBt), so ist nach Hilfssatz 4,I auch y nicht vertréglich.

3) Ist 1) eine vertrégliche Losung der PK-Gleichungen, so 148t sich nach Hilfssatz 4,11
feststellen, ob es eine ) entsprechende ®-Klasse & gebe, deren Reprisentanten P-Normal-
flichenstiicke sind. Dabei gilt:

3.1) Gibt es keine ©-Klasse S mit den genannten Eigenschaften, so ist ¢ nicht ver-
traglich.

3.2) Gibt es eine ®-Klasse © mit den genannten Eigenschaften, und ist S2 ein Repri-
sentant aus &, so gilt: ¢ ist dann und nur dann vertriglich, wenn der P-Zahlenvektor von
S gleich g ist. /

Beweis: Ist ¢ der P-Zahlenvektor von 82, so ist g I;er Definition vertriglich. Ist der
P-Zahlenvektor von S2 von g verschieden, so folgt aus der Annahme, es gibe eine Summe
§’% von paarweise miteinander punktfremden P-Normalflichenstiicken mit dem P-Zahlen-
vektor p: Der PK-Zahlenvektor von S'2 ist gleich 1), also ist nach Hilfssatz 4,IT 82 zu §?
dhnlich beziiglich @. Also ist r auch der P-Zahlenvektor von S2. Dies steht im Wider-
spruch zur Voraussetzung. Also ist die Annahme falsch.

Insgesamt ist damit 3.2 bewiesen.

Mit Nr. 2, 3.1 und 3.2 ist Satz 5 bewiesen.
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5. Die P-Gleichungen

Ist M? eine Normalfliche, so gilt folgendes: Ist K? ein K-Raumstiick, und sind e
und G} die beiden in K3 liegenden PK-Flichenstiicke, so enthilt jede z-Komponente von
M2 K3 genau eine z-Komponente von M2 @ und genau eine z-Komponente von M2G3 im
Rande. Diese Beziehung lifit sich auch so ausdriicken, dafl die P-Zahlen von M? ein
homogenes lineares Gleichungssystem erfilllen, das wir analog zu den PK-Gleichungen als
das System der P-Gleichungen bezeichnen. Umgekehrt LiBt sich zeigen, dal} jeder ver-
traglichen Losung der P-Gleichungen genau eine @-Klasse von Normalflichen entspricht.
Diese eineindeutige Zuordnung zwischen ®-Klassen von Normalflichen und vertriaglichen
Lésungen der P-Gleichungen stellt das hauptsidchliche Ergebnis dieses Kapitels dar.

Wir stellen nun die P-Gleichungen auf, beweisen dann einen Hilfssatz iiber 1-dim

Mannigfaltigkeiten in Kreisringen und anschlieBend den angekiindigten Zuordnungssatz.

DeriniTioN. 3, ..., B, seien alle P-Klassen, §,, ..., ®, alle PK-Klassen. I1,, ..., II,
seien die &, ..., &, entsprechenden PK-Kantenpaare. Dann heifit das homogene lineare
Gleichungssystem
(aij—a,-k)bjkx;=0 flir a/lle j, k:1, ...,t

T

i

mit einer Zuordnung von x; zu PB; (fiir alle ¢ =1, ..., s) das P-Gleichungssystem beziiglich
@, ', wenn folgendes gilt: a;; ist gleich 1, wenn die Reprisentanten aus TP5; je einen
Reprisentanten aus &, im Rande enthalten, anderenfalls ist a; =0. by, ist gleich 1,
wenn j=+k ist, und wenn es im Rande eines K-Raumstiickes ein KF-Flachenstiick
H? und ein KF- oder KM-Flichenstiick H2 gibt, so dafl in H? und in H3 genau je

eine Kante aus II; und genau je eine Kante aus Il, liegen, anderenfalls ist b, =0.

HiLrssatz 5. Bin offener Kreisring R® sei randiveu zerlegt in offene Flichenstiicke
Al ..., A (s>2) und offene Kanten A3, ..., A%, so daff A2R*=A}+ A}, ist (5=1,...,s,
wobet A5,y = A7 2u setzen ist. Siche Fig. 8 a). In R? liege eine 1-dim Mannigfaltigheit
M" mit folgenden Eigenschaften: M*A? ist entweder leer, oder jede z-Komponente von
M A} ist eine in A? transversal liegende Kange, deren beide Randpunkte nicht in einer

und derselben Kante A} oder Al., liegen. M sei zusammenhingend. Dann folgt:

1. Ist M" eine 1-dim Sphire, so bestehen M*A? und M A} aus genau je einer
z-Komponente (siehe Fig. 8 b).

II. Ist M* eine abgeschlossene Kante, deren beide Randpunkte in einer und derselben
z-Komponente von R? liegen, so gilt bei geeigneter Numerierung der Al und A} M* lift
sich zerlegen in offene Kanten K3, ...,Ki mit t zwischen 1 und s+1 und Punkte
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A

7

a. A% und A in B2, b. M?* als 1.dim Sphire.
c.l.z=1. c.2.t=3. c3.i=5=g+1.

c. M? als abgeschlossene Kante.

Fig. 8. R? fiir ¢ = 4, (M?* gestrichelt eingezeichnet).

D1 o> D1, SO daf p; und p;y die Randpunkte von K} sind (j=1, ...,t) und so daf
folgendes gilt (siehe Fig. 8c): K; ist eine z-Komponente von M' A5, wobei AZ,,= A%
zu selzen ist; p, (k=2,...,t) ist gleich M*A}L; p, und pi.y liegen in A% R? baw. A7 R2.

Beweis. 1) Die beiden R? berandenden 1-dim Sphéren seien S' und S*!. Fiir den
Fall, daBB M' berandet ist, sei die Bezeichnung so gewiihlt, daB die Randpunkte
von M' in 8! liegen. A sei die Zerlegung von R? in die Elemente A}, 4}, (47 8")°,
(A28*Y°, (4} S') und (418*) (=1, ...,5).

Ist M* berandet, so besteht A (M') aus offenen Kanten Kj, ..., K} (t>0) und
Punkten p,, ..., pis1, so daB p; und p;,; die Randpunkte von K} sind (j=1, ...,¢).

Ist M' nicht berandet, so besteht A (M') aus offenen Kanten K3, ..., K} und
Punkten p,, ..., so daf p; und p;,, die Randpunkte von K] sind, wenn p;.1=1p,
gesetzt wird.
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Fig. 9. R’ (schraffiert) in B2 fur s=4.

2) Die Numerierung der Elemente 42, A} 14Bt sich so wihlen, daf K} in A2
liegt und, falls ¢>1 ist, p, in Al liegt. Dann gilt: K; liegt in A%(j), wenn k(j)=j
modulo s und 1<k(j)<s ist; entsprechend liegt p, in A}g).

3) M* A} besteht aus héchstens einem Punkt.

Beweis: Aus der Annahme, M'A} bestiinde aus mehreren Punkten, folgt: In A3
liegen die Punkte p, und ;.. p, und p;,2 beranden in A} eine offene Kante A"
(siche Fig. 9). Die Mannigfaltigkeit S8 =K+ ...+ Ki 4+ A" ist eine 1-dim Sphire,
so daB S-S in R? einen offenen Kreisring R'> berandet (siche Fig. 9). Da nun
K;,» in R™ liegt, K} aber in B*>— R'? liegen nicht alle Kanten K:,s Ki.s, ..., Ki in
R, sondern es gibt eine Zahl I zwischen s-+3 und ¢, so daB Ko, ..., K, in R
liegen und K| in R?— R’ liegt. Damit liegt p, in A’%, also K} ; in A Daraus folgt,
daB p;-; in A; liegt und p, in A3 Dies steht im Widerspruch zu Nr. 2. Also ist die
Annahme falsch, womit Nr. 3 bewiesen ist.

4) Ist M" eine 1-dim Sphire, so ist ¢=0 modulo s (da K} in A2 liegt) und nach
Nr. 3 t<s+2. Also ist {=s. Daraus und aus Nr. 2 folgt Teil I der Behauptung.

Ist M' berandet, so ist ebenfalls {<s-2. Daraus und aus Nr. 2 folgt Teil II.
Damit ist Hilfssatz 5 bewiesen. '
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Haverrsarz 2 (Zuordnungssatz fiir Normalflichenklassen).

1. Ist M? eine Normalfliche, und ist MM die O-Klasse von M?, so gibt es genaw
einen M entsprechenden P-Zahlenvektor ¢. Dabet st T eine nichttriviale vertrigliche Losung

der P-Gleichungen.

II. Ist umgekehrt T eine beliebige nichttriviale vertrigliche Losung der P-Gleichungen,
so gibt es genaw eime ¥ entsprechende ©-Klasse IR, deren Reprdsentanten Normalfldchen

sind.

Beweis. 1) Die (nach Satz 4 endlich vielen) P-Klassen seien P, ..., P,, die (nach
Satz 2 endlich vielen) PK-Klassen seien ®,, ..., &, und die &, ..., &, nach Satz 2
eineindeutig entsprechenden PK-Kantenpaare IIj, ..., II,. Dann lassen sich Zahlen a;
und by, (fiir alle =1, ...,s und §, k=1, ...,t) bestimmen, so dal die in der letzten

Definition genannten Beziehungen gelten.

2) Beweis von Teil I.
2.1) Der P-Zahlenvektor von M? sei t, die ; entsprechende P-Zahl von M2

gsei x; (1=1, ..., 8).

2.2) Ist M'® zu M? éhnlich beziiglich ©, so ist der P-Zahlenvektor von M'
ebenfalls gleich .

2.3) ¢ erfiillt die Gleichungen 21 (@ — @) byt = 0.

Beweis: Fir den Fall b, =0 ist nichts zu beweisen. Ist by =1, so gilt: Es gibt
ein K-Raumstiick K® und zwei in K® liegende Flichenstiicke HF und H3 aus O, so
daB II, aus einer in I} liegenden PKF- bzw. PKM-Kante Ni und einer in H: lie-
genden PKF- bzw. PKM-Kante N; besteht, und so daB II, entsprechend aus einer in
H? liegenden Kante N3* und einer in Hj liegenden Kante N3’ besteht. Es gibt daher
eine eineindeutige Zuordnung zwischen den in M” liegenden Reprisentanten aus
®; und den in M? liegenden Reprisentanten aus &, so dall einander zugeordnete
Reprisentanten im Rande eines und desselben K-Normalflichenstiickes aus MEK®

liegen. Also sind die Anzahlen
s S
2 5% wnd D ap
151 =1

dieser Repriisentanten einander gleich, womit 2.3 bewiesen ist.
Aus 2.1, 2.2 und 2.3 folgt I.
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Fig. 10. Ebenes Bild von K? mit den Kanten @ und G*'. (Das unendliche Gebiet stellt G*2 dar.)

3) Beweis von Teil 1I. Die 3, entsprechende Komponente von ¢ sei #;. Dann gilt:

3.1) Es gibt eine Normalfliche M*® deren P-Zahlenvektor i ist.

Beweis: 3.1.1) Es gibt eine Summe S? von paarweise miteinander punktfremden
P-Normalflichenstiicken, deren P-Zahlenvektor 1 ist. Ist ©® ein PK- oder PF-Flichen-
stitck, so wird 8?@Q* mit M (Q?) bezeichnet.

3.1.2) Ist K* ein K-Raumstiick, so gilt: G* und G*? seien die in K® liegenden
PK-Flichenstiicke, HZ, ..., H: die in K® liegenden KF- und KM-Flichenstiicke.
Ni, ..., NY und NP, ..., N%! seien die in G2 bzw. in G*2 liegenden PKF- bzw. PKM.-
Kanten aus HZ, ..., H%. Dann gilt (vgl. Fig. 10):

«) w sei eine Hilfsorientierung in ®. Es gibt eine eineindeutige Zuordnung ¢
zwischen den z-Komponenten von M (G*) und den z-Komponenten von M (G*?), so
daB folgendes gilt: Ist G" eine z-Komponente von M (G%) mit den Randpunkten p und
q (siche Fig. 10), so daB p der beziiglich w I-te Punkt von S* in N} und ¢ der m-te
Punkt von 8% in Ny ist (f, g=1, ..., u), so ist G* durch { eine Komponente G*' mit
den Randpunkten p* und ¢* zugeordnet, so daB p* der Il-te Punkt von &% in N7*
ist und ¢* der m-te Punkt von 8% in N}
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Beweis: M (G?) und M (G*?) sei nicht leer.

a.1) Es gibt eine semilineare Abbildung A von G? und G** aufeinander, so daB
N. auf N} abgebildet wird (fiir alle z=1, ..., w) und der Anfangspunkt von N ! be-
ziglich w auf den Anfangspunkt von N3'. Durch A wird M (G®) auf eine Mannig-
faltigkeit M'* in G** abgebildet, so daB folgendes gilt: Ist G eine z-Komponente von
M (G®) mit den Randpunkten p und ¢, so daB p der l-te Punkt von S% in N} ist
und ¢ der m-te Punkt von S® in N, so wird G* durch A auf eine z-Komponente G
von M'" mit den Randpunkten p’ und ¢’ abgebildet, so daB p’ der I-te Punkt von
M'" in N7 ist und ¢’ der m-te Punkt von M in N}

«.2) M"™ und M (G*?) sind einander dhnlich beziiglich ®, es gibt also eine Ahn-
lichkeitsabbildung # beziiglich @ zwischen der durch M'* und der durch M (G*?) be-
wirkten Unterteilung von © (G*%), durch die @ (M) und O (M (G*?)) aufeinander ab-
gebildet werden.

Beweis: ©; sei eine beliebige PK-Klasse, deren Reprisentanten in G*? liegen. II,
besteht dann aus zwei Kanten N¥' und N%¥ (v, w=1, ..., u). Enteprechend bilden die
Kanten N; und N}, ein Paar II,. Dann liegen in &% je gleich viele Reprisentanten

aus &, und @,, da wegen b, =1

M

s
Qi Xy = z; Qg X
iZ

i=1

ist. Durch A werden die in 82 liegenden Reprisentanten aus &, (und nur diese) auf
die in M™ liegenden Reprisentanten aus &; abgebildet. Also liegen in M (G*%) und
in M'? je gleichviele Reprisentanten aus @),. Daraus folgt «.2 nach Hilfssatz 3, II.

0.3) Aus A und % ergibt sich eine Zuordnung ¢ mit den geforderten Eigenschaften.

Damit ist o bewiesen.

B) S>N} und S*N}* (f=1, ..., u) bestehen aus je gleichvielen Punkten ps, ..., Pry
bzw. pfi, ..., Pfo; Wobei diese in der Reihenfolge ihrer Numerierung in N} bzw. N7
liegen mogen. In H? gibt es v, paarweise miteinander punktfremde KF- bzw. KM-
Normalkanten E},, ..., B}, so daB py und pfy (h=1, ...,v) die Randpunkte von Ej,
sind, da die Punktepaare (p1, p1); ..., (Psy> Dfo,) einander in H7 nicht trennen. By + ... + Ky,
wird mit M (H?) bezeichnet.

v) M (G%+ M (G**)+ > M (H7) ist entweder leer oder besteht aus paarweise mit-
~A

einander punktfremden 1-dim Sphiren, deren jede genau eine PK-Normalkante aus
G? und genau eine aus G*? enthilt. In K® gibt es daher (nach Hilfssatz 1) eine Menge
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M (K?), die entweder leer ist oder aus paarweise miteinander punktfremden K-Normal-
flichenstiicken besteht, so daB 7 (K®) = M (G%) + M (G*%) + leM (H7) ist.

3.1.3) Ist F?® ein F-Raumstiick, so gilt: H%, ..., H% seien die in F® liegenden PF-
und KF-Flichenstiicke, N1, ..., N3, die in F*® liegenden PKF-Kanten, so da8 N}, und
N1 in H?% liegen (m=1, .... w), wobei N%,; =N} zu setzen ist. M (H})+ ... + M (H%)
ist entweder leer oder besteht aus paarweise miteinander punktfremden 1-dim Sphi-
ren St ...,8% so daB S} H? (nach Hilfssatz 5, I) eine Normalkante ist. In P gibt
es daher (nach Hilfssatz 1) ¢ paarweise miteinander punktfremde F-Normalflichen-
sticke F3, ..., F2, so daB F?=8} (I=1, ...,¢) ist. Fi+ ... +F? wird mit M (F®) be-
zeichnet.

3.14) K3, ..., K% seien alle K-Raumstiicke, F3, ..., F alle F-Raumstiicke. Dann
ist S*+M(K})+...+M K3+ M@F)+...+M(F}) eine Normalfliche M? mit dem
P-Zahlenvektor ;. Damit ist 3.1 bewiesen.

3.2) Ist M'? eine Normalfliche mit dem P-Zahlenvektor t, so sind M'® und M*
einander dhnlich beziiglich @ (wie aus Hilfssatz 3, IT folgt).

Beweis: 3.2.1) ist P® ein P-Raumstiick, so sind M2P? und M’® P? einander dhn-
lich beziiglich ©.

3.2.2) Ist K® ein K-Raumstiick, so sind M2K® und M'*K?® einander shnlich be-
zijglich G,

Beweis: G sei ein in K* liegendes PK-Flichenstiick. Dann sind M2 G2 und M’ G?
einander dhnlich beziiglich O, also sind auch M*>K® und M'2K® einander ahnlich be-
ziiglich @.

3.23) Ist F® ein F-Raumstiick, so sind M*F® und M'?F® einander dhnlich be-
ziiglich ©.

Beweis: J® sei ein in F® liegendes PF-Flichenstiick. P? sei das J? im Rande
enthaltende P-Raumstiick. %, ..., B, seien diejenigen P-Klassen, deren Reprisentanten
in P? liegen und mit J? nicht punktfremd sind. Die Anzahl der z-Komponenten sowohl
von M*J* als auch von M'*J?ist dann @;, + ... +a,,. Also bestehen M2F® und M'2F*
aus je gleichvielen F-Normalflichenstiicken und sind einander daher &hnlich beziig-
lich @.

Aus 3.2.1, 3.2.2 und 3.2.3 folgt 3.2.

Aus 3.1 und 3.2 folgt II.

20— 61173051, Acta mathematica. 105. Imprimé le 3 juillet 1961.
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6. Die nicht-negativ-ganzzahligen Fundamentallésungen

Wir benutzen nun folgende Eigenschaft der nicht-negativ-ganzzahligen Losungen
homogener linearer Gleichungssysteme:
Sarz 6. Ist (Z) ein endliches homogenes lineares Gleichungssystem mit ganzrational-

zahligen Koeffizienten, so gibt es unter den nicht-negativ-ganzzahligen Losungen wvon (2)

endlich viele t, ..., ¥, — wir bezeichnen sie als die nicht-negativ-ganzzahligen Funda-
mentallésungen von (2) — die durch folgende Eigenschaften eindeutig ausgezeichnet sind:
a. Iy ---s Ly Sind entweder nichttriviale Lésungen von (2), oder es ist s=1 und 1,

ist die triviale Ldsung.
b. Ist t eine beliebige nicht-negative-ganzzahlige Losung von (2), so gibt es (min-

destens) eine Linearkombination von Yy, ..., T, mit nicht-negativ-ganzzahligen Koeffizienten
S
kl’ ooy ks, 80 daﬁ z: 2 kigi iSt.
=1
c. Besteht (r, ..., ;) nicht nur aus der trivialen Losung, so gibt es keine Linear-

S s
kombination > ¢, x; mit nichl-negativ-ganzzahligen Koeffizienten, so daff 1t,= > ¢;1; und
i=1 i=1

¢; =0 st (fiir irgend etn j=1, ..., 3).

Der Beweis 148t sich auf Grund folgender Bemerkung fithren: Wenn es iiberhaupt
nicht-negativ-rationalzahlige Lésungen von () auBer der trivialen Losung gibt, so ent-
sprechen diesen die Punkte einer ,,Jicke eines Zahlenraumes geniigend hoher Dimension,
deren Scheitel im Nullpunkt liegt. Den nicht-negativ-ganzzahligen Losungen entsprechen
die ganzzahligen Gitterpunkte dieser Ecke. Auf den 1-dimensionalen Seiten der Ecke sucht
man jeweils denjenigen Gitterpunkt auf, der dem Nullpunkt am néchsten liegt. Die diesen
Gitterpunkten entsprechenden Lésungen seien Dy, ..., b,. Dann 14B¢ sich jede nicht-negativ-
rationalzahlige Lésung als Linearkombination der b; mit nicht-negativ-rationalzahligen
Koeffizienten darstellen. Nun bestimmt man diejenigen nicht-negativ-ganzzahligen Lo-
sungen (,, ..., §», deren jede Komponente kleiner ist als die entsprechende Komponente
von b, +...+b,. LiBt sich eine dieser Losungen g als Linearkombination der iibrigen mit
nicht-negativ-ganzzahligen Koeffizienten darstellen, so wird sie fortgelassen, und dieser
Prozess wird so oft wiederholt, wie es mdoglich ist. Die dann verbleibenden Losungen sind
unter allen Losungen eindeutig ausgezeichnet und bilden das nicht-negativ-ganzzahlige
Fundamentallésungssystem von ().

FoLeceErUNG. Sind 1y, ...,Y, die mnichi-negativ-ganzzahligen Fundamentallésungen
der P-Gleichungen, und ist M} eine Normalfliche mit dem P-Zahlenvektor t; =1, ..., s),

so ist M} zusammenhingend.
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Beweis: Aus der Annahme, M7 bestiinde aus zwei miteinander punktfremden Kom-
ponenten M'* und M2, folgt: Die P-Zahlenvektoren von M'? und M'’? seien 1’ bzw.

’r

r.

Dann ist 1;=1"+1”, wobei ' und y” ihrerseits nichttriviale Linearkominationen

S S
2 ¢ty bzw. > ¢;'t; mit nicht-negativ-ganzzahligen Koeffizienten sind. Damit ist
=1 i1

s
Li= 2 (¢f+¢;); mit ¢ +¢i’ =0, also keine nicht-negativ-ganzzahlige Fundamental-
i

l6sung der P-Gleichungen. Dies steht im Widerspruch zur Voraussetzung, also ist die

Annahme falsch und die Behauptung bewiesen.

DritTESs KAPITEL

Normalfléichen mit Selbstdurchdringungen

Wir stellen nun die Frage, wie sich eine gegebene Normalfliche M2 aus ,,einfacheren‘
Normalfldchen aufbauen lasse. Die ©-Klasse von M2 sei M, der P-Zahlenvektor y. Ist 1
keine der endlich vielen Fundamentallosungen der P-Gleichungen, so li8t sich 1 als
Summe zweier nicht-negativ-ganzzahliger Losungen der P-Gleichungen darstellen. Diese
Losungen sind vertrdglich und entsprechen eineindeutig zwei @-Klassen I, bzw. I,
von Normalflichen. Die Reprisentanten aus IR, und aus IX, sind damit in gewisser
Weise ,,einfacher’ als M2,

Es kann nun sein, daB es einen Reprisentanten M7 aus N, und einen Reprisentanten
M2 aus M, so gibt, dall M 2 und M2 miteinander punktfremd sind. Dann ist die Normal-
flache M2 4+ M3 ein Reprisentant aus N, da sie den P-Zahlenvektor ¢ hat, und da ¢ und
IR einander eineindeutig entsprechen. M? ist in diesem Falle also nicht zusammenhéngend.

Im allgemeinen gibt es aber keine zwei Reprisentanten M7 und M3 aus I8, bzw.
IN,, die miteinander punktfremd sind. Man kann dann lediglich zwei Repriisentanten
M3 und M2 so wihlen, daB zwischen ihnen keine Beriihrungssingularititen, sondern nur
Durchdringungslinien vorkommen. Diese Durchdringungslinien sind entweder unberandet
oder enden im Rande von M} und M3, also in Doppelpunkten der in M3 verlaufenden
Linien M7} und M2 Lings der Durchdringungslinien kann man nun im Sinne von Dehn
[2] Umschaltungen durchfithren und die dadurch entstehenden Beriihrungssingularititen
durch kleine Abdnderungen beseitigen. Dabei liegen die Verhéltnisse wesentlich einfacher
als bei [2], da keine Tripelpunkte auftreten konnen, die Durchdringungslinien also keine
Schnittpunkte besitzen.

Die fiir uns entscheidende Frage ist nun die, ob man durch geeignete Umschaltungen

aus M? und M3 eine singularititenfreie Mannigfaltigkeit gewinnen konne, die a) eine Nor-
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malfliche ist und b) den P-Zahlenvektor ¢ besitzt, also in IR liegt. Es ergibt sich, dafl
diese Frage dann zu bejahen ist, wenn M3 und M3 geeignet gewihlt worden sind, d. h.
wenn die Durchdringungslinien von M?% und M3 in einer gewissen Normalform vorliegen.
In diesem Falle sind die Umschaltungen, die zu einer Normalfliche fiihren, eindeutig be-
stimmt.

Die Aufgabe dieses Kapitels ist es, den Begriff der ,,Normalfliche mit Durchdringungs-
linien‘ in einer geeigneten Weise zu definieren und nachzuweisen, daf} sich bei gegebenen
©-Klassen I, und N, stets zwei Reprasentanten M} und M3 so auswihlen lassen, daB

sie zusammen eine derartige Normalfliche mit Selbstdurchdringungen, eine sogenannte S-
Normalflédche, bilden.

1. S-Mannigfaltigkeiten

Eine Mannigfaltigkeit mit Singularititen definiert man im allgemeinen als Abbildung
« einer singularititenfreien Mannigfaltigkeit M in ein Polyeder 4. Bei den Untersuchungen
dieser Arbeit kommen nur Singularititen von besonders einfacher Art vor: Es treten ledig-
lich Doppelpunkte auf, und Verzweigungspunkte sind ausgeschlossen. Die Doppelpunkte
bilden dabei eine (d — 1)-dim Mannigfaltigkeit. 4 ist in diesem Falle ein d-dim Polyeder,
in dem die Umgebung eines beliebigen Punktes p entweder ein d-dim Raumelement ist
oder aus zwel d-dim Raumelementen besteht, die sich in einem {d — 1)-dim Raumelement
schneiden, je nachdem, ob p ein einfacher Punkt oder ein Doppelpunkt ist. Ein solches
Polyeder 4 nennen wir ein S-Polyeder. Dariiberhinaus kénnen wir immer voraussetzen,
daB ein S-Polyeder A? in einer (d + 1)-dim Mannigfaltigkeit M%** liege. Wir kénnen dann
zwischen ,,Berithrungs-““ und ,,Durchdringungssingularititen unterscheiden und kénnen
fordern, daBl nur Durchdringungssingularititen vorkommen.

Ist unter diesen Voraussetzungen ein S-Polyeder 4¢ in einer Mannigfaltigkeit M**!
gegeben, so ist dadurch eine Mannigfaltigkeit mit Singularitdten bereits eindeutig bestimmt.
D. h. zu A% lassen sich ein singularititenfreies Urbild M? und eine Abbildung « von M*
auf A% konstruieren, und alle so konstruierten Urbilder und Abbildungen sind zueinander
dquivalent. Wir konnen damit fiir unsere Untersuchungen den Begriff des singularititen-
freien Urbildes giinzlich entbehren und bezeichnen das Polyeder A¢ selbst als eine ,,d-dim
Mannigfaltigkeit mit einfachen Durchdringungssingularitdten in M4, oder kurz als eine
S-Mannigfaltigkeit in M?**. Eine in 49 liegende Punktmenge bezeichnen wir als S-zusam-
menhingend in A%/ M**, wenn sie als Bild eines zusammenhéngenden Teiles eines singu-
laritiatenfreien Urbildes von A% aufgefaBt werden kann. Entsprechend nennen wir eine
Teilmenge von A4¢ eine S-zusammenhiingende Komponente, kurz eine Sz-Komponente,

von 4%/ M*"', wenn sie als Bild einer z-Komponente eines singularitétenfreien Urbildes
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Fig. 11. U%mit BY ™%, ..., B T fir d = 2.

aufgefallt werden kann. Einige im ersten Kapitel fiir singularititenfreie Maﬁnigfaltigkeiten
bereits definierte Begriffe erweitern wir sinngemé8 fiir S-Mannigfaltigkeiten. Wir definieren

also:

DeriniTioN 1. Ein Polyeder 4% heiBit ein d-dim S-Polyeder, wenn folgendes gilt:
Ist p ein Punkt in 4% und ist U eine im Verhéltnis zu A4¢ kleine Umgebung von p in 4%,
so ist U entweder ein abgeschlossenes d-dim Raumelement, oder U ist die Summe zweier
abgeschlossener d-dim Raumelemente E{ und Ef, so daB E{E§ ein (d — 1)-dim (p ent-
haltendes) Raumelement %" ist, das transversal in Ef und in E¢ liegt.

Insbesondere verwenden wir folgende Bezeichnungen: Ist U ein Raumelement, so
bezeichnen wir p als einen einfachen Punkt von A% im anderen Falle bezeichnen wir p als
einen Doppelpunkt von A°. Die Summe aller Doppelpunkte von A¢ bezeichnen wir als die
Durchdringung von A%, Ist speziell d =2, so nennen wir die z-Komponenten der Durch-

dringung von 4% die Durchdringungslinien von A%

DEFINTTION 2. M sei eine d-dim Mannigfaltigkeit, 4% sei ein in M? liegendes
(d — 1)-dim S-Polyeder, D sei die Durchdringung von 491,

I. Eine in 4% liegende Kante " heiBt ein S-Streckenzug in A%/ M?, wenn folgendes
gilt:

a. W'D ist entweder leer oder besteht aus einzelnen Punkten.

b. Ist p ein in W'D liegender Punkt, ist U? eine im Verhiltnis zu 4% und
W' kleine Umgebung von p in M¢, und sind B¢ 1, B¢, B! und B! die z-Kom-
ponenten von (4%"'—D)U% so daB Bf{~' und B¢ ! in verschiedenen z-Komponenten
von U?—(B§ '+ B{ ') liegen (siche Fig. 11), so ist (W' —p)U? entweder mit B¢~!
und B~ oder mit B! und Bf™! punktfremd.
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II. Eine Teilmenge T von A% heiBt S-zusammenhingend in A%/ M9, wenn es zu
zwei beliebigen in 7' liegenden Punkten p und ¢ stets einen in 7' liegenden S-Streckenzug
in 4%/ M* gibt, der p und q verbindet. Ist 4% selbst S-zusammenhingend in A%/ M?,
50 schreiben wir dafiir kiirzer ,,4%! ist S-zusammenhingend in M*“.

"4-1 yon A% heiBt eine S- Komponente von A4

IT1. Eine abgeschlossende Teilmenge A
in M? wenn es keinen in 44! — 44! liegenden Punkt p gibt, der sich durch einen S-
Streckenzug in 4%°'/M* mit einem in A'** — D liegenden Punkt ¢ verbinden 1a8t.

IV. A% heiBt eine Sz- Komponente von A% in M® wenn A'*"! S-zusammenhéngend
in 4%'/M? und eine S-Komponente von 4%~ in M* ist.

V. 4% heiBt eine S-Mannigfaltigheit in M?, wenn folgendes gilt: Ist D'*? eine z-
Komponente von D, und ist U? eine im Verhaltnis zu A% kleine Umgebung von D2
in M¢, so gibt es genau zwei Sz-Komponenten von 44" U%in U%

VI. A% liegt transversal in M, wenn A%! = A M? ist. A% heiBt dann auch ein
St-Polyeder in M°.

DErFINITION 3. Ist A eine randtreue Zerlegung eines Polyeders P in offene Mannig-
faltigkeiten, und ist 4 ein in P liegendes S-Polyeder, so liegt 4 transversal beziiglich A,
wenn folgendes gilt: Ist E° ein Element aus A, so ist 4 E° entweder leer oder A E° ist ein
St-Polyeder in Ke.

Ist A eine Zerlegung in offene Raumelemente, so liegt A elementar beziiglich A, wenn
weiter gilt: Ist E° ein Element aus A, und ist 4 E° nicht leer, so ist

a. jede Sz-Komponente von A Z° in £* ein (e — 1)-dim abgeschlossenes Raumelement,

b. jede z-Komponente der Durchdringung von A4 B¢ ein (¢ — 2)-dim abgeschlossenes

Raumelement.

DErINITION 4. A? sei ein S-Polyeder, A sei eine simpliziale Zerlegung von 44, D
sei die Durchdringung von A% a, sei die Anzahl der i-dim Elemente aus A, die nicht in

D liegen, b, sei die Anzahl der in D liegenden ¢-dim Elemente aus A. Dann bezeichnen wir

d
die Zahl ¢ = > (—1)" " (a; + 2b,) als die S-Charakteristik von A%
i=0

FoLeERUNG. A% sei ein S-Polyeder, D sei die Durchdringung von A*. Dann gilt:
1. A ist entweder leer oder ein (d — 1)-dim S-Polyeder.

I1. D ist entweder leer oder eine (d — 1)-dim Mannigfaltigkeit, und es gilt:

II.1. D = DA® 11.2. Die Durchdringung von A¢ ist gleich D.
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2. Die Normalunterteilung

Wir wollen den Begriff der S-Normalfliiche so definieren, daB es lings jeder Durch-
dringungslinie einer solchen S-Normalfliche eine Umschaltung gibt, durch die wieder eine
S-Normalfliche entsteht. Von den Durchdringungslinien kann man in naheliegender Weise
verlangen, dal3 sie mit den abgeschlossenen Hiillen der F-Raumstiicke punktfremd seien,
daB sie die P- und K-Raumstiicke in offenen Kanten schneiden, die PK-Flichenstiicke in
Punkten durchsetzen und, falls sie berandet sind, ihre Randpunkte in PM-Flichenstiicken
haben. Ein K-Raumstiick soll dabei so durchsetzt werden, daB nicht beide Randpunkte
einer Schnittkante in einem und demselben PK-Fliachenstiick liegen. Die S-Normalfliche
schneidet dann also die abgeschlossenen Hiillen der F-Raumstiicke in paarweise miteinander
punktfremden ¥F-Normalflichenstiicken und die abgeschlossenen Hiillen der P- und K-
Raumstiicke in S-Mannigfaltigkeiten, von denen zu verlangen ist, da8 jede ihrer Se-
Komponenten ein P- bzw. K-Normalflichenstiick sei. Entsprechend werden dann die
abgeschlossenen Hiillen der PK- und PM-Flichenstiicke in 1-dim S-Mannigfaltigkeiten
geschnitten, deren jede Sz-Komponente eine PK- bzw. PM-Normalkante ist.

Man kann bereits an einfachen Beispielen erkennen, daB eine so definierte S-Normal-
fliche der genannten Umschaltungsforderung im allgemeinen noch nicht geniigt. Be-
trachten wir etwa ein PK-Flichenstiick G2, das der Einfachheit halber nur drei PKF-
Kanten Ni, N3 und Nj im Rande enthalten moge, wie in Fig. 12 dargestellt. Eine gegebene
S-Mannigfaltigkeit M2 moge die angegebenen Bedingungen erfiillen und @ in einer Reihe
von PK-Normalkanten schneiden. Wird Lings einer G2 durchsetzenden Durchdringungs-
linie D! von M? umgeschaltet, so bewirkt dies eine Umschaltung des Schnittes M2G2 in
den Schnittpunkten D!'G2. Soll unsere Umschaltungsforderung erfullt sein, so muf es also
auch in jedem Doppelpunkt von M2G? eine Umschaltung geben, durch die aus M2G? eine
S-Mannigfaltigkeit in G? hervorgeht, deren Sz-Komponenten wieder PK-Normalkanten
sind. Fig. 12a zeigt zwei PK-Normalkanten mit drei Schnittpunkten. Im Doppelpunkt
p gibt es zwei mdgliche Umschaltungen. Durch die eine dieser Umschaltungen (in Fig.
12a durch zwei Bégen angedeutet) entsteht eine Kante mit Selbstdurchdringungen,
wihrend durch die andere eine Kante entsteht, deren beide Randpunkte in N1 liegen (und
diese Kanten sind jeweils Sz-Komponenten der entstehenden S-Mannigfaltigkeiten in 2).
Es gibt in p also keine Umschaltung, die den Forderungen geniigen wiirde. Diese Schwierig-
keit ist darin begriindet, daf} die drei Schnittpunkte in der einen Kante, von N1 aus ge-
rechnet, in der Reihenfolge p, p’, p” liegen und in der anderen Kante in entgegengesetzter
Reihenfolge. Man kann nun die zusétzliche Forderung in die Definition der S-Normalfliche

aufnehmen, daB ein derartiger Sachverhalt ausgeschlossen sein solle. Daf3 dies allein auch
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N ‘q '
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N N,

Fig. 12. Beispiele fiir einander schneidende PK-Normalkanten in G2. a. Zwei Kanten. b. Drei Kanten.
c. Vier Kanten. d. Vier Kanten mit geordneten Schnittpunkten.

nicht geniigt, zeigt Fig. 12b. Hier sind drei PK-Normalkanten mit vier Schnittpunkten
dargestellt. Durch Umschalten im Punkte ¢ entstehen nun entweder (im Sinne der Bogen)
zwei Kanten wie in Fig. 12a oder eine Kante mit beiden Randpunkten in N3. Ein derartiges
Kantentripel kann, wie Fig. 12¢ zeigt, wiederum aus vier Kanten (durch Umschalten in r)
entstehen, wobei diese vier Kanten paarweise nur je einen Schnittpunkt besitzen.

Die angedeuteten Schwierigkeiten lassen sich dann vermeiden, wenn man verlangt,
daBl die Schnittpunkte der PK-Normalkanten ,,geordnet sein sollen, wie in Fig. 12d
fiir vier Kanten dargestellt worden ist, d. h. es sollen sich in G2 miteinander punktfremde
Umgebungen der Kanten NI, Ni und Nj abteilen lassen (in Fig. 12d gestrichelt einge-
zeichnet), die alle Doppelpunkte von M2G? enthalten, so daB in der Umgebung von N}
nur Schnittpunkte solcher PK-Normalkanten liegen, die einen in N} liegenden Randpunkt
besitzen. In dieser Forderung ist mit eingeschlossen, dal sich zwei PK-Normalkanten
iiberhaupt nur dann schneiden diirfen, wenn es mindestens eine PKF-Kante gibt, die je
einen Randpunkt von beiden PK-Normalkanten enthéilt. Diese Einschriankung ist fir die

beabsichtigten Untersuchungen zuldssig.
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Fig. 13. ®(G?) fiir 5 = 4.

Analoge Forderungen miissen an die ,,Geordnetheit* der Durchdringungslinien in den
P-Raumstiicken gestellt werden. Hier liegen die Verhiiltnisse komplizierter, und wir miissen
Umgebungen der PF-, PK- und PM-Flichenstiicke auszeichnen, in denen die Durch-
dringungslinien zu verlaufen haben. Wir definieren hierzu den Begriff der Normalunter-

teilung von G(1).

DeriviTiON 1. Eine randtreue Unterteilung @ von @ in offene Raumelemente

heifit eine Normalunterteilung von @ beziiglich I', wenn folgendes gilt:

a. Ist E% ein Element aus ®, jedoch kein P-Raumstiick und kein PK- oder
PM-Flichenstiick, so ist B¢ ein Element von ®.

b. G* sei ein PK- oder PM-Flichenstiick. ® (G%) bestehe aus Kanten Ei, ..., E: und
Punkten p,, ..., p,, so daB p, und p;.; die Randpunkte von Ej sind (i=1, ..., s, wo-

() Wie H. Schubert [11] ausgefiihrt hat, lassen sich die angestrebten Sitze iiber S-Normalflachen
(Hauptsatz 3 und Hauptsatz 4) einfacher erhalten, wenn der Begriff der S-Normalfliche anders definiert
wird: Die Durchdringungslinien werden nicht in die P- und K-Raumstiicke, sondern in die K- und F-
Raumstiicke gelegt. Dann wird insbesondere der Begriff der Normalunterteilung entbehrlich.
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bei ps.1=p; zu setzen ist). Dann besteht @ (G?) (siche Fig. 13) aus offenen Flichen-
stiicken E2, ..., E? und G*%, aus offenen Kanten Eil, ..., ;' und E7, ..., Ef! und aus

Punkten pi, ..., p¥, so daB folgendes gilt:
b.1. B?G®=E}, E?G*2=E’f1, G2G*2 ist leer.

b.2. pf und o9}, sind die Randpunkte. von Ef' (wobei pi,;=pf zu setzen ist);
p; und pf sind die Randpunkte von E;'. E;* und E/; liegen in E? (wobei B}, =By
zu setzen ist).

c. P? sei ein P-Raumstiick. @ (P?) bestehe aus offenen Flichenstiicken Ej, ..., B3,

aus Kanten i, ..., B} und aus Punkten EY, ..., E?,. Dann besteht @ (P?) aus offenen

1

- ’e . N ’

Raumstiicken E?, ..., E;> und P*3, aus offenen TFlichenstiicken E7, ..., E;? und
’ 7

EP, ..., E%, aus Kanten Ei', ..., Ei' und Ef', ..., B}’ und aus Punkten E7°, ..., EY,

so daBl (bei geeigneter Numerierung) folgendes gilt:

c.l. Es ist E°'P*=FE: wnd E;"'P®=E (i=1,..,1; e=0,1,2). PPP*
ist leer.

2. Liegt Ef in Ef, so liegt E;**' in Ei**' und Ef* in Ef (i,=1, ..., f;
i9=1, ..., te; €,=0,1; e;=1,2).

Insbesondere werden fiir die Elemente aus ® folgende Bezeichnungen eingefiihrt:
@Q* sei ein P-Raumstiick, ein PK-Flichenstiick oder ein PM-Fliachenstiick.

a. Q* sei das in @ liegende d-dim Element aus ®, dessen Rand mit Q? punktfremd ist.
Dann heiBt Q** das Zentralelement von Q* aus @.

b. E° sei ein in @* liegendes Element aus ®. E'°*! sei das in @” liegende (e + 1)-dim
Element aus ®, das E° im Rande enthiilt. E*® sei das in E'°** liegende e-dim Element aus
®, dessen Rand mit @¢ punktfremd ist. Dann heiBt E'°*' das in Q° liegende Nebenelement
zu E° aus @, und E*® heiBt das in @Q° liegende Parallelelement zu E° aus ®.

DEriNiTION 2. Ist ® eine Normalunterteilung, so heit eine Orientierung w* der
PKF- und PKM-Kanten und der Parallelkanten aus © zu diesen Kanten eine Hilfsorien-
tierung in O, wenn folgendes gilt:

a. Die Orientierung der PKF- und PKM-Kanten ist eine Hilfsorientierung w in ©.

b. Ist N1 eine PKF- oder PKM-Kante (sieche Fig. 14) mit den Randpunkten p und
g, die von p nach ¢ orientiert ist, und ist N*' eine Parallelkante aus @ zu N*, so gilt: Es
gibt in @ genau eine Nebenkante zu p, deren von p verschiedener Randpunkt p* in N+t
liegt, und genau eine Nebenkante zu ¢, deren von g verschiedener Randpunkt ¢* in N#
liegt. Dabei ist N*' durch w* von p* nach ¢* orientiert (siehe Fig. 14). Wir bezeichnen

w* auch als eine Erweiterung von w in @. (Die Definitionen des Anfangspunktes einer orien-
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P, N! q

F.

p* N*‘ q'k

Fig. 14. Orientierung von N! und N*!,

tierten Kante, des i-ten Punktes in einer orientierten Kante und der ¢-ten Kante in einem
Fliachenstiick, das zwei orientierte Kanten im Rande enthilt, aus dem ersten Kapitel

werden vollig analog erweitert.)

3. S-Normalfliichen

Wir kénnen nun definieren, wie eine S-Normalfliche M2 die P-Raumstiicke und die
PK- und PM-Flichenstiicke schneiden soll. Ist @ ein P-Raumstiick oder ein PK- oder
PM-Tlichenstiick, so ist zunichst zu verlangen, daf} die Sz-Komponenten von M 2@) nicht
nur P-Normalflichenstiicke bzw. PK- oder PM-Normalkanten seien, sondern auch die
Normalunterteilung ® (§) ,,normal** durchsetzen.

Die Durchdringungslinien von M? sollen die Nebenraumstiicke zu den PK-, PF-
und PM-Flichenstiicken, sowie die K-Raumstiicke, in Kanten schneiden, die nicht beide
Randpunkte in einem und demselben Element aus ® haben, und sie sollen die Neben-
flichenstiicke zu den PKF- und PKM-Kanten in einzelnen Punkten durchdringen.

Um die in Fig. 12a dargestellten Schwierigkeiten zu vermeiden, stellen wir an die
Schnitte von M? mit den Nebenflichenstiicken zu den PKF- und PKM-Kanten noch
eine weitere Bedingung, die auf folgendes hinauskommt: Ist N2 ein solches Nebenflichen-
stiick zu einer PKF- oder PKM-Kante N*, und sind E} und Ej} zwei Sz-Komponenten von
M2N?, die einander in mehreren Punkten schneiden, so liegen diese Schnittpunkte in B}
und in Ej, von N' aus gerechnet, jeweils in der gleichen Reihenfolge. Die 1-dim S-Man-
nigfaltigkeit M2 N2 bezeichnen wir dann (wegen ihrer Ahnlichkeit zu der Projektion eines
offenen Zopfes) als ,zopfartig in N2 Die Schnitte einer S-Normalfliche M2 mit den
abgeschlossenen Hiillen der Elemente aus ® und aus © bezeichnen wir als ,,beziiglich ®

S-normale” S-Mannigfaltigkeiten.

DrriNiTION 1. E? sei ein abgeschlossenes Flichenstiick, E' und E*' seien zwei in

E2 liegende abgeschlossene miteinander punktfremde Kanten (siche Fig. 15). Dann liegt
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eine 1-dim St-Mannigfaltigkeit M* in E? zopfartig in E? beziiglich E* und E*', wenn fol-
gendes gilt:

a. Jede Sz-Komponente von M' in E?2 ist eine (doppelpunktfreie) Kante, die genau
einen in ' und genau einen in E*! liegenden Randpunkt besitzt.

b. Fiir die Doppelpunkte von M* gibt es eine Numerierung ry, ..., 7;, so daB folgendes
gilt:

Ist A eine Sz-Komponente von M* in E2 mit dem in E" liegenden Randpunkt p, und
liegen r, und 7; (4,5 =1, ..., %) so in A', daB r; zwischen p und r; liegt, so ist ¢ <j. (Vgl.
Fig. 15.)

Die Numerierung 7, ..., r, heiBt eine Zopfnumerierung der Doppelpunkte von M*
beziiglich E2 und E'.

DeErINITION 2. Ist @ eine Normalunterteilung von ® beziglich T', so liegt eine
Normalfliche M2 normal beziiglich ®, ©, T, wenn sie elementar beziiglich ® liegt und
auflerdem folgendes gilt:

a. Ist N2 ein Nebenflichenstiick zu einer PKF- oder PKM-Kante N' und ist N*!
die in N2 liegende Nebenkante zu N, so ist entweder M2N? leer oder jede z-Komponente
von M2N? ist eine transversal in N? liegende Kante, deren einer Randpunkt in N* und
deren anderer in N*! liegt.

b. Ist J3 ein Nebenraumstiick zu einem PK-, PF- oder PM-Flichenstiick J2 und ist
J*2 das Nebenflichenstiick zu J2, so ist entweder M?J3 leer oder jede z-Komponente von
M2.J3 ist ein transversal in J? liegendes Flichenstiick, dessen Rand J2 und J*?2 in genau je
einer Kante schneidet (und auflerdem genau zwei Kanten enthélt, die in voneinander
verschiedenen Nebenflichenstiicken zu PKF- oder PKM-Kanten liegen).

c. Ist N3 ein Nebenraumstiick zu einem PR-Flichenstiick, so ist M2 N3 leer.

Von P- und K-Normalflichenstiicken, sowie von PK- und PM-Normalkanten, die
den Bedingungen a, b und ¢ geniigen und elementar beziiglich ® liegen, sagen wir ebenfalls,

daB sie normal beziiglich @ liegen.

FoLGERUNG. Es gibt eine Normalunterteilung © von ©. Ist M? eine Normalfliche
beziiglich ©, so lipt sich ® insbesondere so wihlen, daf M? zugleich S-normal beziiglich ©
liegt.

Beweis. 1) @ sei ein P-Raumstiick oder ein PK- oder PM-Flichenstiick. 0 (@Y
bestehe aus den Elementen EY, ..., EY, Ei, .., Ei, Ei, ..., E} (mit t,=0 fir d=2).
R? sei ein offenes konvexes Raumstiick und A eine semilineare Abbildung von Q¢
und R’ aufeinander. Dabei seien FY, ..., F), Fi, ..., Fi, Fi, ..., F; die Bilder von

EY, ...,E: in R®. Das Bild von M>Q°® sei M'*". A sei eine lineare Zerlegung von
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Fig. 15. E? mit M?* und Zopfnumerierung der Doppelpunkte (¢ = 8).

R4, die eine Zerlegung von M'*™' umfaBt. r sei ein beliebiger Punkt in einem d-dim
Element aus A. Das Verbindungsprodukt aus r und F{ ist ein abgeschlossenes
{¢+1)-dim Raumelement in R¢ und sein Inneres wird mit #;'¢*! bezeichnet (i =1, ..., ¢,
e=0,1,2). Das F;°"" durch 1 zugeordnete Bild in Q¢ wird mit E;°*! bezeichnet,
das Bild von r mit ¢. Die Elemente Ef, E;°*' und ¢ bilden eine randtreue Zerlegung
¥ von Q¢ in offene Raumelemente, beziiglich derer M2@Q? transversal liegt.

U? sei eine im Verhiltnis zu W' |M? kleine Umgebung von Q¢ in @ U*E;**!
wird mit B}® bezeichnet, U?E;'**' mit E;**' und ¢— U? mit ©@*%. Dann bilden die
Elemente E;**', Ef* und @*¢ eine Zerlegung von @9, die mit ® (§?) bezeichnet wird.

2) Sind @, ..., @, die P-Raumstiicke und die PK- und PM-Flichenstiicke aus &
und @, ..., @, die iibrigen Elemente aus @, so bilden die Elemente von @ (Q,), ..., ® (Q,)
und die Elemente @, ..., Q. eine Normalunterteilung ® von ©, beziiglich derer M?
normal liegt. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Fiir den folgenden Teil der Arbeit gelte:

VorAUsSETZUNG. O sei eine Normalunterteilung von © beziiglich I". Unter Neben-
flichenstiicken, Parallelkanten, Zentralraumstiicken usw. verstehen wir, wenn nicht aus-

driicklich anders angegeben, Elemente aus O.

Derixirion 3. Eine beziiglich ® und beziiglich ® elementar liegende St-Mannig-
faltigkeit M2 in M?® heiBt eine S-Normalfliche beziiglich ®, ©, ', wenn folgendes gilt:
a. M? ist mit den abgeschlossenen Hiillen der R-Raumstiicke punktfremd.
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b. Ist F3 ein F-Raumstiick, so ist jede z-Komponente von M2F® ein F-Normal-
flachenstiick.

c. Ist @® ein K- oder P-Raumstiick, so ist entweder M2Q?® leer oder jede Sz-Kompo-
nente von M2@3 in Q2 ist ein beziiglich ® normal liegendes K- bzw. P-Normalflichenstiick.

d. Ist D' eine Durchdringungslinie von M2, so gilt:

d.1. D ist mit allen denjenigen Elementen aus @ punktfremd, die nicht K-Raum-
stiicke oder Nebenraumstiicke zu PK-, PF- oder PM-Flichenstiicken oder Nebenflichen-
stiicke zu PKF- oder PKM-Kanten sind.

d.2. Ist K® ein K-Raumstiick und D" eine z-Komponente von D' K3, so liegt in jedem
der beiden PK-Flichenstiicke aus K% genau ein Randpunkt von D',

d.3. Ist J3 ein Nebenraumstiick zu einem PK-, PF- oder PM-Flichenstiick J2 und
D' eine z-Komponente von D'.J3, so liegen die beiden Randpunkte von D' nicht in einem
und demselben Element aus ® und nicht beide in J2.

d.4. Ist P? ein P-Raumstiick und D™ eine z-Komponente von D'P3, so liegen die
beiden Randpunkte von D™* nicht in einem und demselben Element aus ® und nicht beide
in P3Ms.

e. Ist N2 ein Nebenflichenstiick zu einer PKF- oder PKM-Kante N' und ist N*' die
in N2 liegende Parallelkante zu N*, so liegt M2N? zopfartig in N2 beziiglich N* und F*!,

DeriNiTiON 4. Eine St-Mannigfaltigkeit /%' in der abgeschlossenen Hiille eines
P- oder K-Raumstiickes oder eines PK- oder PM-Flichenstiickes @°, die den Bedingungen
¢, d und e aus Definition 3 geniigt und elementar beziiglich @ liegt, heilt eine S-normal
beziiglich @, O, T in Q° liegende St-Mannigfaltigkeit.

DrriviTioN 5. Eine St-Mannigfaltigkeit M2 in M3 heiflt eine S-Halbnormalfliche
beziiglich @, I", wenn folgendes gilt:

a. M? liegt transversal beziiglich ©.

b. M?ist mit den abgeschlossenen Hiillen der R-Raumstiicke punktfremd.

c. Ist F3 ein F-Raumstiick, so ist jede z-Komponente von M2F? ein F-Normalflichen-

stilck und enthélt keine Doppelpunkte von M2,

DErFIiNITION 6.

L. Ist M2 eine S-Halbnormalfliche, so heifit die Anzahl der in M? liegenden F-Normal-
flichenstiicke die F-Zahl von M? beziiglich ©, I

II. M? sei eine beziiglich @ elementar liegende S-Mannigfaltigkeit in M3. £ sei eine
P- oder eine PK-Klasse. ¢ sei das P-Raumstiick bzw. PK- Flichenstiick, in dessen abge-
schlossener Hiille die Reprisentanten aus L) liegen. Dann heifit die Anzahl z derjenigen

Sz-Komponenten von M2Q in @, die Reprisentanten aus £ sind, die £ entsprechende P-
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bzw. PK-Zahl von M? beziiglich ®, I". Entsprechend heit die Menge aller P- bzw. aller
PK-Zahlen von M? mit der Zuordnung dieser Zahlen zu den P- bzw. PK-Klassen der P-
bzw. PK-Zahlenvektor von M? beziiglich @, T.

ForerrUNG 1. Ist M? evne S-Normalfliche, so folgt:

1. Die F-Zahl von M? ist gréfler als Null.

1. Ist M? doppelpunktfrei, so ist M> eine Normallinie.

HI. M3, ..., M? seien paarweise voneinander verschiedenen Sz-Komponenten von M*
in M®, so dafp M*=M3i+ ...+ M? ist. Dann folgt:

1.1, Sind f, fy, ..., fs die F-Zahlen von M?, M3, ..., M3, so ist f=f,+ ... +f.

IM1.2. Ist M* eine S-Normalfliche, und sind x, x,, ..., %, die einer P- oder PK-
Kiasse Q0 entsprechenden P- bzw. PK-Zahlen von M? M3, ..., M?, so ist =2, + ... +,.

Foreeruxe 2. Sind M: und M3 S-Normalflichen, und sind die P-Zahlenvektoren
von MI und M3 einander gleich, so gilt:

1. Die F-Zahlen von Mi und von M3 sind einander gleich.
TI. Ist M3 leer oder eine etnfache Normallinie, so ist auch M3 leer oder eine ein-

fache Normallinie.

FoLaerUNG 3. @ sei ein PK- oder PM-Flichenstiick oder ein P- oder K-Rawm-
stiick. AT™" und A§™ seien zwei normal in Q° liegende Elemente. Dann gilt:

I A{™' und A3' sind cinander dann und nur dann dhnlich beziglich ®, wenn
ste ewnander dhnlich beziiglich @ sind.

II. Q" sei das Zentralelement von Q° (% also in diesem Falle kein K-Raumstick).
Af™Y und A3 sind einander dann und nur dann dhnlich beziiglich ©, wenn A$ 1Q*
und A$T'Q* einander beziiglich @ dhnlich sind.

Beweis. 1) Beweis von I und II fiir den Fall, daB Q¢ ein PK- oder PM-Flichen-
stilck Q? ist:

Puec und Py, seien die Randpunkte von Ay (k=1, 2). (I)(Ao;lf) besteht aus Kan-
ten Al, A3 und A3} und aus Punkten p¥ und pk, so daB p; und pf, die Rand-
punkte von A sind (3, k=1, 2) und p}; und p¥ die von A}' (vgl. Fig. 16). Daraus
folgen die Behauptungen I und II.

2) Beweis von I fiir den Fall, daB @? ein K-Raumstiick @* ist:

G* und G'* seien die beiden in @ liegenden PK-Flichenstiicke. © (4%) besteht
aus vier Kanten Ei, ..., B} und vier Punkten P11> o> Pggs 50 daB py und pin die
Randpunkte von Hjj sind (=1, ...,4 mit p,=p,), und so daB B}, in G? liegt und
Ej in G Daraus folgt Behauptung I.
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Tig. 16. @ (42). Fig. 17. ® (4% und O (4?) fir ¢ = 4.

3) Beweis von I und II fiir den Fall, daB @ ein P-Raumstiick Q® ist:

0 (A4}) besteht (vgl. Fig. 17) aus Kanten Ely, ..., Ehy und Punkten py, ..., Pu,
so daB p;; und p;,1; die Randpunkte von Ej sind (i=1, ...,¢ mit P11 =pyy)- (I)(fi%)
besteht entsprechend aus offenen Flichenstiicken A%, ..., 47 und A}%, aus Kanten
Al ..., AL, Ef, ..., Bl und aus Punkten pf, ..., ph, so daB folgendes gilt: A% A2=
=Eh, AL AP =E}, A AP ist leer. pjy und pf.y, sind die Randpunkte von Eif, pi
und p}, die von A4} (mit Pti1i = Pyy)- Daraus folgen die Behauptungen I und II.

Mit Nr. 1, 2 und 3 ist Folgerung 3 bewiesen.

4. Die Konstruktion von S-Normalfliichen

Wir haben nun zu zeigen, daf sich aus zwei gegebenen ©-Klassen IR, und I, von
Normalflichen stets zwei Reprisentanten so auswéhlen lassen, daB ihre Summe eine
S-Normalfliche M? ist. Sind 1, und 1, die MM, und M, entsprechenden P-Zahlenvektoren,
so setzen wir voraus, dal} t, + 1, vertriglich sei.

Die Konstruktion von M? fithren wir in drei Schritten durch: Zuerst konstruieren
wir die Durchschnitte von M? mit den abgeschlossenen Hiillen der F-Raumstiicke, der
KM-Flichenstiicke und der Zentral-Raumstiicke und -Flichenstiicke aus ®. Diese Durch-
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Fig. 18. E* mit M! fiir s = 6, t = 3 und a = 2. (B}, B3, Bs sind gestrichelt.)

schnitte sind singularitédtenfreie Mannigfaltigkeiten. Dann konstruieren wir die Durch-
schnitte von M* mit den Nebenflichenstiicken zu den PKF- und PKM-Kanten aus O,
wobei die Randpunkte dieser Durchschnitte durch den ersten Konstruktionsschritt vor-
gegeben sind. SchlieBlich werden die Durchschnitte von M? mit den K-Raumstiicken und
den Nebenraumstiicken zu den PK-, PF- und PM-Flichenstiicken aus ©® konstruiert,
deren Rinder durch die vorhergehenden Konstruktionen ja bereits festgelegt sind.

Als Hilfsmittel beweisen wir vorher zwei Hilfssitze tiber die Konstruktion von spe-

ziellen S-Mannigfaltigkeiten in 2- und 3-dim Raumelementen.

HiLrssaTz 6. E® sei ein Flichenstiick. B* und E*' seien zwes miteinander punki-
fremde abgeschiossene Kanten in E*. (py, 91), (Dy, D3), --.s (Psr D) und (g, 43), .-, (g0 4F)
seten Paare von Punkten in E? wobei eine der Zahlen s, t gleich Null sein darf, also

eine der Scharen leer, so daf3 folgendes gilt:

a. Die Punkte Py, ..., s, DT s Pos Gus -oos Qs G3» ---» g7 sind paarweise voneinander
verschieden.

b. Py ooy Psy Gy, s G, Uegen in EY, pf, ..., p¥, of, ..., ¢F in E*.

c. (pi, PF) und (p;, p7) (5, 5=1, ..., 8 j==i) trennen cinander in E* nicht. (q,, %)
21— 61173051 105. Acta mathematica. Imprimé le 3 juillet 1961
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und (¢ q5) (I, m=1; ..., 8, ls=m) lrennen einander ebenfalls nicht. Dann folgl: In E*
gibt es eine Si-Mannigfaltigheit M*, die aus s-t Sz-Komponenten A, ..., A3, Bi, ..., B
tn E* besteht, so dafl folgendes gili:

a. A} (i=1, ...,s) wird von p, und p} berandet, B} (I=1, ...,t) von ¢; und g;.

b. A4}, ..., A} sind paarweise miteinander punkifremd; Bi, ..., B} sind ebenfalls paar-
weise miteinander punkifremd.

e. Al B} ist entweder leer oder besteht aus genau einem Punkt.

d. M! liegt zopfartig in E* beziiglich E', E*'.

Beweis. 1) Hilfssatz 6 gilt fiir s+{=1.

2) Aus der Induktionsannahme, der Hilfssatz gelte fiir s-¢=wv, folgt seine Giiltig-
keit fiir s+f=v+1.

Beweis: a. Durch geeignete Bezeichnung der Punkte py, ..., ps 1, ---, D5, 1
s @i, G35 ..., qf (und bei geeigneter Orientierung der Kanten E' und E*') 1ifit
sich folgendes erreichen (siche Fig. 18): p,, ..., p; liegen in der Reihenfolge ihrer Nu-
merierung in E'. ¢, ..., liegen ebenfalls in der Reihenfolge ihrer Numerierung in
E', wobei ¢, in der Reihe vor p, liegt, falls ¢=0 ist, pf, ..., pi und g¢f, ..., ¢i liegen in

der Reihen folge der Numerierung in E*!.
b. ¢, zerlegt E' in zwei z-Komponenten, deren abgeschlossené Hiillen Kanten E'*

und B! sind, wobei die Punkte p,, ..., Ps, qa -.., q; in E'* liegen (vgl. Fig. 18). ¢} zer-
legt E*! in zwei z-Komponenten, deren abgeschlossene Hiillen Kanten B7' und ' sind,
so daB ¢f, ..., g in E!' liegen. Von den Punkten pi, ..., p} liegen dann p}, ..., pi
in EX' und Pait, ..., pr in Ef' (@=0,1,...,s). In E® gibt es eine abgeschlossene
Kante B}, so daB Bi=BlE*=¢q, +qi ist. Bl zerlegt E? in zwei z-Komponenten, deren
abgeschlossene Hiillen Flachenstiicke E'* und E”’? sind, wobei E™ und E3' in E'* liegen.
In B! sei r ein beliebiger Punkt. 7 zerlegt B! in zwei offene Kanten, deren eine r
und ¢f als Randpunkte hat und mit K*! bezeichnet wird. In K*' wird eine Reihe
von a Punkten pi’, ..., ps ausgezeichnet, die, von r nach ¢j gerechnet, in der Reihen-

folge ihrer Numerierung in K*' liegen. Die Kante B’ + K*!' wird mit E*"* bezeichnet.

¢. In E'® liegen (vgl. Fig. 18) die Punktepaare (py, pI"), .-+, (Da; P& )» (Par1> Pa+1)s
oo (D5, P%) und (gy, 43), ..., (q:, ¢7), Wobei nach Induktionsannahme gilt: In B gibt
es eine St-Mannigfaltigkeit M, die aus v Sz-Komponenten A7, ..., 4! und B3, ..., B
in E’® besteht, so daB folgendes gilt:

c.1. A (i=1,...,a) wird von p; und p} berandet, A;' (j=a+1, ...,s) von p,
und pf, B! (k=2,...,t) von g, und g¥.
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c. 2. Aj', ..., AQ sind paarweise miteinander punktfremd; B7l, ..., Bi' sind eben-
falls paarweise miteinander punktfremd.

c.3. A'B (I=1,...,5 k=2, ...,t) ist entweder leer oder ein Punkt.

c.4. M™ liegt zopfartig in E'* beziiglich E* und E*".

d. In E"® liegen die Punktepaare (p}, pi’), ..., (pF, %), und es gibt in E”’® eine
t-Mannigfaltigkeit M, die aus a z-Komponenten 47, ..., 4, besteht, so daB A;*

von p; und pi’ berandet wird. (Ist a=0, so ist M’ die leere Menge.)

e. M+ M"+ B} ist eine St-Mannigfaltigkeit M* in E® mit den geforderten Eigen-
schaften. Denn die abgeschlossenen Kanten A+ 437, ..., A2+ 4.7, Ay, ..., A einer-
seits und die abgeschlossenen Kanten Bj, BS', ..., B! andererseits bilden zwei Scharen
mit den geforderten Kigenschaften, wobei sich eine Zopfnumerierung der Doppelpunkte
von M* beziiglich E? und E' folgendermaBen ergibt: Die Doppelpunkte von M" seien
Tys oo, 'm. Dabei sei die Numerierung eine (nach Induktionsvoraussetzung existierende)
Zopfnumerierung beziiglich £'2 und E"*. Dann sind r,, ..., r,, und pi’, ..., pi” die Doppel-
punkte von M'. Wird dann pf =7u1, ..., Do =Tmra gesetzt, so ist die Numerierung
71, «--s Tmyra €ine Zopfnumerierung der Doppelpunkte von M' beziiglich E* und E'.

Damit ist Nr. 2 bewiesen.

Mit Nr. 1 und 2 ist Hilfssatz 6 durch Induktion bewiesen.

Hivrssatz 7. E® sei ein Raumstiick. S und T seien zwei in E° liegende Man-
nigfaltigkeiten mit folgenden Eigenschaften:

a. Die z-Komponenten wvon S und T sind 1-dim Sphiren Si, ..., 8%, Ti, ..., T},
wobei eine der Zahlen s, t gleich Null sein kann.

b. 8%, ...,8% T, ..., Tt sind die Sz-Komponenten von S+T in E°.

c. SiT; (i=1, ...,s j=1,...,1) ist entweder leer oder besteht aus genau zwet
Punkten.

Dann folgt: In E® gibt es eine St-Mannigfaltigkeit M®, die aus s+t Sz-Kompo-
nenten A%, ..., A3, B, ..., B} besteht, so daf folgendes gilt:

a. A} ist gleich S! und B} ist gleich T}.

b. A3, ..., A% sind paarweise miteinander punktfremde Flichenstiicke, B: ..., B}
sind ebenfalls paarweise miteinander punkfremde Flichenstiicke.

c. A?B? ist entweder leer oder eine Kante.

Beweis. 1) Hilfssatz 7 gilt (siche Hilfssatz 1) fur ¢=0.

2) Aus der Induktionsannahme, der Hilfssatz gelte fur {=wv, folgt seine Giiltig-
keit fir t=v+1.
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Beweis: In E® gibt es ein abgeschlossenes Flichenstiick B}, so daB B =B} E® =T}
ist. T} zerlegt E® in zwei offene Flichenstiicke F'2 und F’’%, Entsprechend zerlegt
B} E® in zwei z-Komponenten, deren abgeschlossene Hiillen Raumstiicke E’® und E’*®
sind, so daB E*=F?+B} und E"*=F"?+ B} ist. Von den Sphiren S}, ..., S seien
Skys oo S}ca die in F'? liegenden, Slll, ey Sllb die in F’? liegenden und S, ..., S,l,,c die
T} schneidenden. In B? lassen sich ¢ paarweise miteinander punktfremde Kanten
Dy, ..., Dy, auszeichnen, so daB D}"w =Dp, E"3=S}nw T w=1, ...,¢) ist, da je zwei
der Punktepaare Sy, T1, ..., S},,c Ti einander in 7' nicht trennen, Dann gilt:

a. Sk, ..., S, wnd S, F?+Dy, ..., 8, F?+D;, sind a+c paarweise miteinan-
der punktfremde 1-dim Sphiren in E’® und werden zur Abkiirzung mit S, ..., Si
bezeichnet. Entsprechend sind 87, ..., S}, und St F'"*+ Dl ...,S}nCF”z-I—D,l,,c b+e
paarweise miteinander punktfremde 1-dim Sphiren in £ und werden mit 87, ..., Si
bezeichnet. ‘

b. Von den Sphiren Ti,...,Ti.; werden die in F'® liegenden mit 7T, ..., T
bezeichnet und die in F"'? liegenden mit 777, ..., T:.'. Dabei ist S;* T/ (=1, ..., s;
§=1,...,t) bazw. ST (" =1, ...,8";5"=1, ..., ") entweder leer oder besteht aus

genau zwei Punkten.

c. In E® und in E'"® gibt es nach Induktionsvoraussetzung je eine St-Mannig-
faltigkeit M’ bzw. M", die aus Sz-Komponenten A2, ..., AZ B ..., B baw. A%,
vy AG?, Bi%, .., B2 besteht, so daB folgendes gilt:

c. 1. AZ=8t, B2=1j', A?=8t, B2=T}

c.2. A2 ..., AF bzw. A% ..., A;? sind paarweise miteinander punktfremde
‘Flachenstiicke, By, ..., Bi2 bzw. B'?, ..., B;'? sind ebenfalls paarweise miteinander punkt-
fremde Fliachenstiicke.

c. 3. A;2B;? bzw. A;? B;? ist entweder leer oder eine Kante,

d. M'+M'"+B} ist eine St-Mannigfaltigkeit M? in B® mit den geforderten Eigen-
schaften. Denn die Flichenstiicke A2, ..., 42, A% ..., A% und AZi+A47E, ...,
A2+ A% einerseits und die Flichenstiicke B, ..., BiZ, B3, ..., B/’ und B? ande-
rerseits bilden (bei geeigneter Bezeichnung) zwei Scharen mit den fir 43, ..., A% und

Bi, ..., B}, geforderten Eigenschaften.

Damit ist Nr. 2 beweisen.

Hilfssatz 7 ist damit durch Induktion bewiesen.

Haversarz 3 (Durchdringungssatz fiir Normalfldchen).
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M, und M, seien zwei O-Klassen von Normalflichen, die den Lésungen ¥y bzw. ¥,
der P-Qleichungen enisprechen. T, +1, sei vertriglich. Dann gibt es zwei Reprdsentanten
M} und M3 aus M, bzw. M,, so daf folgendes gilt:

a. Mi+ M3 ist eine S-Normalfliche mit dem P-Zahlenvektor t,+ T,

b. M5 und M3 sind S-Komponenten von M2+ M% in M®.

Beweis. o sei eine Hilfsorientierung in ©.

1) Es gibt zwei Normalflichen M:* und Ms* aus I8, bzw. I, und eine Normal-
fliche M'® aus der z,+1, entsprechenden O-Klasse MM, so daB M:%, M3* wnd M'*
normal beziiglich @ liegen. (Siehe Hauptsatz 2, I1.)

2) Ist E° ein F-Raumstiick oder ein KM-Flichenstiick, so gilt:

M"?E® besteht aus a (a=0,1,...) z-Komponenten F¢ !, ..., F2! so daB F{
das beziiglich o i-te Element von M in K¢ ist. Ferner besteht Mi>E* aus a, z-
Komponenten und M;? B¢ aus a, z-Komponenten, wobei a, +a,=a ist.

Fi'+  +F$Y und FE4+ ..o+ F27t sind zwei miteinander punktfremde Mengen
und werden mit M, (E%) bzw. M, (E?) bezeichnet.

Liegt ein Element E° aus @ in K% so wird [M, (%] E° mit M, (B (k=1, 2)

bezeichnet.

3). Ist Q™ ein Zentralelement eines P-Raumstiickes oder PK- oder PM-Flichen-
stiickes @7, so gilt:

3.1 L, ..., 4, seien diejenigen ®-Klassen von P-Normalflichenstiicken bzw. PK-
bzw. PM-Normalkanten, deren Reprisentanten in Q¢ liegen. a,, ..., a, seien die An-
zahlen der in M'? liegenden Reprisentanten aus Oy, ..., Oy @y, «ovy Q1 und @y, ..., dom
seien entsprechend die Anzahlen der in M.® bzw. M2 liegenden Reprasentanten. Dabei:

ist ay +agy=a; (l=1, ,m)

3.2) Jeder @-Klasse L, (I=1, ..., m) wird eine (beliebige) in ? liegende PKF-
oder PKM-Kante Nj zugeordnet, die mit den Reprisentanten aus £, nicht punkt-
fremd ist. Die in M'? liegenden Reprisentanten aus £, werden nun mit @277, ..., @&t
bezeichnet, so daf die Punkte p;=Qf ' N}, ..., P =Q% ' N1 beziiglich w in der

Reihenfolge ihrer Numerierung in N} liegen. Dann wird

M

QT+ ...+ Q) @ mit M, (Q") bezeichnet.
i

M3

und Qe+ ...+ QY @ mit M, (Q*7).

=1
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Nl
P, P, Py P
Al A, Al A,
p:t pz* ¥ - P; p:—

Fig. 19. Unterteilung von N? durch M. 1 (V) fiir a = 4.

Liegt ein Element E° aus ® in Q*, so wird [M,(@*)]1E° (k=1, 2) mit M, (E°)

bezeichnet.

3.3) M, (Q*%) und M;2Q* sind einander dhnlich beziiglich @ (nach Hilfssatz 3, II).

4) Ist N? ein Nebenflichenstiick zu einer PKF- oder PKM-Kante N' und N*!
die in N? liegende Parallelkante zu N', so gibt es in N? zwei Mannigfaltigkeiten
M, (N?) und M, (N?), so daB folgendes gilt:

a. M,(N®)+M,(N? liegt zopfartig in N® beziiglich N' und N*'. Dabei sind
die z-Komponenten von M, (N?) und von M, (N?) die Sz-Komponenten von M, (N?)
+M,(N?) in N2

b. [M,(N*]N' (k=1,2) ist gleich M, (N') und [M, (N?)]N*' =DM, (N*").

c. Ist A' eine z-Komponente von M, (N?) und B' eine z-Komponente von M, (N?),

so ist A' B' entweder leer oder besteht aus genau einem Punkt.

Beweis: 4.1) M, (N') besteht aus Punkten p, ..., P, (=0, 1,...), wobei diese
beziiglich  in der Reihenfolge ihrer Numerierung in N' liegen mégen (siehe Fig. 19).
M, (N*Y) besteht aus ebensovielen Punkten 7, ..., ps:, die in der Reihenfolge ihrer
Numerierung in N*! liegen mogen. Entsprechend besteht M, (N') aus Punkten ¢;, ..., g5,
und M, (N*') besteht aus ebensovielen Punkten ¢f, ..., ¢5, die in der Reihenfolge ihrer

Numerierung in N' bzw. N*! liegen.

Beweis: Es ist zu beweisen, da M, (N') und M, (N*') aus je gleichvielen Punkten
bestehen. N® liegt in einem P-Raumstiick oder PK- oder PM-Flichenstiick @ wobei
N*! im Rande des Zentralelementes Q*¢ von @° liegt. N' liegt dabei im Rande eines
F-Raumstiickes oder KM-Flichenstiicks F¢. Damit gilt:

a. M, (NY) besteht aus ebensovielen Punkten wie M2 N', da M, (F¢) und M’ F*

aus je gleichvielen z-Komponenten bestehen.
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b. M, (N*') besteht aus ebensovielen Punkten wie M2 N*!, da M, (Q*") und
M2 Q* einander beziiglich ® dhnlich sind.
c. M@ N' und M2 N*' bestehen aus je gleichvielen Punkten.

Daraus folgt 4.1.

4.2) Je zwei der Punktepaare (py, p}), ..., (P, P%) trennen einander in N? nicht.
Entsprechend trennen je zwei der Punktepaare (g, ¢F), ..., (¢s q%) einander in N nicht.

4.3) Nach Hilfssatz 6 gibt es in N® eine St-Mannigfaltigkeit, die aus a+b Sz-
Komponen Ai, ..., A%, Bi, ..., B} in N? besteht, so daB folgendes gilt:

a. A} (I=1,...,a) wird von p} und p, berandet (vgl. Fig. 19). B), (m=1, ..., )
von gy und gp.

b. Al, ..., AL sind paarweise miteinander punktfremd, B}, ..., B} sind ebenfalls
paarweise miteinander punktfremd. A+ ...+ A} und B} + ... + B} werden mit M, (N®)
bzw. M, (N®) bezeichnet.

c. A} B, ist entweder leer oder ein Punkt.

d. M,(N®+ M, (N? liegt zopfartig in N? beziiglich N*, N*',

M, (N*) und M,(N? sind zwei Mannigfaltigkeiten mit den geforderten Eigen-

schaften. Damit ist Nr. 4 bewiesen. -

5) Ist G? ein PK- oder PM-Flichenstiick mit dem Zentralflichenstiick G*2, und
sind N, ...,N: die in G liegenden PKF- und PKM-Kanten, N%, ..., N? die in G*
liegenden Nebenflichenstiicke und N7, ..., N¥' die in G? liegenden Parallelkanten zu
Ni, ..., N}, so gilt:

5.1) My (") + M, (ND)+... + M, (N?) (k=1,2) wird mit M, (G%) bezeichnet und
ist zu M’ G* shnlich beziiglich ® und beziiglich ® (wie nach Hilfssatz 3, T folgt).

5.2) Die z-Komponenten von M, (G%) und M, (G?) sind zugleich die Sz-Kompo-
nenten von M, (G?) + M, (G?) in G>

Beweis: Ist Z! eine z-Komponente von M, (G?), so sind die abgeschlossenen Hiillen
der drei 1-dim Elemente aus ® (Z!) S-zusammenhéingend in M, (G?) + M, (G*)/G?* und
hingen iiber Randpunkte miteinander zusammen, die keine Doppelpunkte von M, (G%)
+ M, (G?) sind. Daraus folgt 5.2.

5.3) M, (G*+M,(G* ist eine S-normal in G? liegende S-Mannigfaltigkeit oder
die leere Menge.

5.4) Ist Ap eine z-Komponente von M, (G*) und A} eine z-Komponente von

M, (G%), so ist A] A} entweder leer oder besteht aus genau einem Punkt.
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Beweis: 5.4.1) ®(4%) (k=1,2) besteht aus drei offenen Kanten A}, A%, und
AP, sowie aus vier Punkten p,, pfx, D, Pix, S0 daB (bei geeigneter Numerierung)
folgendes gilt: py, und pf sind die Randpunkte von Alz, py und p3; die von A,
pix und pi, die von AR AF ist gleich Ai G*% py und p,, (B, m=1,2) liegen in
verschiedenen Kanten aus 6.

5.4.2) Mindestens einer der Durchschnitte 4}, A}, 43 A3, ist leer.

Beweis: «) 5.4.2 gilt fiir den Fall, daB A] und A} nicht in derselben ©-Klasse
liegen.

B) 5.4.2 gilt fiir den Fall, daB A} und 4} in derselben ©-Klasse & liegen.

Beweis: a. Es gibt eine & im Sinne von 3.2 zugeordnete PKF- oder PKM-Kante
N} (j=1, ..., ), wobei folgendes gilt:

a.l. Die in M’ liegenden Reprisentanten @, ..., Gt aus & lassen sich in einer
solchen Weise numerieren, daB ihre Schnittpunkte mit N} beziiglich @ in der Reihen-
folge der Numerierung in N} liegen. Dann liegen auch die Durchschnitte von G, ..., G
mit N? in der Reihenfolge der Numerierung in N? und die Durchschnitte mit N}* in

der Reihenfolge der Numerierung in Nj'.

a.2. Es gibt eine Zahl a,, so daB GI1G** ..., G G** in M, (G*?) liegen und
Gh1 @ .., GLG* in M,(G*?). Dabei liegen keine weiteren Reprisentanten dieser
®-Klasse in M, (G*?) oder M, (G*?).

b. Einer der beiden Punkte p}, pi ist also gleich AT N}' und wird mit pj
bezeichnet. Entsprechend ist A3 Nj'=p, wobei pji in N}* (beziiglich w) vor pjy liegt.

Andererseits liegt py in N] vor pp. Denn N; liegt im Rande eines F-Raum-
stiickes oder eines KM-Flichenstiickes F¢, und die z-Komponenten von M, (F9) liegen
in F*¢ (nach Nr. 2) vor den z-Komponenten von M, (F9).

Daraus folgt, daB die Punktepaare (pi, pii) und (P, p) einander in N,2 nicht
trennen. Also haben die Kanten A4} und 4l keinen Schnittpunkt (da sie nach Nr. 4
héchstens einen Schnittpunkt besitzen kénnen). Damit ist f bewiesen.

Mit o und g ist 5.4.2 bewiesen.

Aus 5.4.1 und 5.4.2 folgt 5.4 nach Nr. 4.

6) Ist E® ein K-Raumstiick oder ein Nebenraumstiick zu einem PF-, PK- oder
PM-Flichenstiick, so konstruieren wir in E® zwei Mannigfaltigkeiten M, (E®) und
M, (B?):

6.1) a. Ist B* ein Nebenraumstiick zu einem PF-Flichenstiick ¢?, so gilt: E®
liegt in einem P-Raumstiick P®. In ? liegen zwei PKF-Kanten N} und Nj; die
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Nebenflichenstiicke in P® zu diesen seien N? und NZ, die Parallelkanten N3' und N3'.
Das Parallelflichenstiick zu @ sei Q*2. M, (Q%) + M, (@) -+ M, (N%)+ M, (N3) wird
mit M, (E®) bezeichnet.

b. Ist E® ein Nebenraumstiick zu einem PK- oder PM-Flichenstiick @ so gilt:
E? liegt in einem P-Raumstiick P?®. Die in ? liegenden PKF- und PKM-Kanten
seien N, ..., Ni, die in P® liegenden Nebenflichenstiicke zu diesen seien N3, ..., NZ,
die Parallelkanten N7, ..., N¥'. Das Parallelflichenstiick zu Q% sei @*%. Dann wird
M (Q%) + M (Q*) + My (N3) + ... + M, (N?) mit M, (E®) bezeichnet.

c. Ist E® ein K-Raumstiick, so gilt: In b liegen zwei PK-Flichenstiicke @* und
Q**. Die in E® liegenden KF- und KM-Flichenstiicke seien N3, ..., N2. Die offenen
Kanten (N?Q%° (j=1, ..., s) werden mit N} bezeichnet, (N?@*?)° mit N}* und

M () + M, (@) -+ M, (N?) + ... + M, (N3) mit M, (B®).

6.2) Die z-Komponenten von M, (E®) sind 1-dim Sphiren S}, ...,Stlkk, wobei
St (1=1, ..., ) genau eine z-Komponente A} von M, (Q* und genau eine z-Kompo-
nente A} von M, (Q*?) enthilt. AuBerdem enthilt 8 genau je eine z-Komponente

aus zwei voneinander verschiedenen Mannigfaltigkeiten M, (N3).

Beweis: 6.2.1) Es gibt eine eineindeutige Zuordnung {, zwischen den z-Komponenten
von M, (Q*) und den z-Komponenten von M, (Q*%), so daB folgendes gilt: Ist A* eine
z-Komponente von M, (Q*) und A*' die durch ¢, zugeordnete z-Komponente von
M, (@), und liegen die Randpunkte p und ¢ von A' in den Kanten N. bzw. N;
(@,b=1, ..., mit s=2, wenn §® ein PF-Flichenstiick ist, a==b), so liegt ein Rand-
punkt p* von 4* in N}', der andere Randpunkt ¢* in N3' und es gilt weiter:

a. Ist p der beziiglich w I-te Punkt von M, (N.) in Ni und ¢ der m-te Punkt
von M, (N3) in Ni, so ist p* der I-te Punkt von M, (N*) in N und ¢* der m-te
Punkt von M, (N3 in N3

b. Die beziiglich w I-te z-Komponente von M, (N2) in N2 und die m-te z-Kompo-

nente von M, (N%) in N2 bilden zusammen mit A' und A*' eine 1-dim Sphire.

Beweis: ¥ sei die durch M, (Q? bewirkte Unterteilung von ® (Q?), ¥’y die durch
M, (@*%) bewirkte Unterteilung von ® (@*?). Entsprechend seien ¥, und ¥} die
durch M}’ bewirkten Unterteilungen von @ (@%) bzw. @ (@*). Es gibt nun eine
Ahnlichkeitsabbildung #, von ¥ und ¥ aufeinander beziiglich ®, durch die ® (M, (Q?))
und @ (M;2Q? aufeinander abgebildet werden, sowie eine Ahnlichkeitsabbildung 7}
von W% und W} aufeinander, durch die ® (M, (Q*%)) und @ (M;>@Q*?) aufeinander
abgebildet werden; (dies folgt aus 2 bzw. 5.1 bzw. 3.3). '
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Es gibt nun eine eineindeutige Zuordnung oy zwischen den z-Komponenten von
M, (@*) und den z-Komponenten von MiZ Q2 eine eineindeutige Zuordnung o zwischen
den z-Komponenten von M, (@*?) und den z-Komponenten von M;2@**, sowie eine
eineindeutige Zuordnung B, zwischen den z-Komponenten von M;’>@** und den z-
Komponenten von M; Q% so daB folgendes gilt: Werden zwei z-Komponenten ein-
ander durch o oder «f zugeordnet, so werden die durch ® bewirkten Zerlegungen
dieser Komponenten durch 7, bzw. ) aufeinander abgebildet. Werden zwei Kompo-
nenten einander durch f, zugeordnet, so liegen sie im Rande einer und derselben z-
Komponente von M2 E®.

Die Zuordnungen o, f; und o) ergeben eine Zuordnung . mit den geforderten

Eigenschaften. Damit ist 6.2.1 bewiesen.

6.2.2) Werden die z-Komponenten von M, (@) mit A, ...,A}kk bezeichnet, so
lassen sich die z-Komponenten von M, (Q*?) mit A%, ...,Ai‘klk bezeichnen, so daB Al

und A7} einander durch {. zugeordnet werden.
Aus 6.2.1 und 6.2.2 folgt 6.2.

6.3) Die Sphiren 8%, ..., 811, Sk, ..., Sk, sind die Sz-Komponenten von M, (E®)
+ M, (E% in E°.

6.4) Zwei Sphiren S} und She (I=1,...,¢; m=1, ..., t,) sind entweder mitein-
ander punktfremd oder besitzen genau zwei gemeinsame Punkte. (Denn Aj; Ans und
Aft A%h enthalten hochstens je einen Punkt, wobei Af A%, im Falle, daB E® ein
Nebenraumstiick ist, leer ist; und S Sk enthilt héchstens zwei in Flichenstiicken
N? liegende Punkte, jedoch im Falle eines K-Raumstiickes null.)

6.5) In E® gibt es nach Hilfssatz 7 eine St-Mannigfaltigkeit, die aus ¢, +¢, Sz-
Komponenten A%, ...,A?Xl, A%, ---,A?zz in E® besteht, so daB folgendes gilt.

a. AE ist gleich Sk.

b. A%, ..., A%, sind paarweise miteinander punktfremde Flichenstiicke, A%, ..., AZ.»
sind ebenfalls paarweise miteinander punktfremde Flichenstiicke.

c. A% A%, ist entweder leer oder ist eine Kante.

A%k+...+A?kk wird mit M, (E®) bezeichnet.

7) Ist P? ein P-Raumstiick mit dem Zentralraumstiick P*3, und sind J3, ..., J2 die
in P3 liegenden PF-, PK-. und PM-Flichenstiicke, J 8 ..., J% die Nebenraumstiicke und
Ji, ..., J32 die Parallelflichenstiicke zu diesen, so gilt:

7.0) My (P*3) + M (J3) +...+ My (J3) (k =1, 2) wird mit M, (P3) bezeichnet und ist
zu M;2P? shnlich beziiglich ® und beziiglich ©.
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Fig. 20. A} fiic s = 4.

Beweis: 7.1.1) Zwischen den z-Komponenten von M, (P*3) und den z-Komponenten
von M ;2P*3 gibt es eine eineindeutige Zuordnung «, so dal einander zugeordnete Kompo-
nenten einander dhnlich beziiglich @ sind (siehe 3.3).

7.1.2) Jede z-Komponente von M (P?) ist ein in P* normal beziiglich @ liegendes
P-Normalflichenstiick.

7.1.3) Zwischen den z-Komponenten von M;(P3) und den z-Komponenten von
M;2P3 gibt es eine eineindeutige Zuordnung «', so daB folgendes gilt: Sind zwei Kompo-
nenten einander durch «' zugeordnet, so sind ihre Durchschnitte mit P*3 einander durch
o zugeordnet. Dabei sind zwei einander durch «’ zugeordnete Komponenten einander ihn-
lich beziiglich ® und beziiglich @. Daraus folgt 7.1 nach Hilfssatz 3, I1I.

7.2) M,(P?) + M,(P?) ist eine S-normal in P3 liegende S-Mannigfaltigkeit oder die
leere Menge. Dabei sind die z-Komponenten von M, (P3) und von M,(P3) zugleich die Sz-
Komponenten von M, (P?) + M,(P?) in P

Beweis: 7.2.1) Der Durchschnitt M, (P3) M,(P?) ist entweder leer oder eine 1-dim
Mannigfaltigkeit D' mit D' = D' P3. Dabei liegen die Punkte von D! ausschlieBlich in den
Elementen J3, ..., J%, J3%, ..., J2 und in Nebenflichenstiicken zu PKF- und PKM-Kanten.

7.2.2) Ist Z* eine z-Komponente von M (P3), so ist Z2 eine Sz-Komponente von
M, (P3) + M,(P?) in P3.
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Beweis: Die abgeschlossenen Hiillen der 2-dim Elemente aus ® (Z?) sind S-zusammen-
hdngend in M, (P3) + M,(P?) /P3 und lassen sich so in einer Reihe anordnen, dafl zwei
anfeinander folgende Elemente mindestens eine Randkante gemeinsam haben, also auch
Punkte gemeinsam haben, die nicht Doppelpunkte von M, (P3) + M,(P?) sind. Daraus
folgt 7.2.2.

7.2.3) Ist D! eine z-Komponente von D', so ist D'* berandet, und die beiden Rand-
punkte von D! liegen nicht in einem und demselben Element aus ® und liegen nicht beide
in P3 M3,

Beweis: «) D'* liegt im Durchschnitt einer z-Komponente A7 von M, (P%) und
einer z-Komponente A3 von M, (P%. Dabei gilt (siche Fig. 20):

a. ©(4d%) (k=1,2) besteht aus offenen Kanten Eix, ..., Bl ; und Punkten

Piks o> Dk, 80 daB py und Py (=1, ..., 8§ mit ps, 415 = pix) die Randpunkte von
Ei;, sind.

b. @ (Ao?c) besteht aus offenen Flichenstiicken A%y, ..., A%, und A}’ aus offenen
Kanten Ai, ..., A} und B, ..., Bf; und aus Punkten piy, ..., pi, so daB folgendes
gilt: A} A2 =FE} (=1, ...,s), ALAPZ=E}, ALA¥ ist leer; pl und pfi1c (mit

pe,+1k=pix) sind die Randpunkte von E, py und pji die von Af; Al und A}
(mit A} 1= Alx) liegen in A7

c. @ (D) besteht aus offenen Kanten Di, ..., D} mit t>1 und einzelnen Punkten,
so daB D} mit D},; zusammenhingt (j=1, ..., t—1). Nach Hilfssatz 5 gilt dabei:
Es ist t<s;+1 und ¢<s,+1 und bei geeigneter Numerierung der unter a und b ge-
nannten Elemente liegt Di in A3 und in 4% (i=1, ..., ), wenn fiir den Fall, daB

i=s,+1 ist, A7 (1. =A% und entsprechend B3, ,1x=Eix und Y} 15 = Ef% gesetzt wird.
B) 7.2.3 gilt fiir den Fall, daB A} und A3 nicht in derselben P-Klasse liegen.

Beweis:

p.1) Es ist nicht t=s,=s, und nicht t=s, +1=s,+1.

Beweis: Aus der Annahme, es sei {=s,=3s, oder {=¢,+1=s,+1, folgt: BEs ist
8;=8,=s8, und die beiden Flichenstiicke A}; und A4}, liegen in einem und demselben
Raumstiick aus ® (fiir alle j=1, ..., s). Daraus folgt, daB A} und A3 einander be-
ziiglich @ und beziiglich ® &ahnlich sind (siche Hilfssatz 3, I). Dies steht im Wider-
spruch zur Voraussetzung, also ist die Annahme falsch und f§.1 damit bewiesen.

B.2) D ist berandet (da anderenfalls nach Hilfssatz 5 ¢=s, =s, wire).

$.3) Der in E} Ei, liegende Randpunkt von D™ sei p, der in Ei Ei» liegende
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Fig. 21. N mit den Punkten p1r und p;‘ k.  ist durch Pfeile angedeutet.

sei ¢. Dabei liegen p und ¢ nicht in demselben Element aus ® und nicht beide in
P? M (da anderenfalls t=s+1=s,+1 wire).

Mit 5.2 and 5.3 ist § bewiesen.

y) 7.2.3 gilt fir den Fall, daB 47 und 43 in derselben P-Klasse P liegen.

Beweis: y. 1) Es gibt eine Ahnlichkeitsabbildung 5 von ® (43) und @ (43) auf-
einander beztiglich ®. Es ist s; =s,=s, und durch 5 werden A} und 4% (=1, ..., s)
einander zugeordnet, sowie Af; und AL.

y.2) Es gibt mindestens eine Zahl I (I=1, ..., s), so daB D' mit 4}y und mit
A}y punktfremd ist.

Beweis: a. Es gibt eine P im Sinne von 3.2 zugeordnete PKF- oder PKM-Kante
N'; dabei sei N? das in P® liegende Nebenflichenstiick und N*' die in P? liegende
Parallelkante zu N'. Dann gilt:

a.l. Die in M’ liegenden Reprisentanten P, ..., PZ aus { lassen sich in einer
solchen Weise numerieren, daf ihre Schnittpunkte mit N* beziiglich w in der Reihen-
folge der Numerierung in N* liegen. Dann liegen auch die Durchschnitte von P%, ..., P2
mit N? in der Reihenfolge der Numerierung in N* und die Durchschnitte mit N*!
in der Reihenfolge der Numerierung in N*!.

a.2. Bs gibt eine Zahl a;, so daB P;P*, ..., P2 P* in M, (P*) liegen und
PP ., PiP* in M,(P*). Dabei liegen keine weiteren Repriisentanten dieser
®-Klasse in M, (P*®), M, (P*3).

b. A}*N*! ist einer der Punkte pf, ..., p¥, also etwa pf. Dann ist (nach p.1)
A N* = pf, und pf; liegt in N** vor piy (siehe Fig. 21).

Andererseits liegt p;; in N vor p;. Denn N' liegt im Rande eines F-Raumstiickes
oder KM-Flichenstiickes #7, und die z-Komponenten von M, (F?) liegen in F* vor den
z-Komponenten von M, (F?). Daraus folgt, daB die Punktepaare (p;1, p5;) und (pis, pis)

einander in N? nicht trennen. Also haben die Kanten Al und A} keinen Schnitt-
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punkt (da sie nach Nr. 4 hochstens einen Schnittpunkt besitzen). Also ist D' mit

41 und A4j; punktfremd, womit y.2 bewiesen ist.

y.3). Aus 3.2 folgt nach Hilfssatz 5: D™ ist berandet, wobei ein Randpunkt
p in B EL liegt und der andere Randpunkt ¢ in E}L B, wobei t<s ist.

74) p und ¢ liegen in voneinander verschiedenen Flichenstiicken aus ® und
liegen nicht beide in P® M?® (da anderenfalls t=s+1 wire).

Mit .3 und y.4 ist y bewiesen.

Mit § und y ist 7.2.3 bewiesen.

Aus 7.2.1, 7.22 und 7.2.3 folgt 7.2.

8) Sind F%, ..., F? die F-Raumstiicke aus @, K3, ..., K; die K-Raumstiicke und

P, ..., P die P-Raumstiicke, so wird

Me

My (FY)+ 3 M, (KD)+ Ele(P?) (=1, 2)
i=1 fo=

i=1

mit M% bezeichnet und ist ein Reprisentant aus R,. Dabei ist M2+ M2 eine S-
Normalfliche mit dem P-Zahlenvektor r; +y, und M? und M5 sind S-Komponenten
von Mi+ M2 in M3 '

Beweis: 8.1) M% ist eine Normalfliche.
8.2) Der P-Zahlenvektor von M5 ist gleich .
8.3) M2+ M3 ist eine S-Normalfliche.
8.4) M? und M?% sind S-Komponenten von M3:+ M3 in M>.

Beweis: Ist Z? eine z-Komponente von M3 (k=1, 2), so ist Z* eine Sz-Kompo-
p

nente von M3+ M?% in M3, woraus 8.4 folgt.
g

Beweis: Die abgeschlossenen Hiillen der 2-dim Elemente aus © (Z*) sind S-zu-
sammenhéingend in M3I+ M5/M® und lassen sich so in einer Reihe anordnen, daB zwei
aufeinander folgende Elemente mindestens eine Randkante gemeinsam haben, also auch
Punkte gemeinsam haben, die nicht Doppelpunkte von M3+ M3 sind. Daraus folgt
die Behauptung.

Aus 8.1 bis 8.4 und Hauptsatz 2, IL folgt Nr. 8.

Mit Nr. 8 ist Hauptsatz 3 bewiesen.
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VierTESs KAPITEL
Umschaltungen

In diesem Kapitel soll nachgewiesen werden, dafl es bei gegebener S-Normalfliche M?
ldngs jeder Durchdringungslinie von M? genau eine Umschaltung so gibt, daB wieder eine
S-Normalfliche entsteht. Die entstehende S-Normalfliche besitzt dabei denselben P-
Zahlenvektor wie M2, Diese Umschaltungen bezeichnen wir als reguldr, sie lassen sich in
beliebiger Reihenfolge an % ausfithren. Wird eine Reihe von Umschaltungen an M2
ausgefiihrt, deren mindestens eine nicht regulér ist (also zu der reguliren ,,entgegengesetzt ),
so entstebt eine S-Halbnormalfliche 2, die stets mindestens eine Falte enthilt, so daB

diese Falte S-zusammenhéngend in H?/M?3 ist.

1. Umschaltungen an S-Mannigfaltigkeiten

Wir haben zunichst den Begriff der Umschaltung zu definieren. Wir verstehen dar-
unter eine Operation, durch die aus einer S-Mannigfaltigkeit stets wieder eine S-Mannig-
faltigkeit hervorgeht. Es handelt sich dabei also um eine Operation, die man nach [2] als
»»Umschaltung mit nachfolgender kleiner Abdnderung zur Beseitigung der Beriihrungs-
singularititen bezeichnen miiite. Ist D' eine Durchdringungslinie einer S-Mannigfaltig-
keit M2, und ist U eine kleine Umgebung von D' in M3, so bezeichnen wir als eine Um-
schaltung das Fortlassen des Durchschnittes M2 U aus M2 und das anschlieBende Einsetzen

von Teilen des Randes von U und definieren:

DeriNtTIOoN 1. Eine Zuordnung ¢ von Mannigfaltigkeiten V¢! und W' zu
einem S-Polyeder 477! heiBt eine Umschaltung von A% iiber W21, wenn folgendes gilt:

a. BEs gibt eine d-dim Mannigfaltigkeit M9 eine St-Mannigfaltigkeit M ¢ in M,
eine z-Komponente D®* der Durchdringung von M* ' und eine im Verhiltnis zu
M® ' Kkleine Umgebung U¢ von D% % in M¢ so daB U? orientierbar ist, 4%~ 1 =M1 U¢
und W = (U — 39, |

b. Besteht W '— A% aus zwei z-Komponenten, so ist V! gleich der abge-
schlossenen Hiille einer von diesen.

c. Besteht W% '— A% aus vier z-Komponenten V{2, ..., Vi1 (siche Fig. 22)
und ist V' mit VEL punktfremd, so ist V%! entweder gleich Vi 1+ V¢! oder
gleich V147§

Vet heiBt das o-Komplement von A% ', wir verwenden dafiir die Bezeichnung
o A%

DerFINITION 2. Zwei Umschaltungen o, und o, von A% iiber W% ' heiflen
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Tig. 22. A% und Wo (W9 gestrichelt) fiir d = 2.

P —

einander entgegengesetzt, wenn ¢; A% '#0, A% " ist. Die Abkiirzung & bedeutet stets

die zu o entgegengesetzte Umschaltung.

DEFINITION 3. o sei eine Umschaltung von A% iiber W% (d=2 oder 3).
M*? sei ein S-Polyeder.

I. o heiBt an M1 ausfiihrbar, wenn es eine d-dim Mannigfaltigkeit M? gibt, sowie
eine z-Komponente D% der Durchdringung von M%* und eine im Verhéltnis zu M4
kleine orientierbare Umgebung U? von D*? in M¢, so dafi A% = M*1U%ist und Wt =

(U~ 319,

II. Ein S-Polyeder M'*! heiBt das aus M%* durch o hervorgehende S-Polyeder, wenn
einer der beiden Fille vorliegt:

a. o ist an M ausfithrbar und M’%! ist gleich (M4 — 4%) 4 0 A% oder

b. M ist mit 4% und W1 punktfremd und M4 ist gleich M.

o M*?! bedeutet das aus M?! durch ¢ hervorgehende Polyeder.

DurINITION 4. A sei eine randtreue Zerlegung einer Mannigfaltigkeit M¢ (d =2
oder 3) in offene Raumelemente. M sei eine beziiglich A elementar liegende St-Mannig-
faltigkeit in M¢ und ¢ eine Umschaltung von 4% iiber W', Dann heiBt ¢ reguléir beziiglich
M*' ynd A, wenn folgendes gilt:

a. Es gibt eine z-Komponente D?? der Durchdringung von M%* und eine im Ver-
haltnis zu M**|A kleine orientierbare Umgebung U? von D%* in M?, so daB A% =
MU st und Wet = (U4 — M9).

b. Ist E¢ ein d-dim Element aus A, so gibt es eine eineindeutige Zuordnung zwischen
den Sz-Komponenten von M%'E?in E* und den Sz-Komponenten von (o M*')E* in E°,

so daB einander zugeordnete Elemente einander beziiglich A dhnlich sind.
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DEFINITION 5. ¢ sei eine Umschaltung von A% iiber We' (d =2 oder 3). M® sei
eine e-dim Mannigfaltigkeit (e =2 oder 3). Dann heilt eine Umschaltung ¢* eine durch
o M° bewirkte Umschaltung, wenn folgendes gilt:

a. o* ist eine Umschaltung einer z-Komponente A**~* von 4% M¢ iiber eine z-Kom-
ponente W*°™' yon W Je.

b. o* A**! ist gleich (0 A%t) Me.

FoLeERUNG 1. MY sei eine d-dim Mannigfaltigheit mit d=2 oder 3, M*™' eine

St-Mannigfaltigkeit in M?®. D% ..., D% seien die Durchdringungslinien bzw. Doppel-
punkte von M*'. UL, ..., U? seien im Verhilinis zu M ' kleine orientierbare Umge-
bungen wvon D}2 ... D% in M® und poaarweise miteinander punktfremd. Sind nun

Oipy +ovs Oy (bg, v, & zwischen 1 und s und paarweise verschieden) Umschaltungen von

MEYUL, L, MO UL aber (UL —BIY), ..., (Uf— M%), so folgt:

1. Ist j zwischen 1 und s von i, ..., t; verschieden, so ist U klein im Verhélinis
zu o, ... o, M* " (fiir alle j=1, ..., s). Ist insbesondere B cine Zerlegung von M® und
sind Uy, ..., US klein im Verhiltnis zu E|M®, so ist U auch klein im Verhilinis
2u Bloy, ... o, MO

IL. oy, st an i,y ... 0y MO ausfirbar (w=1, ..., t).

1. o4 ... 05, M7 ist etne St-Mannigfaltigheit in M°. Ist insbesondere A eine rand-
treue Zerlegung von M® in offene Manwigfaltigheiten, liegt M®™' transversal beziiglich A,
und sind UY, ..., U? klein im Verhiilinis zu M* | A, so liegt auch o, ... o1, M®™* trans-
versal beziiglich A.

IV. Ist (jy, ..., ji) eine belicbige Permutation der Zahlen 1y, ..., i, so ist
Gjy ... O’ledvlzo‘i, O‘i‘Mdgl.

V. Die S-Charakteristik von oy, ... o1, M®* ist gleich der S-Charakteristik von M1,

Beweis. 1. U;? sei eine im Verhéltnis zu M* | UL| ... | U kleine Umgebung von
Uf in M¢. Dann ist M* ' U*=(oy ... 0, M**) U;* und die Behauptung folgt aus der
Folgerung 4 in Kapitel I, Abschnitt 2.

Die Beweise von IIT-IV sind leicht zu finden.

V folgt durch Induktion nach ¢.

FoLGERUNG 2. A sei eine randireue Zerlegung einer d-dim Mannigfaltigket M¢
mit d=2 oder 3 in offene Moannigfaltigkeiten, M®™' sei eine beziiglich A transversal
liegende S-Mannigfaltigheit in M. D* ® sei eine Durchdringungslinie bzw. ein Doppel-

punkt von M®', U® sei eine im Verhilinis zu M 2| A Kleine orientierbare Umgebung
22 — 61173051 105. Acta mathematica. Imprimé le 4 juillet 1961
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von D*2 in M?. ¢ sei eine Umschaltung von M *U? iiber (U*— MY%). E° (e=2 oder
3) set ein Element aus A. Dann gili:

1. Ist U’ eine z-Komponente von U® Ee, so gibt es genaw eine durch ¢ in E° be-
wirkte Umschaltung o' von M U’ iiber (U'°—E°) und es gilt:

a. o ist an MO Y E° qusfihrbar.

b. Die durch & in E° bewirkte Umschaltung von M® U’ iiber (U'~ E°) st &'.

II. Sind o1, ..., o similiche durch o in B¢ bewirkten Umschaltungen, so ist
om . 01 (MO E®) = (0 M 1) Ee.

IIL. Ist U’ eine z-Komponente von U® B¢, und ist ¢’ eine Umschaltung von M U'®
diber (U'*—E°), so gibt es genau eine Umschaltung von M®"' U iber (U?— M?), durch

die ¢ bewirkt wird.

2. Umschaltungen an zopfartigen S-Mannigfaltigkeiten

Eine S-Normalfliche schneidet die Nebenflichenstiicke zu den PKF- und PKM-
Kanten in zopfartigen S-Mannigfaltigkeiten. Wir beweisen zunéichst, daB fir zopfartige
S-Mannigfaltigkeiten ein Umschaltungssatz gilt, der dem spéter fir S-Normalflichen zu
beweisenden Satz analog ist.

HiLrssAaTz 8. E? sei ein abgeschlossenes Flichenstiick, E* und E*' zwei miteinander
punktfremde abgeschlossene Kanten in E2. A sei eine randireue Zerlegung von E? in offene
Raumelemente, die 12’2, B! und E*' als Elemente enthiilt. M! sei eine zopfartig beziiglich E*
und E*! in E? liegende S- Mannigfaltigkeit. p sei ein Doppelpunkt von M. Dann folgt:

1. Es gibt genaw 2wei Sz-Komponenten Al und Ay von M* in E?, die p enthalten
(stehe Fig. 23). Dabei bestehen Ao}—p wnd AL—p aus je genaw zwei z-Komponenten
B} und BY' bew. B} und Bi' mit folgenden Eigenschaften:

. a. Bl und B} werden von p und von je einem in 12'1 liegenden Punkt berandet.

b. B wnd B werden von p und von je einem in E*' liegenden Punkt berandet.

c. B und BY sind mit B und mit BY* punktfremd. '

11. Ist U? eine im Verhiltnis zu M* kleine Umgebung von p in E?, so gilf: Es
gibt genaw eine Umschaltung o von M U? dber U?, die beziiglich M* und A regulir
ist. Dabei liegt o M' zopfartig in E® beziiglich B und E™'.

1II. Es gibt eine Sz-Komponente von G M* in E® deren beide Randpunkie in B

liegen. Diese besteht aus B! —U?, Bi—U® und einer z-Komponente von U?— M.
74

IV. p' sei ein von p wverschiedener Doppelpunkt von M. U™ sei eine mit U*
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ry e* rx

Fig. 23. E2 mit Al (ausgezogen) und A3 (gestrichelt). (B% und B%, sowie Bi' und Bi' kénnen Schnitt-
punkte miteinander haben.)

punktfremde, im Verhilinis zu M kleine Umgebung von p’ in E®. o sei die beziig-
lich M* und A regulire Umschaltung von M*U'* iiber U'®. Dann ist o auch regulir
beziiglich o' M* und A.

V. py, ..., ps seien (voneinander verschiedene) Doppelpunkte von M'; U3, ..., Uz
seien paarweise miteinander punktfremde im Verhdltnis zu M* kleine Umgebungen von
Prs oo ps in B% 6y, ..., o, seien Umschaliungen von MY U3, ..., MY U? iber U3, ..., Ui
Dann folgt:

V.1. Sind oy, ..., o, regulir beziiglich M* und A, so ist o, die beziiglich os_y ... oy M*
und A regulire Umschaltung von (cs_1 ... 6, MY) U? diber UZ, und 0,05 1 ... oy M* liegt
zopfartig in E* beziiglich B* und E*.

V.2. Ist mindestens eine der Umschaltungen oy, ..., o5 nicht regulir beziiglich M*

und A, so gibt es (mindestens) eine Sz-Komponente von o, ... oy M* in E®, deren beide.

Randpunkte in E* Tiegen.

Bewets. 1) Beweis von I bis 1IV:

1.1) Es gibt eine Zopfnumerierung p,, ..., p; der Doppelpunkte von M' beziig-
lich E®* und E'. p ist dabei gleich einem Punkte p; (=1, ..., t). Es gibt genau zwei
Sz-Komponenten A und A} von M' in E?, die p; enthalten. Die in Bt liegenden
Randpunkte von A} und 4} seien r, bzw. 7, (vgl. Fig. 23). 7, und p; (k=1, 2) sind
die Randpunkte einer z-Komponente B: von AL—p,. Die von B} verschiedene z-
Komponente von AL — p, wird mit B bezeichnet und der in E*! liegende Randpunkt
von BF' mit 7%

1.2) B} und B (k, I=1, 2; k1) sind miteinander punktfremd.
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Fig. 24. U2 enthaltender Ausschnitt von E2.

Beweis: Aus der Annahme, p’ sei ein in B} und in B}’ liegender Punkt, folgt:
p’ ist ein von p; verschiedener Doppelpunkt p; (j=1, ..., f) von M*, so daB einer-
seits §<¢ und andererseits j>¢ ist. Dies stellt einen Widerspruch dar. Also ist die
Annahme falsch und 1.2 damit bewiesen.

Mit 1.1 und 1.2 ist Teil I bewiesen.

1.3) U? gsei eine im Verhiltnis zu M' kleine Umgebung von p, in E? (siehe
Fig. 24). U?B, (k=1,2) ist ein Punkt ¢, U®B}' ein Punkt ¢f. U2—M' besteht
aus vier z-Komponenten V3, ..., Vi, so daB Vi=gf+q, Vi=q,+q, Vi=g,+gs und
Vi=qf+g3 ist.

1.4) Die Zuordnung von U? und Vi+V} zu M U? ist eine Umschaltung o von
M'U? iiber U2 Dabei sind die Sz-Komponenten von ¢ (4i+A43) in E* die abge-
schlossenen (doppelpunktfreien) Kanten Aj'=(Bf'—U? + (Bi—U?)+V} und

A =(By' - U+ (BI—U? + Vi

1.5) o ist regulir beziiglich M* und A.

Beweis: 43} und A} sind einander shnlich beziiglich A (k=1, 2).

Die Zuordnung Ai'<-A} (fir k=1 und 2) und die Zuordnung aller von 4] und
A} verschiedenen Sz-Komponenten von M in E? zu sich selbst bilden zusammen eine

eineindeutige Zuordnung zwischen den Sz-Komponenten von M' in E? und den Sz-
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Komponenten von ¢M' in E? so daB einander zugeordnete Komponenten einander
beziiglich A dhnlich sind.

Damit ist 1.5 bewiesen.

1.6) K'=(Bi—U%+(B}—U?+V} ist eine Sz-Komponente von & M* in E?, deren
Randpunkte 7, und r, in E' liegen (vgl. Fig. 23 und 24).

1.7) Aus der Annahme, & sei regulir beziiglich M' und A, folgt: Es gibt eine
Sz-Komponente S' von M' in E? die zu K' dhnlich beziiglich A ist. Also gibt es:
zu r; und 7, zwei voneinander verschiedene Bildpunkte, die S' beranden und in B
liegen. Dies steht im Widerspruch zu der Voraussetzung, daB M' zopfartig in E*
beziiglich E' und E*' liege. Also ist die Annahme falsch.

1.8) oM" liegt zopfartig in E? beziiglich E' und E*..

Beweis: Werden die ¢—1 Doppelpunkte von ¢M" folgendermafBlen bezeichnet:
PL=D1, -\ Pii1=Pi 1, Dis1=Dir -y Bt=pi-1, 50 gilt: Ist A’ eine Sz-Komponente von.
oM' in E® mit dem in E' liegenden Randpunkt ¢/, so daB in A p, zwischen +" und.

p, liegt (u, v=1, ..., t—1), so ist u<w.

Beweis: p, ist gleich einem Punkt p,. und p, gleich p, (u'=w oder u+1, v’ =v
oder v+1, w'=v"). Damit gilt:

a. Liegen r', p, und p, in einer und derselben Sz-Komponente von M* in E?,
80 ist w' <o, )

b. Liegen ¢, p, und p, nicht in einer und derselben Sz-Komponente von M*
in E? so ist A" gleich A} (k=1 oder 2), #'=r, (I=1, 2; I+k) und p, und p, liegen
nicht beide in B} (vgl. Fig. 23 und 24). Dann gilt:

b.1. Liegt p, in Bf und p, in BE, so ist w' <4 und i<v'.

b.2. Liegen p, und p, in B}, so liegt p, in A% zwischen r, und p,, also ist
w <. '

Aus a und b folgt die Behauptung.

Daraus folgt 1.8.

Aus 14, 1.5, 1.7 und 1.8 folgt Teil II und aus 1.6 Teil IIT.

1.9) Beweis von 1V:

1.9.1) Nach dem Bereits bewiesenen Teil II ist entweder ¢ oder & regulir be-
ziiglich ¢’ M* und A.

1.9.2) G (o’ M') liegt nicht zopfartig in E® beziiglich E' und E*.

Beweis: a. Liegt p’ nicht in B] und nicht in B}, so ist K' eine Sz-Komponente
von §o’' M' in E? (siche 1.6).

b. Liegt p’ in B oder in B}, so liegt p’ nicht in Bf' und nicht in B! (siehe
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1.2). Dann ist K* = (B — U?) + (B}' — U?) + V] eine Sz-Komponente von 5 ¢’ M* in E2.
Aus a und b folgt 1.9.2.
1.9.3) Aus 1.9.1 und 1.9.2 und IT folgt IV. Damit ist 1.9 erledigt.
2) Beweis von V.1: Fir s=1 folgt V.1 unmittelbar aus IIL.

Aus der Induktionsannahme, V.1 sei fiir s<u bewiesen, folgt V.1 fiir s=u+1.

Beweis: o, und o,;; sind die beziiglich o4_1 ... 6; M* und A reguliren Um-
schaltungen von (oy_1 ... o, M*) U% iiber U% bzw. von (oy.1 ... oy M) U4 iiber U2, ;.
Damit ist 0,1 nach IV auch regulir beziiglich o, (0u-1 ... 0y M*y und A. Daraus und
aus II folgt die Behauptung.

Damit ist V.1 durch Induktion bewiesen und Nr. 2 erledigt.

3) Beweis von V.2:

3.1) Diejenigen unter den Umschaltungen o, ..., o, die regulir beziiglich M’
und A sind, seien a;, ..., @i (4, ..., 2 =1, ..., 8 v<s), die restlichen seien 6,4, ..., G,
M =g, ... o1, M* liegt nach V.1 zopfartig in E® beziiglich E' und E*'. Es gibt daher
eine Zopfnumerierung pi, ..., p,, der Doppelpunkte von M™ beziiglich E* und E'.

Die Umgebungen U7 , ..., U} sind nun Umgebungen von Punkten pj, ..., p;, ,
. . . . ’9 , .

(J1» ---» Js-» zwischen 1 und w) und werden mit Uy..., Ujszfv bezeichnet. 61,4, ..., 04

werden entsprechend mit 0}1, cees a}s% bezeichnet.

3.2) Unter den Zahlen j;, ..., Jjs—» gibt es eine kleinste Zahl j, und es gilt:

Nach I gibt es genau zwei Sz-Komponenten Ai' und 45" von M™ in E?, die p;, ent-
halten. A4;'—p, und A;'—p; enthalten je genau eine z-Komponente Bi' bzw. B,
die einen in E' liegenden Randpunkt rj bzw. r; besitzt. Nach II und V.1 ist &;, re-
gulir beziiglich M"* und A, und nach IIT gibt es daher eine Sz-Komponente 4™
von o;, M" in E?, die aus Bi'— U,’fn, B} - U,'fn und einer z-Komponente von U;2 — M"
gebildet wird.

3.3) A™ ist mit p;, ..., pj,_;» Dip,y - Pis_, Punktfremd und ist daher auch
eine Sz-Komponente von o;, , ... o; ., 0;, , --- 03, (o;, M) in E’, also auch eine Sz-
Komponente von ¢, ... o, M* in E% Da die Randpunkte von A*' in E" liegen, ist

damit V.2 bewiesen und Nr. 3 erledigt.
Mit Nr. 1, 2 und 3 ist Hilfssatz 8 bewiesen.

3. Umschaltungen an S-normalen S-Mannigfaltigkeiten

Der fiir zopfartige S-Mannigfaltigkeiten bewiesene Umschaltungssatz 1a6t sich nun auf

1-dim S-Mannigfaltigkeiten iibertragen, die S-normal in den abgeschlossenen Hiillen von
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PK- oder PM-Flichenstiicken liegen, und dann weiter auf 2-dim S-Mannigfaltigkeiten, die

S-normal in den abgeschlossenen Hiillen von K- oder P-Raumstiicken liegen.

HiLrssaTz 9. Q° (d =2 oder 3) sei entweder ein PK- oder PM- Flichenstiick oder ein
K-Raumstiick oder ein P-Rouwmstiick. M®" liege S-normal in @%. D** sei eine Durchdrin-
gungslinie bzw. ein. Doppelpunkt von M*. U? sei eine im Verhdlinis zu ® | M*™ kleine Um-
gebung von D2 in Q°. Dann folgt:

1. Es gibt genau zwei Sz-Komponenten AL und ALY von M® ' in @2, die D**
enthalten.

Es gibt genau cine Umschaltung ¢ von M** U® iber (U?— Qd die beziiglich M*™*
und ® (QF) regulir ist. o ist auch regulir beziiglich M®™* und © (Q%), & st dies nicht.
Weiter gilt:

a. o (A3 14+ ALY besteht aus zwei Sz-Komponenten A1~ und A%, so dafp AL™?
und A1 (=1, 2) einander beziiglich ® wnd beziiglich ® dhnlich sind.

b. o M** liegt S-normal in Q°.

II. D$% sei eine von D*~2 verschiedene z-Komponente der Durchdringung von M*=1,
Ut sei eine mit U* punktfremde, im Verhiltnis zu ®|M*™* kleine Umgebung von Di*
in @, o, sei die beziiglich M** und ® (Q%) regulire Umschaltung von M** US iiber

—@%. Dann gilt: 6, ist auch regulir beziiglich ¢ M®™* und ® (@%).

II1. Sind D%, ..., D¢ paarweise voneinander verschiedene z-Komponenten der

Durchdringung von M*1, sind UZ, ..., U paarweise miteinander punktfremde, im Ver-

héiltnis zu © | M Fleine Umgebungen von D72, ..., D$ % in Q% und o, ..., o, die beziig-
lich M und ® (Q°) reguliiren Umschaltungen von MU, ..., M* U2 diber (Uf— Q"

W}, so gilt:

II1.1. o, ist die beziiglich os_y ... o, M*™' und @ (Q%) regulire Umschaltung von
(051 -.. 0y ME Y UE iber (UL= Q9.

1IL.2. o ... 0, M* liegt S-normal in @°.

1.3, Ist E° ein Element aus ® (@Y oder © (%), so gibt es eine eineindeutige

Zuordnung zwischen den Sz-Komponenten von (o; ... o, M) E¢ in E° und den Sz-
Komponenten, von M ' E°, so daf einander zugeordnete Komponenten zueinander be-
ziiglich @ dhnlich sind wnd, falls E® ein Element aus © ist, einander beziiglich © dhn-
lich sind.

Beweis. 1) Beweis von 1 fiir den Fall, daB Q% ein PK- oder PM-Flichenstiick
Q? ist.
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Fig. 25. Q® mit A% (ausgezogen) und A% (gestrichelt).

1.1) Es gibt genau zwei Sz-Komponenten 4} und 43 von M* in Q% die D° ent-
halten. Dabei gilt (siehe Fig. 25):

a. D° liegt in einem Nebenflichenstiick N? zu einer in @ liegenden PKF- oder
PKM-Kante N'. Die in ¢* liegende Parallelkante zu N' sei N*'.

b. N%*4} (k=1,2) ist eine offene Kante Ai; mit Randpunkten p, und pi, so
daB p, in N liegt und pj in N*.

¢. p, und D° sind die Randpunkte einer z-Komponente B} von A} —D°. Die
von B} verschiedene z-Komponente von Aj—D° wird mit Bj' bezeichnet und die von
B}, verschiedene z-Komponente von Al,— D mit Bii.

1.2) B! und B; sind nach Hilfssatz 8, I mit Bf! und mit B} punktfremd.

1.3) U?B. ist ein Punkt ¢, und U?B}' ein Punkt ¢} (siehe Fig. 26). U?— M*
besteht aus vier z-Komponenten V3, ..., Vi, so daB ¢ und ¢, die Randpunkte von
V1 sind, ¢, und ¢} die von Vi, ¢, und g, die von Vi und ¢f und ¢; die von Vi.

1.4) Die Zuordnung von U? und Vi+V} zu M U? ist eine Umschaltung ¢ von
M'U? iiber U2 Die durch ¢ in N? bewirkte Umschaltung ist o selbst. Dabei gilt:

14.1) ¢ ist die beziiglich M'N? und ® (N?) regulire Umschaltung von M* U?
iiber U? (vgl. Hilfssatz 8, II).

1.4.2) Die Sz-Komponenten von ¢ (A}+A43) in @* sind abgeschlossene doppel-
punktfreie Kanten 4;' = (B! — U%) + (B — U% + Vi und 43 = (B — U?) + (Bt — U%) + V3.
AL N? (k=1, 2) ist eine offene Kante Ai}.
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V4‘l

Fig. 26. U? enthaltender Ausschnitt von N2.

1.5) A und A% sind einander dhnlich beziiglich @ und beziiglich @.
1.6) o ist regulir beziiglich M' und @ (@2 und beziiglich M* und O (@%).

Beweis:
1.6.1) Ist C? ein 2-dim Element aus ® (Q%), so gibt es eine eineindeutige Zu-
ordnung ¢ der Sz-Komponenten von M C? in (% zu den Sz-Komponenten von (¢ M") C*

in 0% so daB einander zugeordnete Elemente einander beziiglich @ dhnlich sind.

Beweis: Ist C? nicht gleich N?, so existiert ¢ trivialer Weise als Zuordnung der
Sz-Komponenten von M*(® in C% zu sich selbst. Ist C? gleich N? so bilden die Zu-
ordnung Ai,— A}, (fir k=1 und 2) und die Zuordnung aller von A1, und Al ver-
schiedenen Sz-Komponenten von M N2 in N? zu sich selbst eine Zuordnung, die die
fiir ¢ geforderten Eigenschaften besitzt. Damit ist 1.6.1 bewiesen.

1.6.2) Die Zuordnung Al AL (fir k=1 und 2) und die Zuordnung aller von Aj
und A4; verschiedenen Sz-Komponenten von M* in @2 zu sich selbst ergeben zusammen eine
Zuordnung der Sz-Komponenten von ¢ M* in @2 zu den Sz-Komponenten von M?! in @2,
so daB} einander zugeordnete Elemente einander beziiglich ® dhnlich sind.

Mit 1.6.1 und 1.6.2 ist 1.6 bewiesen.

1.7) Aus der Annahme, & sei regulir beziiglich M* und ® (@?) oder beziiglich M* und
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Fig. 27. A% mit D

0 (@?), folgt: K' = (B} — U?) + (B — U?) +7V} ist eine Sz-Komponente von &M! in @2
und N2, K! ist damit beziiglich @ oder beziiglich @ &hnlich zu einer Sz-Komponente S
von M! in N? bzw. Q2. Dies steht im Widerspruch dazu, da M" S-normal in @2 liegt.
Also ist die Annahme falsch.

1.8) ¢ M! liegt S-normal in Q2.

Beweis:

1.8.1) Die Durchdringung von o M* ist gleich der Summe der von D° verschiedenen
Doppelpunkte von M1

1.8.2) Ist C! eine PKF- oder PKM-Kante aus O (§?), und ist C? das in G*liegende
Nebenflichenstiick zu O, so ist (¢ M1)0? entweder leer oder liegt zopfartig in C2.

Beweis: Ist C2 nicht gleich N2, so gilt 1.8.2 wegen (¢ M*)0? = M1 (2.

Ist O2 gleich N2, so liegt (¢ M')C? nach Hilfssatz 8, IT zopfartig in (2 beziiglich N1
und N*1. Damit ist 1.8.2 bewiesen.

Aus 1.6, 1.8.1 und 1.8.2 folgt 1.8.

1.9) Aus 1.1 und 1.4 bis 1.8 folgt Teil I fiir den Fall, daB Q¢ ein PK- oder PM-Flichen-
stiick ist. Damit ist Nr. 1 erledigt.

2) Beweis von II fiir den Fall, daB @¢ ein PK- oder PM-Flichenstiick @2 ist:

2.1) Nach dem fiir PK- und PM-Flichenstiicke bereits bewiesenen Teil T ist entweder

o, oder &, reguldr beziiglich ¢ M* und @ (Q?).

2.2) DY liegt in einem Nebenflichenstiick N2 zu einer PKF- oder PKM-Kante N1.
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Fig. 28. Uiz enthaltender Ausschnitt von G;Z

Durch ¢, wird in N2 die Umschaltung ¢, selbst bewirkt.
2.3) g, ist regulir beziiglich (¢ M)N2? und ® (N2).

Beweis: Liegt D° nicht in N2, so folgt 2.3 unmittelbar aus der Voraussetzung. Liegt D?
in N2, so wird in N2 durch ¢ die Umschaltung o selbst bewirkt. In diesem Falle folgt 2.3
aus Hilfssatz 8, IV.

2.4) Aus 2.1 bis 2.3 und Hilfssatz 8, IT folgt Teil 11 fiir den Fall, daBl @° ein PK- oder
PM-Flichenstiick ist. Damit ist Nr. 2 erledigt.

3) Beweis von I fiir den Fall, da8 Q% ein K-Raumstiick ¢® ist.

3.1) Es gibt genau zwei Sz-Komponenten 4% und 43 von M? in @®, die D' ent-
halten. Dabei gilt:

a. In ® liegen genau zwei PK-Flichenstiicke G und G3. Dabei ist G} A5
(4, k=1, 2) eine offene Kante Gj; (siehe Fig. 27), und Gf; und G% enthalten genau
einen Randpunkt p; von D'. p, liegt dabei in einem Nebenflichenstiick NI zu einer
PKF- oder PKM-Kante Ni.

b. Es gibt (vgl. Fig. 27) zwei z-Komponenten B}; und Bi, von Gi;—p,; bzw.
Gia—p,, so daB die von p, verschiedenen Randpunkte p,, und p;, von Bl; bzw. Bl
in N liegen. N} liegt im Rande eines in @° liegenden KF- oder KM-Flichenstiickes
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Fig. 29. A% mit D! und U A%.

J?, und J?G% ist die abgeschlossene Hiille einer PKF- oder PKM-Kante NI Dabei
ist J2A% (k=1, 2) eine offene Kante E}, deren von p,, verschiedener Randpunkt py,
in N3 liegt. Andererseits ist p,, Randpunkt einer z-Komponente B}, von Gj;— ps.

Die von Bl (i, k=1, 2) verschiedene z-Komponente von G} —p; wird mit B}
bezeichnet, ihr von p; verschiedener Randpunkt mit pf. Dabei sind pfy und p3, die
Randpunkte der von E} verschiedenen KF- oder KM-Normalkante E}' aus A4%.

c. D+ Bly+Bii+Ey+py+py (k=1,2) ist der Rand einer z-Komponente Bj
von A} —D' (vgl. Fig. 27). Die von B} verschiedene z-Komponente von A% — D' wird
mit B} bezeichnet.

32) UG} (i=1,2) ist eine im Verhiltnis zu @ |M? kleine Umgebung U? von
p; in G (siehe Fig. 28). Dabei gilt:

a. U?Bl ist ein Punkt ¢, und U?B}i ein Punkt gf.

b. U?— M? besteht aus vier z-Komponenten Vi, ..., Vi, so daB ¢, und ¢, die
Randpunkte von Vi sind, ¢; und ¢ die von Vis, ¢, und ¢;, die von V}3 und ¢}
und ¢y die von V.

c. UPB% ist eine offene Kante L, und U®?B}® eine offene Kante L3 (siche
Fig. 29). ,

d. (U®—@® — M? besteht aus vier z-Komponenten V%, ..., V3, so daB Vi=V}
+ Vi + L'+ L} ist, sowie VE=Vh+Vi+ LI+ 1§, Vi=Vis+Vi+ L} +L} und
Vi=Vi+ Vi + L'+ L3

3.3) Die Zuordnung von (U?—@®) und Vi+V3 zu M?U® ist eine Umschaltung
o von M*U? iiber (U*—-€?®). o bewirkt in Gf (i=1, 2) eine Umschaltung o; von
M*U} iiber U2 Dabei gilt:

3.3.1) ¢; ist die beziiglich M®G? und @ (G?) regulire Umschaltung von M®UF
iiber U?%.
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Beweis: Nach dem fiir PK-Flichenstiicke bereits bewiesenen Teil 1 ist entweder
0; oder &; regulir beziiglich M2 G? und ® (G?). Aus der Annahme, ; sei regulir beziiglich
MG} und @ (G, folgt: K'=(BL— Ul +(Bh—UH+Tlh (vgl. Fig. 28) ist eine Sz-
Komponente von & (M>@}) in GE, ist also dhnlich beziiglich ® zu einer Sz-Kompo-
nente S' von M?®G? in G?. Dies steht im Widerspruch dazu, daB S* eine PK-Normal-
kante ist. Also ist die Annahme falsch und 3.3.1 damit bewiesen.

3.3.2) Die Sz-Komponenten von o; (G5 +Gl) in G? sind die (nach 3.3.1 normal
in G? liegenden) abgeschlossenen Hiillen der offenen Kanten Gii = (B — U?) + (Bh— U?)
+Vi und Gi3=(Bh— U+ (B — U} + V.

3.4) B} und B} sind mit Bf* und mit B}® punktfremd.

Beweis: Aus der Annahme, ein Punkt p’ lige in B} Bf® (k, =1, 2; k=+1), folgt:
p" liegt in einer von D' verschiedenen Durchdringungslinie D' von A%+ A3. Damit
liegt ein Randpunkt p” von D in Bly,— U? und in B¥ — U2 Also ist (B — U
-+ (Blx— U3) + V1, mehrfach zusammenhingend. Dies steht im Widerspruch dazu, daB
G1 eine PK-Normalkante ist, also ist die Annahme falsch. Daraus folgt 3.4.

3.5) Die Sz-Komponenten von o (4%+A435) in §® sind abgeschlossene (und nach
3.4 doppelpunktfreie) Flichenstiicke 41* = (B}* — U?) + (B3 — U®) + Vi und 47 = (B} — U?)
+ (B —U% +Vi.

3.6) A und A% (k=1, 2) sind einander ahnlich beziiglich ® und beziiglich ®.

Beweis: Es gibt (da G/} und GJ demselben PK-Kantenpaar entsprechen, und
nach Satz 2) eine Ahnlichkeitsabbildung ay, (fiir 4, k=1, 2) von ® (G}) und @ (G})
aufeinander beziiglich ®. Die Zuordnungen A2 A% (k=1 oder 2), B}~ E} und die
Zuordnung von Ei', pf und p3; zu sich selbst ergeben, zusammen mit o und ory,
eine Ahnlichkeitsabbildung von ® (4;%) und @ (4%) aufeinander beziiglich ®. Daraus
und aus Hilfssatz 3, I folgt 3.6.

3.7) o ist regulir beziiglich M* und @ (@%), sowie beziiglich M? und O (@°).

Beweis: Die Zuordnung A;?< A% (fir k=1 und 2) und die Zuordnung aller von
A? und 4} verschiedenen Sz-Komponenten von M? in Q3 zu sich selbst bilden zu-
sammen eine eineindeutige Zuordnung der Sz-Komponenten von ¢ M? in @° zu den
Sz-Komponenten von M? in *, so daB einander zugeordnete Elemente einander dhn-

lich beziiglich @ und beziiglich ® sind. Damit ist 3.7 bewiesen.

3.8) Aus der Annahme, & sei regulir beziiglich M?* und ® (@® oder beziiglich
0 (@%), folgt: K*=(Bi—U®) + (B~ U% +V3 ist eine Sz-Komponente von &M? in Q*
ist also beziiglich @ oder beziiglich ® idhnlich zu einer Sz-Komponente S% von M?
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Fig. 30. A% mit D! fir s, = 4 und ¢ = 3.

in @° Dies steht im Widerspruch dazu, daB S? ein K-Normalflichenstiick ist, also
ist die Annahme falsch.

3.9) ¢M? liegt S-normal in @°.

Beweis: Die Sz-Komponenten von ¢ M? in * sind nach 3.7 beziiglich ® normal
liegende K-Normalflichenstiicke. Die Durchdringung von ¢ M? ist gleich der Summe
der von D' verschiedenen Durchdringungslinien von M® (o M?) G} (=1, 2) liegt nach
3.3.1 und dem fiir PK-Flichenstiicke bereits bewiesenen Teil I S-normal in G?. Daraus
folgt 3.9.

3.10) Aus 3.1, 3.3 und 3.5 bis 3.9 folgt I fiir den Fall, daB @° ein K-Raum-

stiick ist. Damit ist Nr. 3 erledigt.
4) Beweis von I fiir den Fall, daB Q¢ ein P-Raumstiick @ ist:

4.1) Es gibt genau zwei Sz-Komponenten A} und 43 von M? in @3, die D' ent-
halten. Dabei gilt (siehe Fig. 30):

a. ©(4A}) (k=1, 2) besteht aus Kanten El, ..., Bix und Punkten py, ..., psr,
so daB py und pi i die Randpunkte von E}, sind (i=1, ..., s mit Dsj+1k = Pyie)-

b. @ (AZ) besteht aus offenen Flichenstiicken A%, ..., A?kk und A32 aus offenen

Kanten Al ..., 4i,x und Efi, ..., B} und aus Punkten pfy, ..., pf so daB fol-
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gendes gilt: A% A% =E}, A% A2 =E}, A2 A% ist leer. p} und piq sind die Rand-
punkte von K (mit pskﬂk 1Y), Py und pf die von AL, Al und Al liegen in
A (mit A3 1= AL

c. B, ..., E; . liegen in PF-, PK. bzw. PM-Flichensticken J3, ..., J?kk aus

© (Q3), Dis ---» Ps,x i paarweise voneinander verschiedenen PKF- bzw. PKM-Kanten
Nie, ..., Nie aus © (%). Entsprechend liegen 4%, ..., A5, in den Nebenraumstiicken
BT Jsgkk zu J, .. Jskk, EH .. E;:k in den Parallelflichenstiicken J3Z, .. Jskk
e Jig, ..., J?kk; Alk, ..., Aj,x liegen in den in @° liegenden Nebenflichenstiicken
N2, ..., N?kk und i, ..., pi,x in den in @® liegenden Parallelkanten NE . Nsk,c
zu Nig, ..., N} . A} liegt in dem Zentralraumstiick @** von @°.

42) Ri=A%. + ... +A§kk+A%k—i— +A}kk ist ein offener Kreisring und enthéilt
D' (vgl. Fig. 30). ®(D') besteht dabei nach Hilfssatz 5, IT aus offenen Kanten
Di, ..., Di und Punkten p,, ..., pry1 mit t>1, so daB p; und p;1 (j=1, ..., t) die
Randpunkte von D} sind. Dabei ist ¢ nicht groBer als die kleinere der Zahlen s, +1,
s;+1, und es gilt bei geeigneter Numerierung der unter 4.1 genannten Elemente:

a. D, ..., D} liegen in A, ..., A%, (k=1 und 2), wobei fiir den Fall t=g,+1
Aszkﬂ,c:A%k zu setzen ist.

b. p, liegt in Eiy, p,, ..., p liegen in A}y, ..., A, und p, 4 liegt in Ef, (mit
A§k+1k=A%k und Egkﬂk:E}k)-

43) Fir ¢=1, ..., ¢ ist Jhi=J% mit J? e=Ji. Fir j=2, ..., ¢ ist Nj=DNp
mit N5, .12 =Nix. Zur Vereinfachung wird fir i=1, ..., t Ji mit Ji, J§ mit J§ und
Ji% mit Ji? bezeichnet, sowie fir j=2, ..., t N& mit N}, N% mit N? und N} mit
N'. Dabei wird gesetzt: Ji,.1=J3, Nskﬂ N2, usw.

44) AZ—D' (k=1, 2) besteht aus zwei z-Komponenten BZ und B}, so daff Bi?
das Flichenstiick A%* enthilt. Dabei gilt (vgl. Fig. 30):

a. Fir i=1, ..., ¢t bei t<s, und fiir i=2, ..., s, bei t=g,+1 gﬂt: A% — D' be-
steht aus zwei z- Komponenten B und B}, so daB Bi}f=A% B;?

b. A}x—D' (j=2, ..., t) besteht aus zwei z-Komponenten Bj, und Bji, so daB
Bl = A}, B ist

c. Bei t<s, besteht Ei,— D' aus zwei z-Komponenten C}, und Cf%, sowie E};, — D*

aus zwei z-Komponenten C}, und Cfi, so daB C¥ in Bi? und C}} in B} liegt.

d. Bei t=s,+1 (siche Fig. 31) besteht Hi—D' aus drei z-Komponenten (i,
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W
ph-l p1

Fig. 31. /I%k enthaltender Ausschnitt aus A% mit D* (vgl. Fig. 30) fiir ¢ = s, + 1. (Es ist p,, = py;, und
es kénnen auch B%k und Bt}]é mit B}k bzw. BT;IC bezeichnet werden. Man beachte jedoch, daB entspre-
chendes nicht fir B%k, C%k, Py D} und p,., gilt!)

CH und Cl, so daB C% in B}? liegt und p, und py die Randpunkte von Cl. sind

und py, und p;.; die von Ci.

e. Bei t=s,+1 besteht A%, —D' (vgl. Fig. 31) aus drei z-Komponenten Bi,
B2, und B2, so daB B!} =A%, B ist, und so daB B%, =Di+Cl,+ B und B}, =D}
O} + By ist.

Damit ist By =B +...+Bf+Bh+...+Bl und BjQ*=0lc+Ey+ ...+ Eix
+ O+ Dy + Do+ +ov + Py Dis1-

4.5) B? und BZ sind mit Bf? und mit BiZ punktfremd.

Beweis: Aus der Annahme, ein Punkt p’ lige in B} By® (k, 1=1, 2; k=1), folgt:
p’ liegt in einer von D' verschiedenen Durchdringungslinie D™ von A} A3, und es
gibt mindestens ein Flichenstiick B (i=1, ..., #), das mit D™ nicht punktfremd ist,
also mindestens eine z-Komponente D'! von D™ Bf,. Damit enthilt mindestens eine
Kante B}, (j=¢ oder 3+1) einen Randpunkt p'’ von D'’. Daraus folgt weiter, dafl
p” auch in BE liegt. Dies steht nach Hilfssatz 8, I im Widerspruch dazu, daB M2 N7
in N? zopfartig beziiglich N} und Nj}* liegt. Also ist die Annahme falsch. Daraus
ergibt sich 4.5.

4.6) U3JE, ..., UBJ: U®NE, ..., U3N%, U®J? und U®J? bestehen aus z-Kompo-
nenten U3, ..., U} und U%, ..., U?,1, so daB U? (i=1, ..., t) eine im Verhiltnis zu

M?|® Kkleine Umgebung von p; in N7 ist, sowie U3 eine im Verhiiltnis zu M?|® kleine
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Fig. 32. sz enthaltender Ausschnitt von N]z.

Umgebung von p, in J; und U?,; eine im Verhiltnis zu M?|® kleine Umgebung
von ;s in J?2. Dabei gilt:

a. UZBY (j=2, ...,¢8 k=1, 2) ist ein Punkt ¢ (siche Fig. 32) und U} B}l ein
Punkt ¢f. UiCL ist ein Punkt gy, U203 ein Punkt gf, UZ.y Ok ein Punkt g;,1x

und U?., Cf (mit Ot =01%) ein Punkt ¢

b. UZ— M? (m=1, ..., t+1) besteht aus vier z-Komponenten Vi, .o,V (vgl.
Fig. 32), so daB ¢4, und ¢,, die Randpunkte von V}; sind, ¢, und gne die von

Vg, @um und g, die von Vis und g¢h; und ghs die von Vi

c. UiB% (i=1,...,4 k=1,2) ist eine offene Kante L}; (siche Fig. 33) und
U? Bf? (mit B} £+1k =BiZ bei t=s,+1) ist eine offene Kante Lj.

d. (U}—J?)— M? besteht aus vier z-Komponenten V3, ..., Vi, so daBl Via=V}
+Vhn+ L+ Lk ist, sowie VE=Vh+Via+Li+L*%, VE=Vh+Vi+Lh+ Lz und
Vh=Vi+Viu+ L+ LY.

e. Die vier offenen Kanten Li=IL;+ ... + L +qu+ ... +qy und L =L+ ...

+ LY +ghe+ ... +qh (k=1,2) sind die z-Komponenten von (U?—¢®) M. Die vier
23 — 61173051 105. Acta mathematica. Imprimé le 5 juillet 1961



350 WOLFGANG HAKEN

Fig. 33. US A% und U343} enthaltender Ausschnitt von A% (fiir ¢ > 2).

offenen Flichenstiicke VZ=TV3 +...+ Vi + Vi +...+ Vi, (u=1, ..., 4) sind die z-
Komponenten von (U®— %) — M2 .

47) Die Zuordnung von Vi+ V% und (U*—@P) zu M? U® ist eine Umschaltung
¢ von M2 U? iiber (—U_3:Q~3) o bewirkt in J? (i=1, ..., t) eine Umschaltung ¢; von
M? U} iiber (U3——J'§)_, sowie in N? (j=2, ..., t) eine Umschaltung ¢; von M? U] iiber
U3 in J? eine Umschaltung o; von M2 U?% iber U? und in J? eine Umschaltung
o141 von M2 U?., iiber U?.;. Dabei gilt:

471) o) ist die beziiglich M2J% und ® (J%) regulire Umschaltung von M? Ui
iiber U2, o}, ist entsprechend die beziiglich M?® J?% und @ (J?) regulire Umschaltung

von M?UZ,, iber UZ..

Beweis: a. Nach dem fiir PK- und PM-Flichenstiicke bereits bewiesenen Teil I
ist entweder of oder &; regulir beziiglich M® J? und @ (J3).

* b. Aus der Annahme, &; sei regulir beziiglich M2J? upd @ (J_ ?), folgt: K
=(O4—U% + (O — U + Vi ist eine Sz-Komponente von &1 (M2J3) in Ji (vgl. bei-
spielsweise Fig. 34) und ist damit &hnlich beziiglich ® zu einer Sz-Komponente St
von M2J? in J?. Dies steht im Widerspruch dazu, da 8' eine PK- oder PM-Normal-
kante ist. Also ist die Annahme falsch.

c. Mit a und b ist der erste Teil von 4.7.1 bewiesen. Der zweite Teil von 4.7.1
ergibt sich véllig analog, wenn fir of, U} und Vis oi+1, Ui, bzw. Vs gesetzt
werden und fir J? und Ol (k=1, 2) J? bzw. Clx. Damit ist 4.7.1 bewiesen.



THEORIE DER NORMALFLACHEN 351

Y,
Fig. 34. Bl1, iz und Uf fiir t <s, + 1, t <s, + 1. (Cl1 und Cla, sowie C11 und ¢F} kénnen auBerhalb
Ul Schnittpunkte besitzen.)

4.7.2) Die S-Mannigfaltigkeiten o, 07 (M2J37) und of.1 o7 (M2 J?) liegen S-normal
in J} bzw. in J} (Dies folgt nach 4.7.1 aus den fir PK- und PM-Flichenstiicke
bereits bewiesenen Teilen I und II, und zwar aus I, wenn J7<=J% ist, und aus I,
wenn Ji=J% ist.) Dabei gibt es offene Kanten Eii, Eii, E:l und Eii, so daB fol-
gendes gilt:

a. By (k=1,2) ist diejenige Sz-Komponente von o,.101(M2J3) in J3, die
Ot — U? enthilt.

b. Eii ist entsprechend diejenige Sz-Komponente von o7.101 (M2J3) in J3, die
Ot — U enthilt.

c. By und Eij sind bei t<s,+1 miteinander punktfremd und bei t=s,+ 1 ein-
ander gleich (siehe Fig. 34, 35 und 36).

4.7.3) Die Sz-Komponenten von o (d)+4)) in N? (=2, ..., 1) sind die ab-
geschlossenen Hiillen der offenen (und nach 4.5 doppelpunktfreien) Kanten A;i
= (Bt~ U))+(Bi—U)+Vj und A} =(Bj—Uj)+(BE — U+ V.

1
G P
2k
1
v,
*1 1
c C
" P1 " pz/
Y1 ¥*1 1 1
telk ka Clk VIA’
phl k plk

Fig. 35. Eix, Biv, Eli, Ui und Ufl fiir t=8 +1 < +1. (C} und Cir, sowie O und Ch, CFt
und €3, Cf% und C3f konnen auBerhalb U und U, Schnittpunkte miteinander haben.)

23% — 61173051 151. Acta mathematica. Imprimé le 4 juillet 1961
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Fig. 36. Hi1, Bis, Us und Ul fiir ¢ =, + 1 = s, + 1. (011 und Clz, sowie Cf1 und Cla, C51 und C13 kén-
nen auBerhalb U und Ur,1 Schnittpunkte miteinander haben.)

47.4) Die Sz-Komponenten von o, (A%, +d%s) in J; (m=2, ..., t—1) sind die
abgeschlossenen Hiillen der offenen (und nach 4.5 doppelpunktfreien) Flichenstiicke
Ak = (B — Ub) + (Bha— US)+ Vi und A7 =(Bh— Uh) + (B — Uh) + Via.

Ferner gibt es offene Flichenstiicke A3}, A1, Ad und A4, so daB folgendes gilt:
A2 (k=1, 2) ist diejenige Sz-Komponente von o, 0, (M2J3) in J3, die Bif— U® ent-
halt. A;? ist diejenige Sz-Komponente von o, a0y (M2J?) in J?, die B2 enthalt. Aj2
und A4/ sind bei f<s,+1 miteinander punktfremd und bei t=s;+1 einander gleich
(vgl. 4.7.2).

Insgesamt sind 4;3 und A4i; (:=1, ..., {) Sz-Komponenten von (cM?) J? in J3.

4.7.5) Die Sz-Komponenten von o (A3 + A%) in @® sind abgeschlossene Flichen-
stiicke A2= (B — U+ (B— U%+ V% und A3%=(Bi—U® +(B3s*— U%+ V3.

4.8) Es gibt eine Ahnlichkeitsabbildung vy von ® (A{}) und @ (4%) aufeinander
beziiglich ® (¢1=1; ...,¢ k=1, 2).

Beweis:

48.1) Es gibt eine Ahnlichkeitsabbildung ay, (=1, 2) von @ (E3%) und ® (Eix)
aufeinander beziiglich ®, sowie eine Ahnlichkeitsabbildung oy, von @ (E:z) und @ (Ejy)

aufeinander beziiglich ®. (Bei ¢=s,+1 ist o mit oy identisch.)

Beweis: Die Zuordnungen Eik<>Hli, Py Py und die Zuordnung der von py
und p,, verschiedenen Randpunkte von EiL und E}; zueinander bilden zusammen eine
Ahnlichkeitsabbildung von © (E:}) und © (Eix) aufeinander beziiglich ©. Entsprechend
bilden die Zuordnungen E},<E::, py<—p, und die Zuordnung der von p, und py,
verschiedenen Randpunkte von Ei; und von E}; zueinander eine Ahnlichkeitsabbildung
von © (EL) und O (Hl) aufeinander beziiglich @. Also sind Eii und Eix, sowie
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E.. und E},, einander nach Hilfssatz 3, I dhnlich beziiglich ©, also (da es sich um
normal beziiglich ® liegenden Kanten handelt) auch beziglich @. Daraus folgt 4.8.1.

4.8.2) Es gibt eine Ahnlichkeitsabbildung o; (fir alle j=2, ..., t—1) von @ (E})
und @ (E}) aufeinander beziiglich ®.

Beweis: Die Zuordnungen Ej< Ejs, ;<P und p;.11¢pi1e bilden zusammen
eine Ahnlichkeitsabbildung f; von @ (E};) und @ (E};) aufeinander beziiglich ©. Ist
J} ein PF-Flichenstiick, so ist f; zugleich eine Ahnlichkeitsabbildung von ® (E}) und
® (E};) aufeinander beziiglich ®. Ist J7 ein PK- oder PM-Flichenstiick, so folgt nach
Hilfssatz 3, I die Ahnlichkeit von E}, und E}; beziiglich ® und daraus die Ahnlich-
keit beziiglich ®. Damit ist 4.8.2 bewiesen.

4.8.3) Die Zuordnungen A< A%, AR N} A2 N2, Ajko Al oy, und die Zu-
ordnung von Eff, p¥ und pl zu sich selbst bilden zusammen eine Ahnlichkeits-
abbildung 3, von @ (A%) und ® (43:) aufeinander beziiglich ®. Entsprechend bilden
die Zuordnungen A/« A%, Afior A, Af Nt Af N (mit N2 1= Nii bei £ =s;
und N?k+2k:N%k bei t=s¢,+1), oy und die Zuordnung der iibrigen Elemente von
® (47x) zu sich selbst eine Ahnlichkeitsabbildung yy von ® (4:7) und @ (%) auf-
einander beziiglich ®. (Dabei ist vy fir {=s,+1 mit y, identisch.)

4.8.4) Die Zuordnungen Agye> Ani, Amper Anr, A1 Anene (mit A5, 1 = A1),
«, und die Zuordnung aller iibrigen Elemente von ® (d%) zu sich selbst (m=2, ...,
t—1; k=1, 2) bilden zusammen eine Ahnlichkeitsabbildung 7, von ® (4,%) und ® (47.x)
aufeinander beziiglich ®.

Mit 4.8.3 und 4.8.4 ist 4.8 bewiesen.

4.9) A und A% sind einander dhnlich beziiglich @ und beziiglich ©.

Beweis: Die Zuordnungen yy;, ..., y4 und die Zuordnung aller iibrigen Elemente
von @ (A4%) zu sich selbst bilden zusammen die Ahnlichkeitsabbildung von @ (4)7) und
@ (4%) aufeinander beziiglich ®. Daraus und aus Hilfssatz 3, T folgt 4.9.

4.10) ¢ ist regulir beziiglich M? und ® (@®), sowie beziiglich M? und O (@°).

Beweis:
4.10.1) Ist C® ein 3-dim Element aus ® (@), so gibt es eine eineindeutige Zu-
ordnung ¢ der Sz-Komponenten von M2(C?® in ° zu den Sz-Komponenten von (o M?) C*

in C% so daB einander zugeordnete Elemente einander beziiglich ® &hnlich sind.

Beweis: Ist C* mit D' punktfremd, so existiert ¢ trivialer Weise als Zuordnung
der Sz-Komponenten von M2(C® in C° zu sich selbst. Ist C* mit D' nicht punkt-
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fremd, so sind die z-Komponenten von D'C® Kanten Di, ..., ﬁ}u (iy, ... 4y Zwischen
1 und ¢, 4>0). In diesem Falle bilden die Zuordnung A;ﬁk«»ﬁ?vk (fiir alle v=1, ..., u,
sowie k=1 und 2) und die Zuordnung aller mit D' punktfremden Sz-Komponenten
von M?C® in C® zu sich selbst eine Zuordnung, die nach 4.8 und Hilfssatz 3, I die
fir ¢ geforderten Eigenschaften besitzt. Damit ist 4.10.1 bewiesen. |

4.10.2) Die Zuordnung 42> A% (fir k=1 und 2) und die Zuordnung aller von
A% und A} verschiedenen Sz-Komponenten von M? in Q® zu sich selbst bilden zu-
sammen eine eineindeutige Zuordnung der Sz-Komponenten von M? in (° zu den Sz-
Komponenten von (o M2 @® in @3, so daB einander zugeordnete Komponenten ein-
ander beziiglich ® &hnlich sind. '

Mit 4.10.1 und 4.10.2 ist 4.10 bewiesen.

4.11) Aus der Annahme, & sei regulir beziiglich M? und @ (@®) oder beziiglich
M?* und @ (@), folgt: K*=(Bi—U* +(B5— U%+V} ist eine Sz-Komponente von G M*
in @ und K?N3= (B} — U3+ (Bh— U2+ Vi ist eine Sz-Komponente von (o M?) N3
in N3. Also ist K®N% ihnlich beziiglich ® zu einer Sz-Komponente $* von M? N3
in N3, oder K? ist dhnlich beziiglich @ zu einer Sz-Komponente S* von M? in Q.
Dies steht im Widerspruch dazu, daB M? S-normal in @® liegt. Also ist die Annahme
falsch.

4.12) ¢ M? liegt S-normal in Q°.

Beweis:

4.12.1) Die Sz-Komponenten von ¢ M? in @ sind 47, A* und die mit D* punkt-
fremden Sz-Komponenten von M? in @°. Sie liegen damit normal beziiglich ® in @°.

4.12.2) Die Durchdringung von ¢ M? ist gleich der Summe der von D' ver-
schiedenen Durchdringungslinien von M>.

4.12.3) Ist N' eine in ® liegende PKF- oder PKM-Kante und ist N> das in
@® liegende Nebenflichenstiick zu N' und N*! die in N? liegende Parallelkante zu N,
so liegt (o M?) N? zopfartig in N? beziiglich N* und N*'.

Beweis: Ist N? mit D' punktfremd, so folgt 4.12.3 unmittelbar. Ist N® mit D'
nicht punktfremd, so gibt es eine Zahl j§ zwischen 2 und ¢, so daB N2=Nj, also
(0 M?*) N*=g] (M? N?) ist. Damit liegt (0 M?) N? nach Hilfssatz 8, IL zopfartig in N?%
beziiglich Nj und N}'. Damit ist 4.12.3 bewiesen.

Aus 4.12.1, 4.12.2 und 4.12.3 folgt 4.12.

4.13) Aus 4.1, 4.7 und 4.9 bis 4.12 folgt I fir den Fall, daB @* ein P-Raumstiick
ist. Damit ist Nr. 4 erledigt.
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5) Beweis von II fiir den Fall, daBl @° ein P- oder K-Raumstiick ist:

5.1) Nach dem bereits bewiesenen Teil I ist entweder o; oder &; reguldr beziig-
lich ¢ M% ! und ® (@%.

5.2) Dj besitzt zwei Randpunkte p, und p,. p, liegt in einem Nebenflichenstiick
N? zu einer PKF- oder PKM-Kante N'. Durch ¢, wird in N? genau eine Umschal-
tung o7 bewirkt.

5.3) oy ist auch regulir beziiglich (¢ M% ') N* und @ (N?).

Beweis: Ist D' mit N® punktfremd, so folgt 5.3 unmittelbar daraus, daB o, reguldr
beztiglich 1% und @ (Q?) ist. Ist D' mit N® nicht punktfremd, so liegt genau ein Rand-
punkt p von D' in N® In diesem Falle wird durch ¢ in N* genau eine Umschaltung
¢’ bewirkt, und nach Hilfssatz 8, IV folgt, daB o7 regulir beziiglich (¢’ M% ') N* und
® (N3 ist. Damit ist 5.3 bewiesen.

5.4) Aus 5.1, 52, 5.3 und Hilfssatz 8, 1T folgt I fiir den Fall, daB @ ein P-
oder K-Raumstiick ist. Damit ist Nr. 5 erledigt.

6) Beweis von III: Fiir s=1 folgt IIT unmittelbar aus I.
Aus der Induktionsannahme, ITI seoi fiir s<v bewiesen, folgt TTI fiir s=v+1.

Beweis: E° sei ein beliebiges Element aus @ (@ oder aus © (@%).

6.1) Es gibt eine eineindeutige Zuordnung o, zwischen den Sz-Komponenten von
{6y ... oy M) E° in E° und den Sz-Komponenten von M®'E¢ in E°, so daB ein-
ander zugeordnete Komponenten einander beziiglich ® #hnlich sind.

6.2) o0, und oy41 sind die beziiglich 6,1 ... 6, M** und @ Qd ) reguldren Um-
sehaltungen von (oy_1 ... oy M4 U iiber (U2—Q% bzw. von (Ope1 o oy M HUS
tiber (Uj.1— Q7).

6.3) Nach dem bereits bewiesenen Teil II ist nun ¢,,,; regulir beziiglich o, (dy 1 .-
6, M%) und @ (Q?), d. h. es gibt eine eineindeutige Zuordnung § zwischen den Sz-Kompo-
nenten von (0y,16v0v~; ... 0y M*)E° in E° und den Sz-Komponenten von (c,ou_q ...
0, M*)E? in E*, so daB einander zugeordnete Komponenten einander beziiglich @ shnlich
sind. Aus § und o, ergibt sich damit eine eineindeutige Zuordnung «,.; zwischen den Sz-
Komponenten von (gy4; ... 0y M*")E° in B¢ und den Sz-Komponenten von M**E° in
E°, so daB einander zugeordnete Komponenten einander beziiglich. @ &hnlich sind. (Ist Z°
ein Element aus ©, so sind einander durch «, ., zugeordnete Komponenten einander damit
auch dhnlich beziiglich @.)

6.4) Aus 6.3 und dem bereits bewiesenen Teil I folgt die Behauptung.

Damit ist IIT durch Induktion bewiesen und Nr. 6 ist erledigt.

Mit Nr. 1 bis 6 ist Hilfssatz 9 bewiesen.
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4. Umschaltungen an S-Normalfléichen

Aus den Ergebnissen der beiden letzten Abschnitte lit sich nun der angestrebte

Satz iiber die Umschaltungen an S-Normalflichen gewinnen.

Haversarz 4 (Umschaltungssatz fir S-Normalflichen).

M? sei eine S-Normalfliche. 1t sei der P-Zahlenvektor von M?. Dji, ..., D; seien
die Durchdringungslinien von M?. U3, ..., U seien paarweise miteinander punktfremde, im
Verhdltnis zu M?|® Kleine Umgebungen von Di, ..., Dy in M®. Dann folgt:

I. Bs gibt genau je eine Umschaltung oy, ..., o, von MEUS, ..., M> U3 iiber
(US— D%, ..., (U%— M3, die beziiglich M® und ® regulir ist.
I1. (4, ..., %) sei ein beliebiges t-Tupel von paarweise verschiedenen Zahlen zwischen

1 und s. Dann ist o, ... oi, M® eine S-Normalfliche mit dem P-Zahlenvektor t und

es gilt:

IL1. Ist M? doppelpunkifrei, so st (oy ... or, M%) = M2

11.2. Ist eine Zahl § zwischen 1 und s vonm iy, ..., i; verschieden, so ist D} eine
Durchdringungslinie von o, ... o1, M?, U} st eine im Verhdlinis zu oy, ... o1, M?|® Kleine

Umgebung von D} in M3, und o, ist die beziiglich o, ... 6, M* und ® reguldre Um-
schaltung von (i, ... o1, M®) U? diber (U3 — ).
Ol o ... 0, M? ist eine Normalfliche.

IV. of, ..., 0f (i, ..., % paarweise verschieden zwischen 1 und s) seien Umschal-

tungen von M* U3, ..., M*® U?t iiber (U2 — M3, ..., (U?t — M®), und mindestens eine dieser
Umschaltungen sei nicht regulir beziiglich M* und ®. Dann folgt:

IV.1. o} ... ot M? ist eine S-Halbnormalfliche mit derselben F-Zahl wie M®. Ist M?
doppelpunkifrei, so ist (o}, ... of, M?) = D2,

IV.2. Es gibt ein PK-Flichenstiick G* und eine Sz-Komponente von (a7, ... of M*) G*
in G, dic eine PK-Falte ist.

Beweis: 1) Fir alle i=1, ..., s gilt: © (D}) besteht aus endlich vielen offenen
Kanten D}, ..., D}v{ mit »;>1 und Punkten pi, ..., Piy;+1, 50 daB folgendes gilt:

a. Die Randpunkte von D} (=1, ..., v;) sind p, und py,;, wobei fiir den Fall,
daB D! nicht berandet ist, Piw+1 gleich py gesetzt wird.

b. Di, ..., Di,, liegen in P- bzw. K-Raumstiicken @%, ..., Q%; piu, ..., Pioj1
liegen in PK- bzw. PM-Flichenstiicken G3, ..., Gﬁ,i“.

c. Es gibt zu jeder Kante D} genau eine z-Komponente U} von Uf @} und
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zu jedem Punkt py (k=1, ..., »;,+1) eine z-Komponente U% von Uj G, so daB Uj
eine im Verhiltnis zu M2|(1) kleine Umgebung von D} in @} ist und so daB U eine
im Verhiltnis zu M?|® kleine Umgebung von p, in G5 ist. Dabei ist

Uh+...+ U, = Ul

2) Nach Hilfssatz 9, I folgt fir alle ¢=1, ..., s; Es gibt genau eine Umschal-
tung oy von M2UY iiber (U QU) die beziiglich M? Q% und @ (Q}) regulir ist (fiir
alle j=1, ..., ;); oy ist auch regulir beziiglich M2 @} und O (@3). Entsprechend gibt
es genau eine Umschaltung o7, von M? U, iiber Uk, die beziiglich M* G%; und @ (G%)
reguldr ist; o7y ist auch regulir beziiglich @ (G%) und M2 G5, (fir alle k=1, ..., v, +1).

3) Es gibt genau eine Umschaltung ¢; von M? U} iiber (U?— M%), so daB ox
eine durch ¢; in @} bewirkte Umschaltung ist (3=1, ..., s).(})
4) Die Gesamtheit der durch o; in @, ..., Qf’vi bewirkten Umschaltungen ist

gleich der Gesamtheit der Umschaltungen g1, ..., o

Beweis: 4.1) ¢; (j=1, ..., ) ist eine durch ¢; in @} bewirkte Umschaltung.

Beweis: Aus der Induktionsannahme, 4.1 sei fiir j=1 bewiesen (I<w;), folgt 4.1
fir §=0+1: ¢i;;; ist nach Hilfssatz 9, I sowohl die durch ¢;, als auch die durch
6i1+1 bewirkte Umschaltung von M? Uf.; iiber U?Hl. Also ist ¢y;.1 eine durch o

bewirkte Umschaltung. Damit ist 4.1 durch Induktion bewiesen.

(*) Wie H. Schubert bemerkt hat, ist Uig fiir alle £ = 1, ..., s orientierbar (vgl. [11]). Dieses laBt sich
folgendermaBen beweisen:

Tst D} berandet, so ist U; ein Raumelement und die Behauptung trivial. er betrachten daher elne
unberandete Durchdringungslinie D, Die beiden Sz-Komponenten von M ZU; bezeichnen wir mit Z1,
Z2 (er verzlchten darauf, zusatzlich den Index ¢ anzubrmgen)

Uu (7 =1, ..., v;) besteht aus vier Punkten ¢j1, ¢j2, qﬂ, q,z, U” M? besteht aus vier offenen
Kanten V]l, . VJ14, dabei lassen sich die Bezeichnungen so wihlen, daf folgendes gilt (vgl. Fig. 32):

L. g und q]l liegen in Zl (fur l—l und 2);

2. Vlll = q;*1 + q]z, Vzlz n + @ Vis=ain+ a2, Vie=ai+ 4 )

3. al; (U?;M )= V;1+ V;z — Diejenige Orientierung von U;}, bei der die Punkte qjl, g;z, q;1, q;z
in der angegebenen Relhenfolge durchlaufen welden, helﬁe 87 Entsprechend besteht (Ui; Q“ M*? aus
v1er offenen Kanten L]1, L,z, L71, Lyz, (UU Q”) -M° besteht aus vier offenen Flachenstucken
V;1, ey V74 und bei geneigneter Bezeichnung gilt: g¢;; Ci}]l, a7 CL” (fur l~1 und 2), V]m < V],,, (far
alle m=1, ..., 4). Diejenige Orientierung von (U,, Q“), darch die in U” die Orientierung s, indu-
ziert wird, nennen WlI‘ &

Da m,, und 0'”+ 1 durch o bewnrkte Umsehaltungen smd ist oij (UUM )= V,1+ ng und es gilt
entweder a. V;+11C V,1, V;+12 < V,g oder b V]+11 [ ij, V7+12 < le Da ferner L]l, L;z ot Zl (fiir
=1 und 2) gilt, folgt im Falle a: Vi<V, V]+14 < 72 und im Falle b: V5415 Vg, Vie1a < Vig. Also
induziert & in U”+1 in jedem Falle die zu £]+1 entgegengesetzte Orientierung. Also bilden ¢, ...,
&y; zusammen eine kohérente Orientierung von U? , also ist U? ein orientierbarer Vollring wzbw.
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4.2) Ist o* eine beliebige durch ¢, in einem Raumstiick @ bewirkte Umschal-
tung, so gibt es eine Zahl m zwischen 1 und v, so daB ¢* eine Umschaltung von
M2 U}, iiber (Usn—@Q}n) ist, also nach 4.1 gleich oy,

Aus 4.1 und 4.2 folgs Nr. 4.

5y Ist (iy, ..., ¢;) ein beliebiges t-Tupel von paarweise voneinander verschiedenen
Zahlen zwischen 1 und s, so gilt:

5.1) Ist E* ein 3-dim Element aus O, so gibt es eine eineindeutige Zuordnung
o zwischen den Sz-Komponenten von (o, ... o, M%) E® in E® und den Sz-Komponenten
von M?*E® in E°, so daB einander zugeordnete Komponenten einander beziiglich ®
und beziiglich @ dhnlich sind. Ferner gilt nach Hilfssatz 9, II1: Ist E® ein P- oder ein
K-Raumstiick, so liegt (o ... o5, M?) E®* S-normal in A3,

Beweis: Sind Dj, ..., D}t mit E® punktfremd, so existiert o trivialer Weise als
Zuordnung der Sz-Komponenten von M*E?® zu sich selbst. Ist (D + ... - Dj)E® nicht
leer, so folgt nach Hilfssatz 9, III die Existenz einer Zuordnung o mit den geforderten
Eigenschaften. Damit ist 5.1 bewiesen.

5.2) Ist N® ein 3-dim Element aus @, so gibt es eine eineindeutige Zuordnung
B zwischen den Sz-Komponenten von (g, ... 61, M%) N® in N*® und den Sz-Komponenten
von M?*N® in N° so daB einander zugeordnete Komponenten einander beziiglich ®

dhnlich sind.

Beweis: N° liegt in einem Element E® aus ®. Die Sz-Komponenten von M?®E?
seien Aj, ..., 4%. Nach 5.1 gibt es eine eineindeutige Zuordnung o zwischen den Sz-
Komponenten von (gy ... o, M®) E® in B® und den Komponenten 4%, ..., A% so daB
einander zugeordnete Komponenten einander beziiglich @ dhnlich sind. Die Sz-Kompo-
nenten von (oi, ... 0;, M?) E® in E® werden mit A% ..., 4;2 bezeichnet, so daB 47 und
A4;* (I=1, ..., w) einander durch « zugeordnet werden. Dann gibt es also eine Ahn-
lichkeitsabbildung 7, von @ (4}) und ® (4;°) aufeinander beziiglich ®. 7, umfaBt eine
eineindeutige Zuordnung ¢, zwischen den z-Komponenten von 4;> N® und den z-Kompo-
nenfen von A? N3, wobei die abgeschlossenen Hiillen einander zugeordneter Kompo-
nenten einander beziiglich @ &hnlich sind. Daraus folgt 5.2.

6) o; (¢=1, ..., s) ist. nach 5.2 regulir beziiglich M*® und ®.

7) Ist (¢, ..., %) ein beliebiges ¢-Tupel von paarweise voneinander verschiedenen
Zahlen zwischen 1 und s, so gilt:

7.1) oy ... i, M? ist eine S-Normalfliche, wie aus 5.1 folgt. o, ... o; M? ist damit

eine Normalfliche.
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7.2) Ist J* doppelpunktfrei, so ist (o ... or, M2) =2,

7.3) Der P-Zahlenvektor von o ... 0, M* ist gleich .

Beweis: Ist B eine P-Klasse und z die {3 entsprechende P-Zahl von M2 so ist
t auch die Y entsprechende P-Zahl von o, ... o;, M?, wie aus 5.1 folgt.

74) Ist j (j=1, ..., s) von 4y, ..., ¢ verschieden, so gilt:

7.4.1) Dj ist eine Durchdringungslinie von oy ... o;, M2, und U} ist eine im Ver-
haltnis zu oy ... 0, M*|® kleine Umgebung von D} in M°.

7.4.2) oy ist reguldr beziiglich oy ... 5, M® und ®, wie aus 5.2 folgt.

8) ol ..., 0k (i, ..., i paarweise verschieden zwischen 1 und s) seien Umschal-
tungen von M*U}, ..., M* U3, iber (UL, — D), ..., (U} — M?). Es gebe eine Zahl [

zwischen 1 und ¢, so daB i =35

, ist. Dann gilt:

8.1) of ... o, M* ist eine Halbnormalfliche mit derselben F-Zahl wie M2

Beweis: of, ... of M* ist eine transversal beziiglich @ liegende St-Mannigfaltigkeit

in M® und ist mit den abgeschlossenen Hiillen der R-Raumstiicke punktfremd. Ist S°
die Summe der abgeschlossenen Hiillen aller F-Raumstiicke aus @, so ist (o7} ... of, M %8
=M*$°. Daraus folgt 8.1.

8.2) Ist M? doppelpunktirei, so ist (o ... oy, M?) = M.

8.3) 6% ist ein PK-Flichenstiick, und es gibt eine Sz-Komponente K' von
(of ... o M®) G}z in (fa die eine PK-Falte ist. Dabei liegt K! in der abgeschlos-
senen Hiille eines Nebenflichenstiickes N? zu einer PKF- oder PKM-Kante N*.

Beweis:

8.3.1) G?Iz ist ein PK-Fl'alchenstiick,‘ da anderenfalls G?Iz ein PM-Flichenstiick
wire und pys und p;; die Randpunkte von D} wiren, also D}, =D}y und M? @}, nicht
S-normal in Qf"ll

8.3.2) piz liegt in einem Element N> aus ®. N? ist ein in G2 liegendes Neben-
flichenstiick zu einer PKF- oder PKM-Kante N*, und es gibt genau eine durch o
in ‘N? bewirkte Umschaltung ofz von M* U}, iiber Ui,

8.3.3) ol ist gleich &g, also nicht regulir beziiglich M* N* und @ (¥?).

8.3.4) Die sidmtlichen durch of, ..., of, in N? bewirkten Umschaltungen seien
o, ..., 063 (unter ihnen ist o¥2). om (m=1, ..., u) ist dabei eine Umschaltung iiber

den Rand einer Umgebung U}’ eines Doppelpunktes pf von M2 N®. Aus Hilfssatz
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8, V.2 folgt nun, daB es (mindestens) eine Sz-Komponente K* von o} ... of (M?N?)
in N? gibt, deren beide Randpunkte in N' liegen. K' ist damit eine PK-Falte und
eine Sz-Komponente von (o7, ... of M?) Giz in Gia.

Mit 8.3.1, 8.3.2 und 8.3.4 ist 8.3 bewiesen.

9) & (¢=1, ..., s) ist nicht regulir beziiglich M? und ®, wie aus Nr. 8 folgt.

Aus Nr. 3, 6 und 9 folgt Teil T der Behauptung, aus Nr. 7 Teil IT und III und
aus Nr. 8 Teil IV. Damit ist Hauptsatz 4 bewiesen.

FinrTES KAPITEL
Die Bestimmung von Fliichen minimaler Charakteristik

In den ersten vier Kapiteln sind die Hilfsmittel entwickelt worden, um folgendes zu
zeigen: f,, ..., f. seien die nicht-negativ-ganzzahligen Fundamentallosungen der P-Glei-
chungen. Die f,, ..., {. entsprechenden ®-Klassen von Normalflichen seien {, ..., .. Wahlt
man aus jeder der Klassen ¥, ..., {§. einen Reprisentanten aus, so befinden sich unter
diesen endlich vielen Mannigfaltigkeiten notwendig solche mit gewissen fir M3 charak-
teristischen Eigenschaften (siche Abschnitt d der Einleitung). Hierzu wollen wir in diesem
Kapitel folgendes zeigen: Y* sei eine 1-dim Sphire in M3 und die Zerlegung I' von M? sei
so gewdhlt, daB Y? aus 1- und 0-dim Elementen aus I besteht. Dann enthélt mindestens
eine der Fundamentalklassen ¥, ..., {§. Bédnder von minimaler Charakteristik mit dem
Rande Y!. Daraus ergibt sich ein Isotopiekriterium fiir die Kreislinie. Zur Vereinfachung
werden an M3 noch die Bedingungen gestellt, daB jede in M3 liegende 2-dim Sphére M3
in zwei z-Komponenten zerlege, und daf es in M? keine (singularitétenfreien) projektiven

Ebenen gebe.

1. Normalfliichenpaare

Ist M2 eine zusammenhingende Normalfliche aus der ©-Klasse I und ist M’2 eine
S-Normalfliche mit demselben P-Zahlenvektor wie M2, die aus zwei Sz-Komponenten M H
und M3 besteht, die Normalflichen sind, so 1Bt sich unter Umstéinden eine ,, Vereinfachung
von M’ in folgendem Sinne erzielen: Es kann sein, dal M2 = M 2 + MZ eine Reihe von
Durchdringungslinien besitzt, so daf durch die reguliren Umschaltungen iiber die Riinder
kleiner Umgebungen dieser Durchdringungslinien aus M'? eine S-Normalfliche M*? her-
vorgeht, die ebenfalls aus zwei Sz-Komponenten M72 und M 32 besteht, die Normalflichen
sind. M*2 — M7T2 + M3 besitzt dann weniger Durchdringungslinien als M'2 = M7 + M3
und kann in diesem Sinne als ,einfacher angesehen werden. LaBt sich an M*2 keine

weitere derartige Vereinfachung mehr vornehmen, so bezeichnen wir M7? und M3? als
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ein ,,reduziertes Normalflichenpaar’* oder auch als ein ,,9 bzw. M2 erzeugendes Normal-
P

flichenpaar”.

DEFINITION. M? sei eine zusammenhingende Normalfliche und liege in der -
Klasse 3. Dann heiBt ein Paar (M3, M3) von zusammenhingenden und voneinander ver-
schiedenen Normalflichen ein reduziertes I erzeugendes Normalflichenpaar beziiglich @,
0, I" und ein reduziertes M2 erzeugendes Normalflichenpaar beziiglich ®, ®, I' oder auch ein-
fach ein reduziertes Normalflichenpaar beziiglich ®, 0, I', wenn folgendes gilt:

a. Mi und M3 sind die Sz-Komponenten einer S-Normalfliche in M® mit dem-
selben P-Zahlenvektor wie M2

b. Sind Di, ..., D; die Durchdringungslinien von M+ M3, sind U}, ..., U} im
Verhiltnis zu M7+ M3|® kleine, paarweise miteinander punktfremde Umgebungen von
Di, ..., Di in M® und sind o, ..., o, die beziiglich M?+ M3 und ® reguliren Um-

schaltungen von (M3+ M%) US, ..., (M%+ M3) U? iiber (U3 — i§), o, (U%—D13), so gilt:
Ist (i, ..., 4;) ein beliebiges ¢-Tupel (¢>0) von paarweise verschiedenen Zahlen

zwischen 1 und s, so ist oy, ... i, (M3 + M3) S-zusammanhingend in M>.

FoLGERUNG. M> sei eine zusammenhingende Normalfliche. (M3+ M3) sei ein
reduziertes M* erzeugendes Normalflichenpaar. Dann gilt:
1. Ist D' eine Durchdringungslinie von M3+ M3, und ist M2~ D' nicht zusammen-

hingend, so ist M;— D' zusammenhingend.

Beweis. Anderenfalls bestiinde 0(M%+M§) aus zwei Sz-Komponenten in M3, wenn
o eine beliebige Umschaltung von (M3 + M3) U® iiber m ist, wobei U® eine be-
liebige, im Verhéltnis zu M3+ M3 kleine Umgebung von D' in M® ist.

11. Die z-Komponenten von M3i—{(M; M3) seien K% ..., K%. Dann gilt:

I1.1. Jede Komponente K (i=1, ..., u) enthilt mindestens eine Durchdringungs-
linie von M2+ M2: im Rande.

Beweis. Aus der Annahme, eine Komponente K7 enthielte keine Durchdringungs-
linie von MZ2-+ M3 im Rande, folgt: K7 ist gleich M3, also ist M?-+ M3 eine nicht zu-
sammenhidngende Normalfliiche mit demselben P-Zahlenvektor wie M? (also nach Haupt-
satz 2 zu M* dhnlich beziiglich ©). Dies steht im Widerspruch zu der Voraussetzung,
daB M® zusammenhdngend sei. Also ist die Annahme falsch und mindestens eine der
(endlich vielen) Durchdringungslinien von M3+ M3 liegt in K2 Damit ist II.1 be-
wiesen.

11.2. Ist M% nicht berandet, so sind die Durchdringungslinien von M3+ M2% 1-dim
24 — 61173051 105. Acta mathematica. Imprimé le 4 juillet 1961
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Sphiren, und die Summe der Charakteristiken von K: ... K% ist gleich der Charakteri-
stik von M3

11.3. Ist M3 eine 2-dim Sphire, so ist die Charakteristik von K} nicht Kleiner als
Null und nicht gréfer als die Charakteristik von M3 (fiir olle 1=1, ..., u).

Beweis. a. K? enthilt nach II.1 (mindestens) eine Durchdringungslinie D' von
M?%+ M3. Dabei ist M%— D' nicht zusammenhingend.

b. K? ist keine 2-dim Sphire, da anderenfalls K?=M? wire und M2—-D' im
Widerspruch zu I nicht zusammenhéingend.

c. K7 ist kein Flichenstiick. Denn anderenfalls wire D' (nach I) gleich K7, also
K? eine z-Komponente von M3:—D', wobei M3—D"' im Widerspruch zu I noch eine
weitere (D' im Rande emthaltende) z-Komponente besitzen miiBte.

d. K? ist keine projektive Ebene. Denn anderenfalls wire K:=M2und K?—D"
wire (nach I) zusammenhingend; ist nun U® eine beliebige, im Verhiltnis zu M2+ M3
kleine Umgebung von D' in M3, so wire also M3 U® ein Mobiussches Band und M3 U®
ein Kreisring und dies stiinde im Widerspruch zu der Voraussetzung, daB M3+ M3
eine S-Normalfliche sei, also U® nach Hauptsatz 4,1 orientierbar,

e. Aus b, ¢ und d folgt, daB die Charakteristic von K7 nicht kleiner als Null
ist. Da dies fiir alle =1, ..., u gilt, kann die Charakteristik von K2 auch nicht
groBer sein als die Charakteristik von M3. Damit ist II. 3 bewiesen.

11.4. Besteht M®— M2 aus zwei z-Komponenten Z3 und Z3, so liegt K} entweder in
7% oder in Z3 und es gilt: Liegt eine Durchdringungslinie D* von M3+ M3 in K7, so
liegt D' in K2, dh. est ist K2=K?2.

115, Ist M} eine 2-dim Sphiire oder ein Flichenstiick, und besteht M® - M3 aus
zwei z-Komponenten Z3 und Z%, so gilt fiir i=1, ..., s: In K? liegen mindestens zwei

Durchdringungslinien von M? + M3.

Beweis. In K? liegt (nach II.1) mindestens eine Durchdringungslinie D' von
M3+ M3 Aus der Annahme, D' sei die einzige in K7=K? liegende Durchdringungs-
linie von M3+ M3, folgt: K? ist eine z-Komponente von M;— D', wobei Mi—D' im
Widerspruch zu I noch eine weitere (D' im Rande enthaltende) z-Komponente be-
sitzen muB. Also ist die Annahme falsch, und mindestens eine der von D' verschie-

denen Durchdringungslinien von M3+ M% liegt in K;. Damit ist I1.5 bewiesen.

Sarz 7. M? sei eine zusammenhingende Normalfliche mit dem P-Zahlenvektor ¢,

so daf t keine nichi-negativ-ganzzahlige Fundamentallosung der P-Gleichungen ist. Dann
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folgt: Es gibt ein reduziertes M? erzeugendes Normalflichenpaar (M3, M3). Ist dabei

(M3 + M3) doppelpunkitfrei, so sind (M3+ M2) und M?* einander dhnlich beziiglich ©.
Beweis. 1) Es gibt zwei nichttriviale vertrigliche Lésungen t; und 1, der P-

Gleichungen, so daB 1;+1s gleich 1 ist.
Beweis: 1 14Bt sich nach Satz 6 darstellen als Linearkombination > a;f; der
i-1

nicht-negativ-ganzzahligen Fundamentallésungen f,, ..., f, der P-Gleichungen mit nicht-
negativ-ganzzahligen Koeffizienten a,, ..., a,. Dabei ist wegen r=f; die Summe
a,+ ... ta, groBer als 1. Die von Null verschiedenen Koeffizienten a; seien a;, ..., @i,
Dann sind g;=f, und rz=(a;,—1)f;,+a;,f,+ ... +ai,fn zwei Losungen mit den ge-

forderten Eigenschaften, wzbw.

2) Zu 1; und I, gibt es nach Hauptsatz 2, IT genau je eine entsprechende @-
Klasse 3 bzw. i von Normalflichen. Nach Hauptsatz 3 gibt es zwei Reprisentanten
M? und M7 aus M; bzw. Py, so daB M2+ M2 eine S-Normalfliche mit dem P-
Zahlenvektor 1 ist und M:® und M:* S-Komponenten von Mi*>+ M7 in M?® sind. Die
Durchdringungslinien von M2+ M;* seien Di, ..., D} U3, ..., Us seien paarweise
miteinander punktfremde, im Verhiltnis zu M:*+ M3*|® kleine Umgebungen von

Di, ..., D! in M® Nach Hauptsatz 4, I gibt es genau je eine Umschaltung o, ..., o

von (MP+MP)US, ..., (M2E+MP U? diber (Ut— D3, ..., (U3~ M?), die beziiglich
M2+ M und ® regulir ist.

3) Ist (M7 + Mz?) doppelpunktfrei, so sind (M;+ M%) und M einander &hnlich
beziiglich 0.

Beweis: o, ... oy (M1 +M3?) ist nach Hauptsatz 4 eine Normalfliche M’ mit

dem P-Zahlenvektor ¥ und mit M2 = (M2 + M:2). Da M’® und M? einander damit nach
Hauptsatz 2, I1 beziiglich ® &hnlich sind, folgt daraus Nr. 3.

4) Es lassen sich alle Teilmengen (7),, ..., (); der Menge (oy, ..., o,) bestimmen,
fiir die folgendes gilt: Sind o, ..., i, die Umschaltungen aus (z); (=1, ..., t; u=0,
falls (1), die leere Menge ist), so ist o, ... oy, (Mi*+ M7’) nicht S-zusammenhingend
im M3,

Die leere Menge ist stets eine solche Teilmenge, es ist also t>0. Damit gibt es
unter den Mengen (), ..., (r); mindestens eine solche, die von keiner der iibrigen
umfafit wird. Diese bestehe aus den Umschaltungen o, ..., 6i, (=0, falls es sich
um die leere Menge handelt). o, ... o; (M:*+ M5') ist nach Hauptsatz 4, IT eine S-
Normalfliche M2 mit dem P-Zahlenvektor ¥ und mit M2 = (M2 + M :2), falls (MZE+M '22')
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doppelpunktfrei ist. Diejenigen Zahlen zwischen 1 und s, die von ¢, ..., %, verschieden
sind, selen 9, ..., j,. Dabei ist w>0 (da anderenfalls M? eine nicht zusammen-
hingende Normalfliche und nach Hauptsatz 2, II zu M? dhnlich beziiglich ® wire,
im Widerspruch zu der Voraussetzung, daB M® zusammenhingend sei).

5) 1Ist (ky, ..., k,) mit m >0 eine beliebige Teilmenge der Menge (j;, ..., ju), SO ist
Okm -+ Ox, M3 nach Nr. 4 S-zusammenhéiingend in M. Sind U;?, ..., U2 beliebige mit-
einander punktfremde, im Verhiltnis zu ®|M; kleine Umgebungen von Dj, ..., D}
in M® und sind oj, ..., a}w die beziiglich M2 und @, reguliren Umschaltungen von
MU, ..., My U diber (U2—MP, ..., ib}i—Ms’), so ist auch ok ... 6%, M5 S-zu-
sammenhingend in M3,

Beweis: Nach Folgerung 5 und Folgerung 3 in Kapitel I Abschnitt 2 gibt es
eine semilineare Abbildung B von M® auf sich selbst, durch die Uy (p=1j, --., ju)
und U2 aufeinander abgebildet werden und durch die M 2 sowie die einzelnen Ele-
mente aus @ in sich selbst iibergehen. Daraus folgt, daB durch 8 auch oy, ... ok, My
und Gk, ... ox, M2 aufeinander abgebildet werden, dafl also mit o, ... 0%, M2 auch
a;cm e O, Mz S-zusammenhéingend in M? ist, wzbw.

6) Es gibt genau zwei Sz-Komponenten M3, M3 von MZ in M°®.

Beweis: Aus der Annahme, M%, M2 und M2 seien drei verschiedene Sz-Kompo-
nenten von M5 in M?®, folgt: Mindestens eine Komponente M7 (I=1, 2, 3) ist mit
Dj, punktfremd und ist damit eine Sz-Komponente von o;, M2 in M. Also ist o, M2
nicht S-zusammenhingend in M® und die Annahme ist falsch. Daraus folgt Nr. 6.

7) M?% und M3 sind Normalflichen.

Beweis: Aus der Annahme, M% (k=1 oder 2) sei nicht doppelpunktfrei, folgt:
Mindestens eine Durchdringungslinie D] (m=1, ..., w) ist eine Durchdringungslinie
von M3%. Damit ist die andere Sz-Komponente M7 (I=1, 2; I+ k) mit D}m punktfremd,
also auch eine Sz-Komponente won oy, My in M>, also ist o, M3 nicht S-zusammen-
hingend in M3 und die Annahme ist falsch. Daraus folgt Nr. 7.

Aus Nr. 3 bis 7 folgt, daB (M3, M3) ein reduziertes M? erzeugendes Normal-

flichenpaar mit den geforderten Eigenschaften ist. Damit ist Satz 7 bewiesen.

2. Irregulir abgeleitete Mannigfaltigkeiten

Ist M* eine Normalfliche und (M3, M3) ein reduziertes M? erzeugendes Normal-
flichenpaar, so kommt es darauf an, aus M:+ M2 durch Umschaltungen eine S-Man-

nigfaltigkeit M'? in M*® zu gewinnen, so daB eine Sz-Komponente M’ von M* in
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M? dieselben Eigenschaften besitzt wie M* und so daB M’'"? nicht diejenige Normal-
fliche ist, die aus M3+ M3 durch Ausfiihren aller reguliren Umschaltungen hervorgeht.

Eine solche Mannigfaltigkeit M’'? nennen wir eine ,irregulir aus M7+ M5 abgeleitete

Mannigfaltigkeit*.
DEriNiTION. M? sei eine S-Normalfliche. Di, ..., Di seien die Durchdringungs-
linien von M?®. Ui, ..., U: seien im Verhiltnis zu M?|® kleine, paarweise miteinander

punktfremde Umgebungen von Di, ..., Di in M°. Dann heiBit eine Mannigfaltigkeit

M eine drrequlir beziiglich (U3— M?®), ..., m und @ aus M? abgeleitete Man-
nigfaltigkeit, wenn es Umschaltungen o7, ..., o{'; (ty, ... , t; paarweise verschieden zwischen
1 und s; ¢ gegebenenfalls gleich Null) von MU}, ..., M*U3, iiber (Ut — 13, ...,
(U;?’t—Ms) gibt, so daB folgendes gilt:

a. M'™ ist eine (doppelpunktireie) S-Komponente von of, ... of M* in M°.

b. Die Menge der Umschaltungen o7, ..., o} ist nicht identisch mit der Menge

der simtlichen beziiglich M2 und ® reguliren Umschaltungen o, ..., 6, von M2 U}, ...,

MEU? iiber (UZ— D%, ..., (U%— M.
Sarz 8. M?® sei eine S-Normalfliche, deren Rand eine 1-dim Sphire und eine
einfache Normallinie ist. Di, ..., Di seien die Durchdringungslinien vorn M2, U3, ..., U?

seien tm Verhiltnis zu M?|® kleine Umgebungen von Di, ..., D} in M®. M sei eine

zusammenhingende, irregulir aus M? beziiglich (U3 — M?), ..., (Eir-——m und ® abge-
leitete  Mannigfaltigkeit mit M'*=M?. Dann gibt es eine zusammenhingende Normal-
fliiche M*? mit M*2=M?, deren F-Zahl Fleiner ist als die F-Zahl von M?, und deren
Charalteristik nicht grofer ist als die Charakteristik von M.

Beweis. 1) M'® ist nach Hauptsatz 4 eine Halbnormalfliche und es liegt (minde-
stens) einer der beiden folgenden Fille vor:

a. Die F-Zahl von M'? ist kleiner als die F-Zahl von M? oder

b. Die F-Zahl ist nicht groBer als die F-Zahl von M? und es gibt eine in M'*
liegende PK-Falte.

Beweis: 1.1) Es gibt nach Hauptsatz 4, I beziiglich M? und ® regulire Um-
schaltungen oy, ..., o, von M2 U3, ..., M2 U? iiber (U2 — M3, ..., (U2 — M?), sowie nach
Voraussetzung Umschaltungen of, ..., af: (ty, ..., % paarweise verschieden zwischen 1
und s; t gegebenenfalls gleich Null) von M2 U3, ..., M2 U3, dber (U3 — M®), ..., (U — MP),

so daB M"? eine Sz-Komponente von o, ... of, M* in M® ist und so daB die Menge

(of, ..., of;) nicht identisch ist mit der Menge (oy, ..., 0y).
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1.2) Ist die Menge (o7, .... a{:) eine Teilmenge von (oy, ..., 05), so gilt Fall a
von Nr. 1, da dann M eine echte Teilmenge von o ... of M? ist.
1.3) Ist die Menge (o}, ..., oi) keine Teilmenge von (o, ..., o), so gilt Fall a

oder Fall b von Nr. 1.

Beweis: Mindestens eine der Umschaltungen o, ..., o;; ist nicht reguldr beziig-
lich M* und ®@. of ... of M* ist nach Hauptsatz 4, IV eine S-Halbnormalfliche M’

mit derselben F-Zahl wie M2, und es gibt ein PK-Flichenstiick G* und eine Sz-
Komponente A' von M"?G* in G?, die eine PK-Falte ist. Liegt A' in M'?, so liegt
der Fall b von Nr. 1 vor. Liegt A" nicht in M, so liegt der Fall a von Nr. 1 vor
(da dann M" eine echte Teilmenge von oy ... of M* ist). Damit ist 1.3 bewiesen.
2) In beiden Fillen von Nr. 1 gibt es nach Hauptsatz 1, IT bzw. III eine
Normalfliche M**? mit M***= M?, die aus M durch &-Operationen in M* hervor-
geht, und deren F-Zahl kleiner ist als die F-Zahl von M2 Nach Satz 1 gibt es damit
eine z-Komponente M*?* von M**? mit M**=D? deren Charakteristik nicht groBer
ist als die Charakteristic von M’% Also ist M*? eine Normalfliche mit den in der

Behauptung genannten Eigenschaften. Damit ist Satz 8 bewiesen.

3. Umschaltungen an speziellen Normalfliichenpaaren

Ist M? eine zusammenhiingende Normalfliiche, deren Rand eine 1-dim Sphére und
eine einfache Normallinie ist, und ist (M3, M%) ein reduziertes M? erzeugendes Normal-
flichenpaar, so wollen wir zeigen, daB es in M? eine zusammenhingende Mannigfaltig-
keit M’> mit demselben Rand wie M?> gibt, so daB M'* entweder von kleinerer
Charakteristik ist als M? oder eine irregulir aus M2+ M2 abgeleitete Mannigfaltigkeit

oder eine Normalfliche mit kleinerer F-Zahl als M2

DeriniTioN. Y! sei eine 1-dim Sphire in M° Dann heiBt eine zusammen-
hingende t-Mannigfaltigkeit M2 in M* mit M*= ¥* ein in ¥ eingespanntes Band in M>.
Insbesonderes heiit M? ein in Y ecingespanntes Band von minimaler Charakteristik in
M3, wenn es kein in Y! eingespanntes Band in M? gibt, dessen Charakteristik kleiner
ist als die Charakteristik von M>.

Sarz 9. Jede in M® liegende 2-dim Sphire zerlege M® in zwei z-Komponenten.
Es gebe keine tn M® liegende projektive Ebene. M? sei eine zusammenhingende Normal-
fliche mit der Charakteristik ¢ und der F-Zahl f. M? sei eine 1-dim Sphire. (M3, M3)

sei ein reduziertes M® erzeugendes Normalflichenpaar, so daff M3 und M? einander be-
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ziiglich © dhnlich sind und M3 nicht berandet ist. Di, ..., D; seien die Durchdringungs-
linien wvon M3+ M3, U3, ..., U? seien im Verhiltnis zu M5+ M3|® kleine paarweise
miteinander punktfremde Umgebungen von Di, ..., D} in M. oy, ..., o, seien die be-

ziiglich M5+ M3|® reguliiren Umschaltungen von (M3~ M3) U3, ..., (Mi+M3) U3 iiber
Ui, ..., Ui

Dann folgi:

Y. Ist die Charakteristik wvon M2 wicht Eleiner als Null, so ist M: eine Normal-
fliche wnd ein in M3 eingespanntes Band, dessen Charakteristik nicht grofer als ¢ und
dessen F-Zahl kleiner als | ist.

I, Ist die Charakteristik von M3 kleiner als Null, so gilt:

11.1. M3 ist eine 2-dim Sphire und M®— M3 besteht aus zwei z-Komponenten S°
und T®, so daP (bei geeigneter Bezeichnung) M3 in S® liegt. Die M? im Rande ent-
haltende z-Komponente von M3— (Di+ ...+ D}) sei K°. Dann ist K* mit T° punktfremd,
K? ist eine Mannigfaltigkeit mit I?2=K2, und die Charakteristik von K* ist nicht groPer
als die Charakteristik von M3, also nicht gréBer als ¢-+2. Dabei liegen in K? minde-
stens zwei der Durchdringungslinien DY, ..., Di.

11.2. Ist die Anzahl der in K® liegenden Durchdringungslinien von M3+ M3 grofer

als 2, so gibt es ein in M3 eingespanntes Band M in M?®, dessen Charakteristik kleiner

als ¢ ist.
11.3. Ist die Anzahl der in K2 liegenden Durchdringungslinien von M2+ M3 gleich 2,
so gibt es eine irreguliir beziiglich U3, ..., U und ® aus M3+ M35 abgeleitete Mannig-

faltigkeit M'®, die ein in M? eingespanntes Band ist, und deren Charakteristik nicht
gréfer als ¢ ist.

Beweis. 1) Teil T folgt unmittelbar aus der Voraussetzung (da die F-Zahl von
M3 groBer als Null ist). II.1 folgt unmittelbar aus den Teilen IL.3, I1.4 und I1.5 der
im Abschnitt 1 dieses Kapitels angefithrten Folgerung.

2) Beweis von 11.2: D}, ..., Dilu (u>2) seien die in K? liegenden Durchdringungs-
linien von M3+ M3 Da Di, , Di in T® liegen, gibt es in T° (nach Hilfssatz 1)
u paarweise miteinander punktfremde Flichenstiicke F7, ..., Fi, so daB F?j=D}j ist
(j=1,u). K*+F:+ .. +F? ist ein in M3 eingespanntes Band M'?, dessen Charak-
teristik um % kleiner ist als die Charakteristik von K2, also kleiner als ¢. Damit ist
I1.2 bewiesen.

3) Beweis von IL.3: Die beiden in K? liegenden Durchdringungslinien von M3+ M3
seien D! und D}. Dann gilt:
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Fig. 37. Schematische Darstellung der Zusammenhangsverhiltnisse von Uz, Ui, M% und M% Links
»»Querschnitt” durch U'Z, rechts ,,Querschnitt’ durch U{i. (11 bedeutet den Schnitt von Li1, V11 den
von V%], usw.)

3.1) M3—K® ist eine offene 2-dim Mannigfaltigkeit N*. M%— (D} + D}) besteht
aus zwei offenen Flichenstiicken F3, F3 und einem offenen Kreisring R®, so daB (bei
geeigneter Numerierung) F5 =D} und F} =D} ist. U} K*=L},, Ul N*=Li,, U} Fi=1Li,
und U} R? =L}, sind die z-Komponenten von U} (M35 + M3) und sind 1-dim Sphiren (vgl.
Fig. 37); entsprechend sind U K®=L}, U} N*=L},, Ul Fi=L} und Ui R*=L}, die
z-Komponenten von U (M%+ M3) und sind 1-dim Sphiren. Ui — (M3 + M3) besteht
aus vier offenen Kreisringen V3, Vi, V3 und Vi, so daB V% =Ll + Lis, Vis =Ll + Li,,
Vi =L+ Ll und Vi =LY+ LY ist. Entsprechend besteht Uj —~ (M?+ M3) aus vier
offenenen Kreisringen V%, V%, Vi und V3, so daB V3 =L + L, Vie=L+ Liw
V3, =L+ Lk und V2 =L+ L} ist.

Die Zuordnung von Vi +V% und Ui zu (Mi+ M3) U} ist eine Umschaltung o,
von (M%+ M3) U? iiber U}. Entsprechend ist die Zuordnung von V3 + V3, und Uj zu
(M3 + M%) U} eine Umschaltung of von (M3 + M3) U3, iiber Us.

32) [K*—(U}+ UL+ [Fi—U]+[Fi— U+ Vii+ Vs ist ein in M3 eingespann-
tes Band M'?, dessen Charakteristik nicht grofler als ¢ ist, und eine Sz-Komponente
von of of (Mi+M3) in M®

3.3) Die Menge (o}, o}) ist nicht identisch mit der Menge (gy, ..., Gy).

Beweis: Es gibt eine Vi, enthaltende Sz-Komponente von o of (M7 + M3) in M?,
die von M'? verschieden ist. Also ist of o7 (M %2+ M2) keine zusammenhingende Normal-
fliche, also nicht zu M? &hnlich beziiglich ©.
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Aus der Annahme, (o, of) sei identisch mit (o, ..., ay), folgt: of of (MI+ M3)
ist nach Hauptsatz 4 eine Normalfliche mit demselben P-Zahlenvektor wie M?, also
nach Hauptsatz 2, IT zu M* dhnlich beziiglich ®. Also ist die Annahme falsch. Da-
raus folgt 3.3.

Mit 3.1, 3.2 und 3.3 ist I1.3 bewiesen.

Mit Nr. 1, 2 und 3 ist Satz 9 bewiesen.

4. Bestimmung einer Fliche minimaler Charakteristik mit vorgegebenem Rand

Wir kénnen nun das angekiindigte Verfahren zur Bestimmung von Bandern mini-

maler Charakteristik ableiten.

Hivwssarz 10. M2 sei eine Normalfliche, M? eine einfache Normallinie. Y sei eine
2u M2 beziiglich © dhnliche einfache Normallinie. Dann gibt es eine zu M? beziiglich @ dhn-
liche Normalfliche M'2 mit M’2 = Y.

Beweis. Diejenigen P- und K-Normalflichenstiicke aus M2, die Kanten aus M? im
Rande enthalten, lassen sich durch geeignete, beziiglich ® dhnliche ersetzen, so daB eine

Normalfliche mit den fiir M'? geforderten Eigenschaften entsteht.

BESTIMMUNGSVERFAHREN. M3 sei eine 3-dim Mannigfaltigheit mit folgenden
Eigenschaften: Jede in M3 liegende 2-dim Sphére zerlege M3 in zwei z-Komponenten;
es gebe keine (singularititenfrer) in M? liegende projektive Ebene. Y sei eine in M3
liegende 1-dim Sphdre.

Dann Lipt sich in M3 ein in Y' eingespanntes Band minimaler Charakteristik be-
stimmen, sofern es in M® Binder gibt, die in Y eingespannt sind; (dabei Lift sich ent-
scheiden, ob es solche Binder gebe). Und zwar gilt:

I. Es 146t sich eine randtreue Zerlegung I' von M3 in offene Raumelemente kon-
struieren, die eine Zerlegung von ¥! nmfaBlt, und es kann eine beliebige Normalzerlegung
© beziiglichI' konstruiert werden. Dann lassen sich (nach Satz 2 und Satz 4) die P-Glei-
chungen beziiglich ®, I' aufstellen und nach Satz 6 die nicht-negativ-ganzzahligen Funda-
mentallésungen der P-Gleichungen bestimmen. Unter ihnen kénnen nach Satz 5 dieje-
nigen bestimmt werden, die vertréglich sind, diese seien 1, ..., I.. Zu jeder der Losungen
T, (¢ =1, ..., 2) laBt sich nach Hauptsatz 2, IT eine Normalfliche M7 konstruieren, deren
P-Zahlenvektor g, ist.

Es laBt sich feststellen, ob es unter den Normalflichen M?%, ..., M2 mindestens
eine gebe, deren Rand zu Y &hnlich beziiglich ® ist. Gibt es eine solche, so gilt
weiter folgendes: Es lassen sich unter den Normalflichen M3, ..., M2 alle diejenigen

bestimmen, die diese Eigenschaft besitzen, sie mogen mit M:% ..., M:* bezeichnet
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werden. Zu jeder Normalfliche M;* (j=1, ..., s) kann nun nach Hilfssatz 10 eine
beziiglich ® &#hnliche Normalfliche M;? konstruiert werden, die ein in ¥' eingespanntes
Band ist; (dabei ist die Charakteristik von M;® gleich der von M;?). Unter den Bin-

dern M{% ..., M;? 18t sich dann mindestens ein Band M;? bestimmen, so da8 fir
alle j=1, ..., s die Charakteristik von M;* nicht kleiner ist als die Charakteristik
von M; 2

II. Gibt es unter den Normalflichen M3, ..., M2 keine, deren Rand zu Y* be-
ziiglich @ dhnlich ist, so gibt es in M*® kein in ¥' eingespanntes Band.

Gibt es unter den Normalflichen M?, ..., M2 mindesteins eine, deren Rand zu
Y?* beziiglich @ &dhnlich ist, so ist M;? ein in ¥' eingespanntes Band minimaler Cha-
rakteristik in 3.

Beweis. 1) Teil I der Behauptung folgt unmittelbar aus den bereits bewiesenen
Sétzen.

2) Ist M® ein beliebiges in Y* eingespanntes Band in M?®, so gibt es (minde-
tsens) eine Normalfliche M*?, deren Rand zu ¥* beziiglich ® #hnlich ist, deren P-
Zahlenvektor eine nicht-negativ-ganzzahlige Fundamentallssung der P-Gleichungen ist
und deren Charakteristik nicht groBer ist als die von M?, wobei also M** nach Haupt-
satz 2, IT zu einer der Mannigfaltigkeiten M7:%, ..., M beziiglich @ &hnlich ist. (Also
ist die Charakteristik von ;% nicht groBer als die von M? ist.)

Beweis: Die Charakteristik von M2 sei c.

2.1) Es gibt eine Folge M32, ..., M}%, ... von zusammenhingende Normalflichen
mit den Charakteristiken ¢}, ..., c}, ..., deren Rinder beziiglich ® zu Y* dhnlich sind,
mit den Eigenschaften:

a. c¥<e.

b. Ist der P-Zahlenvektor von M}’ keine nicht-negativ-ganzzahlige Fundamental-
*2
k

losung der P-Gleichungen, so gilt fiir My, entweder

b.l. crii1<cy oder

b.2. ck.1=ck und der P-Zahlenvektor von M}%; ist eine nicht-negativ-ganzzahlige
Fundamentallosung der P-Gleichungen.

c. Ist der P-Zahlenvektor von M}’ eine nicht-negativ-ganzzahlige Fundamental-

losung der P-Gleichungen, so bricht die Folge nach M3 ab.

Beweis:
2.1.1) Es gibt eine Normalfliche M}* mit den fiir das erste Folgenglied gefor-

derten Eigenschaften.
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Beweis: M? 148t sich nach Hauptsatz 1, I (da Y* eine einfache Normallinie be-
ziiglich ®, T ist) durch &-Operationen in M? in eine Normalfliche M mit M '?= ¥*
iiberfithren, und es gibt nach Satz 1 genau eine z-Komponente M7* von M'? mit
Mi*=Y', wobei deren Charakteristik nicht groBer als ¢ ist. M72 besitzt damit die

geforderten Kigenschaften, und 2.1.1 ist bewiesen.

2.1.2) Aus der Induktionsannahme, die ersten ! Folgenglieder seien gegeben und
der P-Zahlenvektor von M;® sei keine nicht-negativ-ganzzahlige Fundamentallésung der
P-Gleichungen, folgt die Existenz einer Normalfliche M}% mit den fiir das (I+1)-te
Folgenglied geforderten Eigenschaften. ‘

Beweis: Die F-Zahl von M;? sei f*.

o) Es gibt eine Folge M e, ME2 .. von zusammenhingende Normalflichen
mit den Charakteristiken i, ..., ¢h", ... und den F-Zahlen fi*, ..., f{", ..., deren
Rinder beziiglich @ zu Y' édhnlich sind, und deren Charakteristiken nicht groBer als
¢ sind, mit den Eigenschaften:

a. M=}

b. Ist ¢} gleich ¢f, und ist der P-Zahlenvektor von M%? keine nicht-negativ-
ganzzahlige Fundamentallssung der P-Gleichungen, so gilt fiir M52 entweder

b.l. erfi<cf oder

b.2. et i=¢ und fir, < fEE

c. Ist ¢} kleiner als ¢/, oder ist der P-Zahlenvektor von M}*2 eine nicht-negativ-

ganzzahlige Fundamentallosung der P-Gleichungen, so bricht die Folge nach M7** ab.

Beweis: Die Existenz des ersten Folgengliedes M}*? ist trivial. Aus der Induk-
tionsannahme, die ersten u Folgenglieder seien gegeben, ci* sei gleich ¢ und der P-
Zahlenvektor von M%** sei keine nicht-negativ-ganzzahlige Fundamentallésung der
P-Gleichungen, folgt die Existenz des (u-+1)-ten Folgengliedes M%*3.

Beweis: Es gibt nach Satz 7 ein reduziertes M7*? erzeugendes Normalflichenpaar
(M2, ME5?). Dabei ist (Mi’fz—!—M,’j;‘z') eine einfache Normallinie, also zu Y! #hnlich
beziiglich © (da 27%** n.V. zu Y' beziiglich @ &hnlich ist). Also ist bei geeigneter
Numerierung M3s? nicht berandet und Mﬁ’fzz(Mﬁz%—Mﬁzj.

Nach Satz 9 gibt es nun ein in Jf3}* eingespanntes Band M'* in M?, dessen
Charakteristik nicht gréBer ist als ¢, so daB (mindestens) einer der drei folgenden

Fille vorliegt:

a. M'? ist eine Normalfliche und die F-Zahl von M'? ist kleiner als fi*, oder

b. Die Charakteristik von M'? ist kleiner als ¢}, oder
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c. M ist eine irregulir beziiglich U3, ..., US und ® aus Mii> + Mis? abgeleitete
Mannigfaltigkeit (wobei U3, ..., U miteinander punktfremde, im Verhaltnis zu M3¥* +
M73?| @ kleine Umgebungen der Durchdringungslinien von M3i” -+ M33° sind).

Liegt der Fall a vor, so ist M’'? eine Normalfliiche mit den fiir das (u -+ 1)-te
Folgenglied M3%; geforderten Eigenschaften. Liegt Fall b vor, so 18t sich M nach
Hauptsatz 1 durch &-Operationen in M?® in eine Normalfliche M’ mit J7"'* = Mi1°
iiberfilhren, und es gibt nach Satz 1 eine z-Komponente M'"'? von M'"* mit 7"
= M%1?, deren Charakteristik nicht groBer als die von M'? ist, also kleiner als ¢f.
M'""? besitzt damit die fiir M335 geforderten Eigenschaften.

Liegt Fall ¢ vor, so gibt es nach Satz 8 eine Normalfliche M'*% die ein in J[%}"
eingespanntes Band ist, deren F-Zahl kleiner ist als f3*, und deren Charakteristik nicht
groBer ist als ¢f. M'*? besitzt damit die fir M3%3 geforderten Eigenschaften.

Insgesamt ist damit die Existenz von M3%3 nachgewiesen.

Damit ist « dureh Induktion bewiesen.

B) Die Folge M3*?, ..., M4, ... bricht nach hochstens f* Gliedern ab. Damit
besitzt das letzte Glied dieser Folge die fiir M 2 geforderten Eigenschaften und 2.1.2
ist bewiesen.

Mit 2.1.1 und 2.1.2 ist 2.1 durch Induktion bewiesen.

2.2) Die Folge M3?%, ..., M2, ... bricht nach hdchstens c¢-+2 Gliedern ab. Damit
erfiilllt das letzte Glied dieser Folge die fiir M*? genannten Bedingungen und Nr. 2
ist bewiesen.

3) Aus Nr. 2 folgt Teil IT der Behauptung, womit das Bestimmungsverfahren

nachgewiesen ist.

5. Ein Isotopiekriterium fiir die Kreislinie

Aus dem soeben abgeleiteten Bestimmungsverfahren ergibt sich insbesondere ein Ver-
fahren, nach dem sich entscheiden lifit, ob eine beliebig gegebene Knotenlinie in einer
3-dim Mannigfaltigkeit eine Kreislinie sei, wenn die 3-dim Mannigfaltigkeit keine projektive
Ebene enthélt und durch jede 2-dim Sphire zerlegt wird. Uber mogliche Weiterfithrungen
der Untersuchungen siehe Abschnitt d der Einleitung.

DEFINITION. Ist V3 ein Vollring in einer 3-dim Mannigfaltigkeit M3, so heifit eine
in V3 liegende 1-dim Sphére B! ein Breitenkreis von V3 beziiglich M3, wenn B! in M3 — Vs
nullhomolog und in V3 nicht nullhomolog ist (vgl. [10], S. 161).

SaTz 10. M3 sei eine beliebige 3-dim Mannigfaltigkeit. K sei eine (doppelpunkifreie)
geschlossene Linte in M3, U3 eine Umgebung von K in M3. Dann folgt:
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1. Ist L' eine geschlossene Lanie in U3, die mit einem Meridiankreis N von U3 (d.h.
mit einem in U3 liegenden Kreis, der in U3 ein Flichenstiick berandet und in U3 nicht naull-
homolog ist) genau einen Punkt gemeinsam hat, so gibt es in U3 einen Kreisring R2, der von

K und L' berandet wird und dessen Inneres in U3 liegt.

I1. Glibt es ein von K berandetes (singularitiitenfreies) Flichenstiick E? in M3, so folgt:

I1.1. U3 ist orientierbar und es gibt genaw eine Isotopieklasse von Breitenkreisen von U3
beziiglich M3,

Zu jedem solchen Breitenkreis lift sich ein Meridiankreis von U3 angeben, der mit thm
genau einen Punkt gemeinsam hat.

I1.2. Ist Y ein Breitenkreis von U3 beziiglich M3, so gibt es in M3 — U3 ein in Y1
eingespanntes Flichenstiick.

Beweis. 1) Beweis von 1: N'! sei ein mit N! punktfremder Meridiankreis von U3, der
mit, I ebenfalls genau einen Punkt gemeinsam hat. F2 und F'2 seien miteinander punkt-
fremde offene Flichenstiicke in U3, die von N! bzw. N'! berandet werden und K in je genau
einem Punkte p bzw. p’ schneiden. F2 und F'? zerlegen U? in zwei Teile, deren abgeschlos-
sene Hiillen Raumelemente 43 und 4’3 sind. Q! und Q'! seien nun zwei Kanten in F2 bzw.
Fe, die p bzw. p’ mit den Punkten LF? bzw. [1F"2 verbinden, so daB él in F2und (:2’1
in F'2 liegt. Da K A% und K'A’® unverknotete Sehnen in 43 bzw. A’3 sind (siehe den Be-
weis von Folgerung 2 in Kapitel I Abschnitt 2), gibt es in A3 und 4’3 Flichenstiicke E?
bzw. E'2, die von K' A% + [1A% + Q! + Q' baw. K1 A3 + [14'3 + Q' + Q! berandet werden
und deren Innenteile in A3 bzw. 4’3 liegen. B2 + E'2 ist also ein Kreisring mit den gefor-
derten Eigenschaften, wzbw.

2) Beweis von I11: U’® sei eine im Verhéltnis zu E? kleine Umgebung von K' in M3.
Nach Folgerung 3, Kapitel I, 2 148t sich M3 semilinear so auf sich selbst abbilden, daBf U’3
in U® und K* in sich selbst iibergeht. Hierbei wird E? in ein Elementarflichenstiick E*2
abgebildet und die Linie E2U’3 in eine Linie Y*L,

Es sei U*? eine Umgebung von U3 + E*2 in M3. Ist nun eine beliebige in U3 liegende
geschlossene Linie L! in M? — U3 nulthomolog, so ist sie auch in U*3 — {3 nullhomolog
(da U*3 ein 3-dim Raumelement ist). Da es (siche [10], S. 161 und 143) in U2 genau eine
Isotopieklasse von Breitenkreisen beziiglich U*3 gibt und diese Breitenkreise geeignete
Meridiankreise von U2 in genau je einem Punkte schneiden (siche [10], S. 161 und 141),
gilt dies also auch fiir die Breitenkreise beziiglich M3, womit II.1 bewiesen ist.

Da also Y*! zu jedem Breitenkreis von U3 isotop ist, gibt es nach [10], S. 143 eine
semilineare Abbildung von U*3 auf sich selbst, durch die ¥*! in ¥ iibergeht und K!
und U? in sich selbst iibergehen. Hierbei geht E*%— U3 in ein Elementarflichenstiick
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E**2 {iber, das von Y! berandet wird. Damit ist I1.2 bewiesen und der Beweis von Satz 10

vollendet.

KRITERIUM. M3 sei eine 3-dim Mannigfaltigkeit, fir die gilt:

a. Jede in M3 liegende 2-dim Sphiire zerlegt M3 in 2wet Teile. b. In M3 gibt es keine
(singularititenfreie) projekiive Ebene. — K sei eine geschlossene (doppelpunkisfrei) Linie
in M3. Dann lift sich entscheiden, ob K' eine Kreislinie in M3 sei, d. h. ob es in M3 ein
(singularititenfreies) Elementarflichenstiick gebe, das von K berandet vird. Und zwar gili:

I. In M? wird eine beliebige Umgebung U3 von K! gewihlt. M3 — U3 ist eine 3-dim
Mannigfaltigkeit M’3. Nun ldt sich mit Methoden der Homologietheoﬁe feststellen, ob
es genau eine Isotopieklasse von Breitenkreisen von U3 beziiglich M?® gebe, die mit den
Meridiankreisen von U? die algebraische Schnittzahl 1 haben (und ob U? orientierbar
sei). Dies kann folgendermaBen geschehen: In U3 zeichnet man einen Meridiankreis A
aus und eine 1-dim Sphire B!, die 4! in genau einem Punkte schneidet. Nun stellt
man zunichst fest, ob die notwendige Bedingung erfiilit sei, daB A! in M3 — U3 weder
nullhomolog noch divisionsnullhomolog sei. Ist dies der Fall und sind ¥ und B die
Homologieklassen von A! bzw. B! in M3 — U? und A’ und B’ die entsprechenden Homo-
logieklassen in U3, so stellt man fest, ob es eine ganze Zahl m gebe, so daB die Homo-
logieklasse m¥: +3B die Nullklasse ist. Gibt es eine solche Zahl m, so 1Bt sich aus der
Klasse m’ +B’ ein Reprisentant auswilhlen, der ein Breitenkreis mit den geforderten
Eigenschaften ist, und alle derartigen Breitenkreise sind nach [10] S. 143 isotop in U3.
Gibt es keine solche Zahl m, so gibt es auch keine Breitenkreise mit den geforderten
Eigenschaften. K! kann nach Satz 10, IL.1 nur dann eine Kreislinie in M? sein, wenn
diese Bedingung erfiillt ist.

II. Tst die unter I genannte notwendige Bedingung fiir das Vorliegen einer Kreislinie
erfiillt, und ist Y1 ein beliebig gewéahlter Breitenkreis von U? beziiglich M3, der mit den
Meridiankreisen von U? die algebraische Schnittzahl 1 hat, so 1a8t sich nach dem Bestim-
mungsverfahren des vorigen Abschnitts in M3 — U3 ein in ¥! eingespanntes Band mini-
maler Charakteristik konstruieren und es gilt: K?! ist (wie aus Satz 10, I und Satz 10, I11.2

folgt) dann und nur dann eine Kreislinie in M3, wenn dieses Band ein Flichenstiick ist.
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