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Vorwort 

Die Theorie der Normalfl/~chen besch/iftigt sich mit Fl~chen in 3-dimensionalen Man- 

nigfaltigkeiten. Sie ergibt eine Methode, nach der sich bei vorgelegter (berandeter oder 

unberandeter) 3-dimensionaler Mannigfaltigkeit entscheiden l~f~t, ob Fliiehen mit  best imm- 

ten Eigenschaften in dieser Mannigfaltigkeit liegen. Es besteht eine Reihe yon Analogien 

zwischen der Theorie der Normalfl/~chen und der ttomologietheorie. Dies wird in der 

folgenden Einleitung genauer ausgefiihrt werden. 

Eine der Anwendungen dieser Methode ist die L6sung des Kreisknotenproblems, d. h. 

die Angabe eines Verfahrens, nach dem sich entscheiden li~i3t, ob es zu einer vorgegebenen 

geschlossenen Linie im 3-dimensionalen Raum ein (singularitiitenfreies) Elementarfli~chen- 

stiick gebe, das von dieser Linie berandet wird, ob die Linie also eine Kreislinie sei. Aus 

dem yon Papakyriakopoulos [7] bewiesenen Dehnschen Lemma folgt, dab der Kreisknoten 

dadurch charakterisiert ist, dab sein Aul~enraum die freie Gruppe yon einer Erzeugenden 

zur Funda.mentalgruppe hat. Auf Grund dieses Satzes gestattet  das Kreislinienkriterium 

zugleich die Entscheidung, ob die Fundamentalgruppe des Au~enraums einer gegebenen 

Knotenlinie die freie Gruppe yon einer Erzeugenden sei. I s t  also umgekehrt  ein System yon 

Erzeugenden und definierenden Relationen einer Gruppe gegeben, das eine solche Form 

hat, dal~ es sich yon der Projektion einer Knotenlinie ablesen l~l~t (siehe z. B. [9]), so l~I~t 

sich durch Anwendung des Kreislinienkriteriums auf diese Knotenlinie entscheiden, ob es 

sich um die freie Gruppe yon einer Erzeugenden handele. Damit  ist ein Spezialfall des 

Wortproblems der Gruppentheorie gelSst. 

(1) In einer Kurzfassung vcrgetragen auf dem Internationalen Mathematikerkongress 1954 in 
Amsterdam. 
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W e i t e r e  A n w e n d u n g e n  ( i n sbesonde re  e in  V e r f a h r e n  z u r  E n t s c h e i d u n g ,  ob  zwei  ge- 

s ch los sene  L i n i e n  m i t e i n a n d e r  v e r k e t t e t  se ien,  sowie  d ie  V e r a l l g e m e i n e r u n g  des  K r e i s l i n i e n -  

k r i t e r i u m s  fi ir  L i n i e n  in  beliebigen 3 - d i m e n s i o n a l e n  M a n n i g f a l t i g k e i t e n )  so l len  in  sp i i t e r  

f o l g e n d e n  A r b e i t e n  d a r g e s t e l l t  w e r d e n  (siehe [5]). 
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E I ~ L E I T U ~ G  

Vergleich der Theorie der Normalfl~ichen mit der Homologiethcorie 

Die  Theo r i e  d e r  N o r m a l f l ~ c h e n  is t  b is  zu e i n e m  gewis sen  G r a d e  an a l o g  d e r  H o m o -  

log ie theor i e  u n d  d e r  Theor i e  d e r  F u n d a m e n t a l g r u p p e  [12]; m a n  k S n n t e  sie e n t s p r e c h e n d  

als I s o t o p i e t h e o r i e  b e z e i c h n e n .  I n  de r  H o m o l o g i e t h e o r i e  u n d  de r  T h eo r i e  d e r  F u n d a m e n t a l -  
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gruppe werden geometrische Gebilde (Ketten bzw. Wege) betrachtet,  die in der vorgelegten 

Mannigfaltigkeit liegen. Sie werden durch ~_quivalenzrelationen in Homologie- bzw. 

Homotopieklassen eingeteilt. Diese Klassen bilden Gruppen, die nur von der topologischen 

Struktur  der gegebenen Mannigfaltigkeit abh/~ngig sind. Durch die Homologietheorie 

wurde die Klassifizierung der 2-dimensionalen Mannigfaltigkeiten ermSglicht. Die meisten 

Fragen der 3-dimensionalen Topologie liel3en sich jedoch bisher mit  den Hilfsmitteln der 

Homologietheorie und der Homotopietheorie nicht 15sen. Hier scheinen st/~rkere Hilfs- 

mittel  erforderlich zu sein. Die Einteilung der Ket ten  in Homologieklassen ist anscheinend 

eine zu grobe Klassenbildung, um fiber die Struktur 3-dimensionaler Mannigfaltigkeiten 

vollst/~ndigen Aufschlul~ geben zu k5nnen. Eine feinere Einteilung ist nun die in Isotopie- 
klassen, und es ergibt sich die Frage, ob und wie weir sich der Homologietheorie eine Iso- 

topietheorie an die Seite stellen lasse. Von besonderem Interesse sind dabei die Isotopie- 

klassen singularit/~tenfreier 2-dimensionaler Mannigfaltigkeiten in einer gegebenen 3- 

dimensionalen Mannigfaltigkeit. Die Theorie der Normalfl/~chen stellt eine MSglichkeit dar, 

dieses Problem anzugreifen. Ihr  Aufbau l~l~t sich durch einen Vergleich mit  der Homo- 

]ogietheorie n/~her erl/~utern, wie im folgenden kurz dargestellt werden soll. 

a) Sowohl in der Homologietheorie als auch in der Theorie der Normalfl/~ehen wird 

ausgegangen yon einer beliebigen, aber lest vorgegebenen Zerlegung F der gegebenen 

3-dim Mannigfaltigkeit M "~. In  der Homologietheorie werden d-dim Ket ten  (d L- 0, 1, 2, 3) 

betraehtet,  fiir die die d-dim Elemente aus F eine Basis bilden. In  der Theorie der Normal- 

fl/~chen besteht die entspreehende Aufgabe darin, 2-dim Mannigfaltigkeiten durch Ele- 

mente  aus F darzustellen und zwar so, dal3 dabei die Isotopieklassen festgelegt werden. 

K o m m t  also etwa ein 2-dim Element aus F in einer solchen Mannigfaltigkeit mehrfaeh vor, 

so geniigt es - -  im Gegensatz zur Itomologietheorie - -  nicht, lediglich die Vielfachheit 

anzugeben, mit  der es vorkommt,  sondern es mul3 festgelegt werden, wie die einzelnen 

Exemplare mit  den fibrigen in der Darstellung vorkommenden F1/~chenstiicken zusammen- 

h//ngen. Eine //hnliche Situation liegt in der Theorie der Fundamentalgruppe vor. Hier 

ist ein Weg allein durch die Vielfachheiten, mit  denen er die einzelnen I~anten aus F dureh- 

1/~uft, noch nicht eindeuti!g bestimmt,  sondern es mul3 aueh die Reihenfolge festgelegt 

werden, was durch Angabe eines ,,Wortes" geschehen kann. Bei 2-dim Mannigfaltigkeiten 

lassen sich die Zusammenhangsverh/tltnisse nieht so einfaeh besehreiben. Hier wird in der 

Theorie der Normalfl/~chen folgendermaBen vorgegangen: Wird ein 2-dim Element E 2 aus 

F bei der Darstellung einer 2-dim Mannigfaltigkeit mehrmats benStigt, so wird eine ent- 

sprechende Anzahl yon miteinander punktfremden Elementarfl/~chenstiicken betraehtet ,  

die ,,nahe benaehbart  und parallel" zu E ~ in M s liegen. So wird fiir alle 2-dim Elemente 

aus F verfahren und die so erhaltenen (s/~mtlieh miteinander punktfremden) F1/~chenstiicke 
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werden schliel~lich durch kleine :Fli~chenstiicke, die ,,in der Ns der 1- und 0-dim Ele- 

mente aus F liegen, miteinander verbunden, so dab eine singularitiitenfreie 2-dim Mannig- 

faltigkeit entsteht, deren Isotopieklasse in M 3 damit  ohne weitere Angaben festliegt. 

Um diese Methode exakt  anwenden zu kSnnen, wird der Begriff der Normalfltiehe 

definiert: Man umgibt  die Eekpunkte  yon F mit  kleinen Kugeln, die als P-Raumsti ieke 

bezeichnet werden. Dann werden die au~erhalb dieser P-Raumstiieke verbleibenden Mittel- 

teile der 1-dim Elemente aus F m i t  kleinen Zylinderstiicken (sogenannten K-Raumstiicken)~ 

umgeben, die in kleinen Elementarfli~ehenstiieken an die P-Raumstiicke angrenzen. 

Schlieglich werden kleine Umgebungen um die verbleibenden Mittelteile der 2-dim Ele- 

mente aus F (sogenannte F-Raumstiicke) ausgezeichnet. Die P-, K-  und F-Raumsti icke 

bilden zusammen mit  den verbleibenden Mittelteilen der 3-dim Elemente aus F eine Zer- 

legung 0 yon M 3, die als eine Normalzerlegung beziiglich F bezeichnet wird. Eine Normal-  

fl/~che soll nun ganz in den P-, K- und F-Raumstiicken verlaufen und diese jeweils in ein- 

zelnen miteinander punktfremden ElementarfI~chenstiieken sehneiden, deren Inneres im 

Inneren und deren Rs im l~ande des betreffenden P-, K- bzw. F-Raumstiickes liegen. 

Diese Elementarfli~chenstiieke bezeiehnen wir als P-, K- bzw. F-Normalfl~chenstiieke. 

Die F-Normalfl/~chenstiicke sollen dabei in den F-Raumsti icken ,,~hnlich" liegen, wie die. 

entsprechenden Mittelteile der 2-dim Elemente aus F, yon denen die betreffenden F-  

Raumstiicl~e Umgebungen sind. - -  ,,J~hnlieh" ist dabei folgendermal~en definiert: Eine 

semilineare Abbildung yon M ~ auf sich selbst, bei der jedes Element aus 0 auf sieh selbst 

abgebildet wird, heiflt eine J~hnlichkeitsabbildung beziiglich O. Zwei beliebige 2-dim 

Mannigfaltigkeiten in M a werden einander iihnlieh beziiglieh 0 genannt, wenn sie sich 

durch eine ~hnlichkeitsabbildung beziiglich ~ aufeinander abbilden lassen. ~_hnliche 

Fl~chen sind dabei immer kombinatorisch ~quivalent und schneiden dariiberhinaus die 

einzelnen Elemente aus 0 in gleicher Weise. - -  Damit  ist definiert, was es bellmen soil, dal~ 

l~li~chenstiicke in M a ,,nahe benachbart  und parallel" zu den 2-dim Elementen aus F 

liegen. Die P- und K-Normalfl~chenstiicke verbinden nun die F-Normalfliiehensti]eke mit- 

einander und es wird noch gefordert, da[~ niemals zwei F-Normalfli~chenstiicke, die in 

einem und demselben F-Raumsti ick liegen, durch ein P- oder K-Normalfl~chenstiick 

miteinander verbunden werden sollen. Dies entspricht der Forderung in der Theorie der  

Fundamentalgruppe,  dab ein (reduzierter) Weg niemals eine Kante  unmit telbar  hinter- 

einander in beiden Richtungen durchlaufen so]]. Wir fordern yon den Normalfl~chen weiter, 

dab sie entweder unberandet seien und im Innern yon M 3 liegen, oder berandet seien und 

ihr Inneres im Inneren und ihr Rand im Rande yon M a liege. 

Vergleicht man nun die Normalfls mit  den geschlossenen Ket ten  der Homologie- 

theorie und den geschlossenen reduzierten Wegen der Theorie der Fundamentalgruppe,  so 



TItEO:RIE D E E  :NORMALFL.~CHEN 249 

ist zu bemerken, dab eine Normalfl/~che durch die Anzahlen ihrer F-Normalfl/s 

und durch die Angabe, wie diese F-Normalfl/~chenstiicke durch P- und K-Normalfl~ehen- 

stiicke miteinander verbunden sind, noch nicht eindeutig bestimmt ist. Diese Angaben 

gelten vielmehr fiir eine ganze Klasse yon einander beziiglich | Normalfl/ichen in 

gleicher Weise (und, wie sieh zeigen 1/~$t, fiir n u t  eine solche Klasse). Da nun zwei beziiglich 

(9 /~hnliehe Normalfl/ichen auch in M a zueinander isotop sind, erscheint es zweekm~$ig, 

die Normalfl/~chen zu Ahnlichkeitsklassen beziiglich | zusammenzufassen. Dann kann man 

sagen, dab dem Begriff der geschlossenen Kette bzw. des geschlossenen reduzierten Weges 

der Begriff der J~hnlichkeitsklasse yon Normalfl/ichen entspricht. 

b) Die Normalfl/~chen beziehen sich, ebenso wie die Ketten in der Homologietheorie, 

auf eine beliebig vorgegebene Zerlegung F yon M 3. Die Willkiir, die in der Auswahl dieser 

Zerlegung F liegt, muB beseitigt werden, um zu topologischen Invarianten yon M a zu 

gelangen. Hierzu beweist man in der Homologietheorie, dab es zu jeder (singul/tren) Kette, 

die in M 3 liegt, mindestens eine homologe Kette gibt, die sich aus Elementen der gegebenen 

Zerlegung F aufbauen 1/~Bt, dab man also bei beliebiger Wahl yon F aus jeder Homologie- 

klasse mindestens einen Repr/~sentanten erfaBt. 

Was nun die Normalfl/~chen anbelangt, so erfal3t man sicher nicht aus jeder Isotopie- 

klasse yon F1/~chen in M 3 einen Repr/~sentanten. Dies w/~re aber auch gar nicht erstrebens- 

wert, da wir uns ja nur fiir solche Isotopieklassen yon F1/~chen in M s interessieren, deren 

Vorhandensein M 3 vor anderen Mannigfaltigkeiten auszeichnet, ffir F1/~chen also, die so 

in M s liegen, wie dies nicht in ]eder 3-dim Mannigfaltigkeit mSglieh ist. Die beliebig vielen 

und beliebig kompliziert verknoteten Henkel, die man an jede F1/s in jedem 3-dim 

l%aumelement ansetzen kann, stellen fiir uns nur einen unerwiinschten Ballast dar. Eine 

F1/~che, die frei yon derartigen Henkeln ist, 1/~Bt sich durch folgende Eigenschaft charak- 

terisieren: Ist  L eine geschlossene doppelpunktfreie Linie, die in der F1/s F zweiseitig 

liegt und in F kein Elementarfl/~chenstfick berandet, so gibt es im Auf3enraum M s - F  

yon 2' kein (offenes) Elementarfl/~ehenstiick, das yon L berandet wird. Gilt auSerdem 

noch, da$ F keine 2-dim Sph/tre ist, die in M s ein Raumelement berandet, so bezeiehnen 

wir F als inkompressibel in M s. Nach S/~tzen yon Alexander [1] und Fox [3] gibt es in der 

3-dim Sph/~re keine inkompressiblen F1/~chen. Die in M s etwa vorhandenen inkompressiblen 

Fl~chen zeichnen M s also mindestens vor der 3-dim Sph/~re aus und stellen somit etwas fiir 

die topologische Struktur yon M s Charakteristisches dar. 

Wir kSnnen uns auch auf folgenden Standpunkt steilen: Wir fragen nur naeh den- 

jenigen Fls die erhalten bleiben, wenn die in M s liegenden F1/~ehen innerhalb 

3-dimensionaler Raumelemente beliebig abge/~ndert werden. Eine derartige Ab/s 

bezeichnen wir als eine ~-Operation und verstehen darunter folgendes: F sei eine F1/iche 
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in M 3, E sei ein bel iebiges 3-dim R a u m e l e m e n t  in M a, dessen R a n d  yon  F in mi t e inande r  

p u n k t f r e m d e n  geschlossenen Lin ien  L~ geschni t ten  wird.  W i r  en t fernen  nun aus  F den  

gesamten  Durchschn i t t  m i t  E und  setzen in die dadurch  en t s t andenen  Lochrs  L ,  

m i t e inande r  p u n k t f r e m d  e in E l iegende Elementar f l~chens t i icke  ein. Es  ]~l~t sich nun  

zeigen, dab  jede in M a l iegende Fls  durch  ~-Opera t ionen in eine Normalf l~che i iberf i ihr t  

werden  kann.  Bezeichnen wir  zwei F l~chen als gleichwert ig,  wenn sie sich durch  ~-Opera- 

t ionen  in eine und  dieselbe F1/~che f iberfi ihren lassen, so en t sp r ich t  diese Aquiva lenz re la t ion  

d a m i t  der  t Iomolog ie re la t ion  in de r  Homologie theor ie .  

Wie  werden nun  die inkompress ib len  Fls  in M a durch  ~-Opera t ionen ver/~ndert ? Die 

durch  eine S-Opera t ion  en t s tehende  Fls  b rauch t  n ich t  mehr  zusammenhs  zu sein. 

Es 1/~I~t sich jedoch zeigen(1) dab  sie s te ts  eine zusammenh~ngende  K o m p o n e n t e  bes i tz t ,  

die zu der  urspr i ingl ichen Fls  isotop,  oder  wenigstens,  wie wir  sagen wollen, quas i i so top 

ist. I so top  ist  diese Fls  s te ts  dann,  wenn fiir M 3 gilt,  dal~ jede in M a l iegende 2-dim 

Sphi~re in M a ein R a u m e l e m e n t  berande t .  I n  diesem Fa l le  erfai~t m a n  also aus  jeder  Iso- 

topieklasse  yon  inkompress ib len  F1/~chen mindes tens  einen Repr~sen tan ten ,  wenn m a n  die 

Normal f l s  beziiglich einer bel iebigen Zerlegung F (und einer bel iebigen Normalzer le -  

gung O) be t raeh te t .  D a m i t  erschiene die Bezeichnung als I so top ie theor ie  gerecht fer t ig t .  

I m  al lgemeinen Fa l l  e r fa~t  m a n  zu jeder  inkompress ib len  Fli~che in M a wie gesagt  nur  eine 

quasi isotope.  W i r  vers tehen  dabe i  un t e r  einer quas i isotopen Defo rma t ion  in M a die Er-  

se tzung eines Elementarf l i~chenst i ickes E 1 aus  einer Fli~che F du tch  ein  anderes  in M a 

l iegendes Elementar f l~chens t i ick  E 2 mi t  gleichem Rand ,  so dab  das  Innere  yon  E2 mi t  E 1 

und  mi t  F p u n k t f r e m d  ist. B e r a n d e t  jede  2-dim Sphere  in M a ein Ra ume le me n t ,  so is t  

quasi isotop gleich isotop.  F i i r  den  Fal l ,  dab  F eine 2-dim Sphere  ist,  die ke in  R a u m e l e m e n t  

in M a berande t ,  ve r langen  wir  yon  einer  quas i isotopen Defo rma t ion  noch zuss dal~ 

die dabei  en t s tehende  2-dim Sphs  ebenfal ls  ke in  R a u m e l e m e n t  in M a berande .  

D a m i t  is t  die Wil lk i i r ,  die in der  W a h l  der  Zerlegung F liegt,  als n ich t  wesent l ich  

erwiesen(2). 

c) I n  der  Homologie theor ie  lassen sich die d-dim K e t t e n  (ihrer Def in i t ion  n a e h ) a l s  

ganzzahl ige  Vek to ren  dars te l len,  wobei  die d-dim E lemen te  der  Zer legung 1 ~ eine Basis  

(1) Dies wird erst in einer sp~teren Arbeit bewiesen werden (siehe [5] Satz 2). 
(2) Eine 3-Mannigfaltigkeit, in der jede 2-Sphere ein 3-Element berandet, wird nach H. Kneser [6] 

als irreduzibel bezeichnet; dabei existiert in jeder reduziblen 3-Mannigfaltigkeit M a eln System yon 2- 
Sph~ren, das M a in irreduzible 3-~][annigfaltigkeiten 2Y/~ aufspaltet, deren Hom6omorphieklassen ein- 
deutig festliegen. Auf diese Kneserschen Resultate aufbauend ist inzwischen bewiesen worden [5], dab 
sich mit Hilfe der Theorle der Normalfli~chen stets ein solches Sph~rensystem konstruieren l~Bt. Damlt 
l~Bt sich die Untersuehung beliebiger 3-Mannigfaltigkeiten auf die irreduzibler 3-Mannigfaltigkeiten 
zuriickftihren, so dal~ man uuch in diesem Falle dureh Betrachtung der Normalfl~chen alle Isotopie- 
klassen von inkompressiblen Fl~chen erfassen kann. 
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bilden. Sollen nur die geschlossenen Ket ten  erfaBt werden, so miissen die Komponenten 

dieser Vektoren noch best immten Bedingungen geniigen. Fiir die gesehlossenen Ket ten  1/~Bt 

sich ebenfalls eine Basisdarstellung angeben: gede geschlossene Ket te  lg, Bt sich erhalten 

als Linearkombination endlich vieler geschlossener Ket ten  mit  ganzzahligen Koeffizienten. 

In  der Theorie der Fundamentalgruppe sind die geschlossenen Wege nicht mehr 

durch Linearkombinationen darstellbar, sondern nur durch Worte aus nichtkommutat iven 

Erzeugenden. I m  Gegensatz dazu lassen sieh die •hnliehkeitsklassen von Normalfl/~chen 

wieder durch Vektoren darstellen. Wie bereits gesagt wurde, ist die Ahnlichkeitsklasse 

einer Normalfl/~che durch die Anzahlen der F-Normalfl/~chenstiicke noeh keineswegs ein- 

deutig bestimmt, da diese F-Normalfl/~chenstiicke noch in verschiedener Weise durch P- 

und K-Normalflgchenstiicke miteinander verbunden werden k6nnen. Sind aber umgekehrt  

alle P-Normalflgehenstiicke gegeben, so 1/~Bt sich zeigen, dab dadurch eine ~_hnlichkeits- 

klasse von Normalfl/~chen festgelegt ist. Teilen wir alle m6glichen P-Normalfl/~chenstiicke 

in _~hnlichkeitsklassen ein, so zeigt sic]a, dab es nur endlich viele solche Ahnlichkeitsklassen 

gibt, die wir als die P-Klassen beztiglich 0 bezeiehnen. Nun gilt welter, dab eine Ahnlich- 

keitsklasse von Normalfl//chen bereits dann festliegt, wenn nur die Anzahlen der P-Normal- 

fl/~chenstiicke aus den einzelnen P-Klassen vorgegeben sind. Diese Anzahlen, die wir kurz 

als die P-Zahlen bezeichnen, bilden also einen Vektor mit  nicht-negativ-ganzzahligen Kom- 

ponenten, der die P-Klassen zur Basis hat. Nun entspricht zwar jeder ii_hnlichkeitsklasse 

yon Normalfl~chen genau ein solcher P-Zahlenvektor und die betrachtete _~hnlichkeits- 

klasse ist durch diesen Vektor eindeutig bestimmt,  aber umgekehrt  entspricht nicht jedem 

nicht-negativ-ganzzahligen Vektor mit  den P-Klassen als Basis eine )khnlichkeitsklasse 

yon Normalfl/~ehen. Ein solcher Vektor mul3 vielmehr noch zwei Bedingungen erfiillen. 

Erstens diirfen von Null verschiedene Komponenten nur bei solchen P-Klassen stehen, die 

sich ,,miteinander vertragen",  d .h .  aus denen sieh miteinander punktfremde l~epr/isen- 

tanten auswghlen lassen. Der Vektor heiBt dann vertr/iglich. Das  Erfiilltsein dieser Be- 

dingung 1/~gt sich bei gegebenem Vektor stets nachpriifen. Zweitens miissen gewisse homo- 

gene lineare Gleichungen, die sogenannten P-Gleichungen, erfiillt sein, die dafiir sorgen, 

dab sich die P-Normalfl/~chenstiicke durch K- und F-Normalfl/~chenstiicke zu einer Normal- 

I1/~che erg/~nzen lassen. Man erh/flt damit  den Satz, dab die Ahnlichkeitsklassen yon Normal- 

fl/iehen eineindeutig den vertr/~glichen L6sungen der P-Gleichungen entsprechen. 

Fiir die nicht-negativ-ganzzahligen L6sungen eines homogenen linearen Gleichungs- 

systems 1/~Bt sich nun eine Basis angeben, so dab sich jede nicht-negativ-ganzzahlige 

L6sung aus gewissen nicht-negativ-ganzzahligen Fundamentall6sungen durch Linearkom- 

bination mit  nicht-negativ-ganzzahligen Koeffizienten darstellen 1/~Bt. Dabei ist bemerkens- 

wert, dab diese endlieh vielen FundamentallSsungen eindeutig best immt sind. 
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Wir k6nnen also die nieht-negativ-ganzzahligen Fundamentall6sungen der P-Gleichungen 

ermit~eln und unter ihnen diejenigen aussuchen, die vertr/~glich sind. Jeder  dieser L6sungen 

entspricht dann genau eine J, hnliehkeitsklasse yon Normalfl/~ehen. Wit  erhalten somit eine 

endliche Anzahl yon ausgezeiehneten Xhnlichkeitsklassen yon Normalfl/~ehen, die wit als 

die Fundamentalklassen (bezfiglich der gegebenen Zerlegung F u n d  der Normalzerlegung 

O) bezeiehnen. Diese Fundamentalklassen stellen in gewisser Weise eine Basis ffir alle 

Xhnlichkeitsklassen von Normalfl/iehen dar und lassen sich daher vergleiehen mit  einer 

Basis der geschlossenen Ket ten  in der Homologietheorie: Wir k6nnen sagen, eine )[hnlich- 

keitsklasse ~ yon Normalfl/iehen sei die , S u m m e "  der Xhnlichkeitsklassen ~1 und ~2, 

wenn der P-Zahlenvektor von ~ die Summe der P-Zahlenvektoren yon ~1 und ~2 ist. 

Dann 1/~ftt sich jede Ahnlichkeitsklasse yon Normalfl/ichen als nicht-negativ-ganzzahlige 

Linearkombination der Fundamentalklassen erhalten. Diese Addition yon -~hnliehkeits- 

klassen ist offenbar assoziativ und kommutat iv ,  es existiert jedoch zu keinem Element ein 

reziprokes, da negative P-Zahlenvektoren nicht erkl/~rt sind. Die Addition zweier Ahnlich- 

keitsklassen ~1 und ~2 ist aufierdem nicht in jedem Falle m6glich, sondern nur d~nn, 

wenn die Summe der P-Zahlenvektoren yon ~1 und ~2 wieder einen vertr/~glichen Vektor 

ergibt, wenn also ~ und ~ ,  wie wir sagen wollen, miteinander vertr/~glich sind. W/~hrend 

in der Homologietheorie die geschlossenen Ket ten  eine Gruppe bilden, reicht es bei den 

J~hnlichkeitsklassen yon Normalfl//chen also nieht einmal ganz zur Halbgruppen-Eigen- 

schaft. Daffir aber besitzen die _~hnlichkeitsklassen yon Normalfl/~chen eine Eigenschaft, 

die die gesehlossenen Ket ten  nicht haben: Die Eindeutigkeit der Basis. Aufterdem gilt der 

Satz, da$ sich bei der Addition zweier Normalfliiehenklassen die Eulerschen Charakteri- 

stiken addieren. 

Die Addition zweier miteinander vertr/~glicher Ahnlichkeitsklassen ~ und ~2 von 

Normalfl/~chen zu einer Klasse ~, die bisher nur algebraisch fiber die Addition der P- 

Zahlenvektoren erkl/~rt wurde, besitzt eine interessante geometrische Bedeutung: Man 

kann aus ~i  und ~2 je einen Repr/isentanten F 1 bzw. F 2 so ausw/~hlen, dab zwischen F 1 

und F~ nut  einfache Durchdringungslinien vorkommen und Fx und 2' 3 zusammen ein 

Polyeder bilden, das wir als eine Normalfl/~che mit Singularit/iten oder kurz als eine S- 

Normalfl/~che bezeichnen. Aus dieser S-Normalfl/~che geht nun dutch eindeutig best immte 

Umschaltungen 1/~ngs der Durchdringungslinien eine singularit/~tenfreie Normalfl/~ehe F 

hervor, die in der Summen-Klasse ~ liegt. Die Bemerkung, daft dieser Satz nieht nut  ffir 

orientierbare, sondern auch ffir niehtorientierbare 3-Mannigfaltigkeiten gilt, verdanke ich 

H. Schubert (vgl. [11]). 

d) In  tier Homologietheorie kann man sehlieftlieh die Basis der geschlossenen Ket ten  

so transformieren, daft die transformierte Basis eine Homologiebasis enth/ilt. Hierdurch 
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gewinnt man einen ~berbl ick fiber alle Homologieklassen und erhElt die topologiseh in- 

varianten Homologiegruppen. 

In  der Theorie der NormalflEchen sind nun Basistransformationen nicht mSglich, da 

die Fundamentalklassen ja eindeutig ausgezeichnet sind. Es muB daher versucht werden, 

yon diesen Fundamentalklassen ausgehend einen tJberbliek fiber alle Isotopic- bzw. 

Quasiisotopieklassen von Jnkompressiblen F1/~chen in M 3 zu erhalten. Dies ist mindestens 

bis zu einem gewissen Grade mSglieh. In  der vorliegenden Arbeit wird in dieser Riehtung 

nur der erste Schritt ausgeffihrt: I s t  im Rande der 3-dim Mannigfaltigkeit M 3 eine ge- 

schlossene Linie L vorgegeben, die sich aus 1-dim Elementen der Zerlegung F zusammen- 

setzen 1//Bt, so wird bewiesen, dab sich unter den Fundamentalklassen mindestens eine be- 

findet, deren ReprEsentanten BEnder yon minimaler Charakteristik mit  zu L /~hnlichen 

Randlinien sind. Zur Vereinfaehung wird dabei noch vorausgesetzt, dab jede in M s liegende 

2-dim SphEre M 3 in zwei Teile zerlege und dab es in M s keine (singularitEtenfreien) pro- 

jektiven Ebenen gebe. ])ieser Satz IEBt sich auf den Fall anwenden, dab M s durch Aus- 

bohren einer gesehlossenen Linie K aus der 3-dim Sphere (oder einer anderen 3-dim Man- 

nigfaltigkeit mit  den genannten Eigenschaften) hervorgeht und die Linie L ein Breitenkreis 

im Randtorus yon M s ist. Dann kann man nach Wahl einer geeigneten Zerlegung F durch 

Konstruieren der endlich vielen Fundamentulklassen ein in L eingespunntes Band yon 

minimaler Charakteristik bestimmen und die Linie K ist dann und nur dann eine Kreislinie, 

wenn dieses Band ein Elementarfl//chenstfick ist. 

Mit diesem Ergebnis ist gezeigt, dab die Theorie der NormalflEchen wenigstens in 

einfaehen FEllen geeignet ist, fiber die Struktur  3-dimensionaler Mannigfaltigkeiten Auf- 

sehluB zu geben. Wo dagegen die Grenzen ihrer Reichweite liegen, kann noeh nieht ange- 

geben werden. ZunEchst 15~Bt sieh weiter folgender Weg gehen: 

Von vielen inkompressiblen F1//chentypen kann man beweisen, dab sic, wenn fiber- 

haupt  in der 3-dim Mannigfaltigkeit vorhanden, stets durch eine der Fundamentalklassen 

dargestellt werden (bis auf Quasiisotopie). ])as Verfahren ffir diese Beweise ist im Prinzip 

dasselbe, wie bei dem obengenannten Satz fiber Bs minimaler Charakteristik: Aus der 

Annahme, es gebe eine solehe Fli~ehe, folgt, dab es eine entsprechende quasiisotope Normal- 

fl~ehe gibt, liegt diese in keiner der Fundamentalklassen, so l~Bt sie sieh durch Umsehal- 

tungen aus zwei einfacheren NormalflEehen gewinnen, deren Charakteristiken sich zur 

Charakteristik der gegebenen Fli/che addieren; (,,einfacher" heiBt dabei ,,eine geringere 

Anzahl yon F-Normalfl~chenstfieken enthaltend").  Der Beweis beruht dann darauf, aus 

(echten) Teilen dieser beiden einfacheren Normalfl/iehen eine neue Normalfl/~che zu kon- 

struieren, die einfaeher ist als die ursprfinglieh gegebene, abet  dieselben fiir M 3 ehurakteri- 

stischen Eigenschaften besitzt. Durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens folgt 

1 7 -  61173051. Acta mathematica. 105. Imprlm@ le 30 juin 1961. 
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sehlieBlich die behauptete Existenz einer Normalfl~che mit  den betreffenden Eigensehaften, 

die in einer der Fundamentalklassen liegt. 

I s t  beispielsweise eine Mannigfaltigkeit M 3 gegeben, deren Rand /~a aus mehreren 

zusammenh//ngenden Komponenten besteht - -  M 3 kann etwa durch Ausbohren einer Ver- 

ket tung aus der 3-dim Sph/~re hervorgehen - -  so 1/iBt sieh auf diese Weise feststellen, ob 

es in M 3 eine 2-dim Sphere gebe, die verschiedene zusammenh/~ngende Komponenten yon 

_M3 voneinander trennt,  d. h. ob alle Komponenten der Verkettung miteinander verket te t  

seien. Siehe [5]. Allgemeiner l~13t sich zeigen: Gibt es in einer Mannigfaltigkeit M a fiber- 

haupt  inkompressible F1/~chen, so besteht mindestens eine der Fundamentalklassen aus 

inkompressiblen F1/~chen, und zwar aus solehen minimaler Charakteristik. 

I s t  M 3 eine 3-dim Mannigfaltigkeit und F eine zusammenh~ngende Komponente  des 

Randes yon M a, so gilt: Gibt es in M 3 ein Elementarfls E, dessen Rand in F 

liegt, aber kein in F liegendes Elementarfl~/chenstfiek berandet, so enthalten aueh bereits 

die Fundamentalklassen ein derartiges Elementarfl/~chenstfick. t t ieraus 1/~t sich ein Ver- 

fahren gewinnen, um festzustellen, ob eine gegebene Henkelfl~che F in einer 3-dim Mannig- 

faltigkeit M '3 inkompressibel sei: Man schneidet M '3 l~ngs F auf, so dal~ eine neue Mannig- 

faltigkeit entsteht, die F zweimal im Rande enth~lt, oder zwei Mannigfaltigkeiten, die F 

je einmal im Rande enthalten. Dann stellt man fest, ob ein Elementarfl//chenstiick mit  den 

genannten Eigenschaften vorhanden sei. 

Damit  kommt  man der LSsung einer Aufgabe n~her, die ffir die Theorie der Normal- 

fls sehr wichtig ist: Unter  den Fundamentalklassen alle diejenigen auszuw/~hlen, deren 

Repr/~sentanten inkompressibel sind. Diese inkompressiblen l~undamentalklassen w~,ren in 

der ttomologietheorie mit  einer Homologiebasis zu vergleichen. Es muB allerdings noch 

untersucht werden, inwieweit sich aus ihnen der angestrebte Uberblick fiber alle Klassen 

von inkompressiblen F1/ichen gewinnen 1/il3t. 

Da die Untersuchungen der Herleitung yon Kriterien dienen, ist es notwendig, dab 

die entsprechenden Beweise konstrukt iv geffihrt werden. Die Art der angestellten Be- 

traehtungen erm6glicht es, ohne ErhShung des erforderlichen Aufwandes ausnahmslos alle 

Beweise konstrukt iv zu ffihren. Dies ist durchgefiihrt worden, und zur Vereinfachung der 

Ausdrucksweise mSge folgendes vereinbart  werden: Die positive Existenzaussage ,,es 

g ib t . . . "  ist gleiehbedeutend mit  ,,es l~I~t sich in einer beschr/~nkten Anzahl yon Schritten 

konstruieren . . ." ,  oder allgemein: Wird ein beliebiger Gegenstand X genannt, und ist X 

nieht ausdrficklich als gegeben vorausgesetzt worden, so ist damit  zugleich die Behauptung 

ausgesprochen, dab sich X konstruieren lasse. 
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E R S T E S  K A P I T E L  

Normalzerlegung und Normalfl~chen 

Ziel dieses Kapitels ist es, den Begriff der Normalfls und die erforderlichen Hilfs- 

begriffe zu definieren und zu beweisen, da~ sich jede Fls dureh $-0perationen in eine 

Normalfls iiberffihren l~Bt. 

1. Die verwendeten Grundbegriffe aus der Polyedertheorie 

Wir iibernehmen die Grundbegriffe der Polyedertheorie yon I~eidemeister [8] und 

geben lediglich einige zus/~tzliche Definitionen, die fiir die beabsichtigten Untersuchungen 

zweekm~l~ig sind. 

~ sei ein n-dim linearer Raum. Unter ,,polyederartigen Punktmengen" verstehen wir 

stets endliche ~olyederartige Punktmengen in ~R ~, d. h. Summen yon endlich vielen endlichen 

konvexen l~aumstficken in ~n (oder die leere Menge). Grol]e lateinische Buchstaben ver- 

wenden wir ausschiieSlieh ffir polyederartige Punktmengen(~), obere Indices stets ffir deren 

Dimension. A + B bezeichnet die Summe von A und B, A B  den Durchschnitt yon A und 

B, A - B = A - (A B) die Di/ferenz yon A und B. 

D~FI~ITION 1. Ffir eine polyederartige Punktmenge A wird definiert: 

I. Ist  A gleich einer Summe yon konvexen Raumstiieken C1 .... , C~, so heil~t die Summe 

der abgeschlossenen Hfillen yon C 1 ..... Cs die abgeschlossene Hiille yon A. 

Fiir die abgeschlossene Hiille yon A verwenden wir die Bezeichnung A. 

II .  A heil~t dann und nur dann eine polyederartige Punktmenge der Dimension d, 

wenn A ein Polyeder der Dimension d ist. 

I I I .  Ist  .~ der R~nd des nichtorientierten Polyeders A, so hei/~t ~ + ( A - A )  der 

Ran~l yon A. 

Das Symbol A bezeiehnet stets den R~nd yon .4, ~ / =  A - A das Innere yon A. 

IV. `4 heit~t o/fen, wenn A keinen Punkt  aus A enth/~lt. 

V. A heiBt eine o//ene Mannig/altigkeit, wenn A das Innere einer (gegebenenfall~ 

berandeten und gegebenenfalls nicht zusammenh/~ngenden) Mannigfaltigkeit ist; ins- 

besondere heiBt `4 ein o/fenes Raumelement, wenn `4 das Innere eines l~aumelementes ist. 

(1) E b e n s o g u t  k 6 n n e n  dar tm$er  a u c h  Komplexe i m  Sinne y o n  Seifer$-Threlfall  [12] (d. h. bopolo- 
gische Bi lder  y o n  po lyedera r t igen  P u n k t m e n g e n  des  Euk l i d i s chen  R a u m e s )  v e r s t a n d e n  werden .  In_ 
d i e sem Fal le  is t  u n t e r  e iner  3 -d imens iona len  Mannigfa l t igke i t  M a elne kompakte (berandete  oder unbe -  
rande te )  Mannigfa l t igke i t  i m  Sinne der  mengenSheore t i schen  Topologie zu  ve r s t ehen .  Bei  e iner  d- 
d imens iona l en  Mannigfa l t igke i t  M d m i t  d > 3 m u g  a u ~ e r d e m  n o c h  die Tr i angu l i e rba rke i t  gefordert~ 

werden .  - -  Ffir  die be t r ach t e t en ,  in  M d l iegenden P u n k t m e n g e n  s ind  d a , m  die Begriffe , ,offen",  , ,ab-  
gesch lossen"  etc. zu  v e r s t e h e n  als , ,often in  M a' ' ,  , , abgeschIossen in M a' '  etc.  
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3-dim Raumelemente  bezeichnen wir auch kurz als Raumstiicke, 2-dim Raumelemente  als 

~liichenstiicIce, 1-dimensionale als Kanten.  

Unter  , ,Zerlegungen" verstehen wir stets Zerlegungen von polyederartigen Punlct- 

~nengen in endlich viele (paarweise miteinander punlct/remde) polyederartige Punlctmengen. 

(]rol]e griechisehe Buchs taben (auBer Summenzeichen E) verwenden wir aussehlieBlich fiir 

Zerlegungen. 

D E F I N I T I O N  2. Sind A1 und A S zwei Zerlegungen einer polyederart igen Punk t -  

menge A, so hei[tt eine Zerlegung A'  von  A die Produktzerlegung aus A z und A S, wenn 

~[olgendes gilt: I s t  E 1 ein Element  aus A1, E~ ein Element  aus A2, und  ist E 1 E  2 nicht  leer, 

.so ist jede z-Komponente(1) yon  E z E 2 ein Element  aus A'.  Fiir die Produktzer legung aus 

A1 .... ,As schreiben wir A1A 2 ... As. 

D E F I N I T I O N  3. Sind A 1 und A 2 zwei randtreue Zerlegungen, und  besitzt jedes 

E l emen t  von A1 und  yon  As eine Dimension, so heiBen A 1 und A 2 zueinander isomorph, 

wenn  es eine eineindeutige Zuordnung ~ zwischen den Elementen von A 1 und  den Elementen  

y o n  A2 mit  folgenden Eigenschaften gibt: 

a. Zwei einander durch :r zugeordnete Elemente besitzen stets gleiche Dimension. 

b. Liegt ein Element  E '  aus A~ (i = l, 2) im Rande  eines Elementes  E"  aus Ai, so 

l iegt  das Bildelement yon  E '  im Rande  des Bildelementes yon  E". 

D E F I N I T I O N  4. A sei eine Zerlegung einer polyederart igen Punk tmenge  A in die 

]Elemente E1 ..... Es, B eine in A liegende polyederart ige Punktmenge.  Dann  heiBt die Zer- 

l egung  A' yon  B in die z -Komponenten  von E~B (i = 1, ...,s) die dutch A bewirkte Zer- 

legung von B.  Das Symbol  A (B) bezeichnet stets die dureh A bewirkte Zerlegung yon  B. 

D E F I N I T I O N  5. P sei ein Polyeder  (d. h. eine abgeschlossene polyederart ige Punk t -  

]menge). 

I .  I s t  A ein beliebiges Polyeder,  so heiBt die Zerlegung yon  P in die z -Komponenten  

y o n  A P und A - P die durch A bewirkte Zerlegung von P.  

I I .  Sind A 1 ..... A~ beliebige Polyeder,  und sind i 1 . . . .  , A~ die durch A 1 ..... A~ bewirkten 

Zerlegungen yon  P,  so heii~t die Produktzer legung A1A 2 ... A~ die durch A 1 . . . . .  A~ bewirkte 

Zerlegung von P .  

I I I .  I s t  A eine Zerlegung yon  P,  und  ist A* die durch A 1 .... .  A s bewirkte Zerlegung 

y o n  P,  so heiBt die Produktzer legung AA* die durch A 1 ..... A s bewirIcte Unterteilung von A. 

(1) ,,z-Komponente" schreiben wir als Abkiirzung fiir zusammenh~ngende Komponenfe. 
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D E F I N I T I O ~  6. M ~ sei eine d-dim Mannigf~ltigkeit. Eine in M ~ liegende (d - 1)-dim 

-Mannigfaltigkeit M a-1 liegt transversal in M ~, wenn M~-I_~ rd = 21~/~-1 ist. 

Eine in M a transversal liegende Mannigfaltigkeit bezeichnen wir kiirzer als eine t- 

Mannig/altigkeit  in M d. 

DWFI~I~ION 7. A sei eine randtreue Zerlegung eines Polyeders P in offene Mannig* 

faltigkeiten. Eine in P liegende Mannigfaltigkeit M lieg~ transversal bezi~glich A, wenn 

folgendes gilt: I s t  E r ein e-dim Element aus A, so ist M E  ~ entweder leer oder M E  e ist eine 

(e - 1)-dim t-Mannigfaltigkeit in Er 

I s t  A eine Zerlegung in offene Raumelemente,  so liegt M elementar beziiglieh A, wenn~ 

weiter gilt: Is t  E e ein e-dim Element aus A, und ist M E ~ nicht leer, so ist jede z-Komponent~ 

yon M E  ~ ein (e - 1)-dim abgesehlossenes Raumelement.  

D E F I ~ I ~ I O ~  8. I s t  A eine randtreue Zerlegung eines Polyeders A in offene RaumeIe-  

mente, so verstehen wir unter einer regulgren Unterteilung yon A eine simp]iziale Zerlegung(1) 

A* von A, fiir die folgendes gilt: Is t  E ein Element aus A, so enthiflt die Zerlegung A* (E), 

genau ein 0-dim Element p und es gibt eine semilineare Abbildung yon E auf ein abge-- 

schlossenen konvexes Raumstiick C, durch die p in einen Punkt  q iibergeht und durch die. 

alle iibrigen Elemente yon A* (E) in offene Kegel mit  q als Spitze iibergehen, d. h. in Ele-  

mente, deren abgeschlossene Hiillen Verbindungsprodukte yon q mit  Elementen in 0 sind.. 

FOLGEI~VNG 1. Z u  jeder randtreuen Zerlegung A in o//ene Raumelemente liiflt sick. 

eine regul~ire Unterteilung konstruieren. 

(Hierzu sind die 1-dimensionalen, dann die 2-dimensionalen . . . .  und sehliel]lieh di~ 

h6ehstdimensionalen Elemente aus A der Reihe naeh geeignet zu unterteilen.) 

FOLGEICUNG 2. I8t A eine randtreue Zerlegung eines Polyeders P in o//ene Raumele-  

mente und ist ot eine isomorphe Abbildung von A auf eine randtreue Zerlegung A" eines (nichf 

notwendig von P verschiedenen) Polyeders P '  in o//ene Raumelemente, so gibt es eine semilineare. 

Abbildung fl yon P und P '  au/einander, dutch die jedes Element aus A au] das dutch a~ zuge- 

ordnete Element aus A'  abgebildet wird. Gibt es Elemente, die dutch ~ au/ sich selbst abgebilde~: 

werden, so l~[3t sich fl so w~hlen, daft fi /iir diese Elemente die Identitdt ist. 

Beweis. Von • und A' gibt es regul~re Unterteilungen A* und &'*. Diese sind zueinander 

isomorphe simpliziale Zerlegungen, und zwar gibt es eine solche isomorphe Abbildung a*  

yon A* und A'* aufeinander, dab einander dutch ~* zugeordnete Elemente in einander 

durch a zugeordneten Elementen liegen. Daraus folgt die Behauptung. 

(1) d.h. eine Zerlegung, die zu einer Simplizialzerlegung eines Polyeders A' isomorph ist. 
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2. Umgebungen 

Als weiteres Hilfsmittel benStigen wir einen polyedertopologischen Begriff der, ,kleinen 

Umgebung"  und schlieI3en uns hierin an Whitehead [13] an. Die in [13] fiir abstrakte Kom- 

plexe definierten Begriffe der reguliiren Umgebung (S. 293), der geometrischen Expansion 

und KontraIction (S. 258), sowie der reguliiren Expansion und Kontraktion (S. 291) iibertra- 

gen wir sinngem/~B fiir Polyeder: Ein Polyeder U heil~t eine regul/~re Umgebung yon A in B, 

wenn es eine geeignete simpliziale Zerlegung ~F yon B gibt, so dal~ ~F(A) und ~F(U) Teil- 

mengen von ~F sind, und so dal~ der Komplex ~F(U) im Sinne yon [13] eine regul/~re Um- 

gebung yon ~F (A) in ~F ist, usw. 

Weiter geben wir folgende Definitionen: 

DEFINITION 1. Liegt eine polyederartige Punktmenge A in einer polyederartigen 

Punktmenge B, ist A eine Zerlegung yon B, und ist A(A) eine Teilmenge yon A, so heiBt 

die Summe derjenigen Elemente aus A, deren abgesehlossene Hiillen mit  A nieht punkt-  

fremd sind, der Stern von A in A,  abgekiirzt St (A I A). 

DEFINITIO:N 2. A sei eine polyederartige Punktmenge und liege in einem Polyeder 

B. Dann heil~t U eine Umgebung von A in B,  wenn folgendes gilt: Es gibt eine simpliziale 

Zerlegung A v o n  B, so dal3 A (A) eine Teilmenge yon A ist, und eine zweite regul/ire Unter- 

teilung A** von A, so dal~ U = St (A]A**) ist. Insbesondere wird definiert: 

a. Is t  1" eine beliebige Zerlegung von B, so heil3t U eine im Verhgltnis zu F ]cleine 

Umgebung yon A in B,  wenn A eine Unterteilung von F i s t ;  und allgemeiner: 

b. Sind I" 1 ..... 1"s beliebige Zerlegungen yon B umfassenden Polyedern, und sind 

-Pl ..... Pt  beliebige weitere Polyeder, so heil3t V eine im Verhi~ltnis zu 1" 1 [... [rs ]P1 I"" ]Pt 

kleine Umgebung von A in B,  wenn U klein ist im Verh/~ltnis zu der Produktzerlegung aus 

l" 1 (B) ..... 1"s(B) und den dureh P1, . . . ,Pt bewirkten Zerlegungen yon B. 

DEFINITION 3. M 'd-1 sei eine ( d -  1)-dim Mannigfaltigkeit und liege im Rande 

einer d-dim Mannigfaltigkeit M d. M" sei eine in 3;/'~-1 liegende (d - 2)-dim Mannigfaltigkeit 

oder die leere Menge. M d-1 sei gleich M '~-1 - M". Dann heil3t M *~-1 eine zu M ~-1 benach- 

barte Mannig/altigkeit  in M d, wenn folgendes gilt: Es gibt eine Umgebung U d yon M d-1 

in M d, so dab M *d-1 = (U~ - 2 f f  d) ist. 

Sind insbesondere 1"1 ..... 1"~ Zerlegungen yon M d umfassenden Polyedern und P1 .... ,Pt  

weitere Polyeder, so heil3t M *d-1 eine im Verhdltnis zu 1"11... I rz lPl l . . . IPt  nahe zu M ~-1 

benachbarte Mannigfaltigkeit in M s, wenn U d eine im Verh/~ltnis zu 1"1 [... I r~lPll... I P t  

kleine Umgebung ist. 

FOLGERVNG 1. M d sei eine d-dim Mannig/altiglceit. A sei ein Polyeder in M a. U sei 

eine Umgebung yon A in M ~. Dann  gilt: 



THEORIE DER NORMALFL~ICIIEN 259 

I. U ist nach [13] (S. 293/294) eine reguliire Umgebung yon A in M a, also eine d-dim 

Mannig[altigkeit. 

I I .  Is t  A geometrisch auf einen Punk t  zusammenziehbar, go ist U ein d-dim Raumelement.  

([13] Korollar In  zu den Theoremen 22n und 23n.) 

FOLOERtr•G 2. Is t  M 3 eine 3-dim Mannig]altiglceit, K 1 eine 1.dim Sphi~re in M 3 

und U a eine orientierbare Umgebung yon K 1 in M 3, so ist U a eine Vollring und K 1 

eine (nichtorientierte) Sehne vort U (De[inition siehe [10]). 

Beweis. 1) Es gibt eine simpiiziale Zerlegung yon M 3, die eine Zerlegung won 

K 1 enthglt, und eine zweite regulgre Unterteilung A** yon A, so dal~ U 3 = St (K 11A**) 

ist. A** (K 1) besteht aus offenen Kanten  K~, ..., K~ und Punkten P,, . '-, P~, so dal3 

bei geeigneter Numerierung Pi und p ~ l  die Randpunkte  von K~ sind (wobei ps+l=p l  

zu setzen ist). Nun sind die Punktmengen A~ ~ [St (p~lA**) - S t ( K  li_llA**)] (i = 1 . . . .  ,s 

mi t  K ~ = K ~ )  abgeschlossene Raumelemente.  Dabei ist der Durchschnitt  A~ A a ,+~ ein 

Elementarflgchenstiick F~+I, wghrend A~ mit  allen A~ auBer a A~_I und A~+I (mit 
3 

A s + l  = A a, A~ = A a) punktfremd ist. 

2) _K~ ist eine (niehtorientierte) unverknotete Sehne [10] in A~. 

(Beweis: In  St(p,[A**) lggt sieh ein beliebiger Streekenzug W 1 wghlen, der p,+l 

und Pi-1 miteinander verbindet und aus i-dim Elementen E 1 . . . .  , Ett aus A** besteht. 

Zu jedem solehen Element E~ gibt es genau ein 2-dim Element E~ in A**, das E~ und 

10, im Rande enthglt. Die Summe ~.~=~ E~ ist also ein Flgehenstiiek mit  dem Rand 
W 1 @ R 1 A- --1 1 , K~-I. Is t  Et dasjenige Element unter den E~, das p~-i im Rande enthglt, 

so !iegt Ki-ll in ~)~ und das Flgehenstiiek ~j=l E ~ t  1 liegt in Aa~ und wird berandet yon 

K~ und einem in _/i~ verlaufenden Streekenzug, der die Randpunkte  p~ und P~+I yon 

K~ miteinander verbindet. Damit  ist 2 bewiesen.) 

3) Aus 1 und 2 folgt dureh Induktion, dag s 1 ~=1  A/a ein 3-dim Ranmelement  

~'s-1 p l  eine unverknotete Sehne in A 'a. Daraus folgt, dab U a = A  'a +Aas A 'a ist und a ~ l ~  

ein Vollring ist und K 1 eine Seele yon U a, wzbw. 

FOnGV, RC~G 3. Sind U~ und U 2 Umgebungen eines Polyeders A in einem Polyeder B,  

go gibt es eine semilineare Abbildung fi yon B au/  sich selbst, dutch die U 1 und U 2 au/einander 

abgebildet werden, go dab A identisch au/  sieh selbst abgebildet wird. Is t  ~ eine Zerlegung yon 

B und sind P1 ..... Pz beliebige Polyeder, so daft U 1 und U 2 klein sind im Verhiiltnis zu 

"z I p ~ ['" I P~, so ldi[3t sich fl insbesondere go wdihlen, daft die Elemente von ~ und die Polyeder 

P t  B,  ...,P~ B au[ sich selbst abgebildet werden. 

Beweis. Es gibt per Definition simp]iziale Zerlegungen A 1 und A~ von B, regulgre 

Unterteilungen A* und A* yon A~ bzw. A~ und regulgre Unterteilungen A~* und A** 2 won 
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A* bzw. A~, so dab U 1 = S t ( A  IA~*) und U S = St(AIA~'* ) ist und so da{~ A 1 und A2 Unter- 

teilungen yon ~. sind und Zerlegungen der Polyeder A, P1 B ..... Ps B enthalten. Nun sei 

U a eine im Verhi~ltnis zu A~IA~' kleine Umgebung yon A in B. Dann gibt es isomorphe 

Abbildungen al und a2 mit  folgenden Eigenschaften: 

a. Is t  E ein Element aus A* (i = 1, 2), das entweder in A liegt oder dessen abgeschlos- 

sene Hiille mit  A punktfremd ist, so wird E dureh a~ sieh selbst zugeordnet. 

b. Is t  E e ein e-dim Element aus A*, das nicht in A liegt und dessen abgeschlossene 

Hfille mit  A night punktfremd ist, so sind (E e U~i und (E e U3) offene e-dim Raumelemente 

und werden durch a, einander zugeordnet; ferner werden (E ~ V,i  E ~ und (E ~ Uai E e, sowie 

E e - U, und E ~ - U 3 einander durch a, zugeordnet. 

Damit  gibt  es semilineare Abbildungen fli yon B auf sich selbst, so da~ zwei dureh 

a, einander zugeordnete Elemente stets aufeinander abgebildet werden. Dureh fl, werden 

U~ und U a aufeinander abgebildet, w~hrend die Elemente yon A* (also auch die Elemente 

von .~. und die Polyeder A, P1B ..... P~ B) jeweils in sigh selbst fibGrgehen. Aus fil und f12 

ergibt sich eine Abbildung fl mit  den geforderten Eigenschaften, womit Folgerung 3 be- 

wiesen ist. 

FOLG~RU~G 4. U sei eine im VerhSltnis zu 7~]p kleine Umgebung von A in B.  P '  sei 

ein Polyeder, das innerhalb einer kleinen Umgebung von U mit P i~bereinstimmt, d. h. es gebe 

eine im VerhSltnis zu P kleine Umgebung U' von U in B, so daft P ' U '  = P U  ist. Dann  ist 

U aueh klein im Verhdltnis zu 7~IP'. 

Beweis. I I  sei die durch P bewirkte Zerlegung von B, H '  die durch P '  bewirkte. Es 

gibt eine simpliziale Unterteilung A yon ~ I I ,  eine regul~re Unterteilung A* yon A und 

eine reguli~re Unterteilung A** yon A*, so dab U = St (AIA**) ist. U" sei eine im Verh~ltnis 

zu A* kleine Umgebung yon U in U'. Nun l~Bt sieh eine beliebige randtreue Unterteilung 

von A * Y I ' ( B -  U") in offene Raumelemente konstruieren. Die Elemente dieser Unter-  

teilung bilden zusammen mit  den Elementen yon A * ( U " - [ B - U " ] )  eine randtreue 

Unterteilung ~F yon A*II '  in offene Raumelemente. Eine regul~re Unterteilung ~t~* yon 

~F ist also eine simpliziale Unterteilung yon A*YI'. Nun sei ~ * * *  eine zweite regul~re 

Unterteilung yon ~F* und U* sei gleieh St(A ]iF***). Damit  gibt es eine semilineare Ab- 

bildung fi von B auf sich selbst, dureh die U und U* aufeinander abgebildet werden und 

dureh die die einzelnen Elemente yon ~F jeweils in sich selbst fibergehen. (Dies l~l~t sieh 

ebenso zeigen, wie im Beweis von Folgerung 3 die Existenz der Abbildungen fl,; es ist s ta t t  

A* lediglich ~ zu sehreiben.) Die Elemente yon ~ *  gehen also dureh fl in Elemente einer 

simplizialen Unterteilung ~F*' yon ~" fiber und die Elemente von 1F*** in Elemente einer 
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zweiten reguli~ren Unterteilung xF***' yon ~F*', wobei dann U = St (A[~F ***') ist. Also ist 

U per Definition klein im Verh~Itnis zu ~ [P', wzbw. 

F O L G ~ U N r  5. Sind P~ . . . . .  Ps miteinander punkt/remde Polyeder in B und sind 

U 1 . . . . .  U~ miteinander pun]or/female im Verhgltnis zu 7~ kleine Umgebungen von P1 . . . . .  Ps 

in B, so ist U 1 § ... + U~ eine im Verhdltnis zu ~ 7deine Umgebung yon P1 + ... § Ps in B.  

Beweis. Es gibt simpliziale Unterteilungen A1, ..., A~ yon ~., regul~re Untertei* 

lungen A~, ..., A* yon A 1 . . . . .  A~ und regulate Unterteilungen A**, A** yon A~, A* 8 " '*~  " ' * '  8~ 

so da~ U~ = S t  (p~] A**) ist (i = 1, ..., s). U' sei eine im Verhi~ltnis zu A* ... A* kleine 

Umgebung von U 1 + ... § U~ in B. Die U~ enthaltende z-Komponente yon U' werde 

mit  U'  bezeichnet. Nun wird eine beliebige randtreue Unterteilung yon A* ... L* (B - U') 

in offene Raumelemente konstruiert.  Die Elemente dieser Unterteilung und der Zer- 

legungen A* (U~-  [ B - U ' ] )  bilden zusammen eine randtreue Zerlegung ~F yon B in 

offene Raumelemente.  ~Tun wird (wie beim Beweis yon Folgerung 4) eine dritte re- 

guli~re Unterteilung ~F*** und eine Umgebung U* = S t  (P1 § ... +P~I~F ***) konstruiert, 

sowie eine semilineare Abbildung fl yon B auf sich selbst, durch die U 1 § ... + U~ und 

U* aufeinander abgebildet werden und die Elemente yon xI2 in sieh selbst iibergehen. 

Durch fi geht ~F*** in eine Zerlegung ~F***' fiber, wobei U1 + ... § U~ = St (Pz + "" +P~ I 

I~F ***') ist. Daraus folgt die Behauptung. 

3. Die Normalzerlegung 

Wir definieren nun den Begriff der Normalzerlegung. Da die Normalzerlegungen die 

Grundlage der folgenden Betrachtungen bilden, ffihren wir fiir die Elemente der Normal- 

zerlegungen besondere Kurzbezeichnungen ein. 

D E F I n I T I O n .  1 ~ sei eine randtreue Zerlegung einer 3-dim M~nnigfaltigkeit M 3 in 

offene Raumelemente.  E ~ ..., E ~ E~, ..., E it, E~, ..., E2u, E~, ..., E~ seien die Elemente 

aus F. ])ann heil3t eine randtreue Zerlegung @ yon M 3 in offene Ranmelemente eine 

]gormalzerlegung beziiglich F, w e n n  folgendes gilt: 

a. Die Hauptelemente aus 0 sind Raumstficke P~, P~ K~, K~, F~, F a 

R~, ..., R~ mit  folgenden Eigenschaften: 

a.1. ~3 , . . . ,  P~ sind im Verhs zu F kleine Umgebungen yon E~, ..., E ~ in M s 

und sind paarweise miteinander punktffemd. 

a.2. _~:13 . . . .  , ~3  sind im Verhifltnis zu F IP~[. . .  [P~ kleine Umgebungen yon 
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[ E l -  ~ P ~ ] ,  ..., [ E ~ - ~ P ~ ]  in [ M  a - ~ P ~ ]  

und sind paarweise miteinander punktfremd. 

a.3. _ ~  . . . .  , P ~  s i n d  im Verhgltnis zu r lP~l 1-9 -~ . . .  �9 "- P~ I K~ I IR~ kleine Umgebungen 

v o n  

E1 ~-  P~+ R~ , . . . ,  E~ -  P~+ ~K~ in i ~-  P~+ R~ 
~=1 1 i = l  1 ~ 1 

und sind paarweise miteinander punktfremd. 

a.4. R~ . . . .  , R~ sind die z-Komponenten yon 

M a _ p a + E s + , 
i = l  ]=1 

so dab R~ ( l = l  . . . .  , v) in E~ liegt. 

b. Sind Q~ . . . . .  Q~ ( r e = l ,  2, 3 oder 4) Hauptelemente aus O, so is t  (~)~... Q~)~ 

entweder leer oder ein Element aus O, und ebenfalls ist (~)~ ... ~)~ 21~/a) ~ entweder leer 

oder ein Element aus O. 

Insbesondere werden fiir die Elemente aus 0 folgende Bezeichnungen eingefiihrt: 

a. P], . . . ,Ps  ~ heiBen die P-Raumsti~cke aus O, K~, ..., K~ die K-Raumsti~cke, 

F~ . . . .  , F~ die F-Raumsti~clce und R~ . . . .  , R~ die R-Raumsti~cke aus O. 

b.1. I s t  G2=(Q~Q~) ~ ein Element aus O, und ist Q~ ein P - u n d  Q~ ein K-l~aum- 

stiiek aus O, so he i ] t  G 2 ein PK-FlSchensti~ck aus O; sind Q~ und Q~ ein P- und 

ein F-, ein t )- und ein R-, ein K- und ein F-, ein K-  und ein R- oder ein F- und 

ein R-Raumsti ick aus O, so heiBt G 2 entsprechend ein PF-, PR-, KF-, KR- bzw. 

_~R-Flgchensti~ck aus O. 

b.2. Is t  G ~= (Q~ ~l~/a) ~ ein Element aus O, und ist Qa ein P-Raumsti ick aus O, 

so heiBt G 2 ein P.~l-Flgchensti~clc aus O; ist Q3 ein K - o d e r  ein F-Raumstiick,  so heiBt 

G 2 entspreehend ein KM- bzw. FM-FlSchenstis aus 0 . '  

c.1. I s t  NI=(Q~Q~Q])  ~ ein Element aus O, und sind Q~, Q~ und Q~ ein P-, ein 

K- und ein F-Raumsti ick aus O, so heiBt N 1 eine PKF-Kante aus O; sind Q~, Q~ 

und Q~ ein P-, ein K- und ein R-, ein P-, ein F- und ein 1~- oder ein K-, ein F- 

und ein l~-I~aumstiiek aus O, so heii~t N 1 entsprechend eine PKR-, PFR-, bzw- KFR- 

Kante aus O. 
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c.2. Is t  iV 1= (Q~ Q~2~r3)~ ein Element aus O, und sind Q~ und Q~ ein P - u n d  ein 

K-Raumst i ick aus O, so heil3t N 1 eine PK211-Kante aus O; sind Q~ und Q~ ein P - u n d  

ein F- oder ein K- und ein F-Raumsti ick aus O, so heil3t N 1 entsprechend eine P F M -  

bzw. KF2]l-Kante aus O. 

FOLGE~CNG. Ist P eine randtreue Zerlegung einer 3-dim Mannig[altiglceit M 3 in o][ene 

Raumelemente, so gibt es eine 2Vormalzerlegung yon M 3 bezi~glich I'. 

4. Normalfl~ichen 

Wir definieren nun als Normalfl/~che beziiglich 0 und F eine 2-dim t-Mannigfaltigkeit 

in M 3, die die Elemente einer Normalzerlegung 0 in einer best immten Weise schneider. 

Und zwar ist eine Normalfl/~ehe mit  den abgeschlossenen Hiillen der g-Raumst i ieke  aus 

0 punktfremd und schneidet die abgeschlossenen Hiillen der F-Raumsti ieke in sogenannten 

F-Normalfl~chenstiicken, womit die ,,Par~llelit~t" zu den 2-dim Elementen aus F fest- 

gelegt ist. Fiir die Durchschnitte mit  den abgeschlossenen Hiillen der P- und K-Raum-  

;stiicke werden weitere Bedingungen gestellt. Durch Abstufung dieser letztgenannten 

Bedingungen werden als Vors tden  zur Normalfl/~ehe die Begriffe der tIalbnormalfl/~che 

und der Quasinormalfl/~ehe eingefiihrt, die fiir die weiteren Untersuehungen ebenfalls be- 

nStigt werden. Itierbei darf eine ttalbnormalfl/iche die abgeschlossene Hiille eines P- oder 

K-Raumstiickes Q3 in einer beliebigen 2-dim Mannigfaltigkeit schneiden, die lediglich trans- 

versal in Q3 liegen mug. Eine QuasinormalNiche darf ~)a nur in F1/tehenstiicken schneiden, 

deren R/~nder in ~)3 noch gewisse Bedingungen erfiillen mtissen. Fiir eine Normalfl/~che t r i t t  

als wesentliche Forderung hinzu, dab sie ~3 nicht in sogenannten Falten sehneiden darf, 

d. h. in F1//ehenstiicken, dig zwei F-Normalfl~chenstiicke miteinander verbinden, die in der 

abgeschlossenen Hiille eines und desselben F-l~aumstiickes liegen. Ferner wird in 0 eine 

Hilfsorientierung ddiniert ,  die es gestattet,  in jedem F-Raumsti iek F 3 die einzelnen ,,paral- 

lelen" F-Normalfl/~chenstticke einer Normalfl~che eindeutig in der l~eihenfolge zu nume- 

rieren, in der sie in F 3 liegen. I s t  eine Normalfl/~ehe berandet, so wird ihr Rand entsprechend 

als  eine Normallinie bezeiehnet. Fiir den folgenden Tell der Arbeit gelte: 

VO~ACSSETZUNG. M 3 sei eine zusammenh/~ngende 3-dim Mannigfaltigkeit. F sei 

eine randtreue Zerlegung von M 3 in offene Raumelemente. 0 sei eine Normalzerlegung 

beziiglich F. 

Unter  , ,P.Raumstficken" , ,F-l~aumstiicken" usw. verstehen wir, wenn nicht aus- 

driicklieh anders angegeben, Elemente aus O. 

DEFINITION 1. Eine abgeschlossene Kante  H 1 heil3t eine PF- ,  K F - ,  oder K2~I- 

~Vormalkante beziiglieh O, F, wenn folgendes gilt: 
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:Fig. 1. Ebenes Bild von 0 (~'~). j~2 gestrichelt. (A~ und  das unendliche Gebiet A~ stellen die beiden in 
F s liegenden FR-Fl~chenstiicke bzw. das FR- und  das Fl~-Fl~chenstiick dar. Die iibrigen Gebiete be- 

deuten die PF-  und KF-Fl~chenstiicke.) 

a. H 1 liegt t ransversal  in der abgeschlossenen Hiille eines PF-,  KF- ,  bzw. KM-Fl/ichen- 

stiickes H a. 

b. Sind N 1 und  N 1 die beiden in/:/~ liegenden P K F -  bzw. PKM-Kanten ,  so enthal ten 

~V~ und/Y~ genau je einen R a n d p u n k t  yon  H 1. 

D ]~ FIN ITI  O N 2. Ein abgeschlossenes Fl~chenstiick/~2 heiBt ein F-Normalfldchenstiick 

beziiglich O, F, wenn folgendes gilt (siehe Fig. 1): 

a. F 2 liegt t ransversal  in der abgeschlossenen ttiille eines F-Raumst i ickes  F a und  

liegt elementar beziiglich O. 

b. _~2 ist mit  den abgeschlossenen Hiillen der in _~3 liegenden FR-  und  Fl~I-Fl~chen- 

stiicke punkt f remd.  

c. I s t  H 2 ein PF-  oder KF-Fli~chenstiick in ~a, so ist/~2/72 eine PF-  bzw. KF-Normal -  

kante.  

D E ]~ I ~ I T I O ~ 3. Eine abgeschlossene Kan te  G 1 heiI~t eine PK- oder PM-Quasinormal- 

]cante beziiglich O, F, wenn folgendes gilt: 

a. G 1 liegt t ransversal  in der abgeschlossenen Hiille eines P K -  bzw. Pi~[-Fl~chen- 

stiickes G 2. 

b. G 1 ist mi t  den abgeschlossenen Htillen der in ~2 liegenden P K R -  bzw. PFM- 

Kan ten  punktf remd.  

Insbesondere wird definiert: 

I .  G 1 heii~t eine PK- bzw. P,l~I.Falte beziiglich @, P, wenn beide Randpunk te  yon  G 1 

in einer und  derselben Kan te  N 1 aus 0 (G 2) liegen. 
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"~_.~ 
:Fig. 2. Ebenes Bild von 0 (~a), /~2 gestrieiaelt fiir den Fall einer K-Falte, st~riehpunkgiert fiir den Fall 
eines K-Normalfl~ehenstfiekes. (G~ und das unendliehe Gebiet G~ stellen die beiden in /~a liegenden 

PK-Fl~chensttieke dar.) 

1.1. G 1 heiBt eine innere PK-Falte beziiglich O, F, wenn ~1 eine P K F - K a n t e  ist. 

1.2. G 1 heil~t eine PK-Rand/alte beziiglich O, 1 ~, wenn N 1 eine PKl~I-Kante ist. 

I I .  G 1 heiBt eine PK- bzw. P~-lVormallcante beziiglich O, F, wenn G 1 keine PK-  

bzw. PM-Fal te  ist. 

D]~FINITION 4. Ein abgeschlossenes Fli~chenstiick K 2 heil]t ein K-Quasinormal- 

/ldchensti~ck beziiglieh O, F, wenn folgendes gilt: 

a. K S liegt transversal  in der abgeschlossenen Hiille eines K-Raumst i ickes  K 3 und  

]iegt elementar beziiglich O. 

b. /~2 ist mit  den abgeschlossenen Hiillen der in/~a liegenden KR-Fli~chenstiicke und  

KFl~I-Kanten punktf remd.  

c. I s t  H 2 ein in /~a  liegendes KF-  oder Kl~-Fl~chenstiick, so ist jede z -Komponente  

y o n / ~ 2 ~ 2  eine KF-  bzw. KM-Normalkante(1).  

d. I s t  G 2 ein in/~a liegendes PK-Fl~chensti ick,  so ist/~2~2 eine PK-Quas inormalkante .  

{Siehe Fig. 2.) 

Insbesondere wird definiert: 

I. K S heil3t eine K-Falte beziiglich O, F, wenn es in/~a ein KF-  oder K~[-Fli~chenstiick 

H ~ gibt, so dab/~2/~2 nicht  zusammenhiingend ist. (Siehe Fig. 2.) 

(1) /~2H2 darf aueh leer sein. (Die leere NIenge besitzt null z-Komponenten.) 
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1.1. K 2 heii~t eine innere K-Falte beziiglich O, F, wenn H 2 ein KF-Fl~chenstiick ist. 

1.2. K ~ heiBt eine K-Rand/alte beziiglich O, F, wenn H s ein KM-Fliichenstiick ist. 

I I .  K s heil~t ein K-Normal/liichenstiiclc beziiglich O, F, wenn K 2 keine K-Fal te  ist. 

(Vgl. Fig. 2.) 

DEFINITION 5. Ein abgeschlossenes Fliichenstiick ps  heiBt ein P-Quasinormal- 

[lgchenstiiclc beziiglich O, F, wenn folgendes gilt: 

a. ps  liegt transversal in der abgeschlossenen Hiille eines P-Raumstiickes p3 und 

liegt elementar berziiglich O. 

b. p s  ist mi t  den abgeschlossenen Hiillen der in p3 liegenden PR-Fli~chenstiicke und 

P F ~ - K a n t e n  punktfremd. 

c. I s t  H s ein in -P~ liegendes PF-Fl~chenstiick, so ist jede z-Komponente yon /~s_~  

eine PK-  bzw. Pl~I-Quasinormalkante. 

Insbesondere wird definiert: 

I .  ps  heil~t eine inhere P-Falte beziiglich O, F, wenn es in p3 ein PF-Fls 

H s gibt, so dab -P2H2 nicht zusammenh/ingend ist. 

I I .  ps  heil~t eine P-Rand/alte beziiglich O, F, wenn p3 ein PM-Fl~chenstiick j2 enthi~lt, 

so d a ~ / ~ s ]  s nicht zusammenh~ngend oder eine PM-Falte ist. Is t  ps  eine innere Falte oder 

eine Randfalte, so heiBt ps  allgemein eine Falte. (Eine P-Falte kann dabei innere Falte und 

Randfalte zugleich sein.) 

I I I .  p2 'heiBt ein P-Normal]Idchenstiiclc beziiglich O, F, wenn ps  keine P-Falte ist. 

DEFINITION 6. Eine beziiglich 0 transversal  liegende t-Mannigfaltigkeit M 2 in M 3 

heiBt eine Halbnormal/Idche beziiglich O, F, wenn folgendes gilt: 

a. M s ist mi t  den abgeschlossenen Hiillen der R-Raumstiicke punktffemd.  

b. Is t  F 3 ein F-Raumstiick,  so ist jede z-Komponente yon MS F 3 ein F-Normal- 

flachenstiick. 

Welter wird definiert: 

I. M s heiBt eine Quasinormal/liiche beziiglich O, F, wenn dariiberhinaus gilt: I s t  Qa 

ein P- oder ein K-Raumsti ick,  so ist jede z-Komponente yon MsQ a ein P- bzw. ein K-  

Quasinormalfl~chenstiick. 

I I .  M S heiBt eine Normal/ldche beziiglich O, F, wenn weiter gilt: 

I s t  Q3 ein P- oder ein K-Raumsti ick,  so ist jede z-Komponente yon MsQ 3 ein P- bzw. 

ein K-Normalfl~chenstiick. 
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I)EFII~ITION 7. 

I. Eine in ]}/a liegende 1-dim Mannigfaltigkeit M I heiBt eine Quasinormallinie beziig- 

lich O, F, wenn folgendes gilt: 

a. M I ist mit den abgesehlossenen Hiillen der Fl~[-Fl/iehenstficke punktfremd. 

b. Ist j2 ein Kl~[-Flgchenstiick, so ist jede z-Komponente yon MIJ 2 eine Kl~i-Normal- 

kante. 

c. Ist G ~ ein PM-Flgchenstiick, so ist jede z-Komponente yon MIG ~ eine Pl~-Quasi- 

normalkante. 

II.  Eine Quasinormallinie M 1 heii~t eine Normallinie beziiglich O, F, wenn folgendes 

gilt: Ist  G 2 ein Pl~i-Flgchenstiiek, so ist jede z-Komponente yon M1G 2 eine P~-Normal-  

kante. 

I I I .  Eine Normallinie M 1 heil3t insbesondere eine ein/ache Normallinie beziiglich O, 

F, wenn folgendes gilt: Ist  H ein Element aus 0 (M3), so besteht M1H aus hSehstens einer 

z-Komponente. 

~D~FINITIO~ 8. Eine Orientierung ~o der PKF-  und der PKl~I-Kanten aus O 

hei[tt eine Hil/sorientierung in O, wenn folgendes gilt: Sind N~ und N~ zwei PKF-  

oder zwei P K ~ - K a n t e n  mit den l~andpunkten Pl, ql bzw. P2, q2, und ist N~ von Pl 

nach ql orientiert, so gilt: 

~. Liegen N~ und N~ im l~ande eines F-Raumstiickes F a, und liegen Pl und P2 

in Rande eines und desselben FR- oder Fl~I-Flgchenstiickes aus /~3, so ist Ni  yon P2 

naeh q2 orientiert. 

b. Liegen N~ und N 1 im l%ande eines K~I-Flgchenstiickes j2, und liegen Pl und 

p~ im Rande einer und derselben KFl~-Kante, so ist N~ yon P2 nach q2 orientiert. 

(Siehe Fig. 3.) 

DEFINITION 9. O sei eine Hilfsorientierung in O. 

I. Ist  eine PKF-  oder PKl~-Kante N 1 mit den Randpunkten p und q yon p 

naeh q orientiert, so heil~t p der An/angspunlct von N 1 beziiglieh co. 
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I I .  I s t  A ein in M a l iegendes Polyeder ,  so wird  definier t :  

I I .1 .  I s t  ~V 1 eine P K F -  oder  P K l ~ - K a n t e ,  und  sind die z - K o m p o n e n t e n  yon  A/V 1 

P u n k t e  P l , - . . ,  P~, die im Sinne yon  eo in der  Reihenfolge ihrer  Numer ie rung  in _~-1 

liegen, so heiBt Pt (i = 1, . . . ,  s) der  beziiglieh co i-te PunIct von A in N 1. 

I I .2 .  I s t  J~ ein P F - ,  K F -  oder  KM-Fli~ehensti ick,  und  s ind  die z - K o m p o n e n t e n  

von A J  2 N o r m a l k a n t e n  E~, ... E 1 E 1 , s, so daiS die R a n d p u n k t e  yon  ~ die beziigl ich eo 

/ - t en  P u n k t e  in den  en t sprechenden  P K F -  bzw. P K M - K a n t e n  sind, so heiiSt E~ die 

besiiglich ~o i-te Kante von A in j s  u n d  E~ die i-te Kante yon A in ]s.  

I I I . 3 .  I s t  F a ein F - R a u m s t i i c k ,  u n d  s ind die z - K o m p o n e n t e n  von A F  3 F - N o r m a l -  

flfichenstiicke F~ . . . .  , F~, so daiS die S c h n i t t p u n k t e  von  / ~  m i t  den  P K F - K a n t e n  je- 

weils die beztiglieh eo / - ten  P u n k t e  sind, so heiiSt F~ das  beziigl ich (o i-te _~lSchensti~cIc 

yon A in F 3 und  F~ das  beziigl ich eo i-re Fldchenstis von A in Fa. 

FOLGERUNG 1. A us den De/initionen der Normallcanten und Normal/15chenstis 

/olgt speziell: 

I. Is t  Q elne PK-  oder P.~l-Normalkante oder ein P-, K- oder F-Normal/lgchensti~cIc, so 

gibt es keine P K F -  oder PKM-Kante ,  die mehr als einen Punier aus Q enthglt. 

I I .  K 8 sei ein K-Raumsti~clc. G~I und G~ seien die beiden in I~ a liegenden PK.FlSchen- 

sti~cke. K 2 sei ein in K S liegendes K-Quasinormal/Idchenstiick. Dann gilt: 

I I .1 .  [ / ~ a _  (G~ § G~)]/~ 2 besteht aus genau zwei Kanten, deren jede genau einen in 

G~ und einen in G~ liegenden RandpunIct besitzt und eine KF-  oder K~-Normallcante ist. 

(Vgl. Fig. 2.) 

11.2. Ist  K se ine  K-Falte, so sind I~sG~ und I~SG~ PK-Falten; und zwar sind I ~  

und I ~  innere Falten, wenn K seine innere Falte ist, und Rand/alten, wenn K seine Rand- 

/alte ist. 

FOLGEI~UNG 2. 

I. M S sei eine Halbnormal/Idche. .!~I 2 sei leer oder eine ein/ache Normallinie. Dann gilt: 

Ist  A eine in M 2 liegende P-, K- oder PK-Falte,  so ist A eine innere Falte. 

I I .  Ist  M seine Quasinormal/l~che, und gibt es keine in M s liegende Falte, so ist 312 

eine Normal/Idche. 

I I I .  Es gibt (mindestens) eine Normal/Idche bezi~glich 0 ,  F.  

Beweis. R 8 sei ein R - R a u m s t i i c k  aus  O, U S sei eine im Verh~l tnis  zu 0 kleine Umge-  

bung  yon  ~a in M S. Dann  ist  03 eine Normalfli~ehe, womi t  I I I  bewiesen ist.  

IV.  Eine in .l~i a liegende nicht berandete Mannig/altigkeit M 1, die sich als Summe von 

O- und 1-dim Elementen aus F darstellen 15flt, ist eine ein/ache Normallinie. 
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F O L G E I ~ U N  G 3. 

I. Es  gibt eine Hil/sorientierung in O. 

I I .  I s t  co eine Hil/sorientierung in O, E ~ eine P K F -  oder P K ~ l - K a n t e  oder ein PF- ,  

K F -  oder K21l-F15chenstiiclc oder ein F-Raumsti2clc, und ist A ein in M a liegendes Polyeder, 

so daft die z-Komponenten yon A E  ~ /i~r d = 1 in E a liegende Punkte  sind, /iir d = 2 Normal- 

Icanten und /iir d = 3 F-Normal/lSchenstiicke, so gilt: Es gibt genau eine Numerierung El ,  E2, 

.... E~ der z-Komponenten yon A E  a, so daft E,  (i = 1, ..., s) das beziiglich co i-te Element von 

A in Ea ist. 

Beweis. Fiir d = 1 ist nichts zu beweisen. I s t  d = 2 oder 3, so gilt: 

I n  E a sei N 1 eine P K F -  oder P K ~ - K a n t e  mit  dem Anfangspunkt  q beziiglich co. 

Jede z -Komponente  yon  A E ~ besitzt genau einen in N 1 liegenden Randpunk t .  Pl, P2 . . . . .  P~ 

sei die Numerierung der Punk te  aus A N 1, bei der p, der beziiglieh co i-te P u n k t  yon  A in 

N 1 ist. Jeder  P u n k t  p, liegt dabei im Rande  genau einer z -Komponente  E~ yon  A E  a. 

E~ ist das beziiglich co i-re Element  yon  A in E a. Daraus  folgt I I .  

5. Die Herstel lung von  Normalfl~ichen 

U m  eine beliebige 2-dim Mannigfaltigkeit  M 2, die transversal  in _~3 liegt, in eine 

Normalfl~che zu iiberfiihren, verwenden wir sogenannte ~-Operationen. 

Um die Bet raehtungen zu vereinfaehen, setzen wir voraus,  dab der R a n d  der gegebenen 

Mannigfaltigkeit  M 2 entweder leer oder eine einfaehe Normallinie sei. Die dann  erhaltenen 

Ergebnisse reiehen zum Beweise des Kreislinien-Kriteriums aus. Zu der Behauptung,  dab 

die , ,charakterist ischen" Eigensehaften M 2 bei ~-Operationen erhalten bleiben, wird an 

dieser Stelle nur  folgendes naehgewiesen: Is t  M 2 zusammenh~ngend und  yon  einer (in 

_~I 3 liegenden) 1-dim Sph/~re y1 berandet,  so ents teht  bei einer beliebigen ~-Operation, die 

an M ~ vorgenommen wird, unter  anderem immer eine zusammenhi~ngende 2-dim Mannig- 

faltigkeit 3I  '2, die ebenfalls yon  y l  berandet  wird, und deren Charakterist ik nieht  gr613er 

ist als die Charakterist ik yon  3 I  2. 

Als ein MaB Iiir die , ,Komplizierthei t"  einer Normalfl~ehe oder Halbnormalfl/~ehe M 2 

verwenden wit die Anzahl  der F-Normalfl~ehenstiieke, die in M 2 liegen, die sogenannte 

F-Zahl  yon  M 2. Es li/13t sieh dann  zeigen: I s t  die gegebene Mannigfaltigkeit  21/2 bereits eine 

Halbnormalfl/~ehe, so 1//Bt sich M 2 durch ~-Operationen in eine Normalfl/~che M '2 fiber- 

fiihren, deren F-Zahl nieht gr6ger ist als die yon  M 2. Enth~I t  M 2 insbesondere eine F&lte, 

so ]~l~t sich erreiehen, dab die F-Zahl  yon  M '2 kleiner ist als die yon  M 2. Mit diesen Ergeb- 

nissen ist das Ziel des ersten Kapitels  erreieht. 

18--61173051. Acta mathematica. 105. Imprim6 le 3 juillet 1961. 
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DEFINITION I. 21/~ sei eine 2-dim t-Mannigfaltigkeit in J]/l 3. M 2 sei entweder 

leer oder eine 2-dim t-Mannigfaltigkeit in 2V/3. Dann geht M 2 aus M~ dureh eine 

~-Operation in M 3 hervor,  wenn es in M 3 ein abschlossenes Raumst i ick  E 3 gibt, so 

dal3 folgendes gilt: 

a. M~ E ~ ist entweder leer oder eine 2-dim t-Mannigfalt igkeit  in E 3. 

b. M~ - /~3 = M~ - ~3. 

e. I s t  M~ ~3 leer, so ist M 2 E 3 leer. I s t  M~/~3 nieht leer, so ist M 2 E 3 eine 2-dim 

t-Mannigfalt igkeit  in E 3, deren R a n d  gleich M~ E 3 ist, und  die aus paarweise mit- 

einander punkt f remden abgesehlossenen F1/~chenstiicken besteht.  

DEFIZ~ITIOZq 2. I s t  M 2 eine 2-dim Mannigfaltigkeit,  so heii3t die Anzahl  der in 

M 2 liegenden F-Normalflgehenstiieke die F-Zahl yon M 2 beziiglich O, F. 

FOLG]~RUNG. Ist M 2 eine Normalfliiche, so ist die F-Zahl  von M 2 grSfier als Null .  

SATZ 1. M S sei eine zusammenhgngende t-Mannig]altiglceit in M a, 1~12 sei eine 

1-dim Sphiire. M '2 gehe aus M 2 dutch eine endliche Folge von ~-Operationen in M a 

hervor. Dann gibt es genau eine z-Komponente M .2 yon M '2, die eine t-Mannig/altiglceit 

in M a mit J~l *~ =./~I 2 ist. Dabei ist die Charakteristik c* von M .2 nicht grS[3er als die 

Charalcteristik c von M 2. 

Beweis. Es geniigt, den Fall zu betraehten,  dab M '2 aus M S durch eine einzige 

~-Operation hervorgeht.  Dann  folgt Satz 1 dureh Indukt ion.  

Es gibt also in M 3 ein abgeschlossenen Raumst i ick  E a, so dal] folgendes gilt: 

a. M 2 E 3 ist entweder leer oder eine 2-dim t-Mannigfalt igkeit  in E 3. 

b.  M '2 - / ~ 3  = M 2 _ ~ 3 .  

c. I s t  M2/~ 3 leer, so ist M ' 2 E  3 leer. I s t  M 2 E  3 nieht  leer, so ist M ' 2 E  a eine 

2-dim t-Mannigfaltigkeit in E a, deren R a n d  gleich M 2 ~  a ist, und  die aus paarweise 

miteinander punkt f remden Flfi~chenstiicken besteht. 

Dami t  gilt weiter: 

1) I s t  M 2 E  a leer, so ist nichts zu beweisen. 

2) Is t  M S E ~ nicht  leer, so gilt: Es gibt eine z -Komponente  Z yon  M 2 -  ~ a  die 

/~r 2 enth~lt. (Z ist nieht notwendig eine 2-dim Mannigfaltigkeit,  da E 3 _M a, und  dami t  

auch 21}/2~ 3, nieht  leer zu sein brauchen.) Z ~  3 besteht  aus paarweise miteinander 

punkt f remden 1-dim Sphi~ren S 1, ..., St 1. Dami t  besteht ( M S - Z )  aus hSehstens t 

z-Komponenten.  (Denn erggnzt man  M 2 durch ein beliebiges mi t  M a punktf remdes  

offenes Fliiehenstiick F 2 mi t  ~2 =/1;/2 zu einer unberandeten Mannigfaltigkeit,  so wird 
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diese durch S~ . . . .  , S~ in hSehstens t + 1 z -Komponenten  zerlegt, deren eine Z + F  2 als 

abgeschlossene I-Iiille besitzt.) Also besitzt ( M 2 - Z )  eine Charakteristik, die nicht  

kleiner als - t  ist. Daraus  fo]gt, dab die Charakterist ik yon  Z nicht  grSBer Ms c + t 

ist. M '2 E 8 enth/ilt t paarweise miteinander punkff remde abgeschlossene ~l/ichenstiicke 

T~, T e so dab ~'? (i = 1, .., t) gleich S~ ist. " *~ Die M~nnigfaltigkelt M = Z + T~ + ... + T~ 

ist dami t  eine z -Komponente  yon  M '2 mit  211.2 =_~P, und die Charakterist ik c* yon 

M .2 ist nicht  grSBer als c. Also besitzt M *~ die geforderten Eigenschaften. 

Mit Nr. I und 2 ist die Behauptung  bewiesen. 

I-IILt~SSATZ 1. N a sei eine d.dim Mannig/alt igkeit  mi t  d = 2  oder 3, deren Rand 

eine ( d - 1 ) - d i m  Sph~ire R a-1 enthiHt. A 1 . . . . .  A~ seien randtreue Zerlegungen von N a 

um]assenden Polyedern; P1 . . . . .  Pt  seien beliebige Polyeder. S a-2 sei eine in  R a-1 liegende 

( d - 2 ) - d i m  Mannig/altigkeit ,  die aus v paarweise miteinander punkt /remden ( d - 2 ) - d i m  

Sphdiren S~ - 2 . . . .  , Sa, - 2 besteht, so daft im  F a l l e d  = 2  ]e zwei der Punktepaare S~ - 2 . . . . .  Sa~ - ~ 

einander in  R a-~ nicht trennen, p sei ein beliebiger in  R a ~ - S  a ~  liegender Punk t .  

Dann /olgt: 

Es  gibt eine ( d - 1 ) - d i m  t-Mannig/alt igkeit  M ~ x in  !V a, die aus v paarweise mi t -  

einander punkt /remden Raumelementen T~ -1 . . . .  , Tdv -1 besteht, so daft [olgendes gilt: 

a. P ~ - ~ = s ~  ~ ( i = 1  . . . .  , v ) .  

b. S] ~ berandet in  R a-1 ein ( d - 1 ) - d i m  o//enes Raumelement  E ~-1, das p nich~ 

enth~ilt, nnd  T d-1 ist ein im  Ve?'haltnis z?~ A l l  . . .  I i s ] P l l  . . .  IPt  nahe zu E] -1 benach- 

bartes abgeschlossenes Raumelement  in  jya. 

Beweis. 1) Jede  SphKre S~ -2 ( i = 1 ,  . . . , v )  berandet  in R a-1 genau ein offenes 

( d - 1 ) - d i m  Raumelement  E~ -1, das p nicht  enthiilt. 

2) Die Sph/~ren S~ a 2 lassen sieh in einer solchen Reihenfolge Sa-~,l , ..., S r an-  

ordnen, dab S r - a - 1  E.a 1 punk t f remd isg. ~s (j = 1 . . . . .  v) mi t  den Elementen E % v .  . . . .  

Beweis: Aus der Indukt ionsannahme,  Nr. 2 sei fiir v = w  bewiesen, folgt fiir 

v = w + l :  

2.1) Es gibt eine Sph/~re Sk a-e ( k = l  . . . .  , w + l ) ,  die in keinem der Elemente  

�9 .., Ew+l auger liegt. 

Beweis: R ~-1 - (El a-1 + ... + Edw+ 1) ist eine (p enthal tende und im Falle d = 2 nicht  

notwendig zusammenh/~ngende) ( d - 1 ) - d i m  Mannigfal~igkeit Z a-l,  deren R a n d  aus 

Sph/iren Ska~ 2 . . . .  , Ska~ 2 (/q . . . . .  k~ = 1, ..., w +  1; u~> 1) gebfldet wird. Diese Sph/iren be- 

sitzen die fiir S g-u geforderte Eigenschaft .  
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2.2) Die w von S~ -2 verschiedenen Sphi~ren S~ -~, d-~ .... Sw+l lassen sich nach In-  

dukt ionsvoraussetzung in einer Reihenfolge S~ -2, ..., S,~ 2 anordnen,  so dab S a-2l z 
- - d - 1  - - d - 1  ( z = l , . . . , w )  mit  den Raumelementen  El~+ 1 . . . .  ,Ezw punkt f remd ist. Wird  k = i  1, 

l~=i 2, /2=ia,  lw=i~+l gesetzt, so ist S r S a-2 eine Reihenfolge mit  den in 

Nr. 2 fiir v = w  § 1 geforderten Eigenschaften. 

Dami t  ist Nr. 2 durch Induk t ion  bewiesen. 

3) Es lassen sich nun: der Reihe nach transversal  in N ~ liegende ( d - 1 ) - d i m  
d--1  Raumelemente  T ~-1~, , ..., T~v -1 konstruieren, so d~B T~. ein im Verhgltnis zu 

A~I .. .  1 A : I P : I  . . .  [P~[ T~-a [ ... [ T~'~:~x 

d - 1  d - 1  E~-~ benachbartes  I ~ u m e l e m e n t  in ~ ist (also mit  T~ . . . . .  , T~_~ punkt-  nahe zu 

fremd). 

Die Mannigfaltigkeit  M a-1 = T ~ - I +  ... + T~ -1 besitzt  die in der Behauptung  ge- 

nann ten  Eigenscbaften,  womit  Hilfssatz 1 bewiesen ist. 

HILFSSATZ 2. Ist M 2 eine 2-dim t.Mannig/altigkeit in M s, so /olgt: 

I. M 2 lgfit sich dutch ~-Operationen in M s in eine t-Mannig/altigkeit M '2 mit 

~/l'2=,l~I 2 i~ber/i~hren, die mit den abgeschlossenen Hiillen der R-Raumstiicke punkt- 

]remd ist. 

I I .  ~/2 sei mit den abgeschlossenen Hi~llen der F.~.Fldchensti~cke punkt/remd. Dann 

lSflt sich M e durch ~.Operationen in M s in eine t-Mannig]altigkeit M '2 mit ,l~l '2 =2]~/2 

i~ber/iihren, so daft M 'z mit den abgeschlossenen Hi~llen der R-Raumstiieke punkt/remd 

ist und die abgeschlossenen Hi~llen der F-Raumstiicke in paarweise miteinander punkt- 

]remden F-Normal/lgchensti~cken schneider. 

I I I .  M 2 sei mit den abgeschlossenen Hiillen der R-Raumstiicke punkt/remd und 

schneide die abgeschlossenen Hi~llen der F-Raumstiicke in paarweise miteinander punkt- 

]remden F-Normal/ldchensti~cken. Die F.Zahl  von M 2 sei / . . i l l  ~ sei leer oder eine Quasi- 

normallinie. Dann ld[3t sich M s durch ~-Operationen in M 3 in eine Quasinormal/Idche 

M '2 mit ,~/i '~ =-Ill 2 i~ber/i~hren, deren F-Zahl eben/alls gleich f i s t .  

IV. M 2 sei eine Halbnormal/ldche mit der F-Zahl /. In  M 2 liege eine innere P-, 

K- oder PK-Falte X .  Dann ld[3t sieh M ~ dutch ~.Operationen in M 3 in eine t-Mannig- 

/altigkeit M 'e mit ~ , 2  =ff12 i~ber/i~hren, die mit den abgeschlossenen Hiillen der R-Raum- 

stiicke punkt/remd ist und die abgeschlossenen Hi~llen der F-Raumsti~cke in paarweise 

miteinander punkt/remden F-Normal/15chenstiicken schneider, so daft die F.Zahl von M '2 

nicht grS/3er als / -  2 ist. 
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Beweis. R~, ..., R~ seien die l~-Raumstiicke aus O, F~, ..., Ft ~ die F-Raumstficke, 

K~, ..., K~ die K-Raumsti icke und P~, ..., P~ die P-Raumstiicke. Zur Abkfirzung sei 

M'3 = P ~ +  ... + P ~  + K ~ +  ... + K ~  und M " 3 = M ' 3 §  ... +F~. 

1) Beweis yon I.  Es gibt eine Folge yon t-Mannigfaltigkeiten Mo ~ . . . . .  M] in M a 

mit  den Eigenschaften: 

a .  M o  2 = M 2. 

b. My (i = 1 . . . . .  s) ist mit  ~ . . . . .  R~ punktfremd. 

c. Is t  i <  s, so geht M~+1 aus MY durch eine ~-Operation in M 3 hervor und es. 
�9 2 . ~ 2  ist M~+I= 

Beweis: Aus der Induktionsannahme, die ersten m Folgenglieder seien gegeben 
--3 M 3  (re<s) ,  folgt: U 3 sei eine im Verh/~ltnis zu O ! M ~  kleine Umgebung yon R~+I in 

M~/~3 besteht aus paarweise miteinander punkffremden 1-dim Sph~ren S~, ..., S~.  

In  U 3 gibt es nach Hilfssatz 1 eine t-Mannigfaltigkeit T 2, die aus a paarweise mit- 

einander punktfremden F1/~chenstficken T~ . . . . .  T 2 besteht, so dab "z Tj  = S~ (j = 1, ..., a). 

ist, und so dag T~ im Verh/~ltnis zu 0 n~he zu einem offenen Flgchenstiick in Ua be- 

Rm+~ punktfremd ist). Die Mannigfaltigkeit M2m+~ = (M2m - ~a) + ~ nachbart  ist (also mit  -~ 

besitz die fiir das ( m + l ) - t e  Folgeng]ied geforderten Eigenschaften. Dami t  ist die 

Existenz der Folge durch Indukt ion bewiesen. 

Da das letzte Folgenglied Ms z die ffir M '2 geforderten Eigenschaften besitzt, is t  

I damit  bewiesen. 

2) Beweis von I I .  

2.1) M 2 1/~I~t sich nach dem bereits bewiesenen Teil I dieses Hilfssatzes durch 

$-Operationen in M a in eine t-Mannigfaltigkeit M .2 mit  if/.2 =3;/2 iiberfiihren, die mi t  

den abgeschlossenen Hfillen der R-Raumstiicke punktfremd ist. 

2.2) Es gibt eine Folge von t-Mannigfaltigkeiten M~ . . . .  , Mt 2 in M a mit  den Eigen- 

schaften: 

a .  M ~  = M *~. 

b. My ( i = l ,  ..., t) ist mit  R~ . . . .  , R~ punktfremd und schneider Fa ~ . . . .  ,P~  in 

paarweise miteinander punktfremden F-Normalfl/~ehenstiieken, und es Jst _7~/~ = ~U. 

c) MY geht aus M~_I dutch eine ~-Operation in M 3 heTwor. 

Beweis: Aus der Induktionsannahme~ die ersten m Folgenglieder seien gegeben 

(re<t),  folgt: U ~ sei eine im Verh/~ltnis zu 0 I M~ kleine Umgebung von-F~+I in M ''3. 

Die beiden in f '~+l  liegenden FI~- bzw. FM-Fls seien J~ und J~ (sie liegen 

in ~3 und sind mit  2 Mm+l punktfremd). M2m (7 3 besteht, aus paarweise miteinander 
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punktfremden 1-dim Spharen S~ . . . . .  S~, p sei ein in J~ liegender Punkt.  In  U s gibt 

es nach Hilfssatz 1 eine t-Mannigfaltigkeit T 2, die aus b paarweise miteinander punkt-  

~remden Flachenstiicken T~, ..., T~ besteht, so d a b  folgendes gilt: T~ ist g]eich S~ 

(j  = 1 . . . . .  b), und S) berandet in U s ein offenes Fls E~, das p nicht enth~lt 

(so dal~ also E~-P~+I entweder leer oder gleieh J~ ist); T~ ist ein im Verh~ltnis zu 
f/~2 F 3  O nahe zu ~ benachbartes abgeschlossenes Fliichenstiick (wobei ~j ~+1 entweder 

leer oder ein F-Normalfl~chenstiick ist). 
i 2 - Die Mannigfaltigkeit m + l -  (M~n- ~/s)+ ~2 besitzt die fiir das (m + 1)-re Folgen- 

glied geforderten Eigenschaften. Damit  ist 2.2 dutch Induktion bewiesen. 

2.3) Da Mt 2 die fiir M '2 geforderten Eigenschaften besitzt, ist I I  damit  bewiesen. 

3) Beweis yon I I I .  

3.1) M 2 li~B~ sich durch ~-Operationen in M s in eine t-Mannigfaltigkeit M .2 mit  

d])/2= 2]}/*2 iiberfiihren, die ebenfalls mit  R~ . . . . .  R~ punktfremd ist und F~ . . . .  , F t  3 in 

paarweise miteinander punktfremden F-Normalfl~tchenstiicken schneider, so dab M .2 

ferner J~ ,  ..., ~'~ in paarweise miteinander punktfremden K-Quasinormalflgehenstiieken 

:schneidet und die F-Zahl / besitzt. 

Beweis: Es gibt eine Folge yon t-l~fannigfaltigkeiten M~ . . . .  , M~ in M s mit  den 

iEigenschaften: 

a. M0 2 = M ~. 

b. M, 2 ist mit  / ~  . . . .  , R~ punktfremd, schneider F~ . . . . .  F~ in paarweise mitein- 

ander  punktfremden F-Normalfl/~chenstiicken und K~, ..., _K~ in paarweise miteinander 

punktf remden K-Quasinormalfliichenstiicken und besitz die F-Zahl /; (i = 1 . . . . .  u). 

c. M~ geht aus M 2 "e "2 ~-1 durch eine ~-Operation in M a hervor und es ist M~ = M .  

Beweis: Aus der Induktionsannahme, die ersten 1 Folgenglieder seien gegeben, 

(1 < u), folgt: U s sei eine im Verhiiltnis zu O IM~ kleine Umgebung von J~7 3l+1 in M 's. 

Die beiden in /'{~+~ liegenden PK-Fl~chenstiicke seien G~ und G ~. / l~+~-(G~+ G~) ist 

ein Kreisring Q2 in U s. M~ ~ 7s besteht aus paarweise miteinander punktfremden 1-dim 

Spgren S1 ~ . . . . .  S~. p sei ein beliebiger in Q 2  MY liegender Punkt.  In  U s gibt es nach 

Hilfssatz 1 eine t-Mannigfaltigkeit T 2, die aus c paarweise miteinander punktfremden 

Fli~chenstticken T~, T~ mit  �9 2 ..., Ts =S~ (j = 1 . . . . .  c) besteht, so da[~ folgendes gilt: S~ 

berandet  in U s ein offenes Fliichenstiick E~, das p nicht enth/ilt (so dab also jede 

z-Komponente yon Ey(~ 2 ein offenes Fliichenstiick ist, das yon zwei KF-  bzw. KI~f- 

Normalkanten und yon einer in ~ und einer in ~ liegenden Kante  berandet wird); 

Ty ist ein im Verh/iltnis zu 0 nahe zu Ey benachbartes Flachenstiick (wobei jede 
2--3  z-Komponente yon T;KI+I  ein K-Quasinormalfl~chenstiick ist). 
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Die Mannigfaltigkeit M~+l = (M~ - ~/~) + ~ 2  besitzt die fiir das ( l+ 1)-re Folgen- 

glied geforderten Eigenschaften. Damit  ist die Existenz der Folge durch Indukt ion 

bewiesen. 

Da M2u die fiir M .2 genannten Eigenschaften besitzt, ist 3.1 damit  bewiesen. 

3.2) M *'~ laBt sich durch ~-Operationen in M ~ in eine Quasinormalfl~che M '2 mit  

3;I '2 = M  2 iiberfiihren, deren F-Zahl gleich / ist, womit I I I  bewiesen ist. 

Beweis: Es gibt eine Folge yon t-Mannigfaltigkeiten Mo ~, ..., M'~ 2 in M a mit  fol- 

genden Eigenschaften: 

a.  M 0  2 = M .2. 

b. M~ 2 (k = 1 . . . . .  v) ist mit  l ~  . . . . .  / ~  punktfremd, schneider _F1 ~ . . . .  , i ~  in F-Nor- 

malfli/chenstiicken, K i  8 . . . .  , 1 ~  in K-Quasinormalfliichenstiicken und P~, ..., P~ in P- 

Quasinormalfli/chenstficken und besitzt die F-Za.hl /. 
t2 c. M~ 2 geht aus Mk-1 durch eine C-Operation in M s hervor und es ist 2]ir~2 =/]:/2. 

Beweis: Aus der Induktionsannahme, die ersten m Folgenglieder seien gegeben 
'2  3 (m< v), folgt: M ~ / ~ §  besteht aus p~arweise miteinander punktfremden 1-dim Sph/i- 

ren Si 1, ..., S~ 1. In  P~+l  gibt es eine t-Mannigfaltigkeit T '2, die aus e paarweise mit- 

einander punktfremden abgeschlossenen Fl~chenstiicken Till .... T'~ 2 besteht, so dab 

T ~ = S ]  ist ( j =  l . . . . .  e). Die Mannigfaltigkeit M~+~ = ( M ~ - P ~ + ~ ) §  besitzt die fiir 

das ( m +  1)-te Folgenglied geforderten Eigenschaften. Damit  ist die Existenz der Folge 

durch Indukt ion bewiesen. 

Da M~ 2 die fiir M '2 genannten Eigenschaften besitzt, ist 3.2 bewiesen. 

4) Beweis von I V .  

4.1) I s t  X eine P-Falte,  so gilt: 

4.1.1) X liegt in einem P-Raumsti ick pa. In/~a liegt (mindestens) ein PF-Fl~chenstiick 

j 2  so dab X J  2 aus mehreren PF-Normalkanten besteht. I)~s j2 im R~nde enth~]tende 

F-l~aumstiick sei F a. Die in j2  liegenden PKF-Kan ten  seien N 1 und N 1. Das _El (i = 1, 2) 

im l~ande enthaltende I)K-Fliichenstiick sei G~. 

co sei eine ttilfsorientierung in O. Die (beziiglich co) erste und die zweite Kante  yon 

in j2  seien A 1 und A~ (siehe Fig. 4). Die A 1 bzw. A 1 im Rande enthaltenden F-Normal- 

fl~chenstiicke aus M 2 seien F12 und F~. 

Die in iP 3 liegenden PF-  und KF-F1/ichenstiicke und P K F - K a n t e n  bilden zusammen 

einen offenen Kreisring Q~./~i 2 + / ~  berandet in Q2 einen offenen Kreisring Q,2. Q,~.j2 ist 

ein offenes Fl~chenstiick j , 2  das A 1 und A 1 im l~ande enth~lt (vgl. Fig. 4) und mit  X 

punktfremd ist. Fi  2 + F~ + Q,2 berandet in l~a ein offenes Raumstiick F 'a. 
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Fig. 4. A~ und A~ in ~2; G,2j2 gestrichelt, J'Z schraffiert dargestellt. 

G .2 sei ein im Verh/fltnis zu O [ M  2 nahe zu G~ benachbartes  F1/~chenstiick in p3. 

G*~A~ (j = 1, 2) ist ein P u n k t  pj. G*2J  '2 ist eine offene K a n t e  N '1 (vgl. Fig. 4). 

4.1.2) Aus M 2 1/iBt sich durch eine ~-Operation in M 3 eine Halbnormalfl/~che M .2 

hervorbringen, fiir die gilt: 

a. M *~ - p3 = M 2 _ p~. 

b. Eine der z -Komponenten  yon  M*2G .2 ist eine Kan te  y l  mi t  den R a n d p u n k t e n  

Pl  und  P2. 

Beweis. M2P a besteht  aus paarweise miteinander  punkt f remden 1-dim Sph/~ren S 1, 

. . . .  S 1, so dal~ bei geeigneter Numerierung ~ = S~ ist. p a _  S~ besteht  aus zwei offenen 

Fl~chenstiicken E~ und  E '2, so dab bei geeigneter Bezeichnung die Kan te  N '1 in E~ liegt 

(also eine z -Komponente  von E12~ .2 ist). p '  sei ein beliebiger in E '~ - M  s liegender 

Punkt .  I n  ~a gibt es nach tIilfssatz 1 eine t-Mannigfaltigkeit  T ~, die aus g paarweise mit- 

einander punkt f remden F1/~chenstiicken T~ . . . .  , T~ mit  T~ = S~ besteht,  so dal] folgendes 

gilt: S 1 berandet  in pa  ein offenes F1/~chenstiick E~, das p '  n icht  enth/~lt, und  T~ ist ein im 

Verh/~ltnis zu O IG*~ nahe zu E~ benachbartes  F1/~chenstiick. 

Dami t  gibt  es eine z -Komponente  y1 von T~G .2, die eine im Verh/~ltnis zu 0 nahe 

V/1 

�9 \ 

/ 
J 

Fig. 5. y1 und y*l  in G *~. 
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zu N '1 benachbarte Kante  in G .2 ist (siehe Fig. 5). Die Mannigfaltigkeit M .2 = (M s _p3) 

+~2 besitzt die geforderten Eigensehaften, w o m i t  4.1.2 bewiesen ist. 

4.1.3) y l  + N,1 berandet in G *~ ein offenes Fl/~chenstfiek Z 2 (vgl. Fig. 5). U 3 sei eine 

im Verh/~ltnis zu 0 ] M *~ t G*2 kleine Umgebung yon ~,a +~2 in M 3. USp~ besteht aus zwei 

mit  M *~ punktfremden F1/~chenstticken F~ ~ und F~ 2. U3 G,2 ist eine mit  M .2 punktffemde 

Kante  y,1.  

4.1.4) Aus M .2 1/~ftt sich durch eine C-Operation in M 3 eine t-Mannigfaltigkeit M '~ 

hervorbringen, fiir die gilt: 

a. M '2 - ~s = M*2 _/)3. 

b. M '~ U a ist mit /~s punktfremd. 

Beweis. M .2 US besteht aus paarweise miteinander punktfremden 1-dim Sph/~ren 

S .1 . . . . .  S~ 1. Die Punktmenge W* = F~ u + F~ 2 + y ,1  ist zusammenhfingend und liegt in 

/js _ M,2. p ,  sei ein beliebiger in W* liegender Punkt.  Damit  gibt  es in U a nach Hilfssatz 

1 eine t-Mannigfaltigkeit T '2, die aus h paarweise miteinander punktfremden Fl~chen- 

stricken T~ ~ . . . .  , T~ 2 mit  T[2 = $71 (1 = 1 . . . . .  h) besteht, so daft folgendes gilt: S~ ~ berandet 

in US ein offenes F1/~chenstiick E~ '2, das p* (und damit  auch W*) nicht enthiflt, und T[ 2 

ist ein im Verh/~ltnis zu 0 nahe zu E~ 2 benachbartes F1/ichenstiick (also mit  ~s  punkt-  

fremd). Die Mannigf$1tigkeit M 's = (M *~ - ~ s )  § ~,2 besitzt die geforderten Eigenschaften, 

womit 4.1.4 bewiesen ist. 

4.1.5) Da die F-Zahl yon M .2 gleich [ i s t  und M .2 die beiden in U s liegenden F- 

Normalfl/~chenstiicke F~ und F~ enth/flt, ist die F-Zahl yon M '2 hSchstens gleich ] - 2 .  

Damit  besitzt M '2 die in der Behauptung IV genannten Eigenschaften, und IV ist fiir den 

Fall bewiesen, daft X eine P-Falte ist. 

4.2) Is t  X eine PK-Falte,  so gilt: 

M s 1/il3t sich dutch eine C-Operation in M 3 in eine Halbnormalfl/~che M .2 mit  3;/*8 = , ~  

iiberfiihren, deren F-Zahl ebenfalls gleich / ist, und die eine innere P-Falte enth/~lt. 

Beweis. X liegt im Rande eines P-Raumstiickes ps. Me~S besteht aus paarweise mit- 

einander punktfremden 1-dim Sph/iren S~ . . . . .  S~ ,  so daft bei geeigneter Numerierung X 

in S~ liegt. In  ~s  gibt es (nach Hilfssatz 1) eine t-Mannigfaltigkeit T ~, die aus w paarweise 

miteinander punktfremden F1/~chenstiicken T~ . . . . .  T~ besteht, so daft T~ = S~,~ (m =1, 

.... w) ist. Die Mannigfaltigkeit M * ~ = ( M ~ - / ~ s )  + ~  besitzt die geforderten Eigen- 

schaften, da T 2 eine innere P-Falte ist, wzbw. 

Damit  folgt IV nach 4.1. 

4.3) Is t  X eine K-Falte,  so liegen in ~ zwei innere PK-Fal ten.  Daraus folgt IV 

nach 4.2. 
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Mit 4.1, 4.2 und  4.3 ist Teil IV  der :Behauptung bewiesen. 

Mit Nr. 1 bis 4 ist Hilfssatz 2 bewiesen. 

HAUPTSATZ 1 (Normal/liichensatz). M 2 sei eine 2-dim t-Mannig/altigkeit in  M a, 

deren Rand leer oder eine ein/ache Normaltinie ist. Dann  /olgt: 

I. M 2 li~[3t sich dutch ~-Operationen in M a in eine Normal/liiche M '2 mit  -/]/i '2 =2kI 2 

iiber/i~hren. 

I I .  Ist  M 2 eine Halbnormal]l~iche mit der F-Zahl /, so lii[3t sich M 2 dutch ~-Operationen 

in M a in eine Normal[lgehe M '2 mit 2f/I '2 = 2~I 2 iiber/iihren, deren F-Zahl  nieht grS]3er als / i s t .  

I I I .  Ist  M 2 eine Halbnormal/l~iehe mit  der F-Zahl  /, und enth~lt M se ine  P-, K-  oder 

PK-Fal te ,  so li~[3t sich M s dureh ~-Operationen in M a in eine NormaI/liiche M '2 mit  2PI '2 = j~2 

iiber/iihren, deren F-Zahl  kleiner als i i s t .  

Beweis. 1) Is t  M s keine Halbnormalfl/iche, so liiBt sich M 2 nach Hilfssatz 2, I I  und  

I I I  durch ~-Operationen in M a in eine QuasinormMfliiche M .2 mit  2~ .2 =21;/2 iiberfiihren. 

I s t  M se ine  HMbnormalfl/iche, so wird M 2 = M .2 gesetzt. Die F-Zahl  yon  M .2 sei {*. 

2) Es gibt eine Folge M~ . . . . .  MY,.. . ,  von Halbnormalfl~chen mit  den F-Zahlen 

/1 . . . . .  /~ . . . . .  mit  den Eigenschaften: 

a. M~ = M .2. 

b. Gibt es eine in MY liegende P-, K- oder PK-FMte,  so geht  MY ~1 durch ~-Operationen 

in M s aus MY hervor,  und es ist ]~+1 ~'~ / i  - -  2 und  21:/~.1 = M  s. 

c. Gibt es keine in MY liegende P-, K- oder PK-Fal te ,  und  ist MY keine Normalfl/~che, 

so geht  M ~,+1 durch ~-Operationen in M 3 aus MY hervor  und  ist eine Quasinormalfl/~che mit  

/~+1 : ], und M~+I =2];/2. 

d. I s t  MY eine Normalfl/iche, so brichg die Folge naeh M 2~ ab. 

Beweis: Aus der Indukt ionsannahme,  die ersten m Folgenglieder seien gegeben, und  

2k/~m sei keine Normalfl/iehe, folgt: 

Gibt es eine in M2m liegende P-, K- oder PK-Fal te ,  so 1/igt sieh M2,~ naeh Hilfssatz 2, IV  

dureh $-Operationen in M s in eine t-Mannigfaltigkeit  M~ 2 mit  j~/~2 =/1~/2 iiberfiihren, die 

mi t  den abgesehlossenen Hiillen der l~-l~aumstiicke punkt f remd ist und  die abgeschlos- 

senen Hiillen der F-Raumst i icke  in F-Normalflgehensti icken schneider, so dab die F-Zahl  

yon  M~ 2 nieht  gr5Ber als fm -- 2 ist; Mm 2 1/ii3t sich naeh Hilfss~tz 2 , I I I  dureh weitere ~e- 

Mm+l iiberfiihren, deren Operationen in M s in eine Quasinormalfliiche M e m+l mi t  " 2 =21;/2 

F-Zahl  ebenfalls nieht  grSBer als / m  - -  2 ist. 

Gibt es keine in M2m liegende P-, K- oder PK-Fal te ,  so 1/igt sieh M2m nach tIilfssatz 
" 2  - -  " 2  2 , I I I  dutch ~-Operationen in M s in eine Quasinormalfl/iehe Me,,+1 mit  Mm+l - M  iiber- 

fiihren, deren F-Zahl  gleieh/m ist. 
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In  jedem Falle besitzt M e m+l die far  das (m + 1)-re Folgenglied geforderten Eigen- 

sehaften, womit Nr. 2 dureh Induktion bewiesen ist. 

3) Da [2J+1 ~< [* - 2j ist, brieht die :Polge M~ . . . . .  M~ . . . . .  naeh hSehstens [* Gliedern 

ab. Gibt es in M *e eine P-, K- oder PK-Falte ,  so brieht die Folge nieht naeh M~ ab, und es 

ist ]~ < ]1 (k = 2, 3 . . . .  ). Daraus folgt, dab das letzte Folgenglied eine Normalfl/~ehe M 'e 

mit  den in Teil I, I I ,  bzw. I I I  der Behauptung genannten Eigensehaften ist und Hauptsa tz  

1 ist damit  bewiesen. 

6. SchluBbemerkung zum ersten Kapitel 

Die Untersuchungen dieses Kapitels sind nur soweit gefiihrt worden, wie es zur Her- 

leitung des Kreislinien-Kriteriums notwendig ist. Sie lassen sich in versehiedenen Rieh- 

tungen weiterfiJhren und verallgemeinern, wie in sp/iteren Arbeiten dargestellt werden solh 

a. Es I/~Bt sieh der in der Einleitung genannte Satz beweisen, dab aus jeder inkompres- 

siblen Fl~che in M a bei Anwendung yon beliebigen ~-Operationen stets eine quasiisotope 

Fl~ehe entsteht. 

b. Der Hauptsa~z 1 lb;l~t sieh von der Voraussebzung befreien, dab der Rand der 

gegebenen 2-dim Mannigfaltigkeit leer oder eine einfache Normallinie sein solle. Hierzu 

miissen auBer den ~-Operationen noch sogenannte Rand-~-Operationen herangezogen 

werden, die es gestatten, den Rand einer 2-dim t-Mannigfaltigkeit in M 3 zu ver~ndern. 

c. Die Zerlegung F yon M s wurde vorausgesetzt als eine Zerlegung in offene Raumele- 

mente. Alle angestellten Betrachtungen lassen sich verallgemeinern fiir den Fall, dab F 

eine Zerlegung in ,,offene Raumelemente mit  Randsingu]arit~ten" ist. Eine solche Zerle- 

gung ist beispielsweise die bekannte Zerlegung eines Linsenraumes in ein Raumstiick, ein 

Fl~chenstiick, eine Kante  und einen Eckpunkt.  Die Normalzerlegung beziiglich einer solchen 

Zerlegung eines Linsenraumes hat  eine sehr einfache Struktur, und es li~Bt sich folgendes 

zeigen: Handelt  es sich um einen Linsenraum (p, q) mit  ungeradem p, so gibt es keine Nor- 

malfl~ehe beziiglich der genannten Normalzerlegung. Daraus folgt aber, dag es in einem 

derartigen Linsenraum keine inkompressible Fliiche gibt und keine 2-dim Sphiire, die 

kein Raumstiick berandet. Damit  ist die Giiltigkeit des erwi~hnten Lemmas von Fox und 

des Satzes yon Alexander ffir ,,ungerade" Linsenri~ume nachgewiesen. 

d. Die Betrachtungen lassen sich in gewisser Weise dimensionsm~Big verallgemeinern. 

Es lassen sieh insbesondere d-dim Linsenr~ume definieren, und es ergibt sich der Satz, 

dab in ,,ungeraden d-dim Linsenriiumen" jede ( d -  1)-dim Mannigfaltigkeit ,,reduzibel" 

ist, d .h .  sich durch geeignet definierte ,,d-dim $-Operationen" in die leere Menge iiber- 

fiihren li~gt [4]. 
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Z W E I T E S  K A P I T E L  

~hnlichkeitsklassen 

In diesem Kapitel wird der Begriff der _~hnlichkeitsklasse yon Normalfl/ichen definiert, 

und die in der Ein]eitung angegebenen Zusammenh/~nge zwischen den nicht-negativ-ganz- 

zahligen L5sungen der P-Gleichungen werden hergeleitet. 

1. Xhnlichkeitsabbildungen 

Wir haben zun/ichst die J~hnlichkeit zweier Mannigfaltigkeiten beziiglich einer Zer- 

legung A zu definieren. 

D~FINITION. A sei eine randtreue Zerlegung einer Mannigfaltigkeit in offene Raum- 

elemente. A 1 und A2 seien randtreue Zerlegungen zweier polyederartiger Punktmengen 

B 1 bzw. B 2 in offene Raumelemente. Dann wird definiert: 

I. Gibt es eine isomorphe Abbildung U yon A1 und A2 aufeinander, so heist  ~] eine 

Ahnlichkeitsabbildung yon A1 und A2 au/einander beziiglich A, wenn folgendes gilt: Sind E 1 

und E 2 zwei einander durch U zugeordnete Elemente aus A1 bzw. A2, so liegen E 1 und 

E 2 in einem und demselben Element aus A. 

II.  M~ und M~ seien zwei beztiglich A elementar liegende Mannigfaltigkeiten und 

~1 und ~2 die dureh M~ bzw. M~ bewirkten Unterteilungen yon A. Dana heiSen M~ und 

M~ einander ~ihnlich beziiglich A, wenn es eine Ahnliehkeitsabbildung yon g2~ und ~2 auf- 

einander beziiglieh A gibt, durch die A (M~) und A(M~) aufeinander abgebildet werden. 

III .  Die Klassen einander beziiglich A /~hnlicher Mannigfaltigkeiten heifien die 

.A'hnlichkeitsklassen beziiglich A, oder kiirzer die A-Klassen. 

FOLGERUNO. A sei eine randtreue Zerlegung einer Mannig/altigkeit M a in o//ene 

Raumelemente. Dann gilt: 

I. Sind A und A'  randtreue Zerlegungen zweier polyederartiger Punktmengen B 1 bzw. 

B 2 in o//ene Raumelemente, so liiflt sich entscheiden, ob es eine Jt'hnlichkeitsabbildung von 

A und A'  aufeinander beziiglich A gebe, da es nur endlich viele eineindeutige Abbildungen von 

A und A'  au/einander gibt. 

II.  Fiir beziiglich A elementar in M a liegende Mannig/altigkeiten ist die Relation der 

f~hnlichkeit beziiglich A re/lexiv, symmetrisch und transitiv. 

III .  M e und M 'e seien zwei bezi~glich A elementar in M ~ liegende Mannig/altigkeiten. 

und ~ '  seien die dutch M e bzw. M 'e bewirkten Unterteilungen von A. Dann gilt- 

III.1. Es gibt hSchstens eine J~hnlichkeitsabbildung yon ~ und ~'  au]einander bezi~glich 

A, durch die A (M e) und A (M 'e) aufeinander abgebildet werden. 
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I I I .2 .  M e und M 'e sind einander dann und nut  dann iihnlich beziiglich A, wenn ]olgendes 

gilt: 1st E ein Element aus A, und ist MeE nicht leer, so sind MeE und M'eE einander iihnlieh 

beziiglich A. 

Beweis. Die Folgerungen I u n d  I I  ergeben sich unmit te lbar  aus den Definitionen. Es 

sind noch I I I .1  und I I I . 2  zu beweisen. 

1) Beweis yon  I I I . l :  Aus tier Annahme,  7 und 7" seien zwei verschiedene Ahnlich- 

kei tsabbildungen mit  den genannten Eigenschaften, folgt: 

1.1) Es gibt (mindestens) ein 0-dim Element  p aus ~ ,  das durch 7 einem 0-dim Ele- 

ment  p '  aus ~ '  zugeordnet  wird und  durch 7" einem Element  p* '  aus ~ ' ,  das yon  p '  ver- 

schieden ist. 

Beweis: Es gibt (mindestens) ein Element  E r aus ~ ,  das durch ~] einem Element  E 'f  

aus ~ '  zugeordnet  wird und durch 7* einem Element  E *'f aus Y2', das yon  E 'f verschieden 

ist. Dabei ]iegen E ' r u n d  E *'f in einem und demselben Element  D aus A. Ffir ] > 0 gilt 

nun  welter: 

1.1.1) Liegt E 'f in M 'e, so sind E ' / u n d  E *'f zwei verschiedene z -Komponenten  yon  

] ) M  'e, und es gilt: ~2' (E '/) enth//lt mindestens ein 0-dim Element  p ' .  Das p '  dureh 7 zuge- 

ordnete Element  aus ~2 sei p.  Dann  liegt das p dureh ~* zugeordnete Element  p* '  in E *'I  

und  ist damit  yon  p '  verschieden. 

1.1.2) Liegt E 'r nicht  in M 'e, so ist D /-dimensional, nnd  E 's und E *'r sind zwei 

voneinander  verschiedene z -Komponenten  von D - M% Dabei gilt: E '~ enthglt  (mindestens) 

ein 1-dim Element  G '1 aus ~ ' ,  das nicht  in M 'e und nicht  in E *'I liegt; ein solches Element  

findet sieh stets in (E'I/)) ~ Das G '1 durch 7 zugeordnete Element  aus Y2 sei G 1. Dann  liegt 

das G ~ dureh 7"  zugeordnete Element  G *'1 in E * ' / u n d  ist damit  yon  G '1 verschieden. G '~ 

und  G *'1 liegen in einem und demselben Element  F 1 aus A. G '1 besitzt daher mindestens 

einen R a n d p u n k t  p ' ,  der nicht  zugleich R a n d p u n k t  yon  G *'1 ist. Der p '  durch 7 zugeordnete 

P u n k t  sei ~o. Dann  ist der p durch ~] zugeordnete P u n k t  p* '  yon  p '  verschieden. 

Mit 1.1.1 und 1.1.2 ist 1.1 bewiesen. 

].2) p,  p '  und p* '  liegen in einem und  demselben 1-dim Element  2w aus A, (da p kein 

0-dim Element  aus A sein kann). I s t  F eine beliebige Orientierung der Kan te  ~ 1  und  liegt 

~o im Sinne yon  F als i-ter P u n k t  yon  M e F  1 in F ~, so ist mindestens einer der Punk te  p ' ,  

p* '  im Sinne yon  y~ nicht  der i-re P u n k t  yon  M ' ~ F  1 in 2w. Dies s teht  im Widersprueh zu 

der Annahme,  dab 7 und 7" Ahnliehkeitsabbildungen bezfiglich A seien, die dami t  falsch 

ist. Hiermit  ist I I I . 1  bewiesen. 

2) Beweis yon  I I I .2 :  Es ist noch zu beweisen, dab M s und  M 'e einander dann bez[iglich 

A /~hnlich sind, wenn die genannte  Bedingung erfiillt ist. El ,  ..., E s seien die nicht  mi t  
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M e punktfremden Elemente aus A, 2' 1 . . . . .  F t  die mit  M e punktfremden. ~, (i = 1 . . . . .  s) 

sei die (nach I I I .1  eindeutig bestimmte) J~hnlichkeitsabbildung von ~(E , )  und g2'(E~) 

aufeinander beziiglich A, dureh die A (M*E,)  und A (M'eE, )  aufeinander abgebildet werden. 

Dann bilden die Abbildungen ~1 . . . . .  ~]~ und die Abbildungen F i e F s  (ftir alle j = 1 . . . . .  t) 

zusammen eine Ahnlichkeitsabbildung yon ~ und ~ '  aufeinander beziiglieh A, dureh die 

A (M e) und A (M '~) aufeinander abgebildet werden. Damit  ist die Behauptung bewiesen. 

2. Ein ~:hnlichkeitskriterium 

Liegen zwei Mannigfaltigkeiten M a-1 und M 'a-1 elementar beziiglich einer Zerlegung 

A einer Mannigfaltigkeit M a, und gibt es eine Xhnlichkeitsabbildung ~ von A (M ~-1) und 

A (M 'a-l) aufeinander beziiglieh A, so folgt daraus im allgemeinen noch nicht, da$ M a-1 

und M 'a-1 einander/~hnlieh beziiglich A seien. Wird jedoch die zus/~tzliche Voraussetzung 

gemacht, dab es in A ( M  a-l) kein 1-dim Element gebe, dessen beide Randpunkte  in einem 

und demselben Element aus A liegen, so folgt die Xhnliehkeit yon M a-1 und M 'a-1 aus der 

Existenz yon ~. Dieser Saehverhalt  ist yon entscheidender Bedeutung fiir die folgenden 

Untersuchungen. Denn ist M 2 eine Normalfl/iche beziiglich | so ist die genannte Zusatz- 

bedingung f i i r |  (M S) stets erfiillt. Wir besehr/inken uns der Einfachheit halber auf die 

F/~lle d = 2 und 3, da wir im folgenden nur diese zu betrachten haben. 

HILFSSATZ 3. A sei eine randtreue Zerlegung einer Mannig/al t igkei t  M a mit  d =2  

oder 3 in  o//ene Raumelemente. M a-1 und M 'a-1 seien zwei beziiglich A elementar liegende 

Mannig/altif fkeiten in  M a. Ferner gelte: I s t  E 2 ein 2-dim Element  aus A, und ist A 1 eine 

z-Komponente yon Ma-I  E ~, so liegen die beiden Randpunkte  yon A 1 nicht in einem und 

demselben Element aus A. Dann  [olgt: 

I.  M a-1 und M 'a-1 aind einander dann und n u t  dann ~hnlich bezi~glich A, wenn es eine 

~4"hnlichkeitsabbildung yon A ( M  a-l) und A ( M  'a-l) au/einander beziiglich A gibt. 

I I .  A u s  I /olgt: M a-1 und M 'a-1 sind einander dann und n u t  dann dihnlich beziiglich A, 

wenn es eine eineindeutige Zuordnung zwischen den z-Komponenten von M a-1 und den z- 

Komponenten yon M 'a-1 so gibt, dab einander zugeordnete Komponenten einander dihnlich 

bezi~glich A sin& 

Beweis. Es ist noch zu beweisen, dab M a-1 und M "a-1 einander dann beziiglich 

A /~hnlich sind, wenn es eine J~hnlichkeitsabbildung ~ von A (M a-l) und A(M 'a-l)  

aufeinander beziiglich A gibt. Die dureh M a 1 bzw. M "a-1 bewirkten Unterteilungen 

yon A seien g2 bzw. ~-~'. 

l) I s t  E ~ ein 2-dim Element aus A und M a - I E  2 nieht leer, so gilt: Die Elemente 

aus A ( E  2) seien E~ . . . . .  E~ und ql . . . . .  q~, so dag q, und q,+l die Randpunkte  von 
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Fig. 6. E~ mit den K~nten A, B, C, G lind H aus M ~-z. 
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E~ sind ( i =  1 . . . . .  s), wobei q*+~=ql zu setzen ist. F sei die Orientierung yon  E z, bei 

der q~., E~, . . . ,  q~, E~ in der Reihenfolge ihrer Numerierung durchlaufen werden. ] )ann  

gil~ welter: 

1 . 1 )  I n  E 1 ' ' liegen je gleichvie]e Punk te  p~l . . . . .  p,~ bzw. P~I . . . . .  P*ti aus M a-1 

bzw. M '~ - I ;  dabei mSgen diese Punk?~e in der Reihenfolge ihrer •umerierung (beziig- 

lich y~) in E~ liegen. Dann  enthal ten s (E~) und ~ '  (~,1) je t, + 1 1-dim Element.e 

E~I, E 1 , i  .... ui+~, bzw. E~I . . . . .  E ~ + I ,  so du~ P~J-1 u~ld p~ die R~ndpunkte  yon  E~ sind 
] t �9 und  P~'~-I und  p~ die yon  E~'] (i = 1 . . . .  , t~ + 1), wobei p~0 =p~0 =q~ und  P~t~+~=Pu~+~ =q~+~ 

zu setzen ist. Dabei  bilden die Abbildungen ,1 ~ , E ~ E ~ ,  p ~  ~p~ (ffir alle i = l  . . . . .  s, 

= 1 . . . .  , t~ + 1; /r = 0  . . . . .  t~ + 1) zusammen eine ~hnlichkeitsabbildung yon  ~ '  (E ~) und 

~ (E ~) aufein~nder beziiglich A, die mi t  ~" (E ~) bezeichnet wird. 

1.2) I s t  K I eine z-Komponente  yon  M ~ - I E 2  mit  den R a n d p u n k t e n  p~i und  p~z 

(i, ]c = 1 . . . . .  s; j = 1 . . . .  , t~; 1 = 1 . . . . .  t~), so ist i 4=-/c und es gibt eine z -Komponente  
t t 

K '1 vor~ M ' d - I E 2  mit  den R a n d p u n k t e n  pi] und Pkz. 

~Beweis: Die Bezeichnung sei so gew~hlt, dub k > i  ist. E ~ + I §  ist eine 

abgeschlossene Kan te  X 1 oder die leere ~enge ,  ~ + 1  + . . .  + E ~  + E l  + .,. + E~_I eine 
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abgeschlossene Kante  y i  oder die leere Menge (sie Fig. 6). Diejenigen z-Komponenten 

yon M a - l E  ~, die je einen in El  und je einen in E}~ ]iegenden Randpunkt  besitzen, 

..., A I ~  n A 1 ~ im Sinne yon ~0 in der Reihen- seien A~, A~, wobei die Punkte i ~ . . . . . . .  

folge der Numerierung in E~ liegen m6gen. Die z-Komponenten yon M a - i E  ~, die je 

einen in E~ und je einen in X 1 bzw. y i  liegenden Randpunkt  besitzen, seien B~ . . . .  , B~ 

bzw. C~, ..., C 1, so dab die Punkte t)11 E I~, ..-, / ) IE~ bzw. ~ E~, ..., ~ El  in der t{eihen- 

folge der Numerierung in E 1 liegen (vgl. Fig. 6). Die z-Komponenten von M a - i E 2 ,  

die je einen ia E~ und je einen in X 1 bzw. y1 liegenden Randpunkt  besitzen, seien 

schliel31ich G~, ..., G 1 bzw. H~, ..., H i  so dab ihre in E ~ ~ liegenden Randpunkte  in der 

Reihenfolge der Numerierung in E~ liegen. (Dabei k6nnen, b, c, g oder h gleich Null 

sein.) 

Da jede z-Komponente von M d-1 E 2 durch die Ahnlichkeitsabbildung ~ auf eine 

z-Komponente yon M 'a-1 E 2 abgebildet wird, besitzt M '~-1 E 2 genau a z-Komponenten 

A'l  1 . . . . .  A'~ i, die je einen in E~ und je einen in E~ liegenden Randpunkt  besitzen; 

dabei liegen (bei geeigneter Numerierung) A ' I E  1 A ' I E  ~ i ~, .  . . . .  ~ in der Reihenfolge der 

Numerierung in El. Entsprechend besitzt M "a-i E 2 b z-Komponenten B'i I . . . . .  B'~ 1 und 

c z-Komponenten C[ i, . . . ,  C~ i, die je einen in E~ und je einen in X i bzw. y1 lie- 

genden t~andpunkt haben, sowie g z-Komponenten G~ i . . . .  , G~ 1 und h z-Komponenten 

H~, ,~  . . . .  H h ,  die je einen in E 1 und je einen in X i bzw. y i  liegenden Randpunkt  
['2_'1 17'1 O'g I E~ besitzen. Die Punkte / ) ;1  E l, ] ~ ' 1 ~  bzw. C[ 1 E+ C '1 E~ bzw. ~1 ~k, 

bzw. lf/[ i E 1 . . . . .  /:/~i E~ mSgen dabei jeweils in der Reihenfolge der Numerierung in 

E} bzw. E~ liegen. 

Da die Randpunktpaare  je zweier z-Komponenten yon M e - l E  2 einander in E 2 

nieht trennen, gilt: Der P u n k t  01, E 1 ist gleich dem Punkt  2Dim ( m = l  . . . .  , c); 
1 1 A I  E ~ = p ~ c + u ( u = l ,  , a), B~E~=p~c+~+, , ( v  1, b), O~ E ~ ... = . . . ,  ~ ~ = p ~ ( w = l  . . . . .  g), 

A i E~ ~ u ~=/+~+~+1-~ und . [ I i E ~ = p ~ + ~ + z ( z = l , ~  . . . ,  h). Entsprechend is tA~E~l  =p,o+u,  

.A 'u~E~=p'~+:+I  u, usw. Damit  ist K~=A~_~ ,  und die Kante  A~_~ hat die ttir K '~ ge- 

Iorderten Eigenschaften, womit 1.2 bewiesen ist. 

1.3) Die s/s z-Komponenten yon M a - l E  ~ seien K I ,  ..., K~, die yon M 'a 1E~ 

seien K'l l, . . . ,  K'~ 1. Dabei 1/t6t sich die Numerierung so w/ihlen, dag die Randpunkte  

yon K ~  (m = 1, . . . ,  z) durch ~ (/)8) auf die yon K~ abgebildet werden. Darm bilden 

die Abbildungen ~+-+ltm'~'l --l (m = 1 . . . .  , z) und die Abbildung ~ (E ~) zusammen eine iso- 

morphe Abbildung, die mit  v~ (E ~) bezeichnet wird. 

1.4) I s t  F ~ eine z-Komponente yon E ~ - . M  a-l ,  so gibt es genau eine z-Kompo- 

nente ~'~ yon E ~ - M  'a-~, so dab f~ (1O ~) und fY (/~'~) durch v ~ (E ~) aufeinander abge- 

bildet werden. 
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Beweis: e) Dureh  0 (E ~) wird f~ (_~2) auf die Zerlegung ~ '  (S 1) einer 1-dim Sphgre 

S 1 abgebildet. S 1 berandet  ein in E 2 liegendes offenes F1/~ehenstiiek F '2. 

fl) F '2 ist mi t  M 'a-1 punktf remd.  

Beweis: Aus der Annahme,  F ' 2 M  "a-1 sei nieht  leer, folgt: In  F '2 liegt eine der 

offenen K a n t e n  K~,  wobei deren Randpunk te  p' und  q' in S 1 liegen. Durch  0 (E 2) 

werden p'  und q' auf die Randpunk te  p and q von K~, abgebildet,  wobei p und  q 

in ~2 liegen, w/~hrend Klm nieht  in / ~  liegt. Daraus folgt, dab K~m in F 2 liegt, und 

dies s teht  im Widersprueh zu der Voraussetzung, dab F 2 mit  M a-~ lounktfremd sei. 

Also ist die Annahme falseh, und  /~ ist damit  bewiesen. 

Aus ~ und /~ folgt 1.4. 

1.5) Die z + 1 z -Komponenten  von E 2 -  M a-1 seien F~, , F~+1,2 die von E 2 -  M / d  1 

seien F[  2, ..., F~2+~. Dabei 1/~Bt sieh die Numerierung so ws dag f~(xO~) und  

~ ,  (_~2) (i = 1, ..., z + 1) dureh 0 (E 2) aufeinander abgebildet werden. Dann  bilden die 

Abbildungen F~2~-~,F~ und die Abbildung v ~ (E 2) zusammen eine Xhniiehkeitsabbildung 

yon f~' (E ~) und g2 (E 2) aufeinander beztiglieh A, die mit  ~ (E ~) bezeiehnet wird. Also 

sind M ' d - l ~  '2 und  M d - ~ E  2 einander beziiglieh A /ihnlieh. 

2) Fiir den Fall, dab d = 3 ,  E 3 ein 3-dim Element  aus A und  M a - I E  3 nieht  

leer ist, gilt: 

Die in ~]3 liegenden 2-dim Elemente  aus A seien E~, . . . ,  E~. 

2.1) Die Abbildungen ~ (E~) . . . . .  ~ (E~) bilden zusammen eine Ahnliehkeitsabbildung 

yon f2' (/~3) und s (E ~) aufeinander  beziiglich A, die mi t  ~ (E 3) bezeiehnet wird. 

2.2) Die s//mtliehen z -Komponenten  yon  M a - I E  3 seien Z~ . . . .  ,Z2w. Dann gibt 

es genau w z-Komponenten  Z; 2 . . . . .  Z~ yon M "a lEa,  so dab (bei geeigneter Nume- 

rierung) f2' (Z~2) und f~ (Z~) (j = 1, ..., w) dutch  ~ (E a) aufeinander abgebildet werden. 

Die Abbildungen Z~2+-~Z~ und die Abbildung ~ (E a) bilden zusammen eine isomorphe 

Abbildung, die mit  v q (E 3) bezeiehnet wird. 

2.3) Die w + 1 z -Komponenten  yon E s - M  s i se ien /~ ,  ..., Raw+l, die yon E a - M "a-1 

~3 seien R~ s . . . . .  R~+~. Dabei  lgBt sieh die Numerierung so w//hlen, dab f2 '( /)~ s) und  

f~ ( /~)  (/c = 1 . . . .  , w + 1) dureh 0 (E s) aufeinander abgebildet werden. (Dies ergibt sieh 

analog zu 1.4 und  1.5.) 

2.4) Die Abbildungen ,~,s ~a g~ ~ und die Abbildung vq (E ~) bilden zusammen eine 

isomorphe Abbildung yon ~ '  (E s) und f2 (E s) aufeinander.  Daraus folgt, dab M "a ' ~ 3  

und M a - ~ E  s einander beziiglieh A /~hnlieh sind. 

3) Aus 1.5 bzw. 2.4 folgt, dab M "a-~ und M a-~ einander beziiglich A /ihnlieh 

sind. Dami t  ist die Behauptung  bewiesen. 

1 9 - 6 1 1 7 3 0 5 1 .  Acta mathematica. I05. I m p r i m g  le 3 ju i l le t  1961. 
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FOLGERVNG 1. Is t  E a ein F-Raumst i ick  oder ein PF- ,  K F - o d e r  K.l]l-FliichenstiicIc, 

ist M~-leine Mannig/altigIceit, die aus a paarweise miteinander punlct/remden in E ~ liegenden 

F-Normal/ldchensti~cken bzw. PF- ,  K F -  oder KM.Normal lcanten  besteht, und ist M 'd-1 eine 

weitere Mannig/altigkeit,  die eben/alls aus a miteinander punkt /remden in E ~ liegenden 

Normal/li~chensti~cl~en bzw. -Kanten besteht, so sind M ~-1 und M 'd-1 einander i~hnlich 

bezi~glich O. 

FOLGERU~G 2. Is t  K ~ ein K-Raumsti~cl~, ist M ~ eine Mannig/altiglceit, die aus 

paarweise miteinander punlct/remden in Ka liegenden K-Normal/liichenstiic]cen besteht, 

und ist M '2 eine weitere Mannig/altigIceit, die eben/alls aus paarweise miteinander punIct- 

/remden K-Normal/ldchensti~cl~en in ~3  besteht, so sind M '~ und M 2 einander dann und 

n u t  dann dhnlich beziiglich O, wenn /olgendes gilt: Is t  G ~ ein in j~a liegendes PK-Fligchen- 

stiiclc, so sind J~IUG 2 und -]]/I'eG ~ einander dhnlich bezi~glich O. 

3. P-  mad P K - K l a s s e n  

Wir wenden uns nun den P-Normalfli~chenstricken und ihren ~hnlichkeitsklassen 

bezriglich O, den sogenannten P-Klassen, zu. Is t  ~ eine P-Klasse und M z eine Normal- 

fl~che, so nennen wir die Anzahl der in M 2 liegenden Repr~sentanten aus ~ die ~ ent- 

spreehende P-Zahl von M% Alle P-Zahlen yon M 2 bilden den sogenannten P-Zahlenvektor 

yon M s. Allgemeiner bezeichnen wir als einen P-Zahlenvektor jedes System von nicht- 

negativen ganzen Zahlen, die den P-Klassen eineindeutig zugeordnet sind. Einen solchen 

P-Zahlenvektor nennen wir , ,vertr~glich", wenn es eine Menge yon P-Normalfl~chen- 

stricken so gibt, da[t aus jeder P-Klasse ~ so viele Repr~sentanten vorkommen, wie die 

~ entsprechende Zahl angibt, und dai~ diese P-Normalflgehenstricke paarweise miteinander 

punktfremd sind. 

Die Ahnliehkeitsklasse eines P-Normalfl~chenstrickes p2 ist durch die _~hnlichkeits- 

klasse yon p2 bestimmt. Es l~l~t sich zeigen, da~ diese J~hnlichkeitsklasse wiederum be- 

s t immt ist durch die in p2 liegenden PK-Normalkanten.  Die Ji~hnlichkeitsklassen der PK- 

Normalkanten bezeiehnen wir entsprechend als die PK-Klassen und definieren analog PK-  

Zahlen, PK-Zahlenvektoren und die Vertri~glichkeit yon PK-Zahlenvektoren.  

AnschlieBend an die Definitionen zeigen wir, da[il es nur eine beschr/i, nkte Anzahl von 

PK-Klassen gibt, und dal~ sich stets entscheiden ls ob ein gegebener PK-Zahlenvektor  

vertr~glieh sei. 

D]~FINITION 1. N~ sei eine PKF-  oder PKl~I-Kante. N~ sei eine von N 1 verschiedene 

PKF-  oder P K ~ - K a n t e .  Dann bilden N11 und N~ ein PK-Kantenpaar  bezi~glich O, F, 

wenn N~ und N~ im Rande eines und desselben PK-Fli~chenstrickes liegen. 
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DEFINITIO:N 2. Eine O-Klasse,  deren Repr~sen t an t en  P K - N o r m a l k a n t e n  oder  P-  

Normalfl i~chensti icke sind, h e i s t  eine PK.  bzw. P-Klasse beziigl ich O, F.  

DEFINITION 3. (N~, N 1) sei ein PK-Kantenpaar, (~ sei eine PK-Klasse. ])ann 

entsprechen (~ und (N~, N~) einander, wenn ein Repr~sen t an t  aus (~ einen in N~ und  e inen 

in  Nz 1 l iegenden R a n d p u n k t  bes i tz t .  

D E F I N I T I O N  4. M sei eine bezfiglich 0 e lementa r  ]iegende Mannigfa l t igkei t .  ~ sei 

eine P-  oder  PK-Klas se .  Dann  heii]t  die Anzah l  x der  in M l iegenden Rep r~sen t an t en  aus  

die ~ entsprechende P- bzw. PK-Zahl yon M. 

DF, F I N I T I O ~  5. ~1 . . . . .  ~ seien alle P -Klas sen  oder  alle P K - K l a s s e n  beziiglich O, 

F.  E in  Sys tem ~ yon  n ich t -nega t iven  ganzen Zahlen  x 1 . . . .  , xs mi t  einer  e ine indeut igen  

Zuordnung  dieser Zahlen  zu den Klassen  ~1 . . . . .  ~s  heil~t ein P -  bzw. PK-Zahlenvekto~ 

beziiglich O, F.  Insbesondere  wird definiert :  

I .  I s t  keine der  Zahlen  x 1 . . . .  , x s gr61~er als 1, so heil3t ~ ein/ach. 

I I .  Sind alle Zahlen  x I . . . .  , xs gleich Null ,  so heil~t ~ trivial. 

I I I .  I s t  M eine Mannigfa l t igkei t ,  so heil~t ~ der  P -  bzw. PK-Zahlenvelctor yon M 

beziiglieh O, F,  wenn x~ die ~ en tsprechende  P-  bzw. P K - Z a h l  yon  M i s t  (fiir alle i = 1 . . . . .  s). 

IV.  Der  t r iv ia le  P-  bzw. P K - Z a h l e n v e k t o r  wird  als der  P-  bzw. P K - Z a h l e n v e k t o r  d e r  

leeren Menge be t r aeh te t .  

V. I s t  ~ der  P-  bzw. P K - Z a h l e n v e k t o r  e iner  Mannigfa l t igke i t  M,  u n d  is t  ~ die O-  

Klasse  yon  M, so bezeichnen wi t  ~ als den  ~ entsprechenden P- bzw. PK-Zahlenvektor 

beztiglieh O, F und ~ als eine ~ entsprechende O-Klasse. 

D ~ F I ~ I T I O ~  6. Sind ~ = (x 1 . . . .  , x~) und  ~) = (Yl . . . . .  y~) zwei P- bzw. P K - Z a h l e n v e k -  

toren,  so d ~  x i u n d  y~ der  P-  bzw. P K - K l a s s e  ~ i  zugeordnet  s ind (fiir alle i = 1, . . . ,  8), 

so bedeu te t  die Summe ~ + ~] den Vektor  (x 1 +Yl  . . . . .  x~ +y~) mi t  der  Zuordnung  y o n  

x~ + y~ zu ~i -  

D ~ , F I ~ I T I O ~  7. E in  P-  oder  P K - Z a h l e n v e k t o r  ~ h e i s t  vertriiglich, wenn es eine S u m m e  

S yon paarweise  mi t e inande r  p u n k t f r e m d e n  P-Normal f l~chens t i i cken  bzw. P K - N o r m a l -  

k a n t e n  gibt ,  so dab  $ der  P-  bzw. P K - Z a h l e n v e k t o r  yon S ist.  

F O L C E R U ~ O  1. Sind ~1 und ~2 zwei P- oder PK-Zahlenvektoren, und ist ~ + ~ ver- 

trgglich, so sind auch ~ und ~ selbst vertr5glich. 

F o n ~  2. Sind M~ und M~ zwei miteinander punkt/remde und bezi~glieh 0 ele- 

mentar liegende Mannig/altigkeiten, und sind ~ und ~ die P- oder die PK-Zahlenvelctoren you 

M~ bzw. M~, so ist ~ + ~ der P- bzw. PK-Zahlenvektor yon M~ § M~. 
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FOLGERUNG 3. Ist  M 2 eine Normal/ldche, so sind der P- und der PK-ZahlenveIctor 

yon M 2 nicht trivial. 

SATZ 2. Es gibt endlich viele PK-Klassen,  und zwar gilt: Zu  jeder PK-Klasse  gibt es 

genau ein entsprechendes PK-Kantenpaar ,  und umgeIcehrt gibt es zu jedem PK-Kantenpaar  

genau eine entsprechende PK-Klasse.  

SATZ 3. Es lgflt sich entscheiden, ob ein gegebener PK-ZahlenveIctor ~ vertrgglich sei. 

Und zwar gilt: 

Sind ~1 . . . . .  (~s die (nach Satz 2 endlich vielen) PK-Klassen,  sind H1, ..., IIs die diesen 

entsprechenden PK-Kantenpaare  und xl, . . . ,  x~ die entsprechenden Komponenten von ~, so 

ist ~ dann und nur dann vertrgglich, wenn /olgendes gilt: Liegen die Kanten zweier Paare 

II~ und IIj (i, j = 1 . . . . .  s) im Rande eines und desselben PK-Fldchensti~ckes G 2, Bind diese 

vier Kanten paarweise voneinander verschieden, und trennen die Paare YI t u n d  II s einander 

in ~2 so ist mindestens eine der Zahlen x~, xj gleich Null .  

Beweis. 

1) I s t  die genannte  Bedingung nicht  erfiillt, so gibt es zwei Kantenpaare  IIi ,  rIs, so 

dab die vier Kan ten  aus 1]~ und  Hj paarweise voneinander  verschieden sind, im Rande  

eines PK-Flgchensti ickes G e liegen und  so dab YI i und  I I  1 einander in G 2 t rennen und  x i 

und  xi von Null verschieden sind. Dann  ist ~ nicht  vertrgglich, da es keine miteinander  

punkt f remden  Hi und  rls entsprechenden PK-Norma lkan ten  gibt. 

2) Is t  die genannte  Bedingung erfiillt, so ist ~ vertrgglich. 

Beweis: 

2.1) G 2 sei ein PK-Flgchenst i ick.  N~ . . . . .  N~ seien die in G 2 liegenden P K F -  und  

PKM-Kan ten ,  so dab sie im Sinne einer gegebenen Orientierung ~p yon  ~2 in der Reihen- 

Iolge ihrer Numerierung durchlaufen werden. Is t  (~i (i = 1 . . . . .  s) diejenige PK-Klasse,  die 

~rl NI~ (j, ]c = 1, . v) entspricht,  so wird xi mit  gj~ bezeichnet. dem PK-Kantenpaar ~, j, kj �9 

])ann gibt es in G~ eine Summe S(G 2) yon paarweise miteinander punkt~emden PK- 

Normalkanten 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . 

GII+I.1 . . . . .  Glj+l,g]j+l , ..., Glv, 1, ..., Glv.ayv, 

G~ 1.,1, . . . ,  G~-1, ,~ ,_1 , ,  

so dal~ G lj~. 1 ( l=  1, ..., gJk) einen in N} und  einen in N~ liegenden R a n d p u n k t  besitzt. 

Beweis: Jede  Kan te  N~ lgGt sieh durch v -  2 Punk te  in v - 1  offene Teilkanten 
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G 2 

F i g .  7. ~2  f i i r  v = 4. 

1 E 1 1 1 Ejj  1, ji-2 . . . .  , Ejl, E~,, E ~ - I  . . . . .  E]j+I zerlegen, so dab diese Kan ten  im Sinne der  

Orientierung ~ in der angebenen Reichenfolge durchlaufen werden (siehe Fig. 7). I n  

jeder Kan te  E~k lassen sich nun  gJk Punk te  PJk. 1 . . . . .  pjk. gjk auszeichnen (fiir g jk=0  

also Null Punkte) ,  so dai~ folgendes gilt: I s t  k > j ,  so werden die Punkte  im Sinne 

yon  y~ in der Reihenfolge ihrer Numerierung durchlaufen, ist k<j, so werden sie in 

der entgegengesetzten Reihenfolge durchlaufen. Dann  t rennen je zwei der Punktepaare  

(P~. z, PJk. l) (fiir alle j ,  k = 1, ..., v mi t  k > ?" und  l = 1, ..., gJk) einander in G 2 nicht,  und  

es gibt daher in ~2 paarweise miteinander punktf remde PK-Norma lkan ten  mi t  Glk, / 

Sk.z=pjk.l+p~j.l. Dami t  ist 2.1 bewiesen. 

2.2) G~ . . . .  , G2u seien die PK-Fl~chensti icke aus O. Dann ist S = S (G~) + . . .  § S (G2u) 

eine Summe yon  paarweise miteinander punktf remden PK-Normalkan ten ,  so da~ ~ der 

PK-Zahlenvektor  von S ist. Dami t  ist Nr. 2 bewiesen. 

Mit Nr. 1 und  3 ist Satz 3 bewiesen. 

4. Die PK-Gleichungen 

Besteht  eine Mannigfaltigkeit  S 2 aus paarweise miteinander  punkt f remden P-Normal-  

fls so gilt notwendig folgende Beziehung: I s t  H 2 ein PF-Fli~chenstiick, und  

sind N~ und  N~ die beiden in fife liegenden P K F - K a n t e n ,  so schneidet S ~ N~ und  N~ in je 



290 WOLFCANG HAKEN 

gleichvielen Punkten.  Diese Beziehung ist gleichbedeutend damit,  daS die PK-Zahlen  yon  

S 2 ein homogenes lineares Gleichungssystem, die sogenannten PK-Gleichungen,  erfiillen. 

I s t  umgekehr t  eine nicht-negativ-ganzzahlige LSsung der PK-Gleiehungen gegeben, so 

entspr icht  dieser hSehstens eine | yon  Mannigfaltigkeiten der genannten Art.  

Dies ist der Inha l t  des n/~chsten zu beweisenden Hilfssatzes. Er  ermSglicht es uns, zwei 

S/~tze abzuleiten: Erstens, daS es nur  eine beschr/~nkte Anzahl  yon  P-Klassen gibt, und  

zweitens, daS sich bei einem gegebenen P-Zahlenvektor  stets entscheiden lagt,  ob er ver- 

tr/s sei. 

DEFI~CITION. ~1, " " , ~  seien alle PK-Klassen,  N], . . . ,N~ alle P K F - K a n t e n .  

]~j sei gleich 1, wenn ein Repr/~sentant aus ~ einen in N~ liegenden R a n d p u n k t  be- 

.sitzt ( i = 1  . . . . .  s; ? '=1 . . . . .  t), anderenfalls sei / t j=0 .  g j k ( j , k = l  . . . . .  t) sei gleich 1, 

wenn  j # k  ist und  es ein PF-F1/~chenstiick H ~ gibt, so daS N~ und  N~ in/ : /2  liegen, 

anderenfalls  sei gJk = 0 .  Dann  he is t  das homogene lineare Gleiehungssystem 

~(/~j - / ik)  g~k x~ = 0 fiir alle j ,  k = 1 . . . .  
t = l  

m i t  einer Zuordnung yon  xt zu (~ (i = 1, ..., s) das PK-Gleichungssystem beziiglich O, ['. 

.HILFSSATZ 4. 

I. S 2 sei eine Summe yon (endlich vielen) paarweise miteinander punkt/remden P.Normal- 

]ldchenstiicken, ~ sei die O-Klasse yon S 2. Dann gibt es genau eine ~ entsprechende nicht- 

s vertrSgliche LSsung der PK-Gleichungen. 

I I .  Umgekehrt sei ~ eine nichttriviale vertrSgliche LSsung der PK-Gleichungen. Dann 

yibt es h5chstens eine ~ entsprechende | 6 ,  deren Reprdsentanten Summen von paar- 

weise miteinander punkt/remden P-Normal/lSchenstiicken sind, und es l~iflt sich [eststellen, 

ob es eine derartige Q-Klasse gebe. 

Beweis. 1) Die (nach Satz 2 endlieh vielen) PK-Klassen  seien (~1 . . . . .  ~s, die P K F -  

Kan ten  aus ~ seien/Vl, ..., Nit. Es lassen sich Zahlen/~j und gjk (i = 1 . . . . .  s; j ,  k = 1 . . . . .  t) 

best immen,  so daS die in der letzten Definition genannten Beziehungen gelten. 

2) Beweis von I. 

2.1) Der PK-Zahlenvektor  von S 2 sei ~, die (~ entsprechende PK-Zahl  von S ~ sei 

x~ (i = 1 . . . . .  s). 

2.2) Is t  S '2 zu S 2/ihnlich beziiglich 0 ,  so ist der PK-Zahlenvektor  von S '~ ebenfalls 

gleieh ~. 

2.3) ~ erfiillt die Gleiehungen Z (/~j--/~k) gjkX~ = 0  ( j , k =  l . . . . .  t). 
~=1 
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Beweis: Ffir gik = 0 ist nichts zu beweisen. Ist gj~ = I, so gilt: _N 1 und N~ liegen im 

Rande eines PF-Flgchenstiickes H 2. I)aher bestehen ~2 iY~ und ~2 N~ aus je gleichvielen �9 

Punkten,  d.h. die Anzahlen ~ /,r und ~ /,kx~ sind einander gleich, womit 2.3 be- 
~=i i = l  

wiesen ist. 

Aus 2.1, 2.2 und 2.3 folgt I. 

3) Bewei8 yon II. Die (~ entsprechende Komponente yon g sei x i. Dann gilt: 

3.1) Es IgBt sich feststellen, ob es eine Summe S 2 yon paarweise miteinander punkt- 

fremden P-Normalflgchenstficken gebe, so dab g der PK-Zahlenvektor yon S 2 ist. 

7Beweis: 

3.1.1) Es gibt eine Summe A I yon paarweise miteinander punktfremden PK-Normal- 

kanten, so dab g der PK-Zahlenvektor yon A i ist. 

3.1.2) Ist H a ein PF-Flgchenstiick, so gilt: Die in if/2 liegenden PKF-Kanten 

seien iV~ und ,u In _N~ und N~ liegen je gleichviele Randpunkte yon A 1, da wegen 

gJk = 1 die Anzahlen 

~l , , x i  und ~/~kx, 
t 1 i - I  

einander gleich sind. Es gibt also in ~ s  eine Summe B ( t t  2) yon paarweise mit- 

einander punktfremden PF-Normalkanten,  so da D /~ (H a) = d l N J  +,412V~ ist. 

3.1.3) pa, . . . ,  p a  seien die P-Raumstiicke, d~, ..., d~ die PM-Flgchenstiicke und 

H} . . . . .  H~ die PF-Flgchenstiioke aus O. Dann ist A 1 + B  (H~)+ ... + B  (H~) eine 1-dim 

t-Mannigfaltigkeit K 1 in der Mannigfaltigkeit Q2 = (/~a + ... + / sa )  _ (d~ + ... +d}),  und 

ist der PK-Zahlenvektor  yon K 1. Die z-Komponenten yon K 1 seien K~ . . . .  , K~. 

Dann gilt: 

~) Gilt fiir alle j = i  . . . . .  t und l = l  . . . .  , a ,  dab 2VIK~ entweder leer oder ein 

einzelner Punkt  sei, so gibt es eine Mannigfaltigkeit S 2 mit  den geforderten Eigen- 

schaften. 

Beweis: I s t  j2 ein PM-Flgchenstiick, so gilt: Die z-Komponenten von K 1, die 

berandet sind und deren l~andpunkte in j2 liegen, seien K 1 ,  1 .... K,,~. Da die Randpunkt-  

paare je zweier Kanten K~g, K~ h (g, h = 1 . . . .  , b) einander in j2  nicht trennen, gibt 

es in jv~ b paarweise miteinander punktfremde l)M-Normalkanten L~ . . . .  , L~, so dab 

i / ~ l  ist. Die Summe L~ + . . .  +L~ wird mit  S(J2) bezeichnet. - ~ g  - -  mg 

S 1 = K 1 § S (J~) + ... § S (J~) ist eine Mannigfaltigkeit, deren z-Komponenten a 

1-dim Sphgren S~ . . . .  , S~ sind, die in den Rgndern der P-gaumst t icke  liegen. In  den 

abgeschlossenen ttiillen der P-Raumstficke gibt es daher (nach Hilfssatz 1) a paar- 
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weise miteinander punkt f remde P-Normalfl~chenstiicke P~, . . . ,  P~a, so dab -P~ =S~ is%. 

Der PK-Zahlenvektor  von S 2 = P ~  + ... + P ~  ist gleich ~. Dami t  is% a bewiesen. 

fl) Gibt es eine P K F - K a n t e  N]  und eine Komponente  g~, so dab N~ K~ mehr  

als einen P u n k t  enthi~lt, so gibt es keine Mannigfaltigkeit  S 2 mit  den geforderten 

Eigenschaften.  

Beweis: ft.1) K '1 sei eine beliebige 1-dim t-Mannigfaltigkeit  in Q2 mit  den K 1 ent- 

sprechenden Eigenschaften: 

a. I s t  G 2 ein PK-Fliichens%iick, so ist jede z -Komponente  yon  K ' i G  2 eine PK-Normal -  

kante.  

b. Is% H 2 ein PF-Fliichenstiick, so is% jede z -Komponente  von K ' I H  2 eine PF-Normal-  

kante.  

c. I s t  R 2 ein PR-Fls so is% K ' I /~  2 leer. 

d. Der PK-Zahlenvektor  yon  K '1 is% gleich ~. 

Dann  besitzt K '1 eine zu K 1 z beziiglich ~ ~hnliche z -Komponente  K[ 1, so dab zv*~lj ,~rz'll 

mehr  als einen P u n k t  enthiflt. 

Beweis: I s t  G z ein PK-Fli~chenstiick, so sind KIG 2 und  K ' I G  ~ einander i~hnlich 

beziiglich @, wie aus Hilfssatz 3 , I I  folgt. - -  I s t  H 2 ein PF-Fls so bestehen 

K1H 2 und K ' x H  2 aus je gleichvielen PF-Normalkan ten  und  sind einander daher beziig- 

lich @ s Daraus  folgt flA. 

ft.2) Aus der Annahme,  S 2 sei eine Summe yon  P-Normalfls  und  besitze 

den PK-Zahlenvektor  ~, folgt: SzQ z is% eine 1-dim t-Mannigfaltigkeit  in Q2 mi% den unter  

ft.1 fiir K '1 genannten Eigenschaften a, b, c und d. Also gibt  es eine z -Komponente  von 

~ZQ2, die mehr  als einen P u n k t  aus N) enthiflt. Dies s teht  im Widerspruch zu der Annahme,  

dab die z -Komponenten  von  S z P-Normalfls  seien. Also ist die Annahme  falsch 

und  fl bewiesen. 

Mit 3.1.1, 3.1.2 und  3.1.3 a und  fi is% 3.1 bewiesen. 

3.2) Sind S 2 und  S 'z zwei Summen yon  paarweise miteinander punkt f remden P- 

Normalfls so dab ~ der PK-Zahlenvektor  yon  S ~ und  von S 'z is%, so sind S z 

und  S '2 einander ~hnlich beziiglieh @. 

Beweis: 

3.2.1) I s t  G 2 ein PK-Fl~chenst i ick,  so sind Sz~2 und  ~,2~z einander ~hnlieh beziiglich 

| (wie aus Hilfssatz 3, I I  folgt). 

3.2.2) Is% H* ein PF-Fls so sind ~2/7 z und  ~,2~2 einander s beziiglich 

0 (da sie aus je gleichvielen PF-Normalkan ten  bestehen). 

3.2.3) Is% j z  ein PM-Fli~chenstiick, so sind ~z]2 und ~,2]z einander s beziig- 

lich | 
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Beweis: N~ . . . .  , N~ seien die in J~ liegenden PM-Kanten.  Das J~ im Rand  ent- 

haltende P-Raumsti ick sei pa. Da ~2(/~a j2) und ~ , 2 ( ~ a _ j 2 )  einander nach 3.2.1 

und 3.2.2 beziiglich 0 i~hnlich sind, gibt es (nach Hilfssatz 3, I I )  eine eineindeutige 

Zuordnung zwischen den z-Komponenten K~ . . . .  , K~ yon ~2 ( / ~ 3  j2) und den z-Kompo- 

nenten K~ 1 . . . . .  K~ 1 yon ~'~ (p3 _ j2), so dab (bei geeigneter •umerierung) K[ 1, und K~ 

einander beziiglich 0 s sind ( /=1  . . . .  , v). Bei geeigneter Numerierung sind 

K~ . . . . .  K~ und entsprechend K~ 1, ..., K S  die berandeten unter den Komponenten K~ 

und K[ 1. Die Randpunkte  yon K~ (m = 1 . . . .  , w) seien Pm und q~, die yon K ~  p~ und 

q~. Dann liegen (bei geeigneter Bezeichnung) p~ und p~ in einer und derselben Kante  

~ ,  q~ und q~ in einer und derselben Kante  N 1 j~ (i~, j~ = 1 . . . . .  u), wobei i~ :~j~ ist. 

$212 besteht damit  aus w paarweise miteinander punktffemden P)/I-Normalkanten 

L~ . . . . .  Llw, so da~ p~ und q~ die Randpunkte  yon L~ sind; enr besteht ~,2 j 2  
/ t . 

aus w P~LNormalkanten L11 . . . . .  L~, so dal] p~ und q~ dm Randpunkte  yon L~ sind. Also 

bilden die Abbildungen ]1 ~___~ Ttl ~ t ~ ~m, P,~--~qm und q,~+qm (fiir alle m = 1, ..., w) zusammen 

eine J~hnlichkeitsabbildung yon @ (~2 ]~) und @ (S '2 ]~) aufeinander beziig]ich ~). Dar- 

aus folgt 3.2.3 nach Hi]fssatz 3, I. 

3.2.4) Is t  p3 ein P-Raumstiick, so sind S~P 3 und S ' 2 F  3 einander ~hnlich be- 

ziiglich @. 

Beweis: Es gibt nach 3.2.1, 3.2.2, 3.2.3 eine eineindeutige Zuordnung zwischen den 

z-Komponenten Z 1 . . . .  , Z~ *con S2_P ~ und den z-Komponenten Z'I 1, . . . ,  Zu 1 yon ~,~ p3, 

so dai~ (bei geeignetcr Numerierung) Z~ und Z[ 1 einander beziiglich @ i~hnlich sind 

(l= l, ..., u). Dabei sei al die Ahnlichkeitsabbildung yon @ (Z 1) und 0 (Z[ 1) aufein- 

ander beziiglich O. Z~ berandet eine z-Komponente Q~ yon S 2 ~3, Z[1 eine z-Kompo- 

nente Q[2 yon S '2 Pa. Dann bilden die Abbildungen g~ . . . .  , ~u und die Abbfldungen 

Q~(--*Q~ zusammen eine Ahnlichkeitsabbildung yon 0 (S ~ ~a) und 0 (S '~ -P~) aufeinander 

beziiglich O. Daraus folgt 3.2.4 nach Hilfssatz 3, I. 

3.2.5) Die P-Raumstiicke aus 0 seien P~ . . . . .  P~. Aus 3.2.4 folgt, dal~ S ~ und 
- - 3  S '2 einander beziiglich O (P~+ ... +Pz),  also auch beziiglich O, Khnlich sind. Damit  

ist 3.2 bewiesen. 

Aus 3.1 und 3.2 folgt I I .  

SATz 4. Es gibt nur endlich vide P-Klassen, und zwar gilt: 

I. Ist ~ eine P-Klasse, so gibt es genau eine ~ entsprechende ein/ache vertr~igliche 

LSsung der PK-Gleichungen. 

II.  Ist  umgelcehrt ~ eine der endlich vielen ein/achen vertriiglichen Lgsungen der PK-  
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Gleichungen, so gibt es nach Hil/ssatz 4, I I  hSchstens eine ~ entsprechende P-Klasse, und es 

liiflt sich /eststellen, ob dies der Fall sei. 

Beweis. Naeh Hilfssatz 4, I gibt  es genau eine ~ entsprechende vertri~gliehe LSsung 

der PK-Gleichungen.  Dabei ist ~ einfach, da ein Repr/~sentant aus ~ hSchstens einen 

Repr//sentanten aus einer und  derselben PK-Klasse  im R a n d  enthal ten kann.  Dami t  ist 

I bewiesen. I I  folgt unmit te lbar  aus Hilfssatz 4,II .  

SATZ 5. Es litflt sich entsc~,eiden, ob ein gegebener P-Zahlenvektor ~ vertriiglich sei. 

Beweis. 1) Die (nach Satz 4 endlich vielen) P-Klassen seien ~1, ..., ~s, die 

(naeh Satz 2 endlieh vielen) PK-Klassen  (~1 . . . . .  (~t- Die ~1 . . . .  , ~s  entsprechenden 

Komponen ten  yon  ~ seien x:L . . . . .  xs. Es lassen sieh Zahlen a~j (fiir alle i = 1, ..., s; 

j = 1 . . . .  , t) bestimmen, so dab aij = 1 ist, wenn die Repr/~sentanten aus ~ ,  Repr~sen- 

t an ten  aus (~j im Rande  enthalten, und  gleich Null, wenn dies nicht  der Fall ist. 

Dann  bilden die Zahlen Yl = t:~l all xi' " ' "  Y t  = i~1 air xl mit  einer Zuordnung zu I~1, ..., I~It 

einen PK-gah lenvek to r  (~. 

2) I s t  t) keine vertr/igliehe L6sung der PK-Gleiehungen (woriiber sieh naeh Satz 3 

entseheiden l~gt), so ist naeh I-Iilfssatz 4,I aueh ~ nieht ve~r/iglieh. 

3) I s t  t) eine ve~r/~gliehe L6sung der PK-Gleiehungen,  so lgBt sieh naeh I-Iilfssatz 4 , I I  

feststellen, ob es eine t) entspreehende @-Klasse | gebe, deren Reprgsentanten  P-Normal-  

fl/iehenstiieke sind. Dabei gilt: 

3.1) Gibt es keine ~)-Klasse ~ mit  den genannten Eigensehaften, so ist ~ nieht  ver- 

tr/iglieh. 

3.2) Gibt es eine @-Klasse ~ mit  den genannten Eigensehaften, und  ist S 2 ein Reprg-  

sentant  aus ~ ,  so gilt: ~ ist dann  und  nur  dann  vertr/iglieh, wenn der P-Zahlenvektor  yon  

S ~ gleieh ~ ist. 

Beweis: I s t  g der P-Zahlenvektor  yon  S 2, so ist ~ per Definition vertr~glieh, Is t  der 

P-Zahlenvektor  von  S 2 yon  ~ versehieden, so folgt aus der Annahme,  es g~be eine Summe 

S '2 yon  paarweise miteinander punktf remden P-Normalfl~ehenstiieken mit  dem P-Zahlen- 

vektor  5: Der PK-gah lenvek to r  yon  S '2 ist gleieh t), also ist naeh Hilfssatz 4 , I I  S '2 zu S ~ 

iihnlich beziiglieh O. Also ist i r aueh der P-Zahlenvektor  yon  $2. Dies s teht  im Wider- 

spruch zur Voraussetzung. Also ist die Annahme  falsch. 

Insgesamt  ist dami t  3.2 bewiesen. 

Mit Nr. 2, 3.1 und  3.2 ist Satz 5 bewiesen. 
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5. Die P-Gleiehungen 

I s t  M 2 eine Normalflgche, so gilt folgendes: Is t  K a ein K-Raumstfick,  und sind G~ 

und G~ die beiden in /~a  ]iegenden PK-Flgchenstiicke, so enthglt jede z-Komponente yon 

M2-K a genau eine z-Komponente yon M 2 G~ und genau eine z-Komponente yon M 2 G~ im 

Rande. Diese Beziehung lgl~t sich auch so ausdriicken, dab die P-Zahlen yon M 2 ein 

homogenes lineares Gleichungssystem erffillen, das wir analog zu den PK-Gleichungen als 

das System der P-Oleichungen bezeichnen. Umgekehrt  lgl]t sich zeigen, dal3 jeder ver- 

trgglichen L6sung der P-Gleichungen genau eine O-Klasse yon Normalflgchen entspricht. 

Diese eineindeutige Zuordnung zwischen O-Klassen yon Normalflgchen und vertrgglichen 

L6sungen der P-Gleichungen steltt das hauptsgchliehe ~Ergebnis dieses Kapitels dar. 

Wir stellen nun die P-Gleichungen auf, beweisen dann einen Hilfssatz fiber 1-dim 

Mannigfaltigkeiten in Kreisringen und anschlieBend den angekiindigten Zuordnungssatz. 

DEFINITION. ~1, " ' ,  ~s seien alle P-Klassen, (~1 . . . .  , (~t alle PK-Klassen. II  1 . . . . .  [It 

seien die (~1, --., (~t entsprechenden PK-Kantenpaare .  Dann heiBt das homogene lineare 

Gleichungssystem 

~(a, j - -a,~)bjkxi=O flit alle j, k = l , . . . , t  
i=1 

mit  einer Zuordnung von x~ zu ~i (fiir alle i = 1 . . . . .  8) dus P-Gleichungssystem bezi~glich 

O, F, wenn folgendes gilt: a~j ist gleieh 1, wenn die l:~eprgsentanten aus ~,  je einen 

Reprgsentanten aus (~j im Rande enthalten, anderenfalls ist a,j = 0. bjk ist gleich 1, 

wenn j:~: k ist, u n d  wenn es im Rande eines K-Raumstfickes ein KF-Flgchenstfick 

H~ und ein KF-  oder Kg-Flgchenst i ick H~ gibt, so da[t in /:/~ und in [/~ genau je 

eine Kante  aus IIj und genau je eine Kante  aus Ilk liegen, anderenfalls ist bj~ =0 .  

HILFSSATZ 5. Ein  o//ener Kreisring R 2 sei randtreu zerlegt in o//ene _Fliichenstiicke 

A12, ..., A} (8>2) und o//ene Kanten A 1 . . . . .  A}, 8o daft A~ R2= A] + A~+I ist ( i=  1, ..., 8, 

wobei A 1 A 1 ~+1 = 1 zu setzet~ ist. Siehe Fig. 8 a). In  R 2 liege eine 1-dim Mannig[altigkeit 

M 1 mit /olgenden Eigenscha/ten: 1-~ M At ist entweder leer, oder jede z.Komponente von 

M '  A~ ist eine in A~ transversal liegende Kante, deren beide Randpunkte nicht in einer 

und derselben Kante A~ oder A~+I liegen. M 1 8el zusammenhdngend. Dann /olgt: 

I. Ist M 1 eine 1-dim Sphi~re, 8o bestehen 1 2 1 1 M A~ genau je einer M A~ und au8 

z-Komponente (siehe Fig. 8 b). 

I I .  Ist M 1 eine abgeschlossene Kante, deren beide Randpunlcte in einer und derselben 

z-Komponente von ~2 liegen, so gilt bei geeigneter Numerierung der A~ und A~: M 1 li~[3t 

.~ich zerlegen in o]/ene Kanten K~, . . . ,K~ mit t zwischen 1 und s + l  u~d Punlcte 
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b, M z als 1-dim Sphere. 

e . l . t  = 1. c . 2 .  t = 3 .  

c..M 1 als abgeschlossene Kante. 

c.3. t = 5  = s + l .  

Fig. 8. /~2 fiir s = 4, (M I gestrichelt eingezeiehnet). 

Pl, "",  pt+l, so daft pj und Pj+I die Randpunkte yon K 1 sind (]= 1 . . . .  , t) und so daft 

[olgendes gilt (siehe Fig. 8 c): K~ ist eine z-Komponente yon M1A~, wobei A~+I =A~ 

zu setzen ist; Pk ( k = 2 ,  ..., t) ist gleich M1A~; Pl und pt+l liegen in A~I~ 2 bzw. ~4~J~ e. 

Beweis. 1) Die be iden  R 2 be randenden  1-dim Sph~ren seien S 1 und  S .1. F i i r  den  

Fal l ,  dab  M 1 be rande t  ist,  sei die Bezeichnung so gew~hlt,  dab  die R a n d p u n k t e  

yon  M 1 in S I liegen. A sei die Zerlegung yon •2 in die E lemen te  A~, A~, ( ~  S1) ~ 

(A~S*I) ~ ( A I S  1) und (.~1S'1) ( i = 1  . . . .  , s ) .  

I s t  M 1 berandet ,  so bes teh t  A (M 1) aus offenen K a n t e n  KI ,  . . . ,  K~ ( t > 0 ) u n d  

P u n k t e n  Pt  . . . . .  pt+l, so dab  Pl und  pj+l die R a n d p u n k t e  yon  K~ sind ( j  = 1, . . . ,  t). 

I s t  M I n ich t  be rande t ,  so bes t eh t  A ( M  1) aus offenen K a n t e n  K], ..., K~ und  

P u n k t e n  px . . . .  ,Pt, so da~ p~ und  PS+l die R a n d p u n k t e  yon  K~ sind, wenn p t + l = p l  

gesetz t  wird.  
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2) Die Numerierung der Elemente A?~, A ~ litf~t sich so withlen, da$ K] in A~ 

liegt und, falls t > l  ist, P2 in A~ liegt. Dann  gilt: K~ liegt in 2 A~(j), wenn k ( j ) = j  

modulo s und  1 ~< k ( j ) ~  s ist; entsprechend liegt p~ in 1 A~(j). 

3) M1A~ besteht  aus hSchstens einem Punkt .  

Beweis: Aus der Annahme,  M1A~ bestfinde aus mehreren Punkten ,  folgt: I n  A~ 

liegen die Punk te  P2 und p~+e. P2 und  Ps+2 beranden in A~ eine offene Kan te  A '1 

(siehe Fig. 9). Die Mannigfaltigkeit S'X=K~+ 1 ... +K~+I+A '1 ist eine 1-dim Sph/~re, 

so da$ S '1 + S  .1 in R 2 einen offenen Kreisring R '~ berandet  (siehe Fig. 9). Da  nun  

K 1 K 1 K~ in ~+~ in R '2 liegt, K~ aber in R 2 - / ~  '2, liegen nieht  alle Kan ten  1 

R '2, sondern es gibt  eine Zahl l zwischen s §  und t, so da9 1 K~+2, ..., K~-I in R '~ 

liegen und K 1 R 2 -  z in -R'~ liegt. Dami t  lieg~ Pl in A '1, also K~-I in A 2 e. Daraus  folgt, 

dab Pz-~ in A 1 liegt und Pl in A 1 5. Dies s teht  im Widerspruch zu Nr. 2. Also ist die 

Annahme falsch, womit  Nr. 3 bewiesen ist. 

4) Is t  M 1 eine 1-dim Sph/ire, so ist t = 0 modulo 8 (da Kt 1 in A 2 liegt) und nach 

Nr. 3 t <  s + 2 .  Also ist t = s .  Daraus  und  aus Nr.  2 folgt Teil I der Behauptung.  

Is$ M 1 berandet,  so ist ebenfalls t <  s + 2. Daraus  und  aus Nr. 2 folgt Teil I I .  

Dami t  ist Hilfssatz 5 bewiesen. 
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H A v P T S n T Z 2 (Zuordnungssatz /iir Normal]ldchenlclassen). 

I. Ist M 2 eine Normalflgche, und ist ~J~ die O-Klasse yon M 2, so gibt es genau 

einen ~ entsprechenden P-Zahlenvelctor ~. Dabei ist ~ eine nichttriviale vertrggliche LSsung 

der P-Gleichungen. 

I I .  Ist umgekehrt ~ eine beliebige nichttriviale vertrdgliche L6sung der P.Gleichungen, 

so gibt es genau eine ~ entsprechende (~.Klasse ~ ,  deren Reprgsentanten Normal/ldchen 

sind. 

Beweis. 1) Die (naeh Satz 4 endlich vielen) P-Klassen  seien ~1, "",  ~ ,  die (naeh 

Satz 2 endlich vielen) PK-Klas sen  seien 631, ..., (~t und  die (~1,-. . ,  (~t naeh Satz 2 

eineindeutig entsprechenden P K - K a n t e n p a a r e  I I  1, .. . ,  Hr. D a n n  lassen sich Zahlen a~ 

und  bjk (fiir alle i = 1 . . . .  , s und  ], k = l ,  . . . ,  t) bes t immen,  so dab  die in der le tz ten 

Definit ion genannten  Beziehungen ge]ten. 

2) Beweis yon Tell I.  

2.1) Der  P - Z a h l e n v e k t o r  von M 2 sei ~', die ~i  entsprechende P-Zahl  yon M 2 

sei x~ (i = 1 . . . . .  s). 

2.2) I s t  M 'z zu M 2 Khnlieh beztiglich 6), so ist der P -Zah lenvek to r  von  M '2 

ebenfalls gleich 5. 

2.3) ~ er f f l l t  die Gleiehungen Z (a~j-aik)bjkx~=O. 
~=1 

Beweis: Fiir  den Fall  b jk=0  ist nichts zu beweisen. I s t  bj~=l, so gilt: Es gibt  

ein K-Raums t i i ck  K 8 und  zwei in /~3 liegende Ylgchenstiicke H~ und  H~ aus O, so 

dab IIj aus einer in /:/~ liegenden P K F -  bzw. P K M - K a n t e  1V~ und  einer in /:/~ lie- 

genden P K F -  bzw. P K M - K a n t e  1V~ besteht ,  und so dal~ llk entsprechend aus einer in 

/:/~ l iegenden K a n t e  N~ 1 und  einer in f-/~ l iegenden K a n t e  N~ 1 besteht .  Es  gibt  daher  

eine eineindeutige Zuordnung zwischen den in M 2 liegenden l~epr~sentanten aus 

(~j und  den in M 2 liegenden l~epr~sentanten aus (~k, so dab  einander  zugeordnete 

l~eprgsentanten im I~ande eines und desselben K-Normalf lgehenst i ickes  aus Mz_K 3 

liegen. Also sind die Anzahlen 

~a,jx~ und  ~a~kx, 
f= l  i=1 

dieser Repr~sen tan ten  einander  gleich, womi t  2.3 bewiesen ist. 

_&us 2.1, 2.2 und  2.3 fo.lgt I .  



THEOI~IE DEI~ 2qO:RMALFLAOII:EN 299 

G~2 

Fig. 10. Ebenes  Bfld von  ~ s  Init den Kan ten  G 1 und  G .1. (Das unendliche Gebiet stellt G *~ dar.) 

3) Beweis von Teil I I .  Die ~ entsprechende Komponente  yon  ~ sei x~. Dann  gilt: 

3.1) Es gibt eine Normalfl/~che M 2, deren P-Zahlenvektor ~ ist. 

Beweis: 3.1.1) Es gibt eine Summe S ~ yon  paarweise miteinander punkt f remden 

P-Normalfls deren P-Zshlenvektor  ~ ist. I s t  Q2 ein PK-  oder PF-Fl~chen-  

sttick, so wird S2Q 2 mit  M (Q2) bezeichnet. 

3.1.2) I s t  K s ein K-Raumst i ick,  so gilt: G 2 und G .2 seien die in /~7 s liegenden 

PK-Fl~chensti icke,  H~, ..., H~ die in 1~7 a liegenden K F -  und XM-Fli~chenstiicke. 

N~, ..., N 1 und N .1 . . . . .  N .1 seien die in G 2 bzw. in G .2 liegenden P K F -  bzw. PKI~i- 

Kan ten  aus /:/~ . . . . .  /:Fu. Dunn gilt (vgl. Fig. 10): 

~) co sei eine Hilfsorientierung in O. Es gibt eine eineindeutige Zuordnung 

zwischen den z -Komponenten  yon  M ( G  ~) und den Z-Komponenten yon  M(G*2), so 

dal~ folgendes gilt: I s t  G 1 eine z -Komponente  yon  M (G 2) mi t  den l~andpunkten p und 

q (siehe Fig. 10), so dal3 p der beziiglich co l-re P u n k t  yon  S 2 in 2V~ und  q der m-re 

P u n k t  yon  S s in N~ ist (/, g = l  . . . . .  u), so ist G 1 durch ~ eine Komponen te  G .1 mi t  

den R a n d p u n k t e n  p* und q* zugeordnet,  so dab p* der l-re P u n k t  yon  S 2 in N~ 2 

ist und  q* der m-te P u n k t  yon  S 2 in N .1. 



300 W O L F G A N G  ~ I A K E N  

Beweis: M(G 2) und M(G .2) sei nicht leer. 

~.l) Es gibt eine semilineare Abbildung 2 von ~2 und G*~ aufeinander, so dab 

_Nz l auf _N . l  abgebildet wird (fiir alle z = 1 . . . . .  u) und der Anfangspunkt von Nlz be- 

ziiglieh ~o auf den Anfangspunkt yon -N .1. Dureh 2 wird M(G ~) auf eine Mannig- 

faltigkeit M '1 in G*~ abgebildet, so dab folgendes gilt: Is t  G 1 eine z-Komponente yon 

M(G 2) mit den Randpunkten p und q, so dab p d e r  l-re Punkt  yon S 2 in _N~ ist 

und q der m-re Punkt  yon S 2 in N~, so wird G 1 durch ~ auf eine z-Komponente G '1 

yon M '1 mit  den Randpunkten p '  und q' abgebildet, so dab p '  der /-te Punkt  von 

M '1 in N~ 1 ist und q' der m-te Punkt  yon M '1 in iVg.*l 

a.2) M a und M (G *~) sind einander /~hnlich beztiglich O, es gibt also eine ~hn-  

lichkeitsabbildung ~ beziiglich 0 zwisehen der durch M '1 und der dureh M(G .2) be- 

wirkten Unterteilung yon 0 (G*~), durch die 0 (M '1) und 0 (M(G*2)) aufeinander ab- 

gebildet werden. 

Beweis: ~ sei eine beliebige PK-Klasse,  deren Repr/~sentanten in ~,2 liegen, l]~ 

besteht  dann aus zwei Kanten  N .1 und N .1 (v, w = 1 . . . . .  u). Entsprechend bilden die 

Kanten  N~ und N 1 ein Paar  Hk. Dann liegen in ~2 je gleich viele Repr/~sentanten 

aus (~j und (~k, da wegen b~z = 1 

~a~r ~amx~ 
t 1 i - 1  

ist. Dureh )~ werden die irl ~ liegenden l~epr~sentanten aus (~k (und nut  diese) auf 

die in M '1 liegenden Repr~sentanten aus {~i abgebfldet. Also liegen in M(G *~) und 

in M '2 je gleichviele Repr/~sentanten aus ~j.  Daraus folgt ~.2 naeh ttilfssatz 3, I I .  

~.3) Aus ~ und ~ ergibt sich eine Zuordnung ~ mit  den geforderten Eigenschaften. 

Damit  ist ~ bewiesen. 

fl) S~ N~ und Se N~ ~ (/= 1 . . . .  , u) bestehen aus je gleiehvielen Punkten Pn . . . . .  PI~ 

bzw. p~, ..., p ~ ,  wobei diese in der Reihenfolge ihrer Numerierung in N~ bzw. ~Y~ 

liegen m6gen. In  H~ gibt es v~ paarweise miteinander punktffemde KF-  bzw. KM- 

Norma~kanten E]~ . . . .  , E~o~, so da~ ~ und p?~ (h = 1 . . . . .  v~) die Randpunkte  yon E h 

sind, da die Punktepaare (p~, p~) . . . .  , (p~,~, p~f) einander i n / ~  nicht trennen. E)~ + . . .  + E ~  

wird mit  .M(H~) bezeichnet. 

y) M (G ~) + M (G *~) + ~ M (H~) ist entweder leer oder besteht aus paarweise mit- 
f - -1  

einander punktfremden 1-dim Sph/~ren, deren jede genau eine PK-Normalkante  aus 

G~ und genau eine aus G*~ enth~lt. In  g a  gibt es daher (naeh Hilfssatz 1) eine Menge 
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M (K3), die entweder leer ist oder aus paarweise miteinander punktfremden K-Normal- 

fl~chenstiieken besteht, so dab ~1 (K 3) = M (G s) + i (G *s) + ~ i (H~) ist. 
f = l  

3.1.3) Ist  F a ein F-Raumstiick, so gilt: H~ . . . . .  H~ seien die in ~,a liegenden PF- 

und KF-F1//chenstiicke, N~ . . . .  , N~ die in Fa liegenden PKF-Kanten,  so dab N~ und 
1 2 N~+I in _f/~ liegen (m= 1, w), wobei 1 .... Nw+l = N  1 zu setzen ist. M (H~)+.. .  § M (H~) 

ist entweder leer oder besteht aus paarweise miteinander punktfremden 1-dim Sph/~- 
1 o ren S~ . . . . .  S~, so dab Sz HT~ (nach Hilfssatz 5, I) eine Normalkante ist. In  pa gibt 

es daher (nach Hilfssatz 1) c paarweise miteinander punktfremde F-Normalfl/~chen- 

stiicke F~, . . . ,F~,  so dab ~,2,__S ~, ( I=1 . . . .  . . . .  c) ist. F~+ +F~ wird mit M ( F  a) be- 

zeichnet. 

3.1.4) K~ . . . .  , K~ seien alle K-Raumstiicke, F~ . . . . .  F~ alle F-Raumstiicke. Dann 

ist S s + M (K~) + ... + M  (K~) + M (F~) + ... + M (F~) eine I~ormalfl~che ]l/s mit dem 

P-Zahlenvektor 5- Damit ist 3.1 bewiesen. 

3.2) Ist  M '2 eine Normalfl~che mit dem P-Zahlenvektor 5, so sind M 's und M s 

einander i~hnlich beziiglich O (wie aus ttilfssatz 3, I I  folgt). 

Beweis: 3.2.1) ist pa ein P-Raumstiick, so sind M z P  a und M ' s P  a einander Khn- 

lich beziiglich O. 

3.2.2) Ist  K a ein K-Raumstiick, so sind M2K a und M ' S K  3 einander i/hnlich be- 

ziiglich O. 

Beweis: G s sei ein in /~a liegendes PK-F1/ichenstiick. Dann sind M s ~s und M 's ~2 

einander /~hnlich beziiglich O, also sind auch MS]~ a und M ' s K  "a einander iihnlich be- 

ziiglich O. 

3.2.3) Ist  F a ein F-Raumstiick, so sind M s F  a und M ' s F  a einander i~hnlich be- 

ziiglich O. 

Beweis: j s  sei ein in ~a liegendes PF-Flgehensttiek. pa sei das j2 im Rande 

enthaltende P-Raumstiiek. ~i,, ..., ~*w seien diejenigen P-Klassen, deren Repr~sentanten 

in p3 liegen und mit j2 nicht punktfremd sind. Die Anzahl der z-Komponenten sowohl 

yon M s ]  s als auch yon M ' S ]  ~ ist dann xi, + ... +x,w. Also bestehen M s F  3 und M ' 2 F  3 

aus je gleiehvielen F-Normalfl/~chenstiieken und sind einander daher //hnlich beziig- 

lieh O. 

Aus 3.2.1, 3.2.2 und 3.2.3 folgt 3.2. 

Aus 3.1 und 3.2 folgt II .  

2 0  -- 6 1 1 7 3 0 5 1 .  Acta mathematica. 105.  I m p r i m 6  le  3 j u i l l e t  1961 .  
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6. Die nicht-negativ-ganzzahligen Fundamentall~sungen 

Wir benutzen nun folgende Eigensehaft der nieht-negativ-ganzzahligen LSsungen 

homogener linearer Gleiehungssysteme: 

SATZ 6. Ist  (~) ein endliches homogenes lineares Gleichungssystem mit ganzrational- 

zahligen KoeHizienten , so gibt es unter den nicht-negativ-ganzzahligen L6sungen yon (~) 

endlich viele 51 . . . . .  ~ ~ wir bezeichnen sie als die nicht-negativ-ganzzahligen Funda- 

mentall6sungen von (~) - -  die dutch /olgende Eigenschaflen r ausgezeichnet sind: 

a. 51 . . . . .  ~ sind entweder nichttriviale LSsungen von (~), oder es ist s=  1 und 51 

ist die triviale L6sung. 

b. Ist  ~ eine beliebige nicht-negative-ganzzahlige L6sung von (~), so gibt es (min- 

destens) eine Zinearkombination von ~1 . . . . .  ~s mit nicht-negativ-ganzzahligen Koe//izienten 

k l , . . . , k~ ,  so daft ~= ~ k~ ~i ist. 

c. Besteht (51, ..., ~)  nicht nur aus der trivialen LSsung, so gibt es keine Linear- 

kombination ~ c~ 5, mit nicht-neqativ-ganzzahligen Koe/]izienten, so daft ~ = ~ c~ ~ und 
i 1 i - 1  

cj = 0  ist (/iir irgend ein ] = 1 . . . .  , s). 

Der Beweis 1/iBt sich auf Grund folgender Bemerkung fiihren: Wenn es iiberhaupt 

nicht-negativ-rationalzahlige L6sungen von (~) auBer der trivialen L6sung gibt, so ent- 

sprechen diesen die Punkte einer ,,Ecke" eines Zahlenraumes geniigend hoher Dimension, 

deren Scheitel im Nullpunkt liegt. Den nicht-negativ-ganzzahligen L6sungen entspreehen 

die ganzzahhgen Gitterpunkte dieser Ecke. Auf den 1-dimensionalen Seiten der Ecke sueht 

man jeweils denjenigen Gitterpunkt auf, der dem Nullpunkt am n~ehsten liegt. Die diesen 

Gitterpunkten entsprechenden L6sungen seien b~, ..., b,. Dann liiBt sich jede nicht-negativ- 

rationalzahlige L6sung als Linearkombination der bj mit nieht-negativ-rationalzahligen 

Koeffizienten darstellen. Nun bestimmt man diejenigen nicht-negativ-ganzzahligen L6- 

sungen ~1 . . . . .  g~, deren jede Komponente kleiner ist als die entspreehende Komponente 

von bl +.  �9 �9 + b,. L/~Bt sich eine dieser L6sungen g~ als Linearkombination der iibrigen mit 

nicht-negativ-ganzzahligen Koeffizienten darstellen, so wird sie fortgelassen, und dieser 

Prozess wird so oft wiederholt, wie es m6glich ist. Die dann verbleibenden L6sungen sind 

unter allen L6sungen eindeutig ausgezeichnet und bilden das nieht-negativ-ganzzahlige 

Fundamentall6sungssystem yon (~). 

FOLCERUNG. Sind ~1, . .., ~ die nicht-negativ-ganzzahligen Fundamentall6sungen 

der P-Gleichungen, und ist M~ eine Normal/liiche mit dem P-Zahlenvektor ~ (i = 1 . . . . .  s), 

so ist M~ zusammenhiingend. 
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Beweis: Aus der Annahme, M~ bestiinde aus zwei miteinander punktfremden Kom- 

ponenten M '2 und M ''2, folgt: Die P-Zahlenvektoren yon M '2 und M ''2 seien 5' bzw. 

g". Dann ist ~ =5 '  +~" ,  wobei ~' und ~" ihrerseits nichttriviale Linearkominationen 

c ;~  bzw. ~ c~'~ mit nicht-negativ-ganzzahligen Koeffizienten sind. Damit ist 
1 = 1  j - - 1  

t H ~ r  
g~ = (cj + c~ ) ~y mit c~ + c~ = 0, also keine nicht-negativ-ganzzahlige Fundamental- 

] - 1  

15sung der P-Gleichungen. Dies steht im Widerspruch zur Voraussetzung, also ist die 

Annahme falsch und die Behauptung bewiesen. 

DRITTES KAPITEL 

Normalfl/ichen mit Selbstdurchdringungen 

Wir stellen nun die Frage, wie sich eine gegebene Normalfli~che M 2 aus ,,einfacheren" 

Normalflachen aufbauen lasse. Die O-Klasse yon M 2 sei ~)~, der P-Zahlenvektor 5" Ist  

keine der endlich vielen FundamentallSsungen der P-Gleichungen, so las t  sich ~ als 

Summe zweier nicht-negativ-ganzzahliger L6sungen der P-Gleichungen darstellen. Diese 

L6sungen sind vertri~glich und entsprechen eineindeutig zwei O-Klassen ~rj~ 1 bzw. ~J~2 

yon Normalfliiehen. Die Repr~sentanten aus ~}~1 und aus ~ 2  sind damit in gewisser 

Weise ,,einfacher" als M 2. 

Es kann nun sein, dab es einen Repri~sentanten M~ aus ~1  und einen Repri~sentanter~ 

M~ aus ~J~2 so gibt, dal~ M~ und M~ miteinander punktfremd sind. Dann ist die Normal- 

fl~che M~ + M~ ein Reprasentant aus ~j~, da sie den P-Zahlenvektor ~ hat, und da ~ und 

einander eineindeutig entsprechen. M 2 ist in diesem Falle also nicht zusammenhi~ngend. 

Im allgemeinen gibt es aber keine zwei Repriisentanten M~ und M~ aus ~fJ~l bzw. 

~J~z, die miteinander punktfremd sind. Man kann dann lediglieh zwei Repr~sentanten 

M~ und M~ so w~hlen, dal~ zwischen ihnen keine Beriihrungssingulariti~ten, sondern nur 

Durchdringungslinien vorkommen. Diese Durehdringungslinien sind entweder unberandet 

oder enden im l~ande von M~ und M~, also in Doppelpunkten der in /~/a verlaufenden 

Linien _~/~ und/~/~. Li~ngs der Durehdringungslinien kann man nun im Sinne yon Dehr~ 

[2] Umsehaltungen durchfiihren und die dadurch entstehenden Beriihrungssingularitiiten 

durch kleine Abi~nderungen beseitigen. Dabei liegen die Verhi~ltnisse wesentlich einfacher 

als bei [2], da keine Tripelpunkte auftreten kSnnen, die Durehdringungslinien also keine 

Schnittpunkte besitzen. 

Die fiir uns entscheidende Frage ist nun die, ob man durch geeignete Umschaltungen 

aus M~ und M~ eine singularit~tenfreie Mannigfaltigkeit gewinnen kSnne, die a) eine :Nor- 
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malflg~che ist und b) den P-Zahlenvektor g besitzt, also in }l~ liegt. Es ergibt sich, dab 

diese Frage dann zu bejahen ist, wenn MY und M~ geeignet gew//hlt worden sind, d .h .  

wenn die Durchdringungslinien yon M~ und M~ in einer gewissen Normalform vorliegen. 

In  diesem Falle sind die Umschaltungen, die zu einer Normalfl/~che fiihren, eindeutig be- 

stimmt. 

Die Aufgabe dieses Kapitels ist es, den Begriff der ,,Normalfl/iehe mit Durehdringungs- 

linien" in einer geeigneten Weise zu definieren und naehzuweisen, da$ sich bei gegebenen 

| ~ 1  und ~ 2  stets zwei gepr//sentanten MY und M~ so ausw/~hlen lassen, dag 

sie zusammen eine derartige Normalfl/iche mit Selbstdurehdringungen, eine sogenannte S- 

Normalfl//che, bilden. 

1. S-Mannigfaltigkeiten 

Eine Mannigfaltigkeit mit Singularit~ten definiert man im allgemeinen als Abbildung 

einer singularitgtenfreien Mannigfaltigkeit M e in ein Polyeder A. Bei den Untersuchungen 

dieser Arbeit kommen nur Singularit~ten yon besonders einfacher Art vor: Es treten ledig- 

lich Doppelpunkte auf, und Verzweigungspunkte sind ausgeschlossen. Die Doppelpunkte 

bilden dabei eine (d - 1)-dim Mannigfaltigkeit. A ist in diesem Falle ein d-dim Polyeder, 

in dem die Umgebung eines beliebigen Punktes p entweder ein d-dim Raumelement ist 

oder aus zwei &dim Raumelementen besteht, die sieh in einem (d - 1)-dim Raumelement 

sehneiden, je nachdem, ob p ein einfacher Punkt  oder ein Doppelpunkt ist. Ein solches 

Polyeder A nennen wit ein S-Polyeder. Dariiberhinaus k6nnen wit immer voraussetzen, 

dab ein S-Polyeder A a in einer (d + 1)-dim Mannigfaltigkeit M a+l liege. Wir k6nnen dann 

zwisehen ,,Beriihrungs-" und ,,Durchdringungssingularit//ten" unterscheiden und k6nnen 

fordern, dag nur Durehdringungssingularit/iten vorkommen. 

Ist  unter diesen Voraussetzungen ein S-Polyeder A e in einer Mannigfaltigkeit M a+l 

gegeben, so ist dadureh eine Mannigfaltigkeit mit Singularit/~ten bereits eindeutig bestimmt. 

D. h. zu A e lassen sieh ein singularit/itenfreies Urbild M a und eine Abbildung ~ yon M e 

auf A e konstruieren, und alle so konstruierten Urbilder und Abbildungen sind zueinander 

/s Wir kSnnen damit fiir unsere Untersuchungen den Begriff des singularit/iten- 

freien Urbildes g/~nzlich entbehren und bezeiehnen das Polyeder A a selbst als eine ,,d-dim 

Mannigfaltigkeit mit einfaehen Durchdringungssingularit/iten in M a+x'', oder kurz als eine 

S-Mannigfaltigkeit in M e+l. Eine in A a liegende Punktmenge bezeichnen wit als S-zusam- 

menh/ingend in A e / M  a+l, wean sie als Bild eines zusammenh//ngenden Teiles eines singu- 

larit/itenfreien Urbildes yon A e aufgefaBt werden kann. Entspreehend nennen wir eine 

Teilmenge yon A e eine S-zusammenh/ingende Komponente, kurz eine Sz-Komponente, 

yon A a / M  e+l, wenn sie als Bild einer z-Komponente eines singularit/itenfreien Urbildes 
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F i g .  11. U a m i t  B1 a - 1  . . . . .  B ~  1 f a r  d = 2. 

aufgefal3t werden kann. Einige im ersten Kapitel  fiir singularit~tenfreie Mannigfal t igkeiten 

bereits definierte Begriffe erweitern wir sinngemKB fiir S-Mannigfaltigkeiten. Wir  definieren 

also : 

D E F I ~ I T I O ~  1. Ein Polyeder  A d heil~t ein d-dim S-Polyeder, wenn folgendes gilt: 

I s t  p ein P u n k t  in A ~, und  ist U eine im Verh~ltnis zu A d kleine Umgebung  yon  ~o in A d, 

so ist U entweder ein abgeschlossenes d-dim Raumelement ,  oder U ist die Summe zweier 

abgeschlossener d-dim Raumelemente  E~ und  E d ~, so dal] E~E~ ein ( d -  1)-dim (p ent-  

haltendes) Raumelement  E ~-1 ist, das transversal  in E1 a und in E~ liegt. 

Insbesondere verwenden wir folgende Bezeichnungen: I s t  U ein Raumelement ,  so 

bezeichnen wir p a l s  einen ein/achen Punlct yon A~; im anderen Falte bezeichnen wir p als 

einen Doppelpunkt von A d. Die Summe aller Doppelpunkte  yon  A ~ bezeiehnen wir als die 

Durchdringung von A ~. Is t  speziell d = 2, so nennen wir die z -Komponenten  der Dureh-  

dringung yon  A a die Durchdringungslinien von A ~. 

D E F ~ I T I O ~  2. M ~ sei eine d-dim Mannigfaltigkeit, A d-1 sei ein in M a liegendes 

(d - 1)-dim S-Polyeder, D sei die Durchdr ingung yon  A d-1. 

I. Eine in A d-1 liegende Kan te  W 1 heil3t ein S-Streclcenzug in A~- l fM d, wenn folgendes 

gilt: 

a. WID ist entweder leer oder besteht  aus einzelnen Punkten .  

b. I s t  p ein in W ID liegender Punkt ,  ist U ~ eine im Verh~ltnis zu A d-1 und  

W 1 kleine Umgebung  yon  p in M ~, und  sind B~ -1, B d-12 , B3 a-1 und  B~ -1 dig z-Kom- 

ponenten yon  ( A ~ - I - D )  U d, so dal] B1 a-1 und  B2 a-1 in versehiedenen z-Komponenten  

yon  U d - ( / ~ - I + B ~  -1) liegen (siehe :Fig. 11), so ist ( W I - p )  U d entweder mit  B~ -1 

und B2 a-1 oder mi t  B~ -1 und B~ -1 punktf femd.  
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I I .  Eine Tei lmenge T yon A a-1 heiBt S.zusammenhiingend in A a - 1 / M  ~, wenn es zu 

zwei bel iebigen in T l iegenden P u n k t e n  10 und  q s tets  einen in T l iegenden S-St reckenzug 

in A ~ - I / M  ~ gibt ,  der  io und  q verb inde t .  I s t  A a-1 selbst  S-zusammenh/fngend in A d - 1 / M  ~, 

so schreiben wir  daf i i r  k i i rzer  , ,A d-1 is t  S-zusammenh/~ngend in M d''. 

n I .  Eine abgesehlossende Tei lmenge A'a-1 von A ~-1 heiBt eine S-Komponente yon A ~-1 

in  M a, wenn es ke inen  in A ~-1 - A  'a-1 l iegenden 1Junkt p gibt ,  de r  sich durch  einen S- 

S t r eekenzug  in A * - I / M  d m i t  e inem in A'a-1 _ D l iegenden P u n k t  q ve rb inden  l~Bt. 

IV.  A 'a-1 heiBt eine Sz-Komponente von A d-1 in M a, wenn A 'a-1 S -zusammenhgngend  

in  A a - 1 / M  d und  eine S - K o m p o n e n t e  y o n  A ~-1 i n  M d ist.  

V. A a-1 heiBt eine S-Mannig/altiglceit in M d, wenn folgendes gilt:  I s t  D 'a-2 eine z- 

K o m p o n e n t e  yon  D, und  is t  U d eine im Verh/fltnis zu A a-1 kleine U m g e b u n g  yon  D 'a-~ 

in  M d, so g ib t  es genau zwei Sz -Komponen ten  yon  A a-1 U a in U a. 

VI. A a-1 l iegt  transversal in M a, wenn A a-1 = A a - l ~  d ist. A ~-1 heiBt dann  auch  ein 

St-Polyeder in M a. 

D E F I N I T I O N  3. I s t  A eine r and t r eue  Zer legung eines Polyeders  P in offene iV[annig- 

fa l t igkei ten ,  und  is t  A ein in P l iegendes S-Polyeder ,  so l iegt  A transversal beziiglich A,  

wenn  folgendes gilt:  I s t  E e ein E l emen t  aus A, so is t  A E e en tweder  leer oder  A E  ~ is t  ein 

S t - P o l y e d e r  in/~e.  

I s t  A eine Zerlegung in offene Raumelemen te ,  so l iegt  A elementar beziiglich A,  wenn 

we i t e r  gilt: I s t  E ~ ein E l emen t  aus A, und  is t  A E ~ n ieht  leer, so is t  

a. jede Sz -Komponen te  yon  A / ~  in E e ein (e - 1)-din1 abgeschlossenes Raumelemenr  

b. jede z - K o m p o n e n t e  der  Durehdr ingung  von A ~  'e ein ( e -  2)-dim abgesehlossenes 

R a u m e l e m e n t .  

] ) E F I N I T I O N  4. A a sei ein S-Polyeder ,  A sei eine s impliziale  Zer legung yon  A a, D 

sei die ] )u rchdr ingung  yon  A d. a, sei die Anzah l  der  / -d im E lemen te  aus  A, die n ich t  in 

D liegen, b, sei die Anzahl  der  in D l i e g e n d e n / - d i m  E lemen te  aus  A. ] ) ann  bezeiehnen wir  
d 

die  Zahl  c = ~ ( -  1) *+1 (a, + 2bi) als die S-Charakteristik yon A a. 
4=0  

FOLGERUNO. A a sei ein S-Polyeder, D sei die Durchdringung von A ~. Dann  gilt: 

I. A d ist entweder leer oder ein (d - 1)-dim S-Polyeder. 

I I .  D ist entweder leer oder eine (d - 1)-dim Mannig[altigkeit, und es gilt: 

I I .1 .  / )  = D A  ~. I I .2 .  Die Durchdringung yon -/1 ~ ist gleich .l). 
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2. Die Normalunterteilung 

Wir wollen den Begriff der S-NormalflKche so definieren, dab es 1/~ngs jeder Durch- 

dringungslinie einer solchen S-blormalfl/~che eine Umschaltung gibt, durch die wieder eine 

S-Normalfl~ehe ents~eht. Von den Durchdringungslinien kann man in naheliegender Weise 

verlangen, dab sie mit den abgeschlossenen Hiillen der F-l~aumstiicke punktfremd seien, 

daB sie die P- und K-Raumstiicke in offenen Kanten sehneiden, die PK-Flgchenstiicke in 

Punkten durchsetzen und, falls sie berandet sind, ihre l~andpunkte in PM-Fls 

haben. Ein K-l~aumstiick sol[ dabei so durchsetzt werden, dab nicht beide Randpunkte 

einer Sehnittkante in einem und demselben PK-Flgchenstiick liegen. Die S-l~ormalfl/iche 

schneider dann also die abgeschlossenen Hiillen der F-Raumstiicke in paarweise miteinander 

punktfremden F-Normalfl/s und die abgeschlossenen Hiillen der P- und K- 

Raumstiicke in S-Mannigfaltigkeiten, yon denen zu verlangen ist, dab jede ihrer Sz- 

Komponenten ein P- bzw. K-Normalflgehenstiick sei. Entsprechend werden dann die 

abgeschlossenen Hiillen der PK- und PM-Flgchenstficke in 1-dim S-Mannigfaltigkeiten 

geschnitten, deren jede Sz-Komponente eine PK- bzw. Pl~-Normalkante ist. 

Man kann bereits an einfachen Beispielen erkennen, dab eine so definierte S-Normal- 

flgche der genannten Umschaltungsforderung im allgemeinen noch nicht geniigt. Be- 

trachten wir etwa ein PK-Flgchenstiick G 2, das der Einfaehheit halber nur drei PXF-  

Kanten N~, N~ und N~ im Rande enthalten mSge, wie in Fig. 12 dargestellt. Eine gegebene 

S-Mannigfaltigkeit M 2 mSge die angegebenen Bedingungen erfiillen und ~2 in einer Reihe 

yon PK-Normalkanten schneiden. Wird lgngs einer G 2 durchsetzenden Durehdringungs- 

linie D 1 yon M 2 umgeschaltet, so bewirkt dies eine Umschaltung des Schnittes M2G z in 

den Sehnittpunkten D1G a. Soll unsere Umschaltungsforderung erfSllt sein, so muB es also 

auch in jedem Doppelpunkt yon M2G ~ eine Umsehaltung geben, dutch die aus M 2 ~2 eine 

S-Mannigfaltigkeit in ~2 hervorgeht, deren Sz-Komponenten wieder PK-Normalkanten 

sind. Fig. 12a zeigt zwei PK-Normalkanten mit drei Sehnittpunkten. Im Doppelpunkt 

p gibt es zwei m6gliche Umsehaltungen. Durch die eine dieser Umschaltungen (in Fig. 

12a durch zwei BSgen angedeutet) entsteht eine Kante mit Selbstdurchdringungen, 

wghrend durch die andere eine Kante entsteht, deren beide Randpunkte in N~ liegen (und 

diese Kanten sind jeweils Sz-Komponenten der entstehenden S-Mannigfaltigkeiten in ~2). 

Es gibt in p also keine Umschaltung, die den Forderungen gentigen wiirde. Diese Sehwierig- 

keit ist darin begrfindet, dab die drei Schnittpunkte in der einen Xante, yon N~ aus ge- 

rechnet, in der Reihenfolge p, p ' ,  p" liegen und in der anderen Kante in entgegengesetzter 

Reihenfolge. Man kann nun die zusgtzliche Forderung in die Definition der S-~Normalflgche 

aufnehmen, dab ein derartiger Sachverhalt ausgeschlossen sein solle. DaB dies allein auch 
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Fig.  12. Beispiele fiir e inande r  schne idende  :PK- :Normalkanten  in G~. a. Zwei  K a n t e n .  b. Dre i  K a n t e n .  

c. Vier K a n t e n .  d. Vier K a n t e n  m i t  geo rdne t en  S c h n i t t p u n k t e n .  

nicht geniigt, zeigt Fig. 12b. Hier sind drei PK-Normalkanten mit vier Schnittpunkten 

dargestellt. Durch Umschalten im Punkte q entstehen nun entweder (im Sinne der BSgen) 

zwei Kanten wie in Fig. 12 a oder eine Kante mit beiden Randpunkten in N~. Ein derartiges 

Kantentripel kann, wie Fig. 12 c zeigt, wiederum aus vier Kanten (durch Umschalten in r) 

entstehen, wobei diese vier Kanten paarweise nur je einen Schnittpunkt besitzen. 

Die angedeuteten Schwierigkeiten lassen sich dann vermeiden, wenn man verlangt, 

dab die Schnittpunkte der PK-Normalkanten ,,geordnet" sein sollen, wie in Fig. 12d 

fiir vier Kanten dargestellt worden ist, d. h. es sollen sich in G~ miteinander punktfremde 

Umgebungen der Kanten N~, N~ und N~ abteilen lassen (in Fig. 12d gestrichelt einge- 

zeichnet), die alle Doppelpunkte yon M2G 2 enthalten, so dal~ in der Umgebung yon N~ 

nur Schnittpunkte solcher PK-Normalkanten liegen, die einen in _N~ liegenden l~andpunkt 

besitzen. In dieser Forderung ist mit eingeschlossen, dal~ sich zwei PK-Normalkanten 

iiberhaupt nur dann schneiden diirfen, wenn es mindestens eine ]PKF-Kante gibt, die je 

einen l~andpunkt yon beiden PK-Normalkanten enth/~lt. Diese Einschr/~nkung ist ftir die 

beabsichtigten Untersuchungen zul/~ssig. 
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Fig. 13. ~(~2) ffir s = 4. 

Analoge Forderungen  mfissen an  die ,Geordne the i t "  der Durchdr ingungsl in ien  in  den 

P-Raumst i i cken  gestellt werden. Hier  liegen die Verh~ltnisse komplizierter,  u n d  wir miissen 

Umgebungen  der PF- ,  PK-  u n d  P~-Fl~chens t i i cke  auszeiehnen, in  denen die Durch- 

dr ingungsl inien zu ver laufen haben.  Wir  definieren hierzu den Begriff der Normalunter -  

te i lung von  0(1). 

D E F I N I T I O N  1. Eine  randt reue  Unte r t e i lung  dp yon  0 in  offene Raumelemen te  

heil]t eine Normalunterteilung yon 0 beziiglich F, wenn folgendes gilt: 

a. I s t  E d ein E lement  aus 0 ,  jedoch kein P-Raumstf iek  u n d  kein  P K - o d e r  

PM-Flgchenstfiek, so ist E ~ ein E lemen t  yon  (I). 

b. G 2 sei ein PK-  oder P~I-Fl~ehenstiiek.  0 (G 2) bestehe aus K a n t e n  E~ . . . . .  E] u n d  

P u n k t e n  Pl, . . . ,  Ps, so dab p~ u n d  P~+l die R a n d p u n k t e  yon  E 1 sind (i = 1, ..., s, wo- 

(1) Wie H. Schubert [11] ausgeffihrt hat, lassen sich die angestrebten S~tze fiber S-Normalfl~chen 
(Hauptsatz 3 und Hauptsatz 4) einfacher erhalten, wenn der Begriff der S-Normalfl~che anders definiert 
wird: Die Durchdringungslinien werden nlcht in die P- und K-Raumstficke, sondem in die K- und F- 
Raumstficke gelegt. Dann wird insbesondere der Begriff der Normalunterteilung entbehrlieh. 
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bei Ps+l = P l  zu setzen ist). Dann  besteht  (P(G ~) (siehe Fig. 13) aus offenen F1/~chen- 

stricken E~ . . . .  , E~ und G .2, aus offenen Kan ten  E~ 1 . . . .  , E;  1 und  E~ 1 . . . . .  E .1 und aus 

Punk ten  p* . . . . .  p*, so dab folgendes gilt: 

b.1. E } G e = E ~ ,  / ~ } G * 2 = E  .1, 0 2 0  *3 ist leer. 

b.2. p* und p*§ sind die Randpunkte" von E .1 (wobei * * p~+l=pl zu setzen ist); 

p~ und  p~' sind die Randpunk te  von E~ 1. E~ 1 und E~'~+I liegen in E~ (wobei E~+~=E'~ 1 

zu setzen ist). 

c. pa sei ein P-Raumsti iek.  0 (/5~) bestehe aus offenen F1/iehenstiieken E~, E 2 

aus Kan ten  E 1, ..., E it, und  aus Punk ten  E ~ ..., Et ~ Dann  besteht  (I)(pa) aus offenen 

, E~ ~ Raumst i icken E~ a . . . . .  E ~  und  p,a,  aus offenen F1/~chenstiicken E[ ~, ... , und 

E,~, E,2 ,1 EgI .. E .1 und aus Punk ten  E'~ ~ E *~ .... t , ,  aus Kan ten  E1 . . . . . .  und E ]  1, ., t~ ..., t,, 

so dab (bei geeigneter Numerierung) folgendes gilt: 

c.1. Es ist E ; e + l P  a - - - e  E ; e + l P * a = E  *e ( i = 1  e =  - E i  und �9 , .... t~; 0, 1, 2). pa/~*a 

ist leer�9 

"e, ]~'e,+l in E '~'+1 und E *e' in j~*e.  ( i l  = 1 .... t,,; e.2. Liegt Ee: in E~,, so liegt ~i, ~, 4, ~ , 

i2=l, . . . , t~ 5 q=0,1;  %=1,2). 
Insbesondere werden fiir die Elemente aus (I) folgende Bezeiehnungen eingefiihrt: 

Qa sei ein P-Raumst i ick,  ein PK-F1/ichenstiiek oder ein Pl~f-F1/tehenstiick. 

a. Q,a sei das in Qa liegende d-dim Element  aus (I), dessen R a n d  mit  0 a punk t f remd ist. 

Dann  heitlt Q,a das Zentralelement yon Qa aus (I). 

b. E e sei ein in Qa liegendes Element  aus 0 .  E '~+1 sei das in Qa liegende (e + 1)-dim 

Element  aus ~ ,  das E ~ im g a n d e  enth/ilt. E *" sei das in ~,e+l liegende e-dim Element  aus 

(I), dessen R a n d  mit  Qa punkt f remd ist. Dann  heigt  E '~+1 das in Qa liegende Nebenelement 

zu E ~ aus (I), und  E *e heigt  das in Qa liegende Parallelelement zu E ~ aus (I). 

D E F I N I T I O N  2. I s t  O eine Normalunter tei lung,  so heigt  eine Orientierung a~* der 

P K F -  und P K ~ - K a n t e n  und  der Paral lelkanten aus dp zu diesen Kan ten  eine Hillsorien- 

tierung in 0), wenn folgendes grit: 

a. Die Orientierung der P K F -  und PK19I-Kanten ist eine Hilfsorientierung o) in O. 

b. I s t  h rl eine P K F -  oder PKl~I-Kante (siehe Fig. 14:) mi t  den R a n d p u n k t e n  p und  

q, die yon  p naeh q orientiert  ist, und  ist N .1 eine Paral lelkante aus gP zu N 1, so gilt: Es 

gibt  in qb genau eine Nebenkante  zu 10, deren yon  p verschiedener R a n d p u n k t  p* in 2~ r*l 

liegt, und genau eine Nebenkante  zu q, deren von q versehiedener R a n d p u n k t  q* in 2~ r*l 

liegt. Dabei ist N .1 dureh oJ* yon p* naeh q* orientiert  (siehe Fig. 14). Wir  bezeiehnen 

co* aueh als eine Erweiterung yon co in Op. (Die Definitionen des Anfangspunktes  einer orien- 
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p~ N ~ ^q 

p~ N*~ q~ 

Fig. 14. Orientierung von N 1 und N .1. 
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tierten Kante, des/- ten Punktes in einer orientierten Kante und der / - ten Kante in einem 

Fl~chenstiick, das zwei orientierte Kanten im gande  enth~lt, aus dem ersten Kapitel 

werden vSllig analog erweitert.) 

3. S-Normalfl/ichen 

Wir kSnnen nun definieren, wie eine S-Normalfli/che M 2 die P-gaumstiicke und die 

PK- und PM-Fl/~chenstiicke schneiden soll. Ist  Q ein P-gaumsti ick oder ein PK- oder 

PM-Fl~ehensttiek, so ist zuns zu verlangen, dab die Sz-Komponenten yon M2Q nicht 

nur P-~ormalfl~ehenstiicke bzw. PK- oder Ph)I-Normalkanten seien, sondern auch die 

Normalunterteilung r (~)) ,,normal" durchsetzen. 

Die Durehdringungslinien yon M 2 sollen die Nebenraumstiicke zu den PK-, PF- 

und PM-Fli/chenstiicken, sowie die K-Raumstiicke, in Kanten schneiden, die nicht beide 

Randpunkte in einem und demselben Element aus r haben, und sie sollen die Neben- 

fl~ehenstiicke zu den PKF-  und PKM-Kanten in einzelnen Punkten durehdringen. 

Um die in Fig. 12a dargestellten Schwierigkeiten zu vermeiden, stellen wir an die 

Sehnitte von M 2 mit den Nebenfl~chenstiicken zu den PKF-  und PKM-Kanten noch 

eine weitere Bedingung, die auf folgendes hinauskommt: Ist  N ~ ein solehes Nebenfl/~ehen- 

stiiek zu einer PKF-  oder PKl~I-Kante N 1, und sind El und E1 zwei Sz-Komponenten yon 

M~N 2, die einander in mehreren Punkten schneiden, so liegen diese Schnittpunkte in El 

und in E 1 N 1 2, yon aus gerechnet, jeweils in der gleichen geihenfolge. Die 1-dim S-Man- 

nigfaltigkeit M 2 ~  2 bezeichnen wir dann (wegen ihrer Ahnlichkeit zu der Projektion eines 

offenen Zopfes) als ,,zopfartig" in ~2. Die Sehnitte einer S-Normalfls M 2 mit den 

abgeschlossenen Hiillen der Elemente aus �9 und aus 0 bezeichnen wir als ,,beziiglieh �9 

S-normale" S -Mannigfaltigkeiten. 

DEFI~CITION 1. E 2 sei ein abgeschlossenes F1/~chenstiiek, E 1 und E .1 seien zwei in 

~)2 liegende abgeschlossene miteinander punktfremde Kanten (siehe Fig. 15). Dann liegt 
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eine 1-dim St-Mannigfaltigkeit  3//1 in E 2 zop/art ig in  E 2 bez~glich E 1 u n 4  E .1, wenn fol- 

gendes gilt: 

a. Jede  Sz-Komponente  von M 1 in E 2 ist eine (doppelpunktfreie) Kante ,  die genau 

einen in ~1 und  genau einen in ~ .1  liegenden R a n d p u n k t  besitzt. 

b. Fiir die Doppelpunkte  yon  M 1 gibt  es eine :Numerierung r 1 . . . . .  rt, so dab folgendes 

gilt: 

I s t  A 1 eine Sz-Komponente  yon  M 1 in E 2 mi~ dem in E 1 liegenden R a n d p u n k t  p,  und  

liegen r~ und  rj ( i , j  = 1 . . . .  , t) so in A 1, da[~ r~ zwisehen p und  rj liegt, so ist i < j .  (Vgl. 

Fig. 15.) 

Die Numerierung r 1 . . . .  , rt heiBt eine Zop /numer i e rung  der Doppelpunkte  yon  M 1 

beziiglich E ~ und  E 1. 

D E F I N I T I O N  2. I s t  (P eine Normalunter te i lung von 0 beziiglich F, so liegt eine 

Normalfl~che M 2 normal  bezi~glich qb, O, F, wenn sie elementar beziiglieh ap liegt und  

au2erdem folgendes gilt: 

a. I s t  N ~ ein Nebenfl~chenstiick zu einer P K F -  oder P K ~ - K a n t e  N 1 und ist N .1 

die in ~ liegende Nebenkante  zu 2V 1, so ist entweder M 2 N  e leer oder jede z -Komponente  

von M e N  ~ ist eine transversal  in ~ 2  liegende Kante ,  deren einer R a n d p u n k t  in N 1 und  

deren anderer  in N *1 liegt. 

b. I s t  j3  ein Nebenraumst i ick zu einem PK-,  PF-  oder Pl~l-Flachenstiick j2  und  ist  

j . e  das Nebenfl~ehenstiick zu j2, so ist entweder M e J  3 leer oder jede z -Komponente  yon  

M e ]  a ist ein transversal  in ]3  liegendes Fl~chenstiiek, dessen R a n d  J~ und j . e  in genau je 

einer Kan te  schneider (und auI~erdem genau zwei Kan ten  enthalt ,  die in voneinander  

verschiedenen :Nebenfls zu P K F -  oder P K M - K a n t e n  liegen). 

c. I s t  N a ein lXlebenraumstiick zu einem PR-Fl~chensti ick,  so ist Me_~ 3 leer. 

Von P- und  K-Normalflachensti icken,  sowie von PK-  und  PM-Normalkanten,  die 

den Bedingungen a, b u n d c  geniigen und  elementar beziiglich ~P liegen, sagen wir ebenfalls, 

dal~ sie normal  bezi~glich ap liegen. 

FOLGERUNG. E8 gibt eine Normalun ter te i lung  ap yon O. I s t  M 2 eine iVormal/lgche 

beziiglich O, so ldflt s ich ap insbesondere so wiihlen, daft M S zugleich S -normal  bezi~glich �9 

liegt. 

Beweis .  1) Qd sei ein P-Raumst i ick  oder ein PK-  oder PM-Fl~chenstiick. O(Q a} 

bestehe aus den Elementen E ~ ..., E~ E~, ..., E't,, E~, ..., E~ (mit t 2 = 0  fiir 4 = 2 ) .  

R ~ sei ein offenes konvexes Raumst i iek und ~t eine semilineare Abbfldung yon  ~)~ 

und  _~ aufeinander. Dabei seien F ~ F ~ F~, F 1 F~, F ~ die Bilder y o n  

E ~ E ~ R~. M S Q~ M '~-1. .... t, in Das Bild yon  sei A sei eine lineare Zerlegung y o n  
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]Fig. 15, E ~ m i t  M ~ u n d  Z o p f n u m e r i e r u n g  d e r  D o p p e l p u n k t e  (t = 8). 

_~d, die eine Zerlegung von M 'a-1 umfaJ]t, r se[ ein beliebiger Punkt  in einem d-dim 

Element aus A. Das Verbindungsprodukt aus r und _P~ ist ein abgesehl0ssenes 

(e + 1)-dim l%aumelement in J ~  und sein Inneres wird mit  F~ 'e~l bezeichnet (i = 1, ..., re, 

e=O, 1, 2). Das F~ 'e+l durch 2 zugeordnete Bild in Qa wird mit  E~ '~+1 bezeichnet, 

das Bild yon r mit  q. Die Elemente E~ E~ "e+l und q bilden eine randtreue Zerlegung 

~F yon ~)a in offene l%aumelemente, beziiglich derer M 2 ~)~ transversal liegt. 

V ~ sei eine im Verh/ilmis zu ~FIM e kleine Umgebung yon Qd in Qa. l~E~'e+l 
wird mit  E *~ bezeichnet, ~ d E " e + l  E 'e~-I Qd--ud mit  i und mit  Q*a. Dann bilden die 

Elemente E~ ~+1, E *~ und Q*~ eine Zerlegung yon Qd die mit  �9 (Q~) bezeichnet wird. 

2) Sind Q1 . . . . .  Qv die P-l%aumstfieke und die PK-  und PI~-F1/ichenstficke aus @ 

und Q~ . . . . .  Q~ die iibrigen Elemente aus 0,  so bilden die Elemente yon dp (QI) . . . .  , qb (Qv) 

und die Elemente Q~ . . . . .  Q~ eine Normalunterteilung qb yon O, beziiglich derer M g 

normal liegt. Damit  ist die Behauptung bewiesen. 

Fiir den folgenden Teil tier Arbeit gelte: 

VORAUSS~TZUNC. �9 sei eine Normalunterteilung yon 0 beziigtieh F. Unter  Neben- 

fl~ehenstiicken, Parallelkanten, Zentralraumstiicken usw. verstehen wir, wenn nieht aus- 

drfieklieh anders angegeben, Elemente aus qb. 

D ~ F I ~ I T I O ~  3. Eine bezfiglieh ~P und bezfig]/eh 0 elementar liegende St-Mannig- 

~altigkeit M e in M 3 heiBt eine S-Normal/l~iche bezi~glich dp, O, F, wenn folgendes gilt: 

a. M e ist mit  den abgesehlossenen Hfillen der R-Raumstfieke punktfremd. 
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b. Is t  F 3 ein F-Raumstf iek,  so ist jede z -Komponente  yon  M 2 F  3 ein F-Normal-  

fl~ehenstiiek. 

c. I s t  Q3 ein K- oder P-Raumsti ick,  so ist entweder M"Q 3 leer oder ]ede Sz-Kompo- 

nente yon  MS~) s in Qa ist ein beziiglich (I) normal  liegendes K- bzw. P-Normalfl//chenstiiek. 

d. I s t  D 1 eine ])urehdringungslinie von M 2, so gilt: 

d.1. D 1 ist mi t  allen denjenigen Elementen aus (I) punktf remd,  die nicht  K-Raum-  

stiicke oder Nebenraumsti icke zu PK-,  PF-  oder PM-F1/iehenstiieken oder Nebenfl/~chen- 

stiieke zu P K F -  oder P K M - K a n t e n  sind. 

d.2. I s t  K s ein K-Raumst i ick  und  D a eine z -Komponente  yon  D I K  "3, so liegt in jedem 

der beiden PK-F1/~chenstticke aus R s genau ein R a n d p u n k t  yon  D a. 

d.3. I s t  j3  ein Nebenraumst i ick zu einem PK-,  PF-  oder Pi~i-Fl~ehenstiick J~ und  

D a eine z-Komponente  yon  D1]  s, so liegen die beiden Rundpunk te  von D a nieht  in einem 

und  demselben Element  aus (I) und nieht  beide in js .  

d.4. I s t  pa  ein P-Raumst i ick  und  D '1 eine z -Komponente  yon  D i P  a, so liegen die 

beiden Randpunk te  yon  D a nieht  in einem und demselben Element  aus (I) und  n ich t  beide 

in/5s1~/3. 

e. I s t  N s ein Nebenfl/~chenstiiek zu einer P K F -  oder P K M - K a n t e  N 1 und ist N .1 die 

in 2~ rs liegende Paral lelkante z u  N 1, SO liegt Ms_Y 2 zopfartig in _~2 beziiglieh ~1 nnd  2V .1. 

D E F I N I T I O N  4. Eine St-Mannigfaltigkeit M a-1 in der abgesehlossenen Hiille eines 

P- oder K-Raumst i iekes  oder eines PK-  oder Pl~-F1/~ehenstiiekes Qa, die den Bedingungen 

c, d u n d e  aus Definition 3 geniigt und  elementar beziiglich qb liegt, heiBt eine S-normal 

beziiglich ~P, O, F in O, a liegende St-Mannigfaltigkeit. 

] ) E H ~ I T I O ~  5. Eine St-Mannigfaltigkeit M e in M a heiBt eine S-HalbnormalJliiehe 

beziiglich O, F, wenn folgendes gilt: 

a. M e liegt transversal  beziiglieh O. 

b. M 2 ist mit  den abgesehlossenen Hiillen der R-Raumst i ieke punktf remd.  

e. I s t  F a ein F-l~aumstiick, so ist jede z -Komponente  yon  M s P  a ein F-Normalflgehen- 

stiiek und  enth~lt  keine Doppelpunkte  yon  M s. 

D E F I N I T I O N  6. 

I. I s t  M s eine S-Halbnormalfl/iehe, so heil3t die Anzahl  der in M s liegenden F-Normal-  

fl/~ehenstiieke die F-Zahl yon M e beziiglieh O, F. 

I I .  M ~ sei eine beziiglieh 0 elementar liegende S-MannigfMtigkeit in M a. ~ sei eine 

P- oder eine PK-Klasse.  Q sei das P-Raumst i iek  bzw. P K -  F1/iehenstiiek, in dessen abge- 

sehlossener Hiille die Repr/~sentanten aus ~ liegen. ] )ann heiBt die Anzahl  x derjenigen 

Sz-Komponenten  yon  M2~) in Q, die Reprgsentanten aus ~ sind, die ~ entsprechende P.  
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bzw. PK-Zah l  von M 2 beztiglich O, F. Entsprechend heiBt die Menge aller P- bzw. aller 

PK-Zahlen yon  M 2 mi t  der Zuordnung dieser Zahlen zu den P- bzw. PK-Klassen  der P-  

bzw. PK-Zahlenvektor von M 2 beziiglich O, F. 

F O L G ~ V ~ G  1. Ist  M 2 eine S-Normal/liiche, 80 /olgt: 

I. Die F-Zahl  von M 2 ist grSfler als Null .  

I I .  Ist  f f l  2 doppelpunkt]rei, so ist _/~i 2 eine Normallinie. 

I I I .  M~ . . . . .  M~ seien paarweise voneinander verschiedene~ Sz-Komponenten yon M 2 

in M a, so daft M e= M~ + . . .  + M~ ist. Dann /olgt: 

I I I .1 .  Sind / , /1  . . . . .  /~ die F-Zahlen yon M ~, M~, ..., M~, so ist ] =]1 + ... § ]~. 

I I I .2 .  Ist  M 2 eine S-Normal/ligche, und sind x, x 1 . . . . .  Xs die einer P- oder P K -  

Klasse ~ entsprechenden P- bzw. PK-Zah len  yon M 2, M~ . . . . .  ~I~, so ist x = x  1 + ... +xs. 

FOLGV, RC~O 2. Sind M~ und M 22 S-Normal/liichen, und sind die P-Zahlenvektoren 

von M~ und M~ einander gleich, so gilt: 

I. .Die F-Zahlen yon M~ und yon M~ sind einander gleich. 

I I .  let  .l~/l~ leer oder eine ein/ache .Normallinie, so ist auch .M~ leer oder eine ein- 

/ache Normallinie. 

FOLGERUNG 3. Q~ sei ein P K -  oder P..~l-Fliichenstiick oder ein P - o d e r  K-Raum-  

stiick. A~ -1 und A~ -1 seien zwei normal in Qa liegende Elemente. Dann gilt: 

I. AS1-1 und Aa2 -1 sind einander dann und nu t  dann dhnlich beziiglich O, wenn 

sie einander dihnlich beziiglich 0 8ind. 

I I .  Q*d sei das Zentralelement yon Qd (Q~ also in diesem Falle kein K-Raumstiick).  

A~ -1 und A~ -1 sind einander dann und nur dann dhnlich beziiglich (D~ wenn A~ 1Q,~ 

und A~-~Q *d einander beziiglich (b dihnlich sind. 

Beweis. 1) Bowels -yon I u n d  I I  ftir den Fall, daI~ Q~ ein PK-  oder P~-Fl i ichen-  

stiick Q2 ist: 

p~k und p.2~ seien die Randpunl~te yon  A~ (/c = 1~ 2). (I)(_~) besteht  aus Kan-  

ten A ~ ,  A 1 und A~ 1 2k und  aus Punk ten  P~'k und P~k, so daf~ P~k und  p*~ die Rand-  

punkte  yon A~k sind (i, k = 1, 2) und p ~  und p*k die yon A .1 (vgl. Fig. 16). Daraus  

foJgen die Beh~uptungen I und I I .  

2) Beweis yon I fiir den Fall, dal~ Qs ein K-Raumst f ick  Qa ist: 

G 2 und G '2 seien die beiden in Qa liegenden PK-F1//chenstiicke. 0 (A~) besteht  

aus vier Kan ten  El l  . . . . .  E~I und vier Punk ten  P11, ..., P41, so dal~ P~I und p~+~ die 

l~,~ndpunkte yon ~ sind (i = 1 . . . . .  4 mit  Psi =P~) ,  und so dal3 E]~ in G ~ liegt und 

E ~  in G 'e. Daraus  folgt Behauptung  I. 
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g, 

Fig. 16. (I)(A~). 

f z: 

/ 

:Fig. 17. q)(A 2) u n d  ~ ( A  "~) ftir t = 4. 

3) Beweis yon  I und  I I  fiir den Fall, d ~  Qa ein P-Raumst i lck  Qa ist: 

o (A~)  besteht  (vgl. Fig. 17) aus Kan ten  E~I, E 1 ..., tl und  Punk t en  P~I . . . . .  Ptl, 

so dag p,1 und P,+n die Randpunk te  yon  E,~ sind (i = 1, ..., t mit  pt+ll = P n ) .  r (A~) 

besteht  entspreehend aus offenen F1/~ehenstfieken A~I, ..., A~I und  A .2, aus K a n t e n  

A~I, A l .1 �9 tl ,  E l l ,  . . ,  E ~  1 und aus Punk ten  * .... p*l, so il 1 -  �9 ., �9 Pn,  dam folgendes gilt: A 2 A "z- 

=E~1,-1 Ao.ilA *2-~'*11 _tUil , "11-C~lA2A*e ist leer�9 P~'I und P~+n sind die Randpunk te  von  E ~ ,  P~I 

und P~I die yon  A~ll (mit P~'+n = P n ) .  Daraus  folgen die Behauptungen  I und  I I .  

Mit Nr. 1, 2 und  3 ist Folgerung 3 bewiesen. 

4. Die  Konstruktion von S-Normalfliiehen 

Wit  haben  nun  zu zeigen, dam sieh aus zwei gegebenen O-Klassen %~1 und  ~}~2 yon  

Normalfl/~chen stets zwei Repr/~sentanten so ausw/~hlen lassen, da~ ihre Summe eine 

S-Normalflgche M 2 ist. Sind 51 und  ~2 die ~ 1  und  ~J~2 entspreehenden P-Zahlenvektoren,  

so setzen wir voraus, dal~ 51 + 52 vertr/~glieh sei. 

Die Kons t ruk t ion  yon  M S filhren wir in drei Sehrit ten dureh: Zuerst konstruieren 

wir die Durchschni t te  yon  M 2 mi t  den abgeschlossenen Hiillen der F-Raumsti icke,  der 

KM-F1/~ehenstficke und  der Zentral-Raumsti lcke und  -F1/iehenstiieke aus r Diese Dutch-  
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F i g .  18.  E 2 m i t  M 1 f l i t  s = 6, t = 3 u n d  a = 2. (B~, B~, B 1 s i n d  g e s t r i c h e l t . )  
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schnitte sind singularitgtenfreie Mannigfaltigkeiten. Dann  konstruieren wit die Durch-  

schnitte yon  M s mit  den Nebenfl~chenstiicken zu den P K F - u n d  P K M - K a n t e n  aus O, 

wobei die Randpunk te  dieser Durchschni t te  durch den ersten Konst rukt ionsschr i t t  vor- 

gegeben sind. SchlieBlich werden die Durchsehnit te  von M s mit  den K-l~aumsti icken und  

den Nebenraumstt icken zu den PK-,  PF-  und  PM-Flachenstficken aus O konstruiert ,  

deren l ~ n d e r  durch die vorhergehenden Kons t ruk t ionen  ja bereits festgelegt sind. 

Als Hilfsmittel  beweisen wir vorher  zwei Hilfss/s fiber die Kons t ruk t ion  yon spe- 

ziellen S-Mannigfaltigkeiten in 2- und  3-dim l~aumelementen. 

HZLFSSATZ 6. E s 8ei ein Fliichenstiielc. E 1 und E .1 seien zwei miteinander punkt-  

/remde abgeschlossene Kanten in E 2. (Pz, P~), (P2, P~), ..., (P~, P*) und (ql, q~), ..., (qt, q~) 

8eien Paare von Punt;ten in E s, wobei eine der Zahlen 8, t gleich _Null 8ein dar/, also 

eine der Scharen leer, so daft /olgendes gilt: 

~. Die Punkte  291 . . . . .  Ps, P~ . . . . .  P*, ql . . . . .  q~, q~ . . . .  , q* 8ind paarweise voneinander 

verschieden. 

b. Pl . . . . .  P~, ql . . . . .  Z,, liege~ i~ #~, p~ . . . . .  ~*~, Z~ . . . . .  q~ i~ ~*~. 

c. (Pi, P*) und (pj, p*) (i, ] =  1 . . . . .  8; ]=Fi) trennen einander in t~ s nicht. (qt, q*) 

21 - 61173051 105. Acta mathematica. ~ m p r i m 6  ]e 3 juil le~ 1961 



3 1 8  WOLFGANG HAKEN 

und (q,, q*) (1, r e = l ;  .... t, 1 4 m )  trennen einander eben/alls nicht. Dann /olgt: I n  E ~ 

gibt es eine St-Mannig/altigkeit M 1, die aus s §  Sz-Komponenten A~, ..., A 1~, B~, ..., B~ 

in E 2 besteht, so daft /olgendes gill: 

a. A~ ( i = l  . . . . .  8) wird von Pi und p* berandet, B~ ( l-~l  . . . .  , t )  yon ql und q*. 

b. A~ . . . . .  A] sind paarweise miteinander punkt/remd; B~, ..., B~ sind eben/alls paar- 

weise miteinander punkt]remd. 

A I B  1 ist entweder leer oder besteht aus genau einem Punkt .  

d. M 1 liegt zop/artig in E ~ beziiglich E 1, E .1. 

Beweis. 1) Hilfssat~ 6 gilt fiir s § t = 1. 

2) Aus der Induk t ionsannahme,  der Hilfssatz  gelte ffir s §  folgt seine Giiltig- 

kei t  fiir 8 + t = v + l .  

Beweis: a. Durch geeignete Bezeichnung der Punk t e  Pl, . . . ,Ps,  P~ . . . .  ,P*,  ql, 

. . . .  q ,  ql . . . . .  qt (und bei geeigneter Orientierung der K a n t e n  E 1 und  E .1) l ~ t  

sich Iolgendes erreichen (siehe Fig. 18): Pl . . . . .  Ps liegen in der I~eihenfolge ihrer :Nu- 

merie i~ng in E 1. ql, ..., q* liegen ebenfalls in der Reihenfolge ihrer Numer ierung in 

E 1, wobei ql in der  Reihe vor  Pl liegt, falls t :# 0 is~, p~ . . . .  , p* und q~ . . . .  , q~ liegen in 

der Reihen folge der Iqumerierung in E .1. 

b. ql zerlegt E 1 in zwei z -Komponenten ,  deren abgeschlossene tt i i l len K a n t e n  E ' I  

und  E ' '1 sind, wobei die P u n k t e  Pl, ..., P~, q~ . . . . .  qt in ~,1 liegen (vgl. Fig. 18). q~ zer- 

legt  E .1 in zwei z -Komponenten ,  deren abgeschl0ssene Hiillen K a n t e n  E~ 1 und E~ 1 sind, 

so daI~ q~ . . . .  , q* in ~ t l  liegen. Von den P u n k t e n  p~, . . . ,  p* liegen dann  p~, ... ,  p* 

in ~ 1  und * * in E~ 1 ( a = 0 ,  1, s). I n  E ~ gibt  es eine abgeschlossene p a + l ,  . . . ,  p s  " " ,  

K a n t e  B~, so dab  B~ = B ~ E  ~ =q~ + q~ ist. B~ zerlegt E 2 in zwei z -Komponenten ,  deren 

abgeschlossene Hiillen ~ls  E '2 und  E ''2 sind, wobei E '1 und  E~ ~ in E '~ liegen. 

I n  ~1 sei r e i n  beliebiger Punk t .  r zerlegt B~ in zwei offene Kan ten ,  deren eine r 

und  q~ als l~andpunkte  ha t  und  mi t  K .1 bezeichnet  wird. I n  K .1 wird eine Reihe 

yon a I )unkten  p~', ..., p*' ausgezeichnet,  die, yon  r nach q~ gerechnet,  in der  Reihen-  

folge ihrer Numer ie rung  in K*'  liegen. Die K a n t e  E~ 1 +T~ .1 wird m i $ E  *'1 bezeichnet.  
, t  , /  

c. In  ~ '~  liegen (vgl. Fig. 18) die Punk tepaa re  (PD Pl ), ..., (Pa, Pa ), (P~+I, * Pa+i), 

.. . ,  (pz, p*) und (q2, q~), ' " ,  (qt, q~), wobei nach Induk t ionsannahme  gilt: I n  E '~ gibt  

es eine St-Mannigfal t igkei t  M '1, die aus v Sz -Komponen ten  A~ 1 . . . .  , A~ ~ und B~ ~, ..., B~ ~ 

in E 'e besteht ,  so dal~ folgendes gilt: 

e . t .  A~ ~ ( i = 1  . . . . .  a) wird yon p~ und p*' berandet ,  A~ 1 ( j = a + l ,  . . . , s )  yon p~ 

und  p~, B~ ~ ( /c=2 . . . .  , t )  yon  q~ und q~. 
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c. 2. A~ 1, . . . ,  A~ 1 s ind paarweise  mi t e inande r  punk t f r emd;  B~ 1 . . . . .  B~ 1 s ind eben-  

falls paarweise  mi t e inande r  punk t f r emd .  

c. 3. A[ 1 B~ 1 ( l =  l ,  . . . ,  s; k = 2, . . . ,  t) i s t  en tweder  leer oder  ein P u n k t .  

c. 4. M '1 l iegt  zopfar t ig  in E '~ beziiglieh E '1 und  E *'1. 

d. I n  ~,,2 l iegen die P u n k t e p a a r e  (p~, Pl ) . . . .  , (pa*, P~ ), u n d  es g ib t  in  E ''~ eine 

t -Mannigfa l t igke i t  M " ,  die aus a z -Komponen ten  A~ "1, ..., A ' j  1 besteht ,  so dab  A[ '1 

yon  p* und  p* '  be rande t  wird.  ( Is t  a = 0, so is t  M "  die leere Menge.) 

e. M ' I §  M "  §  i s t  eine S t -Mannigfa l t igke i t  M 1 in E 2 m i t  den geforder ten  Eigen-  

schaften.  Denn  die abgeschlossenen K a n t e n  A~ 1 --,,1 A,,1 + J ~  , . . . ,  A : I +  o , A 2 + ~ ,  . . . ,  A~  ~ e i n e r -  

seits und  die abgesehlossenen K a n t e n  B~, B21, . . . ,  B~ 1 andererse i t s  b i lden  zwei Seharen  

mi t  den  geforder ten  Eigensehaf ten ,  wobei  sigh eine Zopfnumer ie rung  der  D o p p e l p u n k t e  

yon  M 1 beziiglich E 2 und  E 1 folgendermaBen ergibt:  Die Doppe lpunk te  yon  M '1 seien 

r 1 . . . . .  rm. Dabe i  sei die I~umerierung eine (nach Induk t ionsvorausse tzung  exis t ierende)  

Zopfnumer ie rung  beziiglich E '2 und  E '1. Dann  s ind r 1 . . . . .  rm und  p*' ,  . . . .  p* '  die Doppel -  

punk te  yon  M 1. W i r d  d a n n  p * ' = r m + l  . . . . .  p*'=r,~+~ gesetzt ,  so is t  die l~umer ie rung  

rl,  . . . ,  r~+~ eine Zopfnumer ie rung  der  Doppe lpunk t e  yon M 1 beziiglich E 2 und  E ~. 

D a m i t  is t  Nr.  2 bewiesen. 

Mit  I~r. 1 und  2 is t  Hi l fssatz  6 dureh  I n d u k t i o n  bewiesen. 

H I L F S S A T Z  7. E a sei ein Raumstiick. S und T seien zwei in Ea liegende M a n -  

nig/altigkeiten mit  /olgenden Eigenscha/ten: 

a. Die z-Komponenten von S und T sind 1-dim Sphdiren S 1, ..., S~, T~, ..., T~, 

wobei eine der Zahlen s, t gleich Nul l  sein kann. 

b. S~, ..., S 1~, T~, ..., T it sind die Sz-Komponenten von S §  T in j~3. 

c. S~T~ ( i = 1 ,  . . . ,  s; j = l  . . . . .  t) ist entweder leer oder besteht aus genau zwei  

Punlcten. 

Dann  /olgt: I n  E a gibt es eine St-Mannig/altiglceit M ~, die aus s § t Sz-Kompo-  

nenten A~, ..., A~, B~ . . . .  , B~ besteht, so daft /olgendes gilt: 

a. A~ ist gleich S~ und J~  ist gleich T~. 

b. A~, ... ,  A~ sind paarweise miteinander punlct/remde Fl~ichenstiiclce, B~, ... ,  B ~t 

sind eben/alls paarweise miteinander punlc/remde Fli~chensti~clce. 

A2 B 2 ist entweder leer oder eine Kante.  e .  ~ 1 

Beweis. 1) Hi l fssatz  7 gil t  (siehe Hi l fssa tz  1) fi ir  t = 0 .  

2) Aus  der  I nduk t ionsannahme ,  der  t I i l f ssa tz  gelte f i i r t  = v ,  folgt  seine Gii l t ig-  

ke i t  ffir t = v + l .  
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Beweis: I n  E a gibt es ein abgeschlossenes Fliiehenstiick B~, so d a b / ~  = B~ ~ a =  T1 

ist. Tl  zerlegt Ea in zwei offene Flgchenstiicke F '2 und  F ''~. Entsprechend zerlegt 

B~ E a in zwei z-Komponenten,  deren abgeschlossene ttiillen Raumst i icke E 'a und E ''a 

sind, so dab E 'a = F  '2 +B~ und  /~,,a = F , , 2  + B ~  ist. Von den Sph~ren S I , . . . ,  S~ seien 
$1 1 kl, ..-, Se a die in F '2 liegenden, S lh, -.., $14 die in F ''~ liegenden und S~I, ..., Slm ~ die 

TI schneidenden. In  B~ lassen sich c paarweise miteinander punkt f remde Kan ten  

D 1 D 1 auszeichnen, so dab 1)1 1 �9 a $1 = D i n  w E = T~ (w=  1, c) ist, da je zwei ml~ . . . ~  m o m w m w . . . ~  

,1 T 1 s l o  T1 einander in T~ nicht  trennen, Dann  gilt: der Punktepaare  -ml 1, ..., 

a. S~, S~ a und  ~1 F,2 + Dim,, 1 ,~ . . . . . . .  �9 . . ,  Smo F + D,n ~ sind a + c paarweise miteinan- 

der punkt f remde 1-dim Sph~ren in E '3 und  werden zur Abkiirzung mit  S~ 1 . . . . .  S~, 1 

bezeichnet. Entsprechend sind S~,, ..., S~ 0 und S 1, F ''2 + 9 1 ,  . . . ,  S 1,% .F ''~ + D l o  b + c 

paarweise miteinander punktf remde 1-dim Sph~ren in E ''a und  werden mit  S'1 '1, . . . ,  S'~',, 1 

bezeichnet. 

b. Von den Sph~ren T~, 1 .... T~+I werden die in F '2 liegenden mit  T~ 1 . . . .  , T~, 1 

bezeichnet und  die in F ''~ liegenden mit  T'I '1, . . . ,  T~;, 1. Dabei ist S[, 1 T~3 (i' = 1 . . . . .  s'; 

j '  = 1 . . . . .  t') bzw. S~;3 T~ :1 ( i"  = 1 . . . .  , s";  ~" = 1, . . . ,  t")  entweder leer oder besteht  aus 

genau zwei Punkten.  

c. I n  E 'a und in E ''a gibt  es nach Indukt ionsvorausse tzung je eine St-Mannig- 

falt igkeit  M '  bzw. M " ,  die aus Sz-Komponenten  A~ ~, ..., A~, 2, B~ 2 . . . . .  B~? bzw. A~ '2, 

..... A~:, 2, B~ '2, ..., B~ :e besteht,  so dal~ folgendes gilt: 

c. 1. A;3 = S;, ~, B;, 2 = T~, ~, A;::  z = S;:3, ~;:,2 = T;,9. 

e. 2. A~ 2 . . . . .  A~? bzw. A~ 'e, ..,, A~;, 2 sind paarweise miteinander punkt f remde 

:Fli~chenstiicke, B~ 2, ..., B~? bzw. B~ '~ . . . . .  B~,'3 sind ebenfalls paarweise miteinander punkt-  

:fremde Fl~chenstiieke. 

c. 3. A;,2B~3 bzw. A;,',eB;',, e ist entweder leer oder eine Kante .  

d. M '  + M "  + B~ ist eine St-Mannigfaltigkeit M 2 in E a mit  den geforderten Eigen- 

,schaften. Denn die Fli~chenstiicke A~ 2, A~9., ~ , ,e  �9 . . ,  ~ 1  , A'~ "2 und A '~ --,,2 �9 . . ,  a + l §  . . . ,  

P"2 t 2  "*~2 A'~2+o + A b + c  einerseits und  die Fl~chenstiicke B~,  ..., B~, ~ . . . .  B~ , , B~L e und B~ ande- 

rerseits bilden (bei geeigneter Bezeichnung) zwei Scharen mit  den fiir A~,  . . . ,  A~  und 

B~ . . . .  , B~+~ geforderten Eigensehaften. 

Dami t  ist ~ r .  2 beweisen. 

t t i]fssatz 7 ist dami t  durch Induk t ion  bewiesen. 

HAUPTSATZ 3 (Durchdringungssatz fiir Normalfii~chen). 
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g2 i und ~J~2 seien zwei ~)-Klassen von Normal/liichen, die den LSsungen 5i bzw. 52 

der P-Gleichungen entsprechen. 51 4 52 sei vertriiglich. Dann gibt es zwei Repriisentante~ 

M~ und M~ aus ~0~ 1 bzw. g)~2, so daft ]olgendes gilt: 

a. M~ + M~ ist eine S-Normal/liiche mit  dem P-Zahlenvektor ~i § 52. 

b. M~ und .M~ sind S-Komponenten von M~ + M 2 in M a. 

Beweis. eo sei eine IIilfsorientierung in (P. 

l) Es gibt zwei Normalfl/~ehen M[ 2 und M~ 2 aus ~J~l bzw. ~ 2  und eine Norma l -  

flgehe M a aus der ~i+5~ entspreehenden O-Klasse ~ ,  so daB M[ 2, M~ ") und  M "~ 

normal  beztiglieh (I) liegen. (Siehe I t aup t sa tz  2, I I . )  

2) I s t  E e ein F-Raumst t iek  oder ein K.-~I-F1/~ehenstiiek, so gilt: 

M ' e E  a besteht  aus a ( a = 0 ,  1 . . . .  ) z -Komponenten  i ~ d  1, "", F,a-i, SO dab F~ -l: 

das beziiglieh 6o i-re Element  yon M '2 in E a ist. Ferner  besteht  M[  e E  a aus a 1 z- 

Komponen ten  und M~2E a aus a~ z-Komponenten,  wobei a i +a~ = a  ist. 

F ~ - l +  + F a  1 und a-1 a-i ... F~,+~ + ... + Fa sind zwei miteinander punktf remde Mengen 

und werden mit  M 1 (E e) bzw. M 2 (E a) bezeiehnet. 

Liegt ein Element  E e aus gP in ~a, so wird [M k (Ea ) ]E  ~ mit  M e ( E  e) (]c=1,2)~ 

bezeiehnet. 

3). I s t  Q*a ein Zent raMement  eines P-Raumsti iekes oder PK-  oder Pl~I-Flgehen- 

stiickes Qa, so gilt: 

3.1) ~1, ..., ~m seien diejenigen O-Klassen yon  P-Normalfl~ehensttieken bzw. P K -  

bzw. Pl~I-Normalkanten, deren Repr/~sentanten in ~)a liegeli, a t , . . . ,  a m seien die An-  

zahlen der in M '~ liegenden Repr/~sentanten aus ~ i  . . . .  , ~m. an,  ..., aim und a2i . . . .  , a2m. 

seien entspreehend die Anzahlen der in M12 bzw. M~ e liegenden Repr~sentanten.  Dabei: 

ist au + a2z = az  (1 = 1 . . . .  , m ) .  

3.2) Jeder  O-Klasse ~ t  (1 = 1, ..., m) wird eine (beliebige) in Qa liegende P K F -  

oder PKl~I-Kante N~ zugeordnet,  die mi t  den Repr/~sentanten aus ~z nieht  punkt -  

f remd ist. Die in M 'a liegenden Repr/isentanten aus ~ l  werden nun mit  Q~-l, ..., Q f ~  

bezeiehnet, so dab die Punk te  p~i = Q~al-1N~ l, ,~a 1N~ ..., p ~  = r ~ beziiglich co in de r  

l~eihenfolge ihrer Numerierung in ig 1 liegen. Dann  wird 

~ . . h a - I +  ,a~ l~ ~*a mit  M i (Q.a) bezeiehnet. ~ l l  " " �9 § ~t~lall I "95 
l--1 

und  ~ (Q~a~i~+i 4 . . .  + Qa~)  ~)*a mit  M~ (Q,a). 
1-1 



322 W O L F G A ~ G  H A K E ~  

N 1 

4 

Fig. 19. Unterteilung yon N~ durch M 1 (N ~) fiir a = 4:. 

Lieg t  ein E lemen t  E e aus  (I) in Q.d, so wird [Mk(Q*~)]E e ( b = l ,  2 ) m i t  M k ( E  e) 

bezeichnet.  

3.3) Mk (Q*~) und M~ 2 ~)*~ sind einander  ~hnlich beziiglich (I) (nach Hilfssatz 3, I I ) .  

4) I s t  N 2 ein Nebenfl~chensti ick zu einer P K F -  oder 1)KM-Kante  N 1 und  N *1 

die in ~2  liegende ParaUelkante  zu N 1, so gibt  es in /~2 zwei Mannigfal t igkei ten 

M I (N 2) und  M 2 (Ns), so dab  folgendes gilt: 

a. M 1 (N 2) + M s (N s) liegt zopfart ig in ~ s  beziiglich ~ 1  und  /~.1. Dabei  sind 

die z -Komponen ten  yon M 1 (N s) und  yon M s (N ~) die Sz -Komponen ten  yon M 1 (N s) 

+ M  s (N s) in N s. 

b. [M~ (N~)] N 1 (k = 1, 2) ist gleieh Mk (N 1) und  [Mk (Ns)] N .1 = M k  (N*I).  

c. I s t  A 1 eine z -Komponen te  yon M 1 (N s) und  B 1 eine z -Komponen te  yon M s (N2), 

so ist A 1 B 1 entweder  leer oder bes teh t  aus genau einem Punk t .  

Beweis: 4.1) M I ( N  1) bes teht  aus Punk t en  Pl . . . .  ,Pa ( a = 0 ,  1 . . . .  ), wobei  diese 

beziiglich ~o in der Reihenfolge ihrer Numer ierung in N 1 liegen mSgen (siehe :Fig. 19). 

M I ( N  *1) bes teh t  aus ebensovielen P u n k t e n  p~, . . . , p* ,  die in der Reihenfolge ihrer 

:Numerierung in N .1 liegen mSgen. Entsprechend  besteht  M e (N 1) aus 1)unkten ql, -.., q~, 

und  M s (N .1) bes teht  aus ebensovielen Punk t en  q* . . . . .  q*, die in der Reihenfolge ihrer 

Numer ie rung  in N 1 bzw. N .1 liegen. 

Beweis: Es  ist zu beweisen, dab M k (N 1) und M k ( N  .1) aus je gleichvielen Punk t en  

bestehen.  N ~ liegt in einem P-Raums t i i ck  oder 1)K - oder 1)~r Q~, wobei 

N *1 im l~ande des Zentralelementes  Q*'~ yon Qd liegt. N 1 liegt dabei  im l~ande eines 

F-Raumst i i ckes  oder KM-Fli~chenstiicks F ~. Dami t  gilti 

a. M k ( N  1) bes teht  aus ebensovielen Punk t en  wie M'k2N 1, da M k ( F  e) und  M~2_F e 

aus je gleiehvielen z -Komponen ten  bestehen. 
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b. Mk (N .I) bestellt aus ebensovielen l~unkten wie M'k2N .I, da Mk(Q *a) und 
M~2 ~)*a einander bezfiglich 4) ~ihnlich sind. 

e. M ~  2 N 1 und M~ 2 N .1 bestehen aus je gleichvielen Punkten. 

Daraus folgt 4.1. 

4.2) Je zwei der Punktepaare (Pl, P~') . . . . .  (Pa, P*) trennen einander in _~r2 nieht. 

Entspreehend trennen je zwei der Punktepaare (91, q*) . . . .  , (qb, q~) einander in _~2 nicht. 

4.3) l~ach Hilfssatz 6 gibt es in N 2 eine St-Mannigfaltigkeit, die aus a +  b Sz- 

Komponen Ax x . . . . .  A~, B~, ,.., B~ in /~2 besteht, so dab folgendes gilt: 

a. A~ (1=1 . . . .  ,a)  wird von ?~' und Pz berandet (vgl. Fig. 19). B i ( m = l  . . . . .  b) 

von q* und qm. 

b. A~ . . . . .  A~ sind paarweise miteinander punktfremd, B~ . . . .  , B~ sind ebenfalls 

paarweise miteinander punktfremd. A~+ ... +Ala und B~+ ... + B  1 werden mit M 1 (N 2) 

bzw. M s (N 2) bezeiehnet. 
1 1 c. Az Bm ist entweder leer oder ein Punkt .  

d. M 1 (N 2) + M  2 (N 2) liegt zopfartig in _~2 bez(iglich ~1, /~,1. 

M I ( N  2) und M e ( N  2) sind zwei 1Vfannigfaltigkeiten mit den geforderten Eigen- 

schaften. Damit ist Nr. 4 bewiesen. 

5) Ist  G ~ ein PK- oder PM-F1/~chenstfick mit dem Zentralfls G *e, und 

sind N11 . . . . .  N ] die in G e liegenden PKF-  und PKM-Kanten,  N~ . . . .  , N ]  die in G e 

liegenden Nebenfl/~chenstiieke und N~ '1, ..., N .1 die in G e liegenden Parallelkanten zu 

N~ . . . . .  N~, so gilt: 

5.1) Mk (G .2) + Mk (Nx 2) + . . .  + Mk (N~) (k = 1, 2) wird mit Mk (G e) bezeichnet und 

ist zu M~ '2 ~e s beziiglich 4) und bezfiglieh | (wie nach Hilfssatz 3, I I  folgt). 

5.2) Die z-Komponenten yon M x (G 2) und M s (G e) sind zugleich die Sz-Kompo- 

nenten ,con M 1 (G 2) + M  2 (G e) in Oe. 

Beweis: Ist  Z 1 eine z-Komponente yon Mz (GZ), so sind die abgeschlossenen Htillen 

der drei 1-dim Elemente aus 4)(Z 1) S-zusammenh/~ngend in M 1 (G 2) + M  2 (Ge)/G e und 

hs fiber Randpunkte miteinander zusammen, die keine Doppelpunkte yon M 1 (G e) 

+ M  s (G e) sind. Daraus folgt 5.2. 

5.3) M 1 (G e) + M s (G ~) ist eine S-normal in ~e ]iegende S-Mannigfaltigkeit oder 

die leere Menge. 

5.4) Ist A~ eine z-Komponente yon M I ( G  e) und A~ eine z-Komponente von 

M 2 (Ge), so ist A ~ A  1 entweder leer oder besteht aus genau einem Punkt .  
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Beweis: 5.4.1) (I)(A 1) (k= 1, 2) besteht aus drei offenen Kanten Alk, A ~  und 

A .1, sowie aus vier Punkten Ply, p'k, Pek, P'k, so dab (bei geeigneter Numerierung) 

folgendes gilt: Plk und P*k sind die l~andpunkte yon A11k, P2k und p ~  die von Alk, 

p~'z und p*~ die yon A~I; A~ 1 ist gleich A~ G*2; Pxk und P2m (]C, m =  1, 2) liegen in 

versehiedenen Kanten aus O. 
~1 A 1 A 1 A 1 5.4.2) Mindestens einer der Durchschnitte ~11 12, 21 22 is~ leer. 

Beweis: :r 5.4.2 gilt fiir den Fall, dab AI und A 1 nicht in derselben O-Klasse 

liegen. 

fl) 5.4.2 gilt fiir den Fall, dab Al und A~ in derselben O-Klasse (~ liegen. 

Beweis: a. Es gibt eine (~ im Sinne yon 3.2 zugeordnete PKF-  oder P K ~ - K a n t e  

N] (j = 1, ..., s), wobei folgendes gilt: 

a.1. Die in M '2 liegenden t~epr//sentanten GI . . . . .  G~ aus (~ lassen sieh in einer 

solchen Weise numerieren, dab ihre Schnittpunkte mit /Y~ beziiglich r in der Reihen- 

folge der Numerierung in 2V~ liegen. Dann liegen auch die Durchschnitte yon Gl . . . .  , G~ 

mit N~ in der l~eihenfolge der Numerierung in 2~ und die Durchschnitte mit N~ ~ in 

der l~eihenfolge der Numerierung in N .1. 

a.2. Es gibt eine Zahl al, so dab GIG *e, .., ~1 0.z  . . . . .  in M 1 (G .2) liegen und 

G la,+l G*2, ..., G 1~ ~.2 in M2(G*2). Dabei liegen keine weiteren l~epr/isentanten dieser 

O-Klasse in M 1 (G .2) oder M 2 (G*2). 

b. Einer der beiden Punkte P~I, P~'I ist also gleich A~ 1 AT *~ und wird mit P*I 

bezeiehnet. Entspreehend ist A~ 1 N]  1= p~2, wobei p~ in 2V .1 (beziiglich co) vor p~ liegt. 

Andererseits liegt Pzl in 2V 1 vor pz2. Denn N~ liegt im Rande eines F-Raum- 

stiickes oder eines K))I-F1/~chenstfickes F a, und die z-Komponenten von M 1 (F a) liegen 

in ~a (naeh Nr. 2) vor den z-Komponenten von M 2 (Fa). 

Daraus folgt, dab die Punktepaare (pzl, p~l) und (Pl2, P~) einander in 2~ nicht 

trennen. Also haben die Kanten A~I und A~ keinen Sehnittpunkt (da sie nach Nr. 4 

hSchstens einen Sehnittpunkt besitzen kSnnen). Damit ist fi bewiesen. 

Mit a und fl ist 5.4.2 bewiesen. 

Aus 5.4.1 und 5.4.2 folgt 5.4 naeh Nr. 4. 

6) Ist E a ein K-Raumstiiek oder ein Nebenraumstiick zu einem PF-,  PK- oder 

t)l~I-F1/~chenstiick, so konstruieren wir in N a zwei Mannigfaltigkeiten M I ( E  a) und 

M 2 (Ea) :  

6.1) a. Ist E 3 ein :Nebenraumstiick zu einem PF-Fl~chenstiick Q2, so gilt: E 3 

liegt in einem P-Raumstiick p3. In Q2 liegen zwei PKF-Kanten  N~ und/V~; die 
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Nebenfl~chenstiicke in p3 zu diesen seien N~ und N~, die Parallelkanten N~ 1 und N .1. 

Das P~r~llelfl~chenstiick zu Q2 sei Q.2. Mk (Q2) + Mk (Q.2) + Mk (N~) + Mk (N~) wird 

mit Mx (~a) bezeichnet. 

b. Ist  E a Gin Nebenraumstiick zu einem PK- oder Pl~I-Fl~chGnstfick Q2, so gilt: 

E a liegt in einem P-R~umstfick pa. Die in Q2 liegenden P K F - u n d  PKM-Kanten 

seien N 1, N 1 die in pa liegenden Nebenfls zu diesen seien N~, N 2 - - - ~  8~ . . . ~  s~ 

die t)arallelk~nten N~ 1, ..., N *~. Das Parallelfi~chenstfick zu Qe sei Q*~. Dann wird 

Mk (Q2) §  k (Q,e) + M~ (N~) + . . .  § M k (N~) mit Mk (E 3) bezeichnet. 

c. Ist E 3 ein K-Raumstfick, so gilt: In 1~3 ]iegen zwei PK-Fli~ehenstiieke Q2 und 

Q,2. Die in E 3 ]iegenden KF- und K~/i-Fl~chenstiicke seien N~ . . . .  , Ns ~. Die offenen 

Kanten (2V~ Q~)~ (j = 1 . . . . .  s) werden mit N 1 bezeichnet, (2~r Q,2)o mit N .1 und 

. . .  ~ /~2 Mk (Q~) § Mk (Q,2) + M~ (N~) § § Mk ( ~ )  mit M k (Ea). 

6.2) Die z-Komponenten yon Mk(E 3) sind 1-dim Sph/~ren S~, S 1 wobei �9 . . ~  t k k ~  

S 1~ (i = 1 . . . .  �9 tk) genau eine z-Komponente A~k yon Mk (Q2) und genau eine z-Kompo- 

nente A ~  yon Mk (Q*~) enth~lt. AuJ]erdem enth/flt S~ genau je eine z-Komponente 

aus zwei voneinander verschiedenen Mannigfaltigkeiten M~ (N~). 

Beweis: 6.2.1) Es gibt eine eineindeutige Zuordnung ~ zwischen den z-Komponenten 

yon M~ (Qe) und den z-Komponenten yon M~ (Q*~), so dal~ folgendes gilt: Ist A ~ eine 

z-Komponente von M~(Q ~) und A *~ die durch ~ zugeordnGte z-Komponente yon 

M~ (Q*~), und liegen die l~undpunkte p und q yon A ~ in den Kanten N~ bzw. N~ 

(a, b = 1 . . . .  , s mit s =2,  wenn Q~ ein PF-Fls ist, a 4  b), so liegt ein Rand- 

punkt p* von A *~ in ,1 N~,  der ~ndere Rundpunkt q* in N .1 und es gilt welter: 

~. Ist  p d e r  bezfiglich co l-re Punkt  yon M~ (N~) in N~a und q der m-re Punk~ 

yon M~(N~) in N~, so ist p* der l-re Punkt  yon M~(N .1) in N *~ und q* der m-re 

Punkt  yon M~ (N *~) in N .1. 

b. Die beziiglich co l-re z-Komponente yon M~ (N~) in/V~ und dig m-te z-Kompo- 

nente yon M~ (N~) in _hT~ bilden zusammen mit A ~ und A *~ eine 1-dim Sphi/re. 

Beweis: tF~ sei die durch M~ (Q~) bewirkte Unterteilung yon O (~)~), tF* die durch 

M~(Q *~) bewirkte Unterteilung yon (I)(Q*~). Entsprechend seien tF~ und tF~' die 

durch M~ ~ bewirkten Unterteilungen yon q)(Q~) bzw. (I)(Q'e). Es gibt nun eine 

~hnlichkeitsabbildung ~7~ yon ttz~ und tF~ aufeinander beziiglich qb durch die (I) (M~ (Q~)) 

und qb (M~U~) ~) ~ufeinander abgebildet werden, sowie eine Ahnlichkeitsabbildung ~ 
M,2 --*2 yon tF~, und iF*' aufein~nder, durch die O(M~(Q*~)) und r ~ Q ) ~ufein~nder 

abgebildet werden; (diGs folgt aus 2 bzw. 5.1 bzw. 3.3). 
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Es gibt  nun  eine eineindeutige Zuordnung a~k zwischen den z -Komponen ten  von 

Mk (Q2) und den z -Komponen ten  yon M~ 2 ~)e, eine eineindeutige Zuordnung ~* zwisehen 

M,2 ~ ,2  sowie eine den z -Komponen ten  von Mk(Q *~) und  den z -Komponen ten  yon k ~ , 

M ' 2  ~ . 2  eineindeutige Zuordnung fi~ zwischen den z -Komponen ten  yon k ~ und den z- 

K o m p o n e n t e n  yon M~ 2 ~)s, so dal~ folgendes gilt: Werden  zwei z -Komponen ten  ein- 

ander  durch zr oder ~* k zugeordnet,  so werden die dureh (1) bewirkten Zerlegungen 

dieser K o m p o n e n t e n  dutch  ~k bzw. T)~ anfeinander  abgebildet .  Werden  zwei K o m p o -  

nenten  einander durch flk zugeordnet ,  so liegen sie im Rande  einer und  derselben z- 

K o m p o n e n t e  von M~ s E 3. 

Die Zuordnungen ak, flk und a~ ergeben eine Zuordnung $~ mi t  den geforder ten 

Eigenschaften.  D a m i t  ist 6.2.1 bewiesen. 

6.2.2) Werden  die z -Komponen ten  yon Mk(Q s) mi t  A~k, ... ,  Atlgk bezeiehnet,  so 

Alk, .. . ,  t~k bezeichnen, so dab  Alk lassen sieh die z -Komponen ten  yon Mk (Q,2) mi t  ,1 A,1 

und A*~ einander durch ~k zugeordnet  werden. 

Aus 6.2.1 und  6.2.2 folgt 6.2. 

6.3) Die Sph/iren S~1, S 1 S~s, S 1 sind die Sz -Komponen ten  von M 1 (E  3) �9 ..~ t~l~ ..,~ t~2 

+ M 2 (E a) in E a. 

6.4) Zwei Sph/~ren S~1 und  S l~s (1 = 1, ..., tl; m = 1, .. . ,  ts) sind entweder  mitein-  

ander  p u n k t f r e m d  oder besi tzen genau zwei gemeinsame Punkte .  (Denn A 1 A 1 l l  m2 und 
A . I ~ . I  ~.1A.1 ~1 ~ en tha l ten  h6ehstens je einen Punk t ,  wobei ~ l l  ,~2 im Falle, dab  E a ein 

Nebenraumst i ick  ist, leer ist; und  S~1 S~s enth/~lt hSchstens zwei in Fl/~chenstiicken 

liegende Punkte ,  jedoch im Falle eines K-Raumst i i ckes  null.) 

6.5) I n  ~a  gibt  es nach Hilfssatz 7 eine St-Mannigfalt igkeit ,  die aus t 1 A-t s Sz- 

K o m p o n e n t e n  A~I, . . . ,  s A 2 E3 At, l, A~s, .. . ,  t,e in besteht ,  so dab  folgendes gilt. 

a. A~k ist gleieh S~k. 
A s b. Alex, ..., A st11 sind paarweise  mi te inander  punk t f remde  F1/~chenstfieke, A~s, ... ,  t~s 

sind ebenfalls paarweise mi te inander  punl~tfremde F1/iehenstiicke. 
2 2 c. All Ams ist entweder  leer oder ist eine Kante .  

�9 A s A~k + . .  + tkk wird mi t  M~ (E 3) bezeiehnet.  

7) I s t  pa  ein P- l~aumsti ick mi t  dem Zentra l raumst i iek  p .3 ,  und  sind J ~ ,  . . . .  J~  die 

in /~3 liegenden PF- ,  P K -  und  P~-F1/ichensti icke,  J~ . . . . .  J~  die ~ebenr~ums~i icke und  

j , 2  . . . . .  j * s  die Parallelfl/~chenstiicke zu diesen, so gilt: 

7.1) M~:(P *a) + M~(J~) +. . .  + M~(J~) (k = 1, 2) wird mi t  M ~ ( P  3) bezeichnet  und  ist 

zu M ~ - P  a/~hnlich beziig[ich (I) und  beziiglich O. 
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A~ k IF~I  ~2 -4k A k ~ J  AS 
2k 

A 2 3k 

A~ 

Fig. 20. A~ ftir s~ = 4. 

Beweis: 7.1.1) Zwischen den z-Komponenten yon Mk(P *a) und den z-Komponenten 

~r M'k~P *a gibt es eine eineindeutige Zuordnung ~, so dab einander zugeordnete Kompo- 

nenten einander i~hnlich beziiglich �9 sind (siehe 3.3). 

7.1.2) Jede z-Komponente yon M~ (pa) ist ein in ~a normal beziiglich (I) liegendes 

P-Normalfl~chenstiick. 

7.1.3) Zwischen den z-Komponenten yon Mk(P  a) und den z-Komponenten yon 

M~2P a gibt es eine eineindeutige Zuordnung a ' ,  so dal3 folgendes gilt: Sind zwei Kompo- 

nenten einander durch a '  zugeordnet, so sind ihre Durchschnitte mit  ~ , 3  einander durch 

zugeordnet. Dabei sind zwei einander dutch ~' zugeordnete Komponenten einander i~hn- 

]ich beziiglich (I) und beziiglich O. Daraus folgt 7.1 nach Hilfssatz 3, I I .  

7.2) M I ( P  a) + M2(P a) ist eine S-normal in ~3 liegende S-Mannigfaltigkeit oder die 

]eere Menge. Dabei sind die z-Komponenten yon M 1 (pa) und yon M e (pa) zugleich die Sz- 

Komponenten  von M 1 (pa) + M2 (pa) in ~a. 

Beweis: 7.2.1) Der Durchschnitt  MI(Pa)M2(P a) ist entweder leer oder eine 1-dim 

~r D 1 mit  D 1 = D 1 / f l a .  Dabei liegen die Punkte  yon D 1 ausschlieBlich in den 

Elementen J~ . . . . .  J~, J~ . . . . .  J~ und in Nebenfl~ehenstiieken zu PKF-  und PK~LKanten .  

7.2.2) I s t  Z e eine z-Komponente yon Mk(Pa), so ist Z e eine Sz-Komponente yon 

M1 (pa) + Me (pa) in F a. 
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Beweis: Die abgeschlossenen Hiillen der 2-dim Elemente  aus qb (Z 2) sind S-zusammen- 

h~ngend in M 1 (p3)+ M2(p3) /F3 und lassen sich so in einer Reihe anordnen, dab zwei 

aufeinander Io]gende E]emente mindestens eine Randkan te  gemeinsam haben, also aueh 

Punk te  gemeinsam haben, die nicht  Doppelpunkte  yon  M I ( P  3) + M 2 ( P  3) sind. Daraus  

folgt 7.2.2. 

7.2.3) I s t  D '1 eine z -Komponente  yon  D 1, so ist D '1 berandet,  und die beiden Rand-  

punkte  yon  D '1 liegen nicht  in einem und  demselben Element  aus qb und  liegen nicht  beide 

in P3M3.  

Beweis: ~) D '1 liegt im Durchschni t t  einer z -Komponente  A~ yon  M 1 (p3) und  

einer z -Komponente  A~ yon  M 2 (p3). Dabei gilt (siehe Fig. 20): 

a. o ( A ~ )  ( k = l ,  2) besteht aus offenen K a n t e n  E~k . . . .  , E~kz und Punk ten  

pl~ . . . .  , Psk~, so dab P~k und P~+lk (i = 1 . . . . .  s k mit  Psk+17~ =plk)  die Randpunk te  yon  

E 1 ~k sind. 

b. �9 (-4~) besteht aus offenen Fl~chenstfieken A ~ ,  A 2 und A~ 2, aus offenen 
� 9  S k k  

Kanten  Alk, A 1 und Elk,*1 E.l~kk und aus Punk ten  p~'k, * �9 "" P~k~, so dab folgendes S k k  . . .  ~ � 9  

A ~ A k = E ~ k  ( i = 1  . . . . .  sk), A ~  ~.2 ~,1 A i A , 2  ist leer; P5  und p~+lk (mit gilt: "2 "2 ~ k  ~ JZ~ik ~ 

P~k+lk=P*k) sind die Randpunk te  yon  E .1 A 1" Alk und  A 1 ~k, Pi~ und  P*k die von ~k, ~+lk 

(mit A 1 A 1 ~k+lk = lk) liegen in A~k. 

e. (I) (D '1) besteht  aus offenen Kan ten  D 1 . . . . .  D~ m i t t  > 1 und einzelnen Punkten ,  

so dab D~ mit  /~+1 zusammenhi~ngt (?'= 1 . . . . .  t - 1 ) .  Nach  Hilfssatz 5 gilt dabei:  

Es ist t < s 1 § 1 und  t~< s 2 + 1 und  bei geeigneter Numerierung der unter  a und  b ge- 

nannten  Elemente liegt D~ in A~I und in A~2 (i = 1 . . . . .  t), wenn ffir den Fall, dab  

i = s ~ §  ist, 2 2 sk+~ ~+1~ = E I ~  Asg+l~ = A I ~  und  entsprechend E ~ = E ~  und E .1 .1 gesetzt wird. 

fi) 7.2.3 gilt ffir den Fall, daft A~ und  A~ nicht  in derselben P-Klasse liegen. 

Beweis: 

ft.1) Es ist nicht  t = s ~ = s  2 und nieht t = s ~ + l = s 2 + l .  

Beweis: Aus der Annahme,  es sei t = s ~ = s  2 oder t = s x + l ~ s 2 + l ,  folgt: Es  ist, 

s~ =s  2 =s, und die beiden F1/~chenst/icke A~I und  A~ liegen in einem und  demselben 

Raumstf iek aus �9 (f/it alle j = 1 . . . . .  s). Daraus  folgt, dab A1 ~ und  A~ einander be- 

ziiglich �9 und  bez/iglich 0 /~hnlich sind (siehe Hilfssatz 3, I). Dies s teht  im Wider-  

spruch zur Voraussetzung, also ist die Annahme falsch und  ft.1 damit  bewiesen. 

ft.2) D '~ ist berandet  (da anderenfalls naeh tt i lfssatz 5 t =s~ =s  2 w/~re). 

E 1 E 1 t l  t2 ft.3) Der in 11 ~2 liegende R a n d p u n k t  yon  D '~ sei p, der in E 1 E ~ liegende 
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P/i N~ P~2 

N 2 

P~ N~'I P~2 

Fig. 21. ~2 mit den Punkten pzk und p~. ~o ist durch Pfeile angedeutet. 
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sei q. Dabei  liegen p und q nicht  in demselben E lement  aus �9 und  nieht  beide in 

p3 3/3 (da anderenfalls  t = s~ + 1 = s e + 1 w~re). 

Mit ft.2 and ft.3 ist fi bewiesen. 

y) 7.2.3 gilt fiir den Fall, dab A~ und A~ in derselben P-Klasse  ~ liegen. 

Beweis: y. 1) Es gibt  eine )~hnlichkeitsabbildung ~ yon �9 (A~) und  �9 (A~) auf- 

e inander  beziiglieh O. Es  i s t s  1 = % = s, und durch ~ werden A~I und A,~ (i = 1 . . . . .  s) 

e inander  zugeordnet,  sowie All und  A 1 ~2. 

y.2) Es gibt  mindestens eine Zahl 1 ( l = 1  . . . . .  s), so dab D '1 mi t  A~I und mi t  

A~2 p u n k t f r e m d  ist. 

Beweis: a. Es gibt  eine ~ im Sinne yon 3.2 zugeordnete P K F -  oder P K M - K a n t e  

N1; dabei  sei N e das in pa  liegende Nebenfl~chensti ick und N .1 die in p3 liegende 

Para l le lkante  zu N 1. Dann  gilt: 

a.1. Die in M '2 liegenden Repr / t sentanten  P12 . . . . .  P~ aus ~ lassen sich in einer 

solchen Weise numerieren,  dab ihre Schni t tpunkte  mi t  N 1 beziig]ich o~ in der Reihen- 

folge der Numer ierung in _N 1 liegen. Dann  liegen auch die Durchschni t te  yon P~, . . . ,  P~ 

mi t  _~e in der Reihenfolge der Numer ie rung  in _~e und  die Durehsehni t te  mi t  N *~ 

in der Reihenfolge der Numer ie rung  in N *x. 

a.2. Es gibt  eine Zahl  al, so dab p ~ p , a ,  . . . ,  p2~p ,3  in M I ( P  .3) liegen und  
p2 p , 3  2 p , 3  

a~+l , . . . ,  P a  in M e (p*3). Dabei  liegen keine weiteren Repr~sen tan ten  dieser 

(I)-Klasse in M 1 (p,3), Me (p,3). 

b. A ~ 2 N  .1 ist einer der Punk t e  P~I, . . . ,  P~I,* also e twa Pzl.* Dann  ist (nach y.1) 

A*e ~V*l e =p~, und p~ liegt in N .1 vor  io~.2 (siehe Fig. 21). 

Andererseits  liegt ioll in _N 1 vor  Pro. Denn  N 1 liegt im Rande  eines F-Raumst i i ckes  

oder K~-Flb~chenstiickes ~'~, und  die z -Komponen ten  yon M 1 (F d) liegen in F a v o r  den 

z -Komponen ten  yon M e (Fd). D a r a u s  folgt, dub die Punk tepaa re  (Pll, P~) und  (Pro, ion) 

e inander  in ~ 2  nieht  t rennen.  Also haben  die K a n t e n  A~I und  A~2 keinen Schnit t-  
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punkt  (da sie nach Nr. 4 h6chstens einen Schnit tpunkt besitzen). Also ist D a mit  

A~I und A12 punktfremd, womit 7.2 bewiesen ist. 

y.3). Aus 7.2 folgt nach Hilfssatz 5: D a ist berandet, wobei ein Randpunkt  

p in E~I EI~ liegt und der andere Randpunkt  q in E~I E~e, wobei t ~ s ist. 

y.4) p und q liegen in voneinander verschiedenen Fl~chenstiicken aus ( I )und  

liegen nicht beide in /~a/~/a (da anderenfalls t = s  + 1 w~re). 

Mit y.3 und 7.4 ist y bewiesen. 

Mit fi und y ist 7.2.3 bewiesen. 

Aus 7.2.1, 7.2.2 und 7.2.3 folgt 7.2. 

8) Sind 2'~ . . . .  , F~ die F:gaumst i icke  aus O, K~, . . . ,  K~ die K-Raumstficke und 

P~ . . . . .  P~  die P-gaumsti icke,  so wird 

i - 1  i - 1  i = l  

i 2 A_ i 2 mit M~ bezeichnet und ist ein Repri~sentant aus ~)~k. Dabei ist 1~ 2 eine S- 

Normalfl/~che mit  dem P-Zahlenvektor ~1 + ~ ,  und M~ und M~ sind S-Komponenten 

yon M~+M~ in M a. 

Beweis: 8.1) 

8.2) 
s.3) 
8.4) 

M~ ist eine Normalfl~che. 

Der P-Zahlenvektor yon M~ ist gleich ~k. 

M12 + M~ ist eine S-Normalfliiche. 

M~ und M~ sind S-Komponenten yon M~ §  in M 3. 

Beweis: I s t  Z e eine z-Komponente yon M e k (k = 1, 2), so ist Z ~ eine Sz-Kompo- 

nente yon M~ +M~ in M 3, woraus 8.4 folgt. 

Beweis: Die abgeschlossenen Hiillen der 2-dim Elemente aus ~)(Z ~) sind S-zu- 

sammenhs in M~ + M~/M s und lassen sich so in einer ge ihe  anordnen, dab zwei 

aufeinander folgende Elemente mindestens einc Randkante  gemeinsam haben, also auch 

Punkte  gemeinsam haben, die nicht Doppelpunkte yon M~ §  sind. Daraus folgt 

die Behauptung. 

Aus 8.1 bis 8.4 und Hauptsa tz  2, I I  folgt Nr. 8. 

Mit Nr. 8 ist Hauptsa tz  3 bewiesen. 
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~ I E R T E S  K A P I T E L  

U m s c h a h u n g e n  

In  diesem Kapi te l  soil naehgewiesen werden, dal3 es bei gegebener S-Normalflb;ehe M ~ 

l/~ngs jeder Durehdringungslinie yon  M 2 genau eine UmschMtung so gibt, dab wieder eine 

S-Normalfl//ehe entsteht .  Die entstehende S-Normalfl/~ehe besitzt dabei denselben P- 

Zahlenvektor  wie M e. Diese Umsehal tungen bezeiehnen wir als regul i i r ,  sie lassen sieh in 

beliebiger Reihenfolge an M z ausfiihren. Wird eine Reihe yon  Umsehal tungen an M e 

ausgefiihrt, deren mindestens eine nieht  regular ist (also zu der regul/iren , , e n t g e g e n g e s e t z t " ) ,  

so ents teht  eine S-HMbnormMfl/~ehe H ~, die stets mindestens eine Falte enth/flt, so dab 

diese Fal te  S-zusammenh//ngend in H 2 / M  3 ist. 

1. Umschaltungen an S-Mannigfahigkeiten 

Wir haben zun/~chs~ den Begriff der Umscha l tung  zu definieren. Wir  verstehen dar- 

unter  eine Operation, durch die aus einer S-Mannigfaltigkeit stets wieder eine S-Mannig- 

fMtigkeit hervorgeht .  Es handel t  sich dabei also um eine Operation, die man  nach [2] als 

, ,Umschal~ung mit  nachfolgender kleiner Ab/inderung zur  Beseitigung der Beriihrungs- 

singularit//ten" bezeichnen miil3te. I s t  D 1 eine Durchdringungslinie einer S-Mannigfaltig- 

keit  M 2, und  ist U eine kleine Umgebung  yon  D 1 in M 3, so bezeichnen wir als eine Urn- 

schaltung das Fortlassen des Durchsehnit tes  M S U aus M 2 und das anschliel]ende Einsetzen 

yon  Teilen des Randes  yon  U und definieren: 

DEI~I~ClTIO~ 1. Eine Zuordnung ~ yon  Mannigfaltigkeiten V d-1 und W d ~ zu 

einem S-Polyeder A a-1 heigt  eine U m s c h a l t u n g  y o n  A d ~ i iber W d 1, wenn folgendes gilt: 

a. Es  gibt  eine d-dim MannigfMtigkeit M d, eine St-Mannigfal~igkeit M d-1 in M ~, 

eine z -Komponente  D a 2 der Durehdr ingung yon M a 1 und eine im Verh//lgnis zu 

M a ~ kleine Umgebung  U a yon D a-2 in M a, so dab U a orientierbar isL, A a-x  = M  a 1 U a 

und W a-~ = ( ( I  a -_~/ia) .  

b. Besteht  W a - I - A  a-x  aus zwei z-Komponenten,  so ist V a-1 gleieh der abge- 

sehlossenen Hiille einer yon  diesen. 

e. Besteht  W a - ~ - . d  a-1 aus vier z -Komponenten  Vf -1 . . . . .  V~ -1 (siehe Fig. 22) 

und ist ~zla 1 mit  ~7~ -1 punktfremd,  s o  ist; V a -1  entweder gleieh V~-I+Vza 1 oder 

gleieh ~ - 1  + ~4a-~. 

V a ~ heil3t das ( r - K o m p l e m e n t  yon  A a-x ,  wir verwenden daftir die Bezeichnung 

a A  a-~. 

D ~ F I ~ I T I O ~  2. Zwei Umsehal tungen ~ und % yon A e-~ fiber W a-1 heiBen 
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F i g .  22. A d-1 u n d  W d-1 ( W  d-1 g e s t r i c h e l t )  ff ir  d = 2. 

einander entgegengesetzt, wenn a~ A ~-14= a~ A ~-1 ist. Die Abkfirzung • bedeute t  stets 

die zu a entgegengesetzte Umsehal tung.  

D E F I N I T I O N  3. ~ sei eine Umscha l tung  yon  A ~ 1 fiber W d-1 ( d = 2  oder 3). 

M d 1 sei ein S-Polyeder. 

I. a heiBt an M ~-1 aus/iihrbar, wenn es eine d-dim Mannigfal t igkei t  M ~ gibt,  sowie 

eine z -Komponen te  D d-2 der Durchdr ingung  yon  M ~-1 und  eine im Verh/cltnis zu M ~-1 

kleine orientierbare Umgebung  U d von  D a-2 in M d, so dab A a-1 - M a-1 U ~ ist u n d  W d-1 = 

I I .  E in  S-Polyeder M 'd-1 heil3t das aus M d-1 dutch a hervorgehende S-Polyeder, wenn 

einer der beiden F/CUe vorliegt: 

a. a ist an  M ~-1 ausf i ihrbar  u n d  M '~-1 ist gleich (M ~-1 - A ~-1) § a A  a-1 oder 

b. M ~-1 ist mi t  A ~-1 u n d  W a-1 punk t f r emd  u n d  M 'd-1 ist gleich M ~-1. 

a M d-1 bedeute t  das aus M a-1 durch a hervorgehende Polyeder.  

D~ ,HNITION 4. A sei eine rand t reue  Zerlegung einer Mannigfal t igkei t  M d (d = 2  

oder 3) in  offene Raumelemente .  M a-1 sei eine bezfiglich A e lementar  liegende St-Mannig- 

falt igkeit  in  M ~ u n d  a eine Umscha l tung  yon  A d-1 fiber W a-1. D a n n  heil~t a reguliir beziiglich 

M ~-1 und A, wenn  folgendes gilt: 

a. Es gibt  eine z -Komponen te  D ~-~ der Durchdr ingung  yon  M a-1 u n d  eine im Ver- 

h/cltnis zu M d-1 I A kleine orientierbare Umgebung  U ~ von  D d-2 in  M ~, so dab A d - l =  

M a-1 U d ist u n d  W d-1 = (Ud _21;/a)~ 

b. I s t  E d ein d-dim Element  aus A, so gibt  es eine eineindeutige Zuordnung  zwischen 

den Sz -Komponen ten  yon  M ~ - I E  ~ in  E a u n d  den Sz -Komponen ten  yon  ( a M  a-~ )E a in E a, 

so dal~ e inander  zugeordnete Elemente  e inander  bezfiglich A/chnl ich sind. 
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D ] ~ F I ~ T Z O ~  5. a sei eine Umscha l tung  yon  A d-1 fiber W a-1 (d = 2 oder  3). M e sei 

eine e-dim Mannigfa l t igke i t  (e = 2 oder  3). Dann  heiBt eine Umscha l tung  a* eine dutch 

a in  M e bewirkte Umschaltung, wenn folgendes gilt:  

a. a* is t  eine Umscha l tung  einer z - K o m p o n e n t e  A *e-1 yon  A a-1M e fiber eine z -Kom-  

ponen te  W *e-1 yon W a - I M  e. 

b. a* A *e-1 is t  gleieh (aAd-1)Me. 

FOLGERV~G I. M ~ sei eine d-dim Mannig[altigkeit  mi t  d = 2  oder 3, M d-1 eine 

St-Mannig/alt igkeit  in  M d. D~ -2, . . . ,  D~ -2 seien die Durchdringungslinien bzw. Doppel- 

punkte yon M ~-1. U~, . . . ,  U~ seien im Verhiiltnis zu M a 1 kleine orientierbare Umge- 

bungen yon D~ -2, . . . ,  D~ 2 in  M ~ und paarweise miteinander punkt/remd. S ind  nun  

(~, . . . ,  a** (i 1 . . . .  , it zwischen 1 und s und paarweise verschieden) Umschaltungen von 

M a-1 U ~1, , . . ,  M a-1 Uq~t i~ber ( ~ - . ~ i a ) ,  . . . ,  ( ~ / ~ - M a ) ,  so /olgt: 

I.  I s t  ] zwischen 1 und s yon il, . . . ,  i~ verschieden, so ist U~ klein im Verhi~ltnis 

zu aq ... a~, M ~ i (liar alle ]= 1, . . . ,  8). Is t  insbesondere ~ eine Zerlegung von M d und 

sind U~, . . . ,  U~ klein im Verhi~ltnis zu "~IM d-l, so ist U] auch klein im Verhiiltnis 

z u  E I ~ ,  . . .  ~ M~-I. 
I I .  ~ ist an ai~_~ ... ~ ,  M e 1 aus/i~rbar (u = 1 . . . . .  t). 

I I I .  ~,  ... (~, M ~ 1 ist eine St-Mannig/al t igkei t  in  M ~. I s t  insbesondere A eine rand- 

treue Zerlegung von M d in  o//ene Mannig/altiglceiten, liegt M d 1 transversal bezi~glich A, 

und sind U~ . . . . .  U~ klein im Verhi~Itnis zu M d l l A  , so liegt auch ~ . . . .  a~,M a-1 trans- 

versal beziiglich A. 

IV. Is t  (]1 . . . . .  it) eine beliebige Permutation der Zahlen i 1 . . . .  , it, so ist 

~], . . .  (~]~ M d - 1  = ~ t  . . .  ~ ,  M ~-~. 

V .  Die S-Charakteristik yon a~t ... (~ M ~-1 ist gleich der S-Charakteristik von M ~-~. 

Beweis. I .  U; ~ sei eine im Verhs zu M~-~ I U~I ... I U~ kleine Umgebung  yon  

U] in M ~. ] ) ann  ist  M ~-1 U~ ~ = (a~t ... a~, M ~ ~) U~ ~ und die Be ha up tung  folgt  aus der  

Folgerung 4 in K a p i t e l  I ,  Abschn i t t  2. 

Die Beweise yon  I I I - I V  s ind leicht  zu finden. 

V folgt durch  I n d u k t i o n  naeh  t. 

F O L G E R U N r  2. A sei eine randtreue Zerlegung einer d-dim Mannig/alt igket  M ~ 

mit  d = 2  oder 3 in  o//ene Mannig/altigkeiten, M ~-1 sei eine bezi~glich A transversal 

liegende S-Mannig/al t igkei t  in M ~. D ~ e sei eine Durehdringungslinie bzw. ein Doppel- 

punkt  yon M ~ ~, U a sei eine im Verhdltnis zu M ~ - ~ I A  kleine orientierbare Umgebung 

22 -61173051  105. A c t a  mathemat ica .  I m p r i m 4  le 4 ju i l le t  1961 
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yon D ~-2 in M a. (~ sei eine Umsehaltung von M ~-1 U a i~ber (~]~-11I~). E e (e=2  oder 

3) sei ein Element aus A. Dann gilt: 

I. Ist  U '~ eine z-Komponente yon Ud E e, so gibt es genau eine dutch r in E ~ be- 

wirkte Umschaltung a' von M d-1 U '~ iiber ( ~ ] ' ~ - E  ~) und es gilt: 

a. (~" ist an M d-1 F, ~ aus/i~hrbar. 

b. Die dutch ~ in E e bewirkte Umschaltung Von M d-1U 'e iiber ( ~ f ' ~ - E  ~) ist ~'. 

II. Sind al . . . . .  a'm s5mtliche durch (~ in E ~ bewirkten Umschaltungen, so ist 

a~ ... al (M a-x E ~) = ( a M  a-~) E ~. 

III .  let  U 'e eine z-Komponente von U a E ~, und ist a' eine Umsehaltung von M a-x U 'e 

i~ber (~f,, j~e), so gibt e8 genau eine Umsehaltung yon M d-1 U a iiber (~a- j~1a) ,  durch 

die a' bewirkt wird. 

2. Umschahungen an zopfartigen S-Mannigfaltigkeiten 

Eine S-Normalfliiche schneider die Nebenfls zu den PKF-  und PKM- 

Kanten in zopfartigen S-Mannigfaltigkeiten. Wit beweisen zun~chst, dab fiir zopfartige 

S-Mannigfaltigkeiten ein Umschaltungssatz gilt, der dem sps fiir S-Normalfl~chen zu 

beweisenden Satz analog ist. 

~IIL~SSATZ 8. E ~ sei ein abgesehlossenes Fliiehenst4ck, E 1 und E .1 zwei miteinander 

punkt/remde abgeschlossene Kanten in j~2. A sei eine randtreue Zerlegung yon E ~ in o//ene 

Raumelemente, die 82, ~1 und E*I als Elemente enth~It. M 1 sei eine zop/artig beziiglich E ~ 

und E .1 in E ~ liegende S-Mannig/altigkeit. p sei ein Doppelpunkt yon M 1. Dann /olgt: 

I. Es gibt genau zwei Sz-Komponenten A 1 und A~ yon M 1 in E ~, die p enthalten 

(siehe Fig. 23). Dabei bestehen A ~ - p  und 71 - p  aus ]e genau zwei z-Komponenten 

B 1 und B .1 bzw. B 1 und B~ 1 mit /olgenden Eigenscha/ten: 

a. B~ und B~ werden yon p und yon ]e einem in E1 liegenden Punk t  berandet. 

b. B~ 1 und B~ 1 werden yon p und yon ]e einem in ~,1 liegenden Punk t  berandet. 

c. B~ und B~ sind mit JB~ ~ und mit B~ 1 punkt/remd. 

II .  Ist U ~ eine im Verhdltnis zu M 1 kleine Umgebung v(in p in E ~, so gilt: Es 

gibt genau eine Umschaltung (l von M 1 U 2 i~ber ~/2, die bezi~glich M 1 und A reguldr 

ist. Dabei liegt a M  1 zopfartig in E 2 bezi~glich E 1 und E .1. 

HI.  Es gibt eine Sz-Komponente von 6 M 1 in E 2, deren beide Randpunkte in ~1 

liegen. Diese besteht aus B ~ - ~ 2 ,  ~ _  ~2 und einer z-Komponente von ~]2-M~. 
IV. p' sei ein von p verschiedener Doppelpunkt von M 1. U '2 sei eine mit U 2 
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\ . . ,  
2' \ 
r; E"  r,* 

Fig. 23. E'  mit A~ (ausgezogen) und A~ (gestrichelt). (B~ und B~, sowie B~ 1 und B2 konnen Schnitt- 
punkte mitelnander haben.) 

punkt/remde, im Verhi~ltnis zu M 1 ]cleine Umgebung von p' in  E 2. a' sei die beziig- 

lich M 1 und A reguli~re Umschaltung yon M 1 U '2 i~ber ~,2. Dann  ist (l auch regulgr 

beziiglich a' M 1 und A.  

V.  Pl, . . . ,  Ps seien (voneinander verschiedene) Doppelpunlcte yon M1; U~ . . . .  , U~ 

seien paarweise miteinander punkt]remde im Verhiiltnis zu M 1 kleine Umgebungen yon. 

Pl . . . .  , Ps in  E2; (~l . . . . .  as seien Umschaltungen von .M 1 U~, . . . ,  M 1 U~ i~ber ~]~ . . . . .  ~ f~ 

Dann  ]olgt: 

V.1. Sind (~l . . . .  , as reguliir beziiglich .M 1 und A, so ist (~ die bezi~glich (~ 1 ... al M 1 

und A reguliire Umschaltung yon (as-1 ... a i m  l) U~ i~ber (f~, und asas_ 1 . . .  ffl M1 liegt 

zop/artig in  E 2 beziiglich E 1 und E *l. 

V.2. Is t  mindestens eine der Umschaltungen al, . . . ,  as nicht regul5r bezi~glich M 1 

und A, so gibt es (mindestens) eine Sz-Komponente yon a~ ... a 1 M 1 in  E 2, deren beide. 

Randpunlcte in 81 liegen. 

Beweis. 1) Beweis von I b i s  IV:  

1.1) Es gibt  eine Zopfnumerierung Pl . . . .  , pt der Doppelpunkte  yon  M ~ beziig- 

lich E 2 und  E 1. p ist dabei gleich einem Punk te  p~ (i = 1, . . . ,  t). Es gibt genau zwei 

Sz-Komponenten  A~ und  A~ yon  M 1 in E 2, die p~ enthalten.  Die in j~l liegenden 

l~undpunkte yon  A~ und  A~ seien r 1 bzw. r 2 (vgl. Fig. 23). r~ und p~ (b = l, 2) s ind 
o 

die Randpunk te  einer z -Komponente  B~ yon A ~ - p ~ .  Die yon B 1 k verschiedene z- 

Komponente  yon  A ~ -  p~ wird mit  B~ 1 bezeichnet und  der in j~.l liegende Randpunk~  

yon B~ 1 mit  r*. 

1.2) B 1 und  B~ 1 (/r l =  1, 2; / ~ l )  sind miteinunder punktf remd.  
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Fig. 24. U 2 enthaltender Aussetmitt yon E 2. 

Beweis: Aus  der  Annahme ,  p '  sei ein in B lk und  in B t  I l iegender P u n k t ,  folgt:  

~0' i s t  ein yon  ?f versehiedener  D o p p e l p u n k t  ?j (j = 1, . . . ,  t) yon  M 1, so dab  einer- 

seits  j <  i und  andererse i t s  y'> i ist. Dies s te l l t  einen Wide r sp rueh  dar .  Also is t  die 

A n n a h m e  falseh und  1.2 d a m i t  bewiesen. 

Mit  1.1 a n d  1.2 is t  Teil  I bewiesen. 

1.3) U 2 sei eine im Verh~ltnis  zu M 1 kleine Umgebung  yon  p, in E a (siehe 

:Fig. 24). ~ B  1~ (k = 1, 2) is t  ein P u n k t  qk, ~2 B,1 ein P u n k t  q*. ~r2--M1 bes teh t  
"1 $ nus  vier  z -Komponen t en  V~ . . . . .  V~, so dab  ~ = q* + q2, V2 = ql + q2, ~z~ = ql + q,, u n d  

1.4) Die Zuordnung  von  /~2 und  -1  -1  M 1 U s V1 + V2 zu is t  eine Umschal~ung a yon 

M 1 U 2 fiber ~ .  Dabe i  s ind die Sz -Komponen ten  yon  a(A~+A~) in E 2 die abge-  

sehlossenen (doppelpunktf re ien)  K a n t e n  A~ 1 = (~,1  _ U ~) + ( ~  _ U 2) + ~ und  

A ~ I  ~ , 1  _ = ( ~ ~:~) + ( ~ , ~ -  u ~) + V~. 

1.5) a is t  reguls  beziigl ieh M 1 und  A.  

Beweis: A~ 1 u n d  A~ s ind e inander  ~hnlich beziig]ich A ( /c=1,  2). 

A'I~:~ ~1 (fiir k =  1 und  2) und  die Zuordnung  al ler  yon  A] und  Die Zuordnung  ~ ~ k  

A~ verschiedenen Sz -Komponen ten  yon  M 1 in E 2 zu sich selbst  b i lden  zusammen  eine 

e ine indeut ige  Zuordnung  zwisChen den Sz -Komponen ten  yon  M !  in E 2 und  den  Sz- 
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Komponen ten  yon  a M 1 in E 2, so dab einander zugeordnete Komponen ten  einander 

beziiglich A /ihnlich sind. 

Dami t  ist 1.5 bewiesen. 

1.6) K 1 = (/~11 - U 2) + ( /~  - U S) + V~ ist eine Sz-Komponente  yon  ~ M 1 in E 2, deren 

Randpunk te  r 1 und  r 2 in ~1 liegen (vgl. Fig. 23 und  24). 

1.7) Aus der Annahme,  ~ sei regul/~r beziiglich M 1 und A, folgt: Es gibt  eine 

Sz-Komponente  31 yon  M 1 in E 2, die zu K 1 /~hnlich beziiglich A ist. Also gibt es. 

zu r 1 und  r 2 zwei voneinander  verschiedene Bildpunkte,  die S 1 beranden und  in /~1 

liegen. Dies steht  im Widerspruch zu der Voraussetzung, dab M 1 zopfartig in E ~: 

beziiglich E 1 und  E .1 liege. Also ist die Annahme falsch. 

1.8) ~ M  1 ]iegt zopfartig in E 2 beziiglich E 1 und E .1. 

Beweis: Werden die t - 1  Doppelpunkte  yon  ~ M  1 folgendermal~en bezeiehnet:  

Pl=P~ . . . .  , P~ 1 =p[-1, P~§ ...,  P~=p~-I, so gilt: I s t  A '1 eine Sz-Komponente  y o n  

(~ M 1 in E ~ mi t  dem in /~1 liegenden R a n d p u n k t  r ' ,  so daf~ in A '1 p'~ zwischen r '  u n d  

p~ liegt (u, v = l  . . . . .  t - l ) ,  so ist u < v .  

Beweis: p~ ist gleich einem P u n k t  p~, und p~ gleich Pv, (u' = u oder u + 1, v' = v 

oder v + l, u '  ~= v'). Dami t  gilt: 

a. Liegen r', p~ und p~ in einer und derselben Sz-Komponente  yon M 1 in Ee,. 

8 0  i s t  ~ t ' < V ' .  

b. Liegen r', p~ und p~ nicht  in einer und  derselben Sz-Komponente  yon  M 1 

in E 2, so ist A '1 gleich A;~ 1 ( / c= l  oder 2), r ' = r l  ( l = l ,  2; l+/c)  und  Pu u n d p ;  liegen 

nicht  beide in BI (vgl. Fig. 23 und  24). Dann  gilt: 
/ t 

b.1. Liegt p~ in B~ und  p ,  in B .1 k ,  so ist u ' < i  und i < v .  
/ t t t 

b.2. Liegen pu und Pv in B .1, so liegt p~ in A~ zwischen r k und P~, also ist  

U '  < V ~. 

Aus a und b folgt die Behauptung.  

Daraus  folgt 1.8. 

Aus 1.4, 1.5, 1.7 und 1.8 folgt Teil I I  und  aus 1.6 Teil I I I .  

1.9) Beweis yon  IV:  

1.9.1) :Nach dem Bereits bewiesenen Teil I I  ist entweder a oder 5 regul/ir be- 

ziiglieh a '  M 1 und  A. 

1.9.2) 5 (a' M 1) liegt nicht  zopfartig in E 2 beziiglich E 1 und  E .1. 

Beweis: a. Liegt p '  nicht  in B~ und  nicht  in B 1 K 1 2, so ist eine Sz-Komponente  

yon  ~ a ' M  1 in E 2 (siehe 1.6). 

b. Liegt p '  in B~ oder in B~, so liegt p '  nicht  in B~ '1 und nicht  in B .1 (siehe 
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_ ~,1 1.2). Dannist K .1=(~1 U 2)+( 2 -U 2)+V~eine Sz-Komponente von ~a'M linE ~. 

Aus a und  b folgt 1.9.2. 

1.9.3) Aus  1.9.1 und  1.9.2 und  I I  folgt  IV. D a m i t  is t  1.9 erledigt .  

2) Beweis yon  V. l :  F t i r  s = l  folgt  V.1 u n m i t t e l b a r  aus I I .  

Aus  der  I nduk t ionsannahme ,  V.1 sei ffir s<~u bewiesen, folgt  V.1 ffir s = u + l .  

Beweis:  a~ und  a~+l s ind die beziiglich au-1 ... a i M  1 und  A regul/~ren Um- 

scha l tungen  y o n  ( a u _  1 . . .  (71 M 1) U 2 fiber ~ bzw. yon  (a~- i  ... a l  M 1) U s fiber ~2 u + l  u + l .  

D a m i t  is t  a=+l naeh  IV auch regul//r bezSglich au (a~- i  ... a i M  1) und  A. Daraus  und  

aus  I I  folgt  die Behaup tung .  

D a m i t  is t  V.1 durch  I n d u k t i o n  bewiesen und  Nr.  2 er ledigt .  

3) Beweis von V.2: 

3.1) Diejenigen un te r  den  Umscha l tungen  al  . . . . .  as, die regul/~r bezfiglich M 1 

~nd  A sind, seien ai,, . . . ,  a~ (il, . . . ,  i v =  l ,  . . . ,  s; v<s) ,  die res t l iehen seien (a,+l, . . . ,  a~,. 

M ' 1 =  a~ ... a~ M 1 l iegt  nach  V.1 zopfar t ig  in E 2 beziiglich/~1 und  E .1. Es g ib t  daher  

e ine  Zopfnumer ie rung  p~ . . . . .  p~ der  Doppe lpunk te  yon  M '1 bezfiglieh E ~ und  E 1. 
/ 

D i e  Umgebungen  U i v + 1 , 2  . . .  , U ?,~ sind nun Umgebungen  von P u n k t e n  Ps, ... , P;~ v 
r2 

(J l  . . . .  , j~_, zwisehen 1 und  w) und  werden mi t  UJ l . . . ,  U; 2 v bezeichnet ,  a~+x . . . . .  ai, 

w e r d e n  en tsprechend  mi t  a;1 . . . . .  a]~ ~ bezeichnet .  

3.2) Un te r  den Zahlen  J l  . . . . . .  js-~ gib t  es eine kle ins te  Zahl  j z  u n d e s  gilt:  

Naeh  I g ib t  es genau  zwei Sz -Komponen ten  A~ 1 und  A~ 1 yon  M '1 in E 2, die p;~ ent-  

ha l t en .  A ' ~ ' - p ;  m und  A~l-p; ,~  en tha l t en  je genau eine z - K o m p o n e n t e  B;  ~ bzw. B~ 1, 

d i e  einen in ~1 l iegenden l~andpunk t  r~ bzw. r~ besi tz t .  Naeh  I I  und  V.1 is t  O;m re- 

g u l a r  beziiglich M '1 und  A, und  nach  I I I  g ib t  es daher  eine Sz -Komponen te  A *x 

y o n  aim M '1 in E 2, die aus B~ ~ - Us~, B2 - U~ ~ und  einer z -K ompone n t e  yon /)~2 _ M,1 "m lrn 

gebi lde t  wird.  

3.3) A .1 ist  m i t  p;, . . . .  , d ~ _ l ,  P ~ + I  . . . . .  ds_~ p u n k t f r e m d  und  is t  daher  auch 

' ... ' ' . ' a '  M '~) eine Sz -Komponen te  yon aj~ ~ a]m+l aj~_l  .. aj, ( ~ in E ~, also auch eine Sz- 

K o m p o n e n t e  von a . . . .  a l  M 1 in E 2. D a  die R a n d p u n k t e  yon  A .1 in /~1 liegen, is t  

d a m i t  V.2 bewiesen und  Nr.  3 er ledigt .  

Mit  Nr.  l ,  2 und  3 is t  Hi l fssatz  8 bewiesen. 

3. Umsehaltungen an S-normalen S-Mannigfaltigkeiten 

Der  fiir zopfar t ige  S-Mannigfa l t igkei ten  bewiesene Umscha l tungssa tz  1/~13t sich nun  auf  

1 -d im S-Mannigfa l t igke i ten  f ibertragen,  die S-normal  in den abgeschlossenen Hfil len yon  
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PK- oder PM-F1/~chenstficken liegen, und dann weiter auf 2-dim S-Mannigfaltigkeiten, die 

S-normal in den abgeschlossenen Hiillen yon K- oder P-Raumstiicken liegen. 

HILFSSATZ 9. Qd (d =2 oder 3) sei entweder ein P K -  oder P~/i.Fliiehensti~ck oder ein 

K-Raumsti~ek oder ein P-Raumstiick.  M ~-1 liege S-normal in Qa. D ~-2 sei eine Durchdrin- 

gungslinie bzw. ein Doppelpunkt von M a-1. U ~ sei eine im Verhdltnis zu eP ] M d-1 kleine Um- 

gebung von D ~-2 in O~ a. Dann  /olgt: 

I. Es gibt genau zwei Sz-Komponenten A~ -1 und A~ -1 yon M a 1 in Q~, die D a-2 

enthalten. 

Es  gibt genau eine Umschaltung (~ von M d-1 U ~ i~ber ((]d Q~), die bezi~glich M d-1 

and r (Qd) reguliir ist. ( r i s t  aueh regul~ir beziiglich M d-1 und 0 (Q~), ~ ist dies nicht. 

Weiter gilt: 

~'d-1 daft A~ -1 a. (;(A~ 1+A~-1)  besteht aus zwei Sz-Komponenten A'I ~-1 u n d o 2  , so 

und A ~  -1 ( k=  1, 2) einander beziiglich eP und bezi~glich 0 iihnlich sind. 

b. (~ M a-1 liegt S-normal in Qd. 

II.  D~ -2 sei eine yon D ~-e verschiedene z-Komponente der Durchdringung von M ~-1. 

U~ sei eine mit U d pun]ct/remde~ im Verhiiltnis zu ~ ]M ~-1 kleine Umgebung von D~ -e 

in Q~, (~1 sei die bezi~glich M ~-1 u n d � 9  (~d) regulgre Umschaltung von M ~-1 U~ iiber 

(~/~_ Qd). Dann gilt: (;1 ist auch reguldr bezi~glich ( ;M ~ 1 und r (Q~). 

III .  Sind D~ -~, . . . ,  D~ -~ paarweise voneinander verschiedene z-Komponenten der 

Durchdringung yon M d 1, sind U~, . . . ,  U~ paarweise miteinander punkt/remde, im Ver. 

h~iltnis zu (DIM e-1 kleine Umgebungen yon i)~ -e . . . .  , D~ -e in ~d und (;1, . . . ,  cr~ die beziig- 

lich M ~-1 und dp (Qd) reguldren Umschaltungen von M ~-1 U~ . . . . .  M ~-1 U~ i~ber (~ I~ -  O~), 

. . . .  ( ~  _ Qd), so gilt: 

III.1. (~ ist die beziiglich (ls-i ... (q M ~-1 und r ( ~ )  reguliire Umschaltung von 

(a~ ~. . .  a i M  a 1)U~ i~ber ( ( ]~ -Qa) .  

III.2. (~ ... (~ M ~-1 liegt S-normal in Q~. 

III.3. Ist  E ~ ein Element aus 09 (Qa) oder 0 (Qa), so gibt es eine eineindeutige 

Zuordnung zwischen den Sz-Komponenten von ((~ ... ~q M ~ - ~ ) E  ~ in ~e und den Sz- 

Komponenten von Ma- I  E ~, so daft einander zugeordnete Komponenten zueinander be- 

ziiglich ~ iihnlich sind und, /alls E e ein Element aus 0 ist, einander bezi~glich 0 i~hn- 

lich sind. 

Beweis. 1) Beweis yon I ftir den Fall, dait Qa ein PK- oder Pl~I-F1/~chenstiick 

Q2 ist. 
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Fig. 25. ~2 mit A~ (ausgezogen) und A 1 (gestrichelt). 

1.1) Es gibt  genau zwei Sz-Komponenten  A~ und At  yon  M 1 in ~)s, die D o ent- 

halten. I)abei gilt (siehe Fig. 25): 

a. D o liegt in einem Nebenfl~chenstfick N s zu einer in Q s liegenden P K F -  oder 

PKl~-Kan te  N 1. Die in QS liegende Parallelkante zu N 1 sei N .1. 

b. N S A  1 k (It= 1, 2) ist eine offene Kan te  A ~  mit  R a n d p u n k t e n  Pk und  p~, so 

dal~ Pk in N 1 liegt und p~ in N .1. 

c. Pk und  D o sind die l~andpunkte  einer z -Komponente  B 1 yon  ~ l - D ~  Die 

yon  B lk verschiedene z -Komponente  von A ~ -  D o wird mit  B~ 1 bezeichnet und  die yon  

B]  k. B~ verschiedene z -Komponente  yon  A ~ k - D  o mit  ,1 

1.2) B~ und B~ sind nach Hilfssatz 8, I mi t  B~ '1 und  mit  B .1 punktf remd.  

1.3) ~2B~ ist ein P u n k t  qk und  ~']SB~l ein P u n k t  q* (siehe Fig. 26). ~ 2 - M  1 

besteht  aus vier z -Komponenten  V~ . . . . .  V~, so dab q~' und  qs die Randpunk te  von  

V~ sind, ql und q~ die yon  V~, ql und  qs die yon  V 1 und  q~ und  q~ die yon  V~. 

1.4) Die Zuordnung yon ~2 und V~ + V~ zu M 1 U s ist eine Umschal tung  a yon  

M 1 U 2 fiber ~]2. Die durch a in _~s bewirkte Umscha l tung  ist a selbst. Dabei gilt: 

1.4.1) a ist die bezfiglich M1/V s und r regul~re Umschal tung  von M 1 U 2 

fiber ~s  (vgl. Hilfssatz 8, I I ) .  

1.4.2) Die Sz-Komponenten  von  a ( A I + A ~ )  in ~)e sind abgeschlossene doppel- 

punktfreie Kan ten  A11 = ( ~ 1  _ U s) + (~1 _ U s) + ~ und ,1 - ,1  A s  = (B~  - U s) + (B~ - U s) + V~. 

A'kl.N 2 ( k = l ,  2) ist eine offene Kan te  A ~ .  
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1.5) A~ 1 und  A~ sind einander ahnlieh bezfiglieh qb und beziiglich 0 .  

1.6) ~r ist regular beziiglieh M 1 und  qb (~)z) und  bezfiglieh M 1 und  19 (•z). 

Beweis: 

1.6.1) I s t  C 2 ein 2-dim Element  aus qb (~2), so gibt es eine eineindeutige Zu- 

ordnung ~ der Sz-Komponenten  yon  M 1 C z in ~2 zu den Sz-Komponenten  yon  ( a M  1) C 2 

in C z, so dal~ einander zugeordnete Elemente einander bezfiglich dp ahnlieh sind. 

Beweis: Is t  C a nicht  gleich N 2, so existiert ~ trivialer Weise als Zuordnung der 

Sz-Komponenten  yon  M 1 C a in C a zu sich selbst. I s t  C 2 gleich N 2, so bilden die Zu- 

ordnung Alk~_~l~r'l r l  (fiir k = 1 und  2) und  die Zuordnung aller yon  A~I und _4~ ver- 

sehiedenen Sz-Komponenten  yon  M 1 _~2 in _~z zu sieh selbst eine Zuordnung,  die die 

fiir ~ geforderten Eigenschaften besitzt. Dami t  ist 1.6.1 bewiesen. 

1.6.2) Die Zuordnung A'kl~-~A~ (ffir k = 1 u n d  2) und  die Zuordnung aller yon  A~ 

und  A 1 versehiedenen Sz-Komponenten  yon  M 1 in ~)z zu sieh selbst ergeben zusammen eine 

Zuordnung der Sz-Komponenten  von a M  1 in ~)2 zu den Sz-Komponenten  von M 1 in Q2, 

so dab einander zugeordnete Elemente  einander beziiglich 19 ahnlieh sind. 

Mit 1.6.1 und  1.6.2 ist 1.6 bewiesen. 

1.7) Aus der Annahme,  ff sei regular beziiglieh M 1 und  qb (~)e) oder beziiglieh M 1 und  
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Bff 2 0 ~ B~ 

s'~k 
Fig. 27. A~ rnit D I. 

@(~)2), folgt: K 1 = ( / ~ I -  U 2) § ( / ~ -  U e) §  ist eine Sz-Koml0onente yon ~ M  1 in ~)2 

und  ~2. K 1 ist dami t  beziiglich r  bezfiglich ~} ~hnlich zu einer Sz-Kom/?onente S 1 

von M 1 in 2~ 2 bzw. ~)2. Dies s teht  im Widerspruch  dazu, dab M 1 S-normal  in ~)~ liegt. 

Also ist die Annahme  falseh. 

1.8) a M  1 liegt S-normal  in ~)~. 

~eweis:  

1.8.1) Die Durchdr ingung yon ~ M  1 ist gleich der Summe  der yon  D o verschiedenen 

Doppe lpunk te  yon M 1. 

1.8.2) I s t  C 1 eine P K F -  oder P K M - K a n t e  aus @ (Q2), und  ist C ~ das in G 2 liegende 

Nebenfl/~chenstiick zu C 1, so ist (~M1)C 2 entweder  leer oder  liegt zopfar t ig  in C ~. 

]~eweis: I s t  C 2 nicht  gleieh iV 2, so gilt 1.8.2 wegen ( ~ M 1 ) C  2 = M 1 C 2. 

I s t  C 2 gleich iV 2, so liegt (~M1)C 2 naeh Hilfssatz 8, I I  zopfart ig in C 2 beziiglich _~1 

und  ~ , 1 .  D a m i t  ist 1.8.2 bewiesen. 

Aus 1.6, 1.8.1 und  1.8.2 folgt 1.8. 

1.9) Aus 1.1 und  1.4 bis 1.8 folgt Teil I fiir den Fall, dal~ Q~ ein P K -  oder PM-Fl~ehen- 

stiick ist. D a m i t  ist Nr.  1 erledigt. 

2) Beweis von I I  fiir den Fall,  da~ Q~ ein P K -  oder Pl~-FI~ehenstf ick Q~ ist: 

2.1) Nach  dem fiir P K -  und  PM-F1/~chenstiicke bereits  bewiesenen Teil I ist en tweder  

al  oder 51 regular  bezfiglieh a M  1 und  �9 (~)e). 

2.2) D~ liegt in einem Nebenfl/~chenstiiek N 2 zu einer P K F -  oder P K g - K a n t e  N 1. 
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Fig. 28. U~ enthaltender Aussehnil~t yon GP. 

Dureh. ffl wird in N 2 die Umsehaltung ~1 selbst bewirkt. 

2.3) o" 1 ist regular beziiglieh (~M1)N 2 und ~ (2?2). 

Beweis: Liegt D o nieht in N e, so Iolgt 2.3 unmittelbar aus der Voraussetzung. Liegt D O 

in N 2, so wird in 2V 2 dureh e die Umsehaltung ~ selbst bewirkt. In  diesem Falle folgt 2.3 

aus  I-Iilfssatz 8, IV. 

2.4) ,&us 2.1 bis 2.3 und I-Iilfssatz 8, I I  folgt Teil I I  fiir den Fall, dag Qa ein PK- oder 

PM-Flgehenstiiek ist. Damit  ist Nr. 2 erledigt. 

3) Beweis yon I fiir den Fall, dab Qa ein K-l~aumstiick Qs ist. 

3.1) Es gibt genau zwei Sz-Komponenten A~ und A~ yon M s in Qa, die D 1 ent- 

halten.  Dabei gilt: 

G2 A 2 a. In  Qs liegen genau zwei PK-F1/~chenstiicke G~ und G~. Dabei ist ~ 

(i, / c= l ,  2) eine offene Kante  G ~ (siehe Fig. 27), und G 1 ik il und G~2 enthalten genau 

einen l~andpunkt p~ y o n  D 1. Pl liegt dabei in einem Nebenfli~chenstfick N~ zu einer 

PKF-  oder PKM-Kante  N~. 

b. Es gibt (vgl. Fig. 27) zwei z-Komponenten B~I und B~2 yon G ~ - p ~  bzw. 

G 1 12-Pl ,  so daI~ die yon Pl verschiedenen Randpunkte  Pit und P12 yon B~I bzw. Bl12 

in N~ ]iegen. N 1 liegt ira Rande eines in Qa liegenden KF-  oder Kl~-F1/~chenstiickes 
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q ~ p, 
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~k 

�9 ! z; 
I 

o q~k P~ qz,~ Pzk 
3 2 Fig. 29. A 2 m~t D ~ und U A~. 

j2, und  J2 ~ ist die abgeschlossene Hfille einer P K F -  oder  P K ~ I - K a n t e  ivy. Dabei  

ist j2  A~ (k = 1, 2) eine offene K a n t e  E l ,  deren yon  Pl~ verschiedener R a n d p u n k t  P2~ 

in N 1 liegt. Anderersei ts  ist P2k R a n d p u n k t  einer z -Komponen te  B 1 G 1 2 k  VOYI  2 k  - -  ~02. 

Die von B lik (i, k =  1, 2) verschiedene z -Komponen te  yon G l~k-p~ wird mi t  B *1~k 

bezeichnet,  ihr von  p, Verschiedener R a n d p u n k t  mi t  p*k. Dabei  sind p ~  und  P*k die 

l~andpunkte  der yon E~: verschiedenen K F -  oder K M - N o r m a l k a n t e  E~ 1 aus A~. 

c. D I + B  11kT• 12k-l-E 1 + p l k + P 2 k  (It = 1, 2) ist der R a n d  einer z -Komponen te  B~ 

yon . ~ - D  1 (vgl. Fig. 27). Die yon B~ versehiedene z -Komponen te  yon ~ - D  1 wird 

mi t  B~ 2 bezeichnet.  

3.2) US G~ ( i = l ,  2) ist eine im Verh~ltnis zu O ] M  2 kleine Umgebung  U~ y o n  

p, in G~ (siehe :Fig. 28). Dabei  gilt: 
~f2 B 1 a. i ~k ist ein P u n k t  q~k und ~ 2 B  .1 ~k ein P u n k t  q*k. 

b. U ~ - M  2 bes teht  aus vier z -Komponen ten  vii, . . . ,  V~, so da[~ q~l und  q*2 die 

R a n d p u n k t e  yon  vii  sind, q*l und  q*2 die yon  V~2, q~l und q*2 die yon V~3 und  q*l 

und  q*2 die yon  V14. 

c. ~faB~ ist eine offene K a n t e  L~ und  ~3B'2 k eine offene K a n t e  L~ 1 (siehe 

Fig. 29). 

d. ( /~3_ Q S ) _ M  2 bes teht  aus vier z -Komponen ten  V1 ~ . . . . .  [742, so dab ~ =  V~ 

-]- V11 -~- L~ 1 + L~ ist, sowie F~ = VI~ + ~ • L 1 . 1  . ~  T ~ + L ~ ,  ~ ]  = V h  + - ~  V2a + L 1 + L 1 und  

~ = VI,  + Vi ,  + L ~ +  *~ i *~. 

3.3) Die Zuordnung yon ( ~ 3 _ Q 3 )  und  -~ -2  M 2 U a V1 + V2 zu ist eine U m s c h a l t u n g  

a yon M ~ U 3 fiber (Ua Q3). a bewirk t  in G~ ( i = 1 ,  2) eine UmschMtung at yon  

M ~ U~ fiber ~1~. Dabei  gilt: 

3.3.1) a, ist die bezfiglich M 2 G~ und ( I ) ( 5 )  regul~re Umscha l tung  yon M a U~ 

fiber ~ .  
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Beweis: Nach dem f~r PK-Fl~chenstiicke bereits bewiesenen Tell ] i s t  entweder 

a, oder 5~ regular beztiglieh M 2 G~ und �9 (G~). Aus der Annahme, ~ sei regular beziiglioh 
~~ K 1 B 1 M eG~ und O(  D, folgt: = ( / ~ h - U ~ ) + (  ~e-U~)§ (vgl. Fig. 28) ist eine Sz- 

Komponente yon 5~ (M e G~) in G~, ist also ~hnlieh bezfiglich qb zu einer Sz-Kompo- 

nente S 1 yon M 2 G~ in G~. Dies steht im Widerspruch dazu, dab S 1 eine PK-Normal- 

kante ist. Also ist die Annahme falsch und 3.3.1 damit bewiesen. 

3.3.2) Die Sz-Komponenten yon a~ (Gll § in G~ sind die (nach 3.3.1 normal 

in G~ liegenden) abgeschlossenen Hfillert der offenen Kanten G~ = (B*~ - U~) § (B~2 - U~) 

+ V~t und G "1 - (B~I U~) "B .1 V 1 

3.4) B~ und B~ sind mit B~ 2 und mi~ B'22 punktfremd. 

Beweis: Aus der Annahme, ein Punkt  p '  ]s in B ~ B  .2 (k, l = l ,  2; k:~l), folgt: 
2 2 p' liegt in einer yon 1)1 verschiedenen Durchdringungslinie D a v o n  A1 § Damit 

o o 
liegt ein l~andpunkt p"  yon D '1 in B ~ - U ~  und in B ~ - U ~ .  Also ist (B~)-U~) 

+ ( B ~ -  U~)+ V~z mehrfach zusammenh~ngend. Dies steht im Widerspruch dazu, dal~ 

G~] eine 1)K-Normalkante ist, also ist die Annahme falsch. Daraus folgt 3.4. 
2 2 Q 3  3.5) Die Sz-Komponenten yon ,:r(AI+A2) irt sind abgeschlossene (und nach 

3.4 doppelpunktfreie) Fl~chenstfieke A~ 2 = (/~,2 _ U 3) + (/~ _ U 3) _~ ~ 2  und A~ 2 = (/~ - U 3) 
+ ( ~  - u ~) + V~. 

3.6) A '2~ und A 2k (k = 1, 2) sind einander /~hnlieh beziiglieh dp und bezfiglich O. 

Beweis: Es gibt (da G~ und G~ demse/ben PK-Kantenpaar  entsprechen, und 

nach Satz 2) eine -~hnlichkeitsabbildung a~k (ffir i, k = 1, 2) yon (I)(G[~) und r (G~k) 

aufeinander beziiglich r Die Zuordnungen ~[ ,e~2k  ~ (k = 1 oder 2), E l s E  ~ 1  1 und die 

Zuordnung vort E .1, p~  und p~'~ zu sich selbst ergeben, zusammen mit cq~ und a~ 

eine Ahnlichkeitsabbildung yon �9 (A~. e) und r (A~) aufeinander bezfiglich dp. Daraus 

und aus Hilfssatz 3, [ folgt 3.6. 

3.7) a ist reguliir bezfiglich M ~ und (I)(Qa), sowie bezfiglich M ~ und 0 (Qs). 

Beweis: Die Zuordnung A ' ~ A ~  (fiir k =  1 und 2) und die Zuordnung aller yon 

A~ und A~ verschiedenen Sz-Komponenten yon M z in Qa zu sieh selbst bilden zu- 

sammen eine eineindeutige Zuordnung der Sz-Komponenten yon a M  ~ in ~)a zu den 

Sz-Komponenten yon M z in Qa, so dal~ einander zugeordnete Elemente einander i/hn- 

lich beziiglich (I) und beziiglich 0 sind. Damit ist 3.7 bewiesen. 

3.8) Aus der Annahme, ~ sei regular bezfiglich M z und dp (Oa) oder beziiglich 

0 (Qa), folg~: K ~ = ( / ~  - U a) + ( / ~ - U  a) +V~ ist eir~e Sz-Komponente yon ~ M  z in Qa, 

ist also beziiglich (I) oder beziiglich 0 //hnlich zu einer Sz-K:omponente S ~ yon M e 
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F i g .  30.  A 2 m i t  D 1 f i i r  s k = 4 t m d  t = 3. 

in Q3. Dies s teht  im Widerspruch dazu, dab S 2 ein K-Normalflitchensttick ist, also 

ist die Annahme falsch. 

3.9) a M  2 liegt S-normal  in ~)3. 

Beweis: Die Sz-Komponenten  yon  a M  2 in ~)3 sind naeh 3.7 beztiglich qb normal  

liegende K-Normalfl//chenstiieke. Die Durchdr ingung yon  a M  2 ist gleieh der Summe 

der yon  D 1 versehiedenen Durchdringungslinien yon  M 2. (a M 2) GF (i = 1, 2) liegt naeh 

3.3.1 und  dem Iiir PK-Fl/~chenstticke bereits bewiesenen Teil I S-normal in OF. Daraus  

folgt 3.9. 

3.10) Aus 3.1, 3.3 und  3.5 bis 3.9 folgt I fiir den :Fan, dab Qa ein K - R a u m -  

sttiek ist. Dami t  ist Nr. 3 erledigt. 

4) Beweis yon  I Iiir den Fall, dab Qa ein P-Raumst i ick  Q3 ist: 

4.1) Es gibt genau zwei Sz-Komponenten  A~ und A~ yon  M 2 in ~)a, die D 1 ent- 

halten. Dabei gilt (siehe Fig. 30): 

a. @(A~) ( k = l ,  2) besteht  aus K a n t e n  E~k, .. E 1 �9 , 8~k und  1)unkten Pl~ . . . .  , Psk~, 

so dab P~k und  pi+lk die Randpunk te  yon  Elk sind ( i = l  . . . .  , s k mit  p~k+lk=plk). 

A2 2 b. (I) ( k) besteht  aus offenen Fli~chenstiicken A~k, . . . ,  As~k und  A~ 2, aus offenen 

Kan ten  Alk, A I ~  und  E .1 .1 �9 . lk, E~kk und aus Punk t en  p~k, * . . . . . . . . .  , pskk, SO dal~ fol- 
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A~kA~ =B~k, ~k k = ~k, ist leer. P*k und  p*+lk sind die Rand-  gendes gilt: "2 "~ A2 A,2 .~*1 AiA.~ 
punkte  von E *I (mit * =P ' e ) ,  P~e yon  ~. A~+lk liegen in p~k+l~ und  P*k die A 1 Ale und  1 

AYe (mit A 1 A ~  s k + l  e ~ X-Xlk] .  

C .  E l k  . . . .  1 j 2  , Esk~ liegen in PF-,  t)K- bzw. PM-F1/ichenstiicken J~k, �9 . . . .  ke aus 

0 (Q3), pie . . . .  , pskk in paarweise voneinander  verschiedenen P K F -  bzw. P K M - K a n t e n  

371k, . 3T 1 A 2 . . . .  ke aus @ (Q3). Entspreehend liegen A~k . . . . .  ske in den Nebenraumsti ieken 

J~e, J~ j2  j r  .1 .1 ... , se~ zu lk, ... , sek, Ele , ..., E~ke in den Parallelfl/iehenstiiekerl j,ele, . . . ,  j,e~k~ 

zu J~k . . . . .  J ~ ;  Alk . . . . .  A~k~ liegen in den in Q3 liegenden Nebenfl/~chenstiicken 

N~k, . N 2 Q3 ,1 ~V,1 - l ~ l k  ~ . . .  s e k  , sek und  P~'k, * . . . . .  , pskk in den in liegenden Paral le lkanten 

zu N~e, . . . ,  ~V~ek. A .2 liegt in dem Zentralraumsti ick Q,3 yon  Qa. 

4.2) R~ =A~le + . . .  + A ~ e  + Alk + ... +As~e~ ist ein oftener Kreisring und enth/flt 

~1 (vgl. Fig. 30). dp (D 1) besteht  dabei nach Hilfssatz 5, I I  aus offenen Kan ten  

D~ . . . .  , D~ und  Punk ten  PI . . . .  , pt+l mit  t >  1, so dag pj und  ioj+~ ( j = l  . . . . .  t) die 

R~ndpunkte  yon  D 1 sind. Dabei ist t nieht grSger als die kleinere der Zahlen s~ + ], 

s 2 + l  , und  es gilt bei geeigneter Numerierung der unter  4.1 genannten Elemente:  

a. D 1, . . . ,  D 1 liegen in A ~ ,  . . . ,  A"t~ (/c= 1 und  2), wobei fiir den Fall t = s ~ +  1 

A ~ = A ~  zu setzen ist. s k + l e  

b. p~ liegt in EI~, P2, . . . ,  pt liegen in A le~, . . . ,  A ~t~, und  pt+~ liegt in E ~  (mit 

A ~ = A ~  und  ~ E 1 E s k + l k =  l k ) "  s k -~ . l k  

4.3) Ffir i = l ,  t ist J ~ = J ~  mit  j r  - J ~ k .  :Fiir j = 2 ,  t ist N ~ t - N  ~ �9 " - -  i 2  S k d  l k  - -  �9 �9 �9 

mit  N 1 - N I ~ .  Zur Vereinfaehung wird fiir i = 1 ,  t J~e mit  J~, J~ mit  J~ und  S k + l k -  � 9  ~ ~k 

J*ff mit  j , e  bezeichnet, sowie ffir ] =  2, . . . ,  t ~V~e mit  N], ~V~e mit  N~ und  N*:  mit  

N *~. Dabei wird gesetzt: J~k+l=J~,  N~e+~ =N~, usw. 

4.4) -dee-D ~ (k = 1, 2) besteht  aus zwei z -Komponenten  B~ und  B~ ~, so dab B *ee 

das F1/~chenstfick A *~ enth/ilt. Dabei gilt (vgl. Fig. 30): 

a. Ffir i = 1 ,  . . . , t  bei t<~% und  Iiir i = 2 ,  . . . , s e  bei t = s e + l  gilt: A e ,~-D t be- 

s teht  aus zwei z -Komponenten  B ~  und B~*~, so dab ~,~e~*~-A~- ~e ~,~*~ ist. 

b. A ] ~ -  D ~ (j = 2, . . . .  t) besteht  aus zwei z -Komponenten  B ~e und  B*~, so dab 

B~-~  - A ~ B *~ - ~ e ist. 

c. Bei t ~< se besteht  E ~ -  D ~ aus zwei z -Komponenten  C~e und  *~ C~k, sowie E ~ e -  D ~ 

aus zwei z -Komponenten  C ~ C *~ C *~ ~ C *~ in ~*~ liegt. te und  ~e, so dal~ ~e in und te 

d. Bei t = s e + l  (siehe Fig. 31) besteht  E ~ - D  ~ ~ aus drei z -Komponenten  C~,  
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Fig. 31. ~e 1~ enthaltender Ausschnitt aus A~ mit D 1 (vgl. Fig. 30) ftir t ~ s k + 1. (Es ist Ptk = Plk und 
1 B*I  .1 es k6nnen auch Bsk und tk rnit B ~  bzw. Blk bezeichnet werden. Maa beachte jedoch, dab entspre- 

chendes nicht fiir B~k, C~k, Pt, D~ und Pt+l gilt!) 

C ~  und C irk, so dab C *lxk in /~,e liegt und Pl und  Io2k die Randpunk te  yon  C~  sind 

und Ptg und Pt+I die yon  C~.  

e. Bei t = s k + l  besteht  A ~ k - D  1 (vgl. :Fig. 31) aus drei z -Komponenten  B~k, 

B~k und Blk,*2 so d a b  B *elk = A 21k B *ek ist, und so dab /~k =/9~ + C  alk + / ] ~  und  ~,t~2 _-~lt 

Oh + ~ ist .  

Dami t  ist z e E 1 

Jr Clk -~ Pl -~ Pek J7 , . ,  -~- Ptk ~- p t + l .  

4.5) B~ und  B~ sind mi t  B *z und  mit  B~ e punkff remd.  

B e B  .2 (k, / = 1 ,  2; /c=bl), folgt: Beweis: Aus der Annahme,  eia P u n k t  p '  1/~ge in k l 
2 2 p'  liegt in einer yon  D 1 verschiedenen Durchdringungslinie D '1 yon  A1 +A2,  und  es 

gibt  mindestens eia Fls B ~  (i = 1 . . . .  , t), das mit  D '1 nicht  punkt f remd ist, 

also mindestens eine z -Komponente  D ''1 yon  D '1 B~k. Dami t  enth/~lt mindestens eine 

Kan te  B~k (j = i  oder i + 1) einen R a n d p u n k t  p "  yon  D ''1. Daraus  folgt weiter, dab 

p "  aueh in B~ 1 liegt. Dies s teht  naeh Hilfssatz 8, I im Widerspruch dazu, dal~ MZ-N~ 

in N~ zopfart ig bezfiglieh ZV] und zV .1 liegt. Also ist die Annahme  falseh. Dar&us 

ergibt sieh 4.5. 

4.6) U 3J~,  V 3J~,  U 3N2 ~, U 3N~, U s 512 und  U a re  �9 . . ,  . . . ,  ,,t bestehen aus z -Kompo.  

nenten U~ . . . .  U~ und  U~, e . . . . .  Ut+l, so dal~ U~ ( i = 1  . . . .  , t) eine im Verh/fltnis zu 

M 2 ] r  kleine Umgebung  yon  pj in N~ ist, sowie V~ eine im Verh~ltnis zu M21qb kleine 
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B*' q* P. qj~] B ~ i2 I j2 ~ j2 

Fig .  32. U~ e n t h a l t e n d e r  A u s s c h n i t t  v o n  N 2. 

Umgebung  yon /)1 in ]12 und  2 Utd 1 eine im Verh/iltnis zu _M21(I) kMne  Umgebung  

yon  Pt+l in J~. Dabei gilt: 

a. ~7~sJ~ ( j=2 ,  . . . ,  t; ~=1 ,  2) is~ ein Punk~ qj~ (~iehe Fig. 32) und ~Y~B?~ ein 

Ua C~k ist ein Punk* q~k, (]12 C1~ ein P u n k t  q'k, /~t~+~ C a P u n k t  q*~. "2 1 tk ein P u n k t  qt+lk 

und ~7 2 C .1 (mit C .1 - C  .1~ t + l  tk  s k + l k - -  lk] ein P u n k t  qT+lk. 

b. ~2m-M2 ( r e = l ,  . . . ,  t + l )  besteht  aus vier z -Komponenten  V lml, ... ,Vim4 (vgl. 

Fig. 32), so dab * qml und qmg. die l~andpunkte  voil V 1 * ml sind, qml und die qm2 v o n  

1 
Wm4, gm2, q m  und qm2 die yon V 1 m3 und  * und  * die 1 qml qm2 v o n  

~aB2 ( i = 1 ,  t; k = l ,  2) ist eine offene Kan te  L 1 (siehe Fig. 3 3 ) u n d  C. i ~k �9 ~ ~k 

~'Ta B*2 (mit B .2 _ ,2 i~k  �9 t~  ~/c sk+lk- -Blk  bei t = s k + l )  ist eine offene Kan te  ,1 

~ 3  "3 - -  i 2 - 1  �9 V i i  ~ V i i  d. ( ~ - J ~ )  besteht  aus vier z -Komponenten  Vi~, V~, so dag "2 

i+11 + L~l + i}2 ist, sowie ~ 2  = F~2 - -1  1 + V i + ~ 2 + L a + L  .1, F ~ = F I ~ +  ~+~aT~aT ~ und  

V~+I~ + LT~ + L*~. 

e. Die vier offenen Kan ten  L ~ = L ~ +  L ~ ~ = L I ~ + . . .  . . . +  tk+q2~+...+qtZ und L *~ *~ 
�9 + * + L * ~ + q 2 ~ + . . .  qtz ( k = l ,  2) sind die z -Komponenten  yon  ( ( ] a - Q a )  M~. Die vier 

23 - 61173051 105. Acta mathematiea. I m p r i m 6  le 5 juillet 1961 



350 WOLFGANG I~EN 

02 q3 
. ,  C;~ 

\ 

/ 

U3A 2 USA 2 F i g .  33 .  1 k u n d  2 k e n t h a l t e n d e r  A u s s c h n i t t  v o n  A 2 ( f i i r  t > 2).  

offenen F1/~ehenstticke V2u = V slu + . . .  + V sty, -I- V2~1 § . . .  § V l~u ( u =  1, . . . ,  4) sind die z- 

Komponen ten  yon  ( ~Ta _ Qa) _ M 2. 

4.7) Die Zuordnung yon V~+ V~ und (g7 a -  Qs) zu M 2 V a ist eine Vmschal tung 

a you  M 2 U s fiber (g /a_  Qa). a bewirkt  in ]~  (i = 1 . . . .  , t) eine Umschal tung a, yon 

M s U~ fiber ( / _ ) a  j3),  sowie in ~ (j = 2, . . . ,  t) eine Vmschal tung a; von M s Up fiber 

~T~, in ]12 eine Umschal tung at yon M s U~ fiber ~7~ und in ] ~  eine Umsehal tung 
P 2 at+l yon M 2 U st+l fiber ~+1 .  Dabei gilt: 

4.7.1) ~ ist die bezfiglich M ~ ] ~  und (P (]~) regulate Umschal tung yon M ~ U~ 

fiber ~ .  a~+~ ist entsprechend die bezfiglich M S ] ~  und �9 (J~)reguli~re Umschal tung 

yon  M s U~+I fiber ~+1 .  

Beweis: a. Nach dem ffir PK-  und PM-Fls bereits bewiesenen Tell I 

ist ea tweder  a~ oder ~1 reguli~r bezfiglich M S ] ~  und �9 (]~). 

b. Aus der Annahme,  5~ sei regular bezfiglich MS3~ und  �9 (J~), folgt: K 1 

= (Cll~ - V~) + (Ch - U~) + V~3 ist eine Sz-Komponente  yon ~ (M s ]21) in ,f~ (vgl. bei- 

spielsweise Fig. 34) und  ist damit  /ihnlich bezfiglich (I) zu einer Sz-Komponente  S 1 

yon  M 2 J~  in  ,f~. Dies s teht  im Widerspruch dazu, dal] S 1 eine PK-  oder Pl~I-Normal- 

kante  ist. Mso ist die Annahme falsch. 

c. Mit a und b ist der erste Tell yon 4.7.1 bewiesen. Der  zweite Teil yon  4.7.1 

�9 Vt+ls gesetzt  ergibt  sich vbllig analog, wenn fiir (~, U~ und V11s a~+1, U~+I bzw. 1 

werden und  ffir J~l und C~  (k = 1, 2) J~ bzw. C 1 tk, Damit  ist 4.7.1 bewiesen. 
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1 o 
q 2 ~  P22 

C ~' ~ / o .  I CJ P,, I, 1~ / '-1 / -11 P2] 

_ ~ "12  

Fig.  34. E l i ,  E l2  u n d  U1 ~ fiir t < s ,  + 1, t < , ,  + 1. (Clll u n d  C~2, sowie C~ 1 u n d  C~ 1 k b n n e n  a u g e r h a l b  
2 . 

U1 Schnltt;punkte besltzen.) 

, , 2 -2 ' ' (M 2 ]~)  liegen S-normal 4.7.2) Die S-MannigfMtigkeiten at+l ~11 (M I t )  und cr r 

in J~  bzw. in J~. (Dies folgt nach 4.7.1 aus den fiir P K -  und  PM-Fl~chenstiicke 

bereits bewiesenen Teilen I mid  II, und zwar aus I ,  wenn J ~ + d ~  ist, und  aus II, 
j2  j2  ist.) Dabei gibt es offene Kan ten  E ? ,  Zl~, E; I  und  E;~, so da6 fol- w e n n  t ~ I 

gelldes gilt: 

a. E ~  ( k = l ,  2) ist diejenige Sz-Komponente  yon  (~;+1~'1(M2]~) in ]~ ,  die 
*1 V 3 C1~ - enthiflt. 

b. E ~  ist entsprechend diejenige Sz-KomP0nente  yon  a~+l ~1 (M2J~) in ]~ ,  die 

C .1 U 3 enthiflt. t k - -  

c. E ~  und E ~  sind b e i t  < sg+ 1 miteinander  punk t f remd und  bei t =sk + 1 ein- 

~nder gleieh (siehe Fig. 34, 35 und  36). 

4.7.3) Die Sz-Komponentelx vor~ g; (_/i~+./i12) in-N~ ( j = 2  . . . . .  t) sind die ab- 

geschlossenen Hfillen der offenen (und naeh 4.5 doppelpunktfreien) Kan ten  A ~  

*1 1 A ;  "1 + 'B*I  U 2) + VJ2. = (B]I -- V 2) +- (Bi2 V~) -}- - 1  - V)x und  = ( B ] I - U ~ )  ~ ~ 2 -  

o 

�9 V.' I 

o,, cl, 

V' ~ A , - * ,  
f +1 k t.Sfk 

Pt+l k 

/ j c , , , <  

,f ~ J l k  

rig. 35. J~k, Etk,-1 .~lll, U12 l ind U2+l  f0_r t = 81 + 1 < 8 l + 1. (e lk  u n d  ell ,  sowie ctkl lllld C ltI, (-ilk~*l 
und C *1 ,1 C.1 2 . 11, Ct~ und 11 k6nnen auBerhalb U~ und Ut+k Schnlttpunkke miteinander haben.) 

23* -61173051 151. Acta mathematlca. Imprim6 lo 4 juillet 1961 
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o 1 1 

~ 2  22  

\ ) c:, \ / o  / c,,. 

2 1 . 1 1 *1  . *1  :Fig. 36. $11, El2, U~ und Ut+l fiir t = s 1 + 1 = s~ + 1. (C~1 und C12, sowm Ctl und Ct2, Cll unct C12 kbn- 
nea aul~erhalb U~ und Ut2+l Schnittpunkte mi~einander haben.) 

4.7.4) Die Sz -Komponen ten  yon  am (~i2ml -2 +Am2) in ]~m ( m = 2 ,  . . . ,  t - - l )  sind die 

abgesehlossenen Hiillen der offenert (und nach 4.5 doppelpunktfreien)  F1/ichenstiicke 

A ~  = (B*~ - ~'~m) + (B,2,2 - Dam) + V~I und A~2 = (B2ml - U3m) + (B*~ - U~m) + V2mz. 

Ferner  gibt  es offene F1/ichenstiicke A;~, A~,  A ~  und A 'e re, so dab folgendes gilt: 

~{,e (k = 1, 2) ist diejenige Sz -Komponen te  yon at al (M S ]31) in ]13, die .e U a Blk -- ent-  l k  

h/ilt. A ~  ist diejenige Sz-Komponen te  yon at (h (M2J~)  in o gSt, die B *~tk enth/flt. A ~  

und A;~ sind bei t < sk + 1 mi te inander  punk t f r emd  und  bei t = sk + 1 einander gleich 

(vgl. 4.7.2). 

Insgesamt  sind A ~  und  A ~  ( i = l ,  t) Sz -Komponen ten  yon  ( a M 2 ) ] ~  in -3 

4.7.5) Die Sz -Komponen ten  yon a (A~ +A~) in Qa sind abgeschlossene F1/~chen- 

stiicke A1 e = (/~,2 _ V 3) + ( /~  _ U 3) + ~ und A~ e = ( /~  - U a) + (/~,e _ V a) + ~ .  

4.8) Es  gibt  eine Ahnlichkei tsabbi ldung yik vor~ �9 (A,k) und  O (  ,k) aufeinander  

beziiglich qb (i = 1; . . . .  t, k = 1, 2). 

Beweis: 

4.8.1) Es gibt  eine Ahnlichkei tsabbi ldung alk ( ] c= l ,  2) yon  qb (E[~) und  qb (Elk) 

aufeinander  beziiglich qb sowie eine Ahnlichkei tsabbi ldung ate yon qb (~, ;1)und qb (E~k) 

aufe inander  beziiglich O. (Bei t = s k + l  ist ark mi t  ale identisch.) 

E l k ~ E l k ,  pe l~p2e  und  die Zuordnung der yon Pc1 Beweis: Die Zuordnungen  ,1 1 

und  /)~2 verschiedenen R a n d p u n k t e  von E[~ und  Elk zueinander bilden zusammen  eine 

Ahnlichkei tsabbi ldung yon 0 (E[~) und  0 (E lk )au fe inande r  beziiglich 0 .  En tsprechend  
27~1 <____~ ~ t 1 bilden die Zuordnungen  ~,tk .,~,tk, Pa+--~Pt2 und  die Zuordnung der yon /)tl und  Pt2 

verschiedenen I~andpunkte  von E't 1 und yon E ~tk zueinander  eine _~hnlichkeitsabbildung 

yon  0 (~,~1) und 0 (Bt'k) aufeinander  beziiglich O. Also sind Elk und Elk,  sowie 
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E ~  und E~k, ein~nder nach Hilfssatz 3, I iihnlich beziig]ich @, also (d~ es sich u m  

normal  beziig]ieh (I) l iegenden K a n t e n  handelt)  auch beziiglich (I). Daraus  folgt 4.8.1~ 

4.8.2) Es  gibt  eine ~,hnlichke~tsabbildung ~j (fiir alle j ~ 2  . . . .  , t - 1 )  yon (I)(E~I} 

und (I)(El2) aufeJnander bezfigJieh (I). 

Beweis: Die Zuordnungen  E~l~--~E12, Pgl*'PJ2 und pj+n*-%oi+12 bilden zusammer~ 

eine Ahnlichkei tsabbi ldung fl~ yon 0 (E~I) und  0 (E~2) ~ufeinander beziiglich 0 .  I s t  

J~ ein PF-Fli~chenstiick, so ist /~- zugleich eine Ahnlichkei tsabbi ldung yon  (I) (Ell) und  

(I) (E~2) aufeinander  beziiglich (I). I s t  J~ ein P K -  oder PM-Fl~chensti ick,  so folgt naeh 

Hilfssatz 3, I die J~hnlichkeit yon  E~I und El2 beziiglieh @ und  daraus  die Ahnlich- 

keit  bezfiglich (P. D a m i t  ist 4.8.2 bewiesen. 

A~2 ~_).A 2 " 2 "2 Nle-~Alk und  die Zu- 4.8.3) Die Zuordnungen  .~lk ~'-1~, A~ N~, Arl+-','A1 -"l 2/~ ~2k~ ~1/r 

ordnung yon  E~ 1, P~k und  ?*k zu sieh selbst bilden zusammen  eine Ahnlichkeits- 

abbi ldung y ~  yon (])(A~) und (I)(A12k) aufeinander  bezfiglich (I). Entsprechend  bilden 

~,2 ~e ~ , 1 ~ 1  A ~  e "2 N2 (mit N e = N ~  bei t = s k  die Zuordnungen . [ - l t k e - ~ l t k  ~ .z~tk ~ t k ,  ~ + l k ~ - - ~ A t k  t + l k  Sk+lk  

und  ~ - N ~ N~z+e~-  ~ bei t = s ~ + l ) ,  ~t~ und die Zuordnung der iibrigen E lemente  yon  
-~2 _~2 r zu sich selbst eine Ahnliehkei tsabbi ldung 7t~ von r  r  auf- 

einander  beziiglich (I). (Dabei  ist yt~ ffir t = s ~ + l  mi t  yl~ identiseh.) 

/ 1 '2  .r A,1 A 1  "1 1 s k + l k  ~ lk}~. 4.8.4) Die Zuordnungen ,~ ,~  -~m~, A , ,~e-~m~,  A,n+la+-+Am+l~ (mit A "1 A '1~ 

zr und die Zuordnung aller fibrigen Elemente  yon  ( I ) ( ~ 2 )  zu sich selbst (m = 2 ,  . . . ,  

t - 1; } = 1, 2) bilden zusammen  eine Ahnlichkei tsabbi ldung 7m~ yon �9 ( A ~ )  und r (A~a) 

aufeinunder beziiglich (I). 

Mit 4.8.3 und 4.8.4 ist 4.8 bewiesen. 

4.9) A~ ~ und A~ sind einander /ihnlich bezfiglich (I) und  bezfiglich O. 

Beweis: Die Zuordnungen  7~  . . . .  , 7t~ und die Zuordnung aller iibrigen E lemen te  

yon (I) (A~) zu sieh selbst bilden zusammen  die J~hnlichkeitsabbildung yon  qb (A~ ~) u n 4  

r (A~) aufeinander  bezfiglich (I). Daraus  und aus Hilfssatz 3, I folgt 4.9. 

4.10) a ist regul/ir beztiglich M 2 und (I)(Qa), sowie bezfiglich M 2 und  0 (Qa). 

Beweis: 

4.10.1) I s t  C a ein 3-dim E lemen t  aus q5 (~)a), so gibt  es eine eineindeutige Zu- 

ordnung F der Sz -Komponen ten  yon  M 2 Ca in ~a zu den Sz-Komponen ten  yon  ( a M  2) C~ 

in C a, so dab einander  zugeordnete E lemente  einander beziiglich (I) //hnlich sind. 

Beweis: I s t  C a mi t  D ~ punk t f remd,  so exist iert  q t r ivialer  Weise als Zuordnung  

der Sz -Komponen ten  yon M 2 C a in C a zu sich selbst. I s t  C a mi t  D 1 nicht  punk t -  
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f remd,  so sind die z -Komponen ten  yon  D 1 ~a K a n t e n  ]9~, . . . ,  D%-1 (il, ' '"  , i~ zwisehen 

1 und  t, u > 0). In  diesem Fa]le b i lden  die Zuordnung ~I~k~A~,~  (fiir a i l ev  = 1, . . . ,  u, 

sowie k = 1 und  2) und die Zuordnung aller mi t  D 1 p u n k t f r e m d e n  Sz -Komponen ten  

yon  M 2 ~3 in C 3 zu sieh selbst eine Zuordnung,  die nach  4.8 und  Hilfssatz  3, I die 

tiir ~v geforder ten Eigenschaf ten besitzt.  Dami t  ist 4.10.1 bewiesen. 

4.10.2) Die Zuordnung A '2~Auk k (fiir k =  1 und  2) und  die Zuordnung Mler von 

A~ und  A~ verschiedenen Sz -Komponen ten  yon  M 2 in ~)3 zu sich selbst bilden zu- 

s ammen  eine eineindeutige Zuordnung der Sz -Komponen ten  yon M 2 in 0 3 zu den Sz- 

K o m p o n e n t e n  yon ( a M  2) ~)a in Q3, so dag einander  zugeordnete  K o m p o n e n t e n  ein- 

ander  beziiglieh 0 /ihnlieh sind. 

Mit 4.10.1 und  4.10.2 ist 4.10 bewiesen. 

4.11) Aus der Annahme,  ff sei regul/~r beziiglieh M 2 und  gP (Qa) oder beziiglieh 

M 2 und 0 (Qa), folgt: K 2 =  ( / ~ -  U a) + ( / ~ -  U 3) + V~ ist eine Sz -Komponen te  von  8 M  2 
--1 in Q3, und  K 2 2V~ = (B~ - U~) + (B2e - U~) + V~s ist eine Sz -Komponen te  yon (a M ~) -N~ 

in N~. Also ist K ~ _ ~  /~hnlieh bezfiglieh q~ zu einer Sz-Komponente  S ~ yon  M ~ N~ 

in _~,  oder K 2 ist g~hnlieh beziiglieh @ zu einer Sz -Komponen te  S 2 yon M 2 in Q3. 

Dies s teht  im Widersprueh dazu, dag M 2 S-normal  in Qs liegt. Also ist die Annahme  

falseh. 

4.12) a M  2 liegt S-normM in ~)a. 

Beweis: 

4.12.1) Die Sz -Komponen ten  yon a M 2 in ~)s sind A'I 2, A~ 2 und  die mi t  D 1 punk t -  

f remden Sz -Komponen ten  von M e in Qs. Sie liegen dami t  normal  beziiglieh qb in Oa. 

4.12.2) Die Durehdr ingung yon  ~ M  ~ ist gleieh der Summe  der von D 1 ver- 

sehiedenen Durehdringungsl inien von M e. 

4.12.3) I s t  2V 1 eine in Qs liegende P K F -  oder P K M - K a n t e  und ist N 2 das in 

QS liegende Nebenfl/~ehenstiiek zu N 1 und  N .1 die in ~ 2  liegende Paral le lkante  zu N 1, 

so liegt ( a M  2) N2 zopfart ig in iV ~ beziiglich _~1 und ~ , 1 .  

Beweis: I s t  N 2 mi t  D ~ punk t f remd,  so folgt 4.12.3 unmi t te lbar .  I s t  N 2 mit  D 1 

nieht  punk t f remd,  so gibt  es eine Zahl  ?" zwischen 2 und  t, so dab N*=N~, also 

(a M 2) ~ 2  = a~ (M e - ~ )  ist. D a m i t  liegt (a M 2) ~2  nach Hilfssatz  8, I I  zopfart ig in ~r~ 

beziiglich N~ und  N*l.  D a m i t  ist 4.12.3 bewiesen. 

Aus 4.12.1, 4.12.2 und 4.12.3 Iolgt 4.12. 

4:13) Aus 4.1, 4.7 und  4.9 bis 4.12 folgt I fiir den Fall,  dag  Qa ein P -Raums t i i ek  

ist. Dami t  ist Nr.  4 erledigt. 
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5) Beweis you  I I  ftir den Fall, dab Q~ ein P- oder K-gaums t f i ck  ist: 

5.1) Nach  dem bereits bewiesenen Teil I i s t  entweder a 1 oder 51 regul/~r bezfig- 

lich a M  d 1 und (I)(~)a). 

5.2) D~ besitzt zwei Randpunk te  Pl und P2. Pl liegt in einem Nebenfl/~chenstfick 

N ~ zu einer P K F -  oder PK3~[-Kante N 1. Durch  al wird in 2~ ~ genau eine Umschal-  

tung a~ bewirkt. 

5.3) a'l ist auch regulg, r bezfiglieh ( a M  a 1)_~2 und qb(N2). 

Beweis: Is t  D t m i t  N 2 punktf remd,  so folgt 5.3 unmit te lbar  daraus, dab al regular 

bezfiglich M ~-1 und  (I) (Qa) ist. I s t  D 1 mi t  N 2 nicht  punktf remd,  so liegt genau ein Rand-  

punk t  p yon  D 1 in N ~. I n  diesem Falle wird durch a in _~ genau eine Umschal tung  

a '  bewirkt,  und  nach Hilfssatz 8, IV folgt, dab al regular beziiglich (a'  M a-i) ~2 und 

(I) (~2) ist. Dami t  ist 5.3 bewiesen. 

5.4) Aus 5.1, 5.2, 5.3 und Hilfssatz 8, I I  folgt I I  ffir den Fall, dab Qa ein P- 

oder  K-Raumst f ick  ist. Dami t  ist Nr. 5 erledigt. 

6) Beweis yon  I I I :  Ffir s = 1 folgt I I I  unmit te lbar  aus I. 

Aus der Indukt ionsunnahme,  I I I  sei ffir s ~< v bewiesen, Iolgt I I I  fiir s = v  + 1. 

Beweis: E e sei ein beliebiges Element  aus (I)(Qa) oder aus @ (~)a). 

6.1) Es gib~ eine eineindeutige Zuordnung a,  zwisehen den Sz-Komponenten  von 

{a . . . .  al M ~-1) E e in E e und den Sz-Komponenten  von  M d - 1 E  ~ in E r so dal3 ein- 

ander zugeordnete Komponen ten  einander bezfiglich (I) i~hnlieh sind. 

6.2) av und  av+l sind die beziiglieh a~,-1 ... a i M  a-1 und (I)(Qd) regul~,ren Um- 

schal tungen yon  (av 1 . al Md-1)  U~ fiber "4 .. �9 . ( U v - Q  a) bzw. von (av-1 . al Ma-1) a Uv+l 
fiber (/-]ff+l - Qd). 

6.3) Naeh dem bereits bewiesenen Teil I I  ist nun av+l regular beziiglich a~ (~, 1 .-. 

a i m  a-l) und (I)(Qa), d. h. es gibt eine eineindeutige Zuordnung/3 zwischen den Sz-Kompo-  

nenten yon  (av+lava~_l . . .  a~Ma-~)E~ in E e und  den Sz-Komponenten  yon  ( a , a , - i  . . .  

a l M a - 1 ) E  ~ in E 'r so dab einander zugeordnete Komponen ten  einander beziiglich (I)/~hnlieh 

sind. Aus fi und  u, ergibt sieh dami t  sine eineindeutige Zuordnung a,+l zwisehen den Sz- 

Komponen ten  yon (aV+l ... a l M a - 1 ) E  ~ in ~e und  den Sz-Komponenten  yon  M a - I E  ~ in 

E *, so daI3 einander zugeordnete Komponen ten  einander bezfiglich q)/~hnlich sind. (Ist E * 

ein Element  aus O, so sind einander durch :r zugeordnete Komponen ten  einander dami t  

a u e h  ~hnlich bezfiglich @.) 

6.4) Aus 6.3 und  dem bereits bewiesenen Teil I folgt die Behauptung.  

Dami t  ist I I I  durch Induk t ion  bewiesen und  Nr. 6 ist erledigt. 

Mit Nr. 1 bis 6 ist Hilfssatz 9 bewiesen. 
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4. Umsehahungen an S-Normalfliiehen 

Aus den Ergebnissen der beiden letzten Abschnit te l /~ t  sich nun  der angestrebte 

Satz fiber die Umschaltungeal an  S-Normalfl/~ehen gewinnen. 

HAUI'TSATZ 4 (Umsehaltungssatz ffir S-~Normalfl/~chen). 

M ~ set eine S-Normalf l i iche.  ~ set der P-Zahlenvek tor  von M 2. D~, . . . ,  D] seien 

die Durchdr ingungs l in ien  yon M 2. U~ . . . .  , U~ seien paarweise  mi te inander  punk t / remde ,  i m  

Verhiil tnis zu  M2]qp kleine Umgebungen yon D] . . . . .  D] in  M 3. D a n n  /olgt: 

I .  E s  gibt genau ]e eine Umschal tung (~i, . . . ,  ~ von M ~ U~, . . . ,  M ~ U~ iiber 

( ( f ~ -  M 3) . . . .  , ( ( ] ~ -  Ma) ,  die bezi~glich M ~ und  a9 regular ist. 

I I .  (i 1 . . . . .  it) set ein beliebiges t -Tupe l  yon paarweise verschiedenen Zahlen  zwischen 

1 u n d  s. 2)ann ist  (r~ ... (rti M 2 eine S -Normal / ldche  mi t  dem P-Zahlenvek tor  ~ und  

es gilt: 

II .1.  I s t  M 2  doppelpunlct/rei ,  so ist (a~, . . .  aq M ~ ) = ) l / I  2. 

II .2.  I s t  eine Zahl  ] zwischen 1 und  s yon i i . . . . .  i t verschieden, so ist  D~ eine 

Durchdr ingungs l in ie  yon at, . . .  at, M 2, U~ ist  eine i m  VerhdItni8 zu  a~, . . .  (~, M 2 1 O  kleine 

Umgebung von D ] in M a, und  (~j ist die bezi~glich a~r . . .  ~ ,  M 2 u n d  0 reguli~re Um-  

schaltung von (at, . . .  a~1M 2) U~ tiber ((]~ - ff1~). 

I I I .  a~ .. .  a i M 2 ist eine Normal/li~che. 

IV. a~, a* (i i, it paarweise verschieden zwischen 1 u n d  s) seien Umschal-  

tungen von M 2 U~, M 2 U a iiber �9 3 ( U~, - M a ) ,  (I ~ ... ( t t - ffl~), und  mindes tens  eine dieser . . .  ~ t t 

Umschal tungen set nicht  reguliir bezi~glich M ~ und  r D a n n  /olgt: 

IV.1. a* a* M 2 ist  eine S-Halbnormal/ l i iche mi t  derselben F - Z a h l  wie  M 2. I s t  M ~ 
i t  " ' "  

. . .  * M2~ .M 2. doppelpunkt /re i ,  so ist ((~*t (~,, ~= 

IV.2. E s  gibt ein PK-Fl i i chens t i i ck  G 2 und  eine S z -Komponen t e  von ((~*t "'" o*,, M 2) ~2 

in  ~2, die eine P K - F a l t e  ist. 

Beweis :  1) Fiir alle i = l ,  . . . ,  s gilt: O ( D ~ ) b e s t e h t  aus endlich vielen offenen 

Kan ten  Dll . . . . .  D ~ i  mit  v~ > 1 und  Punk ten  p~i . . . .  , p~v~+i, so dal] folgendes gilt: 

a. Die Randpunk te  yon  D~ (j  = 1 . . . .  , v~) sind Pit und Pt~'+i, wobei fiir den Fall, 

da[~ D~ nieht berandet  ist, p%+i gleich pti gesetz~ wird. 

b. D~I, . . . ,  D -~v~ liegen in 1 ~- bzw. K-l~aumstficken Q~, . . . ,  Q~v,; p~,  . . . ,  p, , ,+l 

liegen in PK-  bzw. PM-F1/~chenstficken G e G e il~ " ' "  ~ iv i+ l"  

3 - - 3  c. Es  gibt zu jeder Kall te  D 1~ genau eirle z -Komponente  U~ von  U~ Q~ und  
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zu j edem P u n k t  Pik (/C= 1, . . . ,  V~+ 1) eine z - K o m p o r m n t e  U ~  y o n  U~ a G 2~k, so dab  Uija 

eine i m  Verh/~ltnis zu  M2lqb k le ine  U m g e b u n g  v o n  ~}j- in  ~)~ is t  u n d  so dal] U s~k eine 

i m  Verh/f l tnis  zu  M~Jq~ kle ine  U m g e b u n g  y o n  ioi~ in  G ~  ist.  Dabe i  is t  

+ . . .  + u,%, = 

2) N a c h  Hi l fssa tz  9, I folgt  fiir a lie i = 1 . . . .  , s: Es g ib t  g e n a u  eine U m s c h a l -  

t u n g  ~ij y o n  M ~ U ~. fiber ( ~ -  "~ Q~j), die bezi igl ich i ~ O ~  - u n d  �9 (Q~) regul/~r ist  (ffir 

Mle j =  1 . . . .  , vd; (~  is t  auch  regul/ i r  beztigl ich M~Q~ u n d  @ (Q~). E n t s p r e c h e n d  g ib t  

es g e n a u  eine U m s c h a l t u n g  ~[~ y o n  M e U s /~s -~ i~ f iber ~ ,  die bezi igl ich M ~ ~s u n d  (I) (G~) i k  

regu la r  ist;  a ~  is t  aueh  regulfir  bezfiglieh O (G~) u n d  M ~ 0~x (ffir Mle/r = 1, . . . ,  vi + 1). 

3) Es  g ib t  g e n a u  eine U m s c h M t u n g  ~i v o n  M z U~ fiber ( ~ -  j];/a), so daft ~a  

eine d u r e h  a~ in  Q~ bewi rk te  U m s c h M t u n g  is t  (i = 1 . . . .  , s).(a) 

4) Die  G e s a m t h e i t  der  d u rch  a~ in  Q~I . . . . .  Q ~  b e w i r k t e n  U m s c h a ] t u n g e n  is t  

gleich der  G e s a m t h e i t  der  U m s c h M t u n g e n  ~a,  . - - ,  a~ .  

Beweis:  4.1) ai~ ( j =  1 . . . .  , vi) is t  eine d u r c h  a~ in  O~- be~drk te  U m s c h a l t u n g .  

Beweis:  Aus  der  I n d u k t i o n s u n n a h m e ,  4.1 sei fiir ? ' = l  bewiesen  (/<v~),  fo]gt 4.1 

ffir ] = l + l :  a[~+~ is t  n a c h  Hi l fssa tz  9, I sowohl  die d u r c h  a~, Ms auch  die d u r c h  

~i~+~ bewi rk te  U m s c h M t u n g  y o n  M ~ U~+ae fiber ~si~+l. Also is t  ai~+~ eine d u r c h  a~ 

bewi rk te  U m s c h a l t u n g .  D a m i t  is t  4.1 d u r c h  I n d u k t i o n  bewiesen.  

(1) Wic H. Schubert bemerkt hat, ist U~ f[ir alle i = 1, ..., s orientierbar (vgl. [11]). Dieses lhl]t sich 
folgendermM3en beweiscn: 

1 Ist Di berandet, so ist U~ ein l~aumelement und die Behauptung trivial. Wir betrachten daher eine 
unberandete Durchdringungslinie D~. Die beiden Sz-Komponenten yon M~U~ bezeiehncn wir mit  Z 2, 
Z 2 (wir verzichten darauf, zus~tzlieh den Index i anzubringen). 

" 2  2 
U i j M  ( ] =  1, . . . ,  v i )  b e s t e h t  a u s  v i e r  l ) u n k t e n  q j t ,  qJ2, q~l,  q?2; " 2 2 U~]- M besf~ht aus vier offenen 

Kanten V~I, ..., V]~; dabei lassen sieh die Bezeiehnungen so w~hlen, dab folgendes gilt (vgl. Fig. 32): 
1. qyI und q~ liegen in Jgz 2 (fOr l=  1 und 2); 
2. ~ l l=q] l+qj2 ,  vl2=q/l+q~2, ~13=q/l+q]2, V14=q~1+q72; 

0' "U 2 M s" 4.1 4- 4";1 " 2 * * 3. i] ( ~j ) = vi i  V j2. - -  Diejenige Orientierung yon Ui], bei der die Punkte qyl, qJz, q]l, qj2 
t "B "B 2 in der angegebenen Reihenfolge durchlaufen werden, heil3e sj. Entsprechend besteht ( U t j -  Qij) M aus 

vier offenen Kanten Lll, L12, L~i l, L~I; (~]~j "3 " - Q i j ) - M "  besteht aus vier offenen Fl~chenstticken 
V21 . . . .  , V24 und bci geneigneter Bezeiehnung gilt: qit ~ Lll, q~ ~ JS~ 1 (fiir 1 = 1 und 2), Vlm ~ V2m (fiir 

" 3  "3 t alle m =  1, ..., 4). Diejenige Orientierung yon ( U i j - Q i j ) ,  durch die in ~]2 ij die Orientierung ej indu- 
ziert wird,r nennen wir sj. 

.U.~ M e, :.2 V~2 u n d e s  Da (ri] und ~0"+1 durch ~ j  bewirkte UmschMtungen sind, ist ffij ( ij ) = t ' j l  4- gilt 

l=  1 nnd 2)gilt, folgt im FMle a: VI+la ~ Iz~a, V~.I, ~ V~r und im Fallo b: V1+1, ~ V~4, V)+I, ~ V~3. Also 
" 2  ! induziert sj in UO'+I in jedem Falle die zu ej+l entgegengesetzte Orientierung. Also bilden el, . . . ,  

evl zusammen eine kohKrente Orientierung von ~/~ , also ist Ui 3 ein orientierbarer Vollring wzbw. 
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4.2) I s t  a* eine beliebige dureh a~ in einem Raumstf iek Q~- bewirkte Umsehal-  

tung,  so gibt  es eine Zahl m zwischen 1 und  v~, so da6 a* eine Umschal tung  von 

M 2 U ~ fiber " s ,n  ( U ~ m - Q ~ , n )  ist, also nach 4.1 gleich aim. 

Aus 4.1 und  4.2 folgt Nr. 4. 

5) I s t  (i 1 . . . .  , it) ein beliebiges t-Tupel yon  paarweise voneinander  verschiedenen 

Zahlen zwischen 1 und  s, so gilt: 

5.1) Is t  E a ein 3-dim Element  aus O, so gibt  es eine eineindeutige Zuordnung 

zwischen den Sz-Komponea tea  yon  (ai~ . . .  ail M S ) E  a in E a und  den Sz-Komponenten  

yon  M 2 E  a in E a, so dab einander zugeordnete Komponen ten  einander beziiglich (I) 

und bezfiglich 0 i~hnlich sind. Ferner  gilt nach Hilfssatz 9, I I I :  I s t  E a ein P- oder ein 

K-Raumstf ick,  so liegt (air ... a~, M s) ~a S-normal in ~a. 

Beweis: Sind D~, . . . . .  D~ t mit  E a punktf remd,  so existiert a trivialer Weise als 

f)l  Zuordnung der Sz-Komponenten  yon  M s E  a zu sich selbst. I s t  ( i ,§  ... + D ~ ) E  a nicht  

leer, so folgt nach Hilfssatz 9, I [ I  die Existenz einer Zuordnung ~ mit  den geforderten 

Eigenschaften. Dami t  ist 5.1 bewiesen. 

5.2) I s t  N a ein 3-dim Element  aus (I), so gibt es eine eineindeutige Zuordnung 

fl zwischen den Sz-Komponenten  yon (air ... a~, M s) ~a  in /~a  und  den Sz-Komponenten  

yon  M ~ ~a  in ~a,  so dab einander zugeordnete Komponen ten  einander bezfiglich (]) 

i/hnlich sind. 

Beweis: N a liegt in einem Element  E a aus @. Die Sz-Komponenten  yon MS E a 

seien A~ . . . . .  Aew. h~ach 5.1 gibt  es eine eineindeutige Zuordnung a zwischen den Sz- 

Komponen ten  yon (a,t ... a,, M s) ~a  in E a und den Komponen ten  A~ . . . . .  A~, so dab 

einander zugeordnete Komponen ten  einander bezfiglich (I)/~hnlich sind. Die Sz-Kompo- 

nenten  von (ai~ ... ~ , M  s) E a in E a werden mit  A~ s, . . . ,  A ~  bezeichnet, so dab A~ und 

A~ s (1 = 1 . . . .  , w) einander durch ~ zugeordnet  werden. D a n a  gibt  es also eine Ahn- 

l ichkeitsabbildung ~l yon  (I)(A~) und  q)(A~ s) aufeinander bezfiglieh (I). ~z umfaBt eine 

eineindeutige Zuordnung Sz zwischen den z -Komponen tea  yon  A~ s N a und den z-Kompo-  

nenten yon  A~ N a, wobei die abgeschlossenen Hfillea einander zugeordneter  Kompo-  

nenten einander bezfiglich (I) /~hnlich sind. I )araus folgt 5.2. 

6) a~ (i = 1 . . . .  , s) i s t  nach 5.2 regul/~r bezfiglich M s u n d  (P. 

7) Is t  ( i l ,  . . . ,  it) ein beliebiges t-Tupel yon  paarweise voneinander  versehiedenen 

Zahlen zwischen 1 und s, so gilt: 

7.1) (~ ... a q M  s ist eine S-Normalfl/~che, wie aus 5.1 folgt, a . . . .  (yl M2 ist dami t  

eine Normalfls 
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7.2) I s t  ~/2 doppelpunktfrei ,  so ist (~, ... ~t~ M2i =~>/2. 

7.3) Der  P-Zahlenvek tor  yon  (~t ... ~t, M2 ist gleich ~. 

Beweis: I s t  ~ eine P-Klasse  und x die ~ entspreehende P-Zahl  yon M S, so ist 

aueh die ~ entsprechende P-Zahl  yon at, ... (~t,M 2, wie aus 5.1 folgt. 

7.4) I s t  j (]= 1 . . . .  , s) yon il, . . . ,  it versehieden, so gilt: 

7.4.1) D~ ist eine Durehdringungslinie yon ~t ... (~ ,M 2, und  U~ ist eine im Ver- 

h/~ltnis zu a~, ... nil M21(I ) kleine Umgebung  yon D~ in M a. 

7.4.2) ~j ist regul/~r bezfiglich ~ . . . .  ~t, M 2 und  (I), wie aus 5.2 folgt. 

8) a~*, a* (il, it paarweise versehieden zwischen 1 und s) seien Umschal-  �9 " . ~  t t . . . ~  

tungen yon M 2 Ua',' " '" ,  M2 U3't fiber i ~ , -  21~/ai, " '",  (~/~t-  2~3)" Es gebe eine Zahl 1 

zwischen 1 und t, so dal3 ~ = ~z ist. Dann  gilt: 

8.1) a~ ... a~*M 2 ist eine Halbnormalfl/~ehe mi t  derselben F-Zahl  wie M s. 

�9 , M S Beweis: ~t  "'" ~ is~ eine t ransversa l  beztiglich �9 liegende St-Mannigfal t igkei t  

in M a und  ist mi t  den abgeschlossenen Hiillen der R-Raumst f icke  punk t f remd.  I s t  S 3 

a* M 2~ S 3 die S u m m e  der abgeschlossenen Hfillen aller F-Raumst f icke  aus O, so ist (at~ ... ~, 

= M 2 S  3. Daraus  folgt 8.1. 

8.2) I s t  2~/2 doppelpunktfre i ,  so ist (as, ... at, M2i =~]:/2. 

8.3) G~.~ ist ein PK-Fli~chenstiiek, und  es gibt  eine Sz -Komponen te  K 1 von 
- 3  

Gt~ in die eine P K - F a l t e  ist. Dabei  liegt K 1 in der abgeschlos- �9 .. G~2, 

senen I-Ifille eines ~ebenfl/ /chenstfickes ~2 zu einer P K F -  oder PKh~[-Kante N 1. 

Beweis: 

8.3.1) G et~e ist ein PK-F1/~chenstfick, da  anderenfalls  G~2 ein PM-~l/~chenstfiek 

w/ire ~nd p ~  und  pip die l~andpunkte  yon D~ w/~ren, also DI~ =D�88 und M z ~  ~ #  nicht  

S-normal  in ~)~. 

8.3.2) pt~e liegt in einem Elemen t  N z aus (I). ~ ist ein in Gt~ liegendes Neben-  

fl/~chenstfick zu einer P K F -  oder  P K ~ - K a n t e  N ~, und  es gibt  genau eine durch a~ 
�9 ~ . M  2 2 in N~ bewirkte  Umscha l tung  a ~  von Uti~ fiber ~Y~. 

8.3.3) a*'tz2 ist gleich &'/~, also nieh~ regul//r beziiglich M~/~  2 und  (I)(/93). 

8.3.4) Die s/imtlichen durch ~ ,  r in ~2  bewirk ten  Umsch~l tungen  seien 

�9 ' *' *' *" (m = 1, . . ,  u) ist dabei  eine Umscha l tung  fiber a~ . . . . .  ~ (unter ihnen ist at~e), a~ 

den R a n d  einer Umgebung  U *e eines Doppe lpunktes  p*  yon M S N~. Aus Hilfssatz 
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8, V.2 folgt nun, dal~ es (mindestens) eine Sz-Komponente  K 1 von a*" ... a*'  (M 2 N2) 

in ~2 gibt, deren beide g a n d p u n k t e  in N 1 liegen. K 1 ist dami t  eine PK-Fa l t e  und  

eine Sz-Komponente  yon (a~* ... a~ M ~) Gii2-2 in G~z2.-2 

Mit 8.3.1, 8.3.2 und  8.3.4 ist 8.3 bewiesen. 

9) ff~ ( i = 1  . . . . .  s) ist nicht  regul/~r beziiglich M 2 u n d ~ ,  wie aus Hr. 8 folgt. 

Aus Hr. 3, 6 und  9 folgt Teil I der Behauptung,  aus Hr. 7 Teil I I  und  I I I  und  

aus Hr. 8 Teil IV. Dami t  ist Haup t sa tz  4 bewiesen. 

F/.I1N F T E  S K A P I T E L  

Die Bes t lmmung  yon Fl~ichen minimaler  Charakteristik 

I n  den ersten vier Kapi te ln  sind die t t i lfsmittel  entwickelt  worden, um folgendes zu 

zeigen: ~1 . . . .  , [z seien die nieht-negativ-ganzzahligen Fundamenta l l6sungen der P-Glei- 

chungen. Die [1 . . . . .  [~ entsprechenden O-Klassen yon  Normalfl/ichen seien 51 . . . .  , ~ .  W/~hlt 

man  aus jeder der Klassen 51 . . . . .  ~ einen Repr/~sentanten aus, so befinden sieh unter  

diesen endlich vielen Mannigfalt igkeiten notwendig solche mi~ gewissen fiir M 3 charak- 

teristischen Eigenschaften (siehe Absehni t t  d der Eirdeitung). Hierzu wollen wir in diesem 

Kapi te l  folgendes zeigen: y l  sei eine 1-dim Sph/ire in 3~/3 und die Zerlegung F yon  M 3 sei 

so gew/~hlt, dab y l  aus 1- und  0-dim Elementen aus F besteht.  Dann  enth/flt mindestens 

eine der Fundamenta lklassen 51 . . . . .  ~ B/~nder yon  minimaler Charakterist ik mi t  dem 

Rande  y1. Daraus  ergibt sich ein Isotopiekri ter ium ffir die Kreislinie. Zur Vereinfaehung 

werden an M 3 noeh die Bedingungen gestellt, dal~ jede in M 3 liegende 2-dim Sph/~re M 3 

in zwei z -Komponenten  zerlege, und dal~ es in M 3 keine (singularit/~tenfreien) projekt iven 

Ebenen gebe. 

1. Normalfliichenpaare 

I s t  M 2 eine zusammenh/~ngende Normalfl/~che aus der ~-Klasse  ~)~ und  ist M '2 eine 

S-Normalfl/~ehe mi t  demselben P-Zahlenvektor  wie M 2, die aus zwei Sz-Komponenten  M~ 

und  M2 ~ besteht,  die Normalfl/ ichen sind, so 1/~Bt sich unter  Umst/~nden eine, ,Vereinfaehung" 

yon  M '2 in folgendem Sinne erzielen: Es kann  sein, daI~ M '2 = M~ + M~ eine Reihe yon  

Durchdringungslinien besitzt, so dal3 durch die regul/~ren Umscha l tungen  fiber die R/~nder 

kleiner Umgebungen  dieser Durchdringungslinien aus M '2 eine S-Hormalfl/~che M .2 her- 
vorgeht ,  die ebenfalls aus zwei Sz-Komponenten  M~ 2 und  M~ 2 besteht,  die Normalfl/~chen 

sind. M .2 ~z*2 • ~ ' 2  = ~,~1 . . . .  2 besitzt  dann  weniger Durehdringungs]inien als M '2 = M~ + M~ 

und  kann  in diesem Sinne als ,,einfaeher" angesehen werden. L/~13t sieh an  M .2 ke ine  

weitere derartige Vereinfaehung mehr  vornehmen,  so bezeiehnen wir M~ 2 und  M~ 2 als 
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ein ,,reduziertes Normalfl/ichenpaar" oder such als ein ,,~)~ bzw. M 2 erzeugendes Normal- 

fl/~chenpssr". 

DEFINITION. M 2 sei eine zusammenh~ngende Normalfl~che und liege in der 0-  

Klasse ~)~. ])ann heil~t ein Paar  (M~, M~) yon zussmmenhiingenden und voneinsnder ver- 

schiedenen bIormslfl~chen ein reduziertes ~i~ erzeugendes Normal/l@henpaar bezi~glich ~ ,  

O, F u n d  ein reduziertes M ~ erzeugendes Normal]ldchenpaar bezi~glich (I), O, F oder such ein- 

fach ein reduziertes Normal/li~chenpaar bezi~glich r O, F, wenn folgendes gilt: 

a. M~ und M~ sind die Sz-Komponenten einer S-Normslfl/~ehe in M s mit  dem- 

selben P-Zshlenvektor  wie M z. 

b. Sind D~ . . . .  , D~ die Durehdringungslinien von M~ + M~, sind U~ . . . . .  U~ im 

Verh/iltnis zu M~ + M ~ I O  kleine, pasrweise miteinander punktfremde Umgebungen yon 

D1 ~, . . . ,  D 1 in M s und sind a 1 . . . . .  a~ die beziiglich M~ + M~ und �9 regul/~ren Um- 

schaltungen yon (M~ + M~) V~ . . . . .  (M~ + M~) V~ fiber ( ~  - Ms), . . . ,  (U~ - /~/s) ,  so gilt: 

Is t  (i 1 . . . .  , it) ein beliebiges t-Tupel (t >0)  yon pasrweise verschiedenen Zshlen 

zwisehen 1 und s, so ist ~, ... ai~ (M~ +M~) S-zusammanhi~ngend in M s. 

FOLGERUNG. . i  2 sei eine zusammenhi~ngende Normal/liiche. (M~+M~) sei ein 

reduziertes M e erzeugendes Normal/ldchenpaar. Dann gilt: 

I. Ist D 1 eine Durchdringungslinie von M~ + M~, und ist M ~ -  D 1 nicht zusammen- 

hiingend, so ist M ~ -  D 1 zusammenhi~ngend. 

Beweis. Anderenfalls besttinde a (M~ + M~) aus zwei Sz-Komponenten in M a, wenn 

a eine beliebige Umschaltung yon (M~ §  a fiber iUa-_/~/a) ist, wobei U a eine be- 

liebige, im Verhiiltnis zu M~ +M~ kleine Umgebung yon D 1 in M 3 ist. 

II .  Die z-Komponenten yon M ~ -  2 2 (M~ M2) seien K~ . . . .  , K~. Dann girt: 

II.1. Jede Komponente K~ ( i=1 ,  ... , u )  enthiilt mindestens eine Durchdringungs- 

linie von M~ + M ~" im Rande. 

Beweis. Aus der Annahme, eine Komponente  K~ enthielte keine Durchdringungs- 

linie yon M~ +M~ im Rande, folgt: K~ ist gleich M~, also ist M~ +M~ eine nicht zu- 

sammenhgngende Normalfl/~ehe mit  demselben P-Zahlenvektor wie M 2 (also nach Haupt-  

satz 2 zu M 2 ~hnlieh bezfiglieh O). Dies steht im Widerspruch zu der Voraussetzung, 

dab M 2 zusammenhi~ngend sei. Also ist die Annahme falseh und mindestens eine der 

(endlich vielen) Durchdringungslinien yon M~+M~ liegt in / ~ .  Dsmi t  ist II .1 be- 

wiesen. 

11.2. Ist M~ nicht berandet, so sind die Durchdringungslinien von M~ § M~ 1-dim 

2 4 -  61173051 105. Ac ta  mathematica. I m p r i m 6  le 4 juille~ 1961 
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Sphdren, und die Summe der CharaIcteristi]cen vou K~, -2 . . . ,  K~ ist gleich der CharaIcteri- 

stit~ von M~. 

II.3. Ist M~ eine 2-dim Sphdre, so ist die Charakteristik von 1~ nicht ]deiner als 

Null  und nicht grS[3er als die Chara]cteristik yon M~ (liar alle i = 1 . . . . .  u). 

Beweis. a. / ~  enthalt nach II.1 (mindestens)eine Durehdringungslinie D 1 von 

M~+M~.  Dabei ist M ~ - D  1 nicht zusammenhangend. 

b. /~i ist keine 2-dim Sphere, da anderenfalls K~=M~ ware und M ~ - D '  im 

Widerspruch zu I nicht zusammenhs 

c. K~ ist kein Fl~ehenstiick. Denn anderenfalls w~re D 1 (nach I) gleieh "e K~, also 

/ ~  eine z-Komponente yon M ~ - D  1, wobei M ~ -  D 1 im Widerspruch zu I noch eine 

weitere (D 1 im Rande enthaltende) z-Komponente besitzen miiBte. 

K~ = M1 und/7~ - D 1 d. K~ ist keine projektive Ebene. Denn anderenfalls w~re -2 

ware (nach I) zusammenhangend; ist nun U a eine beliebige, im Verhiiltnis zu M~ ~ M2 z 

kleine Umgebung von D 1 in M a, so w~re also M~ U a ein M6biussches Band und M~ U 3 

ein Kreisring und dies stiinde im Widersprueh zu der Voraussetzung, dab M~-~ M~ 

eine S-Normalfliiche sei, also U a nach tIauptsatz 4, I orientierbar. 

e. Aus b, c und d folgt, dab die Charakteristik yon _R~ nieht kleiner als Null 

ist. Da dies fiir alle i = 1 . . . . .  u gilt, kann die Charakteristik yon K'~ auch nicht 

gr6Ber sein als die Charakteristik yon M~. Damit ist II .  3 bewiesen. 

II.4. Besteht M a -  M~ aus zwei z-Komponenteu Z~ und Z ~ 2, so liegt K~ eutweder in 

Z~ oder in Z 3 Ki ,  80 2 und es gilt: Liegt eine Durchdringungslinie D 1 von M~+M~ in -2 

liegt D 1 in ~ ,  d.h. est ist K~ = I ~ .  

I[.5. Ist M e eine 2-dim Sphdre oder ein Fldchensti~cIc, und besteht M 3 --M~ aus 

zwei z-Komponenten Z~ und Z~, so gilt liar i = 1 . . . . .  s: In  I ~  liegen mindestens zwei 

Durchdringungslinien yon M~ § M~. 

Beweis. In / ~  liegt (nach II.1) mindestens eine Durchdringungslinie D 1 von 

/ ~ 2 _ / ~  liegende Durchdringungs- M~ § M~. Aus der Annahme, D 1 sei die einzige in ~ -  

linie yon M ~ §  folgt: K~ ist eine z-Komponente yon M ~ - D  1, wobei M ~ - D  1 im 

Widersprueh zu I noch eine weitere (D 1 im Rande enthaltende) z-Komponente be- 

sitzen muB. Also ist die Annahme falsch, und mindestens eine der yon D 1 verschie- 

denen Durchdringungslinien yon M~ § liegt in /~ .  Damit ist II.5 bewiesen. 

SATZ 7. M 2 sei eine zusammenhdngende Normal/l~iche mit dem P-Zahlenvektor 5, 

so daft ~ keine nicht-negativ-ganzzahlige FundamentallSsung der P.Gleichungen ist. Dann 
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/olgt: Es gibt ein reduziertes M 2 erzeugendes Normal/liichenpaar (MY, M~). Ist dabei 

(MY § i goppelpunlct/rei, so sind (MY § M~ i und ~ einander iihnlich beziiglich 0. 

Beweis. 1) Es  gibt  zwei nicht tr iviale  vertr/igliche Lbsungen ~ und ~ der P- 

Gleichungen, so daI~ ~ + ~ gleich ~ ist. 

Beweis: ~ l~[~t sich nach Satz 6 darstel len als L inearkombina t ion  ~ a ~  der 
4-1 

nieht-negat iv-ganzzahl igen Fundamenta l lbsungen  ~1 . . . .  , ~z der P-Gleichungen mi~ nieht- 

negat iv-ganzzahl igen Koeffizienten a 1 . . . . .  az. Dabei  ist wegen ~4~i  die Summe  

a~ § ... + a~ grbl~er als 1. Die yon Null  versehiedenen Koeffizienten a~ seien a~, . . . ,  a~. 

Dann  sind ~ = ~ ,  und  ~ = ( a ~ - l ) ~ + a ~ , ~ §  §  zwei Lbsungen mi t  den ge- 

forder ten  Eigenschaften,  wzbw. 

2) Zu 51 und ~ gibt  es naeh H a u p t s a t z  2, I I  genau je eine entsprechende O- 

Klasse ~rj~ bzw. ~J~ von Normalfl~ehen.  Nach  H a u p t s a t z  3 gibt es zwei Repri~sentanten 

M~ 2 und  M~ 2 aus ~J~ bzw. ~J~, so dab M~ 2 §  2 eiue S-Normalfli~che mi t  dem P-  

Zahlenvektor  ~ ist und  M~ 2 und  M~ 2 S -Komponen ten  yon M12+ M~ 2 in M 8 sind. Die 

Durehdringungsl inien von M'~2+M~ 2 seien D~, . . . ,  Ds~; U~ . . . . .  U~ seien paarweise  

mi te inander  punkff remde,  im Verh/~ltnis zu M~2§ kleine Umgebungen  yon  

D 1, . . . ,  D~ in M 3. Nach  H a u p t s a t z  4, I gibt  es genau je eine Umscha l tung  ~1 . . . . .  ~ 

von (M~ ~ + M~ ~) V~ . . . .  , (M~ e + M~ e) V~ fiber (U~ - 3;/~), . . . ,  [Us ~ - ~/a), die beziiglich 

T e und  (P regular  ist. 

3) I s t  (M~ z + M~2i doppelpunktfrei ,  so sind (M~ ~ + M~2i und 21;/2 einander  i~hnlich 

bezfiglich O. 

Beweis: (~z ... (h (M'ae+M2 ~) ist nach H a u p t s a t z  4: eine Normalfli~ehe M ' ~ m i t  

dem P-Zahlenvek tor  ~ und  mi t  2~/'~= ( M ~ +  M~2). Da  M 'z und M ~ einander  dami t  naeh  

H a u p t s a t z  2, I I  bezfiglich 0 ahnlich sind, folgt daraus  Nr.  3. 

4) Es  lassen sich alle Tei lmengen (~)~ . . . . .  (v)t der Menge ((h; . . . .  ~ )  bes t immen,  

ftir die folgendes gilt: Sind ~ . . . . . .  a~ die Umscha l tungen  aus (~)~ ( ] = l ,  . . . ,  t; u = 0 ,  

falls (~)~ die leere Menge ist), so ist a~ ... ~ ,  (M'~e+M~ ~) nieht  S-zusammenh/~ngend 

im M s. 

Die leere Menge ist s tets  eine solche Teilmenge, es ist also t > 0. Dami t  g ibt  es 

un te r  den Mengen (~)1, . . . ,  (~)t mindestens  eine solehe, die yon keiner der fibrigen 

umfal~t wird. Diese bestehe aus den Umseha l tungen  (~ . . . . . .  ~ (v = 0 ,  falls es sieh 

u m  die leere Menge handelt) .  ~ ... a~, (M~ s + M ~  ~) ist nach H a u p t s a t z  4, I I  eine S- 

Normalf ls  M~v mi t  dem P-Zahlenvek tor  ~ und  mi t  " e M ,  = (M1 ~ + M~i ,  falls (M1 ~ + M~ ~) 
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doppelpunktfrei  ist. Diejenigen Zahlen zwischen 1 und s, die yon  i 1 . . . . .  iv verschieden 

sind, seien Jl . . . . .  Jw. Dabei  ist w > 0  (da anderenfalls M~ eine nicht  zusammen- 

h/s Normalfl/~che und  nach Haup t sa tz  2, I I  zu M 2 /ihnlich beziiglich @ w/~re, 

im Widerspruch zu der Voraussetzung, daf~ M 2 zusammenh/s sei). 

5) Is t  (k 1 . . . . .  kin) m i t m  > 0 eine beliebige Teilmenge der Menge (Jl . . . .  , ?w), so ist 

akin ... akl i ~  nach Nr. 4 S-zusammenh/s in i a. Sind U~ . . . . .  U~w beliebige mit- 

einander punktfremde,  im Verh/fltnis zu (I)IM~ kleine Umgebungen  yon D~, . . . . .  D~w 
in M s und  sind ~Jl, . . . ,  aJw die bezfiglich M~ 2 und  (I), regul/~ren Umschal tungen yon  

i ~  U~, i ~  U !s fiber ( 0 ~ -  Ms), U'~ , , 2 �9 "" ( Jw-  ]~/a), so ist auch akm ak lM,  S-zu- 
" " ~  JW ~ *** 

sammenh/s in M a. 

Beweis: Nach  Folgerung 5 und  Folgerung 3 in Kapitel  I Abschni t t  2 gibt es 

eine semilineare Abbildung fl yon M 3 auf sich selbst, durch die U~ s (p =71 . . . . .  ~'w) 

und  U~v aufeinander abgebildet werden und  durch die M~, sowie die einzelnen Ele- 

�9 , M 2 mente  aus ~ in sich selbst fibergehen. Daraus  folgt, dab durch /~ auch ~m ... ak~ 

... M 2 . M 2 und  ~,~ ak~ v aufeinander abgebildet werden, dab also mit  ak~ .. ak~ v auch 

a ~  ... ~1M~ S-zusammenh/~ngend in M s ist, wzbw. 

6) Es gibt genau zwei Sz-Komponenten  M~, M22 yon  M~ in M s. 

Beweis: Aus der Annahme,  M~, M 2 und Ma 2 seien drei verschiedene Sz-Kompo-  

nenten yon  M~ in M a, folgt: Mindestens eine Komponen te  M 2 ( l = l ,  2, 3 ) i s t  mit  

Djl punkt f remd und  ist dami t  eine Sz-Komponente  yon a j M ~  in M a. Also ist aj-~M~ 

nicht  S-zusammenhKngend in M s und die Annahme ist falsch. D a r a u s  folgt Nr. 6. 

7) M~ und  M~ sind Normalfl/~chen. 

Beweis: Aus der Annahme,  M~ (k = 1 oder 2) sei nicht  doppelpunktfrei ,  folgt: 

Mindestens eine Durchdringungslinie D]~ (m = 1 . . . . .  w) ist eine Durchdringungslinie 

yon M~. Dami t  ist die andere Sz-Komponente  M~ (1 = 1, 2; l # k) mit  D1 punktf remd,  
]m 

also auch eine Sz-Komponente  won aj~M~ in M a, also ist ajm M~ nicht S-zusammen- 

h/~ngend in M a und  die Annahme  ist falsch. Daraus  folgt Nr.  7. 

Aus ~qr. 3 bis 7 folgt, dab (M~, M ~ ) e i n  reduziertes M 2 erzeugendes Normal-  

fl/~chenpaar mit  den geforderten Eigenschaften ist. Dami t  ist Satz 7 bewiesen. 

2. Irregul/ir abgeleitete Mannigfa l t igkei ten  

Is t  M 2 eine Normalfl/~che und (M12, M~) ein reduziertes M 2 erzeugendes Normal-  

~l/ichenpaar, so k o m m t  es darauf  an, aus M~ § M 2 durch Umschal tungen eine S-Man- 

nigfalt igkeit  M '2 in M 3 zu gewinnen, so da$ eine Sz-Komponente  M "2 von M '2 in 
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M a dieselben Eigenschaf ten  bes i tz t  wie M 2 und  so dab  M ''2 n icht  diejenige Norma l -  

~R2 • M a fli~che ist, die aus ~,, 1 T 2 durch  Ausffihren al ler  reguli~ren Umscha l tungen  hervorgeht .  

Eine  solche Mannigfa l t igke i t  M ''2 nennen wir  eine , i r r e gu l a r  aus M~ + M ~  abgele i te t~  

Mannigfa l t igke i t " .  

] ) ] ~ I ~ I T I O ~ .  M 2 sei eine S-2qormalfl~ehe. D~, . . . ,  D 1 seien die Durchdr ingungs-  

l inien yon  M 2. U~, . . . ,  U~ seien im Verh~ltnis  zu M2{aP kleine, paarweise  mi t e inande r  

p u n k t f r e m d e  Umgebungen  yon  D~ . . . . .  D~ in M a. Dann  heil~t eine Mannigfa l t igkei t  

M '2 eine irregulbr bezi~glich ((/3-_7~I3), . . . ,  ( (7~- ~I  a) und �9 aus M 2 abgeIeitete Man- 

nig/altig]ceit, wenn es Umscha l tungen  a*~,, . . . ,  a~ t* (i D . . . ,  it paarweise  verschieden zwischen 

1 u n d  s; t gegebenenf~lls gleich Null)  r o l l  M ~ U ~. M 2 U  ~ fiber ( U ~ I - M a ) ,  

(gT~ t _ ~ / a )  gibt ,  so da[~ Iolgendes gilt:  

�9 . ~* M 2 M a.  a. M '2 is t  eine (doppelpunktfre ie)  S - K o m p o n e n t e  yon ~ t  "' ~ in 

b. Die Menge der  Umseha l tungen  a*~l, . . . ,  a~ is t  n ich t  ident i sch  mi t  der  Menge 

der  sKmtlichen bezfiglich M 2 und  (I) reguli~ren Umseha l tungen  al  . . . . .  as yon  M 2 U~ . . . .  , 

M 2 V~ tiber (U~ - j;/3) . . . . .  (U~ _ Ma). 

SATz 8. M e sei eine S-Normalfldche, deren Rand eine 1-dim Sphdre und eine 

ein/ache Normallinie ist. D~ . . . .  , D~ seien die Durchdringungslinien yon M 2. U~, . . . ,  U~ 

seien im Verhdltnis zu M2]a9 kleine Umgebungen yon D~ . . . . .  D~ in M a. M '2 sei eine 

zusammenhdngende, irreguMr aus M ~ beziiglich ( U ~ -  l~la), . . . ,  ( (7~-  Ma) und Op abge- 

leitete Mannig/altiglceit mit M '~=.~ I  2. Dann gibt es eine zusammenhgngende Normal- 

/14che M .2 mit .~i *~ =.~i ~, deren F .Zahl  lcleiner ist al, die F-Zahl  von M ~, und deren 

Charalcteristik nicht grb/3er ist als die Charalcteristilc von M '~. 

Beweis. 1) M '~ is t  nach H&uptsa tz  4 eine Halbllormalfl i~che und  es l iegt  (minde- 

stens) einer der  beiden folgenden Fi~lle vor: 

a. Die F -Zah l  yon  M '~ is t  k le iner  als die F -Zah l  yon  M ~, oder  

b. Die F -Zah l  is t  n icht  grbl~er als die F -Zah l  yon  M ~ und  es g ib t  eine in M 'z 

l iegende P K - F a l t e .  

Beweis: 1.1) Es  gibt  nach  H a u p t s a t z  4, I bezfiglich M ~ und  (I) regul~re Um-  

scha l tungen  a~ . . . . .  a ,  yon M 2 U~ . . . . .  M 2 U~ fiber ( U ~ -  2]~/a) . . . . .  i U ~ -  21;/3), sowie nach  

Vorausse tzung  Umseha l tungen  a~* . . . . .  6" �9 t (i~, . . . ,  it paarweise  verschieden zwischen 1 

und  s; t gegebenenfal ls  gleich Null)  yon  M 2 U ~z~, �9 , M 2 U~ t fiber (U3 _ 2];/3), . . . ,  (Ua _ 2];/3), 

so dab  M '2 eine Sz -Komponen te  yon ~** ~* M ~ in M 3 ist  und  so dab  die Menge " ' "  ~t 

(a~* . . . . .  a~) n ich t  ident iseh  is t  m i t  der  Menge (al . . . .  , ~s). 
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1.2) I s t  die Menge (a~* . . . . .  a~) eine Tei lmenge von (al, . . . ,  as), so gil t  Fa l l  a 

von Nr.  1, da  dann  M '2 eine echte Tei lmenge von a* a * M  2 ist. 

1.3) I s t  die Menge ( ~  . . . .  , cry) keine Tei lmenge yon (~1 . . . . .  ~s), so gil t  Fa l l  a 

oder  Fa l l  b yon  Nr.  1. 

Beweis: Mindestens eine der  Umscha l tungen  ~.* ~-* is t  n icht  reguI//r beziig- 

l ich M 2 und  r (r~ t ... ~*~ M 2 ist  nach  H a u p t s a t z  4, IV  eine S-Halbnormalfl /~che M ''~ 

mi t  derselben F -Zah l  wie M 2, und  es g ib t  ein PK-F1/ ichenst i ick  G 2 und  eine Sz- 

K o m p o n e n t e  A 1 von M ''~ ~2 in ~2, die eine P K - F a l t e  ist.  L iegt  A 1 in M '2, so l iegt  

der  Fa l l  b yon  Nr.  1 vor.  Liegt  A 1 n icht  in M '2, so l iegt  der  Fa l l  a yon Nr.  l v o r  

(da dann  M '2 eine echte  Tei lmenge yon o*~t "'" (r~,* M ~ ist). D a m i t  is t  1.3 bewiesen.  

2) I n  be iden  F~l len yon  Nr.  1 g ib t  es nach  H a u p t s a t z  1, I I  bzw. I I I  eine 

Normalfl/~che M *.2 mi t  ~}/*'2 = M  2, die aus M '2 durch  $-Opera t ionen in M a hervor-  

geht ,  und  deren F -Zah l  kle iner  ist  als die F -Zah l  yon  M 2. Nach  Satz  1 gibt  es d a m i t  

e ine  z -Komponen te  M .2 von M *.2 mi t  ~/*e = 3~/2, deren Charak te r i s t ik  n icht  gr61~er 

i s t  als die Charak te r i s t ik  yon M '2. Also ist  M *~ eine Normalf l i iche mi t  den  in der  

B e h a u p t u n g  genann ten  Eigenschaf ten.  D a m i t  ist  Sa tz  8 bewiesen. 

3. Umschaltungen an speziellen Normalfl~ichenpaaren 

Is t  M 2 eine zusammenh/~ngende Normalfli~che, deren R a n d  eine 1-dim Sph/~re und  

eine einfache Normal l in ie  ist,  und  ist  (M12, M~) ein reduzier tes  M 2 erzeugendes Normal -  

fl/~chenpaar, so wollen wir zeigen, dab  es in M s eine zusammenh/ /ngende Mannigfal t ig-  

ke i t  M '2 mi t  demselben  R a n d  wie M 2 gibt ,  so dab  M '~ en tweder  yon kle inerer  

Cha rak te r i s t i k  ist  als M 2 oder  eine irregul/~r aus M12 § M22 abgele i te te  Mannigfa l t igke i t  

ode r  eine Normalf l / iche mi t  kleinerer  F -Zah l  als M 2. 

D E F I N I T I O N .  y l  sei eine 1-dim Sphs in /]~/a. Dann  h e i s t  eine zusammen-  

h/ ingende t -Mannigfa l t igke i t  M 2 in M a m i t / ~ 2 =  y1 ein in y l  eingespanntes Band  in M a. 

Insbesonderes  heiBt M 2 ein in y1 eingespanntes Band  von minimaler Charakteristik in 

M a, wenn es ke in  in y1 e ingespanntes  B a n d  in M a gibt ,  dessen Charak te r i s t ik  kle iner  

is t  als die Charak te r i s t ik  yon  M 2. 

SATZ 9. Jede in M a liegende 2-dim Sphdre zerlege M 3 in zwei z-Komponenten. 

Es  gebe keine in M 3 liegende proje]~tive Ebene. M 2 sei eine zusammenhiingende Normal- 

/liiche mit  der Charakteristik c und der F-Zahl  /. 2]i e sei eine 1.dim Sphiire. (M~, M~) 

sei ein reduziertes M 2 erzeugendes Normal/liichenpaar, so daft .M~ und -7fl 2 einander be- 
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ziiglich 0 i~hnlich sind und M 2 , D 1 e nicht berandet ist. D~, ... ~ seien die Durchdrinqungs- 

linien von M~ + M e 2, VS~, . . . ,  V~ seien im Yerhdiltnis zu M~ § M~IfD lcleine paarweise 

miteinander punlct/remde Umgebungen yon D~, . . . ,  D~ in M a. a 1 . . . . .  as seien die be- 

ziiglich M12 d- M22 1 09 regulSren Umschaltungen von (M~ + M~) U~, ... , (M~ + M 2~2j ~srT3 iiber 

C~ . . . . .  u~. 

Dann /olgt: 

I. Is t  die Charakteristik yon M~ nicht kleiner als Null ,  so ist M~ eine Normal- 

/ldiche und ein in ffl~ eingespanntes Band, dessen Charalcteristilc nicht gr6fier al8 c und 

dessen F-Zahl  Icleiner als / ist. 

II.  Is t  die Charakteristik von M~ lcleiner als Null ,  so gilt: 

II.1. M~ ist eine 2-dim Sphdire und M a - M ~  besteht aus zwei z-Komponenten S a 

und T ~, so daft (bei geeigneter Bezeichnung) _/]/I~ in S 3 liegt. Die ffl~ im Rande ent- 

h~ltende z-Komponente von M~ - (D 1 § ... + D~) sei K 2. Dann ist K ~ mit  T 3 punkt/remd, 

K~ ist eine Mannig/altigkeit  mit  ~2  =/~2, und die Charakteristik von K 2 ist nicht grSfier 

als die Charakteristik yon M~, also nicht grSfler als c +2.  Dabei liegen in 1~2 minde- 

stens zwei der Durchdringungslinien D 1 . . . . .  D~. 

II.2. Is t  die Anzahl  der in I~ ~ liegenden Durchdringungslinien von M~ + M~ grSfler 

als 2, so gibt es ein in ~I~ eingespanntes Band  M '~ in M ~, dessen Charakteristik kleiner 

a l s c  ist. 

II.3. Ist  die Anzah~ der in K2 liegenden Durchdringungslinien yon M~ + M~ gleich 2, 

so gibt es eine irreguldr beziiglich 0~ . . . . .  0~ und �9 aus M'~ + M~ abgeleitete Mannig-  

/altigkeit M '2, die ein in ffl~ eingespanntes Band ist, und deren Charakteristik nicht 

grSfler a l s c  ist. 

Beweis. 1) Teil I folgt unmittelbar aus der Voraussetzung (da die F-Zahl yon 

M~ gr6Ber als Null ist). II.1 folgt unmittelbar aus den Teilen II.3, II .4 und II .5 der 

im Abschnitt 1 dieses Kapitels angeffihrten Folgerung. 

2) Beweis yon II.2: D 1.~, . . . ,  D%1 (u > 2) seien die in/~2 liegenden Durchdringungs- 

linien von M ~ + M  2 Da D 1. D 1. in Ts ]iegen, gibt es in T 3 (nach Hilfssatz 1) 

u paarweise miteinander punktfremde F1/~chenstticke 2'~, . . . ,  F ~, so dab 202,j =D~j ist 

(] = 1, u). tY 2 +F~ ~, + ... + F ~  ist ein in 21~/12 eingespanntes Band M '2, dessen Charak- 

teristik um u kleiner ist als die Charakteristik yon /~2, also kleiner als c. Damit ist 

II.2 bewiesen. 

3) Beweis yon II.3: Die beiden in/~2 liegenden Durehdringungslinien von M~ + M~ 

seien D -t~, und D ~w Dann gilt: 
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Fig. 37. Schematische Darstellung der ZugummenhangsverhMtnisse von U~31, Uia~, M~ und M22. Links 
,,Querschnitt" durch U~,, rechts ,,Querschnitt" durch U~. (Ln bedoutet den Schnitg yon L]I, Vn den 

yon V~l, usw.) 

3.1) M~ -- K "2 ist eine offene 2-dim Mannigfal t igkeit  N 2. M~ - (D~ + D1,) bes teht  

aus zwei offenen Fli~ehenstiicken F~, F~ und einem offenen Kreisr ing R 2, so dab (bei 

geeigneter  Numerierung)  ~ = D~ u n d  p22 - - D  ~, ist. 0 3~ K 2 = L~,  ~r'ra ~,~T2 = ~a2,ra U3~, F~ = L ~  

und  C~ R 2 = L~4 sind die z-Komponenten yon U3 (M~ + M~) und sind 1-dim Sph/~ren (vgl. 

Fig. 37); entspreehend sind (]~3, K~=LI~, I)~N2-L ~ -  22, ~i,fT3~2~' 2 = L1~3 und ~..r'T~ R* = L 124 die 
"8 2 z -Komponen ten  yon U~, (M1 + M~) und sind 1-dim Sph/~ren. /2~ - (Ma z + M~) bes teht  

V12 = L12 -~ Ll14, aus vier offenen Kreisr ingen V~,  V~2, V~s und  V~t, so dalt I ~  = Lli  -? i l s ,  "2 1 

F~a = i ] 3  + L1~2 und F~4 = il~4 + L ~  ist. En tsprechend  bes teht  U~, -~t,,, ~1 + M e'e~ aus vier 

offenenen Kreisr ingen V e e e ~ ~zz L ~ • L ~ �9 2 1 1 e~, Vz~, Vea und V~, so da{~ ~ e t =  ~ za, V~s=Lsz+Le~ ,  

l ;'~ -- L ~ + L~e und  (/-2~, = L~, + L ~  ist. 

Die Zuordnung yon VI~ + V~2 und  U~, zu (M~ + i ~ ) U  -a,, ist  eine Umseha l tung  as* 

-~ -~ U.~ von (M~ + M ~ ) U  ~ fiber U~. En t sp rechend  ist die Zuordnung von Vel + V~ und  ,, zu 

(M~ + M ~ ) U  ~ eine Umscha l tung  a** yon (Ma + M u ) U , ,  fiber 

3.2) [K: - (U~, + U~,)] + [F~ -- U s~,] + [F~ - U~,] + V~ + Ve~-z ist ein in J];/~ eingespann- 

tes Band  M 'z, dessert Charakter is t ik  nicht  gr6i~er als c ist, und  eine Sz -Komponen te  

yon a~, a* (Mi + M~) in M ". 

O'* O'* 3.3) Die Menge ( ~,, ~) ist nieht  identiseh mi t  der  Menge ( ~ ,  . . . ,  a~). 

�9 * ' M  z + M ~ ) i n M  a, Beweis: Es  gibt  eine V~  enthal tende Sz-Komponen te  yon ai~ a~ ( 

�9 * (M~ + M~) keine zusammenh~ngende  Normal -  die von M '~ versehieden ist. Also ist a~, a~ 

fl~che, also nieht  zu M ~ ~hnlich bezfiglieh 0 .  

F 
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Aus der Annahme, ( ~ ,  ~ )  sei identisch mit (~1 . . . .  , a~), folgt: ~ a~ (M~ + M~) 

ist nach Hauptsa tz  4 eine Normalfl/~che mit  demselben P-Zahlenvektor wie M 2, also 

nach Hauptsa tz  2, I I  zu M 2 /~hnlich beziiglich O. Also ist die Annahme falsch. Da- 

raus folgt 3.3. 

Mit 3.1, 3.2 und 3.3 ist I I .3  bewiesen. 

Mit Nr. 1, 2 und 3 ist Satz 9 bewiesen. 

4. Bestimmung einer F1/iche minhnaler Charakteristik mlt vorgegebenem Rand 

Wir kSnnen nun das angekiindigte Verfahren zur Bestimmung yon B/~ndern mini- 

maler Charakteristik ableiten. 

HILSSSATZ 10. M 2 sei eine Normal/li~che, 2~I 2 eine einfache Normallinie. y1 sei eine 

zu M 2 beziiglich 0 i~hnliche ein/ache Normallinie. Dann  gibt es eine zu M 2 beziiglich 0 iihn- 

liche Normalfli~che M '2 mit  ~/i '~ = y l .  

Beweis. Diejenigen P- und K-Normalfl/~chenstiicke aus M 2, die Kanten  aus _/];/2 im 

Rande enthalten, lassen sich durch geeignete, beziiglich 0 /~hnliche ersetzen, so dab eine 

Normalfl/iche mit  den ftir M '2 geforderten Eigenschaften entsteht. 

B E S T I M M U N G S V ] ~ R F A H R E : N .  M 3 sei eine 3-dim Mannig[altigkeit mit  /olgenden 

Eigenscha/ten: Jede in M a liegende 2-dim Sphiire zerlege M a in zwei z-Komponenten; 

es gebe lceine (singularitiiten/rei) in M a liegende projektive Ebene. y1 sei eine in .~/I 3 

liegende 1-dim Sph~ire. 

Dann l~iflt sich in M a ein in y1 eingespanntes Band  minimaler Charakteristilc be- 

stimmen, so/ern es in M a B~inder gibt, die in y1 eingespannt sind; (dabei lii[3t sich ent- 

scheiden, ob es 8olche B~inder gebe). Und zwar gilt: 

I. Es 1/iBt sich eine randtreue Zerlegung F yon M a in offene Raumelemente kon- 

struieren, die eine Zerlegung yon y1 umfal3t, und es kann eine beliebige ~ormalzerlegung 

0 beziiglich F konstruiert  werden. ]:)ann lassen sich (nach Satz 2 und Satz 4) die P-Glei- 

chungen beziiglich O, I ~ aufstellen und nach Satz 6 die nicht-negativ-ganzzahligen Funda- 

mentallSsungen der P-Gleichungen bestimmen. Unter  ihnen kSnnen nach Satz 5 dieje- 

nigen best immt werden, die vertr/~glich sind, diese seien ~1 . . . . .  ~z. Zu jeder der LSsungen 

~, (i = 1 . . . . .  z) 1/~l]t sich nach Hauptsa tz  2, I I  eine Normalfl/iche M/2 konstruieren, deren 

P-Zahlenvektor ~, ist. 

Es 1/~l~t sich feststellen, ob es un te r  den Normalfl/~chen M~, . . . ,  M~ mindestens 

eine gebe, deren I~and zu y1 /ihnlich beziiglich 0 ist. Gibt es eine solche, so gilt 

welter folgendes: Es lassen sich unter den :Normalfl~chen M~ . . . .  , M~ alle diejenigen 

bestimmen, die diese Eigenschaft besitzen, sie mSgen mit  M~ 2, . . . ,  M~ 2 bezeichnet 
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werden. Zu jeder Normalfl/~che M~ 2 (? '=1 . . . . .  s) kann  nun nach Hilfssatz 10 eine 

beziiglich 0 ~hnliche Normalfli/che M~ '2 konstruier t  werden, die ein in y1 eingespanntes 

Band  ist; (dabei ist die Charakterist ik yon  M~ '2 gleich der yon M~2). Unter  den B~n- 

dern M~ '2 . . . . .  Mj  '2 l ~ t  sich dann  mindestens ein Band  M~ 'e best immen, so dab fiir 

alle ] =  1 . . . . .  s die Charakterist ik yon  M~ '2 nicht  kleiner ist als die Charakterist ik 

von M~ '2. 

H.  Gibt es unter  den Normalfls  M~, . . . ,  M~z keine, deren R a n d  zu y1 be- 

ziiglich | ghnlich ist, so gibt  es in M a kein in y1 eingespanntes Band.  

Gibt es unter  den Normalflgchen M~ . . . . .  M~ mindesteins eine, deren l~and zu 

y1 beziiglich 0 ghnlich ist, so ist M~ '2 ein in y1 eingespanntes Band  minimaler Cha- 

rakterist ik in M a. 

Beweis .  l) Teil I der Behauptung  folgt unmit te lbar  aus den bereits bewiesenen 

S~tzen. 

2) Is t  M 2 ein beliebiges in y1 eingespanntes Band  in M a, so gibt es (minde- 

tsens) eine Normalfli~che M .2, deren R a n d  zu y1 beziiglich 0 i~hnlich ist, deren P- 

Zahlenvektor  eine nicht-negativ-ganzzahlige Fundamental lSsung der P-Gleichungen ist 

und  deren Charakterist ik nicht  grSger ist als die yon  M S, wobei also M .2 nach Haupt -  

satz 2, I I  zu einer der Mannigfaltigkeiten M[  2, . . . ,  M;  2 beziiglich 0 i~hnlich ist. (Also 

ist die Charakterist ik yon  M~ '2 nicht  gr6Ber als die von M 2 ist.) 

Beweis: Die Charakterist ik von M S sei c. 

2.1) Es gibt eine Folge M~ 'e, M .2 . . . .  k ,  ... von zusammenh~ngende Normalfli~chen 

mit  den Charakterist iken c~ . . . .  , c~, . . . ,  deren R~nder beziiglich @ zu y1 i~hnlich sind, 

mit  den Eigenschaften: 

a. c~<<.c. 

b. Is t  der ~)-Zahlenvektor von M *e keine nicht-negativ-ganzzahlige :Fundamental-  

Mk+l entweder 15sung der 1)-Gleichungen, so gilt fiir ,3 

b.1. c~+l<c~ oder 
*2  b.2. c~+1 = c~ und der P-Zahlenvektor  von Mk+l ist eine nicht-negativ-ganzzahlige 

:FundamentallSsung der P-Gleichungen. 

c. Is t  der 1)-Zahlenvektor voa  M~ 2 eine nicht-negativ-ganzzahlige Fundamenta] -  

15sung der t)-Gleichungen, so bricht die Folge nach M .2 ab. 

Beweis: 

2.1.1) Es gibt eine :Normalfl~che M~ 2 mit  den fiir das erste Folgenglied gefor- 

derten Eigenschaften. 
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Beweis: M 2 1/~Bt sich nach Hauptsa tz  1, I (da y1 eine einfache Normallinie be- 

ziiglich O, F i s t )  dureh ~-Operationen in M 3 in eine Normalfl//ehe M '2 mit  2~ ' 2=  y1 

tiberfiihren, u n d e s  gibt naeh Satz 1 genau eine z -Komponente  M~ 2 von M '~ mit 

~ /~2=  y1, wobei deren Charakterist ik nieht gr6Ber als c ist. M~ 2 besitzt damit  die 

geforderten Eigensehaften, und 2.1.1 ist bewiesen. 

2.1.2) Aus der Indukt ionsannahme,  die ersten l Folgenglieder seien gegeben und 

der P-Zahlenvektor  yon  M~ '2 sei keine nieht-negativ-ganzzahlige Fundamenta l l6sung der 

P-Gleiehungen, folgt die Existenz einer Normalfl/~ehe .2 Mz+l mit  den fiir das ( l+  1)-re 

Folgenglied geforderten Eigenschaften. 

Beweis: Die F-Zahl yon  M~ 2 sei /*. 

~) Es gibt eine Folge M~ .2 71z*.2 , . . . ,  -,~m , .-- yon zusammenh/~ngende Normalflgchen 

mit  den Ch~rakteristiken c**, . . . ,  ** ... ]m,'** era, und den F-Zahlen /~*, . . . ,  . . . ,  deren 

R/~nder beziiglieh 0 zu y1 ghnlieh sind, und deren Charakterist iken nieht  gr6Ber als 

c~ sind, mit  den Eigensehaften: 

a. M**2= M .2. 

]1 / /* .2  b. Is t  C,~n * gleieh c*, und is• der P-Zahlenvektor  yon  ~,~m keine nieht-negativ- 

ganzzahlige Fundamental lSsung der P-Gleiehungen, so gilt ftir ~,~lAr**2m.~ 1 entweder 

�9 * c* oder b . l .  C,n+l < 

�9 * ** 1,*. b.2. em+l=C~ und  ]m+l< 

�9 M * * 2  e. I s t  c** kleiner als el, oder ist der P-Zahlenvektor yon . . . .  eine nieht-negativ- 

ganzzahlige Fundamenta l lbsung der P-Gleichungen, so bricht  die Folge nach M *.2 ab. 

Beweis: Die Existenz des ersten Folgengliedes M **~ ist trivial. Aus der Induk-  

t ionsannahme,  die ersten u Folgenglieder seien gegeben, c~ sei gleieh c~ und der P-  

Zahlenvektor  yon  M *.2 sei keine nieht-negativ-ganzzahlige Fundamental l6sung der 

P-Gleichungen, folgt die Existenz des ( u +  1)-ten Folgengliedes ~ . . 2  ~.rl_ u q 1 �9 

Beweis: Es giblb naeh Satz 7 ein reduziertes M~ *.2 erzeugendes Normalfl//ehenpaar 

( ~ , , 2  ~,,2~ i ~ , , 2  • M**21 ~,~ ul , ~,~ u2 j. Dabei ist t~,~ ul ~ u2 j eine einfaehe Normallinie, also zu y1 /ihnlieh 

beziiglieh 0 (da if/**2 n.V. zu y1 beztiglieh 0 /~hnlieh ist). Also ist bei geeigneter 
71"/F*'2 [ 7]/F*'2 ~ 1/F**2~ Numerierung ~z**2 nicht berandet  und ~vz~l 

~'~**e eingespanntes Band  M '2 in M a, dessen Nach  Satz 9 gibt es nun  ein in 211ul 

Charakterist ik nicht  gr6Ber ist als c~, so dab (mindestens) einer der drei folgenden 

:F~lle vorliegt: 

a. M '~ ist eine Normalfli~che und die F-Zahl  yon  M '~ ist kleiner a]s ** / ~ ,  oder 

b. Die Charakterist ik yon M 'e ist kleiner als c} ~, oder 
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, ~z**2 • M**2 abgeleitete c. M 'z ist eine irregul/~r beziiglich ~)~, ... LT~ und  r aus ~,~1 - ~2 
)JAr**2 Mannigfaltigkeit (wobei U~ . . . . .  U~ miteinander punktfremde,  im Verh/s zu . . . .  1 -~ 

M**2 u2 ]qb kleine Umgebungen  der Durchdringungslinien yon  M **2+M**z~I ~2 sind). 

Liegt der Fall a vor, so ist M '2 eine Normalfl/~che mit  den ffir das ( u +  1)-te 

Folgenglied ~,~+l~**e geforderten Eigenschaften.  

Haup tsa tz  1 durch ~-Operationen in M a in 

iiberfiihren, und es gibt nach Safz 1 eine 

Liegt Fall  b vor, so 1/~Bt sich M '2 nach 
~'ArH2 __ ~'Ar**2 eine Normalfl~che M ''2 mit ivl --IVlul 

z -Komponente  M '''2 yon  M ''2 mit  _~/,.2 

= ~/**~, deren Charakterist ik nicht  grSBer als die von M '2 ist, also kleiner als c~. 

~**e geforderten Eigenschaften. M ' ' '2 besitzt damit  die fiir ~,~+1 

Liegt Fall c vor, so gibt  es nach Satz 8 eine Normalfl//che _._M '.2, die e i n ' m  Iv/"~*'2~1 

eingespanntes Band  ist, deren F-Zahl  kleiner ist als/**,  und deren Charakterist ik nicht  

~z**2 geforderten Eigenschaften.  grSSer ist als c~'. M '.2 besitzt dami t  die fiir . . . .  +1 

M *.2 nachgewiesen. Insgesamt ist dami t  die Existenz von u+l 

Dami t  ist a durch Induk t ion  bewiesen. 

fl) Die Folge M~,*2, . . . ,  ~,~.~t**2, ... bricht nach h6chstens f* Gliedern ab. Dami t  

Mz+l geforderten Eigenschaften und 2.1.2 besitzt das letzte Glied dieser Folge die ftir *~ 

ist bewiesen. 

Mit 2.1.1 und  2.1.2 ist 2.1 durch Induk t ion  bewiesen. 

2.2) Die Folge M~ 2, . . . ,  M *eg, . . . .  bricht nach hSchstens c + 2  Gliedern ab. Dami t  

erfiillt das letzte Glied dieser Folge die fii'r M *z genannten Bedingungen und  Nr.  2 

ist bewiesen. 

3) Aus Nr. 2 folgt Teil I I  der Behauptung,  womit  das Bes t immungsverfahren 

nachgewiesen ist. 

5. Ein Isotopiekriterium f ir  die Kreislinie 

Aus dem soeben abgeleiteten Best immungsverfahren ergibt sich insbesondere ein Ver- 

fahren, nach dem sich entscheiden 1/~Bt, ob eine beliebig gegebene Knotenlinie in einer 

3-dim Mannigfaltigkeit  eine Kreislinie sei, wenn die 3-dim Mannigfaltigkeit  keine projekt ive  

Ebene enth/~lt und  durch jede 2-dim Sph/~re zerlegt wird. l )ber  mSgliche Weiterf i ihrungen 

der Untersuchungen siehe Abschni t t  d der Einleitung. 

DEFINITION.  I s t  V 3 ein Vollring in einer 3-dim Mannigfaltigkeit  M 3, so heiBt eine 

in 173 liegende 1-dim Sphgre B ~ ein Bre i tenkre i s  von V 3 beziiglich M a, wenn B 1 in M a - fza 

nullhomolog und  in ~za nicht  nullhomolog ist (vgl. [10], S, 161). 

SATZ 10. M 3 sei eine beliebige 3-d im Mannig /a l t igke i t .  K 1 sei eine (doppelpunkt /re ie)  

geschlossene L i n l e  in  M 3, U a eine Umgebun9 von K 1 in  M 3. D a n n  folgt: 
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[. I s t  L 1 eine geschlossene Lin ie  in  lJ 3, die mit  einem Meridiankreis  N 1 von U a (d.h. 

mi t  einem in U3 liegenden Kreis,  der in  U s ein Flggchensti~c]c berandet und in  (fs nicht null- 

homolog ist) genau einen P u n k t  gemeinsam hat, so gibt es in  U s einen Kreisring R 2, der von 

K 1 und L 1 berandet wird und dessen Inneres in  ~3 liegt. 

I I .  Gibt es ein yon K 1 berandetes (singularitgten/reies) FlgchenstiicIc E s in  M s, so/olgt: 

I I .1 .  U ~ ist orientierbar und es gibt genau eine Isotopieklasse yon Breiten~reisen yon U 3 

bezi~glich M 3. 

Z u  jedem solchen Breitenkreis ld[3t sich ein Meridian]creis yon U 3 angeben, d e r m i t  ibm 

genau einen P u n k t  gemeinsam hat. 

I I .2 .  I s t  y1 ein Breitenkreis von U s bezi~glich M 3, so gibt es in  M s - ~ 3  ein in  y1 

eingespanntes Flgchensti~ck. 

Beweis. 1) Beweis  yon  I:  N '1 sei ein mi t  N 1 p u n k t f r e m d e r  Merid iankre is  yon  U 3, der  

mi t  L 1 ebenfal ls  genau einen P u n k t  gemeinsam hat .  F ~ und  F '2 seien mi t e inande r  punk t -  

f femde  offene Fl~ehenstf icke in ~s,  die yon N I bzw. N '1 be rande t  werden und  K 1 in je genau  

einem P u n k t e  p bzw. p '  schneiden. _p2 und  F ' 2  zerlegen U 3 in zwei Teile, deren abgeschlos- 

sene Hii l len R a u m e l e m e n t e  A 3 und  A '3 sind. Q1 und  Q,1 seien nun  zwei K a n t e n  in F 2 bzw. 

F '2, die p bzw. p '  m i t  den P u n k t e n  L1/~2 bzw. L1/~'~ verb inden ,  so dal~ ~1 in /w und  ~,1 

in F '2 liegt.  Da  K 1 A  3 und  K 1 A  '3 unve rkno te t e  Sehnen in A 3 bzw. A '3 s ind (siehe den  Be- 

weis yon  Fo lgerung  2 in K a p i t e l  I Abschn i t t  2), g ib t  es in A 3 und  A '3 Fl~chenst i icke  E 2 

bzw. E '2, die yon  K 1 A  3 + Lh43 + Q1 + Q,1 bzw. K 1 A  's + L1A 's + Q1 § Q,1 be rande t  werden  

und  deren Innen te i l e  in _~3 bzw. A '3 liegen. E 2 + E '2 is t  also ein Kre is r ing  mi t  den gefor- 

de r t en  Eigenschaf ten,  wzbw. 

2) Beweis yon  ~[: U '3 sei eine im Verhi~ltnis zu E 2 kleine U m g e b u n g  yon  K 1 in M s. 

Naeh  Fo lgerung  3, K a p i t e l  I ,  2 li~{~t sieh M 3 semil inear  so auf  sich selbst  abbi lden,  dab  U '3 

in U a und  K ~ in sich selbst  i ibergeht ,  t I i e rbe i  wird  E 2 in ein E lementa r f l s  E *~ 

abgeb i lde t  und  die Linie  E 2/J'a in eine Linie  Y*~. 

Es  sei U *a eine U m g e b u n g  yon  U a § E *~ in M a. I s t  nun  eine bel iebige in Ua l iegende 

geschlossene Linie  L ~ in M a - ~ s  nul lhomolog,  so is t  sic auch in U *a - / ) a  nul lhomolog 

(da U *a ein 3-dim R a u m e l e m e n t  ist). D a  es (siehe [10], S. 161 und  143) in Ua genau eine 

I so top iek lasse  yon  Bre i tenkre isen  beziiglich U *a g ib t  und  diese Bre i tenkre ise  geeignete 

Merid iankre ise  yon  U s in genau je e inem P u n k t e  sehneiden (siehe [10], S. 161 und  141), 

gi|~ dies also auch Iiir  die Brei tenkre ise  beziiglich M s, womi t  I I .1  bewiesen ist. 

Da  also Y*I zu j edem Bre i tenkre is  yon  U a i sotop ist,  g ib t  es nach  [10], S. 143 eine 

semil ineare  Abb i ldung  yon  U .3 auf  sich selbst ,  durch  die y . 1  in Y~ i ibergeht  und  K ~ 

und  U a in sieh selbst  i ibergehen.  Hierbe i  geht  E *~ - ~ a  in ein Elementar f l s  



374 WOLFGA~G H A K E ~  

E *.2 fiber, das  yon  y1 be rande t  wird.  D a m i t  is t  I I .2  bewiesen und  der  Beweis von Satz  10 

vol lendet .  

K R I T E ~ I U M .  M a sei eine 3-dim Mannig/altiglceit, /i~r die gilt: 

a. Jede in  M a liegende 2-dim Sphdre zerlegt M a in zwei Teile. b. I n  M a gibt es lceine 

(singularit~iten/reie) projektive Ebene. - -  K 1 sei eine geschlossene (doppelpunlcts/rei) JLinie 

in  M a. Dann lS[3t sich entscheiden, ob K 1 eine Kreisl inie in  M a sei, d. h. ob es in  M 3 ein 

(singularitSten/reies) Elementar/lSchensti~clc gebe, das von K 1 berandet vird. Und zwar gilt: 

I .  I n  M a wird  eine beliebige Umgebung  U a yon  K 1 gewi~hlt. M a - ~a is t  eine 3-dim 

Mannigfa l t igke i t  M 'a. N u n  l~I~t sich mi t  Methoden  der  Homologie theor ie  feststel lenl  ob 

es genau eine Iso topieklasse  yon  Brei tenkre isen  von  U a bezfiglich M a gebe, die m i t  den  

Meridiankreisen yon  U a die a lgebraische Schn i t t zah l  1 haben  (und ob U a o r ien t i e rbar  

sei). Dies k a n n  folgendermal3en geschehen: I n  0 a zeichnet  m a n  einen Mer id iankre is  A 1 

aus und  eine 1-dim Sphi~re B 1, die A 1 in genau e inem P u n k t e  schneider .  ~ u n  stel l t  

m a n  zun~chst  lest ,  ob die notwendige  Bedingung  erffillt  sei, dal~ A 1 in M a - / ) 3  weder  

nul lhomolog noch divis ionsnul lhomolog sei. I s t  dies der  Fa l l  und  sind 9~ und  ~ die 

Homologieklassen  yon A 1 bzw. B 1 in M a - / ) 3  und  9~' und  ~ '  die en tsprechenden  Homo-  

logieklassen in Ua, so s tel l t  m a n  fest, ob es eine ganze Zahl  m gebe, so daI~ die Homo-  

logieklasse mgJ + ~  die Nul lklasse  ist. Gib t  es eine solche Zahl  m, so l~Bt sich aus  der  

Klasse  m9~' § ~ '  ein Repr~sen t an t  ausws der  ein Bre i tenkre is  mi t  den geforder ten  

Eigenschaf ten  ist,  und  alle de ra r t igen  Bre i tenkre ise  s ind nach  [10] S. 143 isotop in Us. 

G ib t  es keine solche Zahl  m, so g ib t  es auch keine Brei tenkre ise  mi t  den geforder ten  

Eigenschaf ten .  K 1 k a n n  nach  Satz  10, I I .1  nur  d a n n  eine Kreis l in ie  in M a sein, wenn 

diese Bedingung erffillt  ist.  

I I .  I s t  die u n t e r  I genannte  notwendige  Bedingung fiir das  Vorl iegen einer  Kreis l in ie  

erffillt,  und  is t  y1 ein beliebig gew~hlter  Bre i tenkre is  yon  U a bezfiglich M31 der  m i t  den 

Meridiankre isen  yon  U a die a lgebraische Schn i t t zah l  1 hat ,  so li~l~t sich nach dem Bes t im-  

mungsver fahren  des vorigen Abschn i t t s  in M a - ~3 ein in y1 e ingespanntes  B a n d  mini-  

male r  Charak te r i s t ik  kons t ru ie ren  und  es gilt:  K 1 is t  (wie aus Satz  10, I und  Satz  10, I I .2  

folgt) dann  und  nur  dann  eine Kreis l inie  in M a, wenn dieses B a n d  ein Fli~chenstfick ist.  
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