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Ziirich 

In den meisten Darstellungen der Theorie der Lieschen Gruppen, z .B.  Pon- 

trjagin [5], Chap. VI und IX, oder Chevalley [2], stehen die topologisehen und algebra- 

ischen Gesichtspunkte im Vordergrund, w~hrend die Zusammenh~nge mit der Differen- 

tialgeometrie nur am Rande zur Geltung kommen. In der vorliegenden Untersuehung 

soll nun gezeigt werden, dass sieh die Liesche Theorie in geometrisch fibersichtlicher 

Form entwickeln li~sst, wenn man konsequent yon den beiden dureh die Gruppen- 

operation induzierten Parallelverschiebungsoperatoren Gebrauch macht. Da diese ihrer 

Definition nach vom Wege unabh/ingig sind, verschwinden die zugehSrigen Krtim- 

mungstensoren identiseh. Hingegen sind die Torsionstensoren, die bis aufs Vorzeichen 

fibereinstimmen, im allgemeinen yon Null verschieden und hi~ngen eng mit der alge- 

braischen Struktur der Gruppe zusammen. Es zeigt sich, dass die ,,Hauptsi~tze" der 

Lieschen Theorie bestimmte Eigenschaften dieser Torsionstensoren ausdrficken. Im An- 

schluss hieran wird gezeigt, dass sich umgekehrt eine einfach zusammenhi~ngende Man- 

nigfaltigkeit mit gegebenem Fernparallelismus, dessen Torsion diese Eigenschaften be- 

sitzt, zu einer Lieschen Gruppe machen 1/isst. Dabei wird die Gruppenoperation nieht 

wie z .B.  in [3] nur in einer Umgebung eines Punktes sondern auf der ganzen Man- 

nigfaltigkeit konstruiert. Der Beweis des dabei verwendeten Existenzsatzes fiber die 

LSsung einer Abbildungsdifferentialgleichung wird in w 3 nachgetragen. 

w 1. Vorbereitende Betrachtungen 

1. Di//erenzierbare Mannig/altigkeiten. Es sei M ein Hausdorffscher l%aum, der 

sich mit einem System (U~) yon ,,Parameterumgebungen" fiberdecken l~sst. 

Dabei versteht man unter einer Parameterumgebung ein System (U~, q~, G~), 
5-- 61173055 106. Acta mathematica.  Imprim6 le 27 septembre 1961. 
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wobei U~ eine offene Menge auf M, G~ ein Teilgebiet eines n-dimensionalen linearen 

Raumes X~ und q~ eine topologische Abbildung yon U~ auf G~ ist. G~ heisst das 

Parametergebiet und X~ der Parameterraum. Jedem Punkte x E U~ entspricht im Para- 

metergebiete G~ der lokale Parameter  

x~ = ~ (x) .  

Nun seien U~ und U~ zwei Parameterumgebungen auf M mit  einem nichtleeren 

Durehschnitt  U~ A UZ = U~. Jedem Punkte x dieses Durchsehnittes entspricht dann 

in G~ bzw. G~ je ein lokaler Parameter  x~ bzw. x~. Das Produkt  

- 1  

ist dann eine topologische Abbildung von ~ (U~) auf ~ (U~z), die zu U~ und U s 

geh6rige Nachbarrdation. Diese driickt die lokalen Parameter  x~ und x~ eines Punktes 

x yon U~ dureheinander aus, 

x~ = ~ (x~). 

Offenbar besteht die Beziehung 

~Z = ~v~. (1.1) 

Sind alle Nachbarrelationen der Oberdeckung U~ r-mal stetig differenzierbar, so 

heisst der Raum M eine r-real di//erenzierbare Mannig/altigkeit. Bfldet man in (1.1) 

den Ableitungsoperator (1) so erhKlt man die Beziehung 

welche zeigt, dass die Ableitungsoperatoren der Nachbarrelationen einer differenzier- 

baren Mannigfaltigkeit regulKre lineare Abbildungen sind. Die im folgenden betrach- 

teten Mannigfaltigkeiten sind dreimal differenzierbar vorausgesetzt, ohne dass dies 

jedes Mal eigens gesagt wird. 

2. Kontravariante Vektoren. Es sei x ein fester Punkt  yon M und (U~), das 

System der Parameterumgebungen, welehe x enthalten. Dann kann man unter den 

Vektoren der zugehSrigen Parameterri~ume eine Aquivalenzrelation einfiihren, indem 

man zwei Vektoren ~ E X~ und ~ E X~ als ~quivalent erkli~rt, falls das Transforma- 

tionsgesetz 

~ = ~ (x~) ~ (1.2) 

(1) Fiir den Begriff des Ableitungsoperators vgl. Nevanlinna [4], Kap. II. 
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besteht. Eine so erhaltene Klasse heisst ein kontravarianter Velctor im Punlcte x. Jedem 

Vektor ~ entspricht naeh Wahl einer festen Parameterumgebung U~ sein Repr~sentant  

~ im Parameterraume X~. Aus der Linearits des Transformationsgesetzes (1.2) folgt, 

dass die Gesamtheit  aller Vektoren im Punkte  x einen n-dimensionalen linearen R a u m  

bilden. Dieser heisst der Tangentialraum von M im Punkte x und soll mit  Tx (M) 

oder einfach mit  Tx bezeichnet werden. 

Es seien M und N zwei differenzierbare Mannigfaltigkeiten und ~ sei eine Ab- 

bildung yon M in N. Diese Abbildung heisst differenzierbar, wenn fiir je zwei Para-  

meterumgebungen U~ und V~ auf M bzw. N die entspreehenden tokalen Parameter  

differenzierbar zusammenh/~ngen, 
y~ = ~ (x~). (1.3) 

Der Abteilungsoperator der Abbildung (1.3) definiert dann eine lineare Abbildung 

des Tangentialraumes T x (M) in den Tangentialraum T~(x)(~), dig wir mit  q0' (x) be- 

zeichnen. Is t  ~ ein Vektor yon Tx (M), so ist der Bildvektor U durch die Gleichung 

= ~' (x) 
gegeben. 

3. Vektor/elder. I s t  jedem Punkt  x E M ein Vektor ~(x) des Tangentialraumes 

T,  (M) zugeordnet, so spricht man yon einem Vektorfeld auf M. Ein solches Feld 

best immt eine Abbildung ~ des Parametergebietes in den Parameterraum X~ gemi~ss 

~ (x~) = ~ (x)~. 

Babel besteht im Durchschnitt  U~ der Zusammenhang 

~ (x~) = ~ (x~) ~ (x~), x~ = ~ (x~), (1.4) 

aus dem ersichtlich ist, dass auf einer r-real differenzierbaren Mannigfaltigkeit der 

Begriff eines ( r - 1 ) - m a l  differenzierbaren Vektorfeldes yon der Wahl des lokalen Para- 

meters unabhiingig ist. 

Es seien jetzt ~ und ~ zwei differenzierbare Vektorfelder auf M. Setzt man dann 

in einer Parameterumgebung U~ 

Y~ (x~) = ~ (~) w (~) - ~  (x~) ~ (x~) (1.5) 

so geniigen die Vektoren Y~ dem Transformationsgesetz (1 .4 )und  somit ist durch 

die Gleichung (1.5) wieder ein Vektorfeld auf M definiert. Dieses heisst das Liesche 

ProduIct der Felder ~ und ~ und soll mit  L (~, ~) bezeichnet werden. Die Definitions- 

gleichung lautet  somit 

L (~, U)~ (x~) = ~ (x~) U~ (x~) - U: (x~) ~ (x~). 
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Das Liesche Produkt  ist schiefsymmetrisch 

L(~, u ) + L ( u ,  ~ ) = 0  

und geniigt der Jacobischen Identi t~t  

L(L(~, ~), ~ ) + L ( L ( u ,  ~), ~)+L(L(~, ~), U)=0.  

4. Kovariante Tensoren au/ M. Wir betraehten neben der Mannigfaltigkeit M 

jetzt  einen linearen Raum E. Unter  einem kovarianten Tensor p-ter Stu/e auf M mit  

Werten in E versteht man eine p-fach lineare Abbildung qb (x) des gaumes  Tx(M ) 
in den Raum E. Is t  jedem Punkte x ein solcher Tensor zugeordnet, so spricht man  

yon einem Tensor/eld p-ter Stu/e auf M mit  Werten in E. In  einer l~arameterumge - 

bung best immt ein so]ches Tensorfeld zu jedem Punkte  x~EG~ eine p-fach lineare 

Abbilding r (x~) des Parameterraumes X~ in E gem~iss 

r  (x~; ~ . . .  ~D = r (x; ~1 ... ~,). (1) 

Dabei besteht im Durschnitt  U~  das Transformationsgesetz 

O~ (/~; ~ ... ~ )  = O~ (x~; ~ (x~) ~ . . .  ~L  (x~) ~D. (1.6) 

Aus diesem ersieht man, dass es auf einer r-mal differenzierbaren Mannigfaltigkeit 

einen Sinn hat, yon ( r - 1 ) - r e a l  differenzierbaren Tensorfeldern zu sprechen. 

Sind alle Abbildungen (I)(x) total  schiefsymmetrisch, so heisst �9 ein total  schief- 

symmetrisches Feld auf M. Aus jedem differenzierbaren, total  schiefsymmetrischen 

Tensorfeld p-ter Stufe (I) auf M kann man ein total  schiefsymmetrisches Feld (p § 1)-ter 

Stufe (~(I) erhalten, indem man 

p + l  ^ 
~(I) (x; ~ ... ~P+~)= ~ ( - 1 )  "+~ qb: (x~; $~ ... ~ ... ~+~, ~ )  (1.7) 

1 

setzt, wobei x~ ein beliebiger lokaler Parameter  ist. Dieses heisst die schie/symmetrische 

Ableitung des Feldes (I). Fiir ein zweimal stetig differenzierbares Feld gilt die Beziehung 

a a o  =0 .  (1.8) 

Is t  ~0 eine differenzierbare Abbildung einer Mannigfaltigkeit M in eine Mannig- 

(1) D a b e i  b e z e i c h n e t  d e r  o b e r e  I n d e x  d i e  N u m m e r  d e s  V e k t o r s .  
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faltigkeit /Y, so kann man jedes Tensorfeld ~F auf N dual nach M iibertragen und 

erh~lt dort ein Tensorfeld qb =9*~F, das durch die Gleichung 

r (x; ~1 ... ~ )  = ~  (9 (x); 9 '  (x) ~1 ... 9 '  (x) ~ )  

definiert ist. Ist die Abbildung 9 zweimal stetig differenzierbar, so gilt die Vertausch- 

barkeitsrelation 

(9 *~F) =9*  (($ ~F). (1.9) 

5 . .Das  8chie/symmetrische Produ]ct. Im l~aume E sei jetzt  eine bilineare Abbildung 

/ yon E in sich definiert. Dann kann man je zwei Tensorfeldern auf M der Stufen 

p and q ein ebensolches Feld ((I), ~F)f der Stufe p ~-q zuordnen, indem man 

((I), ~F)f (x; ~1 ... 8,+q)=/(~p (x; 81 ... 8~), ~F(x; 8p+1 ... 8;+q)) (1.10) 

setzt. Entsprechend erh~lt man aus je zwei total schiefsymmetrischen Feldern wieder 

ein solches Feld, das mit ((I)A ~ ) r  bezeichnet werden soll und durch die Gleichung 

((~ A ~2)y (x; ~1 ~p+q) = T1 ~ ~a ((~, ~2)f (x; ~,(1) .. ~a(p+q)) ( i . l l )  

definiert ist. Dabei durchls a alle Permutationen dcr Zahlen (1 ... p §  und ~, 

bezeichnet das zugehSrige Vorzeichen. Fiir die schiefsymmetrische Ableitung des Pro- 

duktes (1.11) gilt die Formel 

(~ ((I) A ~F)/= (~(1) A ~F)r+ (- I)" ((1) A 5W)f. (1.12) 

Von besonderer Bedeutung ist der Fall, dass die bilineare Abbildung / ein Lie- 

sches Produkt  ist. Wir schreiben in diesem Falle [u, v] anstat t  /(u, v). Ein solches 

Produkt  genfigt den Bedingungen 

[u, v] + [v, u] = 0 [[u, v], w] + [[v, w], u] + [[w, u], v] = o (u, v, w e E) 
(schiefe Symmetrie) (Jacobische Identit~t) 

Das Tensorfeld, das man aus zwei total schiefsymmetrischen Feldern (I) und ~F 

mit Werten in E mittels des Lieschen Produktes erhi~lt, soll mit [(I)A ~F] bezeichnet 

werden. Es ist durch die Gleichung 

[(I) A 1t2] (X; }1 ... } p + q ) = ~  ~. 6z [ 0  (X; }a(1)... }o'(p)), 1~2 (X; }~(:o+1).,. }(~(p+q))] (1.13) 
p:q~ a 
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definiert. Aus der schiefen Symmetrie und der Jacobischen Identit/~t erh/~lt man die 

Beziehungen 

[(I) A tF] = ( - 1) pq+l [tF, O] (1.14) 

und 

( -  1)'r [[O A ~F] A X] + (--  1)qP [[~F A X] A qb] + (--  1)rq [[X A O] A ~F] =0 ,  (1.15) 

wobei p, q und r die Stufen der Felder O, iF und X bezeichnen. 

6. Der Kriimmungsoperator. Es seien M und N zwei differenzierbare Mannigfaltig- 

keiten. Jedem Punktepaar  x E M, z E N sei eine lineare Abbildung 

F (x, z) : T~ (M) --> T~ (N) 

des Tangentialraumes T~ (M) in den Tangentialraum Tz (N) zugeordnet, die differen- 

zierbar von x and z abh/~ngt. H/fit man z lest und variiert x, so kann man den 

Operator F(x, z) als Tensorfeld erster Stufe auf M mit  Werten in Raume Tz(N) 
auffassen und somit die schiefsymmetrische Ableitung beziiglich x bilden. So erh/~lt 

man eine sehiefsymmetrisehe bilineare Abbildung des Raumes Tx(M) in den Raum 

T~ (N). Andererseits definiert der Operator F (x, z) fiir jeden festen Punkt  x E M und 

jeden festen Vektor ~ETz(M) ein Vektorfeld auf /V, dass wir mit  Fx,~ bezeichnen. 

Es ist durch die Gleichung 

Fx,~ (z) = F (x, z) 

best immt.  Daher kann man fiir je zwei Vektoren ~1 und ~2 des Raumes T x (M) das 

Lie-Produkt 

L(Fx.~,, F~,~,) 

der entsprechenden Felder auf N bilden und erh/ilt wieder ein Vektorfeld auf N. 

Dieses hs offenbar bilinear und schiefsymmetrisch von ~1 und ~2 ab, sodass man 

insgesamt wieder eine schiefsymmetrisehe Abbildung des Raumes Tz (M) in dem Raum 

Tz (N) erh/~It. Die Summe 

H (x, z; ~1, ~2)= -(~ F (x, z'~ ~1, ~) + L(Fx.~I, Fx.~j (z) (1.16) 

ist daher wieder eine solche Abbildung. Sie heisst der Kri~mmungsoperator des Opera- 

tors F.  Fiihrt man in der Umgebung der Punkte  x und z lokale Parameter  ein, die 

wir wieder mit  x und z bezeichnen, so ist der Kriimmungsoperator explizit durch 

die Formel 
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d F  
H (x, z; ~1, ~2) = ~ (x, 

gegeben. (1) 

- d F ( x ,  
z; ~)~1 dx z; ~) ~ 

d F  d F  (x ' 
+d~z(x, z; F(x,z)$~)~l- dz z; F(x, z) ~) $~ (1.17) 

7. Manuig/altigkeiten mit Fernparallelismus. Man sagt, auf der Mannigfaltigkeit  

M sei ein Fernparallelismus definiert, wenn zu jedem Punk tepaa r  x, z yon  M eine 

lineare Abbildung F (x, z) des Raumes  T~ in den R a u m  T~ gegeben ist, welche fol- 

genden Eigensehaften hat:  

(F1): P ( x , z ) = P ( y , z ) P ( x , y )  (x ,y ,  z E M ) ,  

(F2) : P (x, x) = I (Identits 

(Fa): Der  Operator  P ist zweimal stetig differenzierbar in x und  z. Aus (F1) 

und  (F2) ergibt sich die Beziehung 

P (x, y) P (y, x) = I ,  

welche zeigt, dass die vom Operator P best immte lineare Abbi ldung reguls ist. 

Wir  w/~hlen nun  einen festen P u n k t  e yon  M als Bezugspunkt  und  setzen 

Dann  folgt aus (F1) 

P (e, x) = P (x). 

P (y, z) = P (z) P (y)-l. (1.18) 

Diese Gleichung zeigt, dass der Fernparallelismus durch den Operator  P (x) eindeutig 

festgelegt ist. Setzt  m a n  in (1.18) speziell z=e,  so folgt 

P (y, e) = P (y)-~. (1.19) 

Man kann  den Operator  p -1  (x) als Tensor erster Stufe mi t  Werten  im Raume  

Te(M) auffassen und somit die sehiefsymmetrisehe Ablei tung des Feldes p - 1  bilden. 

Das P roduk t  

S (x) = - P (x) ~ p -1  (x) (1.20) 

ist dann  eine bflineare schiefsymmetrisehe Abbildung des Raumes  T ,  in sich, also ein 

dF 
(1) Dabei bezeichnet - -  (x, z; ~) den Ableitungsoperator von F beztiglich x, genommen fdr den 

dx 
dF 

Zuwachsvektor ~ und -:-- (x, z; ~) den Ableitungsoperator nach z, genommen ftir den Zuwachsvektor ~. ~z  
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zweifach kovarianter und einfach kontravarianter Tensor. Dieser heisst die Torsion 
des Parallelenoperators P.  

Es seien jetzt ~ und ~ zwei Ieste Vektoren des I~umes  T~ und 

( x ) = P ( x ) ~  bzw. ~ ( x ) = P ( x )  

die yon ihnen erzeugten parallelen Vektorfelder. Wir zeigen, dass sich deren Liesches 

Produkt  durch den Torsionstensor in der Form 

L(~, ~)(x)= -S(x ;  ~(x), V (x)) (1.21) 

ausdriicken ]/~sst. Zum Beweis w/~hlen wir eine 1)arameterumgebung des Punktes x 

und bezeichnen den iokalen Parameter der Kiirze halber wieder mit x. Ebenso schrei- 

ben wit wieder ~ und ~/ anstat t  ~ und ~7~. Dann wird 

L(~, ~7)(x)=~'(x)~(x)-~?'(x)~(x)=P'(x; P(x)N ) ~-P'(x;  P(x)~)z 1. (1.22) 

Welter ergibt sich aus der Beziehung 

P (x) p-1 (x) = I 

durch Differenzieren 

P '  (x; h) p-1 (x) + P (x) (p-l) ,  (x; h) = 0 

und hieraus folgt 

P '  (z; h) = - P (x) (p-l) ,  (x; h) P (x). 

Setzt man dies in die Gleichung (1.32) ein, so ergibt sich 

L(~, ~) ( x ) = P ( x )  { - ( p - l ) ,  (x; P(x)~) P(x)~+ (p-l), (x; P(x)$)P(x)~} 

= P (x) ~ p-1 (x; P (x) $, P (x) V) = P (x) ~ p-1  (x; ~ (x), r/(x)). 

t t ier stehen auf beiden Seiten Ausdriicke, die im Tangentialraum Tx (M) einen Sinn 

haben, sodass man jetzt  wieder ~ und z] als Tangentialvektoren auffassen kann. Setzt 

man nun noch fiir (~ p-1 nach (1.20) ein, so ergibt sich die behauptete Beziehung (1.21). 

Fiir sp//tere Zwecke zeigen wir noch, dass sich der zum Operator F geh6rige 

Kriimmungsoperator durch den Torsionstensor S ausdriicken li~sst. Der Kriimmungs- 

operator H ist nach (1.16) durch die Gleichung 

H(x, z; ~1, ~2)= - (gP(x ,  z; ~1, ~2)+L(Pz.*,, P~.,J(z) (~1, ~2ET~) 
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definiert.  Setzt  man  hier fiir P(x,  z) nach (1.18) ein, so erhs man fiir den ersten 

Summanden  

6P(x,  z; ~:1, ~2) = P ( z )  6 p - 1  (x; ~l, ~2) = - P ( z )  P(x )  -1S(x ;  ~1, ~2) = - P ( x ,  z) S(x; ~1, ~2). 

Ffir den zweiten Summanden hat  man  bei festem x, ~1 und  $2 das Liesche P roduk t  

der Vektorfelder 

Px,~l (z) = P (x, z) ~ 1 und Px,~ (z) = P (x, z) $ 2 

zu bilden. Verwendet  man  die Formel  (1.21), so wird dieses gleich 

L(Px.~I, P~.~) (z)= - S ( z ;  P(x ,  z)~,, P(x,  z)~2). 

Damit  erh/;lt man insgesamt 

H (x, z; ~1, ~ ) =  P (x, z )S  (x; ~1, -~2)- S (z; P (x, z)~1, P (x, z )~ ) .  (1.23) 

Der Krf immungsoperator  H verschwindet  somit genau dann  identisch, wenn die 

Beziehung 
P (x, z) S (x; ~,, ~)  - S (z; P (x, z) ~,, P (x, z) ~2) (1.24) 

ffir alle Punktepaare  x, z besteht.  Setzt  man  hier speziell x =  e, so laute t  diese 

P(z) S(e; $,, Se)=S(z ;  P(z)$, ,  P(z)~2). (1.25) 

Umgekehr t  folgt aber  auch (1.24) aus (1.25); aus (1 .25)ergeben  sich ni~mlich die 

Gleichungen 

P (x, z) S (x; ~1, $~) = P (z) S (e; P (x) -1 ~1, P (x) -1 ~2) 

und  S (z; P (x, z) ~,, P (x, z) ~2) = P (z) S (e; P (x) -1 ~1' P (X) -1 ~2) 

und aus diesen erh/ilt man  (1.24) durch Subtrakt ion.  Der  Krf immungsoperator  ver- 

schwindet somit genau dann identisch, wenn der Torsionstensor der Vertauschbar-  

keitsbeziehung 
S (x; P (x) $,, P (x) ~2) = P (x) S (e; $,, $2) (1.26) 

genfigt. 

8. Invariante Metrilc. Es sei M eine Mannigfalt igkeit  mit  Fernparallelismus. Ferner  

sei auf M eine Riemannsche Metrik gegeben. Den metrischen Fundamenta l tensor  be- 

zeichnen wir mit  g, sodass das Skalarprodukt  zweier Vektoren ~ und  ~ des Raumes  

T~ durch den Ausdruck g(x; ~, ~) gegeben ist. Die Norm eines Vektors ~ ~Tx ist 

durch die Gleichung 
]~]~=~(~; ~, ~) 

best immt.  
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Die Riemannsche Metrik heisst invariant in bezug auf den gegebenen Parallelis- 

mus, wenn die Beziehung 

g (x; P (x) ~, P (x) ~) = g (e, ~, ~) ($, ~ E Te) (1.27) 

besteht. Man kann bei gegebenem Parallelismus immer eine invariante Metrik ein- 

ffihren, indem man im Raume Te ein beliebiges Skalarprodukt (~, ~) wKhlt und den 

metrischen Fundamentaltensor durch die Gleichung 

g (x; ~, ~) = (P (x) -1 ~, P (x)-i~) (1.28) 
definiert. 

w 2. Liesche Gruppen 

9. Unter  einer Lie-Gruppe versteht man eine differenzierbare Mannigfaltigkeit G, 

auf der eine dreimal stetig differenzierbare Abbildung 

x, y - + x y  

des Produktraumes G• auf G definiert ist, welche den Gruppenaxiomen geniigt. 

I m  folgenden spielen die beiden Ableitungsoperatoren 

d A ( x , y ) = d ( x y )  und B ( x , y ) = ~ y ( X y )  (2.1) 

eine wesentliche Rolle. Diese definieren je eine lineare Abbildung des Tangentialraumes 

Tx bzw. T~ in den Tangentialraum Txy, 

A (x, y) : T~ --> T~y B (x, y) : T~ -~ Tz~. 

Aus den Identiti~ten 
x e = x  und e y = y ,  

wobei e das Einselement bezeichnet, erhi~lt man durch Differenzieren die Beziehungen 

A (x, e) = I  

und B (e, y) = I.  

Ferner erhKlt man aus dem assoziativen Gesetz 

(x y) z = x (y z) 

durch Differenzieren nach x 

A ( x y ,  z )A(x ,  y ) = A ( x ,  yz).  

(2,2) 

(2.3) 

(2.4) 
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- 1  Setzt man  hier speziell z = y  , so erhiflt man  die Beziehung 

A (xy, y-l) A (x, y) = I .  (2.5) 

Aus dieser ersieht man,  dass die vom Operator A (x, y) definierte lineare Abbildung 

regular ist. Setzt m a n  in (2.4) x = e, so erhalt  man  die Gleichung 

A (y, z) A (e, y) = A (e, yz). 

Diese lautet,  wenn m a n  zur Abkiirzung 

A (e, y) = A (y) 

setzt, A (y, z ) = A  ( y z )A  (y)-l. (2.6) 

Somit li~sst sich der Operator A(y ,  z) dutch  die 0pera to ren  A ( y ) u n d  A ( z ) a u s -  

drficken. Nun  kann  m a n  die erste Gleichung (2.1) in der Fo rm 

d 
dx  (xy )= A (xy) A (x) -1 (2.7) 

schreiben. 

Entsprechende Formeln  gelten ffir den Operator  B. Aus dem assoziativen Gesetz 

erh~lt man  durch Differenzieren nach z 

B (xy, z) = B (x, yz) B (yo z) (2.8) 

und  hieraus speziell ffir x = y  -1 

B (y  -1, y z ) B ( y ,  z ) = I .  (2.9) 

Setzt  man  in (2.8) z = e und  erkl~rt den Operator  B (x) gem~ss 

B (x) = B (x, e), 

so folgt B (x, y) = B (xy) B (y)-l. (2.10) 

Somit kann  man  die zweite Gleichung (2.1) auch in der F o r m  

d 
dy  (xy) = B (xy) B (y)-i (2.11) 

schreiben. 

Aus der Differenzierbarkeit  der Gruppenoperat ion und  der Regulari t~t  des Ope- 

rators  B ergibt sich die Differenzierbarkeit  der Abbildung x--~ x -1. Um den Ableitungs.  
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opera tor  dieser Abbi ldung durch die Operatoren A und  B auszudr/icken, differenzieren 

wir die Gleichung 
X X - I ~ v  

nach  x und  erhal ten  

A (x, x-1)+B(g, x -1) ( z - l )  ' = 0 .  

N u n  ist nach (2.6) und  (2.10) 

A (x, x -1) = A (x) -1 

und  somit  ergibt  sich aus (2.12) 

bzw. B(x,  x -1)=B(x-~)  -1 

(2.12) 

A (x) -1 + B (x-l)  - I  (x-~) ' = 0. 

Hieraus  erhiflt m a n  
(x-l)  ' = - B  (x -~) A (x) -1. (2.13) 

10. Die beiden ParaUelismen. Setzt  m a n  ffir je zwei P u n k t e  x und  y yon  G 

P (x, y) = A (x, x - l  y), 

so ist dadurch  eine lineare Abbi ldung des Tangent ia l raumes  T~ in den Tangen t i a l r aum 

Ty definiert.  Aus den Beziehungen (2.4) und  (2.2) folgen die Gesetze 

P (x, z) = P (y, z) P (x, y) l (x ,y ,  zE G), 
und  P (x, x) = I J 

sodass der Opera tor  P auf  G einen ~ernparal le l ismus festlegt.  Speziell wird 

P (e, y) = A (y). 

En t sp rechend  erh/ilt m a n  aus dem Opera tor  B einen Para l le lenopera tor  Q, indem m a n  

Q(x, y )=-B(yx  -1, x) 
setzt.  Dabei  ist insbesondere 

Q (e, y) = B (y). 

11. Die zugehSrigen F-Symbole. U m  die zu den beiden Paral le l ismen gehSrigen 

F-Symbole  zu erhalten,  w/~hlen wir im R a u m e  Te einen festen Vektor  ~ und be- 

t r ach ten  das yon  ihm erzeugte A-paral lele Feld 

(x) = A (x) ~ (2.14) 

in einer P a r a m e t e r u m g e b u n g  U~. Der  Kfirze halber  bezeichnen wir den lokalen Para-  

me te r  wieder mi t  x und  den Repr/~sentanten des Vektors  ~ ( x ) i m  P a r a m e t e r r a u m  



L IE SC H E GI~UPPE~Y U N D  A F F I ~  ZUSAMMENIff-&NGENDE MANNIGFALTIGKEITE:N 77 

X~ mit  ~ (x) ans ta t t  mit  $ (x)~. Dementsprechend ist der Operator A (x) als ]ineare 

Abbildung des Raumes Te in den Parameterraum X~ aufzufassen. Bildet man nun in 

(2.14) den Ableitungsoperator, so folgt(1) 

~' (x; h) = A '  (x; h) 

und wenn man hier ~ nach (2.14) durch den Vektor $(x) ausdriiekt, folgt 

$' (x; h) = A '  (x; h) A (x) -1 ~ (x). (2.15) 

Nun definieren wir den Operator F (x) gem/iss 

F (x; h) = - A'  (x; h) A (x) - I  (x 6 G~, h 6 X~). (2.16) 

Dieser ordnet dann jedem Vektor h des Parameterraumes X~ eine lineare Selbstab- 

bildung dieses Raumes zu. Nun lautet  die Differentialgleichung (2.15) 

$' (x; h) = - F (x; h) $ (x) (2.17) 

und zeigt somit, dass F(x) der zum A-Parallelismus gehSrige F-Operator  ist. Ent-  

sprechend erh/~it man fiir den B-Parallelismus 

F(x; h ) =  - B '  (x; h)B(x) -1, (x6G:,, h6X~). (2.18) 

Um einen Zusammenhang zwischen den Operatoren F u n d  F zu erhalten, gehen 

wir yon den Beziehungen 

d d 
A(x,y)=~x(XY) und B(x,y)=~y(Xy) 

aus. Dabei sei x ein fester Punkt  der Parameterumgebung U~. Der Punkt  y liege so 

nahe an e, dass das Produkt  xy noch in U~ enthalten ist. Aus den Gleiehungen (2.1) 

erhiilt man, wenn man die Symmetrie tier zweiten Ableitungen des Gruppenproduktes 

beachtet,  

d-A (x, y; h l~=dB (x, y; ~)h. (2.19) 
dy dx 

Setzt man speziell y =  e, so wird 

dB 
dx (x, e; $)=B' (x; ~) 

(1) Hier ist das Differentiationsargument mit in die Kl~mmer geschrieben, um auf der rechten 
Seite Zweideutigkeiten zu vermeiden. 
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und  die Gleichung (2.19) laute t  

dA 
- -  (x, e; h) ~ = B '  (x; ~) h. 
dy 

Andersei ts  erh/~lt m a n  aus der Beziehung 

A (x, y) A (x) =A (xy) 

durch Differenzieren nach y an der Stelle y = e 

dA 
- -  (x, e; h) A (x) = A '  (x; B (x) h).  
dy 

Aus den Gleichungen (2.20) und  (2.21) folgt 

A' (x; B(x)h)A(x) - l  ~=B'  (x; ~)h 

und  wenn m a n  noch 
B(x) h= U 

(2.20) 

(2.21) 

setzt, A '  (x; ~) A (x) -1 ~ = B '  (x; ~) B (x)-l~]. (2.22) 

Beach te t  m a n  nun  noch die Definit ionsgleichungen yon P und  F, so kann  m a n  die 

Gleichung (2.22) in der F o r m  

F (x; ~) U = F  (x; ~) ~, (~, ~ E X~) (2.23) 

schreiben. Sie besagt,  dass die F-Symbole  der beiden ParaUelismen zueinander  t rans-  

ponier t  sind. 

12. Der Torsionstensor. Die zu den beiden Para l le lenoperatoren A und  B gehSrigen 

Tors ionstensoren sind nach (1.20) durch die Gleichungen 

S (x) = - A (x) ~t A -1 (~) (2.24) 

und  ~q (x) = - B (x) ~ B -1 (x) (2.25) 

definiert .  U m  diese durch die ILSymbole  auszudrficken, be t rach ten  wir wieder auf  G 

zwei A-paral lele  Felder  

( x ) = A ( x ) ~  und  B ( x ) = A ( x ) ~ .  

Fiir  ihr Liesches P roduk t  grit dann  nach (1.21) 

L (~, ~) (x) = - S (x; ~ (x), ~ (x)). (2.26) 
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Rechnet man anderseits das Liesche Produkt  in einer Parameterumgebung nach (1.5) 

aus und unterdrfickt wieder den Index :r so ergibt sich 

L (~, 7) (x) = ~' (x) ~ (x) - ~ '  (x) ~ (x) = A '  (x; ~ (x)) ~ - A '  (x; ~ (x)) ~ = 

- F (x; ~ (x)) A (x) $ + F (x; ~ (x)) A (x)~] = - F  (x; ~ (x)) ~ (x) + F  (x; ~ (x)) ~ (x). 

(2.27) 
Aus (2.26) und (2.27) erhiilt man nun die ]3eziehung 

S (x; ~ (x), v (x)) = F (x; v (x)) ~ (x) - F (x; ~ (x)) v (x). 

Da die erzeugenden Vektoren ~ und ~] be]iebig waren, folgt hieraus 

s (x; h, k) = F (x; k) h -  r (x; h) k (h, k e X~), (2.2S) 

d.h .  der Torsionstensor ist gleich dem schiefsymmetrischen Teil der F-symbole. Ent- 

sprechend erhiilt man ffir den Torsionstensor ~q 

~q(x; h, /c) = F ( x ;  /c, h ) - F ( x ;  h, k) (2.29) 

und wenn man den Zusammenhang (2.23) beriicksichtigt, folgt 

(x) = - s (x). (2.30) 

13. Charalcterisierung abelscher Gruppen. Dass der Torsionstensor eng mit der 

Struktur der Lieschen Gruppen zusammenhiingt, zeigt bereits der folgende 

SATZ 1. Eine zusammenhiingende Lie.Gruppe ist genau dann abelsch, wenn der 

Torsionstensor S identisch verschwindet. 

Beweis. Ist zuns die Gruppe abelsch, so folgt 

A (x, y) = B (y, x) 

und insbesondere A ( x ) = B  (x). Somit fallen die beiden Parallelismen zusammen und 

es wird 

F (x) = F (x) (2.31) 

und somit 

S (x; h, k) = F (x; ~) h - F (x; h, k) = F (x; k) h - F (x; k) h = 0. 

Verschwindet umgekehrt der T0rsionstensor, so folg$ zunKchst umgekehrt (2.31) 

und hieraus 

A (x) = B (x), (2.32) 
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da die Operatoren A und B eindeutig dureh die Differentialgleichungen (2.16) bzw. 

(2.18) bes t immt sind. Aus (2.23) erhiilt man weiter auf Grund der Beziehungen (2.10) 

und (2.6) 

B (x, y) = B (x y) B (y)-1 = A (x y) A (y)-i = A (y, y-1 x y). (2.33) 

Nun sei a ein fester Punkt  yon G. ])ann erkl~ren wir die Selbstabbildung q yon G 

gem~ss 

q(x) =x- l  a-~ xa, 

was man auch in der Form 

axq(x )=xa  

schreiben kann. Bildet man hier den Ableitungsoperator, so folgt 

A (a x, q) B (a, x) + B (a x, q) q' (x) = A (x, a). (2.34) 

Wegen (2.33) kann man den ersten Summanden in der Form 

A(ax,  q)A(x, x - l ax )=A(x ,  x-Xaxq)=A(x, a) 

schreiben und somit folgt aus (2.34) 

B (a x, q) q' (x) = 0 

und damit  wegen der Regulariti~t des Operators B 

q'  (x) = o. 

Hieraus folgt, dass die Abbildung q konstant  ist, und da insbesondere q(e)=e ist, 

wird q (x)= e und somit 
xa=ax .  

])ies bedeutet aber, dass die Gruppe G abelsch ist. 

14. Parallelitiit der Torsion. Es soll jetzt gezeigt werden, dass das Torsionsfeld 

S der Vertauschbarkeitsrelation 

S (x; A (x) ~, A (x)~?)= A (x) S (e, ~, ~?) (~, ~7 eta) (2.35) 

genfigt. ])azu fixieren wit den Punkt  x und definieren die Abbildung ~ gem~ss 

cf ( z  ) = z x .  

Ffir ihren Ableitungsoperator erhiflt man 

~'  (z) = A (z, x) 
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und  somit  k a n n  m a n  die Beziehung 

A (z x) = A (z, x) A (z) 

in der Fo rm A (9 (z)) = ~ '  (z) A (z) 

schreiben oder, nach  A 1 (z) aufgel6st,  

A -~ (z) = A -~ (qJ (z)) ~ '  (z) = (9* A-~) (z). 

Be t raeh te t  m a n  hier A-l(z) als Tensorfeld erster  Stufe auf G mi t  Wer ten  im R a u m e  

Te und  bildet  die schiefsymmetr ische Ableitung, so ergibt  sich nach (1.9) 

A -1 (z) = 9" (8 A- l )  (z). 

Setzt  m a n  nun  z = e und  beachtet ,  dass 

( e ) = x  und  9 '  (e) = A (x), 

so erhiilt m a n  ~A -1 (e; ~, ~) = ~A -1 (x; A (x) ~, A (x) ~/). (2.36) 

Ffihr t  m a n  hier den Torsionstensor  naeh  den Gleichungen 

~A-l(x)=-A-l(x)S(x)  und  ~A-l(e)=-S(e) 

ein, so ergibt  sich die Beziehung (2.35). 

Aus der Beziehung (2.35) folgt, dass mi t  je zwei A-paral lelen Feldern ~ und  

auch deren Liesches P roduk t  A-paral lel  ist. Nach  (1.21) ist n/~mlich 

(x) = - s (x; ~ (x), ~ (x)) 

und  somit  Iolgt aus  (2.35) 

(x) = - A (x) S (e; ~ (e), ~ (e)) = A (x) ~ (e). 

15. Die zugehSrige Lie-Algebra. Die Beziehung (2.35) zeigt, dass das Tensorfeld 

S(x) durch den Tensor S(e) und  den Opera tor  A(x)eindeutig festgelegt ist. Der  

Tensor  S (e) definiert  im R a u m e  Te ein schiefsymmetrisches Produk t ,  das m a n  mi t  

[$, ~] bezeichnet,  
[~, v]  = s (e, ~, V). 

D a m i t  wird dieser R a u m  zu einer Algebra,  der zur Gruppe  G gehSrigen Lie-Algebra. 
I s t  das P roduk t  [$, ~] identisch Null, so heisst die Lie-Algebra kommutativ. Aus der 

]~eziehung (2.35) folgt, dass das Torsionsfeld genau dann  identisch versehwindet ,  wenn 

die Lie-Algebra k o m m u t a t i v  ist. Man k a n n  daher  je tz t  den Satz I so formulieren: 

6 -  61173055 106. Acta  mathematica. Impr im6 10 27 septembre 1961. 
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Eine zusammenhdngende Lie-Gruppe ist genau dann abelsch, wenn ihre Lie-Algebra 

kommutativ ist. 

Setzt  man  in der Gleichung (2.35) auf der rechten Seite das Lie-Produkt  und auf 

der linken die Definitionsgleichung (2.24) der Torsion ein, so laute t  sie 

~A -~ (x; A (x) ~, A (x)~) = - [~, 7]" 

Setzt  man  hier noch 

A ( x ) ~ = h  und  A ( x ) ~ = / c  

so erhiflt man  die Gleichung 

~A-~(x; h, ~)= -[A(x)-~h, A(x)-~k] (h, ken'x) 

und wenn man  hier noch die in (1.13) eingeffihrte Bezeichnung verwendet,  

~A-X = _ 1 [A-1A A-X]. (2.37) 

Entsprechend gilt fiir den Operator B 

(~B -1 = �89 [B -1A B- I ] .  (2.38) 

Die Gleichungen (2.37) und  (2.38) stellen die Maurer-Cartanschen _~ormeln ffir eine 

Lie-Gruppe dar. 

Bildet man  in (2.37) die schiefsymmetrische Ableitung, so erhiflt man  nach (1.12) 

[~A -~ A A -~] - [A -x A ~ A  -1] = 0 .  (2.39) 

Nun  ist nach (1.14) 

[~A -1A A -1] = - [A -x A ~A -1] 

und  somit folgt aus (2.39) 

[~A -x/~ A -x] = 0 .  

Setzt man  hier fiir ~A -1 wieder nach (2.37) ein, so erh/ilt man  die Beziehung 

[[A -1 A A -1] A A -1] = 0. (2.40) 

Setzt man  hier speziell x = e und  schreibt die Gleichung aus, so erh/ilt man  die Ja- 

cobische Identitgt 

[[~, ~]], ~] + [[7, ~], ~] + [[~, ~], 7] = 0  (2.41) 

des Lieschen Produktes.  
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16. Bez iehung  zur  lcovarianten Able i tung.  Ffihrt man auf der Gruppe G die kova- 

riante Ableitung in bezug auf den A-Parallelismus ein, so besagt die Beziehung (2.35), 

dass die kovariante Ableitung des Torsionsfeldes identisch verschwindet, 

V S (x) = o. 

Um dies zu zeigen, bemerken wir, dass die kovariante Ableitung eines zweifach kova- 

rianten und einfach kontravarianten Tensorfeldes S a u f  einer Mannigfaltigkeit mit 

dem Parallelenoperator P durch die Gleichung 

V S (x; h, It) = d (p (x, y)- i  S (x; P (x, y) h, P (x, y)/c)y-x (h,/c e Tx) 

definiert ist. Das identische Verschwinden yon V S ist somit mit der Beziehung 

S (y; P (x, y) h, P (x, y) k) = P (x, y) S (x; h, k) 

gleichbedeutend. Setzt man hier x =  e und 

P (e, y) = A (y) 

so lautet diese Beziehung 

S (y; A (y) h, A (y) k) = A (y) S (e; h, k), 

geht also in die Gleichung (2.35) fiber. Die Beziehung (2.35) besagt somit, dass das 

Torsionsfeld S parallel ist. 

Diese Eigenschaft kann man fibrigens auch rein differentialgeometrisch aus der 

Tatsache herleiten, dass man auf der Mannigfaltigkeit G zwei zueinander transponierte 

Fernparallelismen hat (d. h. zwei Fernparallelismen, deren F-Symbole zueinander trans- 

poniert sind). Allgemein besteht niimlich zwischen den Kriimmungstensoren R und 

zweier beliebiger zueinander transponierter Parallelverschiebungen die Beziehung 

/~ (x; h I h2, ha)+ R (x; h 2, h 3, h i ) +  R (x; h a, h 1, h2) = V S (x; hi, h 2, ha) (2.42) 

wobei der Tensor S durch die Gleichung 

S(x; hi, h2) = F  (x; h2) h 1 - F  (x; hl) h 2 

definiert ist. Sind nun beide Parallelverschiebungen vom Wege unabhKngig, so wird 

R = 0  und R = 0  und aus (2.42) folgt 

VS(x) =0 .  
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Die Beziehung (2.42) zeigt, dass auch umgekehrt aus der Integrabilit/s der Parallel- 

verschiebung und der Parallelit/~t der Torsion die lokale Integrabilit/~t der transponierten 

Parallelverschiebung folgt. 

Auch die Jacobische Identit/s kalm man auf /~hnliche Art erhalten. Allgemein 

besteht ni/mlich zwisehen Krfimmung und Torsion eines beliebigen affinen Zusammen- 

hanges die Beziehung 

~o {R (x; h~(1), h~(2), ho(~))- S (x; ho(1), S (x; h~(~), ho(3))-V S (x; h~l), h~(2), ho(~))} = 0 (2.43) 

(vgl. Schouten [4] S. 88, Formel (138)). Ist nun R = 0  und V S = 0 ,  so ergibt sieh aus 

(2.43) die Beziehung 

e, S (x; ho(1), S (x; ho(2), h~(~))= 0, 

die fiir x = e in die Jacobische Identit/it fibergeht. 

17. Invariante Metrilc. Wie bereits in ~qo. 8 erw/~hnt, kann man auf der Lieschen 

Gruppe G ein beziiglich des A-Parallelismus invariantes Skalarprodukt einffihren. Dazu 

w/ihlen wir im Raume Te ein positiv definites Skalarprodukt (~, ~) und erkl~ren den 

metrischen Fundamentaltensor g (x) gem/~ss 

g (x; h, k) = (A (x)-I h, A (x) -1 k) (h, k 6 T~). (2.44) 

])as Bogendifferential einer Kurve x(t) ist dann durch die Gleichung 

,L&[s = (A (x)-I &, A (x)-15) 

gegeben. Hieraus folgt, dass die Bogendifferentiale zweier Kurven 

x(t) und y ( t ) = x ( t ) a  

die dutch Rechtstranslation mit einem Element a auseinander hervorgehen, iiberein- 

stimmen. Es ist n/imlich 

= A (x, a) 5 = A (y) A (x) -15 
und hieraus folgt 

]~ I s = (A (y)-~ ~, A (y)-~ ~) = (A (x) -15, A (x) -15) = 151 s. 

Nun betrachten wir die dutch den metrischen Fundamentaltensor (2.44) auf de- 

finierte Abstandsfunktion 

(xl, xs) = inf/~(~,.x~)), (2.45) 
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wobei c (xl, x2) die Gesamtheit  aller stfickweise glatten Kurven  von x I nach x 2 durch- 

li~uft. Aus der Rechtsinvarianz der Bogenl~ngen erhi~lt man die Beziehung 

e (xl, x2) = e (xl a, x2 a). (2.46) 

Wir zeigen jetzt, dass die Mannigfaltigkeit G in bezug auf die Metrik (2.45) voll- 

sts ist. Dazu sei x~ eine Cauchy-Folge in dieser Metrik. ]:)ann gibt es zu jedem 

s > 0 einen Index N, sodass 

@(x=,xm)<e ffir n~>2/ und m~>N. (2.47) 

Wegen (2.46) folgt hieraus 

~(e, x .xml )<~ .  

Nun sei U eine Parameterumgebung des Einselementes und V eine zweite Umgebung 

yon e, deren abgeschlossene Hiille in U enthalten ist, V c U. Dann wiihlen wir ~ so 

klein, dass die ~-Kugel um e in V enthalten ist. Erkl~rt man dann die Folge y ,  gemi~ss 

Yn ~ Xn X N 1, 

so sind die Punkte y~ fiir n ~>N in V enthalten. Ferner folgt aus (2.47) 

@ (Y~, Ym) = @ (x~, xm) 

und die Punkte Yn bilden somit wieder eine Cauchy-Folge. Somit muss diese Folge 

gegen einen Punkb yon V, also einen Punkt  yon U konvergieren. Daher muss auch 

die Folge 
xn = y .  xN 

konvergent sein und die Vollst~ndigkeit des Raumes G i s t  bewiesen. 

Zusammenfassend haben wir damit  folgendes Ergebnis: 

SATZ II .  Au/  einer Lieschen Gruppe wird durch die Ableitung der Gruppenopera- 

tion ein Fernparallelismus A (und entsprechend ein Fernparallelismus B)induziert ,  wel- 

chef /olgende Eigenseha/ten hat: 

(P1): Das Torsions/eld ist parallel, d.h.  es geni~gt der Beziehung (2.35). 

(P2): Fi~hrt man eine invariante Metri]c ein, so ist die Mannig/altigkeit G vollstdndig. 

18. Umlcehrung. Es soll jetzt umgekehrt  gezeigt werden, dass man eine dreimal 

differenzierbare, einfach zusammenhgngende Mannigfaltigkeit M, auf der ein Fern- 

parallelismus mit  den Eigenschaften (1)1) und (P2) gegeben ist, zu einer Lie-Gruppe 
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machen kann, sodass der gegebene Parallelismus mit dem von der Gruppenoperation 

induzierten A-Parallelismus fibereinstimmt. 

Den gegebenen Parallelenoperator bezeiehnen wir mit P (x, z) und setzen wieder 

P (e, z) = P (z), 

wobei e ein fester Bezugspunkt auf M i s t .  Es soll eine Selbstabbildung z (x) yon M 

konstruiert werden, welehe der ])ifferentialgleichung 

z' (x) = P (x, z) (2.48) 

und der Anfangsbedingung z (e) = y (2.49) 

gentigt, wobei y ein beliebiger Punkt  yon M i s t .  Die Existenz der LSsung dieser 

Differentialgleichung ergibt sich aus w 3, Satz III ,  angewandt auf die Mannigfaltig- 

keiten M und N = M und den Operator 

F (x, z) = P (x, z) (x, zEM) .  

])abel ist auf M eine beziiglich P invariante giemannsche Metrik zugrunde gelegt. 

])ann ist M in bezug auf diese Metrik nach Voraussetzung (P,) vollstitndig, also die 

erste Bedingung ffir w 3, Satz I I I  erffillt (w 3, Satz I). ])ass auch die zweite Bedingung 

erffillt ist, ergibt sich daraus, dass die kovariante Ableitung des Operators P ( x ,  z) 

beziiglich z identisch verschwindet. Es bleibt also noch festzustellen, das der Krfim- 

mungsoperator identisch Null ist. Wie am Schlusse yon 5Io. 8 gezeigt, ist hierfiir die 

Gleichung 

S (x; P (x) $1, P (x) ~2) = P (x) S (e; ~1, ~2) (~1, ~2 E Te) 

notwendig und hinreichend. Dies ist aber genau die Voraussetzung (P1). 

19. ])ie LSsung z(x ,  y) der ])ifferentialgleichung (2.48) zur Anfangsbedingung 

(2.49) stellt eine Abbildung des Produktes M x M  in die Mannigfaltigkeit M dar, das 

den Bedingungen 
dz  
d~ (x, y) = P (x, z) (2.50) 

und z (e, y) = y (2.51) 

genfigt. Mun ffihren wir auf M eine Multiplikation ein, indem wir 

xy  = z (x, y) (2.52) 

setzen und zeigen, dass M hierdurch zu einer Lieschen Gruppe wird und dass der 

zugehSrige A-Parallellelismus mit dem gegebenen fibereinstimmt. 
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a) Einselement. Zuniichst folgt aus der Anfangsbedingung (2.51) unmi t t e lba r  

e y = z ( e ,  y ) = y ,  

d . h .  e ist linksseitiges Einselelement.  Dass auch 

x e ~ x  

gilt, fo]gt aus  dem Eindeut igkei tssatz  ffir die Differentialgleichung (2.48), da die iden- 

tische Abbi ldung der Gleichung (2.48) und  der Anfangsbedingung z (e)= e genfigt. 

b) Assoziativgesetz. U m  zu zeigcn, dass ffir je drei P u n k t e  yon M die Beziehung 

(x y) z = x (y z) (2.53) 

bestcht ,  fixieren w i r y  und  z und be t rach ten  die beiden Abbi ldungen 

(x) = (x y)  z 

und V (x) = x (yz). 

l~fir ihre Able i tungsopera toren  erhiilt m a n  unter  Verwendung yon  (2.50) 

q~' (x) = P (xy,  (xy) z) P (x, xy)  = P ((xy) z) P (xy) - 1 P  (xy) P (x) -1 = P (q~ (x)) P (x) -1 

und V' (x) ~ P (x, x (y z)) = P (x (y z)) P (x)- 1 = p (V (x)) P (x)- 1. 

Die beiden Abbi ldungen ~ und V genfigen somit  derselben Differentialgleichung. Fer-  

ner  ist 

~0 (e) = V (e) = y z 

und somit  folgt nach dem Eindeut igkei tssa tz  

und  dami t  das  assoziat ive Gesetz (2.53). 

c) Die Ableitungsoperatoren. Fiir  den Able i tungsopera tor  des Produktes  (2.52) nach 

x, den wir wieder mi t  A (x, y) bezeichnen, erhs m a n  aus (2.50) 

A (x, y) = P(x, x y) (2.54) 

und  somit  wird speziell A (e, y) = P (e, y). 
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d 
Wi t  setzen welter  B (x, y) = ~yy (x y). (2.55) 

Dieser Able i tungsopera tor  existiert ,  denn da P nach Voraussetzung differenzierbar ist, 

gilt  dasselbe yon der L5sung der Differentialgleichung (2.48) in bezug auf y. Es  soll 

gezeigt werden, dass der Opera tor  B (x, y) regular  ist. Auf Grund der Beziehung 

(2.10), die sich aus dem assoziat iven Gesetz ergibt,  darf  m a n  sich dabei  auf den 

Opera tor  
B (x) = B (x, e) 

beschr/inken. Zuni~chst folgt aus der Exis tenz  der gemischten Ablei tung des Gruppen-  

produktes ,  dass der Opera tor  B (x, y) nach x differenzierbar ist. W/~hlt m a n  zu den 

P u n k t e n  x und  y je eine P a r a m e t e r u m g e b u n g  U~ bzw. U s und  bezeichnet  die lokalen 

P a r a m e t e r  wieder mi t  x bzw. y, so bes teht  der Z u s a m m e n h a n g  

d B  ( x, ~ y  ~/x y; h) k = (x, y; /c) h (h E X~, k E X~). (2.56) 

N u n  ist nach  (2.54) 
A (x, y) = P (x, x y) = P (x, y) P (x)-I  

und  hieraus erhi~lt m a n  durch I)ifferenzieren nach y 

d A  
d x (x, y; k) = P '  (x, y; B (x, y) k) P (x) -1. (2.57) 

Aus den Gleichungen (2.56) und  (2.57) folgt je tz t  

d B  
-d x (x, y; h) ]c = P'  (x y; B (x, y) Ic) P (x) -1 h 

und  wenn m a n  hier y = e  setzt, 

B '  (x; h)/c = P '  (x; B (x)/c) P (x) -1 h. (2.58) 

N u n  fiihren wir den zum Opera tor  P ( x )  geh5rigen F - 0 p e r a t o r  ein, der du tch  die 

Gleichung 
P '  (x; ~) = - F (x; ~) P (x) 

definiert  ist. D a n n  k a n n  m a n  (2.58) in der F o r m  

B '  (x; h) k = - F (x; B (x) k) h (2.59) 

schreiben. Bezeichnet  F den zu F t ransponier ten  Operator ,  der durch die Gleichung 
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(x; ~) v = F (x; v)  

definiert  ist, so folgt aus (2.59) die Gleichung 

B'  (x; h) ]~ = - F (x; h) B (x) k, 

die m a n  als Opera torenbeziehung auch in der F o r m  

B '  (x; h) = - F (x; h) B (x) (2.60) 

schreiben kann.  Aus dieser homogenen I)ifferentialgleichung ergibt  sich, dass der 

Opera tor  B (x) reguliir ist, sofern das fiir den Opera tor  B (e) gilt. N u n  folgt aber  aus  

der Iden t i t~ t  e y = y  dureh  Differenzieren nach y 

B (e) = I .  

D a m i t  ist die l~egularitiit  des Opera tors  B (x) bewiesen. 

Dass auch die zweite und dri t te  Ablei tung des dureh (2 .52)def inier ten Gruppen-  

p roduktes  existieren, ergibt  sich aus der Differentialgleichung (2.50) und der zweimali-  

gen Differenzierbarkei t  des Operators  P .  

d) Inverses Element. Es sei a ein beliebiger P u n k t  yon M.  U m  zu zeigen, dass 

es ein rechtsinverses E lemen t  gibt,  sei x ( t ) ( 0 <  t <  1) eine differenzierbare Kurve ,  die 

yon e nach  a fi ihrt  
x (0) =e ,  x (1) = a .  

Gesucht  ist eine von e ausgehende K u r v e  z (t), sodass 

x(t) z ( t )=e (0~<t~< 1) (2.61) 

gilt. Differenziert  m a n  diese Gleichung nach t, so folgt 

A (x, z) 2 + B  ( x , z ) ~ = 0 .  (2.62) 

N u n  ergibt  sich aus dem Assoziat ivgesetz (2.53) durch Differenzieren nach y an der 

Stelle y = e 

B (x, z) A (z) --- A (x, z) B (x). 

Setzt  m a n  dies in (2.62) ein und  kiirzt  durch den reguli~ren Opera tor  B (x, z) so ergibt  

sich die Differentialgleichung 

= - A (z) B (X) -1 X. (2.63) 
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Umgekehrt  folgt aus dieser und der Anfangsbedingung z(O)=e die Gleiehung (2.61), 

sodass man nur noch zu zeigen hat, dass die Gleichung (2.63) im ganzen Intervall  

0 ~< t~< 1 eine LSsung besitzt. Dies ergibt sich aus w 3, Satz I, wenn man diesen auf 

den Operator 
F (x, z) = - A (z) B (x) -1 (2.64) 

anwendet. Dabei wird auf M wieder eine beztiglieh des Para]lelismus P invariante 

Riemannsche Metrik zugrunde gelegt. Nach Voraussetzung (P2) ist die Mannigfaltig- 

keit M in bezug auf diese Metrik vollsti~ndig. Ferner gilt flit die kovariante Ableitung 

des Operators F 
V~ F (x, z) = 0 

und somit sind die Voraussetzungen fiir w 3, Satz I erfiillt. 

Nun sei z (t)(0~<t~< 1) die L6sung der Differentialgleiehung zur Anfangsbedingung 

z (0)=e.  Diese geniigt dann, wie bereits erw/~hnt, auch der Gleiehung (2.61). Setzt 

man hier speziell t =  1 und z (1)=b,  so folgt 

ab=e .  

Damit  ist zum Punkte  a ein rechtsinverses Element angegeben. Nun folgt auf rein 

algebraischem Wege, dass dieses durch a eindeutig best immt und auch linksinvers zu 

a ist. Damit  haben wir folgendes Ergebnis: 

SATZ I I I .  Au/  einer ein/ach zusammenhiingenden Mannig/altigkeit sei ein Fern- 

parallelismus mit den Eigenscha]ten (I)1) und (1)2) gegeben. Dann kann man diese zu 

einer Lge-Gruppe machen, so dass der yon der Gruppenoperation induzierte A-Parallelismus 

mit dem gegebenen i~bereinstimmt. Der B-Parallelismus der Gruppe /~illt mit dem zum 

gegebenen transponierten zusammen, woraus insbesondere /olgt, dass auch dieser ein Fern- 

parallelismus ist. 

20. Es soll jetzt welter gezeigt werden, dass man auf den einfachen Zusammen- 

hang der Mannigfaltigkeit M verziehten kann, wenn man die Voraussetzung (1)1) dureh 

die Forderung ersetzt, dass der zum gegebenen Fernparallelismus transponierte ParaUe- 

lismus ebenfalls ein Fernparallelismus ist.(1) Diese Formulierung hat  gegeniiber der 

yon Satz I I I  den Vorteil, dass die Existenz zweier zueinander transponierter Paralle- 

lismen (ira Gegensatz zum einfachen Zusammenhang) aueh notwendig daffir ist, dass 

man  M zu einer Lie-Gruppe machen kann. Es seien also P und Q die beiden Parallel- 

(a) FOr eine einfach zusammenh~ngende Mannigfaltigkeit ist diese Voraussetzung gleichbedeutend 
mit (P1)" 
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verschiebungsoperatoren,  gerechnet  yon  einem festen Bezugspunkt  e aus. Wir  w/~hlen 

auf  M einen festen P u n k t  a und einen yon e nach a ffihrenden differenzierbaren Weg 

a(t) ( 0 ~ t ~ < l )  a(O)=e, a(1)=a. 

Die Differentialgleichung 

= P (u) P (a (t)) -1 d (t) (2.65) 

ha t  dann  zu jeder Anfangsbedingung 

u ( 0 )  = y 

nach w 3 Satz I ira ganzen In te rva l l  0 ~ < t ~ l  eine L6sung, die wit  mi t  u( t , y )be -  

zeichnen. Die Kons t ruk t ion  des Gruppenproduk tes  k o m m t  darauf  hinaus zu zeigen, 

dass der P u n k t  u (1, y) bei festem y nur  vom P u n k t e  a und  nicht  yon  der Wahl  des 

Weges a (t) abh~ngt .  Wir  zeigen zun~chst,  dass der Able i tungsopera tor  der L6sung 

u (t, y) bezfiglich y durch die Formel  

du  
~yy (t, y) = Q (u (t, y)) Q (y)- i  (2.66) 

gegeben ist. Dazu  fixieren wir einen P u n k t  y yon  M und  einen Vektor  U des Tan-  

gent ia l raumes Ty und be t rach ten  lfi, ngs der K u r v e  u (t, y) das Vektorfe ld  

du  
(t) = T y  (t, y) ~. 

:Fiir seine Ablei tung bezfiglich t erh~lt  m a n  den Ausdruck  

d 2 u 
/~ (t) = ~ (t, y) ~7). (2.67) 

Anderersei ts  ergibt  sich aus der Differentialgleichung (2.65) durch Differenzieren nach y 

d2 u 
d t d y ( t , y ) u = P '  (u(t,y); ~(t))P(a(t))-Id(t)  

und  wenn m a n  hier den Able i tungsopera tor  yon P durch den entsprechenden P-Opera-  

tor  ausdrfickt,  erh/flt m a n  

d 2 u 
gt dy (t, y) V = - F  (u (t, y); V (t)) P (u (t, y)) P (a (t) -~ d (t) 

(2.68) 
= - F  (u (t, y); U (t)) 4 (t, y). 
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Aus den Gleichungen (2.67) und (2.68) erhs m a n  

(t) = - r  (u (t, y); ~ (t)) ~ (t, y) 

und  wenn m a n  den zum t ransponier ten  Paral le l ismus Q gehSrigen F-Opera to r  F einfiihrt, 

(t) = - I? (u (t, y); ~ (t, y)) U (t). 

Diese Gleichung besagt,  dass das Vektorfeld U (t) l~ngs der K u r v e  u (t, y) Q-parallel ist, 

~] (t) = Q ( u (t, y)) Q (y)-I ~] (0). 

Beach te t  man,  dass ~ (0 )=  7 und  setzt  ffir ~] (t) ein, so erh~lt  m a n  die Beziehung 

(2.66). 

N u n  sei b ein zweiter fester  P u n k t  yon M und  

b(t) (0~<t~< 1) 

ein yon e nach b ffihrender Weg. D a n n  fiihren wir dieselbe Kons t ruk t ion  mi t  dem 

Opera tor  Q aus. Die LSsung der Differentialgleichung 

~) = Q (v) Q (b (t) -1 b (t) 
zur Anfangsbedingung 

bezeiehnen wir mi t  v (t, x). 

u und v die Beziehung 

v (0) = x 

Es soll nun  gezeigt werden, dass zwischen den LSsungen 

u (t, b (t)) = v (t, a (t)) (2.69) 

besteht .  Dazu be t rach ten  wir auf  M die beiden K u r v e n  

U (t) = u (t, b (t)) und  V (t) = v (t, a (t)). 

Der  Tangen t ia lvek tor  yon  U (t) ist durch den Ausdruck 

r2 (0 = ~ / ( t ,  b ( t ) /+  (t, b (0) b (0 

gegeben. 

und  

und  somit  folgt 

:Nun ist nach (2.65) und  (2.66) 

~ u  (t, b (t)) = P (V (t)) P (a (t)) -1 d (t) 
0 t  

d~u (t, b (t)) = Q (u (t)) Q (b (t)) -1 
d y  
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(t) = P  (U (t)) P (a ( t ) ) - ld  (t) + Q (U (t)) Q (b (t)) -~ b (t). (2.70) 

Ganz entsprechend erhiilt man fiir den Tangentialvektor der Kurve V (t) 

(t) = Q ( V (t) ) Q (b (t) ) -1 b (t) + P ( V (t) ) P (a (t) )-~ d (t). (2.71) 

:Die Gleichungen (2.70) und (2.71) zeigen, dass die Kurven U (t) und V (t) derselben 

Differentialgleichung genfigen. ~berdies ist 

u (0)  = V (0)  = e 

und somit folgt nach dem Eindeutigkeitssatz 

U ( t ) = V ( t )  (0~<t<l)  

womit die Beziehung (2.69) bewiesen ist. 

Setzt man in der Gleiehung (2.69) speziell t =  1, so folgt 

u (1, b) =v  (1, a). (2.72) 

Nun ersetzen wir a (t) durch einen anderen yon e nach a Kihrenden Weg 5 (t), w/~hrend 

der Weg b (t) unge/indert bleiben sol]. Bezeichnet dann 4 (t, y) die LSsung der zum 

Wege 5 (t) gehSrigen Differentialgleichung (2.65) fiir den Anfangspunkt 5 (o, y ) = y ,  so 

gilt entsprechend (2.69) die Beziehung 

(t (t, b (t)) = v (t, d (t)) 

und speziell f i i r t  = 1 4 (1, b) = v (1, a). (2.73) 

Aus den Gleiehungen (2.72) und (2.73) folgt die Beziehung 

u ( ] ,  b)  = a ( ] ,  b ) ,  

welehe besagt, dass der Punkt  u (1, b) nicht yon der Wahl des Weges a (t) abh/~ngt. 

D a b  ein beliebiger Punkt  war, gilt dies ffir jeden Anfangspunkt y. Die LSsung der 

Differentialgleichung (2.65) h/~ngt daher nur vom Endpunkt a des Weges a (t) ab und 

kann mit u (a, y) bezeichnet werden. Die so erhaltene Abbildung 

x, y--> u (x, y) 

genfigt den Differentialgleichungen 

d u  
d ~ =  P (u) P (x) -1 und ~yy = Q (u) Q (y)-I 
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und man zeigt wie in Nr. 19, dass diese auf M ein Gruppenprodukt  definiert. Damit  

haben wir folgendes Ergebnis:  

SATZ IV. Au/  die Mannig/altigkeit M seien zwei zueinander transponierte Fern- 

parallelismen P und Q gegeben. Ferner sei M sowohl in bezug au[ eine beziiglich P 

als auch au/ eine beziiglich Q invariante Riemannsche Metrik vollstdndig. Dann kann 

man an/ M eine dif/erenzierbare Gruppenoperation ein/i~hren, so dass die beiden dadurch 

induzierten Parallelismen mit den gegebenen iibereinstimmen. 

21. Konstrulction eines Fernparallelismus mit paralleler Torsion. Die Umkehrung 

des drit ten Hauptsatzes  der Lieschen Theorie besagt, (lass es zu einer gegebenen Lie- 

Algebra immer eine lokale Gruppe gibt. Die Konstrukt ion dieser Gruppe wird fiber- 

sichtlicher, wenn man sie in zwei Tefle zerlegt: 

1. Konstruktion eines Fernparallelismus mit  parallelem Torsionsfeld, wobei der 

Torsionstensor in einem Punkte  vorgegeben ist und der Jaeobischen Identi t~t  genfigt. 

2. Konstrukt ion der Gruppenmultiplikation aus dem Fernparallelismus. Diese 

zweite Konstrukt ion ist nach Satz I I I  immer mSglich, sofern die Mannigfaltigkeit 

einfach zusammenhs und in bezug auf eine invariante Metrik vollstgndig ist. 

Es soll je tzt  noch ein Satz fiber Existenz eines Fernparallelismus mit  para]lelem 

Torsionsfeld bewiesen werden. Dieser hat  lokalen Charakter. 

SATZ V. Es sei e ein Punkt einer di/[erenzierbaren Mannig[altigkeit M in dessen 

Tangentialraum ein Liesches Proclukt de/iniert ist. Ferner sei eine Kurvenschar 

x = x ( t , a )  ( 0 • t • l ) ,  x(O,a)=e  

gegeben, wobei a ein Einheitsvektor(1) des Raumes Te ist, sodass die Beziehungen 

x (2 t, a) = x (t, 2 a) (2.74) 

und 2 (0, a) = a (2.75) 

bestehen. Dann kann man in einer Umgebung U von e einen Fernparallelismus P mit 

/olgenden Eigenscha]ten ein/iihren: 

(P1): Das Torsions/eld ist parallel, d. h. es gilt 

S (x; P (x) ~, P (x) 7) =- P (x) S (e; ~, r/). 

(P2): Im  Punkte e gilt 
s (e; ~, 7) = [~, 7].  

(P3): Die Kurven x (t,a) sind die geodgtischen Linien dutch den Punkt  e. 

(1) Die Norm bezieht sieh auf eine Euklldische Metrik in Ra the  Te. 
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Beweis. Aus der Beziehung (2.66) folgt, wenn man den Ableitungsoperator beziig- 

lich a an der Stelle t =  1, a = 0  bildet, 

x ' (1 ,0 )~=~ (~ e To). 
Somit ist die Abbildung 

cf : a ->x  (1, a) (a6Te) 

in einer hinreiehend kleinen Kugel l a l < ~  topologisch und saint ihrer Umkehrung 

differenzierbar ist. Das Bild dieser Kugel ist eine Umgebung U yon e, in welcher der 

1)arallelismus konstruiert werden soll. Der gesuchte Verschiebungsoperator sei P (x) 

und Q (x) der inverse Operator. Die Bedingungen (P1) uud (P~) zusammen sind dann 

gquivalent mit der Gleichung 

(~ Q (x; h, k) = - [Q (x) h, Q (x) k], (2.76) 

die man a]s Operatorenidentits auch in der Form 

(~Q= - � 89  Q] 

schreiben kann. Die Bedingung (1)3) besagt, dass die Gleiehung 

Q (x (t, a)) & (t, a) = a (2.77) 

bestehen muss. Bi]det man hier den Ableitungsoperator beziiglich a, so folgt 

d ~  
Q' (x (t, a); x' (t, a) ~) & (t, a) + Q (x (t, a)) d a  (t, a) ~ = ~. (2.78) 

Andererseits ergibt sich aus der Gleichung (2.67), wenn man sie auf die Vektoren 

h = x ' ( t , a ) ~  und /c=&(t,a) 
anwendet, 

Q' (x (t, a); x' (t, a) ~) ~ (t, a) - Q' (x (t, a); ~ (t, a)) x' (t, a) 

= [Q (x (t, a), ~b (t, a), Q (x (t, a)) x' (t, a) ~]. (2.79) 

Aus (2.69) und (2.70) erh/~lt man durch Subtraktion 

d~  Q, 
Q (x (t, a ) ; ~ a  a (t, a)) ~ + (x (t, a); ~ (t, a)) x' (t, a)~ 

= ~ - [Q (x (t, a)) ~ (t, a), Q (x (t, a)) x '  (t, a) 2]. (2.80) 

Erklgrt man den Operator ~2~ gem~ss 

At (a) = Q (x (t, a)) x' (t, a) 

und beachtet die GIeichung (2.68) so kann man die Beziehung (2.71) in der Form 
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h~ (a) ~ = ~ -  [a, ~ (a) ~)] (2.81) 

schreiben. Sie stellt dann zu jedem festen a eine inhomogene lineare Differential- 

gleichung fiir den Operator ~t  (a) dar. Als Anfangsbedingung hat  man 

Q0 (a) ~ x' (0, a) = 0. (2.82) 

Nun sei ~t  (a} die L6sung der Differentialgleiehung (2.72) zur Anfangsbedingung 

(2.73). Man kann den Operator ~t  als ein (vom Parameter  t abhgngiges) Tensorfeld 

erster Stufe im t~aume Te mit  Werten in diesem Raume auffassen. Nun zeigen wir, 

dass dieses der Gleiehung 
~ = - �89 [ ~  A ~t] (2.83) 

geniigt, wobei sich die schiefsymmetrisehe Ableitung auf die Vergnderliche a bezieht. 

Zum Beweis der Gleiehung (2.74) ist es zweekmgssig, die Beziehung (2.72)als Opera- 

torendifferentialgleichung zu schreiben. Bezeichnet I die identisehe Selbstabbildung 

des Raumes Te, aufgefasst als Tensorfeld nullter Stufe mit  Werten im Raume Te, so 

ist die sehiefsymmetrisehe Ableitung dieses Fddes  durch die Gleiehung 

best immt und man kann daher die Differentialgleichung (2.72) als Operatorenidentitgt 

in der Form 

~t  = ~ I - [ I  A ~2t] (2.84) 

schreiben. Nun erklgren wir den Operator Ht gemgss 

Ht = (3 ~t  4- �89 [~t A ~t]. 

Fiir seine Ableitung nach t erhglt man 

und wenn man die Formel (1.14) verwendet, 

& = ~ ~,  + [h, A ~,]. (2.85) 

Weiter erhglt man aus (2.75) die Beziehungen 

und [At A ~t] = [(~ I A ~t] -- [[I A ~t] A ~t] 

und damit  wird nach (2.76) 

/}t = - [I  A (~ ~t] - [[I A ~t] A ~t]. (2.86) 
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Nun folgt aus der Jacobisehen Identitii t  des Lieschen Produktes, angewendet auf die 

Fe]der ( I )=I ,  ~Ir=i-/t und X = f / ~  naeh der Formel (1.15) 

[[I A g4] A ~ ]  § [[~t A ~t] A I]  -- [[g2~ A I]  A ~2t] = 0 

und wenn man noeh die Beziehung (1.14) verwendet, 

[[z A ~ ]  A ~ ]  = - �89 [ [ ~  A ~ ]  i Z] = �89 [1 i [ ~  A ~t] ] .  

Setzt man dies in (2.77) ein, so erh~lt man for den Operator Ht die homogene Dif- 

ferentialgleichung 

H, = - [L a ~ , ]  - �89 [I  i [~, f ~,]] = -- [I  i H~]. 

Nun ist ~0 = 0 und somit auch 

Aus (2.78) und (2.79) folgt 
H o : O .  

Ht = O, 

(2.87) 

(a) = Q (~ (a)) ~0' (a) 

zusammen, die man auch in der Form 

~ = ~ *  Q 
schreiben kann. 

(2.9o) 

(2.91) 

Es bleibt noch zu zeigen, dass der (lurch (2.82) definierte Operator Q den Be- 

dingungen (2.67) und (2.68) geniigt. Zun~ehst ergibt sich aus (2.81) 

~ + �89 [~ A ~]  = ~ (~* Q) + �89 [~* Q A ~* Q] = ~* (~ Q + �89 [Q A Q]) 

und somit folgt aus (2.80) 
?* (~ Q+�89  [QA Q] )=0  

und hieraus, da der Ableitungsoperator yon ~ in der Kugel l a l <  ~ regul/~r ist, die 

Beziehung (2.67). 

Zum Beweis yon (2.68) gehen wir yon der Beziehung 

Q (x (1, a)) x' (1, a) - ~ (a) 

aus, welche gleichbedeutend mit  (2.81) ist. Ersetzt  man hier a dutch ta,  so lautet  
diese 

Q (x (1, ta)) x' (1, ta)  =~) (ta). (2.92) 

7 -  61173055 106. Acta mathematica. Imprim@ le 27 septembre 1961. 

womit die Beziehung (2.74) bewiesen ist. 

Setzt man in (2.74) t =  1 und schreibt ~ s tar t  g21, so erhiflt man 

(~ ~ = - �89 [~  A gs (2.89) 

Dabei hi~ngt der Operator ~ mit  dem gesuchten Operator Q durch die Gleichung 
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:Nun ist nach (2.65) x (t, a) = x  (1, ta )  (2.93) 

und  hieraus ergibt sich durch Differenzieren nach t 

(t, a) = x' (1, t a) a. (2.94) 

Aus den Gleichungen (2.83), (2.84) und  (2.85) folgt 

Q (x (t, a)) ~ (t, a) = Q (x (1, t a)) x' (1, t a) a = s (t a) a. (2.95) 

Anderseits erh~lt m a n  aus der Differentia]gleichung (2.72) fiir ~ = a die LSsung 

~t  (a) a = t a 

und  damit  wird g2 (a) a = a. 

Ersetz t  man  bier a durch t a und kiirzt durch t, so ergibt sich 

(t a) a = a. (2.96) 

Aus den Gleichungen (2.86) und  (2.87) folgt nun  die Beziehung (2.68). Dami t  ist 

Satz IV  bewiesen. 

w 3. Differentialgleichungen auf Mannigfaltigkeiten 

22. I m  vorliegenden Paragraphen  soll noch der Beweis des in :No. 18 verwen- 

deten Existenzsatzes fiir die LSsung einer Abbildungsdifferentialgleichung nachgetragen 

werden. 

Es seien M und N zwei dreimal differenzierbare Riemannsche Mannigfaltigkeiten, 

wobei die beiden metrischen Fundamenta l tensoren  als zweimal differenzierbar voraus- 

gesetzt  sind. Zu jedem Punk tepaa r  x E M, z E N sei eine lineare Abbfldung F (x, z) 

des Tangentialraumes T x (M) in den Tangent ia l raum T~ (N) definiert, sodass der Ope- 

ra tor  F (x, z) stetig differenzierbar in x und z ist. 

] )ann kann  man  zu jeder differenzierbaren Kurve  

c: x = x ( t )  (0~<t~<l) 

auf M die Differentialgleichung 
= 2 '  (x (t), z) ~ (t) (3.1) 

fiir eine Kurve  z (t) auf N betrachten.  Als Anfangsbedingung setzen wir 

z (0) = a, (3.2) 

wobei a ein beliebiger P u n k t  auf  N ist. Aus dem lokalen Existenzsatz  ergibt sich 

zun~chst, dass die Differentialgleichung (3.1) in einem hinreichend kleinen Interval l  

0 ~ t~< ~ eine LSsung besitzt.  Wir  werden zeigen, dass diese LSsung unter  bes t immten 

Voraussetzungen im ganzen Interval l  0 ~ t~< 1 existiert. 



LIESCHE GRUPPEN UI~D AFFIN ZUSAMMENH~.I~TGENDE MANNIGFALTIGKEITEN 99 

SATZ I.  Es seien /olgende Bedingungen er/i~llt: 

I. Die Mannig/altigkeit N ist in bezug au/ ihre Metrik vollstgndig. 

I I .  Es gibt eine Zahl L, sodass /i~r je zwei Punkte x E M und z E N die Un- 

gleichung 
IV~F(x , z ; k )~ l<~L[k l l~  I ( ~ e T z ( M ) , k e T z ( N ) )  (3.3) 

besteht (1) 

Dann hat die Di]/erentialgleichung (3.1) im ganzen Intervall O < t <~ 1 eine LSsung. 

Beweis. Es sei z (t) die LSsung in einem hinreichend kleinen In te rva l l  0 ~< t ~< ~. 

D a n n  bes teh t  die Beziehung 

(t) = •  (x (t), z (t)) ~ (t) (0 < t <  ~), 

die m a n  auch in der F o r m  

(t) = (F (x (t), z (t)) 2 (t) - ~ (t) F (x (t), Zo) 2 (t)) + ~ (t) _~ (x (t), Zo) 2 (t) 

sehreiben kann,  wobei  ~ (t) den Para l le lversehiebungsoperator  auf  der Mannigfal t igkei t  

N 1/ingst der K u r v e  z (t) bezeichnet.  Geht  m a n  hier zur N o r m  fiber, so folgt 

I~ (t) l < l  -~ (x (t), z (t)) yc (t) - ~ (t) _~ (z  (t), %) ~ (t) I + It" (x (t), Zo) ~ (t) l. (3.4) 

Aus dieser Ungleiehung k a n n  m a n  schliessen, dass es eine (von (3 unabh/ingige) Schranke 

C gibt, sodass 
I~(t) l < C  ( 0 < t < ~ ) .  (3.5) 

Dazu  be t rach ten  wir ffir jeden festen Wer t  t li~ngs der K u r v e  z @) (0~< ~ <  t) das 

Vektorfe ld  

y @) =_F (x (t), z (~:)) ~ (t) - ~l (~) F (x (t), %) ~ (t) (0 < T ~< t) (3.6) 

und  setzen zur Abkiirzung 
I t  (~)1 = (I) (~). 

Fiir die Ablei tung dieser Funk t ion  erhifl~ m a n  dutch  kovar ian tes  Differenzieren 

�9 (~)(b (~)= ( r  (~), V, Y(~)). 
N u n  ist  nach  (3.6) 

V~ Y (~) = Vz F (x (t), z (~); ~ (~)) ~ (t) 
und  somit  folgt 

(I) (~) (b (~) = ( y  (~), V~-~ (z (t), z (~); ~ (~)) ~ (t)). 

Geht  m a n  hier zur N o r m  fiber und  wendet  die Dreieeksungleiehung und  die Un-  

gleiehung (3.3) an, so folgt 

(1) Dabei bezeichnet Vz die kovariante Ableitung des Operators F beziiglich z. Die Absolut- 
striche bezeichnen die Normen in den jewefligen Tangentialr~umen. 
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I~ (T)]< I VzF(X( t ) , z  (~); ~ ( '~))&(t) l<L[~ (~:)112 (t) l 

und  hier~us durch Integrat ion,  wenn man  noch beacht~t,  d~ss ( I ) (0 )=0 ,  

Setzt  man  dies in die Ungleichung (3.4) ein, so erh/ilt man  

[~(t)]<Ll~(t)l ol2(~)]d~+lF(x(t) ,  Zo)~(t)l. (3.7) 

Erkl/irt  man  nun die Zahlen A und  B gem/iss 

A = L  max  l a?(t)[ und  B = m a x  l F ( x ( t ) , z o ) 2 ( t ) l ,  
O~<t~<l 0 ~ t ~ l  

so erh~lt m~n aus (3.7) die Integr~lungleichung 

Ii(t) l<<.A t~(T) I d ~ + B  
o 

und aus dieser ergibt sich 

]~(t)]<.BeAt<~Be A (0<  t<(3). 

Damit  ist die Ungleichung (3.5) bewiesen, wobei 

C = B e  A 
zu setzen ist. 

Aus der Ungleichung (3.5) folgt, dass fiir je zwei Parameterwer te  t' und t" des 

Intervalles 0 ~< t ~< (3 die Ungleichung 
t'" 

~(z(t'),z(t"))<~ I~( t ) ld t<C[ t ' - t " ]  (3.8) 
t" 

besteht.  Nun  sei (3* die obere Grenze der &Werte ,  sodass die LSsung der Differen- 

tiulgleichung (3.1) im Interval l  0~<t~<(3 existiert .  Is t  dann  t~ eine yon  links nach 5" 

s trebende Zahlenfolge, so gilt nach (3.8) 

lim Q (z (t~), z (t~)) = 0, 
m --->r 

d .h .  die Punk te  z (t~) bilden auf N eine Cauchy-Folge. Wegen der Vollsti~ndigkeit 

der M~nnigfaltigkeit ~V strebt  diese Folge somit gegen einen P u n k t  z* yon N. t I ieraus 

folgt zuni~chst, dass die LSsung der Gleichung (3.1) im ganzen Interval l  0~<t~<(3* 

existiert .  Wi~re nun (3"< 1, so k6nrlte man  den lok~len Existenzs~tz mi t  z* als An- 
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fangspunkt anwenden und die LSsung z (t) ein Stfick fiber den Wert  ~* hinaus fort- 

setzen, was der Definition yon 0* widerspricht. Es folgt somit 0* = 1, d .h.  die LSsung 

existiert im ganzen Intervatl  (0 < t <  1). 

23. Stetigkeit in bezug au[ den An/angspunkt. Wie soeben gezeigt, gibt es zu 

jedem Punkte a yon iV eine LSsung 

z=z(t,a) ( 0 < t <  1) 

der Differentialgleichung (3.1) zur Anfangsbedingung z (0 )=a .  

Die Zuordnung a---~z (1, a) (3.9) 

definiert daher eine Abbildung der Mannigfaltigkeit N in sieh. Es soll jetzt gezeigt 

werden, dass diese Abbildung unter den Voraussetzungen des Satzes I stetig ist. 

Zu jedem Punkt  z yon N gibt es eine positive Zahl ez, sodass man z mit  jedem 

Punkte z 1 der sz-Kugel um z durch einen geod/~tischen Bogen y der L~nge @ (z, zl) 

verbinden kann. Wir zeigen zuns dass ffir jeden Punkt  dieser Kugel die Un- 

gleichung 

]F(X, Zl)~--~rF(x,z)~]<L]~l@(Z, Zl) xCM,~CT~(M) (3.10) 

besteht, wobei ~ r  den zur Geod~tischen y gehSrigen Verschiebungsoperator bezeichnet. 

Dazu sei 
z = ~  (~) (0~< ~<  1), ~ (0) =z,  ~ (1) =za 

eine Parameterdarstellung der Geods ~ und ~ (~) bezeiehne den Verschiebungs- 

operator vom Werte x =  0 bis zum Werte T. Dann betrachten wir die Funktion 

(I) (T) = I F  (x, ~0 (~)) $ - g2 (T) F (x, z) ~] (0 < ~ ~< 1). (3.11) 

Ffir ihre Ableitung nach ~ erh~lt man durch kovariantes Differenzieren 

r (~) (~ (~) = (F (x, ~ (~)) $ -  ~ (~) F (x, z) ~, V~ t '  (x, ~ (~); ~ (~) ~)). 

Hieraus folgt naeh der Sehwarzschen Ungleiehung 

1r (~)I-<< I v~P  (~, ~ (~); ~(~)~l 

und wenn man noch die Ungleichung (3.3) verwendet, 

Hieraus ergibt sieh durch Integration, da �9 (0)=0,  

(1)<~L]~ I f :  [~ (~)]dT=L]~]@ (z,z~). (3.12) O 

Aus (3.11), wenn man dort ~ = 1 setzt, und (3.12) ergibt sieh die Ungleiehung (3.10). 
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Nun  bet rachten  wir die L6sung z = z ( t , a )  der Differentialgleichung (3.1) zum 

Anfangswert  a. Wegen der Kompak the i t  der Kurve  z ( t , a ) ( 0 ~ < t ~ l )  gibt  es eine yon  

t unabh/~ngige positive Zahl e, sodass man  jeden P u n k t  z (t, a) mi t  allen Punk ten  z 1 

der e-Kugel um ihn durch einen geod/ttischen Bogen der L/inge @ (z (t, a), Zl)verbinden 

kann. Wir  zeigen, dass fiir jeden P u n k t  b der s-Kugel um a die Ungleichung 

q (z (t, a) ,  z (t, b)) < q (a, b) e *L'z (3.13) 

besteht,  wobei l die L/~nge der Kurve  x (t), 0 ~< t ~< 1 bezeichnet. 

Wir  setzen zur Abkiirzung 

] )ann  ist 

e (t) = o (z (t, a) ,  z (t, b)).  

@ (0) = @ (a, b) < 

(3.14) 

und  somit @ ( t )< s fiir hinreichend kleine t. Es soll zun/~chst gezeigt werden, dass in 

jedem Interval l  0 ~< t <  to, in dem die Ungleiehung 

@ (t) < s (3.15) 
besteht, auch die Ungleichung 

@ (t) <~ @ (a, b) e t ' l 'L (3.16) 

gilt. Nach  Wahl  yon  s kann  m a n  je zwei Punk te  z (t, a) und  z (t, b) (0 < t~< 1) dureh 

einen geod//tischen Bogen 7t der L/~nge @ (t) verbinden. Der Abs tand  @ (t) ist dann  

das zu diesen beiden Punk ten  geh6rige Extremalenintegral .  Seine Ablei tung naeh t ist 

daher durch  den Ausdruck 

(t) = - (Pa (t), ~ (t, a)) + (p~ (t), ~ (t, b)) (3.17) 

gegeben, wobei pa (t) und  po (t) die beiden posit iven Einhei ts tangentenvektoren an die 

Geod//tische 7t in den Punk ten  a und b bezeichnen (1) (vgl. Bolza [1], 37, Formel  (18)). 

Setzt  man  
h (t) = ~ (t, b) - ~r t  ~ (t, a), (3.18) 

so kann  man  die Gleichung (3.17) in der Fo rm 

(t) = - (Pa (t), ~ (t, a)) + (Pb (t), ~ut$ (t, a)) + (Pb (t), h (t)) (3.19) 

schreiben. Da  nun 7t eine Geod/~tische ist, gilt 

p~ (t) = ~ t  P~ (t) (3.20) 
und  somit  folgt 

(1) Man beachte, dass diese beiden Einheitstangentenvektoren eindeutig definiert sind. Da wir 
n/~mlich b * a  annehmen k6nnen, gilt nach dem Eindeutigkeitssatz z (t, a) *z (t, b) (0<t~< 1) und die 
Geodgtische ~t ist nlch$ in elnen Punkt ausgeartet. 
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(po (t), F4~ ~ (t, a) ) = (s p~ (t), ~ ,  ~ (t, a) ) = (p~ (t), ~ (t, a) ). (3.21) 

Aus den Gleichungen (3.19) und (3.21) ergib~ sich nun 

(t) = (p~ (t), h (t)) 

und hieraus folgt nach der Schwarzschen Ungleichung 

(t) < I h (t) l. (3.22) 

Ffir den Betrag des Vektors h (t) erhKlt man aus (3.18) die AbschKtzung 

]h (t) ] = [~ (t, b) - F2rt~ (t, a) ] 

~ F (x, z (t, b)) 2 -  Ftr F (x, z (t, a)) 2 <~ L I21 e (t) 

und somit erh~l~ man aus (3.22) die Differenti~lungleiehung 

I~l<Ll~le, 
Aus dieser folgg durch Integration 

e ( t ) < ~ ( a , b ) e  t'L'~ (O<~t<.to) , 

womit gezeigt ist, dass die Ungleiehung (3.15) die Ungleichung (3.16) implizierg. 

Nun setzen wir e0 = s e- L.z 

und betrachten die s0-Kugel um den Punkt  a. Es soll gezeigt werden, dass flit jeden 

Punkt  b dieser Kugel die Ungleichung 

Q ( z ( t , a ) , z ( t , b ) ) < ~ ( a , b ) e  t'L'z (0<t~< 1) 

besteht. Dazu setzen wir wieder 

e (t) = e (z (t, a), z (t, b)) 

und betraehten die Menge (($) der Zahlen ($, sodass 

~ ( t ) < s  fiir 0~t~<($. (3.23) 

Diese ist often und nicht leer, denn sie enth/~lt die Zahl ($ =0.  Wir zeigen, dass sie 

auch abgeschlossen ist. Dazu sei ($* ein I-I/iufungspunkt der Menge (($) und ($~ eine 

nach 5* strebende Folge. ])ann gilt 

Q( t )<e  ftir 0 < t ~ S n  

und hieraus folgt, wie oben gezeigt, 

e ( t ) < ~ e ( a , b ) e  t 'Lz  fiir O~<t~<(~. 
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Speziell ist also ~ (8~) ~< Q (a, b) e ~ .L.z 

und hieraus folgt fiir n->oo 

Q (0") <~ ~ (a, b) e ~*'L'z <~ ~ (a, b) e L'z < s o e ~'Z = s, 

d .h .  der Punkt  8" gehSrt aueh zur Menge (8). Somit muss die Menge (8) aus dem 

ganzen Einheitsintervall bestehen, d.h.  die Ungleichung (3.23) gilt im ganzen Intervall  

0~<t~< 1. Hieraus folgt aber, da die Beziehung (3.15) die Beziehung (3.16)impliziert, 

dass auch die Ungleichung 

e (z (t, a), z (t, b)) <~ e (a, b) e ~'L'z 

im ganzen Intervall  0 ~< t ~< 1 gilt. Aus dieser ersieht man unmittelbar die Stetigkeit 

der Zuordnung 
a-->z (t, a) (3.24) 

ftir jedes f e s t e t .  

Aus der Stetigkeit der LSsung in bezug auf den Anfangspunkt und der voraus- 

gesetzten Differenzierbarkeit des Operators 2' ergibt sich nun auf fib]iche Art  die 

Differenzierbarkeit der LOsung in bezug auf den Anfangspunkt.  Die Zuordnung (3.24) 

definiert somit eine (yon der Kurve c: x = x  (t) abhi~ngige) differenzierbare Selbstab- 

bildung der Mannigfaltigkeit N, die wir mit  T (c) bezeichnen, 

T (c) a = z (1, a ) .  

24. Als n~ehstes soil die Abh~ngigkeit des Operators T ( c )  yon der Kurve c 

untersucht werden. 

SATZ I I .  S i n d  die Voraussetzungen yon Satz  I er/iillt und  verschwindet  der Kri~m- 

mungsoperator  yon F identisch,  so gilt /iir zwei homotope K u r v e n  c o und  c 1 

T (co) = T (cl). 

D e m  Beweis  schicIcen w i r  zwei  Hi l / ssa tze  voraus.  

tIILFSSATZ I.  E s  seien 

c 0 : x = x  o(t) und  c x : x = x  x(t) ( O < t < l )  

zwei  di/ /erenzierbare K u r v e n  au /  M ,  welche beide yon x o nach x I / i ihren. Wel ter  sei 

x = x  (t, ~) eine di/ /erenzierbare Abbi ldung des Quadrates 0~<t~<l, 0 < T ~ < I  in  die M a n -  

nig/al t igkei t  M m i t  /olgenden Eigenscha/ ten:  
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(D~) x(t,O)=xo(t), x(t, 1)=xt(t) (O~<t~<l) 

(D~) Xo(T)=xo, x ( 1 , z ) = x  1 ( 0 < T < l )  

(D,) die gemischte Ableitung d 2 x/d t d z existiert und ist stetig. 

Dann gilt unter den Voraussetzungen yon Satz I I  

T (Co) = T (q) .  

Beweis. Wir fixieren einen Wert des I)eformationsp~rameters % und betrachten 

die L6sung z =z  (t, ~) der zugeh5rigen I)ifferentialgleichung 

dz dx t ---- F (x (t, ,), z) ~ ( ,  T) (3.25) 

zur Anfangsbedingung z (0, ~) = a. (3.26) 

Dabei ist a ein fester Punkt  yon N. Bildet man in (3.25) die kovariante Ableitung 

bezfiglich T, so erhglt man 

d x d x (3.27) V dz=F(x,z)  V ~ [ + V ~ F ( x , z ) d ~  
~dt 

Nun gilt wegen der Symmetrie der F-Symbole der ~uf M und N definierten Paral- 

lelverschiebungen 

dz d~ V d X = v  d x  
V ~ = V t ~  und ~ dt td~'  

sodass man die Gleiehung (3.27) auch in der Form 

dz dx dx  
V t ~ = F ( x ' z )  Vt-d-~T+ V~F(x'z) dt 

( dx) dx dx 
=Vt  F ( x , z ) ~  - V t F ( x , z ) - d - +  V~F(x,z ) dt (3.28) 

sehreiben kann. Weiter ist 

( d x )  
V t F ( x ,  z) =V~ E x,z;~[ 

und V~ F (x,z)= V~F (x, z; ~ )  

Damit erhglt man aus (3.28) 

+v P( x'  q'a t] 
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Vd~-V(2,(x 'z)~) - v ~ ~ d ~ -  

( -V~2, x,z;~t ~+V~ 

und wenn man fiir d z/d t wieder nach (3.25) einsetzt, 

Vt(~_2 , (X ,  d . r ]=_Vz  F ~ )  dx~§ (x, 

W. GRAEUB 

( ( dz~ dx z ; ~  ~[ 
2, x , ~ , ~ i ) ~ + V ~ F  x, 

dt 

d x\  d x z; ~ ~ .  (3.29) -V~F x,z;2,(x,z)~l)~+V~F x, 

Der zu 2, geh5rige Kriimmungsoperator ist durch die Gleichung (1.17) definiert. 

Hier daft man die gew6hnlichen Ableitungsoperatoren wegen der Symmetrie der F- 

Symbole wieder durch die kovarianten ersetzen und erhi~lt die Darstellung 

H (x, z; ~1 ~)  = Vx F (x, z; ~2) ~1 - Vx 2' (x, z; ~1) ~ + V~ 2, (x, z; F (x, z) ~)  ~1 

- Vz F (x, z; F (x, z) ~1) ~- 
Somit folgt aus (3.29), wenn man noch beachtet, dass der Kriimmungsoperator iden- 

tisch verschwindet. 

Vt \d(d Z - 2, (x, z) d x) = VzF (X' Z; ~ -  F (x' z) d X) d t " (3.30) 

Definiert man das Vektorfeld ~ (t, v) durch die Gleighung 

dz dx 
(t, T) = ~ -  F (x, z) - ~ ,  (3.31) 

so lautet die Beziehung (3.30) 
dx 

VtU = VzF (x, z; U) ~-[ (3.32) 

und stellt somit eine homogene Differentialgleichung fiir das Feld U dar. SpezielI 

ist fiir t = 0 

d z ( 0 , ~ ) = 0  und dx  d-~ ~ (o, ~)= 0 

und somit hat man als Anfangsbedingung 

(0, 3) = 0. (3.33) 

Aus (3.32) und (3.33) folgt aber 

~ (t,~) =0  (0~t~< 1, 0~<T~ 1), 
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d z  d x  
d . h .  es gilt  d ~  = 2'  (x, t) d T" (3.34) 

Setzt  m a n  hier t = 1 und  beachtet ,  dass wegen (D2) 

d x  
d ~  ( 1 , ~ ) = 0  (0~<~<1)  

d z  
gilt, so folgt d ~ ( 1 , ~ ) = 0  ( 0 ~ < T ~ I )  

und  hieraus z (1, 0) = z (1, 1). (3.35) 

N u n  ist aber  z ( 1 , 0 ) = T ( c o ) a  und  z ( 1 , 1 ) = T ( c l ) a  

und  daher  erhiflt m a n  aus  (3.35) die Beziehung 

T (Co) a = T (c l )  a .  

Da der Punl( t  a beliebig war,  folgt  hieraus 

T (Co) = T (cl), 
womir Hilfssatz  I bewiesen ist. 

25. Es  sei je tz t  x (t) (0 ~ t ~< 1) eine stet ige (nicht notwendige differenzierbare) 

K u r v e  auf  M.  Wir  sagen, eine stetige K u r v e  y (t)(0~<t~< 1) liegt in der s -Umgebung  

yon x (t), wenn die Ungleichung 

~ ( x ( t ) , y ( t ) ) < s  ( 0 ~ t <  1) 
besteht .  

I-IILFSSATZ I I .  Es sei 
c: x = x  (t) 

eine stetige Kurve mit  dem An/angspunkt  x o und dem Endpunk t  x r Dann gibt es eine 

positive Zahl e, sodass /iir je  zwei stetig di//erenzierbare Kurven 

c l : x = x  l(t)  und c a : x = x  2(t) (O~<t<~l), 

die von x o nach x 1 /iihren und in der s-Umgebung vo~ c liegen(1), die Gleichung 

T (Cl) = T (c2) 
besteht. 

(1) Das  bedeute t ,  dass  die Ungle ichungen  

bestehen.  
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Beweis. Zu jedem P u n k t  x yon  M gibt es eine positive Zahl Sx mit  folgender 

Eigenschaf t :  Je  zwei Punk te  x 1 und x~ der sx-Kugel um x lassen sieh durch genau 

einen geod/~tischen Bogen der L/~nge ~ (xl,x2) verbinden. Wir  stellen diesen Bogen 

in der Fo rm 
x=q~@,xl,  x~) (0 <-< ~-<< l) 

dar, wobei T die reduzierte Bogenl/~nge bezeichnet. Aus der zweimal stetigen Dif- 

ferenzierbarkeit  des metrisehen Fundamenta l tensors  folgt, dass die gemischten Ablei- 

tungen d 2 (v/d ~ d x 1 und d 2 9 / d  T d x 2 existieren und stetig sind. Wegen der Kom-  

pakthei t  der Kurve  x (t) gibt  es eine yon  t unabh/~ngige positive Zahl s, sodass je 

zwei Punk te  x 1 und  x2, die in der s -Umgebung eines Punktes  x (t) liegen, die obige 

Eigensehaft  haben. Nun  seien 

Cx:X=xl(t) und c2:x=x2(t  ) (O~<t~l )  

zwei differenzierbare Kurven  in der s -Umgebung von  x (t) welehe beide yon x 0 nach 

x 1 fiihren. D a n n  erfiillt die Abbildung 

x( t ,~)=cf(~,xl ( t ) ,x2( t ) )  (O~<t<l ,O~<T~<l)  

die Voraussetzungen yon  tti lfssatz I und  danaeh folgt 

T (Cl) = T (c~). 
Dami t  ist t t i lfssatz I I  bewiesen. 

26. Auf Grund yon  tt i lfssatz I I  kann  man  die Definition des Operators T (c) 

auf beliebige stetige Kurven  erweitern. Is t  c eine so]ehe Kurve,  so bet rachten wir 

eine differenzierbare Kurve  c 1, welehe denselben Anfangs- und  E n d p u n k t  ha t  wie c 

und  in der e-Umgebung yon  c verl/~uft. Dabei ist e die nach tt i lfssatz I I  existierende 

Zahl. N u n  setzen wir 
T (c) = T (cl). 

Aus Hilfssatz I I  folgt, dass diese Definition von der Wahl  der Kurve  c 1 unabh//ngig ist. 

Aus der obigen Definition ergibt sieh unmit te lbar  folgende Eigenschaft:  Zu jeder 

stetigen Kurve  c gibt  es eine positive Zahl s, sodass ffir jede stetige Kurve  c', die 

denselben Anfangs- und  E n d p u n k t  ha t  wie c und  in der s -Umgebung yon  c verl/s 

die Beziehung 
T (c) = T (c') 

besteht.  

Beweis vou Satz IT. Es seien 

c 0 : x = x  o(t) und c l : x = x  l(t) (O~t<~l) 
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zwei stetige, yon  x o nach x 1 ftihrende I~urven, welche zueinander homotop  sind. ] )ann 

gibt  es eine stetige Abbildung x (t, ~) des ] )eformationsquadrates  0 ~<t~< I, 0 ~<T~< I in 

die Mannigfaltigkeit  M,  sodass 

x( t ,O)=xo(t  ) x(t,  1)=x~(t) (O~<t<l )  

und  x(0,  T ) = x  o x(1,  T ) = x  1. 

Nun  fixieren wir einen Wef t  T o und  bet rachten die zugeh6Nge Kurve  

C~o:X=x(t, To) (0~<t< 1). 

Wie oben bemerkt,  gibt  es dann  eine positive Zahl 6 (To) , sodass 

T (c~) = T (c~J f/it IT - ~ot < ~ (To)- 

Nach  dem Heine-Borelschen Satz kann  man das Interval l  0-~<T~ 1 durch endlich viele 

dieser Umgebungen  fiberdecken und  daraus folgt 

~r (co) = T (cD, 
womit  Satz I I  bewiesen ist. 

27. / s t  die Mannigfaltigkeit  M insbesondere ein/ach zusammenhiingend, so hi~ngt 

der Operator  T (c) nach Satz I I  nur  yore Anfangspunkt  x o und  yore E n d p u n k t  x 1 

der Kurve  c a b  und kann  daher mi t  T (xo, xl) bezcichnet werden. ~'iir je drei Punkte  

x e, x 1 und x 2 gilt dann  die Beziehung 

T (Xo, x~) = T (xl, x2) T (Xo, xl). (3.36) 

Zum Beweis sei x ( t ) (0~<t~2)  eine stetig differenzierbare Kurve,  sodass 

x ( 0 ) ~ x  o x ( 1 ) = x  1 x ( 2 ) = x ~ .  

W//hlt man  dann  auf N einen beliebigen P u n k t  z o trod erkli~rt die Kurve  z (t) durch 

die Differentialgleichung 

und  die Anfangsbedingung 

so wird 

und  

Andererseits ist aber 

~= F (z (t), z) ~ (t) (o <t-<< 2)  

z (o)  = zo, 

Z (1) = T (Xo,  Xl) z 0 

z (2)  = T (x  o,  x2) z o . 

z (2) = T (xl, x2) z (1), 

wie man  aus der Differentialgleichung (3.37) 

(3.37) 

(3.38) 

(3.39) 

(3.40) 

ersieht, wenn man  diese im Interval l  
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1 ~ t~<2  zur Anfangsbedingung z (1) betrachtet .  Aus den Gleiehungen (3.38), (3.39) 

und  (3.40) folgt 
T (Xo, z~) Zo = T (xl ,  x~) T (Zo, xl)  Zo 

und  da  z o beliebig war, ist dami t  die Beziehung (3.36) bewiesen. 

SATZ I I I .  Der Operator 2' geniige den Voraussetzungen yon Satz I und iiberdies 

verschwinde sein Kriimmungsoperator identisch. Dann hat die Di//erentialqleichun9 

z' (x) = F  (x, z) (3.41) 

au] einer einlach zusammenhdngenden Mannig/altigkeit .M zu jeder Anfangsbedingung 

z (%) = z o (3.42) 
genau eine L6sung. 

Beweis. Wir definieren die Abbildung z (x) gem/iss 

z (x) = T (xo, x) %. (3.43) 

Dann  folgt unmit te lbar  aus der Definition des Operators T (x o, x) dass diese an der 

Stelle x o differenzierbar ist und dass der Ablei tungsoperator  durch die Gleichung 

z' (Xo) = F (x o, Zo) (3.44) 

gegeben ist. U m  zu zeigen, dass die Abbildung (3.43) an  jeder beliebigen Stelle x 1 

der Differentialgleiehung (3.41) geniigt, gehen wir v o n d e r  Beziehung 

T (x o, x) % = T @1, x) T (Xo, xx) z o, 

aus. Setzt  man  

so kann  man  diese in der Form 

z 1 = T (x o, xl) z o, (3.45) 

z (x) = T (xl ,  x) zl  

schreiben. Bildet man  nun  die Ableitung an der Stelle x I u n d  verwendet  die Be- 

ziehung (3.44) (fiir den P u n k t  x 1 ans ta t t  fiir xo), so erh/~lt man  

z' @1) = F @1, zl). (3.46) 

N u n  ist nach (3.43) und  (3.45) 
zl = z (xl) 

und die Gleichung (3.46) zeigt somit, dass die Abbi ldung (3.43) der Differential- 

gleiehung (3.41) geniigt. 
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Dass die L6sung der Differentialgleichung (3.41) durch die Anfangsbedingung 

(3.42) eindeutig bestimmr ist, ergib~ sich daraus, dass zwei L6sungen 1/~ngs jeder yon 

x 0 ausgehenden Kurve  und daher iiberhaupt iibereinstimmen miissen. Damit  ist 

Satz I I I  bewiesen. 
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