LIESCHE GRUPPEN UND AFFIN ZUSAMMENHANGENDE
MANNIGFALTIGKEITEN

VON

W. GRAEUB

Ziirich

In den meisten Darstellungen der Theorie der Lieschen Gruppen, z.B. Pon-
trjagin [5], Chap. VI und IX, oder Chevalley [2], stehen die topologischen und algebra-
ischen Gesichtspunkte im Vordergrund, wihrend die Zusammenhénge mit der Differen-
tialgeometrie nur am Rande zur Geltung kommen. In der vorliegenden Untersuchung
soll nun gezeigt werden, dass sich die Liesche Theorie in geometrisch iibersichtlicher
Form entwickeln lisst, wenn man konsequent von den beiden durch die Gruppen-
operation induzierten Parallelverschiebungsoperatoren Gebrauch macht. Da diese ihrer
Definjtion nach vom Wege unabhingig sind, verschwinden die zugehérigen Kriim-
mungstensoren identisch., Hingegen sind die Torsionstensoren, die bis aufs Vorzeichen
itbereinstimmen, im allgemeinen von Null verschieden und hédngen eng mit der alge-
braischen Struktur der Gruppe zusammen, Es zeigt sich, dass die ,,Hauptsitze” der
Lieschen Theorie bestimmte Eigenschaften dieser Torsionstensoren ausdriicken. Tm An-
schluss hieran wird gezeigt, dass sich umgekehrt eine einfach zusammenhingende Man-
nigfaltigkeit mit gegebenem Fernparallelismus, dessen Torsion diese Eigenschaften be-
sitzt, zu einer Lieschen Gruppe machen ldsst. Dabei wird die Gruppenoperation nicht
wie z.B. in [3] nur in einer Umgebung eines Punktes sondern auf der ganzen Man-
nigfaltigkeit konstruiert. Der Beweis des dabei verwendeten Existenzsatzes iiber die

Loésung einer Abbildungsdifferentialgleichung wird in §3 nachgetragen.

§ 1. Vorbereitende Betrachtungen

1. Differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Es sei M ein Hausdorffscher Raum, der
sich mit einem System (U,) von ,,Parameterumgebungen® tiberdecken lésst.

Dabei versteht man unter einer Parameterumgebung ein System (U,, ¢, Gu),
5— 61173055 106. Acta mathematica. Imprimé le 27 septembre 1961,
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wobei U, eine offene Menge auf M, G, ein Teilgebiet eines n-dimensionalen linearen
Raumes X, und ¢, eine topologische Abbildung von U, auf G, ist. G, heisst das
Parametergebiet und X, der Parameterraum. Jedem Punkte x € U, entspricht im Para-

metergebiete G, der lokale Parameter
Xy = QP (X).

Nun seien U, und Uz zwei Parameterumgebungen auf M mit einem nichtleeren
Durchschnitt U, N Ug=U,;. dJedem Punkte z dieses Durchschnittes entspricht dann

in G, bzw. G4 je ein lokaler Parameter x, bzw. x5 Das Produkt

Ppa=Pp P

ist dann eine topologische Abbildung von @, (Uss) auf @z(U,g), die zu U, und Uy
gehorige Nachbarrelation. Diese driickt die lokalen Parameter x, und x; eines Punktes
xz von U, durcheinander aus,

T = Pps (¥a)-
Offenbar besteht die Beziehung

Pap = Ppa- (L.1)

Sind alle Nachbarrelationen der Uberdeckung U, r-mal stetig differenzierbar, so
heisst der Raum M eine r-mal differenzierbare Mannigfaltigkeit. Bildet man in (1.1)

den Ableitungsoperator () so erhilt man die Beziehung
(I’;ﬁ = (%I%c)il,

welche zeigt, dass die Ableitungsoperatoren der Nachbarrelationen einer differenzier-
baren Mannigfaltigkeit regulire lineare Abbildungen sind. Die im folgenden betrach-
teten Mannigfaltigkeiten sind dreimal differenzierbar vorausgesetzt, ohne dass dies

jedes Mal eigens gesagt wird.

2. Kontravariante Vektoren. Es sei x ein fester Punkt von M und (U,), das
System der Parameterumgebungen, welche x enthalten. Dann kann man unter den
Vektoren der zugehorigen Parameterriume eine Aquivalenzrelation einfiihren, indem
man zwei Vektoren £, € X, und §; € X als dquivalent erkldrt, falls das Transforma-
tionsgesetz

Ep= e (@) &, (1.2)

(1) Fiir den Begriff des Ableitungsoperators vgl. Nevanlinna [4], Kap. II1.
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besteht. Eine so erhaltene Klasse heisst ein kontravarianter Vektor im Punkte x. Jedem
Vektor & entspricht nach Wahl einer festen Parameterumgebung U, sein Reprisentant
&, im Parameterraume X,. Aus der Linearitit des Transformationsgesetzes (1.2) folgt,
dass die Gesamtheit aller Vektoren im Punkte z einen n-dimensionalen linearen Raum
bilden. Dieser heisst der Tangentialraum von M im Punkte z und soll mit T, (M)
oder einfach mit 7', bezeichnet werden.

Es seien M und N zwei differenzierbare Mannigfaltigkeiten und ¢ sei eine Ab-
bildung von M in N. Diese Abbildung heisst differenzierbar, wenn fiir je zwei Para-
meterumgebungen U, und V; auf M bzw. N die entsprechenden lokalen Parameter
differenzierbar zusammenhingen,

Y= (&,). (1.3)
Der Abteilungsoperator der Abbildung (1.3) definiert dann eine lineare Abbildung
des Tangentialraumes 7',(M) in den Tangentialraum 7T, (N), die wir mit ¢’ (x) be-
zeichnen. Ist & ein Vektor von T, (M), so ist der Bildvektor 5 durch die Gleichung
=9 ()¢
gegeben.

3. Vektorfelder. Ist jedem Punkt x €M ein Vektor £(x) des Tangentialraumes

T.(M) zugeordnet, so spricht man von einem Vektorfeld auf M. Ein solches Feld

bestimmt eine Abbildung £, des Parametergebietes in den Parameterraum X, gemiss

£a (@) =& (2),:

Dabei besteht im Durchschnitt U,s der Zusammenhang
§ﬁ (xﬁ) = (p//?o: (xoz) Ea (xo:)> X = Pgy (xu)a (14)

aus dem ersichtlich ist, dass auf einer r-mal differenzierbaren Mannigfaltigkeit der
Begriff eines (r—1)-mal differenzierbaren Vektorfeldes von der Wahl des lokalen Para-
meters unabhingig ist.

Es seien jetzt £ und % zwei differenzierbare Vektorfelder auf M. Setzt man dann

in einer Parameterumgebung U,
Vo (2) = &, (22) 10 (22) — 10 () €2 (22) (1.5)

so geniigen die Vektoren Y, dem Transformationsgesetz (1.4) und somit ist durch
die Gleichung (1.5) wieder ein Vektorfeld auf M definiert. Dieses heisst das Liesche
Produkt der Felder & und % und soll mit L (£, 1) bezeichnet werden. Die Definitions-

gleichung lautet somit

L (E} 77)0: (xaz) = 5; (.’I)a) N (xa) - 7]; (xoz) §¢ (xa)'
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Das Liesche Produkt ist schiefsymmetrisch
L m+Ln §=0
und geniigt der Jacobischen Identitdt

L(L( n), O)+L(Ln, £), &) + L(L(, &), ) =0.

4. Kovariante Tensoren auf M. Wir betrachten neben der Mannigfaltigkeit M
jetzt einen linearen Raum E. Unter einem kovarianten Tensor p-ter Stufe auf M mit
Werten in K versteht man eine p-fach lineare Abbildung @ (x) des Raumes 7, (M)
in den Raum E. Ist jedem Punkte z ein solcher Tensor zugeordnet, so spricht man
von einem Tensorfeld p-ter Stufe auf M mit Werten in K. In einer Parameterumge-
bung bestimmt ein solches Tensorfeld zu jedem Punkte z, €@, eine p-fach lineare

Abbilding ®, (z,) des Parameterraumes X, in F gemaéss
Dy (043 & oo ED) =D (25 & ... €9). (1)
Dabei besteht im Durschnitt U,; das Transformationsgesetz
Dy (25 & - E0) =D (155 P (W) &2 -+ P () E2)- (1.6)

Aus diesem ersieht man, dass es auf einer r-mal differenzierbaren Mannigfaltigkeit
einen Sinn hat, von (r—1)-mal differenzierbaren Tensorfeldern zu sprechen.

Sind alle Abbildungen ® (x) total schiefsymmetrisch, so heisst @ ein total schief-
symmetrisches Feld auf M. Aus jedem differenzierbaren, total schiefsymmetrischen
Tensorfeld p-ter Stufe ® auf M kann man ein total schiefsymmetrisches Feld (p +1)-ter

Stufe §® erhalten, indem man
p+l , A
OB (w; & &)= 2 (I D (g S £ 827 8D (L.7)

setzt, wobei x, ein beliebiger lokaler Parameter ist. Dieses heisst die schiefsymmetrische

Ableitung des Feldes ®. Fiir ein zweimal stetig differenzierbares Feld gilt die Beziehung
860 =0. (1.8)

Ist @ eine differenzierbare Abbildung einer Mannigfaltigkeit M in eine Mannig-

(1) Dabei bezeichnet der obere Index die Nummer des Vektors.
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faltigkeit N, so kann man jedes Tensorfeld ¥ auf N dual nach M ibertragen und
erhilt dort ein Tensorfeld ® =¢*V¥, das durch die Gleichung

D(w; & ... &) =T (p); ¢’ () & ... ¢ (x) &)

definjert ist. Ist die Abbildung ¢ zweimal stetig differenzierbar, so gilt die Vertausch-

barkeitsrelation

5 (@ W) =g* (0F). (1.9)

5. Das schiefsymmetrische Produkt. Im Raume E sei jetzt eine bilineare Abbildung
f von E in sich definiert. Dann kann man je zwei Tensorfeldern auf M der Stufen

p and ¢ ein ebensolches Feld (O, W), der Stufe p+¢ zuordnen, indem man
(@, W), (; & -+ YY) =F (D (z; &' ... &7), P (x; E°71 ... £279)) (1.10)

setzt. Entsprechend erhdlt man aus je zwei total schiefsymmetrischen Feldern wieder
ein solches Feld, das mit (® A W), bezeichnet werden soll und durch die Gleichung
1
(@A) (2 & ... &9 T > & (@, V), (a5 &P ... 0T D) (1.11)
definiert ist. Dabei durchliuft ¢ alle Permutationen der Zahlen (1 ... p+g¢) und &
bezeichnet das zugehérige Vorzeichen. Fiir die schiefsymmetrische Ableitung des Pro-
duktes (1.11) gilt die Formel

S@AT),=( 8D AT+ (=1 (DA SY),. (1.12)

Von besonderer Bedeutung ist der Fall, dass die bilineare Abbildung f ein Lie-
sches Produkt ist. Wir schreiben in diesem Falle [, v] anstatt f(u, v). Ein solches

Produkt geniigt den Bedingungen

[u, v]+[v, u]=0 [[w, 0], w] + [[v, w], ]+ ([, u], v]=0  (u, v, w € E)
(schiefe Symmetrie) (Jacobische Identitit)

Das Tensorfeld, das man aus zwei total schiefsymmetrischen Feldern @ und ¥
mit Werten in E mittels des Lieschen Produktes erhilt, soll mit [® A ¥'] bezeichnet
werden. ¥s ist durch die Gleichung

[@ AW (; & ... £°79) =oTql !lq! S 6o [@ (2 £ L EP), V(g L@ @ o)) (113)
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definiert. Aus der schiefen Symmetrie und der Jacobischen Identitdt erhdlt man die
Beziehungen
[®AY]=(—1)"" [T, O] (1.14)
und
(=D"[OAFPIAXIH(-DP[PAXIADI+H (- [[XADPIAY]=0, (1.15)

wobei p, ¢ und r die Stufen der Felder ®, ¥ und X bezeichnen.

6. Der Kriimmungsoperator. Es seien M und N zwei differenzierbare Mannigfaltig-

keiten. Jedem Punktepaar x € M, z € N sei eine lineare Abbildung
F(x, 2): T, (M)~ T.(N)

des Tangentialraumes 7',(M) in den Tangentialraum 7', (N) zugeordnet, die differen-
zierbar von « and 2z abhingt. Hilt man z fest und variiert z, so kann man den
Operator F (x, z) als Tensorfeld erster Stufe auf M mit Werten in Raume 7', (N)
auffassen und somit die schiefsymmetrische Ableitung beziiglich x bilden. So erhilt
man eine schiefsymmetrische bilineare Abbildung des Raumes 7', (M) in den Raum
T,(N). Andererseits definiert der Operator F (z, z) fir jeden festen Punkt € M und
jeden festen Vektor &€T (M) ein Vektorfeld auf N, dass wir mit F, . bezeichnen.
Es ist durch die Gleichung

F,:(x)=F(x,2)&

bestimmt. Daher kann man fiir je zwei Vektoren &, und &, des Raumes T, (M) das
Lie-Produkt
L(Fxlél’ F‘z)éﬂ)

der entsprechenden Felder auf N bilden und erhilt wieder ein Vektorfeld auf N.
Dieses hingt offenbar bilinear und schiefsymmetrisch von &, und &, ab, sodass man
insgesamt wieder eine schiefsymmetrische Abbildung des Raumes 7, (M) in dem Raum
T,(N) erhilt. Die Summe

H(z,z &, &)= —0F (x, 25 &, E)F+ L (Fre, Frp)(2) (1.16)

ist daher wieder eine solche Abbildung. Sie heisst der Krimmungsoperator des Opera-
tors F. Fiibrt man in der Umgebung der Punkte xz und z lokale Parameter ein, die
wir wieder mit x und z bezeichnen, so ist der Kriimmungsoperator explizit durch

die Formel
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dF ar
H(x; z; 515 Eg) :(—i_d? (x, z; 52) 51—0% (%, 2; £1) &,

ar ar
+% (%, z; F(x, 2) &) {-‘1—% (2, 2 Fx,2) &) & (1.17)

gegeben. (1)
7. Mannigfaltigheiten mit Fernparallelismus. Man sagt, auf der Mannigfaltigkeit
M sei ein Fernparallelismus definiert, wenn zu jedem Punktepaar z, z von M eine

lineare Abbildung F (x, z) des Raumes 7, in den Raum 7, gegeben ist, welche fol-
genden Eigenschaften hat:

(F): P, 2)=Py,2) Pz, y) (x,9, 2 eM),
(Fy): P(x, x)=1I (Identitit).
(F;): Der Operator P ist zweimal stetig differenzierbar in z und z. Aus (F)

und (F,) ergibt sich die Beziehung
P, y) Py, )=1,

welche zeigt, dass die vom Operator P bestimmte lineare Abbildung regulir ist.

Wir wihlen nun einen festen Punkt ¢ von M als Bezugspunkt und setzen

P(e, x)=P (z).
Dann folgt aus (F,)
Py, 2)=P@)Py) " (1.18)

Diese Gleichung zeigt, dass der Fernparallelismus durch den Operator P (z) eindeutig

festgelegt ist. Setzt man in (1.18) speziell z=¢, so folgt
Py, ey=P(y)™". (L.19)

Man kann den Operator P~ '(x) als Tensor erster Stufe mit Werten im Raume
T.(M) auffassen und somit die schiefsymmetrische Ableitung des Feldes P! bilden.

Das Produkt
S(x)=—P(@x)d P! (v) (1.20)

ist dann eine bilineare schiefsymmetrische Abbildung des Raumes 7', in sich, also ein

dF
(*) Dabei bezeichnet d—— (x, z; §) den Ableitungsoperator von F beziiglich , genommen fir den
z

ar
Zuwachsvektor & und d— (%, 2z; {) den Ableitungsoperator nach z, genommen fiir den Zuwachsvektor {.
z
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zweifach kovarianter und einfach kontravarianter Tensor. Dieser heisst die Torston

des Parallelenoperators P.

Es sefen jetzt & und 7 zwei feste Vektoren des Raumes T, und
(@)=P@®)& bzw. n(x)=Plx)y

die von ihnen erzeugten parallelen Vektorfelder. Wir zeigen, dass sich deren Liesches

Produkt durch den Torsionstensor in der Form

L& m (@)= —8(x; &), 7 (%)) (1.21)

ausdriicken lisst. Zum Beweis wihlen wir eine Parameterumgebung des Punktes x
und bezeichnen den lokalen Parameter der Kiirze halber wieder mit x. Ebenso schrei-

ben wir wieder & und # anstatt & und %, Dann wird
L&, n) () =& (x)n(x)—n' (@) (@) =P (x; P(x)n) §— P (; P(x)€)y. (1.22)
Weiter ergibt sich aus der Beziehung

P)P ' (x)=1
durch Differenzieren
P'(x; B) PV () + P () (P7YY (x; B) =0
und hieraus folgt

P’ (x; h)= — P (x) (P (x; h) P ().
Setzt man dies in die Gleichung (1.32) ein, so ergibt sich

L& n) @ =P @) {— P (2 Pa)n) P@) &+ (P (x; P()€) P (2)n}

=P(x)6 P (x; P(2)&, P(x)n) =P (@) 0 P (w; & (), 5 ().

Hier stehen auf beiden Seiten Ausdriicke, die im Tangentialraum 7', (M) einen Sinn
haben, sodass man jetzt wieder & und # als Tangentialvektoren auffassen kann. Setzt
man nun noch fiir § P~ nach (1.20) ein, so ergibt sich die behauptete Beziehung (1.21).

Fiir spitere Zwecke zeigen wir noch, dass sich der zum Operator F gehdrige
Kriimmungsoperator durch den Torsionstensor S ausdriicken ldsst. Der Krimmungs-
operator H ist nach (1.16) durch die Gleichung

H(x> 5 51’ 52) =—-0P(x, 2 El’ 52) +L(PI.§v PI.Ez) (®) (517 E,€T,)
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definiert. Setzt man hier fiir P (x, z) nach (1.18) ein, so erhilt man fir den ersten

Summanden
OP(w, 2, &, £)=P(2) 0P (% &, &)= —PR) P () ' S(x; &, &)= — Pz, 2) S (2; &, &)

Fiir den zweiten Summanden hat man bei festem x, & und &, das Liesche Produkt
der Vektorfelder
Pre2)=Px, 2)& und P, (2)=P(z 2)&

zu bilden. Verwendet man die Formel (1.21), so wird dieses gleich
L(P g, Pre) (@)= —8(z P, 2) &, Pz, 2)&).
Damit erhélt man insgesamt
H(z, 2z &, £) =P (2, 2) S(m; &, &) =S (3 Pw, 2) &1, P(w, 2)&y). (1.23)

Der Krimmungsoperator H verschwindet somit genau dann identisch, wenn die

Beziehung
Px,2)8(x; &, &)=8(z P(x, 2) &, Pz, 2)&,) (1.24)

firr alle Punktepaare 2, z besteht. Setzt man hier speziell x=¢, so lautet diese
P(2) 8(e; &1, &) =8 (25 P(2) &, P(2)&y). (1.25)

Umgekehrt folgt aber auch (1.24) aus (1.25); aus (1.25) ergeben sich ndmlich die
Gleichungen
Px,2) 8(®; &, &) =P () S(e; P(2) &y, P2)7'&y)

und Sz Plx, 2) &, Pz, 2) &) =P(z) S(e; P(oc)‘1 &, P(anc)":l &)

und aus diesen erhdlt man (1.24) durch Subtraktion. Der Kriimmungsoperator ver-
schwindet somit gepnau dann identisch, wenn der Torsionstensor der Vertauschbar-

keitsbeziehung

» (@ P@)&;, P(2) &) =P (2) S (6 &, &) (1.26)
geniigt.

8. Invariante Metrik. Es sei M eine Mannigfaltigkeit mit Fernparallelismus. Ferner
sei auf M eine Riemannsche Metrik gegeben. Den metrischen Fundamentaltensor be-
zeichnen wir mit ¢, sodass das Skalarprodukt zweier Vektoren & und % des Raumes
T, durch den Ausdruck g(x; & %) gegeben ist. Die Norm eines Vektors £ €T, ist

durch die Gleichung
|EP=g(x; & &)

bestimmt.
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Die Riemannsche Metrik heisst invariant in bezug auf den gegebenen Parallelis-

mus, wenn die Beziehung

g(x; P@)& Ple)m)=g(e & n) (& neTe) (1.27)

besteht. Man kann bei gegebenem Parallelismus immer eine invariante Metrik ein-
filhren, indem man im Raume 7, ein beliebiges Skalarprodukt (&, %) wihlt und den

metrischen Fundamentaltensor durch die Gleichung

g(@ & n)=@ @& Pla) 'y (1.28)
definiert. .

§ 2. Liesche Gruppen

9. Unter einer Lie-Gruppe versteht man eine differenzierbare Mannigfaltigkeit G,

auf der eine dreimal stetig differenzierbare Abbildung
z, y—>2y

des Produktraumes GxG auf G definiert ist, welche den Gruppenaxiomen geniigt.

Im folgenden spielen die beiden Ableitungsoperatoren
A(x —j—(x ) und B(x )=-i(x ) (2.1)
Y) =gy Y=g,y :

eine wesentliche Rolle. Diese definieren je eine lineare Abbildung des Tangentialraumes

T, bzw. T, in den Tangentialraum 7T,

Ax, y): T,—»> T, B, y): T,—~T,.

Aus den Identititen
ze=x und ey=4y,

wobei e das Einselement bezeichnet, erhilt man durch Differenzieren die Beziehungen

A, e)=1 (2,2)
und Be, y)=1. (2.3)
Ferner erhidlt man aus dem assoziativen Gesetz

(xy)z=w(y2)
durch Differenzieren nach x
Ay, 2) Az, y)=A(z, yz). (2.4)
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Setzt man hier speziell z=4", so erhilt man die Beziehung
Ay, yHA@, y)=1. (2.5)

Aus dieser ersieht man, dass die vom Operator A (z, y) definierte lineare Abbildung

reguldr ist. Setzt man in (2.4) x=e, so erhidlt man die Gleichung
Ay, 2) A (e, y) =4 (e, y2).
Diese lautet, wenn man zur Abkiirzung
A (e, y)=A(y)
setzt, Ay, 2)=Ayz) A(y)™ (2.6)

Somit lisst sich der Operator A4 (y, z) durch die Operatoren A (y) und A4 (z) aus-

driicken. Nun kann man die erste Gleichung (2.1) in der Form

d 1
g2 @ =4y 4 (@) (2.7)

schreiben.
Entsprechende Formeln gelten fiir den Operator B. Aus dem assoziativen Gesetz

erhdlt man durch Differenzieren nach z
B(xy, z)=B(x, yz) B(y, 2) (2.8)
und hieraus speziell fir =y’
By, y2)B(y, 2)=1. (2.9)
Setzt man in (2.8) z=¢ und erklirt den Operator B(x) gemiss
B(x)= DB (x, e),
so folgt B(z, y)=B(zy)By)™. (2.10)

Somit kann man die zweite Gleichung (2.1) auch in der Form

d 1
iy TN =B@y) B (2.11)

schreiben.
Aus der Differenzierbarkeit der Gruppenoperation und der Regularitit des Ope-
rators B ergibt sich die Differenzierbarkeit der Abbildung #— 2. Um den Ableitungs-
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operator dieser Abbildung durch die Operatoren 4 und B auszudriicken, differenzieren

wir die Gleichung

nach z und erhalten
A, 2 Y+ Bz, z7) (™) =0. (2.12)

Nun ist nach (2.6) und (2.10)
A, e H)=A4@) ™ bzw. Bz, 2 )=B@@ )™

und somit ergibt sich aus (2.12)
A@) ' +B@ ) (@) =0.
Hieraus erhilt man
@) =—-B@ A= (2.13)
10. Die beiden Parallelismen. Setzt man fiir je zwei Punkte 2z und y von ¢

Pz, y)=A(x, ™ 'y),

so ist dadurch eine lineare Abbildung des Tangentialraumes 7', in den Tangentialraum
T, definiert. Aus den Beziehungen (2.4) und (2.2) folgen die Gesetze

Pz, 2)=Ply, z) Pz, y)
und Px, x)=1

} (@, y, 2€Q),
sodass der Operator P auf G einen Fernparallelismus festlegt. Speziell wird
P e, y) =4 (y).
Entsprechend erhilt man aus dem Operator B einen Parallelenoperator ¢, indem man
Qr, y) =By, 2)

Q(e, y) = B(y).

setzt. Dabei ist insbesondere

11. Die zugehirigen I'-Symbole. Um die zu den beiden Parallelismen gehérigen
I'-Symbole zu erhalten, wihlen wir im Raume 7, einen festen Vektor & und be-

trachten das von ihm erzeugte A-parallele Feld
E(@)=A(x)& (2.14)

in einer Parameterumgebung U,. Der Kiirze halber bezeichnen wir den lokalen Para-

meter wieder mit x und den Reprisentanten des Vektors £ (x) im Parameterraum
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X, mit &(z) anstatt mit &(x),. Dementsprechend ist der Operator A (x) als lineare
Abbildung des Raumes 7, in den Parameterraum X, aufzufassen. Bildet man nun in
(2.14) den Ableitungsoperator, so folgt (1)

& hy=d (= h)&
und wenn man hier £ nach (2.14) durch den Vektor &(x) ausdriickt, folgt
E (s h)= A (55 0) A (@) @). | (2.15)
Nun definieren wir den Operator I'(x) gemiss
Dz h)=—A4"(@; W) A(2)™" (x€G, heX,). (2.16)

Dieser ordnet dann jedem Vektor h des Parameterraumes X, eine lineare Selbstab-

bildung dieses Raumes zu. Nun lautet die Differentialgleichung (2.15)
§ (o 0)= T (& )& (@) (2.17)

und zeigt somit, dass I'(x) der zum A-Parallelismus gehdrige I'-Operator ist. Ent-

sprechend erhidlt man fiir den B-Parallelismus
T(z; h)= —B (v ) B(x)™!, (x€G, heX,). (2.18)

Um einen Zusammenhang zwischen den Operatoren I' und I' zu erhalten, gehen

wir von den Beziehungen
’y dx( y) (ﬂf,y ly :ty

aus. Dabei sei x ein fester Punkt der Parameterumgebung U,. Der Punkt y liege so
nahe an e, dass das Produkt xy noch in U, enthalten ist. Aus den Gleichungen (2.1)
erhdlt man, wenn man die Symmetrie der zweiten Ableitungen des Gruppenproduktes

beachtet,

dA dB

Setzt man speziell y=e, so wird

dB
@6 H=B (@)

(*) Hier ist das Differentiationsargument mit in die Klammer geschrieben, um auf der rechten
Seite Zweideutigkeiten zu vermeiden.
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und die Gleichung (2.19) lautet

% (@, ¢ h)E=B (; £) h. (2.20)

Anderseits erhidlt man aus der Beziehung
A, y) A (x) = A (xy)

durch Differenzieren nach y an der Stelle y=e
% (z, e; h) A (x)= A" (x; B(x)h). (2.21)

Aus den Gleichungen (2.20) und (2.21) folgt

A5 B@)h) A(@) £=B (z; &) b

und wenn man noch

B(@)h=n
setzt, A (x;n)A@@) E=B (x; &) Bx) 9. (2.22)

Beachtet man nun noch die Definitionsgleichungen von I' und I', so kann man die
Gleichung (2.22) in der Form

U §n=C(w n) & (5, n€X,) (2.23)

schreiben. Sie besagt, dass die I'-Symbole der beiden Parallelismen zueinander trans-

poniert sind.

12. Der Torsionstensor. Die zu den beiden Parallelenoperatoren 4 und B gehérigen

Torsionstensoren sind nach (1.20) durch die Gleichungen
S@)=—A@)d 4™ (2) (2.24)
und S@)=—B(@x)dB*(x) (2.25)

definiert. Um diese durch die I'-Symbole auszudriicken, betrachten wir wieder auf G

zwei A-parallele Felder
fa)=A@)¢é und g(z)=4(@)7.

Fiir ihr Liesches Produkt gilt dann nach (1.21)

L&, n) (x)= — 8 (x; & (2), n (@) (2.26)
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Rechnet man anderseits das Liesche Produkt in einer Parameterumgebung nach (1.5)
aus und unterdriickt wieder den Index «, so ergibt sich
L&, ) (@)=& () n (@) -5 (x) & (@)= A" (2 7 () §— A" (% @)y =

—I'(w; 7 (@) Ad(2) §+ T (2; & (2)) 4 ()= -T (@ 1 (@) § () + T (x; & (2)) ().

Aus (2.26) und (2.27) erhélt man nun die Beziehung (220
Sa; & (@), () =T (x; 5 (@) § (@) =T (z; £ () 5 ().
Da die erzeugenden Vektoren & und % beliebig waren, folgt hieraus
S (x; b, Z)= Il(e; BYA—D(2; B)E (B, kE€X,), (2.28)

d. h. der Torsionstensor ist gleich dem schiefsymmetrischen Teil der I'-symbole. Ent-

sprechend erhilt man fir den Torsionstensor S
S(x; h, b)=T"(; k, b)—T (x; h, k) (2.29)
und wenn man den Zusammenhang (2.23) beriicksichtigt, folgt
S (z)= —8 (). (2.30)

13. Charakterisierung abelscher Gruppen. Dass der Torsionstensor eng mit der

Struktur der Lieschen Gruppen zusammenhéngt, zeigt bereits der folgende

Sarz 1. Eine zusammenhingende Lie-Gruppe ist genaw dann abelsch, wenn der

Torsionstensor S identisch verschwindet.

Beweis. Ist zunidchst die Gruppe abelsch, so folgt
A (=, y)=B(y, »)

und insbesondere A (x)= B (x). Somit fallen die beiden Parallelismen zusammen und
es wird B
I'(z) =T () (2.31)

und somit

S(x; h, ky=T(2; ) h—T (2; b, k) =T (a; k) h— I (2; k) h =0.

Verschwindet umgekehrt der Torsionstensor, so folgt zunichst umgekehrt (2.31)
und hieraus

A (2)=B (), (2.32)
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da die Operatoren A und B eindeutig durch die Differentialgleichungen (2.16) bzw.
(2.18) bestimmt sind. Aus (2.23) erhilt man weiter auf Grund der Beziehungen (2.10)

und (2.6)

B, y)=B@y)By) =A@y AWy =4y, vy zy).

(2.33)

Nun sei o ein fester Punkt von G. Dann erkliren wir die Selbstabbildung ¢ von @

gemass
-1 -1
gx)y=x"a " za,
was man auch in der Form

axqg(x)=2x2a
schreiben kann. Bildet man hier den Ableitungsoperator, so folgt
Alawx, q)B(a, z)+ Blaz, )¢ (x)=4 (, a).

Wegen (2.33) kann man den ersten Summanden in der Form

Aax, ) A, a lax)=A (x, v 'azqg)=A (z, a)
schreiben und somit folgt aus (2.34)

Blax, ¢)q' (x)=0

und damit wegen der Regularitit des Operators B

q (x}=0.

(2.34)

Hieraus folgt, dass die Abbildung ¢ konstant ist, und da insbesondere g(¢)=e ist,

wird ¢ (x)=¢ und somit
ra=ax.

Dies bedeutet aber, dass die Gruppe @ abelsch ist.

14. Parallelitit der Torsion. Es soll jetzt gezeigt werden, dass das Torsionsfeld

S der Vertauschbarkeitsrelation

Sz, Ad(x)& Axyn)=A4 (@) S (e, &) (& €T,

geniigt. Dazu fixieren wir den Punkt 2 und definieren die Abbildung ¢ gemiss

@)=z

Fir ihren Ableitungsoperator erhélt man

(2.35)
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und somit kann man die Beziehung
ARx)y=A4(z x) A(2)
in der Form AlpE)=¢ () A(z)
schreiben oder, nach A7 '(z) aufgelost,
A7 @ =ApE) ¢ @ =("47) (.

Betrachtet man hier 47'(z) als Tensorfeld erster Stufe auf G mit Werten im Raume

T, und bildet die schiefsymmetrische Ableitung, so ergibt sich nach (1.9)
SAT @ =g (047 (2).
Setzt man nun z=e und beachtet, dass
ple)=z und ¢’ (¢)=4(x),
g0 erhilt man dA N (e; £, m)=04"Y(x; A(x)&, A () 7). (2.36)
Fihrt man hier den Torsionstensor nach den Gleichungen
dA N @)= —A'@)8(x) und dA ()= —8(e)

ein, so ergibt sich die Beziehung (2.35).
Aus der Beziehung (2.35) folgt, dass mit je zwei A-parallelen Feldern & und 7
auch deren Liesches Produkt A-parallel ist. Nach (1.21) ist ndmlich

f(x)= ~8(=; &(), n(2))
und somit folgt aus (2.35)

{(w)=—A () 8(e &(e), n(e) =A () L (e).

15. Die zugehorige Lie-Algebra. Die Bezichung (2.35) zeigt, dass das Tensorfeld
S(x) durch den Tensor S(e¢) und den Operator 4 (x) eindeutig festgelegt ist. Der
Tensor S(e) definiert im Raume 7', ein schiefsymmetrisches Produkt, das man mit

[&, 5] bezeichnet,
& nl=8{(e, & 7).

Damit wird dieser Raum zu einer Algebra, der zur Gruppe G gehérigen Lie-Algebra.
Ist das Produkt [, ] identisch Null, so heisst die Lie-Algebra kommautativ. Aus der
Beziehung (2.35) folgt, dass das Torsionsfeld genau dann identisch verschwindet, wenn

die Lie-Algebra kommutativ ist. Man kann daher jetzt den Satz I so formulieren:
6 — 61173055 106. Acta mathematica. Imprimé le 27 septembre 1961.
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Eine zusammenhdngende Lie-Gruppe ist genaw dann abelsch, wenn thre Lie-Algebra

kommautativ ist.

Setzt man in der Gleichung (2.35) auf der rechten Seite das Lie-Produkt und auf

der linken die Definitionsgleichung (2.24) der Torsion ein, so lautet sie

8A7 (x; A ()&, A (x)n)= —[&, 7.
Setzt man hier noch
A@)E=h und A(x)n=k

so erhdlt man die Gleichung
0A (x; b, k)= —[A ()" h, A(x) k] (b, kET,)
und wenn man hier noch die in (1.13) eingefiihrte Bezeichnung verwendet,
0A'=—3[47TAA". (2.37)
Entsprechend gilt fiir den Operator B
6B '=1[B*AB™]. (2.38)

Die Gleichungen (2.37) und (2.38) stellen die Maurer-Cartanschen Formeln fiir eine
Lie-Gruppe dar.
Bildet man in (2.37) die schiefsymmetrische Ableitung, so erhilt man nach (1.12)

[A*AAT—[4APA8471]=0. (2.39)
Nun ist nach (1.14)
[BATTAA = —[47"A8471]

und somit folgt aus (2.39)
[647TA A7 =0.

Setzt man hier fiir § A™' wieder nach (2.37) ein, so erhilt man die Bezichung
(4 'Ad 1A 471]=0. (2.40)

Setzt man hier speziell x=¢ und schreibt die Gleichung aus, so erhilt man die Ja-
cobische Identitiit

([&, 0, Z1+ ([, 1, E1+ILC, &1, n1=0 (2.41)

des Lieschen Produktes.
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16. Beziehung zur kovarianten Ableitung. Fiihrt man auf der Gruppe G die kova-
riante Ableitung in bezug auf den A-Parallelismus ein, so besagt die Beziehung (2.35),

dass die kovariante Ableitung des Torsionsfeldes identisch verschwindet,
VS (x)=0.

Um dies zu zeigen, bemerken wir, dass die kovariante Ableitung eines zweifach kova-
rianten und einfach kontravarianten Tensorfeldes S auf einer Mannigfaltigkeit mit

dem Parallelenoperator P durch die Gleichung
VA8 (x; b, k)= dilx (P(x, y) ' S(x; Plx, y)h, P(x, y)k)y—r (b, KET,)

definiert ist. Das identische Verschwinden von VS ist somit mit der Beziehung
S(y; Pz, y)h, P(z, y) k)= P (x, y) S(x; h, k)
gleichbedeutend. Setzt man hier x=¢ und

Ple,y)=A4(y)
so lautet diese Beziehung

S(y; A@)h, A(y)k)=A(y) S(e; b, k),

geht also in die Gleichung (2.35) tiber. Die Bezichung (2.35) besagt somit, dass das
Torsionsfeld S parallel ist.

Diese Eigenschaft kann man tibrigens auch rein differentialgeometrisch aus der
Tatsache herleiten, dass man auf der Mannigfaltigkeit G zwei zueinander transponierte
Fernparallelismen hat (d.h. zwei Fernparallelismen, deren I'-Symbole zueinander trans-
poniert sind). Allgemein besteht namlich zwischen den Kriimmungstensoren R und R

zweier beliebiger zueinander transponierter Parallelverschiebungen die Beziehung
B (2 by by, hy) + R (w5 by, by, by) + R (25 hg, by, hy) =V S (2; hy, by, hg) (2.42)
wobei der Tensor § durch die Gleichung
S(x; by, k) =T (x; hy) by — 1" (2; hy) by

definiert ist. Sind nun beide Parallelverschiebungen vom Wege unabhiingig, so wird
R=0 und R=0 und aus (2.42) folgt

VS (x)=0.
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Die Beziehung (2.42) zeigt, dass auch umgekehrt aus der Integrabilitit der Parallel-
verschiebung und der Parallelitét der Torsion die lokale Integrabilitdt der transponierten
Parallelverschiebung folgt.

Auch die Jacobische Identitit kann man auf &hnliche Art erhalten. Allgemein
besteht niamlich zwischen Kriimmung und Torsion eines beliebigen affinen Zusammen-

hanges die Beziehung
; Es {R (z; hq(l), ha(z), ho’(3)) - S(x§ ha(l), S (WQ ha(Z); h0(3)) -vS8 (xS ho(l): hri(Z)’ hd(S))} =0 (243)

(vgl. Schouten [4] S. 88, Formel (138)). Ist nun BR=0 und V §=0, so ergibt sich aus
(2.43) die Beziehung

Z g S (x7 hcr(l): S (x; h6(2); ha‘(3)) =0:

die fiir x=e in die Jacobische Identitit ubergeht.

17. Invariante Metrik. Wie bereits in No. 8 erwihnt, kann man auf der Lieschen
Gruppe @ ein beziiglich des 4-Parallelismus invariantes Skalarprodukt einfithren. Dazu
wihlen wir im Raume 7, ein positiv definites Skalarprodukt (£, ) und erkliren den

metrischen Fundamentaltensor ¢ (z) gemaéss
gla; b, k)y=(4 (@) h, A@)'k) (b, keT)). (2.44)
Das Bogendifferential einer Kurve «(f) ist dann durch die Gleichung
|8 =(4 (@)%, 4 (@) 9)
gegeben. Hieraus folgt, dass die Bogendifferentiale zweier Kurven
() und y{E)==x()a

die durch Rechtstranslation mit einem Element @ auseinander hervorgehen, iiberein-
stimmen. Es ist nidmlich

g=A@, a)i=Ay)A@) ¢
und hieraus folgt

9P = (4 ) 9. A () 9) = (A (@) 4, A (@) @)= |2

Nun betrachten wir die durch den metrischen Fundamentaltensor (2.44) auf de-
finierte Abstandsfunktion
0 (#1, ;) =inf leir, ), (2.45)
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wobei ¢ (x,, x,) die Gesamtheit aller stiickweise glatten Kurven von z; nach z, durch-

lauft. Aus der Rechtsinvarianz der Bogenlingen erhiilt man die Beziechung
0 (¥, %) =0 (¥, 0, Z30). (2.46)

Wir zeigen jetzt, dass die Mannigfaltigkeit G in bezug auf die Metrik (2.45) voll-
stindig ist. Dazu sei z, eine Cauchy-Folge in dieser Metrik. Dann gibt es zu jedem

£>0 einen Index N, sodass
0@y, x,)<e fir »n=N und m>=N. (2.47)

Wegen (2.46) folgt hieraus

o(e, zoan') <e.

Nun sei U eine Parameterumgebung des Einselementes und V eine zweite Umgebung
von e, deren abgeschlossene Hiille in U enthalten ist, V < U. Dann wihlen wir & so

klein, dass die &-Kugel um e in V enthalten ist. Erklirt man dann die Folge v, gemiss
Yn="2Tp x;{l’
so sind die Punkte y, fir n> N in V enthalten. Ferner folgt aus (2.47)

8 (Uns Ym) =0 (Xp, Tp)

und die Punkte y, bilden somit wieder eine Cauchy-Folge. Somit muss diese Folge
gegen einen Punkt von V, also einen Punkt von U konvergieren. Daher muss auch
die Folge

Ln=Yn N

konvergent sein und die Vollstindigkeit des Raumes @ ist bewiesen.

Zusammenfassend haben wir damit folgendes Ergebnis:

Sarz II. Auf einer Lieschen Gruppe wird durch die Ableitung der Gruppenopera-
tion ein Fernparallelismus A (und entsprechend ein Fernparallelismus B) induziert, wel-

cher folgende Eigenschaften hat:
(Py): Das Torsionsfeld ist parallel, d.h. es geniigt der Beziehung (2.35).

(Py): Fiihrt man eine invariante Metrik ein, so ist die Mannigfaltigheit G vollstindig.

18. Umkehrung. Es soll jetzt umgekehrt gezeigt werden, dass man eine dreimal
differenzierbare, einfach zusammenhingende Mannigfaltigkeit M, auf der ein Fern-

parallelismus mit den Eigenschaften (P;) und (P,) gegeben ist, zu einer Lie-Gruppe
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machen kann, sodass der gegebene Parallelismus mit dem von der Gruppenoperation
induzierten A-Parallelismus iibereinstimmt.

Den gegebenen Parallelenoperator bezeichnen wir mit P (x, z) und setzen wieder
P(e, 2)=P(2),

wobei e ein fester Bezugspunkt auf M ist. Es soll eine Selbstabbildung z(x) von M

konstruiert werden, welche der Differentialgleichung
Z' (x)=P (, 2) (2.48)
und der Anfangsbedingung z(e)=vy (2.49)

geniigt, wobei y ein beliebiger Punkt von M ist. Die Existenz der Losung dieser
Differentialgleichung ergibt sich aus §3, Satz III, angewandt auf die Mannigfaltig-
keiten M und N=M und den Operator

F(x, z)=P(x,2) (x,2€M).

Dabei ist auf M eine beziiglich P invariante Riemannsche Metrik zugrunde gelegt.
Dann ist M in bezug auf diese Metrik nach Voraussetzung (P,) vollstindig, also die
erste Bedingung fir §3, Satz III erfilllt (§3, Satz I). Dass auch die zweite Bedingung
erfilllt ist, ergibt sich daraus, dass die kovariante Ableitung des Operators P (, 2)
beziiglich z identisch verschwindet. Es bleibt also noch festzustellen, das der Kriim-
mungsoperator identisch Null ist. Wie am Schlusse von No. 8 gezeigt, ist hierfiir die
Gleichung
S(x; P(x) &, P(@)&)=P @) S(e; &1, &) (&1 §,€T)

notwendig und hinreichend. Dies ist aber genau die Voraussetzung (Py).

19. Die Losung z(x, y) der Differentialgleichung (2.48) zur Anfangsbedingung
(2.49) stellt eine Abbildung des Produktes M xM in die Mannigfaltigkeit M dar, das
den Bedingungen

dz

P (@, y)=P (z, 2) (2.50)

und z(e, y)=y (2.51)
geniigt. Mun fithren wir auf M eine Multiplikation ein, indem wir
zy=z(x, ¥) (2.52)

setzen und zeigen, dass M hierdurch zu einer Lieschen Gruppe wird und dass der

zugehorige A-Parallellelismus mit dem gegebenen iibereinstimmt.
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a) Einselement. Zundchst folgt aus der Anfangsbedingung (2.51) unmittelbar
ey=z(e ¥)=y,
d. h. e ist linksseitiges Einselelement. Dass auch
zre=w

gilt, folgt aus dem Eindeutigkeitssatz fiir die Differentialgleichung (2.48), da die iden-
tische Abbildung der Gleichung (2.48) und der Anfangsbedingung z(e) =e geniigt.

b} Assoziativgesetz. Um zu zeigen, dass fiir je drei Punkte von M die Beziehung
(y)z=x(y2) (2.53)
besteht, fixieren wir ¥ und z und betrachten die beiden Abbildungen
@ (@)= (xy)z
und p(x)=2x(yz).
Fiir ihre Ableitungsoperatoren erhilt man unter Verwendung von (2.50)
¢’ (@) =P(zy, (€y)2) P(z, vy) =P ((xy)2) P (xy) " Plxy) P(x) ' =P(p () P (@)
und Y (2)=P (@, x(y2)) =P (x(y2) P (x)" =P (yp () P(x)".

Die beiden Abbildungen ¢ und y geniigen somit derselben Differentialgleichung. Fer-

ner ist
ple)=vp(e)=yz

und somit folgt nach dem Eindeutigkeitssatz

und damit das assoziative Gesetz (2.53).

c) Die Ablettungsoperatoren. Fir den Ableitungsoperator des Produktes (2.52) nach

z, den wir wieder mit A (x,y) bezeichnen, erhilt man aus (2.50)
A (z,y) =Pz, zy) (2.54)

und somit wird speziell 4 (e,y)=P (e, y).
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Wir setzen weiter B(x,y)= 3—3/ (xy). (2.55)

Dieser Ableitungsoperator existiert, denn da P nach Voraussetzung differenzierbar ist,
gilt dasselbe von der Lisung der Differentialgleichung (2.48) in bezug auf y. Xs soll
gezeigt werden, dass der Operator B (x,y) regulir ist. Auf Grund der Beziehung
(2.10), die sich aus dem assoziativen Gesetz ergibt, darf man sich dabei auf den

Operator
B(x)=DB(z,e)

beschrinken. Zunichst folgt aus der Existenz der gemischten Ableitung des Gruppen-
produktes, dass der Operator B (x,y) nach « differenzierbar ist. Wahlt man zu den
Punkten = und y je eine Parameterumgebung U, bzw. Ug und bezeichnet die lokalen

Parameter wieder mit x bzw. y, so besteht der Zusammenhang

dB dA
e ; = ; X X,). .
dx(x,1,h)k dy(x,y, kYh (heX,, k€Xp) (2.56)

Nun ist nach (2.54)
A (x,y)=P @, xy)=P(x,y) P(x)”

und hieraus erhdlt man durch Differenzieren nach y

dA , -1

@y ) =P @y Blay) k) P @)™ (2.57)
Aus den Gleichungen (2.56) und (2.57) folgt jetzt

(Z—f(x, y; W) k=P (xy; Bz, y) k) P(x) h
und wenn man hier y=e¢ setzt,

B (#;h) k=P (x; B(x) k) P (2)" h. (2.58)

Nun fithren wir den zum Operator P (x) gehorigen I'-Operator ein, der durch die

Gleichung
P (2; &)= =T (w; &) P (x)

definiert ist. Dann kann man (2.58) in der Form
B'(z; B k= —1(x; B{x) k)2 (2.59)

schreiben. Bezeichnet T' den zu I' transponierten Operator, der durch die Gleichung
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T (2 &)n=T (xn)&

definiert ist, so folgt aus (2.59) die Gleichung

B (a;h) k= —T (z; b) B (2) k,
die man als Operatorenbeziehung auch in der Form
B (x;h)= ~T (x; h) B () (2.60)

schreiben kann. Aus dieser homogenen Differentialgleichung ergibt sich, dass der
Operator B (x) regulir ist, sofern das fiir den Operator B(e) gilt. Nun folgt aber aus
der ldentitét ey =y durch Differenzieren nach y

Be)=1.

Damit ist die Regularitit des Operators B (z) bewiesen.
Dass auch die zweite und dritte Ableitung des durch (2.52) definierten Gruppen-
produktes existieren, ergibt sich aus der Differentialgleichung (2.50) und der zweimali-

gen Differenzierbarkeit des Operators P.

d) Inverses Element. Es sei a ein beliebiger Punkt von M. Um zu zeigen, dass
es ein rechtsinverses Element gibt, sei « (¢) (0<t<1) eine differenzierbare Kurve, die

von e nach a fiihrt
z(0)=¢, z(l)=a.
Gesucht ist eine von e ausgehende Kurve z (¢), sodass
zEz(@E)=e (0<E<]) (2.61)
gilt. Differenziert man diese Gleichung nach ¢, so folgt

A(x,2)z+B(x,2)2=0. (2.62)

Nun ergibt sich aus dem Assoziativgesetz (2.53) durch Differenzieren nach y an der

Stelle y=e
B(x,z) A (z)=A (z, 2) B(z).

Setzt man dies in (2.62) ein und kiirzt durch den reguliren Operator B (z,z) so ergibt
sich die Differentialgleichung
t=—A@)B(@x) (2.63)
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Umgekehrt folgt aus dieser und der Anfangsbedingung z(0)=e¢ die Gleichung (2.61),
sodass man nur noch zu zeigen hat, dass die Gleichung (2.63) im ganzen Intervall
0<t<1 eine Losung besitzt. Dies ergibt sich aus § 3, Satz I, wenn man diesen auf

den Operator
F(x,2)=—A) B@)™ (2.64)

anwendet. Dabei wird auf M wieder eine beziiglich des Parallelismus P invariante
Riemannsche Metrik zugrunde gelegt. Nach Voraussetzung (P,) ist die Mannigfaltig-
keit M in bezug auf diese Metrik vollstindig. Ferner gilt fiir die kovariante Ableitung

des Operators #
V. F (x,2)=0

und somit sind die Voraussetzungen fiir § 3, Satz I erfillt.

Nun sei 2 (#) (0<¢<1) die Losung der Differentialgleichung zur Anfangsbedingung
z(0)=e. Diese geniigt dann, wie bereits erwdhnt, auch der Gleichung (2.61). Setzt
man hier speziell f=1 und z(1)=b, so folgt

ab=ec.

Damit ist zum Punkte @ ein rechtsinverses Element angegeben. Nun folgt auf rein
algebraischem Wege, dass dieses durch a eindeutig bestimmt und auch linksinvers zu

a ist. Damit haben wir folgendes Ergebnis:

Sarz 1II. Auf einer einfach zusammenhdngenden Mannigfaltigheit sev ein Fern-
parallelismus mit den Eigenschaften (P;) wund (P,) gegeben. Dann kann man diese zu
einer Lie-Gruppe machen, so dass der von der Gruppenoperation induzierte A-Parallelismus
mit dem gegebenen dibereinstimmt. Der B-Parallelismus der Gruppe fillt mit dem zum
gegebenen transponierten zusammen, woraus insbesondere folgt, dass auch dieser ein Fern-

parallelismus ist.

20. Es soll jetzt weiter gezeigt werden, dass man auf den einfachen Zusammen-
hang der Mannigfaltigkeit M verzichten kann, wenn man die Voraussetzung (P;) durch
die Forderung ersetzt, dass der zum gegebenen Fernparallelismus transponierte Paralle-
lismus ebenfalls ein Fernparallelismus ist. () Diese Formulierung hat gegeniiber der
von Satz IIT den Vorteil, dass die Existenz zweier zueinander transponierter Paralle-
lismen (im Gegensatz zum einfachen Zusammenhang) auch notwendig dafiir ist, dass

man M zu einer Lie-Gruppe machen kann, Es seien also P und @ die beiden Parallel-

(1) Fir eine einfach zusammenhingende Mannigfaltigkeit ist diese Voraussetzung gleichbedeutend
mit (P,).
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verschiebungsoperatoren, gerechnet von einem festen Bezugspunkt e aus. Wir wihlen

auf M einen festen Punkt @ und einen von e nach a fithrenden differenzierbaren Weg
at) 0<t<1) a(0)=e, a(l)=a.
Die Differentialgleichung

w=P () P(a (@) a () (2.65)

hat dann zu jeder Anfangsbedingung
w(0)=y

nach §3 Satz I im ganzen Intervall 0<¢<1 eine Losung, die wir mit « (¢, y) be-
zeichnen. Die Konstruktion des Gruppenproduktes kommt darauf hinaus zu zeigen,
dass der Punkt % (l,y) bei festem y nur vom Punkte a und nicht von der Wahl des
Weges a(t) abhingt. Wir zeigen zunichst, dass der Ableitungsoperator der Losung
u (¢, y) beziiglich y durch die Formel

du

o ty)=Qu(ty) Q™ (2.66)

gegeben ist. Dazu fixieren wir einen Punkt y von M und einen Vektor 7 des Tan-

gentialraumes 7', und betrachten ldngs der Kurve wu (¢, %) das Vektorfeld

du
BH=— (& 1) .
7 (t) dy( K/

Fiir seine Ableitung beziiglich ¢ erhdlt man den Ausdruck

2

d
010 =754, 6D (2.67)

Andererseits ergibt sich aus der Differentialgleichung (2.65) durch Differenzieren nach y

d¥u

Trdg GOT=P wly; n@O) P @) a0

und wenn man hier den Ableitungsoperator von P durch den entsprechenden I'-Opera-

tor ausdriickt, erhilt man

2

d
dt;y tyyn=—CLuEysn@®)PEy)P(e &) a ®)

(2.68)
= _F (u (t’ y)’ n (t)) U (t: y)
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Aus den Gleichungen (2.67) und (2.68) erhilt man
)= Ty n@) i y)

und wenn man den zum transponierten Parallelismus @ gehorigen I'-Operator T einfiihrt,

)= —T(w(y); @t y)n@).

Diese Gleichung besagt, dass das Vektorfeld # (¢) lings der Kurve u (¢, y) @Q-parallel ist,

7 () =Q(ut,y) Q) " n(0).

Beachtet man, dass 9 (0)=% und setzt fiir 7 (f) ein, so erhilt man die Beziechung
(2.66).

Nun sei b ein zweiter fester Punkt von M und
b(t) (0<t<])

ein von e nach b fithrender Weg. Dann fithren wir dieselbe Konstruktion mit dem

Operator @ aus. Die Lésung der Differentialgleichung

5=Q () Qb (®) b ()
v(0)=zx

zur Anfangsbedingung

bezeichnen wir mit v (¢£,2). Es soll nun gezeigt werden, dass zwischen den Losungen

% und v die Beziehung
u (t,b(®)=v({t a(t) (2.69)

besteht. Dazu betrachten wir auf M die beiden Kurven
U@)=u(t,b() und V (t)=v (¢, a (t)).
Der Tangentialvektor von U () ist durch den Ausdruck

U0=2" 00 +% 6,005 0)
ot dy

gegeben. Nun ist nach (2.65) und (2.66)

2L b @) =P U @) Ple@) a0

and j—;‘ (1,5 () = @ (u (6) Q@ (b (&)

und somit folgt
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UBH=PUW®P@®)™a®)+QU ) Q)™ b). (2.70)

Ganz entsprechend erhilt man fiir den Tangentialvektor der Kurve V (f)
VO =@V @) QO E) ™ b®)+P (V) Pla®) ™ a) (2.71)

Die Gleichungen (2.70) und (2.71) zeigen, dass die Kurven U {f) und ¥ (f) derselben
Differentialgleichung geniigen. Uberdies ist

U0)=V(0)=e
und somit folgt nach dem Eindeutigkeitssatz
Ut)y=V{# (O<t<l)

womit die Beziehung (2.69) bewiesen ist.
Setzt man in der Gleichung (2.69) speziell £=1, so folgt

w(1,b)=v(1,a). (2.72)

Nun ersetzen wir a (f) durch einen anderen von e nach a fithrenden Weg g (¢), withrend
der Weg b(¢) ungeidndert bleiben soll. Bezeichnet dann 4 (f,y) die Losung der zum
Wege a (¢) gehdrigen Differentialgleichung (2.65) fiir den Anfangspunkt 4 (o, y) =y, so
gilt entsprechend (2.69) die Beziehung

(B, b (@)= a())
und speziell fir t=1 a(L,b)y=v(1,a). (2.73)
Aus den Gleichungen (2.72) und (2.73) folgt die Beziehung
% (1,0)=4(1,b),

welche besagt, dass der Punkt «(1,b) nicht von der Wahl des Weges a (f) abhingt.
Da b ein beliebiger Punkt war, gilt dies fiir jeden Anfangspunkt y. Die Lésung der
Differentialgleichung (2.65) hingt daher nur vom Endpunkt o des Weges a (f) ab und
kann mit « (a,y) bezeichnet werden. Die so erhaltene Abbildung

2,y —>u(x,y)
geniigt den Differentialgleichungen

d d
2—P@P @™ und £=Q(u) Q™
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und man zeigt wie in Nr. 19, dass diese auf M ein Gruppenprodukt definiert. Damit

haben wir folgendes Ergebnis:

Sarz IV. Auf die Mannigfaltigheit M seien zwei zueinander transponierte Fern-
parallelismen P und Q gegeben. Ferner sei M sowohl in bezug auf eine beziiglich P
als auch auf eine beziiglich @ invariante Riemannsche Metrik vollstindig. Dann kann
man auf M eine differenzierbare Gruppenoperation einfihren, so dass die beiden dadurch

induzierten Parallelismen mit den gegebenen iibereinstimmen.

21. Konstruktion eines Fernparallelismus mit paralleler Torsion. Die Umkehrung
des dritten Hauptsatzes der Lieschen Theorie besagt, dass es zu einer gegebenen Lie-
Algebra immer eine lokale Gruppe gibt. Die Konstruktion dieser Gruppe wird iiber-
sichtlicher, wenn man sie in zwei Teile zerlegt:

1. Konstruktion eines Fernparallelismus mit parallelem Torsionsfeld, wobei der
Torsionstensor in einem Punkte vorgegeben ist und der Jacobischen Identitdt geniigt.

2. Konstruktion der Gruppenmultiplikation aus dem Fernparallelismus. Diese
zweite Konstruktion ist nach Satz IIT immer méglich, sofern die Mannigfaltigkeit
einfach zusammenhingend und in bezug auf eine invariante Metrik vollstindig ist.
Es soll jetzt noch ein Satz iiber Existenz eines Fernparallelismus mit parallelem

Torsionsfeld bewiesen werden. Dieser hat lokalen Charakter.
SaTz V. Hs sei e ein Punkt einer differenzierbaren Mannigfaltigheit M in dessen
Tangentialraum ein Liesches Produkt definiert ist. Ferner sei eine Kurvenschar
z=z(t,a) (0<t<1l), x(0,a)=e
gegeben, wobei a ein Einheitsvektor (1) des Raumes T, ist, sodass die Beziehungen
x(At,a)=2z(, Aa) (2.74)
und Z(0,a)=a (2.75)

bestehen. Dann kann man in einer Umgebung U von e einen Fernparallelismus P mit

folgenden Eigenschaften einfiihren:
(P,): Das Torsionsfeld ist parallel, d. h. es gilt

8 (x; P (x) &, P (x)m) = P () S(¢; &, )-

(P,): Im Punkie e gilt
8 (e &, m)=[£ 7).

(P,): Die Kurven x(t,a) sind die geoditischen Linien durch den Punki e.

(1) Die Norm bezieht sich auf eine Euklidische Metrik in Raume Te.
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Beweis. Aus der Beziehung (2.66) folgt, wenn man den Ableitungsoperator beztig-
lich ¢ an der Stelle t=1, ¢ =0 bildet,

?(L0)E=E& (§€T.).
Somit ist die Abbildung
p:a—>z(l,a) (@€T,)

in einer hinreichend kleinen Kugel |a|<d topologisch und samt ihrer Umkehrung
differenzierbar ist. Das Bild dieser Kugel ist eine Umgebung U von e, in welcher der
Parallelismus konstruiert werden soll. Der gesuchte Verschiebungsoperator sei P (x)
und @ (z) der inverse Operator. Die Bedingungen (P;) und (P,) zusammen sind dann
dquivalent mit der Gleichung

0Q (@ h, k)= —[Q )k, Q (x) kI, (2.76)
die man als Operatorenidentitit auch in der Form

0Q=—3[QA0Q]
schreiben kann. Die Bedingung (P,) besagt, dass die Gleichung

Q@ a)z(ta)=a (2.77)

bestehen muss. Bildet man hier den Ableitungsoperator beziiglich a, so folgt
’ ’ . ) dz
Q (x(ta)x (ta)é)d(t,a)+Q(x(t a))(—i—; (t,a)&=§. (2.78)

Andererseits ergibt sich aus der Gleichung (2.67), wenn man sie auf die Vektoren

h=xz'(t,a)é und k=z(@ a)
anwendet,

Q (@ () 2 (ta)8)d(ta)—Q (¢t a); & ay) 2 (t,a) &
=[Q(x @, a), ({a), @t a))z’ (fa)f]. (2.79)
Aus (2.69) und (2.70) erhilt man durch Subtraktion

Q65 22 ) £+ ¢ (2 00 2 0, @) (1, 0)E
~6-[QG G (ka), Qb a) Gagl  (250)
Erkldrt man den Operator ; gemiiss
Q@)= @ () @' (1, a)

und beachtet die Gleichung (2.68) so kann man die Beziehung (2.71) in der Form
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Qs (@) E=£~[a, Q; (a) £)] (2.81)

schreiben. Sie stellt dann zu jedem festen @ eine inhomogene lineare Differential-

gleichung fiir den Operator Q,(a) dar. Als Anfangsbedingung hat man
Qg (@) =2"(0,a)=0. (2.82)

Nun sei (a) die Losung der Differentialgleichung (2.72) zur Anfangsbedingung
(2.73). Man kann den Operator €, als ein (vom Parameter ¢ abhéngiges) Tensorfeld
erster Stufe im Raume 7, mit Werten in diesem Raume auffassen. Nun zeigen wir,

dass dieses der Gleichung
0= —3[L A Q] (2.83)

geniigt, wobei sich die schiefsymmetrische Ableitung auf die Verdnderliche a bezieht.
Zum Beweis der Gleichung (2.74) ist es zweckmaissig, die Beziehung (2.72) als Opera-
torendifferentialgleichung zu schreiben. Bezeichnet I die identische Selbstabbildung
des Raumes T, aufgefasst als Tensorfeld nullter Stufe mit Werten im Raume 7', so

ist die schiefsymmetrische Ableitung dieses Feldes durch die Gleichung
6I(a;8)=¢ (£€T)

bestimmt und man kann daher die Differentialgleichung (2.72) als Operatorenidentitdt

in der Form

schreiben. Nun erkliren wir den Operator H, geméss

Hy=0Q,+ 310 A Q]
Fiir seine Ableitung nach ¢ erhdlt man

Hi=0 O+ 3 [N Q]+ 3 [QA Q]

und wenn man die Formel (1.14) verwendet,

H,=8 Q0+ A Q. (2.85)
Weiter erhilt man aus (2.75) die Beziehungen

8Q=—[6IANQ]~[IASQ

und [Q A Q=81 AQ)~[[IAQIAQ]

und damit wird nach (2.76)
Ho= —[TA6Q1— (1T AQIA QL (2.86)
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Nun folgt aus der Jacobischen Identitdt des Lieschen Produktes, angewendet auf die
Felder @ =1, ¥=0Q,; und X=4Q, nach der Formel (1.15)

(A QA Q]+ QA Q] ATT—[[QATTA Q] =0
und wenn man noch die Beziehung (1.14) verwendet,
(TAQIA QY= —F[[QAQIAT]=F I A[Q: A Qf]]

Setzt man dies in (2.77) ein, so erhilt man fiir den Operator H; die homogene Dif-

ferentialgleichung
He=—[1,0Q]— I AN[QA Q= —[I A Hy.

Nun ist Qy;=0 und somit auch

H,=0. (2.87)
Aus (2.78) und (2.79) folgt

HtZO)

womit die Beziehung (2.74) bewiesen ist.

Setzt man in (2.74) ¢=1 und schreibt  statt Q,, so erhilt man

0Q=—%[QAQ] (2.89)
Dabei hingt der Operator ) mit dem gesuchten Operator @ durch die Gleichung
Q(@)=Q (¢ @) ¢ (@ (2.90)
zusammen, die man auch in der Form
Q=¢"Q (2.91)

schreiben kann.
Es bleibt noch zu zeigen, dass der durch (2.82) definierte Operator @ den Be-
dingungen (2.67) und (2.68) geniigt. Zunichst ergibt sich aus (2.81)

SQ+IQNQ=08(¢" Q) +3[p" QA" Q=" (Q+3[QA Q)
und somit folgt aus (2.80)
¢*(6Q+3QAEQN=0
und hieraus, da der Ableitungsoperator von ¢ in der Kugel |a|<§ regulir ist, die
Beziehung (2.67).

Zum Beweis von (2.68) gehen wir von der Beziehung
Qxl,a)x (1,a)=Q (a)

aus, welche gleichbedeutend mit (2.81) ist. KErsetzt man hier ¢ durch ¢a, so lautet
diese
R ta)x (1, ta)=Q(ta). (2.92)

7 — 61173055 106. Acta mathematica. Imprimé le 27 septembre 1961,
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Nun ist nach (2.65) z(t,a)=x(1,ta) (2.93)
und hieraus ergibt sich durch Differenzieren nach ¢
Z(a)=2"(1,ta)a. (2.94)
Aus den Gleichungen (2.83), (2.84) und (2.85) folgt
Q@ a)i(ta)=Qx(,ta))z’ (1,ta)a=Q (ta)a. (2.95)
Anderseits erhilt man aus der Differentialgleichung (2.72) fiir £=a die Losung
Q@)a=ta
und damit wird Qa)a=a.
Ersetzt man hier ¢ durch te und kiirzt durch ¢, so ergibt sich
Qa)a=a. (2.96)

Aus den Gleichungen (2.86) und (2.87) folgt nun die Beziehung (2.68). Damit ist
Satz IV bewiesen.

§ 3. Differentialgleichungen auf Mannigfaltigkeiten

22. Im vorliegenden Paragraphen soll noch der Beweis des in No. 18 verwen-
deten Existenzsatzes fir die Losung einer Abbildungsdifferentialgleichung nachgetragen
werden.

Es seien M und N zwei dreimal differenzierbare Riemannsche Mannigfaltigkeiten,
wobei die beiden metrischen Fundamentaltensoren als zweimal differenzierbar voraus-
gesetzt sind. Zu jedem Punktepaar €M, 2 €N sei eine lineare Abbildung F (z,z)
des Tangentialraumes 7, (M) in den Tangentialraum 7, (N) definiert, sodass der Ope-
rator F (z,z) stetig differenzierbar in x und z ist.

Dann kann man zu jeder differenzierbaren Kurve
c:r=z(t) (0<i<1)
auf M die Differentialgleichung
2=F(x(@),2)x(t) 3.1)
fiir eine Kurve z(t) auf N betrachten. Als Anfangsbedingung setzen wir
2 {0)=ua, (3.2)

wobei @ ein beliebiger Punkt auf N ist. Aus dem lokalen Existenzsatz ergibt sich
zunidchst, dass die Differentialgleichung (3.1) in einem hinreichend kleinen Intervall
0<t<9d eine Losung besitzt. Wir werden zeigen, dass diese Losung unter bestimmten

Voraussetzungen im ganzen Intervall 0<¢<1 existiert.
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Satz 1. Es seien folgende Bedingungen erfiillt:

1. Die Mannigfaltigkeit N ist in bezug auf thre Metrik vollstindig.

II. Es gibt eine Zahl L, sodass fiir je zwei Punkte x €M wund z€N die Un-
gleichung

IV.F (2,2 k) E|<L|k||E| (€T, (M), k€T, (V) (3.3)

besteht (1)

Dann hat die Differentialgleichung (3.1) im ganzen Intervall 0<t<1 eine Lésung.

Beweis. Bs sei z(¢) die Losung in einem hinreichend kleinen Intervall 0<¢<4.
Dann besteht die Beziehung

2t)=F(x(f),z(B)2() (0<t<0),
die man auch in der Form
2(@)=(F (x ),z (£) € () —Q (&) F (x(t), 20) & (t)) + Q () F ( (2), 2) & (£)

schreiben kann, wobei Q (f) den Parallelverschiebungsoperator auf der Mannigfaltigkeit

N lingst der Kurve z(¢) bezeichnet. Geht man hier zur Norm iiber, so folgt
[t O]<|F (x(t),2(£) &) = Q) F (x(t), 2) & ()| + | F ® (¢), 2) & (&) |- (3.4)

Aus dieser Ungleichung kann man schliessen, dass es eine (von & unabhingige) Schranke
C gibt, sodass

[2@)|<C (0<E<é). (3.5)
Dazu betrachten wir fiir jeden festen Wert ¢ lings der Kurve z (1) (0<7<¢) das

Vektorfeld
Y(o)y=F(x@t),z(z)&{H)—Q (1) F (2 (), 2)E () (0<T<) (3.6)

und setzen zur Abkiirzung

1Y (2)] =@ ().
Fiir die Ableitung dieser Funktion erhiilt man durch kovariantes Differenzieren

® (1)@ (1) = (¥ (7), V. Y (1))
Nun ist nach (3.6)
V.Y ()= V. F (3 (t), 2(v); 2 (v)) & (8)
und somit folgt )
D () @ (v) = (Y (2), V.. F (2 (8), 2 (v); 2 () & (8)).

Geht man hier zur Norm iiber und wendet die Dreiecksungleichung und die Un-

gleichung (3.3) an, so folgt

(1) Dabei bezeichnet y, die kovariante Ableitung des Operators F beziiglich z. Die Absolut-
striche bezeichnen die Normen in den jeweiligen Tangentialriumen.
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[ (z)]<|V,F (@), 2 ()2 (@) &@)|<L|z @] )]

und hieraus durch Integration, wenn man noch beachtet, dass @ (0)=0,
t
@(t)<L|a&(t)]J [2()|dr (0<E<9).
0
Setzt man dies in die Ungleichung (3.4) ein, so erhdlt man
¢
col<sleol] @larHFen 20l e

Erklart man nun die Zahlen 4 und B geméss

A=L max |#()| und B=max | F (2 (8), z) & (t) ],
o<ig1

0<t<1

s0 erhilt man aus (3.7) die Integralungleichung

t
|z’(t)|<Af |2 ()| dv+ B
0
und aus dieser ergibt sich

|2(t)|<Be**<Be* (0<i<9).

Damit ist die Ungleichung (3.5) bewiesen, wobei
C=Be*
zu setzen ist.
Aus der Ungleichung (3.5) folgt, dass fiir je zwei Parameterwerte ¢’ und ¢’ des

Intervalles 0<¢t<J die Ungleichung

o (z(t), 2 (") < ft' le@|de<CO|t —¢"] (3.8)

besteht. Nun sei 6* die obere Grenze der §-Werte, sodass die Losung der Differen-
tialgleichung (3.1} im Intervall 0<¢t<J existiert. Ist dann ?, eine von links nach &*

strebende Zahlenfolge, so gilt nach (3.8)
lim Y (2 (tn), 2 (tn)) =0,

n—o0
m—>ol

d.h. die Punkte z(f,) bilden auf N eine Cauchy-Folge. Wegen der Vollstindigkeit
der Mannigfaltigkeit N strebt diese Folge somit gegen einen Punkt Z* von N. Hieraus
folgt zuniichst, dass die Lésung der Gleichung (3.1) im ganzen Intervall o<t<s*

existiert. Wire nun 8 <1, so konnte man den Ickalen Existenzsatz mit 2* als An-
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fangspunkt anwenden und die Lésung z (¢) ein Stiick iiber den Wert 6* hinaus fort-
setzen, was der Definition von §* widerspricht. Es folgt somit 6* =1, d.h. die Losung

existiert im ganzen Intervall (0<#<1).
23. Stetigkeit in bezug auf den Anfangspunkt. Wie soeben gezeigt, gibt es zu
jedem Punkte @ von N eine Lésung
z=z({,a) (0<t<])
der Differentialgleichung (3.1) zur Anfangsbedingung z (0)=a.
Die Zuordnung a—>z(1,a) (3.9)

definiert daher eine Abbildung der Mannigfaltigkeit N in sich. Es soll jetzt gezeigt
werden, dass diese Abbildung unter den Voraussetzungen des Satzes I stetig ist.

Zu jedem Punkt z von N gibt es eine positive Zahl g,, sodass man z mit jedem
Punkte 2z; der ¢,-Kugel um z durch einen geoditischen Bogen y der Linge o (2, 2,)
verbinden kamn. Wir zeigen zunichst, dass fiir jeden Punkt dieser Kugel die Un-

gleichung
|F (2,2)E—Q, F(x,2)§|<L|&|p(2,20) €M, EET, (M) (3.10)

besteht, wobei Q, den zur Geodétischen y gehérigen Verschiebungsoperator bezeichnet.

Dazu sei
z=@((r) O0<t<1), p (0)=¢, p(l)=2

eine Parameterdarstellung der Geodétischen y und Q (1) bezeichne den Verschiebungs-

operator vom Werte 7=0 bis zum Werte 7. Dann betrachten wir die Funktion
Q(2)=|F(x,p () §=Q 1) F(x,2)&] (0<7<]). (3.11)
Fiir ibre Ableitung nach 7 erhilt man durch kovariantes Differenzieren
® (1) @ (1) = (F (@, (1)) E—=Q () F (x,2) &, V. F (w9 (1); ¥ (1) §)-
Hieraus folgt nach der Schwarzschen Ungleichung
|® (@)|<IV.F (@9 @) ¢ (0]
und wenn man noch die Ungleichung (3.3) verwendet,
@@ |<Llp@)]]¢].
Hieraus ergibt sich durch Integration, da @ (0)=0,

oW<Llel [ 1p@lar=Llelo . 3.12)

Aus (3.11), wenn man dort 7=1 setzt, und (3.12) ergibt sich die Ungleichung (3.10).
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Nun betrachten wir die Losung z=2(,a) der Differentialgleichung (3.1) zum
Anfangswert a. Wegen der Kompaktheit der Kurve z (¢, a) (0<<¢t<1) gibt es eine von
¢t unabhingige positive Zahl ¢, sodass man jeden Punkt z(f, @) mit allen Punkten 2,
der &-Kugel um ihn durch einen geoditischen Bogen der Linge g (2 (£, @), 2,) verbinden

kann. Wir zeigen, dass fiir jeden Punkt & der &-Kugel um a die Ungleichung
0@ a)z(tb)<e(ab)e" (3.13)

besteht, wobei ! die Liange der Kurve z(f),0<¢<1 bezeichnet.

Wir setzen zur Abkiirzung
o (t)=0(2(¢ a),z(tb)). (3.14)
Dann ist p(0)=p(a,b)<e
und somit p (f) <& fiir hinreichend kleine f. ¥s soll zunéchst gezeigt werden, dass in

jedem Intervall 0<¢<{, in dem die Ungleichung

o(t)y<e (3.15)
besteht, auch die Ungleichung
o) <ol(a,b)ett* (3.16)

gilt. Nach Wahl von & kann man je zwei Punkte z(f,a) und z(f,b) (0<¢<1) durch
einen geoditischen Bogen 7; der Linge g (f) verbinden. Der Abstand g (#) ist dann
das zu diesen beiden Punkten gehorige Extremalenintegral. Seine Ableitung nach # ist
daher durch den Ausdruck

0 (t)=—(pa(8), 2 (t, @) + (s (£), 2 (2, D)) (3.17)
gegeben, wobei p, (£) und p, (¢) die beiden positiven Einheitstangentenvektoren an die
Geoddtische y; in den Punkten @ und b bezeichnen (1) (vgl. Bolza [1], 37, Formel (18)).

Setzt man
k(t)=2(0)—Q, 2(¢ a), (3.18)

so kann man die Gleichung (3.17) in der Form
0 (6)=—(pa (t),2 (¢, @)+ (ps (), ), 2 (¢, @) + (ps (£), P (1)) (3.19)
schreiben. Da nun y; eine Geoditische ist, gilt

Do (8) =y, P, (B) (3.20)
und somit folgt

(1) Man beachte, dass diese beiden Einheitstangentenvektoren eindeutig' definiert sind. Da wir
némlich b+a annehmen kénnen, gilt nach dem Eindeutigkeitssatz z (¢, @) 2 (£, b) (0<<t<1) und die
Geodétische §; ist nicht in einen Punkt ausgeartet.
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(s (8), 0, 2 (¢, @) = (y, pa (1), 2y, 2 (¢, @) = (s (£), 2 (¢, @) (3.21)
Aus den Gleichungen (3.19) und (3.21} ergibt sich nun
0 (B)=(ps (), h (2))
und hieraus folgt nach der Schwarzschen Ungleichung
e (O<|h(®)]. (3.22)
Fiir den Betrag des Vektors k() erhilt man aus (3.18) die Abschéitzung
b @)=z ) - 0,2 a)]|
=F (2,2(t,b) 3~ Q, F(x,2 (t,a)) < L|#| o (¢)
und somit erhilt man aus (3.22) die Differentialungleichung
lel<Ljsle.
Aus dieser folgt durch Integration
o()<p(a,b)e =t (0<t<t,),
womit gezeigt ist, dass die Ungleichung (3.15) die Ungleichung (3.16) impliziert.

Nun setzen wir go=ee

und betrachten die g;-Kugel um den Punkt a. Es soll gezeigt werden, dass fiir jeden
Punkt b dieser Kugel die Ungleichung

et a) 2 b)<g(ab) et (0<t<1)
besteht. Dazu setzen wir wieder
o) =0(2(ta)z (D)
und betrachten die Menge (d) der Zahlen §, sodass
p{t)y<e fir 0<<é. (3.23)

Diese ist offen und nicht leer, denn sie enthdlt die Zahl 6=0. Wir zeigen, dass sie
auch abgeschlossen ist. Dazu sei ¢* ein Haufungspunkt der Menge (0) und 4, eine

nach 6* strebende Folge. Dann gilt
e(t)<e fir 0<t<d,
und hieraus folgt, wie oben gezeigt,

o()<p(a,b)e ™" fiir 0<t<4,.
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Speziell ist also 0 (8,)<p (a,b) edn L1
und hieraus folgt fiir n—oo
0(0%)<p(a,b) ™t <g(a,b)e"  <gye =g,

d.h. der Punkt 8* gehért auch zur Menge (J). Somit muss die Menge (6) aus dem
ganzen Einheitsintervall bestehen, d.h. die Ungleichung (3.23) gilt im ganzen Intervall
0<t<1. Hieraus folgt aber, da die Beziehung (3.15) die Beziehung (3.16) impliziert,
dass auch die Ungleichung

0(z(ta)zb)<pl(ab)ye**

im ganzen Intervall 0<¢<1 gilt. Aus dieser ersieht man unmittelbar die Stetigkeit
der Zuordnung

a—>z (t,a) (3.24)
fiir jedes feste ¢.

Aus der Stetigkeit der Losung in bezug auf den Anfangspunkt und der voraus-
gesetzten Differenzierbarkeit des Operators F ergibt sich nun auf tibliche Art die
Differenzierbarkeit der Lésung in bezug auf den Anfangspunkt. Die Zuordnung (3.24)
definiert somit eine (von der Kurve c¢:z == (¢) abhingige) differenzierbare Selbstab-
bildung der Mannigfaltigkeit N, die wir mit T (¢) bezeichnen,

T(c)ya=z2(1,a).

24. Als nichstes soll die Abhiingigkeit des Operators T (¢) von der Kurve ¢

untersucht werden.

Sarz II. Sind die Voraussetzungen von Satz I erfiillt und verschwindet der Kriim-

mungsoperator von F identisch, so gilt fir zwei homotope Kurven ¢, und ¢;
T (co) =T (cy).
Dem Beweis schicken wir zwei Hilfssdtze voraus.
HivrssaTtz I. Es seien

Co:Xx=%,(t) und cyix=z,(f) (0<i<]I)

zwei  differenzierbare Kurven auf M, welche beide wvon wx, nach x, fiihren. Weiter sei
x=u (t,7) eine differenzierbare Abbildung des Quadrates 0<t<1, 0<t<1 in die Mon-

nigfaliigkeit M mit folgenden Eigenschaften:
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(Dy) (@, 0)=2,(), =@ 1)=w,() ((0<i<1)
(Dy) 2p(r)=2, 2xz(,7)=2, (0<7T<])
(D,) die gemischte Ableitung d*x/dt d1 existiert und ist stetig.
Dann gilt unter den Voraussetzungen von Safz I
T (co) =T (cy).
Beweis. Wir fixieren einen Wert des Deformationsparameters 7 und betrachten

die Losung z=z(t,t) der zugehérigen Differentialgleichung

dt =F (x (¢, 1), z) (t T) (3.25)

zur Anfangsbedingung z(0,7)=a. (3.26)

Dabei ist a ein fester Punkt von N. Bildet man in (3.25) die kovariante Ableitung

beziiglich 7, so erhédlt man

V. d—ﬁF(x z)V +V F (x, z)d (3.27)
Nun gilt wegen der Symmetrie der I'-Symbole der auf M und N definierten Paral-
lelverschiebungen
dz
Ved i~ V‘d wnd V.57 i V‘d
sodass man die Gleichung (3.27) auch in der Form
dz dzx dz
=V, ( (@, z) ) V: F (2,2) dt+ V. F (, z)jt_ (3.28)
schreiben kann. Weiter ist
dz dz
V. F (x, z)~VZF(x, z,ﬁ)+VzF(x, z,ﬂ)
und V. F(xz,z)=V F(x zd—x)—i-VzF(x,z;ﬁ).
dT dz

Damit erhidlt man aus (3.28)
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Vt —Vt(F(x z)dx) VIF(x dx)d +V, F(xzﬂ)dx

dt rr dt) dt
dz\ dzx dz\dx
S p () A )

und wenn man fiir dz/d¢ wieder nach (3.25) einsetzt,

dx) dx

dzx\ dzx L. ar\dw
’dr dt

Vt( — F (z, )—)——VIF(x,z;dt as

—w'(xzp(xz)flf)ﬂ+vy( fl)flf. (3.29)

Ev.r (o

Der zu F gehorige Kriimmungsoperator ist durch die Gleichung (1.17) definiert.
Hier darf man die gewdchnlichen Ableitungsoperatoren wegen der Symmetrie der I'-

Symbole wieder durch die kovarianten ersetzen und erhilt die Darstellung
H (, z; ‘51 ‘52) = VxF (x; Z; 52) 51 - VzF (%, 2; 51) 52 + VzF (, 2; F (z,2) "52) 51
= V.F (,2 F (,2) &) &,.

Somit folgt aus (3.29), wenn man noch beachtet, dass der Kriimmungsoperator iden-

tisch verschwindet.

2 (——F(x z)d:) VzF(x, z;fﬁ~ﬁ’(x, 2) %—f) %’”. (3.30)

Definiert man das Vektorfeld # (¢,7) durch die Gleiéhung

dx
n(tT )———F( )dT (3.31)
so lautet die Beziehung (3.30)
d
Vo =V.F (x,2 n)d—f (3.32)

und stellt somit eine homogene Differentialgleichung fiir das Feld # dar. Speziell
ist fiir ¢=0

dz dx

d—'z:(o’ 7)=0 und iv (0,7)=0

und somit hat man als Anfangsbedingung

7(0,7)=0. (3.33)
Aus (3.32) und (3.33) folgt aber

n(67)=0 (0<t<1,0<7<1),
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dz dx
.h. i — =F (x,t) —. .34
d. h. es gilt P F(x,¢) 7s (3.34)

Setzt man hier £=1 und beachtet, dass wegen (D,)

dx
- = <7<
P (Lr)=0 ((0<7<])

dz

gilt, so folgt %(l,r)zo 0<7<1)
und hieraus z2(1,0)=2(1,1). (3.35)
Nun ist aber 2(L,L0)=T(c)a und =z(1,1)=T(¢)a

und daher erhilt man aus (3.35) die Beziehung
T (cy)a=T (¢;) .
Da der Punkt a beliebig war, folgt hieraus

T (co)=T (cy),
womit Hilfssatz I bewiesen ist.

25. Bs sei jetzt x(f) (0<t<1) eine stetige (nicht notwendige differenzierbare)
Kurve auf M. Wir sagen, eine stetige Kurve y (¢) (0<¢<1) liegt in der &-Umgebung

von z(f), wenn die Ungleichung

o(x(),y(t)<e (0<t<])
besteht.

HivrssaTz II, Es se:
c:x=u(t)

eine stetige Kurve mit dem Anfangspunkt z, wnd dem Endpunkt x,. Donn ¢ibt es eine

positive Zahl ¢, sodass fir je zwei stetig differenzierbare Kurven
cirx=x, () und cy,ix=x,() (0<i<]),
die von x, nach x, fihren und in der e-Umgebung von ¢ liegen(*), die Gleichung

T (c;) =T (cy)
besteht.

(1) Das bedeutet, dass die Ungleichungen

|y (6)— (1) | <& und |2, () —2 (1) | <& (0<2<1)
bestehen.
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Beweis. Zu jedem Punkt x von M gibt es eine positive Zahl &, mit folgender
Eigenschaft: Je zwei Punkte @z, und «, der &,-Kugel um z lassen sich durch genau
einen geoddtischen Bogen der Lénge o (x;,%,) verbinden. Wir stellen diesen Bogen

in der Form
=@ (T,%,,%,) (0<7<]1)

dar, wobei 7 die reduzierte Bogenlinge bezeichnet. Aus der zweimal stetigen Dif-
ferenzierbarkeit des metrischen Fundamentaltensors folgt, dass die gemischten Ablei-
tungen d*¢/drdz, und d®¢/dvdz, existieren und stetig sind. Wegen der Kom-
paktheit der Kurve z(f) gibt es eine von ¢ unabhingige positive Zahl e, sodass je
zwei Punkte z, und w,, die in der &-Umgebung eines Punktes x (f) liegen, die obige

Eigenschaft haben. Nun seien
crrx=x () und cyx=x,(f) (0O<I<1)

zwei differenzierbare Xurven in der e-Umgebung von « (f) welche beide von x, nach
z, fithren. Dann erfiillt die Abbildung

T (t,T)=p T 2 1), 2, (1) (0<t<1,0<7<])
die Voraussetzungen von Hilfssatz I und danach folgt

T (c)) =T (cp)-
Damit ist Hilfssatz 11 bewiesen.

26. Auf Grund von Hilfssatz II kann man die Definition des Operators T’ (c)
auf beliebige stetige Kurven erweitern. Ist ¢ eine solche Kurve, so betrachten wir
eine differenzierbare Kurve ¢,, welche denselben Anfangs- und Endpunkt hat wie ¢
und in der e-Umgebung von ¢ verlduft. Dabei ist ¢ die nach Hilfssatz II existierende
Zahl. Nun setzen wir

T (c)=T (c))-
Aus Hilfssatz IT folgt, dass diese Definition von der Wahl der Kurve ¢; unabhéngig ist.

Aus der obigen Definition ergibt sich unmittelbar folgende Eigenschaft: Zu jeder
stetigen Kurve ¢ gibt es eine positive Zahl g, sodass fiir jede stetige Kurve ¢/, die
denselben Anfangs- und Endpunkt hat wie ¢ und in der e-Umgebung von ¢ verlduft,
die Beziehung

T()=T ()
besteht.

Beweis von Satz II. Es seien

Co:x=uy{t) und cyix=z () (0<E<I)
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zwei stetige, von , nach w, filhrende Kurven, welche zueinander homotop sind. Dann
gibt es eine stetige Abbildung z (¢, 7) des Deformationsquadrates 0<¢<1, 0<7<1 in
die Mannigfaltigkeit M, sodass

x(t,0)=x,(f) =« 1)=2() ((0O<i<1)
und z(0,7)=2z, =(1,7)=2ay.
Nun fixieren wir einen Wert 7, und betrachten die zugehorige Kurve
=z (1) (0<t<1).
Wie oben bemerkt, gibt es dann eine positive Zahl 6 (t,), sodass
T(c)=T(c;) fir |v—1,]<6(z)-

Nach dem Heine-Borelschen Satz kann man das Intervall 0 <7 <1 durch endlich viele

dieser Umgebungen iiberdecken und daraus folgt

T (e)) =T (cy),
womit Satz I1 bewiesen ist.

27. Ist die Mannigfaltigkeit M insbesondere einfach zusammenhingend, so hingt
der Operator T (¢) nach Satz II nur vom Anfangspunkt x, und vom Endpunkt z,
der Kurve ¢ ab und kann daher mit 7 (x,, 2;) bezeichnet werden. Fiir je drei Punkte

2y, 2, und z, gilt dann die Beziehung

T (g, 25) =T (), x,) T (, ;). (3.36)
Zum Beweis sei x () (0<<t<2) eine stetig differenzierbare Kurve, sodass

z(0)=xz, z(l)=2, x(2)=u=,.

Wihlt man dann auf N einen beliebigen Punkt z;, und erklirt die Kurve z(f) durch
die Differentialgleichung

i=F(z(t),2)d() (0<t<2) (3.37)
und die Anfangsbedingung 2 (0) =2z,
so wird 2(1)=1T (2, %;) %9 (3.38)
und 2(2) =T (x4, x,) 2. (3.39)
Andererseits ist aber 2(2)=T (2, x,) 2 (1), (3.40)

wie man aus der Differentialgleichung (3.37) ersicht, wenn man diese im Intervall
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1<¢<2 zur Anfangsbedingung z (1) betrachtet. Aus den Gleichungen (3.38), (3.39)

und (3.40) folgt
T (g, 5) 2o = T (g, %) T' (g, %) 7

und da z, beliebig war, ist damit die Beziehung (3.36) bewiesen.

Sarz III. Der Operator F geniige den Vorausselzungen wvon Satz I und iiberdies

verschwinde sein Kriimmungsoperator identisch. Dann hat die Differentialgleichung
Z(x)=F (2, 2) (3.41)
auf einer einfach zusammenhingenden Mannigfaltigkeit M zu jeder Anfangsbedingung

2 (xy) =2, (3.42)
genay eine Liosung.

Beweis. Wir definieren die Abbildung z (x) gemiss
2 (@) =T (wy, ) 2. (3.43)

Dann folgt unmittelbar aus der Definition des Operators T (%, ) dass diese an der

Stelle z, differenzierbar ist und dass der Ableitungsoperator durch die Gleichung
2 (xy) = F (2, 20) (3.44)

gegeben ist. Um zu zeigen, dass die Abbildung (3.43) an jeder beliebigen Stelle z;
der Differentialgleichung (3.41) geniigt, gehen wir von der Beziehung

T (g, 2)2="T (g, ) T (24, 24) 2,
aus. Setzt man 2, =T (xy, 2y) 2, (3.45)
so kann man diese in der Form
z(x)=T (xy, %) 2,

schreiben. Bildet man nun die Ableitung an der Stelle #, und verwendet die Be-

ziehung (3.44) (fiir den Punkt z, anstatt fir ), so erhdlt man
2 (@) =F (%, 2)- (3.46)

Nun ist nach {3.43) und (3.45)
2=z (%)

und die Gleichung (3.46) zeigt somit, dass die Abbildung (3.43) der Differential-
gleichung (3.41) geniigt.
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Dass die Losung der Differentialgleichung (3.41) durch die Anfangsbedingung

(3.42) eindeutig bestimmt, ist, ergibt sich daraus, dass zwei Ldsungen ldngs jeder von

xz, ausgehenden Kurve und daher iiberhaupt tbereinstimmen miissen. Damit ist
Satz III bewiesen.

[1.
[21.
[3].

[4]-

[5].
[61.
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