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w 1. Vorbereitungen, Formulierung der Siitze und Beweisanordnung 

Punkte  des n-dimensionalen euklidischen Raumes  mit  den Koordinaten  xl, x 2 . . . . .  xn 

bezeiehnen wir oft durch 5, ~J, ~o . . . . .  A, B, E bedeuten Punk tmengen  im Rn; A ~ B 

bzw. A c B haben die bekannte  Bedeutung,  ebenso die Zeichen U und f] fiir Ver- 

einung und Durchschnit t ;  A - B  bedeutet  die Differenz der Mengen A und B; o ist 

stets die leere Menge. Is t  E beschr/inkt und mel~bar, so bedeutet  mE das MaB yon  E.  

bedeutet  stets eine Menge vom MaB Null: m ~ = 0 ;  ist ~ in einem eehten Unter-  

raum R~(O<p<n)  yon  Rn enthalten, und dort  vom Mal~ 0, so schreiben wir deut-  

licher m ~  = 0. G, G i . . . .  bedeuten stets offene Mengen, F ,  F i . . . .  stets Mengen, die 

abgesehlossen bzw. relativ zu einer offenen Menge abgeschlossen sind. I bedeute t  ein 

Intervall :  a~<x,,< b~ (v = 1, 2 . . . . .  n), i die AbsehlieBung, I '  den Rand;  analoge Be- 

zeiehnungen werden fiir ein Quadrat  (Q, Q, Q'), Reehteek oder Wtirfel benutzt ,  yon  

denen stets angenommen wird, daft ihre Kan ten  parallel zu den ( fes ten)Koordinaten-  

achsen sind. 9~ bedeutet  bis zum Lemma 3.4. einschliesslich eine hSchstens abz/~hlbare 

Menge. 

Funkt ion  bedeute t  stets eine endliche Funkt ion.  I s t  die Funk t ion  

/ =/(~) =/(xl, x~ . . . .  , xn) 

n der offenen Menge G definiert, so bedeutet  /E  C ~ dab / dort  stetig ist, ebenso 

/ E C  i, dab die partiellen Ablei tungen ~//ax~ (v=  1, 2 . . . . .  n) existieren und stetig 

sind . . . . .  Existieren yon  einer Funkt ion  /=/ (~) ,  definiert in G, lediglich die ersten 

Ableitungen, so schreiben wir: 

3~//~x~ (v=  1 . . . . .  n) in G. 

3 -- 622906. Acta mathematiea.  108. I m p r i m 6  le 19 d6cembre  1962. 
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Die auftretenden Integrale sind im Lebesguesehen Sinne zu verstehen, bei Integra- 

tionen z.B. zweifachen wird das Integrationselement dx 1 dx 2 oder dx dy oft unterdriickt. 

K bedeutet stets eine eine offene Kugel, K ihre Abschliel~ung, K '  ihren Rand. 

DEFINITION 1.1. Sei /(~)6C ~ in _K. Dann bedeutet fK(~) die zu ] beziiglich 

K gehSrige harmonisehe Funktion, weIche sich ergibt, wenn man ffir K mit den Rand- 

werten yon / auf K '  das Poissonsche Integral bildet. 

Naeh Carath4odory [1] gilt speziell das 

L~MMA 1.1. Aus 

1) /= / (~)6C 1 in G, 

2) 3 ~ ( v = 1 , 2 ,  . . . , n )  in G, 
~xv 

~ = O  in G 

[olgt: / i s t  harmonisch in G, d.h. [i~r ]ede Kugel K mit K c O ist /(~)= fK(~). 

{u~} (v = 1, 2 . . . . .  n) bedeutet stets ein stetiges Vektorfeld in einer offenen Menge 

G: {u~}eC o in G. 

Wir beweisen in dieser Arbeit den folgenden Satz, der fiir n = 2 in den Satz yon 

Looman-Menchoff iibergeht. ,,Fast fiberall" heil~t dabei, wie fiblieh, fiir alle ~ E G - ~ ,  

wo m ~  = 0 ist; der Zeigerbereich fiir auftretende Zeiger v, ~u . . . .  ist stets der Bereich 

1, 2 . . . .  , n, und wird, wo er sich yon selbst versteht, nicht mitgefiihrt. 

HAUPTSATZ (H,). Voraussetzungen: 

1) {u~)eC ~ in G (o//ene Menge). 

2) 3 ~  ]i~r alle ~eG-~/(/~, v=l, 2 . . . . .  n). 

3) ~u~ ~ u ' = 0  last i~berall in G. 
~xi~ ~ x~ 

4) /ast i~berall in G. 
~x~ 

Behauptung: (u~) ist harmonisch in G, d.h. ]ede Koordinate u~ ist harmonisch in G. 

Wir fibernehmen yon H. Weyl [6] die 

DEFINITION 1.2. Voraussetzung: {u~}6C ~ in G. Dann heil~t {u~} wirbelfrei in 

G, wenn gilt: zu jedem Punkt  ~o ~ G existiert eine Umgebung U = U~o in Form eines 



DER SATZ VON LOOMAN-MENCHOFF 35 

(n-dimensionalen) Wfirfels um ~o derart, da~ ffir jedes (zweidimensionale) Quadrat  

(Kanten parallel zu den Achsen!) Q c U die sogenannte , ,UmstrSmung" verschwindet: 

u~dx~=O (Q' Rand von Q). 
Q, 

Es existiert dann in U eine Funktion eo(~)EC 1 so dab in U 

u~=~x ~ (~=1,  2 . . . .  , n )  

gilt, und yon selbst ist dann das obige Linienintegral, erstreckt fiber irgend eine ge- 

schlossene rektifizierbare Kurve  aus U, gleich Null. 

W H" Der Satz (H~) ist bewiesen, wenn die beiden folgenden Siitze ( n) und ( ~ ) be- 

wiesen sind, in denen G ein n-dimensionaler Wiirfel ist, der samt Rand in der in 

Satz (]In) mit  G bezeichneten Menge liegt. 

H' SATZ ( ~). Voraussetzungen: 

1) (u~}EC ~ in G (n-dimensionaler Wi~r/el). 

~u~ 
2) ~ /i~r aUe ~EG-9~ ( ~ , # = 1 , 2  . . . . .  n). 

3) ~u~ ~uz 0 last i~berall in G. 
~x~ ~x~ 

Behauptung: {u~} ist in G wirbel/rei. 

H'" SATZ ( ~). Voraussetzungen: 

1) o9 = eo(~) E C o in G (n-dimensionaler Wi~r/el). 

2) 3 ~  /i~r alle ~ E G - 9 ~  ( ~ = 1 , 2 ,  . . . .  n). 
~x~ 

1~ 02m 
3) A~o---- �9 ~xe-=0 /ast iiberall in G. 

Behauptung: ~o ist harmonisch in G. 

Der Satz (H~) ist fiir n~>3 induktiv sofort auf den entsprechenden Satz (ITS) 

zurfickffihrbar: ist z.B. n=3,  G der Wfirfel - � 8 9 1 8 9  ( v = 1 , 2 , 3 ) ~  die betref- 

fende Ausnahmemenge mit m a ~  = 0 und - -  unter Auszeichnung der dritten A c h s e -  

~(~3) der Durchschnitt  yon ~ mit  der Ebene xa = const. = ~3, so ist m ~ ( ~ 8 ) =  0 ffir 

alle ~a mit - 12 < ~a < ~ 2 bis auf eine Ausnahmemenge ~* von ~a-Zahlen mit  m 1~* = 0; 
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daraus und aus der Stetigkeit yon {u~} folgt aber dann sofort, wenn man alle drei 

Achsenrichtungen beriicksichtigt, daI~ (H~) gilt, wenn (H~) gilt. Es geniigt daher, (H~) 

zu beweisen. 

Der Beweis fiir (H~') wird ebenfalls f/Jr n = 2  durchgef/ihrt und zwar so, dal~ er 

mit geringfiigigen sinngem~l]en Ab~nderungen fiir jedes n gilt. 

Die allein noch zu beweisenden S~tze (H~) und (H~') formulieren wir nochmals 

und bezeichnen dabei wie iiblich die Koordinaten mit x, y, das Vektorfeld mit {u, v}. 

bedeutet wieder den Punkt  (x, y). 

SATz (H~). Foraussetzungen: 

1) {u, v}EC ~ in G (Quadrat). 

~u ~u ~v 9v 
2) 3 9x' 9y' ~x' ~y fi~r alle ~EG-9~. 

3) ~ v - ~ u = 0  [i~r alle ~ E G - ~ ,  wo m~=O(m=m2) .  
9x 9y 

Behauptung: {u, v} ist wirbelfrei in G. 

SATZ (H~'). Foraussetzungen: 

l) m=~o(~)=eg(x, y) EC 1 in G (Quadrat). 

~2 eo a~ (o 
2) ] ~x2, ~y~ ]i~r alle ~EG-gJ. 

. ~2co ~2w 
3) Aw-- :~x2+~y2=0 ]i~r alle ~ e G - ~ ,  wo m ~ = O  (re=m2). 

Behauptung: w ist harmonisch in G. 

In beiden Fs wird die Beh~uptung mit Hilfe des nachstehenden Lemmas aus 

Carathdodory [2] auf eine einfachere Form gebracht. 

LEMMA 1.2. Voraussetzungen: 

1) S sei eine Menge :~ o, und G~(k=l ,  2 . . . .  ) eine Folge o]]ener Mengen, deren 

2) 
jede i~berall dicht au] S ist. 

S sei in der Form darstellbar 

wo U~ ol/en. 

• = N u ,  
J 

Behauptung: Der Durchschnitt N Gk ist eben]alls iiberall dicht au/ S. 
k 
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w 2 enth/~lt einen vereinfachten Beweis des Satzes (H~) (Satz von Looman-Men- 

choff): die Vereinfachung besteht darin, dab eine yon Weyl gegebene Charakterisierung 

eines stetigen wirbelfreien Feldes benutzt wird. w 3 bringt den Beweis fiir den Satz (H~'). 

Lemmata, die bekannt sind, bzw. deren Beweis auf der Hand liegt, werden ohne 

Beweis mitgeteilt. 

w 2. Beweis des Satzes (Hi) (Satz yon Looman-Menchoff) 

Mit den Bezeichnungen 

A~ u(~) = A~ u(x, y) = u(x + h, y) - u(x, y) t 

A~ u(~) = A~ u(x, y) = u(x, y + h) - u(x, y) t 
(1) 

und den analogen fiir v werden gewisse Teilmengen F~ (wobei ohne Einschr/inkung 1 

yon 1 an 1/~uft, ( /=1,  2 . . . .  )) wie folgt definiert. 

DEFINITION 2.1. F~ besteht aus den Punkten ~=(x, y)6G, welche die Eigen- 

schaft haben: 

1 iA~v(~), A~v(~)i)<~llhl ffir alle h mit Ihl<l/1 ( l = 1 , 2  . . . .  ). (2) 

Wegen Voraussetzung 1) im Satz (tI~) ist 2'1 relativ zu G abgeschlossenen. Wegen 

Voraussetzung 2) ist 

G-gX~_ U Fz~G,  also mit 9g={a i, % . . . .  } 
l 

G = U [Fz U {al}]. (3) 
l 

2.1. I sei ein Intervall, das durch eine Parallele zur x-Achse (bzw. y-Achse) in 

zwei Intervalle 11 und 12 zerlegt werde. Aus 1) {u, v}EC ~ in I; 2) {u, v} wirbelfrei 

in 11; 3) (u, v} wirbelfrei in In, folgt: {u, v} wirbelfrei in I.  

DEFINITION 2.2. (U, V} heii~t im eunkte  50 e G wirbelfrei, wenn {u, v} in einer 

Umgebung U~o um 50 gem~B Definition 1.2. (fiir n =  2)wirbelfrei ist. G sei die Menge 

der ~ E G, in denen {u, v) widelfrei ist. Falls G # o ,  so ist ~ often. 

F sei die Menge der Punkte aus G, in denen {u, v) nicht wirbelfrei ist. 

Zu zeigen ist: F i s t  leer, d.h.  G = G. Der Beweis wird indirekt gefiihrt, und also 

angenommen; 
F # 0. (4) 
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2.2. F ist relativ zu G abgeschlossen, und enth/~lt wegen 2.1. keine isolierten 

Punkte. 

Erster Schritt 

Behauptung: Es existiert ein Punkt 5o E F, eine quadratische Umgebung U~o um ~o 

mit U~.~ G und eine nati~rliche Zahl L, so daft gilt 

Go n F___F~ u {a~}. (5) 

Beweis indirekt. CE bedeute die Bildung des Komplements einer Menge E, Ca E 

die Menge CE N G. Das Gegenteil der Behauptung besagt: f/Jr jedes ~EF, jede (qua- 

dratische) Umgebung U~c G um ~ und jede natiirliche Zahl l gilt 

( G  n F) n C~[F, u {a,}]# o. (6) 

G = o~ [F, u {a,}] = O [F, U {a,}] n G 

ist often. (6) sagt dann aus: Gz ist iiberall dicht auf F, wo F ~  o. 
1, r162 

eine Darstellung F = n uj, uj often. Nach Lemma 1.2. ist also 
J 

a u f F  und speziell 

Anderseits gilt (3), woraus folgt 

n G,,o. 
l 

1, ~o 

CG = n v [F, u {a}] 
l 

Wegen 2.2. gilt 
1, cr 

n Gz iiberall dicht 
l 

(7) 

o :  CG n a = c [ f ,  U {m}] n G 

1, ao 1 , r 1 6 2  

= n  { C [ F , U { m } ] n G } = N G  
l l 

im Widerspruch zu (7). 

Zwei F/file in (5) sind jetzt mSglich. 

Erster Fall: 5o # aL. Dann ist U~0 so w/~hlbar, dab aL ~ U~. und es folgt 

U~o N F~_FL (50EF). 

Zweiter Fall: 5o = aL. Da ~0 E F u n d  F nach 2.2. keine isolierten Punkte enth~lt, 

so existiert ein ~0 .- ~0, ~'  E U~. N F u n d  eine (quadratische) Umgebung U~o c U~o um ~ 

mit ~o ~ U~o. Es ist dann 
U~o* n F_~ FL (5* e F). 
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In beiden F~llen kann die Kantenl~nge ~t von U~o bzw. U~ als <1/2L<~1/2 ge- 

w~hlt werden. In  neuer Schreibung ergibt sich so 

2.3. Es existiert ein ~oEF, ein Quadrat ~ um ~o mit der KantenYinge ~ t < l / 2 L  

~< 1/2, so daft mit den Abki~rzungen 

~ n F = ~ ,  ~ n FL=~L, 

gilt: ~ ~-- ~ ~-- ~,  ~ ~- ~. (8) 

Dabei ist ~ nach 2.2. relativ zu ~ abgeschlossen. 

Zweiter  Schritt 

Lemma 2.4 stammt yon H. Weyl [6], zusammen mit der 

DEFINITION 2.3. (~ sei eine offene Menge; dann bedeutet F((~) die Klasse aller 

Funktionen ~ in (~ mit der Eigenschaft: ~ E C 1 in ~ und ~ = 0  in einem Randstreifen 

yon ~,  d.h.  auBerhalb eines (beschr~nkten) Kompaktums von (~. 

Lemma 2.6 steht bei Saks [4], ebenso das aus ihm ~olgende Lemma 2.7. 

LEMMA 2.4. Ist {U, v } e C  ~ in G und 

f f (v~q~-u ~q)] = 0  /i~r alle ~ e r ( G ) ,  

so ist {u, v} wirbel/rei in G. 

2.5. Aus {u, v} e C O in einem abgeschlossenen Rechteck R und {u, v} wirbel/rei in 

R, /olgt /i~r ]ede Funktion yJ(~)e C 1 in R (R' Rand von R) 

LEMMA 2.6. Es sei g(x) eine Funktion yon x in a<~x<~b, a<b, die last i~berall 

di[]erenzierbar ist. F 1 ~= ~ sei eine abgeschlossene Menge in (a, b}, und C > 0 eine Kon- 

stante, so daft gilt 

Ig(x2) - g(x~) I < C Ix2 - Xl] 

liar alle x 1 E F 1 und alle % E (a, b}. Dann gilt 

I {g(b) -g(a)} - fFdx 'g ' (x ) l<-- .C{(b-a) -mF1};  (m = m~). 
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LEM~A 2.7. Es sei g(x, y) eine Funktion yon (x, y) in einem abgeschlossenen 

Quadrat Q,  deren partielle Ableitungen ag/~x, ~g/~y in ~edem Punkt (x, y)r  abgesehen 

yon den Punlcten einer abzdhlbaren Menge existieren. F24:r sei eine abgeschlossene 

Menge in Q und C > 0 eine Konstante, so daft gilt 

Ig(x , u,)l < cIz2-Zll 

Ig(Xl, Y2) - g(Xl, y~)l-<< ely2- Yll 

liir alle (xl, Ya) E F2, (x2, Yl) E Q, (x~, y2) E Q. 
Ist dann i : a 1 ~ x <~ a2, b 1 <~ y <~ b 2 das kleinste F e enthaltende abgeschlossene Intervall 

(das auch entartet sein Jcann), so gilt ( m = m  2, r der Rand yon I) 

I f ~,dx'g+ f f~o egay ~ 5 C . { m Q - m F ~ } .  (10) 

Wir zeigen jetzt mit Hilfe des Lemmas 2.4, dab {u, v} in ~ wirbelfrei ist, im 

Widerspruch zu der Tatsache, dab naeh (8) ~ = F f ~  ~=~o ist. Durch diesen Wider- 

spruch ist dann die Annahme (4) ad absurdum gefiihrt und der Satz (I[2) bewiesen. 

Sei im Sinne der Definition 2.3 ~ ~F(~) beliebig und dann lest. Wir setzen 

ur  ~(~) = u(~), v(~) ~(~) = v(~) 

M =  max {]ul, Iv], tg~[, ~-~x' ~ }  fiir 

(n) 

~ e ~ .  (]2) 

Mit L * = L M + M  2 gelten dann, da ~ - ~ L  ffir ~ r  die zu (2) analogen Beziehungen 

ffir {U, V}: 

{ IAf U(~)I} ~< [hi fiir alle h mit I~1 < ] /L  alle ~ e 
U(~)[, lag L* and 

I/q v( )l J 
(]3) 

Sei jetzt e> 0 beliebig und fest, und (~ > 0 gemi~B 

e = (10 L* + 2 M2)  �9 (~ (14}  

festgelegt. 

Wir teilen die Kanten ~ durch fortgesetzte Halbierung in 2 k gleiche Teile und 

behalten in der dadureh gegebenen Rasterung von ~ die abgeschlossenen Quadrate 
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~)~ (ihre Anzahl sei r) bei, welche Punkte von ~ enthalten. Da ~ abgeschlossen ist, kann 

k ' so  gew/thlt werden, dab 

1,~ Q~NQ . . . .  o ftir v:#v'  

1, r 

y 

wird. Mit ~ = Q~ N 

ist dann auch ~ {m Q~ - m ~ }  ~< 5. (15) 

Iv sei das kleinste abgeschlossene Intervall in Q,, das ~ enth/flt. Auf Q~, ~--~, U(~), V(~) 

ist dann 2.6. mit C=  L* anwendbar, und es ergibt sich durch Addition yon (9), an- 

gewandt auf V, und (10), angewandt auf U: 

~YY]I l O L * . { m Q ~ - m ~ } .  (16) 

Auf ~ gilt - -  man beachte (11) - -  bis auf die Stellen von 9A 

ax ~x  Oy" 

Weiter ist fast fiberall auf ~ nach Voraussetzung 3) yon (ITS) 

Ov Ou 
- - - - - = 0  
Ox Oy 

Damit lautet (16) 

~ , q~(udx+vdy)- v ~  
JI~, v 

Die Vereinigung der koh~rent im positiven Sinne orientierten Intervalle i~ liefert einen 

orientierten Rand, dessen in ~ verlaufender Teil ~ heiBe. Summation von (17) fiber 

und Beachtung, dab ~ = 0  auf ~ ' ,  liefert wegen (15) 

J J r \  0x 



42 wR~ST M O ~  

Denken wir uns die iv N ~ aus ~ ausgestanzt, so verbleibt eine offene Menge H 

(H= o zugelassen), in weleher {u, v} wirbelfrei ist. Verl/ingern wir jede Kante  von 

Iv dureh ~ ,  so erseheint H in endlich viele l~echteeke R,(# = 1 . . . . .  s) zerlegt, deren 

jedes wieder positiv orientiert gedacht ist. Die Vereinigung der koh/irent orientierten 

Reehtecke R,  liefert einen orientierten I~and, dessen in ~ verlaufender Tell | heiBe. 

Anwendung yon 2.5. auf /~,, {u, v} und ~ ergibt 

f R# 

Summation fiber /~ ergibt, well ~ = 0  auf ~ '  

~ cf(udx+vdy)=ffH(vSq~ 

Welter ist wegen 

und wegen (12) 

Infolge der kohiCrenten 0rientierung aller soeben benutzten Rechtecke ist 

(20) 

Summation fiber ~ =  1, 2 . . . . .  r liefert wegen (15) 

I~ V~XX - -  V 
t. (21) 

SchlieBlich gilt 

ff ( ) f f,,( ff ( ~ ~ + v . ( 5 2 )  8~-U~yy  8x V sxx = ~ By/ ~x- 

Aus (22), (21), (18) sowie (19) und (20) folgt, wenn noeh (14) beachtet wird: 

I f  [ 8q) 8~'I[ [V~x-U~yy)[ <~ (lOL* + 2M2)5=e" 

e > 0 war beliebig, somit 

ff u =o \ ~x 
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E F(~)  war beliebig, somit 

gem/~I~ 2.4. ist also {u, v} wirbelfrei in ~ .  

ffir alle ~EF(~) ;  

w 3. Beweis des Satzes (H~') 

Unter denselben Voraussetzungen wie am Anfang von w 2 beginnen wir mit der 

Definition yon Mengen Fz(l= 1, 2, ...) und F, welche die Rolle der gleichbenannten 

Iriiheren Mengen jetzt iibernehmen. 

DEFI~ITIO~ 3.1. Fz besteht aus den Punkten ~=(x,  y)EG, welche die Eigen- 

schaft haben: 

<~llh [ fiir alle h mit [hi<l/1 ( /=1,  2 . . . .  ). (23) 

A~ ~y e~ 

Ist auch jetzt 9~= {al, a2 . . . .  }, so gilt wieder (3) und es ist wieder Ft relativ 

zu G abgeschlossen. 

DEFINITION 3.2. O)=C0(~)=r y), wo o~(~)EC 1 in G, heist  im Punkte ~0EG 

harmonisch, wenn folgendes gilt: es existiert eine quadratische Umgebung U~, um 50 

mit  der Eigenschaft, dab in jedem Punkt  ~EU~, die zweiten Ableitungen ~2co/~x2, 
~2(D/~y2 e x i s t i e r e n  und Aco = ~2(.0/~X2 -~ 020)/~y 2 = 0 ist. 0 sei die Menge der ~ E G, in 

denen co harmonisch ist. Falls G ~  ~ ,  ist G offen. Auf Grund yon Lemma 1.1 ist 

diese Definition berechtigt. 

F sei die Menge der Punkte aus G, in denen o~ nicht harmonisch ist. Ist F #  Z ,  

~ E F ,  so bedeutet das: in jeder Umgebung U~ um ~ existiert ein Punkt,  in welchem 

entweder eine der Ableitungen ~2~o/~x~, ~2eo/~y2 nicht existiert (der betreffende Punkt  

gehSrt dann zur Ausnahmemenge 9~) oder, falls sie beide existieren, Aw # 0  ist. 

Da eine beschri/nkte harmonische Funktion keine isolierte Singularit/~t besitzen 

kann, da ferner F retativ zu G abgeschlossen ist, so hat man 

3.1. F i s t  relativ zu G abgeschlossen und besitzt keine isolierten Punkte. 

Die Behauptung besagt dann, dal~ F leer, und also G = G ist. Der Beweis wird 

indirekt gefiihrt, und also angenommen: 

F4=o. (24) 
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Erster Sehritt 

Dieser Schritt vollzieht sich jetzt wSrtlich wie in w 2, und wir erhalten daher fiir 

unsere jetzigen Mengen Ft und F genau das friihere Ergebnis 2.3. 

3.2. Es existiert ein 5o E F, ein Quadrat ~ um 5o mit der Kantenliinge 2 < 1/2L ~< 1/2, 

so daft mit den Abki~rzungen 

gilt: ~ _ ~  ~_~, ~=~. 

Aus m ~  = m ~  folgte ~ = ~ ,  also ~ _  ~L und daraus mittels des Satzes yon Fubini 

sofort, dab o~ in ~ harmonisch, also ~ =  ~ ist, im Widersprueh zu ~ =  ;~. Es ist 

also m~ < m~,  also ~ -  ~ = (~ ~ ~ und often. 

3.3. Es ist 
=~ u S, ~ o//eu 

relativ zu ~ abgeschlossen 
~:o ,  ~ : ~  

a) harmonisch in (~. 

Zweiter Sehritt 

Dieser Schritt geschieht in vier Teilschritten I, I I ,  I I I ,  IV mit  dem Ergebnis: 

co ist harmonisch in ~ im Widerspruch zu der Tatsache, dab nach (25) ~ : o  ist. 

Durch diesen Widerspruch ist dann die Annahme (24) ad absurdum gefiihrt und der 

Satz (It~') bewiesen. 

T e i l s e h r i t t  I. Is t  /(x, y )EC ~ in einer oftenen Kreisscheibe K, so bedeute D j ( x , y )  

die rechtsseitige Oberderivierte beziiglich x bei festem y und analog Dy/(x, y) die rechts- 

seitige Oberderivierte beziiglich y bei festem x. Entsprechend sind die Ausdriicke 

D_J(x, y) und _Du/(x, y) als rechtsseitige Unterderivierte zu verstehen. 

Ffir eine Funktion / (~ )=/ (x , y )EC 1 in K definieren wir die DEFINITION 3.3. 

Operatoren 

~ / = / ) ~ x  ~y 

~/+/) _~_/. 
O_/= _Dx ~x _ ~y 

(26) 

Existieren an der betreffenden Stelle die Ableitungen ~2//~x2, ~2//~y~, so ist dort 

O/=O0_/=A/ (Laplacescher Ausdruck). Es ist 
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o1= -~{-1} 

falls 82g/~x2, ~g/~y2 existieren. 

Erinnern wir uns an die Bedeutung der Mengen ~ und ~ und beaehten ferner 

die Definition 3.1. fiir den Spezialfall l=L,  so gilt: 

3.4. In dem Quadrat ~ yon 3.3. ist 

1) O_~o=Oo)=A~o ]i~r alle ~e~-9~ .  

2) _ 0 w = 0 m = A e o = 0  /iir alle ~ e 2 - ~ ,  wo m ~ = 0 .  

3 ) - 2 L < O w < ~ O o J < ~ 2 L  liar alle ~'e~. 

4) ~o harmonisch in 2 .  

Leieht einzusehen ist aueh 

3.5. Die Funktionen 0~o und O__w gehSren zur ersten Klasse yon Baire in 2 .  

Is t  ~ eine perfekte Menge mit ~ N ~ 4 ~, so gehSren ~w, _0m, als Funktionen 

auf ~ N ~ aufgefa~t, wieder zur ersten Klasse yon Baire u n d e s  besitzen nach einem 

bekannten Satz yon Baire 0w, _0w Stetigkeitspunkte auf ~ n ~ ,  die auf ~ N 2 iiberall 

dicht liegen. Wir notieren fiir sp~,ter die spezielle Aussage: 

3.6. Ist ~ eine perfelcte Menge mit ~ N ~ 4 o ,  so besitzt ~w, aulge/a[3t als Funk- 

tion au/ ~ N ~,  einen Stetigkeitspunkt au/ ~ n ~;  ebenso O_w. 

T~i l sch r i t t  I I .  Es sei K eine Kreisseheibe vom Radius a, wo 0 < a < �89 und 

K = A U B ,  

wo A offen, B relativ abgeschlossen, und mB=O. 

Dann gilt der folgende Satz, in welehem L eine Konstante  > 0 ist, die sps 

mit  dem L aus 3.4. identifiziert wird, e > 0 ein Parameter,  der bereits genfigend klein 

gedacht ist, und ~(~)  eine yon dem Parameter  ~ abhgngende Funktion ist: 

SA~z 3.7. Zu ]edem e > 0  existiert in K eine Funktion ~f~(~)=~f~(x,y) mit den 

Eigenscha/ten: ~f~(~)EC ~ in K, yJ~(~)EC ~ in K und 

AyJ~(~)=Q~(~), wo Q ~ ( ~ ) > 2 L + e  

~ (~) > 

I~(~)l < h(~) 

lim h(e) = 0 

]i~r ~ E B, 

fi~r ~EA, 

]i~r ~eR ,  

/igr e-->O. 
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Beweis: Wir unterdriicken beim Beweis den Suffix s in V~(~) und ~ ( ~ ) u n d  

schreiben kurz V(~) und ~(~). /~ mit dem l%adius d sei konzentrisch zu K und 0 < a < 

a < ~. Ferner sei 0 < ~ < s 0 = d -  a. Alsdann existieren, wie leicht zu sehen, ~bgeschlossene 

Mengen B, B in /~ mit 

und eine stetige Funktion P(~) auf ]~ mit 

0 ~< P(~) ~< 1, P(~) = 1 fiir ~ 6 B, P(~) = 0 fiir ~ 6 ]3' (l~and yon ]3). 

]st  ~) ein ~bgeschlossenes Quadrat mit ~_c ~, so werde P(~) &uf ~)durch P(~)=0  fiir 

6 ~ ) -  B stetig ausgedehnt. Nach WeierstraB existiert in ~) ein Polynom p(~) mit 

Die Funktion 

hat dann die Eigenschaften 

2L+ e < O(~)<2L+ 2s 

e <O(~)<2L+ 2s 

e<O(~)<2e  

I P(~) - 2 L  P(~) I < �89 e. 

q(~) =P(~) + ~ 

fiir ~ E B 

fiir ~ E B - B  (27) 

Mit ~(~) = Q(x, y) als Belegungsdiehte bilden wir das Potential (r = {(x - ~)~ + (y - ~/)~}�89 

~(x,y) = ~  ^d~d~o(~,rj) logr. (28) 

Far  ~ 6/~ ist ~0(~)EC 2 und 

AV(~)=~(~)>e>0  fiir ~6/~. (29) 

Wir zerlegen das PotentiM F(~) in die zwei Beitrs 

VI(~) = ~ ^ fid~dt]~(~,~l) l~ 

1 f f i d ~ d ~ ( ~ , ~ )  logr;  

wir beaehten noeh, dab wegen 2d<l  und ~(~)>0 die Funkgionen V1, V~ und V alle 

< 0 fiir ~ E/~ sind. 

Von jetzt ab besehrs wir den Aufpunkt ~ (x, y) in (28)auf K. Es ist dann 

naeh (27) 



und weiter das 

Sehmidt [5]: 
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betreffende Integral nach einer klassischen Absch//tzung 

3-~E 2 

< ~ -  [1 - log e2]. 

1 ne 2 
Somit ]~v~ (;)[ < (2 L + 2 t) ~ ~ -  [1 - log ~2] 

Fiir ~(~)  gilt naeh (27) 

fiir ; E K. 
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von E. 

1 f f  k d ~ d ~ l ~ 1 7 6  1, 1 ~ ( ~ ) l < 2 e ~  _~ 

wo das letzte Integral wieder naeh E. Schmidt ~< � 89  ist. Somit 

I ~ V l ( ~ ) [ < 2 e . ~ M  fiir ~EK. 

Setzt man h(t) = ~  {2eM + (2L + 2e) ~ [1 - loge2]}, 

wo lim h(e)=0 fiir e-->0, so ergibt sich die Behauptung 3.7. 

Te i l schr i t t  III.  Wir erinnern an die Definition 3.3 und konstatieren (K wie 

immer eine Kreisseheibe) 

3.8. Aus 

1) /(x, y) e C ~ in 2 ;  

2) / (x ,y)eC 1 in K; 

3) /(x, y) >t ](~, ~) /iir /estes (~, ~) e K /olgt: 

ax=0, ~y=0, ~/>~o in (x,y)=(~,~). 

3.9. Aus 

1) ]=](~)eC ~ in K; 

2) /eC* in K; 

3) / = 0  au/ K' (Rand yon K) und 

4) 0 / < 0  in K, /olgt: 
/>~0 in I~. 

Fiir die folgende Definition vergleiche man F. Riesz [3]. 
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DEFINITION 3.4. Sei H 4 o  eine offene Menge und die Funktion /=](5)EC ~ 

in H. /(5) heisst in H superharmoniseh, wenn zu jedem 5 E H  eine Umgebung U~ 

existiert mit folgender Eigenschaft: fiir jede Kreisscheibe K um 5 mit _Kc U~ gilt: 

/(5) ~> f~ (~). 
Ist a > 0  der Radius yon K, (/)o der Wert yon /(5) im Mittelpunkt, so ist 

(/)o >~ f ~dxdy/(x, y). (30) 

In den zwei folgenden Lemmata ist fiir die Kreisscheibe K eine Zerlegung 

K = A  U B, A often und B relativ abgeschlossen, zugrundegelegt. 

LEMMA 3.10. Aus 

1) /= / (~)EC ~ in K;  

2) / e C  1 in K;  

3) / superharmonisch in A und 

4) 0 / < 0  au/ B /olgt: 
/ i s t  superharmonisch in K. 

Beweis: Sei ohne Einschriinkung B 4 0, 50 C B und ~ eine Kreisscheibe um 50, 

mit ~ c K .  Wir setzen ~ = 9 ~ U ~ ,  wo 9 ~ = A N ~ ,  ~=BN~44=o .  Sei welter g = / - f ~ ,  

also g = 0 auf ~'.  Angenommen, es gilt in ~ nicht g ~> 0. Dann nimmt g sein Mini- 

mum # < 0 in einem Punkt  ~)o E ~ an. 

Erster Fall: t~o E~.  Dies ist unm5glich naeh 3.9. 

Zweiter Fall: ~)o E 9~. Da g superharmoniseh in einer Umgebung yon t~o ist, so folgt 

aus der Eigenschait (30), dal~ g - # < 0  auf einer gewissen Kreisscheibe um ~)0 ist. Ist 

dann 9~* das grSBte Teilgebiet yon 9J, das ~o enth~lt, so kSnnen wir 9~* wie folgt in 

zwei disjunkte Mengen 9~ und ~ '  zerlegen: 5 E ~l~ genau dann, wenn es eine Kreis- 

umgebung yon 5 gibt, in der g~-# ist; 5 E ~ '  genau dann, wenn g(~)># ist. Naeh 

Obigem ist 9~=4=o und often; da aus ~1~=o folgte, dai] auch 9~ often w/~re im 

Widersprueh zu der Zerlegung ~* = 9j~ lJ ~{~ und des Zusammenhangs yon 9~*, so folgt 

~ = o. Somit ist g~-# < 0 in 9~*. 9~* besitzt notwendig einen Randpunkt  30 in 

(sonst wiire g - = # < 0  in ~, im Widerspruch zu g ' = 0  auf ~') und es ist dann ~0 E~,  

d.h.  es liegt der erste Fall vor. 

Beide F~lle sind somit unmSglich, und es gilt wie behauptet:  g ~>0 in ~, also / 

superharmonisch in K. 

L ] ~ M A  3.11. Aus 

1) /=/(5)  eC o in K;  

2) / ~ C  1 in K; 
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3) ] superharmonisch in A; 

4) O/<~2L ( L > 0  eine Konstante) au/ B und 

5) mB = 0 ]olgt: 
/ ist superharmonisch in K. 

Beweis: Sci e > 0  und v/~(~) die Funktion des Lemmas 3.7. Es ist dann 

O ( / - y ~ } = O / - A y j ~ < 2 L - ( 2 L + e ) = - e < O  fiir ~EB;  

da naeh (29) ( - % )  supcrharmoniseh in K ist, so ist / - ~  superharmonisch in A. 

3.9. licfcrt dann: ] - y ~  ist superharmoniseh in K; da diese Aussage fiir jedes e > 0  

gilt, so liefert l ime  = 0 die Behauptung. 

3.12. Aws 

1) / = / ( ~ ) E C  ~ in K; 

2) /EC ~ in K; 

3) ] superharmonisch in K, /olgt: 

f> tK K. 

T e i l s e h r i t t  IV. Wir kehren zu der Funktion ~o = w(~) zuriick und erinnern an 3.3: 

w ist in (~ harmonisch und ~ _~ ~z = FL N ~ ;  ~ ~: o. 

D E F I ~ I T I O ~  3.5. Untcr  einer Z-Funktion z.B. fiir das Quadrat  ~ verstchen wir 

irgend einc Funktion Z = Z(~) mit  den Eigenschaften: 

1) ZEC ~ in ~ ;  

2) ZEC 2 in ~ ;  

3) A Z = I  in ~ .  

Is t  z.B. ~ ein Kreis, der ~ umfai3t, und G(x, y; ~, ~) die zugeh6rige Greenschc 

Funktion, so ist 

Z(x,y) =�89 d~d~G(x,y; ~,~) (31) 

eine Z-Funktion fiir ~ ,  und sogar fiir ,~; hier ist augerdem Z = 0 auf ~ '  (Rand yon ~). 

Sei c > 0 ein Parameter.  Dann ist ~o-  cZ in I~ superharmoniseh. 

D~.~'INITION 3.6. G(c) sei die Vereinigungsmenge aller offenen Mengen in ~ ,  in 

denen ~o - cZ superharmoniseh ist, m. a. W. G(c) sei die , ,maximale" offene Menge in ~ ,  

in der m -  cZ superharmoniseh ist. 

Offenbar h/i, ngt die Definition nieht yon der speziellen dabei benu tz~n  Funk- 

tion Z ab. 

4 - 6 2 2 9 0 6 .  Acta mathematica. 108. I m p r i m ~  le 19 d6cembre  1962. 
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WO 

Es ist @_~ G(c). Wir setzen ~ - G ( c ) = F ( c )  und  haben:  

= a(c) u F(c), 

q~ _~ G(c), r(c) _~ ~_~ ~ .  

3.13. Es ist F(c)= 0, also G(c)=~. 

Beweis: Sei F(c):#~. E(c) ist relativ zu ~ abgeschlossen. 

Angenommen,  es existiert ein L)EF(c) mit  der Eigenschaft :  es gibt eine Kreis- 

scheibe K um ~ ) ( K ~ ) ,  so da$ m{KNF(c)}=O ist. Wir  setzen A=KNG(c) ,  B =  

K N F(c) und haben K = A  U B, wo A often, B relativ abgeschlossen und mB = 0 ist. 

Dann  treffen auf ] = w - c Z  (beachte 0 e o ~ 2 L  auf B) die Voraussetzungen yon  3.11. 

zu und  es folgt:  / =  c o -  cZ ist superharmonisch in K, im Widerspruch zur Definition 

y o n  G(c). 
Somit ist F(c) metrisch dieht d .h .  es gilt fiir jedes t~ E F ( c ) u n d  jede Kreisscheibe 

K um ~) mit  _ K ~  stets m{KNF(c))>O.  Setzen wir ~=_F(c) ,  so ist ~ perfekt u n d  

F(c) = ~ N ~ .  Nach  3.6. besitzt 0w, aufgefaSt als Funkt ion  auf F(c)einen Stetigkeits- 

punk t  ~)EF(c). Es existiert also eine Kreisscheibe K um t) mit  der Eigenschaft  

[ 0 e o ( ; ) - O ~ o ( ; ' ) l < c  fiir alle ~ EKNF(c)  

und alle ; '  E K N F(c). 

Da m{K N F(c))> 0 und fast iiberall 0co = 0 ist, existiert in K N F(c) ein 3 mit  0co(3 ) = 0. 

Ftir 5' =3  liefert dann  (32) 

i0w(~) I<c  fiir alle ;EKNF(c) .  

Setzen wir wieder A = K N G(c), B = K N F(c), so treffen auf K =  A U B und ] = c o -  cZ 

die Voraussetzungen yon 3.10 zu und es folgt:  o9-cZ ist in K superharmonisch im 

Widerspruch zur Definition von  G(c). 

Da man  in allen Oberlegungen co durch ( -~o)  ersetzen daft, so ergibt sich 

3.14. Fiir ]edes c > 0  ist co-cZ und ( - c o ) - c Z  superharmonisch in ~.  

Sei jetzt  K ein beliebiger und dann fester Kreis in ~ .  Beschr/~nkt man  sich dann  

auf K, und w/ihlt Z wie in (31), unter  Ersetzung yon  ~ durch K, so sind ~ - c Z  und  

( - ~)  - cZ superharmonisch in K, wo ~ = co - &K bedeutet .  Da die Funkt ionen  auf dem 

R a n d  K '  gleich Null sind, so folgt nach 3.12. 
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d . h .  

(Beachtc: Z < 0  in K.) 

Fiir c-->0 folgt daraus 

~-cZ>~O 1 in -K, 
( -  f2)-cX~>o J 

cZ~<f2~<- cZ in K.  

~ = 0 ,  d .h .  r  in /~, 

d .h .  o9 ist harmonisch in K. Da K beliebig war, ist ~ harmonisch in ~ ,  also ~ = 0, 

im Widerspruch zu (25). 
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