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w 1, E i n l e i t n n g  

Un te r  dem Neumannsche n  P rob lem oder  de r  zwei ten R a n d w e r t a u f g a b e  der  Poten.  

t i a l theor ie  ve r s t eh t  m a n  die  Be s t immung  yon  LSsungen u de r  Laplacesehen  Differen.  

t ia lg le iehung 
Au  = 0, 

deren  Norma lab le i t ungen  auf  der  Be randung  eines be s t immte n  Gebietes  vorgeschr iebene 

W e r t e  annehmen.  I m  dre id imens iona len  Fa l l  bes t eh t  die  klassische LSsungsmethode  

des Prob lems  in der  Dars te l lung  der  gesuchten  F u n k t i o n  als Po ten t i a l  e iner  e infachen 

Belegung ~ des R a n d e s  S: 

u = '; ( 1 )  

dabe i  bedeu te t  r = ((x - ~ ) *  + (y - ~])2 + (z - $)2)�89 (2) 

den  A b s t a n d  zwisehen dem A u f p u n k t  x = (x, y, z) und  dem I n t e g r a t i o n s p u n k t  x ' - - ( ~ ,  

~,~)(1). L ~ t  m a n  die Normalab le i tung(2)  des Po ten t i a l s  (1) gegen S s t reben,  so 

erg ib t  sich, wenn das  Def in i t ionsgebie t  B beispielsweise nur  eine ~uflere B e r a n d u n g  

S besi tz t ,  in b e k a n n t e r  Weise  ftir  Q die In tegra lg le ichung  

~ + ~-~ 5' all'= 1 ~ u 2 ~  ~n '  (3) 

die  s te ts  LSsungen besi tz t ,  sofern die vorgeschr iebenen R a n d w e r t e  ftir ~u/~n im Mit te l  

fiber S verschwinden  [4]. 

Bei  den  Anwendungen  in der  ma thema t i s chen  Phys ik  ge langt  m a n  h~ufig folgen- 

derma[3en zu e inem Neumannschen  Problem:  Gesucht  is t  ein in B harmonisches  Vek- 

tor fe ld  v =  (vx, v~,v~) mi t  auf  S vorgegebener  N o r m a l k o m p o n e n t e  (n, v), also e in  Feld ,  

welches in B den  par t i e l l en  Dif ferent ia lg le ichungen 

d iv  v = 0, 

ro t  v - 0 

geniigt(a) .  Durch  den  t ibl iehen Ansa tz  

(1) Akzente sollen hier und im folgenden besagen, dad die betreffende Gr6fle im Integrationspunkt 
x' start im Aufpunkt x zu nohmen ist, sofern nichts Gegenteiliges gesagt wird. 

(3) Wir wollen in der vorliegenden Untersuchung unter n = (nz, n~, nz) grunds~tzlieh die /iuBere 
Einheitsnormale einer gesehlossenen Fl~che 5: und unter der Norrnalableitung ~/On die Differentiation 
auf S in Riehtung yon n verstehen. Die Einheitsnormale ist also in das L6sungsgebiet hinein- bzw. 
aus demselben herausgeriehtet, je nachdem S eine innere oder ~uflere Berandung darstellt. 

(a) Die Komponenten eines harmonischen Vektors sind stets harmonische Funktionen, aber nieht 
jeder Vektor ist ein harmoniseher, dessen Komponenten harmonische Funktionen sind. 
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v = - grad u (4) 

wird man auf ein Neumannsches Problem fiir u gefiihrt, dessen negative Normalab- 

leitung auf S durch (n, v) gegeben ist. Sieht man davon ab, dai~ die LSsung des 

Neumannschen Problems im Falle ihrer Existenz nur bis auf eine additive Konstante 

eindeutig bestimmt ist, so daft die Bestimmung eines harmonischen Vektorfeldes aus 

seinen Normalkomponenten als ein Aquivalent zum Neumannsehen Problem aufgefaBt 

werden. 

Nun interessieren bei derartigen Problemen h~ufig gar nieht die Diehte ~ auf S 

und das Potential u in B, sondern lediglich die Werte, die die LSsung u auf dem 

Rande S annimmt oder, was auf dasselbe hinausl~uft, die Tangentialkomponenten 

des zugehSrigen harmonischen Vektorfeldes v auf S; diese kSnnen z.B.  durch das 

Vektorprodukt [n, v] repr~sentiert werden. Hier wiirde sieh nun ein yon dem eingangs 

besehriebenen klassisehen LSsungsverfahren abweichendes sehr empfehlen, das auf einer 

unmittelbaren Verkniipfung der gegebenen Normalkomponente (n, v) mit den gesuehten 

Tangentialkomponenten [n, v] beruht und dabei die Bereehnung yon ~ vollst~ndig 

vermeidet. Eine derartige Methode, deren ebenes Analogon bereits untersucht wurde 

[10], wird in Abschnitt I der vorliegenden Arbeit entwiekelt. Im Falle mehrfach zu- 

sammenhs Gebiete B gewinnt man dabei den weiteren Vorteil, dab die von 

der Mehrwertigkeit der LSsung u in B herriihrenden Schwierigkeiten umgangen werden, 

da der Gradient der LSsung und damit das Vektorfeld (4) stets einwertig sind. Dabei 

wird allerdings stillschweigend vorausgesetzt, dab nur einwertige Randwerte 

~U 
( n ,  v )  = - -  - -  ( 5 )  

~n 
auf S vorgeschrieben werden. 

Ein Beispiel der genannten Art t r i t t  bei bestimmten Stabilit~tsuntersuchungen in 

der Plasmaphysik auf, die im Zusammenhang mit den Bemiihungen um eine kon- 

trollierte Kernfusion stehen und gegenw~rtig mit besonderem Interesse verfolgt werden 

[1]. Man veranstaltet dabei in einem Torus eine ringfSrmige Gasentladung, die unter 

gewissen Bedingungen zu einer LoslSsung des Gases (Plasmas) von den materiellen 

Torusw~nden fiihrt, so dal] sich zwischen der Plasmaoberfl~che S 1 und der Innenwand 

des Torus' S 2 ein dreifach zusammenhs yon einem Magnetfeld erfiilltes Va- 

kuumgebiet B ausbildet. Hier erhebt sich die Frage, ob der kontrahierte Plasmaschlauch 

und die zugeh6rige Magnetfeldkonfiguration gegeniiber kleinen StSrungen stabil sind oder 

nicht. Dabei spielt die durch die St6rung bedingte Anderung des Vakuummagnetfeldes 

eine wichtige Rolle. Sie ist, wie jedes Magnetfeld, divergenzfrei und, da im Vakuum 
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kein Strom flieBt, rotationsfrei, also harmoniseh in B; auBerdem beherrscht man di 

Normalkomponenten auf S 1 und S~ infolge bestimmter Randbedingungen. Gesuch 

sind die Tangentialkomponenten bzw. das Potential der magnetisehen St6rung auf de 

Plasmaoberfl/~ehe $1. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dab da 

Neumannsehe Problem eine L6sung besitzt, lautet in diesem Falle, dab der FluB de 

magnetischen St6rfeldes dutch S 1 gleich dem durch S 2 sein muB; sie ist stets erftillt 

da die Normalkomponente auf S 1 eine in der F1/iehe zunehmende Divergenz darstelt 

und auf S 2 verschwindet [7]. 

Dis numerische Behandlung eines solehen Neumannsehen Problems fiir zwei to 

rusartige Berandungen fiihrt auf die Bestimmung einer , ,Randmatrix",  die, angewan& 

auf die Spaltenmatrix der (an diskreten Stellen genommenen) Normalkomponente, di( 

Spaltenmatrix der Tangentialkomponenten bzw. des Potentials liefert. Auf Grund de~' 

dreifachen Zusammenhangs des LSsungsgebietes B ist die LSsung des Problems in  

dessen nieht eindeutig. Die allgemeine LSsung des zugeh6rigen homogenen Problems 

die zusammen mit einer speziellen des inhomogenen Problems die allgemeine LSsun~ 

ergibt, stellt n/imlieh eine zweiparametrige Sehar harmoniseher Vektorfelder in B mit 

versehwindenden Normalkomponenten auf S 1 und S~ dar [2, 7]. Diese homogenen L6- 

sungen haben aus Symmetriegrtinden (B entsteht dutch Rotation eines beliebiger 

ebenen Ringgebietes um eine auBerhalb desselben gelegene Aehse) die Eigensehaft, yore 

Azimutalwinkel ~ unabh/ingig zu sein. Daraus erkennt man, dab sieh das ,,azimu. 

talunabh/ingige" Randwertproblem (die Normalkomponenten auf S 1 und S 2 h/ingen 

yon a nieht ab und gehorchen der genannten DurchfluBbedingung, die L6sung ist 

mehrdeutig) von dem ,,azimutalabh/ingigen" (die Normalkomponenten auf S 1 und S 2 

h/ingen yon a in Form des gemeinsamen Faktors e ~m~, m/> 1 und ganzzahlig, ab und 

geniigen daher automatisch der DurchfluBbedingung, die L6sung ist eindeutig)grund- 

s/~tzlich unterscheidet. 

Dieser Unterschied tr i t t  auch bei der praktischen Behandlung des Problems zu 

Tage. Es werden daher numerisehe Verfahren fiir die beiden genannten F/file in 

Abschnitt I I  und I I I  dieser Arbeit getrennt entwiekelt. Rechenzeit und Genauigkeit 

der Verfahren werden babei im wesentlichen bestimmt durch die Anzahl der ,,Stiitz- 

stellen" 2 N  auf jedem Berandungsquersehnitt yon S 1 und S~. Ffir 2 N = 1 2  werden 

numerische Beispiele mitgeteilt und die berechneten Randmatrizen an Hand exakt 

bekannter L6sungen des Neumannschen Problems gepriift. Dabei ergibt sieh durchweg 

eine vier- bis fiinfstellige Ubereinstimmung mit den strengen Werten. 



EINE METHODE ZUM R~.UMLICHEN NEUMANNSCHEN PROBLEM 79 

I. Zuriickfiihrung auf Integralgleichungen 

w 2. R;iumliehes Analogon zur Cauchyschen Integrafformel 

Ein ebenes harmonisches Vektorfeld v =  (vx, vy) ist in einem Gebiet B vollst~ndig 

durch seine Werte  auf der Randkurve  C best immt.  Da  n~mlich v x - i v ~  eine ana- 

lytische Funk t ion  ist, liefert die Cauchysche Integralformel fiir alle in B gelegenen 

Punk te  der (x + iy)-Ebene 

1 f c  (v'~ - iv'~) (d~ + ida) 
vx - ivy = ~ i  ~ + i T - x - iy  (6) 

Dutch  Zerlegung yon  (6) in Real- und  Imagin~rteil  i iberzeugt man  sich leicht, dab 

fiir ebene harmonische Vektorfelder in B die Darstel lung durch ihre Randwer te  auf C 

1 f c  (n', v') (x - x') + [[n', v'], x - x'] ds' (1) (7) 
v =  2 ~  ( x -  ~)~ + ( y - ~ )  2 

zustande kommt ,  die natiirlich nur  eine andere In terpre ta t ion  der Cauchyschen In-  

tegralformel ist. Indessen werden wir sehen, dal~ (7) im Gegensatz zu (6) ein un- 

mittelbares r~umliches Analogon besitzt. Dieses wird uns bei den weiteren Betrach-  

tungen den Schliissel zu der Aufstellung yon  Integralgleichungen liefern, die die Kom-  

ponenten der harmonischen Vektorfelder auf  den Berandungen des bet rachte ten  Ge- 

bietes in der gewiinschten Weise miteinander verkniipfen. 

S•TZ 1. Es sei B ein dreidimensionales Gebiet beliebigen Zusammenhanges mit  

genau einer stiickweise glatten, doppelpunlct/reien dufleren Berandung S. Dann  gilt /iir 

ein in B und S stetiges und in B stetig di//erenzierbares und harmonisches VeIctor/eld 

v = (vx, v~, vz) in B die Zerlegung 

v = - grad (I) + rot  A, (8) 

wobei das skalare Potential ~ und das Vektorpotential A =  (Az, Ay, Az) in B durch die 

Randwerte von v au/ S bestimmt sind: 

ffs !n''v') r (9) 

l ffs[n"V']d/'. (10) A = - ~  " r 

(x) x = (x, y) ist hier der ebene Ortsvektor und n = (nz, ny) die ~ul3ere Einheitsnormale von C. 
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Das slcalare Potential und die Komponenten des Velctorpotentials sind somit in B einwertii 

beliebig o/t stetig di//erenzierbar und harmonisch, so daft auch v in B beliebig o/t steti 

di//erenzierbar ist. Das Vektorpotential genis auflerdem der Nebenbedingung 

d i v A = 0 .  ( l l  

Beweis. Der  in B l iegende A u f p u n k t  x werde  von e iner  h inre ichend kle inen Kuge 

K umschlossen.  F e r n e r  sei S* eine st i ickweise g la t te ,  innere  Nachbarfl/~che zu 

D a n n  gi l t  ffir alle in B*, S*, K ,  gelegenen P u n k t e  x ' ,  ohne an  dieser Stelle von de: 

Di f fe renz ie rbarke i t svorausse tzung  fiir  v Gebraueh  machen  zu mfissen, die I d e n t i t g t  

V' V'  v '  1 
grad  d iv  - - -  ro t  ro t  - -  = A - -  = v '  A : = 0. (12 

r r r r 

Mit  Hilfe  de r  aus  (2) u n m i t t e l b a r  folgenden Beziehung 

g rad  _I__ - g r a d '  -1 (1) (131 
r r 

e rha l ten  wir  un t e r  nunmehr ige r  Benu tzung  der  Divergenz-  und  Rota t ions f re ihe i t  von 

v in B die weiteren,  in B*, S*, K gfil t igen Identi t /~ten 

d i v - - =  g rad  , v '  = -  g r a d ' -  v '  = - d i v ' - - ,  
r r r 

r o t - - =  g rad  , v '  = -  g r a d ' -  v '  = - r o t ' - - .  
r r r 

Eingese tz t  in (12): 
V '  V p 

- g rad  d iv '  - -  + ro t  r o t '  - -  = 0. 
r r 

In t eg ra t i on  fiber B* ergibt  

- g rad  d iv '  - -  + ro t  ro t '  - -  0 
, le J J J B *  r 

und  anschlie•ende par t ie l le  I n t e g r a t i o n  

- g r a d  I(!n"v'-~-~) d / ' + r ~  f f s  [ n ' , v ' ]  d / ' + R = O  (14) 
J ds* r �9 r 

(1) Di f fe ren t i a lopera to ren  m i t  A k z e n t e n  sollen besagen ,  dab  die Di f fe ren t i a t ion  a u f  die Koor -  

d i n a t e n  des  I n t e g r a t i o n s p u n k t e s  x '  s t a t t  des  A u f p u n k t e s  x zu  bez iehen ist .  
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mit R= grad ffK(n"r v ' - )d l ' - r~  [n''v']d['' r (15) 

1 n t 

Beachtet man grad r r ~ 

auf K, so wird (15) durch Ausfiihrung der Differentiationen unter den Integralzeichen 

R = J ' (n ' (n ' ,v ' )  d/, ffg[n'[n', v']] v' 

Wegen lim R = 4 z~ v 

und des in (14) erlaubten Grenzfiberganges S*-->S geht (14) in die Behauptung (8) 

bis (10) fiber. DaB ferner ~,  Ax, Ay, A~ einwertig, beliebig oft stetig differenzierbar und 

harmonisch sind, folgt unmittelbar aus (9) und (10). Zum Beweise der Divergenzfrei- 

heit des Vektorpotentials erhalten wir unter Benutzung yon (13) und der Rotations- 

ffeiheit yon v in B fiJr alle x' auf einer den Aufpunkt x umsehliel~enden inneren Nach- 

barflgche S* zu S 

r n' v I - v ' ] ) = ( n ' ,  r o t ' ~ )  div [n ' 'v ' ]  ( g r ad l ,  [ , ] ) =  (n' ,  [grad' lr, 

Integration fiber S* ergibt dann nach partieller Integration (Stokesscher Satz) 

f f s  Fn '  V I] div L ' ~  dr' = O. 
, r 

Der nunmehr erlaubte Grenzfibergang S*-~S liefert (11). 

Zum dreidimensionalen Analogon zu (7) gelangen wir schlieBlich, indem wir die 

Potentiale (9) und (10) in (8) einsetzen, dort die Differentiationen unter den Inte- 

gralzeichen ausffihren und dabei 
1 x - x' 

grad r r 3 (16) 

l f f s ( n " v ' ) ( x - x ' ) + [ [ n " v ' ] ' x - x ' ] d l ' .  (17) einsetzen: V = 4 - -~  r 3 

w 3. Erweiterung au f  mehrfache  Berandungen 

SATZ 2. Das beliebig zussammenhdngende dreidimensionale Gebiet B babe eine stiick- 
weise glatte, doppelpunkt/reie inhere Berandung S 1 und eine ebensolche duflere Berandung S 2. 
6 - -  632917  Acta mathematica 109. I m p r i m 6  le 29 m a r s  1963 
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Dann gilt /iir ein in B, $1, S~ stetiges und in B stetig di//erenzierbares und harmonisch~ 

Vektor/eld v =  (vz, vy, v~) in B die Zerlegung (8) mit den (einwertigen) Potentialen 

4~ td js ,  r J ds, r 

A 1 [ n , v ]  , , -  r d/ (1~ , r d / -  L , , ,  

wobei das Velaorpotential der Nebenbedingung (11) geniigt (1). 

Beweis. Durch Anbringen einer geeigneten Schnittfl~che $3, die den jeweilige: 

Aufpunkt x in B nieht enth~lt, ist es mSglich, Satz 1 auf das entstehende Gebie 

mit den Berandungsanteilen S1, $2, Sa anzuwenden. Bei der Bereehnung der Potential 

(9) und (10) fallen dann die Integrale fiber S a in der fibliehen Weise heraus. 

Die entsprechend erweiterte Formel (17) lautet jetzt 

v = l { f f ( n " v ' ) ( x - x ' ) + [ [ n " v ' ] ' x - x ' ] d / ' ,  

- ffs (n''v')(x-x')+[[n''v']'x-x'] } ,  d ] '  . (20 

w 4' ~quivalenz des Nenmannschen Problems mit einem iinearen lntegralgleichungs 
problem 

Bei der Untersuehung der Grenzfiberg~nge in Potentialen einfacher Belegungel 

und deren Ableitungen, bei denen der Aufpunkt gegen die BelegungsflKehe strebt 

stSBt man auf die sogenannten Sprungrelationen [4, 6]. Um diese Beziehungen an 

wenden zu k5nnen, verseh~rfen wir unsere Voraussetzungen fiber die Berandungskom 

ponenten $1, Sz von B und fiber das Vektorfeld v dahingehend, dab nunmehr, sofen 

nichts Gegenteiliges gesagt wird, 

S1, S 2 stetig gekrfimmte, doppelpunktfreie, geschlossene Fl~chen mit einem durc[ 

B bestimmten Zusammenhang sind und 

v e i n  in B, S 1, S~ stetiges und in B stetig differenzierbares und harmonisehe~ 

Vektorfeld ist, dessen Komponenten auf den Berandungen S 1, S 2 jeweils gleichm~Bi~ 

HSlder-stetig sind. 

(1) Dieser  Satz  und  al le  wei teren Be t r ach tungen  (einschlie01ich der  numer i schen  Verfahren  I 
lassen sich unmi t t e lba r  auf  mehr]ache innere Berandungen  i iber t ragen,  indem n~mlich un te r  S 1 dic 
Gesamthe i t  aller inneren  Be randungen  yon  B zu vers tehen  ist. Ebenso  ist  der  Fal l  enthal ten ,  
dab B keine innere Berandung  besi tzt ;  d a n n  n ~ n l i c h  s ind  e infach alle In tegra le  (bzw. an  sp~teret 
Stelle die en t sp rechenden  Summen)  fiber die  innere B e r a n d u n g  fortzulassen.  I m  folgenden halten 
wlr an  ]e einer inneren und du~eren Berandung  yon B lest .  
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Ffir eine stetig gekriimmte, doppelpunktfreie, geschlossene F1/iche S mit einer 

gleichm/iBig H61der-stetigen einfachen Belegung ~ gilt, daft das Potential (1 )be im 

Durchgang des Aufpunktes x durch die Belegungsfl/~che S stetig bleibt; dagegen wird 

das Verhalten der Ableitungen des Potentials bei Ann/iherung des Aufpunktes x von 

auBen (oberes Vorzeichen) bzw. yon innen (unteres Vorzeichen)an die Belegungsfl/iche 

S bestimmt durch die im Sinne gleichm/~[Jiger Konvergenz existierenden Grenzwerte 

(Sprungrelationen) 

ff ' lim grad ~-- d]'= '-- ~-~s r grad d/ + 2 ~tn~; (21) 

dabei ist das Integral auf der rechten Seite als Cauchyscher Hauptwert  zu verstehen. 

LEMMA 1. Fiir die Divergenz und Rotation eines Vektorpotentials einer gleichmdflig 
HSlder-stetigen ein/achen Belegun 9 Q = (~z, ~y, ~)  existieren unter den 9enannten Voraus- 
setzungen die Grenzwerte 

f f s  q' f f s  ' 
�9 ~slim div r d/' = div Q--r d/' ~- 2 zt(n, ()), (22) 

lim rot  d/' = rot - -  d/' -T- 2 ~[n, r (23) 
x-->S ~ -  r 

im Sinne gleichmiifliger Konvergenz, wobei die rechts stehenden Integrale als Cauchysche 
Hauptwerte au/zu/assen sind. 

Beweis. Wendet man (21) auf die Belegungskomponente ~x an, so lautet die 

x:Komponente dieser Gleichung 

f f s '  f~s  0 ~-d/'T2ztnx~=; lim ~ e~ d/'= ~x r 
x--->S ~ r 

addiert man hierzu die y- und die z-Komponente von (21), bzw. auf py und Q~ an- 

gewandt, so entsteht (22). In gleicher Weise ergibt sich 

ff' f f '  lim ~ Q-s d/' = ~ Q-~ d/' T 2 ztn~ o~, 
x-~s~y r ~ y r  

rr0; fL lim ~ d/' = ~ e~ d/' T 2 Ztnz Qy; x~jj~ r ~z r 

Subtraktion liefert die x-Komponente yon (23): 
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f f s  q' f f s  ' ' -  
lim ro t ,  - -  d/' = rot, ,o d/+ 2 ~[n, t)]x- 
x-~s r r 

Entspreehend verifiziert man  die y- und  z-Komponente  von (23). 

LEMMA 2. Es sei B ein beliebig zusammenhdngendes Gebiet mit stetig gekriimmte: 

doppelpunkt/reier Berandung S. In  B und S sei ein stetiges Vektor/eld v erkldrt, welch~ 

iiberdies in B stetig di]]erenzierbar und harmonisch ist und au] S keine Tangentialkor~ 

yoonenten besitzt. Dann verschwindet v identisch in B und S. 

Beweis. Wegen [n, v] = 0 auf S ist v in B nach Satz 1 als negativer Gradient  eine 

(unbeschadet  des Zusammenhanges  yon  B) einwertigen skalaren :Potentials (I) darstellbal 

v = - grad (I) (24 

' f f !"'" ') 
]nit  (I) = - -  4-~ J J s r 

Wegen  der Stetigkeit  yon  (n, v) auf  S ist zungehst  (I) stetig in B und  S. Da  auet 

v in B einschlieBlich des Randes  stetig ist, lassen sich gemi/13 (24) auch die Ablei 

$ungen yon  (I) naeh S hinein stetig fortsetzen. Da  nun  v und damit  grad (I)auf  S i r  

Rich tung  der :Normalen fallen, ist 

(I) = const (25: 

a u f  S. Nach dem Satz vom Maximum und Minimum ist (I) dann  in B und  S gleich 

de r  durch (25) gegebenen Konstanten ,  so dab v gem/~13 (24) in B und dami t  auf  ~S 

verschwindet. 

LE~MA 3. Das beliebig zusammenhdngende Gebiet B bestehe in der Menge aller 

Punkte auflerhalb einer stetig gekriimmten, doppelpunkt/reien, geschlossenen Fldche S. 

I n  B und S sei ein stetiges Vektor]eld v erkliirt, welches zudem in B stetig di]]eren- 

zierbar und harmonisch ist. Die Normallcomponente von v au/ S geniige der Bedingung 

f f s  (n, v) d/= O, (26) 

die Tangentialkomponenten sollen identisch au/ S verschwinden. I m  Unendlichen kon- 

vergiere v fleichmiiflig gegen Null, d.h. die Grenzwerte 

lim v (R sin 0 cos A, R sin 0 sin A, R cos 0 ) =  0 (27) 
R - - > ~  
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existieren /iir alle 0 <~ 0 <~ zt, 0 <~ A <<. 2 7t im Sinne gleichmdfliger Konvergenz. Dann  

verschwindet v identisch in B und S. 

Beweis. Es sei K eine Kugel vom Radius R > 0 um den Aufpunkt x in B, welche 

S ganz im Inneren enth/~lt. Dann gilt naeh Satz 2 in Verbindung mit (20) fiir den 

betrachteten Aufpunkt 

1 ff(n',v')(x-x')+ [[.',v'3,x-x'] v = --grad ( P -  ~ RS ell' (28) 

1 ~ ' f  (n',v') 
mit einwertigem q) = ~ J J s  r d/'. (29) 

Setzt man die vektorielle Darstellung fiir K 

x' = x + R n '  
in (28) ein, so bekommt man 

v = - grad (I) + ~ ~ d[' 

oder nach Einfiihrung yon Kugelkoordinaten 

v grad (I) + ~ 1  ~ f ~  = -  v ( x + R s i n 0 c o s A ,  y + R s i n 0 s i n A ,  
47t J0 j0 

z + R c o s 0 )  s in0  dAd0.  (30) 

Auf Grund gleiehm/~Biger Konvergenz yon (27) ist es nun zu vorgegebenem e > 0  

immer mSglieh, eine Kugel mit dem Radius R 1 > 0 um den Ursprung derart anzuge- 

ben, dab ffir alle R>/R 1 und alle 0~<0~zt, 0~<A~<2 

[ vx (R sin 0 cos A, R s i n 0 s i n A ,  R c o s 0 )  l < e  

wird. Sei dann R 2 > R 1 der Radius einer Kugel um den Aufpunkt x, welche erstere 

ganz im Inneren enth/flt, so gilt fiir alle R/> R~ und alle 0 ~< 0 ~< ~, 0 ~< A ~< 2~t 

] vx(x + R sin 0 cos A, y + R sin 0 sin A, z + R cos 0) [ < e. 

Da das Entspreehende auch for vy und v~ gilt, hat man die Grenzwerte 

lira v(x + R sin 0 cos A, y + R sin 0 sin A, z + R cos 0)= 0 
R---> ~ 

im Sinne gleichm/~Biger Konvergenz fiir alle 0 ~< 0 ~< ~, 0 <~ A ~< 2 ~, und (30) gestattet 

die Durehfiihrung des Grenziiberganges R - + ~  unter Vertausehung yon Limes und 

Integration: 
v = - grad (I). (31) 
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Aus Stetigkeitsgriinden gilt (31) aueh noeh auf S, so daft ( I )s te t ig  differenzierba 

nach S hinein fortsetzbar ist. I m  Zusammenhang mit  dem Verschwinden der Tan 

gentialkomponenten yon v auf S folgt 

(P = const (32 
auf S. 

Wir untersuchen jetzt  das Verhalten des Potentials (I) im Unendlichen. Auf Grun( 

der Stetigkeit von v auf S gibt es eine Schranke M > 0 derart, dab auf S 

4 ~ M  

wird, wenn F > 0 den 0berfl~eheninhalt von S bedeutet. Sei nun K 1 eine S ganz im 

Inneren enthaltende Kugel um den Ursprung veto Radius R I > 0  und K s e i n e  K 1 

umschliel3ende Kugel um den Ursprung veto Radius R s > R1, so besitzt (29) fiir alle 

auf K s gelegenen Punkte x die Schranke 

M 
J c] < ffs F(Rs- R,) 

M 
d f  

R s - R I '  

fiir den aus (16), (29) und (31) folgenden Ausdruek 

1 f f s  (n', v ')  (n, x -  x') (n, v) = - (n, grad r  = ~ ra 

findet man entsprechend 

[(n, v)] < F (R~-  R1) 2 d/' (R s -  R1)2, 

d/' 

M 2 
so dab sich [(P[[ (n, v)[ ~< (R 2 -  R1)a (33) 

fiir alle x auf K s ergibt. Es sei nun S* eine ganz im Inneren von K 1 liegende, stiick- 

weise glatte, KuBere Nachbarfl~che zu S. Mit B~ als dem Gebiet zwischen S* und K s 

wird dann mittels partieller Integrat ion 

fffBrCdiv' dg=ff r162162 =o" 

Sei welter B 1 das Gebiet zwischen S und K s, so liefert der Grenziibergang S*---->S 

wegen (26), (31) und (32) 
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fff~ vSdg = - f f K  r v) d[. (34) 

Wir betrachten schlieBlich ein beliebiges im Endlichen gelegenes Teilgebiet B s 

von B. Zu vorgegebenem e > 0 ist es dann immer m6glich, den Radius R s yon K s 

so groB zu w~hlen, dab B s ganz im Inneren yon K s liegt und gleichzeitig 

M ~ / ~  

(Rs  - R1) 8 ~" 
(35) 

wird. Da nun B 2 Teilgebiet y o n  B 1 ist, folgt aus (34) 

Benutzung yon (33) und (35) ergibt 

M s 4 ~ M s R~ 

(R s -  Rs)a < e 

und damit v = 0  in jedem abgeschlossenen Teilgebiet von B und S. 

SATZ 3. Fiir ein Gebiet B mit stetiff gekri~mmter, doppelpunkt/reier, innerer und dufierer 

Berandung S 1 und S s sei das /olgende Neumannsche Problem vorgelegt: Gesucht ist ein in B, 

Sa, S e stetiges, in B stetig d#/erenzierbares und harmonisch~ und au] S 1 und S s gleichmgflig 

HSlder-stetiges Vektor/eld v, welches au/ S 1 und S s die unter der Nebenbedingung 

ffsl(n,v)d/=ffs(n,v)d! (36) 

vorgegebene (gleichmSflig HSlder-stetige) Normalkomponente (n, v) annimmt. Dann geni~gen 

die au/ S 1 und Ss, genommenen (gleichmdflig HSlder.stetigen) Tangentialkomponenten In, v] 

einer LSsung v dem Integralgleichungssystem 

l{ffs[n,[[n',v'],x-x']]df_ffz[n,[[n',v'],x-x']]d[,} 
In ,  v ]  - ~ , rS . rS 

=_1_1 (n ' ,v ' ) [n ,  - x ] z r  ( n " v ' ) [ n ' x - x ' J d  r . (37) 

Umgekehrt gehSrt zu ~eder au/ S 1 und S 2 gleichmdflig HSlder-stetigen LSsung In, v] yon (37) 

eine LSsung v des vorgelegten Neumannschen Problems, die auf S 1 und S s die Tangential- 
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komponenten In, v] annimmt; diese ist in B durch die Randkomponenten (n, v) und In, v 

vollstiindig bestimmt au/ Grund yon Satz 2. Die in (37) au/tretenden Integrale sind gege 

benen]aUs als Cauchysche Hauptwerte zu verstehen. 

Beweis. Ein harmonisches Vektorfeld v in B mit den Randwerten (n, v), In, v 

auf S 1 und S 2 wird nach Satz 2 durch 

v = - grad (I) + rot A (381 

mit den Potentialen (18) und (19) in B dargestellt. Auf Grund der gleichm/iBigen 

HSlder-Stetigkeit der Randwerte sind (I) und A stetig differenzierbar nach Sx und S~ 

fortsetzbar. Strebt der Aufpunkt x in (38) gegen irgendeine der beiden Berandungen, 

so folgt mit Hilfe von (21) und (23) 

l I f f s g r a d ( n " v ' ) d [ ' - f f s g r a d ( n " v ' ) d / ' - 2 7 ~ n ( n , v ) }  v -  4~ , r 2 r 

+ ~  rot [n',rV'] d / ' -  f f s ,  rot [n',r v'] d / ' -  2~  [n, In, v]]}; 

Benutzung von (16) und n ( n ,  v )  - In,  [n ,  v i i  = v (39) 

sowie anschlieBende vektorielle Multiplikation mit n ergibt (37). 

Ist  umgekehrt [11, v] eine gleichm~ig HSlder-stetige LSsung yon (37), so kann 

man damit durch (18) und (19) Potentiale (I) und A sowohl in B als auch in dem 

innerhalb S 1 gelegenen Gebiet B 1 und dem auBerhalb S~ gelegenen Gebiet B 2 als 

beliebig oft stetig differenzierbare, einwertige Funktionen erkl~ren. Wegen der gleich- 

m/~Bigen HSlder-Stetigkeit der Randwerte (n, v) und In, v] sind (I) und A jeweils ein- 

seitig nach S~ und S 2 hinein stetig differenzierbar fortsetzbar. Das in B, B~, B~ durch 

v* = - grad (1) + rot A (40) 

erklKrte Vektorfeld ist infolgedessen jeweils einseitig nach S 1 und S~ hinein stetig 

fortsetzbar. Wir fiihren jetzt  den Beweis der Umkehrung, indem wit zeigen, dab v* 

ein in B harmonisches Vektorfeld ist, dessen gandkomponenten (n, v*), [n, v*] auf S 1 

und S 2 bzw. mit (n,v), [n,v] iibereinstimmen. Im folgenden bedeutet der Index 1 

bzw. 2 die Anni~herung an S 1 bzw. $2; der weitere Index a bzw. i gibt an, ob die 

Ann~herung yon auBen bzw. innen her an die betreffende geschlossene F1Kche erfolgt. 

Dann liefert die Anwendung der Grenzwerte (21) und (23) auf (18), (19) und (40) 

bei Ann~herung an die Innenseite yon S 1 



EINE METHODE ZUM RAUMLICHEN NEUMANNSCHEN PROBLEM 89 

. l{f[  ( . ' , . ' )  (.,,r } vii = - ~ grad d/' - grad d/' + 2 ~ n (n, v) 

+ 1 { f f s  r n ' v ' 3  f f s  [n , ' v ' ]  } ro t  L , J d/' - ro t  -- d/' + 2 ~[n, [n, v]] ; 
, r ~ r 

formal  derselbe Ausdruck ergibt sich bei Ann~herung an die AuSenseite yon  S 2 fiir v~a. 

Unter  Benutzung yon  (16) folgt 

v*n=4~ { f  fs i (n" v') (x-x ' )  d / ' -  , (n" v') (x-x ' )  d / ' -  2gn(n' 

+ ~ 1  { f f s  [ [ n " v ' ] ' x - -  x ' ] l  ra d/' - ffs[[n"v']'x-x']d/'+27t[n,[n,v]]}, r3 . (41) 

:Nun ha t  jede L6sung [n,v]  yon  (37) die Eigenschaft ,  zur Einhei tsnormalen n des 

betreffenden Randes  orthogonal  zu sein, derm durch skalare Multiplikation von (37) 

mi t  n ents teht  (n, [n, v ] )=0(1 )  und  damit  

[ n , [ n , [ n , v ] ] ] =  - [ n , v ] .  (42) 

Vektorielle Multiplikation von (41) mit  n ergibt  dann 

und  (42) 
[n,  v~d = 0 ,  

und in analoger Weise wird 
[n,  V~'a] = O. 

unter  Benutzung von (37) 

(43) 

(44) 

Die Grenziiberg~nge (21) und  (23), angewandt  auf (18), (19) und  (40), liefern ferner  

die , ,Spriinge" 
V*a -- V*~ = n(n,  v) -- [n, [n, v]] auf S1, (45) 

v~a -- v~ = -- n(n, v) + In, In, v]] auf S z. (46) 

Vektorielle Multiplikation mi t  n ergibt  unter  Benutzung yon  (42) bis (44) 

[n, v~]  = In, v] auf $1, (47) 

[n, v~i] = [n, v] auf S 2. (48) 

Die erhal tenen Gleichungen (47) und  (48) besagen, dab die Tangent ia lkomponenten  

(1) Man beachte, daft es sich hier nicht um eine elementare Vektorbeziehung handelt, da an 
dieser Stelle nur (n, v) und [n, v], nicht aber v als definiert anzusehen ist. 
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[n,v*], von v* auf  S I u n d  S 2 identiseh sind mi t  der LSsung [n ,v]  des In tegra l  

gleichungsproblems (37). 

Wegen AdP = 0  und  A A = 0  und  dami t  

div v* = - Adp = 0, 

rot  v* = rot  rot  A = - AA + grad div  A = grad div A 

in B, B1, B 2 ist v* offenbar dann  ein harmonischer  Vektor,  wenn wir noch die Di. 

vergenzfreiheit  des Vektorpotentials  A nachweisen kSnnen. Zu diesem Zweek unter- 

suchen wit  die skalare Funk t ion  

a = div A, 

die in B, B1, B~, beliebig oft stetig differenzierbar und,  als Folge yon  

grad a = rot  v*, (49) 

harmoniseh ist. Auflerdem ist a jeweils einseitig nach S 1 und S 2 hinein stetig fort- 

setzbar. Die Spriinge beim Durchgang durch S 1 und  $2 best immen sich folgender- 

mal}en aus (19), (22) und  der Eigenschaft  einer LSsung [n, v] yon  (37), or thogonal  

zu n zu sein: 

ala -- a l f =  - (n, [n, v]) = 0 auf S1, 

a 2 a - a 2 i =  (n, [n, v]) = 0 auf  $2; 

also ist a im ganzen R a u m  stetig. 

tegralzeichen, so folgt mi t  Hilfe yon (16) 

1 { f l  s (x--x', [n,v']) d/, } 

in B, B1, B 2. Wir definieren nun  eine Schranke M > 0  durch die Forderungen 

Ziehen wir die Divergenz yon  (19) unter  die In- 

:~M n M  auf 

I(n,v)l< ~M zM 

(50) 

(51) 

wo F 1 und F 2 die Oberfl/ieheninhalte yon  S 1 und  Sz bedeuten.  I s t  dann  K 1 eine 

Kugel  vom Radius  R 1 um den Ursprung,  die S~ ganz im Inne rn  enth/ilt, so gilt fiir 

alle auflerhalb K 1 gelegenen Punk te  mi t  dem Abs tand  R > R I yore Ursprung unter  

Benutzung  yon  r > R -  R 1 gem/ifl (50) 
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I R ~ ( r l < ~  , ~ l r ~ d [  + , ~ r 2 d l  < 2 ( R - R 1 )  ~" 

Eine entsprechende Abschs leiten wir ffir den Gradient~n her. Wegen 

g r a d ( X - X , [  n ,  ] ) l_ l [n ' ,  v'] ( x - x , [ n ' , v ' l ) ( x - x ' )  ~< 4[ [n ' ,v ' ] l  

erhalten wir aus (50) und (51) ffir alle R > R  1 

R a ~ x  < - 4 - ~ [ j j s ~ l r  a d[ '+ , F~r--- ~ ( n _ n l )  a, 

da das Entsprechende ffir die partiellen Ableitungen nach y und z gilt, wird 

6 M R  a 
[ R a grad a[ ~ (R - R i )  3 

fiir a[le R > R  r Nach Wahl einer Zahl R 2 > R  1 bekommen wir sehliefllich ffir alle 

R>~ R 2 
M R ~  

]R2a]<~ ~ Mr,  
2 (R~ - R 1) 

6 M  R~ 
[R 3 g r a d a  I~<(R 2_R1)3 M 2, 

d.h. a ist im Unendliehen regular und besitzt dort den Wert  Null. 

Jetzt  benutzen wir zur Darstellung yon a in B 2 die bekannte, vom Greenschen 

Satz herriihrende Integralformel [6] 

a = - ~  7 ~n,  - a dl' - ~ . , \ r U n  ' - a on / 

wo K eine Kugel yore Radius R>~R~ um den Ursprung darstellt, der auBerdem den 

Aufpunkt im Innern enth~lt, und S* 2 eine den Aufpunkt yon S 2 trennende, i~uBere 

Nachbarfl~ehe zu S~ ist. Da nun 

R< R <_R2 
r R - R  1 R 2 -  R 1 

IR 2 0(1/r)~ = I[ R 2 (n', x -  x ' '  ' R2 R2 77-,~ < R~ M,, 

l~gt sich das Integral fiber K dureh 



92 E R I C H  M A R T E N S E N  

abschtitzen, also durch Wahl hinreiehend groBer R unter  jede Sehranke drfieken. In  

gleicher Weise stellen wir a in B 1 durch die Randwerte auf einer (den Aufpunkt  yon 

S t trennenden) inneren Nachbarfl~ehe S~ zu S 1 dar und fassen dann beide Fiille zu- 

sammen in 

'~ = ~ ~ . ~T ~ d/', 

wo das obere (untere) Vorzeichen fiir B 2 (Bt) mit  Integrat ion fiber S~ (81) gilt. Mit 

Hilfe yon (49) eliminieren wir jetzt  

, ]) = n' ,  rot '  -- n ' ,  g r a d ' -  v*'  
r On' r r 

und erhalten naeh einer partiellen Integrat ion (Stokesscher Satz) 

a =  u -4~ j J s* t ~ r --~-n' J d l ' .  

$ *__~ Nunmehr  k6nnen wir den Grenzfibergang S*-~S ,  d.h. S~--> S 2 und St S t durch- 

ffihren und erhalten auf Grund yon (43) und (44) 

• o, O(,/r, a= ~ d]' 

in B 2 bzw. B r 

Beachten wir nun das bekannte Verhalten eines Potentials einer stetigen doppelten 

Belegung a, wenn der Aufpunkt  gegen die Belegungsfli~che strebt, wenn also in unserem 

Fall der Aufpunkt x aus B~ (Bt) yon auBen (innen) gegen S~ (St) strebt, so entstehen 

die yon der Behandlung des homogenen inneren (~uBeren)Diriehletsehen Problems her 

wohlbekannten Integralgleichungen [6] 

1 l i s a  , O(1/r) a "~ ~ ~ d[' = O(t) 

mit der jeweils allgemeinen L6sung a = 0  auf S~ und a= const auf S 1. Da nun a in 

B harmonisch und auf beiden Berandungen S 1 und S 2 gleich einer (m6glicherweise 

noch verschiedenen) Konstanten ist, wird auf Grund des Satzes vom Maximum und 

(1) Das Oberfl~chenintegral ist als uneigentliches Integral aufzufassen. 
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Minimum entweder das Maximum auf S 2 und das Minimum auf S 1 angenommen oder 

umgekehrt. Es geniigt, wenn wir den zuerst genannten Fall diskutieren. 

Wir betrachten hierzu eine Schar iiquidistanter /~ul~erer Nachbarfl/~chen S~ zu $1, 

die durch ihren Ortsvektor x + 8 n a l s  glatte, doppelpunktfreie, geschlossene F1/~chen 

definiert sind, sofern nur der Scharparameter 8 dem Intervall 0 < 8 ~< 8' mit hinreichend 

kleinem 8' > 0  angehSrt (x und n sind bzw. Ortsvektor und Einheitsnormale yon S~). 

Geht man nun yon irgendeinem Punkt  P auf $1 entlang der Normalen um ein Stiick 

8 nach B hinein, so gibt es, da a in P sein Minimum annimmt, immer eine Stelle 

0 < 8p~< 8' auf der Normalen derart, dab a fiir alle 0 < 8 ~ 8p monoton nicht fallend 

ist. Bedeutet nun 8" > 0  das Minimum aller 8~, wenn P die F1/~che S 1 durchl/~uft, 

und St die durch x +  8*n beschriebene spezielle Nachbarfl/~che zu $1, so ist a entlang 

einer beliebigen, von S 1 nach St  verlaufenden Normalen monoton nicht fallend und 

geniigt daher fiir alle 0 <  8 ~< 8" der Ungleichung 

- -  >/0 auf S~. 
~n 

Andererseits folgt fiir alle 0 <  8~< 8" aus (49) unter Benutzung des Stokesschen Satzes 

so dab also nur 

~nn d / =  (n, rot v*) d] =0,  
6 

~_a = 0 auf S~ 
~n 

sein kann fiir alle 0 < 8 ~< 8*. Daher gilt a = const fiir jede von S 1 nach S~ verlaufende 

•ormale, zun/ichst mit Ausnahme des Punktes auf $1; aus Stetigkeitsgriinden besitzt 

jedoch a i m  abgeschlossenen Gebiet zwischen S 1 und S~ den gleichen konstanten Wert 

wie auf S r Denken wir uns eine entsprechende /iquidistante innere Nachbarfl/~che 

S~ zu S 2 konstruiert, so liefert die Anwendung des Greenschen Satzes auf das yon 

S~ und S~ berandete Gebiet B* 

und infolgedessen, da ~a/~n auf S~ und S~ verschwindet, a = c o n s t  in B*,S~,S~. 

Wegen a = 0 auf S 2 haben wir wiederum aus Stetigkeitsgriinden a = 0 auch in B und S 1- 

Auf Grund des Satzes vom Maximum und Minimum verschwindet a schlieBlich auch 

identisch in B 1 und, da a im Unendlichen regul/~r verschwindet, desgleichen in B~. 
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Damit  ist das Vektorpotential A iiberall divergenzfrei und v* ein in B, B1, B~ ha: 

monisches Vektorfeld. 

I m  Zusammenbang mit  (43) liefert Lemma 2 dann identisches Verschwinden vo 

v* in B t u n d  St, insbesondere also 
v~f = 0. (5,' 

Addieren wir nun die mit  der jeweiligen Einheitsnormalen n skalar multiplizierten un 
fiber S t bzw. S~ integrierten Gleichungen (45) und (46), so erhalten wir wegen (3r 

und (52) 

f (n, v o) dl + f {(n, vZo) - (n, vZ,)} d/=0;  

da weiter v* in B divergenzfrei ist, folgt auf Grund des Gauflschen Satzes 

ffs (n, v~a) dt = 0. (53 
z 

v* * v*) im Unendlichen Wir untersuchen schlieBlich das Verhalten von v * = (  x, vy, 

Dureh Einsetzen der Potentiale (18) und (19) in (40) entsteht  unter Benutzung vm 

(16) fiir alle Aufpunkte aus B e 

. (n'. v') (x-- x') + [[n'. v']. X r ,  - -x  ' ]dl' 

- ffs (n ' 'v ' ) (x-x ' )+[[n' 'v 'J 'x-x ']  } .  ra df  . (54 

Es sei wieder K 1 eine Kugel vom Radius R 1 um den Ursprung, die 88 ganz im In. 

neren enthiilt. Zu vorgegebenem e > 0 betrachten wir dann eine Kugel K 2 um der 

Ursprung vom Radius 

R2= n, + V >Rt, (55) 
- -  8 

wo M > 0  die durch (51) festgelegte Schranke bedeutet.  Dann wird fiir alle auf und 

aul~erhalb K 2 gelegenen Aufpunkte mit  dem Abstand R>~R 2 vom Ursprung gemgfl 

(51), (54) und (55) 

4a~LjJs, FI(R2-R1) 2 ,F2(R~-R,)  ~ (R2-R1)  2 2 <e ;  

da das Analoge fiir v* und v* gilt, existieren die Grenzwerte 

lira v*(R sin 0 cos A, R sin 0 sin A, R cos 0 ) = 0  (56) 
R--~o0 
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im Sinne gleichm/i$iger Konvergenz fiir alle 0 ~< 0 ~< ~, 0 ~< A ~< 2~t. Damit sind ffir v* 

auf Grund yon (44), (53) und (56) die Voraussetzungen yon Lemma 3 erfiillt, so dal~ 

v* ebenfalls in B 2 und S 2 identiseh versehwindet, insbesondere also 

V~'a = 0  (57) 

ist. Durch skalare Multiplikation von (45) und (46) mit n bekommen wir schlieBlich 

unter Benutzung yon (52) und (57) 

(n, V~'a) = (n, v) auf  $1, 
(n, v~'~ ) = (n, v) auf  S~, 

d.h. auch die Normalkomponente (n,v*) yon v* nimmt auf den Berandungen yon B 

die vorgesehriebenen Werte (n, v) an. 

Wir schlieBen noeh eine Bemerkung fiber eine LSsung In, v] yon (37) an, deren 

Existenz vorausgesetzt. Einer LSsung v* des Neumannschen Problems kann man in 

einem einfach zusammenh~ngenden Teilfl~chenstfick S yon S 1 oder S~ und einer daran 

ansehlieBenden, einfach zusammenh~ngenden, in B liegenden r~umliehen Umgebung J~ 

mittels (4) immer ein einwertige8 u zuordnen; u ist bis auf eine additive Konstante 

eindeutig bestimmt. Auf S gilt dann die Komponentenzerlegung 

g r a d u = G r a d u  a n n ( l )  

und somit wegen (4) In, v] = -  In, Grad u] auf S. (58) 

Nach Satz 3 besitzt dann aber auch jede (gleichm~ig HSlder-stetige) LSsung In, v] 

yon (37) die Eigenschaft (58), geht also 5rtlieh aus einem in der Fls genommenen 

Gradienten dureh Drehung um - �89 z hervor. Eine etwas andere Formulierung desselben 

Sachverhalts ergibt sieh durch vektorielle Multiplikation yon (58) mit - n :  

V = - G r a d  u auf S; (59) 

hier ist V die Projektion yon v in S 1 bzw. S 2 oder, damit gleichbedeutend, die um 

- � 8 9  gedrehte LSsung [n,v] des Integralgleichungsproblems (37). 

(1) Grad bedeute~ den in der Fl~che genommenen Gradienten eines Fliichenskalars. 
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w 5. EinFfihr~mg torusartiger Berandungen 

Durch den Satz 3 wird das Neumannsche Problem in seiner urspriinglichen Fol 

mulierung durch ein Integralgleiehungsproblem ersetzt. Dies hat den Vorteil, da[3 di 

in der mathematischen Physik h/~ufig allein interessierenden Randwerte harmonische 

Vektorfelder unmittelbar miteinander verkntipft werden. Zum anderen kSnnen bekannt 

Existenz- und Eindeutigkeitss/itze fiber das Neumannsche Problem unmittelbar in S/itz, 

fiber die Existenz und Eindeutigkeit yon LSsungen des Integralgleichungsproblem 

(37) iiberfiihrt werden und umgekehr~. Die im folgenden benutzten S~tze dieser Art 

die sich insbesondere auf mehrfaeh zusammenh/~ngende Gebiete B beziehen, sind voz 

Blank, Friedrichs und Grad [2] angegeben worden(1). 

Im folgenden interessiert uns im Hinbliek auf die eingangs erw/~hnten Anwen 

dungen in der Plasmaphysik allein der Fall eines dreifaeh zusamhaenh//ngenden Go. 

bietes B m i t  je einer dreifaeh zusammenh/ingenden inneren und //uBeren Berandung 

S 1 und S 2. In diesem Fall ist die allgemeine LSsung des Neumannschen Problems 

unter der notwendigen und hinreiehenden Voraussetzung (36) gegeben dutch 

2 
v = ~ ~ Y/+ v*. (69) 

t=1 

Hier bedeuten Y1, Y2 harmonisehe Vektorfelder mit verschwindenden Normalkompo- 

nenten auf den Berandungen; diese werden durch die Normierungen 

f (Yk, ds )=~k ( i , k= l ,2 ) ,  (61) 
i 

eindeutig festgelegt, sofern die mit geeignetem Umlaufungssinn versehenen, stiickweise 

glatten, geschlossenen Kurven L 1 und L2 folgende Eigenschaften besitzen: 

L 1 1/~Bt sieh unter alleiniger Durchdringung yon S 1 im Inneren yon S z in einem 

Punkt zusammenziehen; 

L 2 l//13t sich unter alleiniger Durchdringung yon S~ im -A~ui3eren yon S~ in einem 

Punkt zusammenziehen. 

In (60) bedeutet ferner v* diejenige spezielle LSsung des inhomogenen Problems, 

die durch 

fL(v*, s)= (i 1,2), (62) d 0 
t 

eindeutig festgelegt ist. Aus (60) bis (62) folgt auBerdem 

(1) Von d iesen  A u t o r e n  wird  a l le rd ings  die F rage  der  gleichm/il3igen H61der-Ste t igkei t  der  

R a n d w e r t e  n i ch t  ber t thr t ;  diese b le ib t  a u c h  im wei te ren  Ver laufe  dor vor l i egenden  U n t e r s u c h u n g  often.  
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fL(v,  s ) = ~  (i=1,2). (63) d 
i 

Man nennt die willkiirlichen Konstanten ~1 und ~ die ,,Perioden" des Problems, da 

sie wegen (4) und (63) die •nderungen des im allgemeinen mehrwertigen Potentials 

u bei vollst~ndiger Umlaufung von L 1 und L~ angeben. 

Es soUen nun numerische Verfahren zur Aufl5sung des Integralgleichungssystems 

(37) entwiekelt werden, bei denen torusartige Berandungen S 1 und S 2 zugrunde gelegt 

sind. Diese entstehen durch Rotation der in der rechten Halbebene gelegenen, stetig 

gekriimmten, doppelpunktfreien, gesehlossenen und die Berandung eines zweifach zu- 

sammenhs Ringgebietes bildenden Kurven C 1 und C~ um die y-Aehse. Der 

Azimutalwinkel 0~< a <  2U w~ehst, beginnend mit 0, beim Austritt aus der rechten 

Halbebene (Abb. 1). 
u t n 

C 

A b b .  1. D i e  E r z e u g u n g  d e r  t o r u s a r t i g e n  B e r a n d u n g e n  S 1 u n d  S 2. 

Die Randkurven C1, C 2 mSgen dureh die zweimal stetig differenzierbaren und 

mit 2 z periodischen Parameterdarstellungen 

c1: x~(~) >o, y~(~), [~(~)]~+ [~(~)]~.o (0-<<~<2~), 

Ca: x~(~) > 0, Y2(~), [~2(~~ 2 + [Y~(~)]~ * 0 (0 < ~0 < 2 ~), 

gegeben sein ,  wobei jeweils wachsendem ~ die Umlaufung im Gegenuhrzeigersinn 

entspricht. Derselbe Umlaufungssinn werde fiir die Kurve L 1 festgesetzt, die wir der 

Einfachheit halber in die rechte (x, y)-Halbebene legen (Abb. 1). Sehlie61ich werde der 

Umlaufssinn yon L~ wachsendem Azimutalwinkel ~ zugeordnet. 

Seien jetzt (x,y, a) Zylinderkoordinaten, so lautet, wie unmittelbar einzusehen, 

die eine der beiden homogenen LSsungen 

7 -- 632917  Acta  mathematica 109. I m p r i m 6  le 1 avr i l  1963  
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Dagegen 1/iBt sieh die andere homogene LSsung YI im allgemeinen nicht geschlosse~ 

angeben; aus Symmetriegriinden ist jedoch klar, dab Y1 wie Yz nicht vom Azimu~ 

abh/ingt. 

Wir unterscheiden im folgenden grundlegend zwischen dem azimutalunabh/~ngige[ 

Randwertproblem, bei dem die Normalkomponente und damit aus Symmetriegriinde~ 

die L6sung nicht yon ~t abh/ingt und dem azimutalabh/ingigen Randwertproblem, beJ 

dem die Normalkomponente auf S 1 und S 2 in der Form 

(n, v) = Vn(Cf, a) = V,(q~) e tm~ (m ~> 1, ganzzahlig) 

vorgeschrieben ist. Da Y1 und Y~ nicht yon ~ abh/~ngen, ist die L6sung des azi- 

mutalunabh/ingigen Problems zweiparametrig, die des azimutalabh//ngigen jedoch ein- 

deutig. 

Da man irgendeine Norma]komponentenvorgabe vnl(cp, o~) auf S t und vn2(% ~)auf 

S 3 wegen der vorausgesetzten gleichm/i0igen H61der-Stetigkeit in eine Fouriersche Reihe 

V n l ( q ) , ~ )  ~ ~ alm(rf)cos mo~+ ~ barn(el)sin ma 
m = 0  m ~ l  

m=O m ~ l  

a u f S  1, 

auf S 2, 

(65) 

entwiekeln kann, 1/il3t sich die LSsung des allgemeinen Neumannschen Problems aus 

den L6sungen des azimutalunabh//ngigen und des azimutalabh/ingigen Problems super- 

ponieren. Auf diese l~berlagerung und insbesondere auf die Frage der Konvergenz 

einer solehen fiir den Fall, daft die 1Reihen (65) nicht beide naeh endlich vielen Gliedern 

abbrechen, soll in der vorliegenden Arbeit jedoch nieht eingegangen werden. 

H. Das azimutalunabhiingige Randwertproblem 

w 6. Formeln zur numerisehen Quadratur und Differentiation periodischer Funktionen 

Nach Wahl einer positiven ganzen Zahl N betrachten wir eine mit 2rr perio- 

dische Funktion ](9~) an den 2N /iquidistanten ,,Sttitzstellen" 

V , = ~ -  (/~=0 .. . .  , 2 N -  1), (66) 

durch ihre numerischen Werte 

/(7~,)=/~, (/z=O . . . . .  2 N -  1), (67) 
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gegeben. Diese Funktionswerte ]assen sich in bekannter Weise [11] durch genau ein 

Fourierpolynom yon der Form 

N N-1 
/ (~)= ~ a , c o s # ~ §  ~ b , s in ju~  (68) 

~-0 ~=1 

trigonometrisch interpolieren, damit (67) erfiillt ist; die Koeffizienten lauten in diesem 

Falle 
1 2N-I 

a0=~- ~ ~ /~, (69) 

1 ~N-1  
a ~ = ~  ~ / ; e o s ~ ,  (~=1 ..... N - l ) ,  (70) 

v~0 

1 2N-1 
a N = ~  Z (-1)~/,, (71) 

Y~0 

1 ~N-1  
b , =  ~ Z / , s i n # ~ ,  (#=1  .... , N - l ) .  (72) 

Unter dem fiber eine volle Periode erstreckten Integral einer durch (67) diskret 

vorgegebenen periodischen Funktion verstehen wir den Wert des Integrals der inter- 

polierenden Funktion (68): 

; (;- ) - ( f ?  ) / (~ )dy~=2gao§  a, e o s / ~ d ~  + ~ b u s i n # ~ d ~  ; 
/~=1 ,a=l 

wegen e ~"~' d~0 = 0 (# >~ 1, ganzzahlig), 

ergibt sieh zusammen mit (69) die fiir periodisehe Funktionen bekanntlieh sehr genaue 

,,Reehteekformel" 

1 JoCS~'/(~P) 1 SN-1 d ~ = ~  ~ /,. (73) 
27~ -~-, v=0 

In /~hnlieher Weise finder man Quadraturformeln fiir Integranden mit singul/iren 

Gewiehtsfunktionen, die im folgenden u.a. bei der numerisehen Bereehnung Cauehyseher 

Hauptwerte yon Bedeutung sind. Diese Formeln lauten 

f ~  2N-1 
1 " v2 ~P." (74)  /(~) etg - ~ 2  d~ = ~ C,_,/.,  2-~ Y=0 
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,1;. 
2~ ](v/) In 4 sin ~ dy~ = ~ R~_ u [,, (7,~ 

v=0 

2~  [(~) ctg In 4s in  2 d~o= ~ T~_u/~, (76 
v~0 

wobei ~u dureh (66) gegeben ist und die Gewichte C~, R m T,, tu = - (2N - 1) . . . . .  2 N  - 1 

dureh die Forderung bestimmt werden sollen, dab /(q0) wiederum das interpolierend~ 

Fourierpolynom (68) darstellt. Offenbar sind nun (74) bis (76) fiir /t = 1 . . . . .  ( 2 N - 1  

riehtig, sofern dies fiir / z=0  der Fall ist und die Gewichte mit negativen Indize., 

durch C_~, = C~N-u etc. erkls werden; man braucht hierzu in (74) bis (76) nur ein( 

neue Integrationsvariable g durch y~ = X +  ~0u einzufiihren. Unter Benutzung der (ge. 

gebenenfalls im Sinne des Cauchysehen Hauptwertes) elementar ausfiihrbaren Quadra. 

turen 

2 z (/t/> 1, ganzzahlig), 

1 [ o (/~ =o), 
2-~ f Y  e'uv In (4 sin 2 ~ ) d ~  = l  1, (,u~>l ganzzahIig), 

(/t/> 1, ganzzahlig) 

erh/ilt man aus (68) 1 /(v) ctg dr~= ~ b u, 
2~ pffil 

1 ; .  . 
2 ~ ](~o) In 4 sin z d ~o = ~. au 

~=1 ~ 

2-~ ](y~) ctg ~o2 In 4 sin ~ d~p = ~ - 2 b,. 
p=l q=l 

Einsetzen yon (70) bis (72) ergibt 

f ~  2N-1 
2-~ l(v) ~tg ~ V~0 

2~ 

2N-1 
dr,= Y R,t,, 

Y~O 
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1 [(~o) ctg y~ln 4 s in  2 dv 2 =  ~ T,[~, 2-~ ~ 

und die gesuchten Gewichte lauten somit 

o (v = 0), 
1 N-t = l  1 ---( -~1)" C ~ = ~  ~ sin #q0~ ~ 

/~=1 [ 2 N ctg (v = 1 . . . . .  2 N -  1) (1), 
(77) 

1 f ( - 1 )  v N~ en'~"~"]~_~1---~vTv~ (v=0,  2 N - 1 ) ,  (78) R,= - ~  I - ~ -  + =~ ~ J  . . . .  

1N-1(1 ) 
Q=I~ sin#~ov ( v = 0 , . . . , 2 N - 1 ) .  (79) 

Unter der Ableitung [~, # = 0  . . . . .  ( 2 N -  1), einer durch (67) diskret gegebenen 

Funktion verstehen wir entsprechend die Ableitungen ]'(~0) der interpolierenden Funk- 

tion (68), genommen an den Stellen q0., # = 0 . . . . .  (2 N -  1). Es ergibt sich die numerische 

Differentiationsformel [8] 

2 N - 1  

i . =  ~ V.-.[~ ( # = 0  . . . . .  2 N - l ) ,  (80) 
v~0 

0, v =0,  

mit Dr = ( - 1y etg qo~ (v = 1, 2 N -  1); (81) 
2 2 . . . .  

TABELLE 1. Gewichte zur numerischen Quadratur und Di//erentiation /fir 2 N = 12. 

# C~ R~ T~ D# 

0 0,0000000000 - 0,3944444444 0,0000000000 0,0000000000 

1 0,6220084679 - 0,1224144983 - 1,9289438346 1,8660254038 

2 0,0000000000 0,0041666667 0,6904146969 - 0,8660254038 

3 0,1666666667 0,0555555556 - 0,3388888889 0,5000000000 

4 0,0000000000 0,0930555556 0,2814582562 - 0,2886751346 

5 0,0446581987 0,1085256094 -0,0766117210 0,1339745962 

6 0,0000000000 0,1166666667 0,0000000000 0,0000000000 

7 - 0,0446581987 0,1085256094 0,0766117210 - 0,1339745962 

8 0,0000000000 0,0930555556 - 0,2814582562 0,2886751346 

9 - 0,1666666667 0,0555555556 0,3388888889 - 0,5000000000 

10 0,0000000000 0,0041666667 - 0,6904146969 0,8660254038 

11 - 0,6220084679 - 0,1224144983 1,9289438346 - 1,8660254038 

(1) Eine mi t  (74) und  (77) gleichwertige Quadra tur formel  finder sich bei Garrick [3]. 
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fiir negative Indizes sind die Koeffizienten wieder durch D_~, =D2N-,u erkl~rt. A~ 

Grund der Symmetrieeigensehaft D~N_~ = - D ~  besitzt die ,,numerische Ableitung 

(80) stets die Eigenschaft 
2 N - 1  . 

/~=0. (8~ 

In Tab. 1 sind die Werte der CI,,R~,,T~, und D~ fiir den Fall 2 N = 1 2  angegeben 

w 7. Zerle~mg der vollstiindlgen elliptisehen Iategrale 

Die praktische Behandlung unseres Problems erfordert eine genaue Kenntnis de] 

Singularitgt, die das vollstiindige elliptisehe Normalintegral zweiter Gattung 

E(2)= (1-23  sin s y))�89 dy) (831 

und das um F (k) verminderte vollst~ndige elliptische Normalintegral erster Gattung 
K(2) 

V G(k)=  k ~ sin s ~(1 -23  sin s ~)-�89 dv 2 (84) 

an der Stelle 2---1 besitzen. Die Natur dieser Singularit~t entnimmt man den Zer- 

legungen [5] 
E (2) = E* (2) + E** (2) In [4 (1 - 23)-�89 (85) 

G (k) = G* (2) + G** (2) In [4 (1 - k2) -�89 (86) 

mit bei 2 = 1 regular analytischen Funktionen E* (2), E** (2), G* (2), G** (2). Es gelten 

die ffir alle 0<  2 ~  1 konvergenten Entwieklungen 

E* (2)= ~ e* ( 2 -  2~) ~, (87) 
v = 0  

E**(k) = ~ e,**(1 - 2=) ", (88) 

G* (k)= ~ r,* ( 1 -  k~) ", (89) 
v = 0  

G**(k) = ~ 7"*(1 - k~) ~, (90) 
v = 0  
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deren Koeffizienten durch  die folgenden Rekursionsformeln [9] prakt isch leicht er- 

mit te l t  werden kSnnen:  

, ( 2 v - - 1 ) ( 2 v - 3 )  , 
4v(~--  1) 

4~2-6v§ ** 
v~>2, e ~ = l ,  e * = - � 8 8  (91) 

** ( 2 u - 1 ) ( 2 ~ - 3 )  ** e** e ~ * - ~ ,  e, = e~-l, ~>~2, = 0 ,  _ 1  (92) 
4 ~ ( ~ -  1) 

:y. = ( 2 v -  1) ( 2 v -  3) , 4 v -  3 ** 
4v~ )'~-1- 4~)'v-1, v>~l, ) , ~ = - 1 ,  (93) 

),** = (2v -- 1) (2v -- 3) ** ~,~, 4v~ 7'~-1, v/> 1, = 1. (94) 

Tabellen fiir die Funkt ionen  !:*(/r E**(k), G*(k), G**(]c), deren Berechnung mit  

Hilfe der hier angegebenen Potenzreihen erfolgte, finder man  fiir k ~= 0,01, 0,02, ..., 1,00 

ebenfalls in [9]. 

w 8.  I n t e g r a l g l e i e h u n g  f'dr die  T a n g e n t i a l k o m p o n e n t e  

Auf S 1 und S~ kSnnen wir die Fl~chennormale n durch  t und  e~ zu einer or- 

thogonalen Basis erg~nzen. Dabei  ist t der an der Ro ta t i on  yon  C 1 und  C 2 um die 

y-Achse tei lhabende Tangenteneinhei tsvektor  dieser Kurven  (Abb. 1) und  % der 

Einhei tsvektor  in Rich tung  wachsenden Azimuts  ~. Da  die Azimuta lkomponente  der 

LSsung v aus Symmetr iegr i inden proport ional  zu (64) ist und  daher  vollst~ndig be- 

herrscht  wird, bedeute t  es keine Einschr~nkung,  wenn wir im folgenden auf S 1 und  S~ 

V = v n n ~ - v t t  

setzen mi t  Vn = (n,v)  und  vt = (t, v). Wegen 

In, v] = v~ e~ 

(95) 

(96) 

1 vi [n, [e: ,  x - x']]  d/' - vt d]' ergibt  (37) v~ e~ - 2 ~  1 ra ~ ra 

, [n, x - x ' ]  1 v~ [n, x - x']  d / '  - (97) - -  VTa 
2 7e , r a r a " 

Durch  skalare Multiplikation von  (97) mi t  % ents teht  fiir die Tangent ia lkomponente  

vt das Integralgleichungssystem 



104 ERICH MARTEI~SEI~ 

{ff  , o.,x-x,} 1 v' ( t ,  e~,  x - x ' )  ( t ,  ' ' d[' 
vt - ~ , rS d / '  - v~ rS 

1 | 

{ff  ' " 

1 , (t, x - x')  d [ '  - v,~ (98) 
= 2 - ~  v .  r3 r3 �9 

1 $ 

Seien (x, y, ~) die Z y l i n d e r k o o r d i n a t e n  des fes ten  u n d  (~, ~, a ' )  die des l au fenden  

Punk te s ,  so e rg ib t  sieh in den  K o m p o n e n t e n  ka r t e s i sche r  K o o r d i n a t e n  

x = ( x c o s a ,  y, x s i n a ) ,  

x ' =  (~: cos ~', ~/, ~ sin a ' ) ,  

t = (t~ cos ~, ty, tx sin ~), 

e~ = ( - sin a ' ,  0, cos ~ ') ,  

(t, e.', x - x ' )  = Ix cos (a - ~') - ~1 t~ -- (y - ~/) cos (~ -- a ' )  tx, 

(t, x - x ' )  = Ix - ~ cos (a - s  tx + (y - ~/) 1~, 

r = ] x - x ' ]  = (x ~ - 2 x ~ cos (a - s  + ~ + (y - ~/)~)t. 

F t ih ren  wir  schliefllich die in w 5 besp rochenen  P a r a m e t e r d a r s t e l l u n g e n  ffir C 1 

u n d  C 2 ein sowie die Beze i chnungen  Vnl, va u n d  vn2, vte ffir die W e r t e  y o n  vn, vt bzw. 

au f  S i u n d  $2, so geh t  (98) fiber in das  In t eg ra ]g l e i chungssys t em 

= - -  Lf l  (Q9, ~)  ran1 (~)) d ~  - Lie (q, yJ) ton2 (I0) dlo ( i =  1,2) (99) 
2 a  

mi t  eo,~ (q) = v,~ (q) ([~, (r + [~t (~)]2)t (i = 1, 2), (100) 

o r ,  (of) =vu (9) (Ix, (q)]2 + [#, (9 ) ]z ) t  (i = 1, 2) (101) 

u n d  den  v o n  ~ n ich t  m e h r  abh~ngenden  K e r n e n  

[ '~  Ix,(9) cos (~ - a ' )  - x, (~)] ?~, (9) - !y, (9) - y, (~o)] cos (~ - a ' )  &, ~_9) 
g i j  (~, v 2) = Jo (Ix, (~)]~ - 2 x, (~) x~ (~0) cos (a - a ) + [x~ 0p)] * + [y, (~) - y~ 0P)] .~i 

x x~ ( ~ ) d a '  ( i , / ' =  1, 2), (102) 

f ~  [x~ (q~) - x~ (~0) cos (~ - s  &, (~) + [y~ (~) - y~ (y~)] ~ (~) 
L,~(% ~fl) = ([x~(~f)]~-2x,(9)x~(~) cos (a-o~')+[x~(y~)]~+[y,(q~)-y~(y~)]z) ~ 

xx~(y~) d s  ( i , i =  1, 2). (103) 
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Die Zuriickfiihrung auf die vollst/~ndigen elliptischen Integrale 

geschieht durch 

f ~  d s  k 2 E (k) 
( x ~ - 2 x ~ c o s ( ~ - a ' ) + ~ 2 + ( y - ~ ) ~ )  ~ (x~) � 8 9  ~' 

(83) und  

f: '~ cos (~c- a') d:r ~ ~ 2 E (~) r (k!~ 
(x~-2x~  cos ( ~ - c c ' ) + ~ + ( y - ~ ) a ) i = ( - x ~  [ (x -~)~§  ~ x~ J 

mit  dem Modul 
x~: )~ 

]c=2 (x§  ~ " 

Somit folgt aus (102) und  (103) fiir i,~, = 1, 2 

K~ (% ~) = k,~ (% ~) {E,~ (q~, ~) K,~ (of, ~p) + 6,~ (% ~) Q,~ (~, ~) } \ x~ -~ ]  ' 

L,~ (of, ~,) = ~,~ (% ~) E,~ (~, ~,) L,, (~, ~) + C;,~(% ~) x - ~  J \~--~)/ 

o 0  

mit K~ (~, y~) = 2 
[x, (~) - x~ (~o)] ~ (~) - [y, (g) - y~ (~)] ~ (r 

[xi (~) - x~ (~o)] ~ + [yt ( ~ ) ,  y~ (~)]~ ' 

~O 
L,j (T, ~) = 2 [x~ (~) - xj (~)] xt (~) § [Yi (~) - Y~ (~)] x~ (r 

[x~ (r - xj (~)]2 + [Yi (~) - Y~ (YJ)]~ 

Q,j (q~, yj) = [y, (~) - y~ (~)] &, (~o) - x, (r ~, (~) 

k~j (% ~p) = 2 [x, (q~) + xj (~)]~ + [y, (~0) - yj (~)]~ ' 

E,j (% y) -- E (k,j(cp, ~)), 

G~j ((p, ~p) = G (kij (%'~p)). 

105 

(84) 

(lO4) 

(lO5) 

(lO6) 

(107) 

(lOS) 

(109) 

(110) 

(111) 

(112) 

w 9. Einige Eigenschaften der Kerne K0(~, ~)  und L~j(q~, ~p) 

LEMMA 4. Sei (~, ~) ein /ester Punkt der rechten Halbebene und C* eine in der rechten 

Halbebene verlau/ende, den Punkt (~, ~) nicht enthaltende, glatte Kurve, so ist das lntegral 

1= fc .Pdx+ Qdy 
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2 k E ( k ) ( y - ~ )  ~ , (113 mit P (x, y) = (x - ~)2 + (y _ ~)~ x ~  J 

Q(x,y)= l 2kE(k ) ( x -~ )  k ~ k ) } ~  (114 
( z  - ~)~ + (y  - ~])~ 

und dem Modul (104) vom Wege unabh~ing~, so/ern C* in die de/ormierte Kurve ohne Be 

riihrung des Punktes (~, ~) iiber[iihrt werden kann. 

Beweis. Unter Benutzung der fiir die elliptisehen Integrale (83) und (84) giiltiger 

Identit~ten (1) 

dE 1G, 
dk k 

d G  k 
dk = 1 -  k ~ E 

sowie der logarithmischen Ableitungen von (104) 

1 ~k 1 ~ - x ~ + ( y - ~ )  2 l ~ k _  y - ~  
k ~ x  2 x ( x + ~ ) 2 + ( y - ~ )  ~' k ~ y  ( x + ~ ) ~ + ( y - ~ )  ~ 

erhiilt man ~(kE) 1 ~2-x~+(y-~?)~ ( k E - k G ) ,  
~x = 2-x (x + ~)2 + (y _ ~)2 

~(kE) Y-Y ( k E - k G ) ,  
~y (x+ ~)~+ ( y - ~ )  2 

~x 2x(x§247 ~ kG , 

a(kG) = y - ~  [ ]caE ) 
~y ( x + ~ ) 2 + ( y - ~ )  ~ ~ 1 - ~  + k G  , 

k 2 4x~ 
l _ k 2  ( z_  ~)~§ (y_~)2" 

Damit ergibt sich aus (113) und (114) ffir aUe yon ($,~) verschiedenen Punkte (x,y) 

der rechten Ha]bebene 

(1) Fiir deren Herleitung benutze man etwa die bei Jahnke-Emde [5] angegebenen Formeln. 
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~Q ~P  ~ (x x 
2 ( x -  ~) V~ 1 ~2 _ xz + (y_  r])2 

+ (z - ~)2 + (y _ r])~ x 2x (x + ~)~ + ( y -  r])2 

( x + ~ ) 2 + ( y - ~ ) 2 ( x - ~ ) 2 + ( y - r ] )  2 y i x - ~ ) ~ + ( y - r ] )  2 x 

2 ( y - r ] )  ~/~ y - r ]  
- (x - ~)~ + (y - r])2 x (x + ~)2 + ( y _  r])z 

x (x + ~)2+ (y _ r])~ (x - ~)~ + (y - r])'] 

+ { _  2 ( x - ~ )  V~ 1 ~ - x ~ + ( y - ~ )  2 
( x - ~ ) 2 + ( y - ~ ] ~  x 2x (x+~)~+ (y_r])2 

~x - ~  x 2 x ( x + : ) 2 + ( y - r ] )  2 

2(y--r]) ~/~ y - r ]  
+ ( x - ~ ) 2 + ( y - r ] )  ~ x ( x + $ ) 2 + ( y - r ] f  

Oy - ~ -  x (x+~)2§ (y 

kE 

kG; 

durch elementare Rechnung sieht man leicht, dab der Inhalt jeder der beiden ge- 

schweiften Klammer identisch verschwindet, so daft damit die Behauptung aus 

OQ 0 P  
~x ~y 

folgt. 

SATZ 4. Die Kerne K o (~, y~) besitzen die Eigenschaft 

f~ : ~ K ~ j ( c f , ~ ) d c f = 2 ~ ( i - i + l  ) ( i , j=  1, 2), (:15) 

wobei die Integrale /i~r i = ~ als uneigentliche Integrale beziiglich der Singulariti~t bei q) = 

au]zu/assen sind. 

Beweis. Man iiberzeugt sich zun~,chst, da$ die Singularit~t yon Ki~(cf,~p) bei 

=~0 schwach genug ist, damit die betreffenden uneigentlichen Integrale existieren. 

Da K,@,~p) wegen der stetigen Kriimmung yon C l und C~ und des aus (107)folgen- 

den Grenzwertes 
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&,(~o)ff,(~o)-~,(r (i 1,2) (116: lira K~(% ~p) = 
,,,._,.,~ [:e, (~)]~ + [9, (~)]~ 

tiberall stetig ist. desgleichen Qu(%~p), k.(%~p)I:.(%~o), so wird also die Singularit/it 

yon Ki~(q,~) entsprechend (105) durch die Singularit/it yon G~(%y)) an der Stelle 

~c=y) bestimmt. Diese SinguIarit~t ist aber auf Grund yon (86) und ( l l0 )  durch das 

Verhalten des Ausdruckes 

In [4 (1 - [k,, (% y3)] ~)-�89 = In {4 \ ~  ~ ~ ] ( [ x ' ( ~ ~  + x, (v2)] * + [y, (~o) - y, (~p)]2]�89 ( i=  1,2) 

an der Stelle ~ =yJ gegeben. Aus der Zerlegung 

In [4 (1 - [k,t (% y))]2)-�89 = In 8 ~[x, (~0) (~p)]2 (v2)]2 sin 2 
\[x~ (q) - x, (y))]~ + [y, (~) - y, (~o)] ~ 

- 1  In (4 sin' ~ 2 - - - ~ q ) 2  (i = 1,2), 

und dem Grenzwert 

(117) 

lim In 
,p --> r 

{ ~[x,(9) + x,(v2)]~ + [Ydq~)-Y, OP)]Z sin~ V22__~_~) J } 
s ~ [~-~3  - x, (~)]~ + [y, (~) 

= in { s  x, (~) ([~, (~)]~ + [~, (~)]~)-~} ( i=1 ,2 )  (118) 

erkelmt man dann, dab die Singularit/~t der K . (% ~p) durch 

best immt wird. so dab die uneigentlichen Integrale 

f? Kfi(qg, vg)d ~ ( i=  1,2) 

existieren. Aus (105), (107) und (109) bis (114) folgt nun, daB (115)offenbar mit  

t 0, falls (~, ~/) auBerhalb C, 

fcPdx+Qdy falls auf C, (119) 2ze, (~,~) 

4g,  falls ($, r/) innerhalb C, 

~quivalent ist, wenn C eine in der rechten Halbebene gelegene, stetig gekriimmte, 

doppelpunktfreie, positiv umlaufene geschlossene Kurve ist. Liegt (s ~/) auBerhalb C, so 
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kann C auf Grund yon Lemma 4 in einen Punkt  zusammengezogen werden, ohne dal~ 

sieh der Wert des Integrals (119) /~ndert. Dieser Wert  ist infolgedessen Null. Liegt 

(~,~/) im Inneren yon C, so kann C wegen Lemma 4 in einen kleinen Kreis yore 

Radius 2(3~> 0 um den Punkt  (~,~) deformiert werden. Dann folgt aus (104), (113) 

und (114) 
2 (~ G (k) sin q~ 

E (k) sin ~ - 1 + 2 ~ cos 
P ( ~ +  2 (~  cos % ~ + 2 (~  sin ~) = (~(1 + 2(~ cos ~ +  ~)~ , 

E (k) cos ~ - ~ G (k) 
Q(~+ 2~$ cos % ~ +  2~$ sin ~ ) =  (~(1  + 2 (~ cos ~ +  ~)�89 

1 + 2~ cos~0 ~�89 
k = (1 + 2 (~ cos ~ + ~ ]  

und das Integral (119) lautet 

2 (~+ cos ~ (~G (k) 

fo fo =E(k) l+2oe~ Pdx + Qdy = 2 (1 + 2 ~ cos ~ + (~)�89 dq. (120) 

Unter Benutzung von (85) bis (94) folgt gleiehm/~6ige Konvergenz von 

lim k = 1, 
~--~0 

lim E (k) = 1, 
(~--~ 0 

lim ((~ G (k))= lim {(~ In [4 ( 1 -  k~)-t]} = - l i m  {~ In [(~ (1 + 2 ~ cos q + ~)-�89 = 0 
~--~0 ~---0 ~---~ 0 

fiir alle 0 < ~ < 2 ~ r ,  so dal~ der Grenziibergang 6->0  reehts in (120) mit der Integra- 

tion vertauscht werden darf: 

fc P dx+ Qdy = 4 ~ .  

Liegt sehliefllich (~, ~/) auf C, so kann C gem/~B Abb. 2 in einen Halbkreis um (~, ~) 

deformiert werden. Nutzt  man die Tatsache aus, dab (119) in diesem Falle als un- 

eigentliehes Integral existiert, so erhalten wir in direkter Ab/~nderung yon (120) 

~ . + , E ( k ) -  2 ~ + c o s ~  ~G(k) 

f c  ~ 1 +2(~ eos~ d ~ = 2 ~ .  
Pdx + Qdy = 2 ~-~01im ~ ~~ ( 1 + 2 (~ cos ~0 § an) �89 
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Y 

Abb. 2. Deformation des Integragionsweges C. 

SATZ 5. Fiir die Kerne L~j(q),~o) gilt 

f?L,j(f,~o)d~ (i,j= 1,2), ~ 0  (121 

wobei die Integrale /iir i = ] beziiglich der Singularitdt bei qJ =v  2 als Cauchysche Hauptwert~ 

zu verstehen sind. 

Beweis. Aus Periodizit~tsgrfinden gilt 

f~ '=L,i(q~, ~ ) d ~  = lim (v+~:~-'~L,,(q~, ~o) dq) ( i , j = l , 2 ) ,  
~--->0 JV+~ 

sofern dieser Grenzwext existiert. Wir bereehnen zun~chst aus (103)ffir 0 <  ~ < g  und 

i , j = l , 2  

fv  ~+2 L~j(~, ~) d~ 
+~ 

2 - � 8 9  ~ + 2 ~ - d  t --- - [xj(~) ([x~(~)] 2 -  2x~(~)xj(~) cos ( a - - s  [xt(yJ)]2 + [Yi(~)-Yj(~)] ) ]~+~ d a .  

W~hrend hier fiir i #?" aus Stetigkeitsgrfinden direkt (~ = 0 gesetzt werden daft und 

(121) somit unmittelbar folgt, fiihren wir die Integration fiber ~' fiir i-=~ auf das 

elliptische Integral erster Gattung K (k) zurfick. Unter Benutzung yon 

f ~  - x~ cos ( a -  a') + + ( y -  ~)~)-t = (k) ((x (y (x ~ 2 ~2 d 4 K + ~)~ + ~)~)-} 

mit dem Modul (104) sowie der Periodizit~t von x~(cf),y~(~) ergibt sich 

ff+2~,_o ]~+o ( i=  1,2), (122) 
[ 4 x~(y)) K(k~(~ ,  ~)) 

wobei entspreehend (110) 
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Im Zusammenhang mit der Entwicklung [5] 
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k~(% ~p) = 2 [x,(q~)+x~(~)]~+[y~(q~)_y, Op)f~ ( i=  1,2) 

lira k,~ (,p • 6, ~v) = 1 (i = 1, 2). 

wobei 

folgt aus (117) und (122) bis (124) 

lira | Lt~ (% ~fl) dq 
~-~Od ~+~ 

= ~ m o .  \ [x~ (~ )  - 

In [ 4 ( 1 -  k2)-�89 

111 

(123) 

(124) 

_t,p_5 ([x~ (~) + x~ (y)]2 + [y~ (~) _ y~ (~)]~)�89 

Benutzung des Grenzwertes (118) liefert 

[ ( f~+2~-~ -2x~(~) In 4sin 2 
lim / L~(% ~o) d~0 = lim 

= 2 x~ (~v)lim {(([x, (v? - 6) + x~(~)]2 + [y,(w - 6) - yi (yJ)]~) - t  

- ([x,(W + 6) + x~ (9)] 2 + [y~(9 + ~) - Y,(V?)] 2)-~) In (4 sin ~ �89 (~)}. 

Mit Hilfe elementarer Methoden zeigt man nun leicht, dab dieser Grenzwert existiert 

und den Wert Null hat, so dab (121) fiir i = j  im Sinne des Cauchysehen Haupt- 

wertes bewiesen ist. 

Die erhaltenen Identit/s (115) und (121) versetzen uns in die Lage, das In- 

tegralgleichungssysSem (99) in der folgenden Weise umzuformen: 

J0 [Kil (~0, g) 0)tl (r -- Kil  (~p, ~)) r (~p)] dr2 2 7~ 

l f ]  ~ 

_ 1 [ L ~ i ( ~ , , ~ o / o ~ ( ~ 1 - / : , ~  (~o, ~ )  ~o~1(~,)] d~o 
2~ 

+~-~ [L~(~,~)o~(q~)-L,~(q),,p)~o~(~,)]d~ ( / = 1 , 2 ) .  (125/ 
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l ~ t  Hi|re dieser Umformung verfo]gen wir das Ziel, ansehlieBend bei der numeriseheJ 

Auswertung der Integralgleichungen ein linear abh~ngiges Gleiehungssystem zu erha! 

ten, welches also gemeinsam mit dem Integralgleichungssystem (125)eine nichttrivial, 

homogene LSsung besitzt. Diese homogene LSsung lautet auf Grund yon (101) sowiq 

der in w 5 besproehenen Existenzs~tze fiir das betrachtete Neumannsche Problem 

~t , (~ )  = rt,(9 o) ([&~(~)]~+ ~,(~)]2)�89 (i = 1, 2), (1261 

Ytl = (t, Y1) auf $1, / 
wobei Y~z = (t, Y~) auf S 2 (127} 

gesetzt ist(1). Aus (61), (126) und Abb. 1 ergibt sich noch die Normierungsbedingung 

/: s (~) d e  = 1, ( 12 8) 

wobei wegen der Wegunabh~ingigkeit fiber C 1 start L 1 integriert werden konnte. 

w 10. Zerleg~mg der Kerne  K .  (~ ,  •) und Lu (~ ,  ~ )  

Ffir i = j  liiBt sich die Singularit~t der Kerne (105)und (106)an der Stelle ~=~0 

mit ttilfe yon (85), (86) und (117) in der folgenden Weise abspalten: 

K,,(~,,p) = K*(rf, ~)+  K~*(%,p)In (4 sin ~ ~ - ~ )  ( i=  1,2), (129) 

L,(qD, yO = H* (q~, v/) + H**(% y,) ln ( 4 sin' ~ )  

- [ P ' * ( ~ ' ~ ) §  (4sin2 ~ ) ]  Ctg ~P-~2 ( i=1 ,2) ;  (130) 

dabei bedeuten fiir i = 1,2 

" ~ [~'(~)]~ (131) 

r162 {x,(~)~* (132) K** (~, V,) = - �89 ]r (% ~) {E** (% ~) K .  (q~, ~) + 6 * *  (~, ~) Q. (~, ~)} \~, (~)! , 

_ oo x'(q~)} f x'(v2)'~ (133) H* (q~, ~o) = k,, (% y~) {E,, (~o, ~o) H,, (r ~o) + G,, (q~, v2) x ~ J  ~ x ~ /  ' 

(1) Man beachte, daft Y~ aus Symmetriegriinden und wegen (61) auf S 1 und S 2 in Richtung yon 
t fiillt und daher auch in dem Ansatz (95) fiir v mit beriicksichtigt wurde. 
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H~*(q~,9)- - � 8 9  ku(~,9){E~*(V,9)/~u(~,9)+ G ** &'(~)/ (x~(9)~ �89 (134) - ' 

[xi (9)~ �89 (136) P~ @, 9) = k. (q~, 9) / : .  (q~, 9) ~ - (~ j ]  , 

{x' (9)] �89 (136) P,** (~, 9) = - �89 k,,(~o, 9) E** (~, 9) \x~-~/  

0v oO 

mit H~ (T, 9) = L~ (~, 9) + ctg 9 - ~  (I37) 
2 ' 

{ /[x,(~) + x,(9)]~+ [y,(~) ~ �89 
* -Y,(9)]  s i n ~ 9 - r  [ (138) Eu(~o,9) = E~(~v,9)+ E**(~,9)In 8\[x,(~o)_x,(9)]~ + [y,(~)_y,(9)]~_ ~ - - ]  j, 

6u(~,9)  = G~(~, 9) + G~*(~,9) ln{8 ([-~(~) + x'(9)]~+ [Y'(r  Y'(9)]2sin ~ 9 - ~ ] i ~  (139) 

und den abkiirzenden Bezeichnungen 

E* (~o,9)= E* (k.(~,9)), (140) 

E~* (~o, 9) = E** (ku (q, 9)), (141) 

G~ (~ ,9 )=G* (k.(~o,9)), (142) 

G** u (~o, 9) = G** (ku (~o, 9)). (143) 

Aus (108) und (I37) folgt ferner 

lira Hu(~,9)  _~ , (~)2 , (~o)+~(~)~(~)  ( i=  1 2), (144) - ~  [~,(~)]~ + [~ (~)]~ , 

und aus (87) bis (94), (110) und (118) ergeben sich fiir (138)und (139)die Grenzwerte 

lira l : u (~ ,9 )= l ,  ( i=1,2) ,  (145) 
~p ---> ep 

lim ~su(~o,9) = - 1 + In {8x~(q) ([&,(~o)]*+ [~,(~o)]~) -�89 (i = 1, 2), (146) 
V,---> ~ 

oo  

so dag H**(q,9), E!u(~v, 9), Gu(qg, 9 ) und damit die Ausdriicke (131) bis (136) fiir alle 
Argumente ~o, 9 stetig sind und insbesondere numerisch aus den Parameterdarstellungen 
fiir C~ und C~ berechnet werden k6rmen. Die dabei vorkommenden Ableitungen ~,(~), 

~,(~o), ?~,(~o), ~/, (~o) denken wir uns dabei durch das in w 6 angegebene Verfahren erklgrt, 
sofern die Funktionen x,(q~),y,(q~) nur an den diskreten Stellen (66) bekannt sind. 
8 - 6 3 2 9 1 7  Acta  mathematica 1 0 9 .  I m p r i m 6  le 1 a v r i l  1 9 6 3  
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w 11. Linear abh~ingiges Gleichungssystem f'dr die Tangentialkomponente 

Denken wir uns die in (125) auftretenden Kernfunktionen Kis(%~p) und L~j(~v, V 

im Falle i = ~  gem/~fl (129} und (130) zerlegt, so geht das Integralgleichungssyste~ 

genommen an den Stellen ~ = r /~ =0  . . . . .  2 N -  1, mit Hilfe der Quadraturformell 

(73) bis (76) in das folgende lineare Gleichungssystem iiber(1): 

1 2N-1 
2 N ~ (K12.~ ~t2.. - K12m o)t2.) 

v=o 

�9 ) 2 N-1 ~- R ~**  C,-, Pll.p - -  T . u _ ,  P~*,t, Z H * I , . -  . . . . .  u , . -  
V=O 

- -  P i t  ,or 

1 2N-1 
+ - -  ~, (L12v, mn2,-i12~vogn2.) (~u=O, . .  2 N - l ) ,  

2 N  ,=o "' 

(Dnlp 

(147 

1 2N-1 
2 (O~t2u -- O~tl,) -1- 2 - ~  ,--~0 (K2t.u o~t~v - K21 v~ OJtlv) 

v*p 

1 2 N - 1  

2 (L21vt~mnlv-L21p, OJnlr) 
2 N  ,=o 

+ ~_ H~2.. + R._. H**2~,. - C.- .  P*22v. - -  Tp-v P 2 2 , #  OJn2p 
r=0 v*/z 

(-O~2v I 

( # = 0  . . . . .  2 N - 1 ) .  (148) 

I)urch Addition aller 2 N  Gleichungen (147), wobei sich identisch Null ergibt, 

erkennt man die lineare Abh/ingigkeit des Systems. Es kann daher eine beliebige 

G]eichung in (147), etwa die fiir # = 0  erhaltene, ohne Einschr/inkung der All- 

(x) Griechische Indizes bedeuten, da0 die betreffende Funktion an den Stiitzstellen (66)ge- 
nommen ist. 
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gemeinheit unterdrfiekt werden. An die Stelle der fortgelassenen Gleichung tri t t  dann 

im Falle der AuflSsung des homogenen Systems (in (147) in 148) ist cou, = ~u, ,  co~,, =0,  

i = 1, 2, gesetzt) die aus (73) und (128) folgende Nebenbedingung 

1 2N-1  1 
~'~tl/~ = ~ .  (149) 

2 N  u=o 

Handelt es sich um die Bestimmung der Tangentialkomponente der durch (62)fest- 

gelegten speziellen LSsung des inhomogenen Systems v*, so definieren wir zun~ehst 

entspreehend (101) 

~, (~)  =v,*(~)([~(~)]2+ [~,(~)]~)~ (i = l ,  2) (15o) 

mit v*l = (t, v*) auf $1, } (151) 
vt% = (t, v*) auf  S~. 

Das Gleichungssytem ffir w* geht aus dem inhomogenen System (147) und (148) 

hervor, indem man dort o)u~ =e o* t~, i = 1, 2, setzt und an die Stelle der unterdriickten 

Gleichung in (147) die aus (62), (150), Abb. 1 und damit 

cot1 (~) d~0 = 0 (152) 

1 2 N - 1  

09 $ - -  - -  ~ t l z - 0  (153) folgende Nebenbedingung 2 N  ,=o 

treten ls 

Durch Summation aller 2 N  Gleiehungen (148) entsteht 

1 ~ n - 1  1 25/-1 

2 N t,=o ~,=o 

Diese Gleiehung besagt, dab jede LSsung yon (147) und (148) die aus der Rotations- 

freiheit ffir v in B folgende Identit~t 

fc, (v, ds) = fc,  (v, ds) 

im Sinne der Rechteekformel numerisch exakt enthg, lt. Insbesondere bedeutet es damit 

keine Auszeichnung, dab den Nebenbedingungen (149) und (153) der Integrationsweg 

C 1 und nicht C 2 zu Grunde gelegt wurde. 

Wir bemerken noch, dab es bei den in (147) und (148) auftretenden Summationen 

fiber v keine Einschr/~nkung bedeutet, den jeweiligen Summationsindex v = #  auszu- 
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schliei3en, da alle auftretenden Summanden in p und r sehiefsymmetrisch sind. Di~ 

hat  tibrigens zur Folge, dab die Diagonalelemente * K, ,~  etc., die auf den Grenzwerte 

(116) und (144) bis (146) beruhen, numeriseh nicht bereehnet zu werden brauehet 

Damit entf~llt auch grunds~tzlich die praktische Berechnung des zweiten Ableitunge: 

~,(~), ~,(~), i = 1, 2. 

Da man sieh im allgemeinen nicht auf eine spezielle Vorgabe der Normalkompo 

nente v,~, i = 1, 2, festlegen m6chte, empfiehlt es sich, die spezielle LSsung v* it, i = 1 , 2  

des inhomogenen Problems mit Hilfe einer , ,Randmatrix", die allein durch die In 

formationen x~(9), y~(q~), i = 1, 2, bestimmt ist, in der folgenden Weise numeriseh dar 

zustellen. Wir definieren zun~chst die Spaltenmatrizen (je 4 N  Elemente) 

vnlo V~o Y~lo (:) ( : ) ( : )  v* " Y~I. 2 N-1 l)nl. 2 N-1 tl, 2 N-1 Yt -- �9 
v~= , v * =  v* ' Yts0 Vn20 120 

: ~ : 

v* Yt2.2 N-1 Vn2.2N-1 t2, 2N-1 

(1541 

LSsen wir dann das System (147) und (148) nacheinander fiir 

() V n I I' ~176 (155) 

jeweils unter der Nebenbedingung (153) auf und seien die LSsungen bzw. 

// Moo \ 

M4N z.o/ 

[ Mol \ / Mo.4,V-l ~ 

t 
M00 M01 . . .  M0.4N_I  ) 

so erkl/~ren wir M =  Ml~ Mlz . . .  M 1 . 4 N - 1  (157) 

MAN-1 0 MaN- l ,1  ... M4N-1,4N-1 ] 

als , ,Randmatrix". Zu einer beliebig vorgegebenen Normalkomponente vn, die nattirlieh 

im Sinne einer geeigneten Quadraturformel der DurchfluBbedingung (36) geniigen muB, 

lautet dann die gesuehte LSsung des inhomogenen Systems wegen (154) bis (157) 

v* =My. .  (158) 
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Die R a n d m a t r i x  ve rb inde t  also u n m i t t e l b a r  die gegebene N o r m a l k o m p o n e n t e  m i t  der  

gesuchten  (speziellen) Tangen t i a lkomponen te .  Zur  Berher r schung  der  a l lgemeinen LSsung 

des Problems,  also zur Bes t immung  der  durch  (61) no rmie r t en  homogenen  LSsung 

Yt und  der  R a n d m a t r i x  M ,  h a t  m a n  somi t  insgesamt  e in  l ineares Gle ichungssys tem 

mi t  4 N U n b e k a n n t e n  und  4 N +  1 rech ten  Sei ten  zu 15sen. 

w 12. Erstes numerisches Beispiel (1) 

Wir  w~hlen als  Beispiel  fiir C z eine El l ipse  und  fiir C 2 einen die  El l ipse  ex- 

zent r i sch  einschliel~enden Kre i s  (Abb.  3): 

Y 
0,2 

I I I 
0 ,2  0 ,4  0 ,6  

~ 0,2 

Abb. 3. Die fiir das numerische Beispiel gew~hlten Berandungen. 

x l (~)  = 1,05 + 0,06 cos ~, 

x~(~0)= 1 + 0 , 2 2  cos ~o, 

y1(~o) = 0,08 sin ~, 

y2(~o) = 0,22 sin ~, 

0 ~ < ~ < 2 ~ r .  (159) 

TABELLE 2. Koordinaten und homogene L58ung [iir C 1 und C~ (2 N = 12). 

# xl~ x2~ YI~ Y~ Yh~ Yt2p 

0 1,110000 1 , 2 2 0 0 0 0  0,000000 0,000000 2,108576 1,006577 
1 1 ,101962  1 , 1 9 0 5 2 6  0,040000 0,110000 2,212149 0,979229 
2 1 ,080000  1 , 1 1 0 0 0 0  0,069282 0,190526 2,482913 0,857908 
3 1,050000 1 , 0 0 0 0 0 0  0,080000 0,220000 2,631299 0,687474 
4 1 ,020000  0,890000 0,069282 0,190526 2,351649 0,565659 
5 0,998038 0,809474 0,040000 0,110000 2,020811 0,504031 
6 0,990000 0,780000 0,000000 0,000000 1,902595 0,486001 
7 0,998038 0,809474 -0,040000 - 0,11000O 2,020811 0,504031 
8 1,020000 0,899000 - 0,069282 - 0,190526 2,351649 0,565659 
9 1,050000 1,000000 - 0,080000 - 0,220000 2,631299 0,687474 

10 1,080000 1,110000 - 0,069282 - 0,190526 2,482913 0,857908 
11 1 ,101962  1,190526 -0,040000 - 0,11O000 2,212149 0,979230 

(1) Die numerischen Rechnungen wurden mit einer elektronischen Rechenmaschine vom Typ 
Siemens 2002 durchgeftihrt. 
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Mit je 2 N  = 12 Stiitzstellen auf C 1 und C~ sind die Koordinaten x11,, x~,, Yl,,  Y~,, /~ = 0 . . . .  

2 N - 1 ,  in Tab. 2 aufgefiihrt. AusschlieBlich mit  diesen Informationen wurden ent 

sprechend dem in w 11 beschriebenen Verfahren die homogene LSsung Y~ (Spalten { 

und 7 in Tab. 2) und die Randmatr ix  M (Tab. 3) berechnet. 

Zur Beurteilung der Genauigkeit der erhaltenen Randmatr ix  betrachten wir da~, 

auf S 1 und S~ induzierte harmonische Vektorfeld einer im Ursprung befindlicher 

Einheitsquelle: 

TABELLE 3. Randmatr ix  M / i i r  2 N = 12 Stiitzstellen. 

a Mao M~I Mo~. Maa Ma~ Maa 

0 0 ,000000  - 0 ,611089  - 0 ,039016  - 0 ,156254  - 0 ,027922  - 0 ,056826  

1 0 ,675550  - 0 ,018053 - 0 ,570028  - 0 ,045249  - 0 187350 - 0 ,044566  

2 0 ,029627 0 ,725064  - 0 ,032868  - 0 ,606846  - 0 ,061736  - 0 ,254592  

3 0 ,254772 0 ,020813 0 ,685270  - 0 ,038851 - 0 ,729409 - 0 ,077825  

4 0 ,011911 0 ,223308  0 ,016136  0 ,577373  - 0 ,034575  - 0 ,768574  

5 0 ,054213 0 ,019475  0 ,175927  0 ,018850  0 ,556912  - 0 ,020345  

6 0 ,000000  0 ,063057  0 ,027267 0 ,160038  0 ,029629  0 ,616569  

7 - 0 ,054213 0 ,015823 0 ,070075  0 ,036257  0 ,192602 0 ,048491 

8 - 0 ,011911 - 0 ,045809  0 ,025786  0 ,080409  0 ,052833 0 ,259291 

9 - 0 ,254772 - 0 ,009431 - 0 ,039366  0 ,027598  0 ,095748  0 ,068549  

10 - 0 ,029627 - 0 ,223118 - 0 ,012467 - 0 ,036238  0 ,022390  0 ,093995  

11 - 0 ,675550  - 0 ,035716  - 0 ,173872  - 0 ,017691 - 0 ,042077  0 ,012500  

12 0 ,000000  - 0 ,063897 - 0 ,060264  - 0 ,043119  - 0 ,030670  - 0 ,017430  

13 0 ,069977 0 ,020855  - 0 ,042394  - 0 ,055238 - 0 ,052223 - 0 ,044293 

14 0 ,052446  0 ,056334  0 ,025402  - 0 ,021825  - 0 ,049050  - 0 ,055108  

15 0 ,025795 0 ,036718  0 ,035514  0 ,017207  - 0 ,015857  - 0 ,043034  

16 0 ,008997  0 ,019970  0 ,024904  0 ,023083 0 ,009620  - 0 ,018985  

17 0 ,001773 0 ,012135 0,018571 0 ,021404  0 ,020219  0 ,003984  

18 0 ,000000  0 ,010201 0,016991 0 ,021398  0 ,025668  0 ,021673  

19 - 0 ,001773 0 ,008956  0 ,016397  0 ,021788  0 ,028944  0 ,033332  

20 - 0 ,008997  0 ,003396  0 ,012855 0 ,019833 0 ,029082  0 ,038894  

21 - 0 ,025795  - 0 ,009901 0 ,003602 0 ,013661 0 ,024947  0,038791 

22 - 0 ,052446 - 0 ,033338  - 0 ,013377  0 ,001013 0 ,014608  0 ,030957 

23 - 0 ,069977 - 0 ,061430  - 0 ,038200  - 0 ,019206  - 0 ,005288  0 ,011219  

a M,~ MOT M,8 M,9 Majo Mall 

0 0 ,000000 0 ,056826 0 ,027922 0 ,156254  0 ,039016  0 ,611089  

1 - 0 , 0 7 6 3 1 5  - 0 ,012500 0 ,042077  0,017691 0 ,173872 0 ,035716  

2 - 0 ,062850  - 0 ,093995 - 0 ,022390 0 ,036238  0 ,012467 0 ,223118  

3 - 0 ,299356  - 0 ,068549 - 0 ,095748 - 0 ,027598  0 ,039366  0 ,009431 

4 - 0 , 0 7 0 0 1 2  - 0 ,259291 - 0 , 0 5 2 8 3 3  - 0 , 0 8 0 4 0 9  - 0 ,025786  0 ,045809  

5 - 0 ,702432 - 0 ,048491 - 0 ,192602 - 0 ,036257  - 0 ,070075  - 0 ,015823  
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T a b .  3 (Forts.) 

1 1 9  

a M . 6  M ~ 7  M o s  M o 9  M o l 0  M , ~ n  

6 0 , 0 0 0 0 0 0  - 0 , 6 1 6 5 6 9  - 0 , 0 2 9 6 2 9  - 0 , 1 6 0 0 3 8  - 0 , 0 2 7 2 6 7  - 0 , 0 6 3 0 5 7  

7 0 , 7 0 2 4 3 2  0 , 0 2 0 3 4 5  - 0 , 5 5 6 9 1 2  - 0 , 0 1 8 8 5 0  - 0 , 1 7 5 9 2 7  - 0 , 0 1 9 4 7 5  

8 0 , 0 7 0 0 1 2  0 , 7 6 8 5 7 4  0 , 0 3 4 5 7 5  - 0 , 5 7 7 3 7 3  - 0 , 0 1 6 1 3 6  - 0 , 2 2 3 3 0 8  

9 0 , 2 9 9 3 5 6  0 , 0 7 7 8 2 5  0 , 7 2 9 4 0 9  0 , 0 3 8 8 5 1  - 0 , 6 8 5 2 7 0  - 0 , 0 2 0 8 1 3  

10  0 , 0 6 2 8 5 0  0 , 2 5 4 5 9 2  0 , 0 6 1 7 3 6  0 , 6 0 6 8 4 6  0 , 0 3 2 8 6 8  - 0 , 7 2 5 0 6 4  

11 0 , 0 7 6 3 1 5  0 , 0 4 4 5 6 6  0 , 1 8 7 3 5 0  0 , 0 4 5 2 5 0  0 , 5 7 0 0 2 8  0 , 0 1 8 0 5 3  

12  0 , 0 0 0 0 0 0  0 , 0 1 7 4 3 0  0 , 0 3 0 6 7 0  0 , 0 4 3 1 1 9  0 , 0 6 0 2 6 4  0 , 0 6 3 8 9 7  

13 - 0 , 0 2 9 3 3 9  - 0 , 0 1 1 2 1 9  0 , 0 0 5 2 8 8  0 , 0 1 9 2 0 6  0 , 0 3 8 2 0 0  0 , 0 6 1 4 3 0  

14  - 0 , 0 4 7 0 1 8  - 0 , 0 3 0 9 5 7  - 0 , 0 1 4 6 0 8  - 0 , 0 0 1 0 1 3  0 , 0 1 3 3 7 7  0 , 0 3 3 3 3 8  

15  - 0 , 0 4 8 2 2 0  - 0 , 0 3 8 7 9 1  - 0 , 0 2 4 9 4 7  - 0 , 0 1 3 6 6 1  - 0 , 0 0 3 6 0 2  0 , 0 0 9 9 0 1  

16  - 0 , 0 3 9 0 8 9  - 0 , 0 3 8 8 9 4  - 0 , 0 2 9 0 8 2  - 0 , 0 1 9 8 3 3  - 0 , 0 1 2 8 5 5  - 0 , 0 0 3 3 9 6  

17 - 0 , 0 2 2 1 4 5  - 0 , 0 3 3 3 3 2  - 0 , 0 2 8 9 4 4  - 0 , 0 2 1 7 8 8  - 0 , 0 1 6 3 9 7  - 0 , 0 0 8 9 5 6  

18  0 , 0 0 0 0 0 0  - 0 , 0 2 1 6 7 3  - 0 , 0 2 5 6 6 8  - 0 , 0 2 1 3 9 8  - 0 , 0 1 6 9 9 1  - 0 , 0 1 0 2 0 1  

19  0 , 0 2 2 1 4 5  - 0 , 0 0 3 9 8 4  - 0 , 0 2 0 2 1 9  - 0 , 0 2 1 4 0 4  - 0 , 0 1 8 5 7 1  - 0 , 0 1 2 1 3 5  

2 0  0 , 0 3 9 0 8 9  0 , 0 1 8 9 8 5  - 0 , 0 0 9 6 2 0  - 0 , 0 2 3 0 8 3  - 0 , 0 2 4 9 0 4  - 0 , 0 1 9 9 7 0  

21  0 , 0 4 8 2 2 0  0 , 0 4 3 0 3 4  0 , 0 1 5 8 5 7  - 0 , 0 1 7 2 0 7  - 0 , 0 3 5 5 1 4  - 0 , 0 3 6 7 1 8  

22  0 , 0 4 7 0 1 8  0 , 0 5 5 1 0 8  0 , 0 4 9 0 5 0  0 , 0 2 1 8 2 5  - 0 , 0 2 5 4 0 2  - 0 , 0 5 6 3 3 4  

23  0 , 0 2 9 3 3 9  0 , 0 4 4 2 9 3  0 , 0 5 2 2 2 3  0 , 0 5 5 2 3 8  0 , 0 4 2 3 9 4  - 0 , 0 2 0 8 5 5  

(~ Mal2 Mala M a l 4  Mala Ma16 Malv 

0 0 , 0 0 0 0 0 0  0 , 4 7 2 2 2 6  0 , 3 8 7 0 7 2  0 , 2 5 3 9 6 4  0 , 1 3 6 7 5 3  0 , 0 6 2 3 2 3  

1 - 0 , 4 2 0 3 4 5  0 , 1 8 0 8 2 1  0 , 4 9 5 1 7 7  0 , 3 8 4 9 1 3  0 , 2 7 7 2 8 6  0 , 1 7 9 6 1 0  

2 - 0 , 5 1 4 9 6 7  - 0 , 3 1 5 1 5 3  0 , 3 1 7 6 8 4  0 , 5 0 1 1 7 0  0 , 4 1 6 5 4 2  0 , 3 2 4 4 5 6  

3 - 0 , 3 9 3 4 9 7  - 0 , 5 1 6 8 0 6  - 0 , 1 7 5 7 1 1  0 , 3 2 7 5 3 0  0 , 4 5 3 1 0 6  0 , 4 2 1 4 4 2  

4 - 0 , 2 1 7 7 8 4  - 0 , 3 9 5 2 2 4  - 0 , 4 0 0 8 9 2  - 0 , 1 0 2 9 8 0  0 , 2 0 8 5 3 7  0 , 3 3 1 3 6 2  

5 - 0 , 0 8 6 3 6 9  - 0 , 2 5 5 0 3 1  - 0 , 3 5 5 7 0 9  - 0 , 3 0 4 7 4 5  - 0 , 1 1 2 4 4 3  0 , 0 8 9 1 7 6  

6 0 , 0 0 0 0 0 0  - 0 , 1 6 4 0 7 7  - 0 , 2 8 7 1 6 2  - 0 , 3 2 8 1 6 6  - 0 , 2 7 5 9 9 8  - 0 , 1 5 4 5 1 2  

7 0 , 0 8 6 3 6 9  - 0 , 0 9 0 6 8 1  - 0 , 2 3 3 8 2 6  - 0 , 3 1 3 0 2 0  - 0 , 3 2 8 5 0 0  - 0 , 2 9 6 7 2 9  

8 0 , 2 1 7 7 8 4  0 , 0 1 0 4 3 8  - 0 , 1 6 6 3 1 6  - 0 , 2 7 8 5 3 4  - 0 , 3 3 2 9 2 8  - 0 , 3 5 2 8 8 2  

9 0 , 3 9 3 4 9 7  0 , 1 7 2 1 1 2  - 0 , 0 4 0 3 3 4  - 0 , 1 8 1 2 3 8  - 0 , 2 6 5 9 4 3  - 0 , 3 1 7 7 6 3  

10  0 , 5 1 4 9 6 7  0 , 3 2 4 2 0 3  0 , 1 2 7 8 1 3  - 0 , 0 2 9 2 4 7  - 0 , 1 2 2 0 8 0  - 0 , 1 9 0 5 7 0  

11 0 , 4 2 0 3 4 5  0 , 4 3 8 6 4 9  0 , 2 6 5 8 9 7  0 , 1 1 6 6 9 3  0 , 0 1 4 7 4 6  - 0 , 0 5 4 3 6 2  

12 0 , 0 0 0 0 0 0  0 , 6 8 9 0 4 7  0 , 0 6 4 2 0 9  0 , 2 0 2 7 7 4  0 , 0 2 2 7 0 7  0 , 0 4 9 7 2 6  

13 - 0 , 6 7 8 8 4 6  0 , 0 3 6 9 5 5  0 , 6 9 2 0 1 5  0 , 0 8 0 0 7 4  0 , 2 1 9 9 3 4  0 , 0 5 3 2 4 7  

14  - 0 , 0 1 9 9 7 8  - 0 , 6 5 1 2 0 5  0 , 0 7 2 7 5 5  0 , 6 8 1 9 5 8  0 , 0 7 6 9 3 8  0 , 2 2 1 8 0 8  

15  - 0 , 1 7 6 2 2 5  0 . 0 1 1 2 5 0  - :  0 , 6 2 1 0 3 4  0 , 0 8 7 1 5 4  0 , 6 5 8 6 3 9  0 , 0 5 9 0 5 4  

16  0 , 0 3 1 7 6 7  - 0 , 1 7 8 9 1 2  0 , 0 2 6 7 8 6  - 0 , 6 0 9 2 5 4  0 , 0 7 4 7 6 9  0 , 6 3 6 6 7 7  

17 - 0 , 9 3 4 8 8 1  0 , 0 1 1 6 2 2  - 0 , 1 9 2 1 7 2  0 , 0 1 9 7 8 2  - 0 , 6 1 0 5 1 0  0 , 0 4 2 7 7 8  

18  0 , 0 0 0 0 0 0  - 0 , 0 7 2 3 2 8  - 0 , 0 1 7 9 0 4  - 0 , 2 0 8 4 0 2  - 0 , 0 0 0 1 2 1  - 0 , 6 1 5 3 8 2  

19 0 , 0 3 4 8 8 1  - 0 , 0 3 8 6 1 7  - 0 , 1 0 3 5 3 0  - 0 , 0 4 3 5 8 5  - 0 , 2 1 6 6 7 3  - 0 , 0 2 1 4 6 I  

2 0  - 0 , 0 3 1 7 6 7  0 , 0 0 5 4 2 5  - 0 , 0 6 3 7 6 1  - 0 , 1 1 7 5 1 5  - 0 , 0 5 7 8 4 4  - 0 , 2 1 6 3 2 8  

21  0 , 1 7 6 2 2 5  - 0 , 0 3 8 3 0 8  - 0 , 0 1 0 2 0 5  - 0 , 0 7 1 5 5 4  - 0 , 1 1 7 0 2 2  - 0 , 0 6 4 0 5 0  

22  0 , 0 1 9 9 7 8  0 , 1 7 9 6 7 0  - 0 , 0 3 3 5 0 8  - 0 , 0 0 9 3 2 0  - 0 , 0 6 3 9 7 9  - 0 , 1 0 7 7 4 3  

23  0 , 6 7 8 8 4 6  0 , 0 4 5 4 9 2  0 , 1 8 6 3 4 9  - 0 , 0 1 2 1 1 2  0 , 0 1 3 1 6 1  - 0 , 0 3 8 3 2 5  



1 2 0  

Tab .  3 (Forts.) 

ERICH MARTENSEN 

o" Mals  Mal9 M ~ o  Ma21 Me22 Mw23 

0 0,000000 - 0,062323 - O, 136753 - 0,253964 - 0,387072 - 0,472226 
1 0,116733 0,054362 - 0,014746 - 0,116693 - 0,265897 - 0,438649 

2 0,247689 0,190570 0,122080 0,029247 - 0,127813 - 0,324203 
3 0,364589 0,317763 0,265943 0,181238 0,040334 - 0,172112 

4 0,357882 0,352882 0,332928 0,278534 0,166316 - 0,010438 

5 0,222502 0,296729 0,328500 0,313020 0,233826 0,090681 

6 0,000000 O,154512 0,275998 0,328166 0,287162 O, 164077 

7 - 0,222502 - 0,089176 0,112443 0,304745 0,355709 0,255031 
8 - 0,357882 - 0,331362 - 0,208537 0,102980 0,400892 0,395224 

9 - 0,364589 - 0,421442 - 0,453106 - 0,327530 0,175711 0,516806 
10 - 0,247689 - 0,324456 - 0,416542 - 0,501170 - 0,317684 0,315153 

11 - 0,116733 - 0,179610 - 0,277286 - 0,384913 - 0,495177 - 0,180821 

12 0,000000 - 0,049726 - 0,022707 - 0,202774 - 0,064209 - 0,689047 
13 0,085100 0,038325 - 0,013161 0,012112 - 0,186349 - 0,045402 

14 0,065571 0,107743 0,063979 0,009320 0,033508 - 0 , 1 7 9 6 7 0  
15 0,216376 0,064050 0,117022 0,071554 0,010205 0,038308 
16 0,040354 0,216328 0,057844 0,117515 0,063761 - 0,005425 

17 0,622672 0,021461 0,216673 0,043585 O, 103530 0,038617 

18 0,000000 0,615382 0,000121 0,208402 0,017904 0,072328 

19 - 0,622672 - 0,042778 0,610510 - 0,019782 0,192172 - 0,011622 

20 - 0,040354 - 0,636677 - 0,074769 0,609254 - 0,026786 0,178912 

21 - 0,216376 - 0,059054 - 0,658639 - 0,087154 0,621034 - 0,011250 
22 - 0,065571 - 0,221808 - 0,076938 - 0,681958 - 0,072755 0,651205 
23 - 0,085100 - 0,053247 - 0,219934 - 0,080074 - 0,692015 - 0,036955 

0 , 0 8  c o s  ~ ( 1 , 0 5 +  0 , 0 6  c o s  ~ ) +  0 , 0 0 4 8  s i n  s q~ 

vnl (~0) = ( ( 0 , 0 6  s i n  ~0) s + ( 0 , 0 8  c o s  ~)~)�89 ( ( 1 , 0 5  + 0 , 0 6  c o s  ~ ) s  + ( 0 , 0 8  s i n  ~ )~)~ '  
(16o) 

c o s  ~ ( 1  + 0 , 2 2  c o s  ~0)+ 0 , 2 2  s i n  s ~0 

v n 2 ( ~ )  = ((1 + 0 , 2 2  c o s  ~ ) 2 +  ( 0 , 2 2  s i n  ~ ) ~ ) t '  

- 0 , 0 6  s i n  ~ ( 1 , 0 5 +  0 , 0 6  c o s  ~o)+ 0 , 0 0 6 4  s i n  ~0 c o s  ~0 

vtl (~)  = ( ( 0 , 0 6  s i n  r  + ( 0 , 0 8  c o s  ~ )~ ) t  ( ( 1 , 0 5  + 0 , 0 6  c o s  ~ ) s  + ( 0 , 0 8  s i n  q~)2)~, 

vt2  (q~) = 
- s i n  ~0(1 + 0 , 2 2  c o s  q0)+  0 , 2 2  s i n  ~0 c o s  

((1 + 0 , 2 2  c o s  q~)~+ ( 0 , 2 2  s i n  ~)2)~ 

( 1 6 1 )  

D i e  n u m e r i s c h e n  W e r t e  d i e s e r  F u n k t i o n e n  s i n d  i n  S p a l t e n  2,  3, 4 u n d  6 v o n  T a b .  4 

a n g e g e b e n .  

U r n  d i e  T a n g e n t i a l k o m p o n e n t e  ( 1 6 1 )  n u m e r i s c h  a u s  d e r  g e g e b e n e n  N o r m a l k o m -  

p o n e n t e  ( 1 6 0 )  z u  g e w i n n e n ,  b e a c h t e n  w i r  z u v o r ,  d a b  d i e  P e r i o d e n  (63)  d i e s e s  s p e z i e l l e n  
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TABELLE 4. Randkomponenten von v auf S 1 und S• /iir 2 N =  12. 

121 

Vtl~ vt2~ 
^ 

F 

[~ vnl~ Vn2t~ e x a k t  N a h e r u n g  e x a k t  ] ~ a h e r u n g  

0 0 , 8 1 1 6 2 2  0 , 6 7 1 8 6 2  0 , 0 0 ~ 0  0 , 0 0 0 0  0 , 0 0 0 0  0 , 0 0 0 0  

1 0 , 7 6 6 0 6 5  0 , 6 3 5 4 5 7  - 0 , 2 9 9 2  - 0 , 2 9 8 9  - 0 , 2 9 2 6  - 0 , 2 9 2 9  

2 0 , 5 6 3 0 7 3  0 , 5 0 4 0 2 0  - 0 , 6 4 1 8  - 0 , 6 4 1 9  - 0 , 6 0 6 2  - 0 , 6 0 5 8  

3 0 , 0 6 8 5 1 0  0 , 2 0 4 9 4 3  - 0 , 8 9 9 2  - 0 , 8 9 9 2  - 0 , 9 3 1 6  - 0 , 9 3 2 2  

4 - 0 , 5 3 0 8 9 6  - 0 , 3 7 1 3 6 2  - 0 , 7 9 5 9  - 0 , 7 9 5 9  - 1 , 1 4 8 6  - 1 , 1 4 7 8  

5 - 0 , 9 0 3 1 0 8  - 1 , 1 8 5 0 0 5  - 0 , 4 3 4 8  - 0 , 4 3 4 8  - 0 , 9 1 7 2  - 0 ,9 ]  77 

6 - 1 , 0 2 0 3 0 4  - 1 , 6 4 3 6 5 5  0 , 0 0 0 0  0 , 0 0 0 0  0 , 0 0 0 0  0 , 0 0 0 0  

7 - 0 , 9 0 3 1 0 8  - 1 , 1 8 5 0 0 5  0 , 4 3 4 8  0 , 4 3 4 8  0 , 9 1 7 2  0 , 9 1 7 7  

8 - 0 , 5 3 0 8 9 6  - 0 , 3 7 1 3 6 2  0 , 7 9 5 9  0 , 7 9 5 9  1 , 1 4 8 6  1 , 1 4 7 8  

9 0 , 0 6 8 5 1 0  0 , 2 0 4 9 4 3  0 , 8 9 9 2  0 , 8 9 9 2  0 , 9 3 1 6  0 , 9 3 2 2  

10 0 , 5 6 3 0 7 3  0 , 5 0 4 0 2 0  0 , 6 4 1 8  0 , 6 4 1 9  0 , 6 0 6 2  0 , 6 0 5 8  

11 0 , 7 6 6 0 6 5  0 , 6 3 5 4 5 7  0 ; 2 9 9 2  0 , 2 9 8 9  0 , 2 9 2 6  0 , 2 9 2 9  

Neumannschen Problems auf Grund der Struktur des Quellfeldes verschwinden. Damit 

ist aber v~, i = 1, 2, identisch mit der speziellen LSsung * vt~, i = 1,2, des inhomogenen 

Systems, so daI~ wit die Randmatrix g e m ~  (158) direkt auf die zu (160) gehSrige 

Spaltenmatrix anwenden kSnnen. Das so erhaltene Ergebnis befindet sich in Spalten 5 

und 7 yon Tab. 4. Der Vergleich mit den zugehSrigen exakten Werten (Spalten 4 und 

6 in Tab. 4) zeigt eine am Aufwand gemessene hohe numerische Genauigkeit des 

Verfahrens. 

Eine ~hnliche Genauigkeit werden wir auch fiir die homogene LSsung Yt~, i = 1,2, 

{Tab. 2) erwarten diirfen. Da man die exakte LSsung hier jedoeh nieht in gesehlos- 

sener Form kennt, ist man zur Bestimmung des Fehlers auf die wiederholte Durch- 

fiihrung des Verfahrens mit hSherer, z .B.  doppelter Stiitzstellenzahl angewiesen. 

III. Das azimutalabh~ingige Randwertproblem 

w 13. Zerlegung der elllptischen Integrale G~ (k) 

Unter Gin(k) versteht man iiblicherweise die auf vollst~ndige elliptische Normal- 

integrale erster und zweiter Gattung zuriickfiihrbaren Funktionen 

1 f ~  cos my~d~ _ f�89 cos 2 m ~ d ~  

9 - 632917  Acta mathematica 109.  I m p r i m d  le 1 avr i l  1963 
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Fiir den Index m sollen nur ganzzahlige Werte in Betracht kommen. Der Zusamme~ 

hang mit den elliptisehen Integralen I:(k) und G(k) ist gegeben durch die bekannt 

Rekursionsformel 

2 - -  k S 
( 2 m -  1)Gm+l(k)-4m ~ Gin(k)+ (2m+ 1)Gm-t(k)=0 (m>~ 1) (16~ 

und Go(k)= E(k) (164 
1 - k S' 

E ( k )  G ( ~ )  ( 1 6 5  Gx(k) = 1 _ ~ -  2 k~y-. 

Man fibersieht unmittelbar, daft Gin(k) als Linearform in E(k) und G(k)dar  

stellbar ist. Mit dem Ziel, die Singularit//t der Koeffizienten dieser Linearform an del 

Stelte k = 1 zu beherrschen, betrachten wir die Zerlegung 

G,,(k)=[ll_-~+pa(k)]l:(k)+q,,(k)G(k) (m>~O). (1661 

Die rekursive Bestimmung der p,,(k) und q,,(k) geschieht darm infolge (163)bis (166) 

durch 

2 - k S 8 m  
( 2 m -  1)p,~+~(k)-4m ~ p,~(k)+ (2m+ 1)p~_~ (k) = ~  

P0 (k) = 0,  p l  (k) = 0, 

(m~> 1), 
(167) 

2 - k 2 
( 2 m -  l) qz+l(k)-4m ~ qm(k)+(2m+ 1) qm_, (k) =0 

2 
qo (k) = o,  q l (k)  = - ~ .  

(m/> 1), 
(16s) 

Die pro(k), q,,(k), m>~O, sind also ftir alle 0< k< 1 regul/ir analyCische Funktionen. 

w 14. lntegrdifferenfialgleich,mg fdr (lie Potentialamplitude 

Benutzen wir (siehe Abb. 1) 

[t,  n ]  = - e~,  ( 1 6 9 )  

so entsteht aus der Integralgleichung (37) durch skalare Multiplikation m i t t  zun/~chst 
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Nun besitzt die L6sung des azimutalabh~ngigen Randwertproblems aus eingangs 

erw~hnten Griinden ein einwertiges Potential, und dieses ist fiir ein bestimmtes m >/1 

yon der Form 
u = U e  *m~ (1) (171) 

mit  yon ~ unabh/~ngigem U. Es folgt auf S 1 und S~ 

= ( ~ U t  + i m  ) e im~ Grad u \ ~  ~ -  U %  (*). (172) 

Wir nennen die reelle Gr61~e U die , ,Potentialamplitude" des Problems. DaB wir damit  

dem Potential  u komplexe Werte unterstellen, hat  seine Bewandtnis lediglich darin, 

dab wir die Glieder mit  cos m a  und s inm a, m>~ 1, in der Fourierreihe (65) auf diese 

Weise sehr leicht gemeinsam beriicksichtigen kSnnen. Aus (58), (172) und Abb. 1 

folgt weiter 

in, v ] =  _ (~U i m  ) ~ - e , ~ - - - x  U t  e imp, (173) 

(t, In, v]) = im v d m ~ .  (174) 
X 

Nimmt  man  die in der Form 

V n = V n e im~ (175) 

vorgegebene Normalkomponente (V, h~ngt wiederum nieht yon ~ ab) hinzu, so ergibt 

sich dureh Einsetzen yon (173) bis (175) in (170) und ansehlieBende Multiplikation mi t  

i x  e_im ~ 
m 

die folgende Integrodifferentialgleichung fiir die Potentialamplitude U auf S 1 und S~: 

(x) Die willkiirliche additive Konstante des Potentials u wird im folgenden stillsehweigend 
durch die Forderung festgelegt, dab das fiber einem azimutalen Kreis genommene Mittel yon u ver- 
schwindet. 

(2) O[0t bedeutet die auf S 1 und S, genommene Differentiation in Richtung yon t. 
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U + l~{ffs U '(e''t''x-x')x ffs U ' ( e " t " x - x ' ) ~  } 2= ~ r ~ } e-'=(~-~') d l ' -  , r a e-~m(~-") d l '  

+ ~ i  , aU'at, (e=, e;r 3x -x ' )  xe_,Z(=_=.)dl, - J J s , - ~  ra 

i 2  :t m {ffsv'~(%'x-X')xe-~'~(~-~')dl'-ffsV'~(e~'x-x')xe-~'~(~-~')df} " ,  r a , r a (1761 

Mit Hilfe yon 

zeigt  sich, dab 

(e~ ,  t ' ,  x -  x ' )  

x = ( x c o s a ,  y, x s i n a ) ,  

x'=(~ cos 0t', ~/, ~ sin ~'), 

t ' = ( t ~  cos ~', t~, t~ sin g'), 

e ~ = ( - s i n a ,  O, cosa ) ,  

e j = ( - s i n s  O, c o s s  

[x-~ cos (~ -a ' ) ] t~ - (y -~)  cos (a -a ' ) t l  
((z ~ - 2 x$  cos (~ - ~') + ~ + (y - ~/)~)t 

( 1 7 7 )  

eine gerade Funk t ion  ist und  

( e : ,  e : ,  x - x ' )  _ (y - ~/) sin (~ -- a ')  
r 3 (& - 2 x ~ cos (a -  a') + ~2 + (y_ ~),)~, 

(17s) 

(%, x - x') ~ sin (~ - ~') 
r a ( ( x * - 2 x ~ c o s ( a - a ' ) + ~ 2 + ( y - B ) * ) ~  

(179) 

ungerade Funkt ionen  sind hinsichtlich ~ - a ' .  Dami t  verschwindet  aber der Ima- 

gin/irteil yon (176) aus Symmetr iegr i inden identisch, so dal~ eine reelle Integrodif-  

ferentialgleichung, ngmlich der Realteil  yon (176), zur Bes t immung der Potent ialampli-  

rude  U zu 16sen iibrig bleibt. 

Durch Transformat ion auf den in w 5 eingefiihrten Kurvenpa rame te r  ~v ergibt sich 

aus  (176) bis (179) 

2re f~:t 

+~{f;=r.(m,w)gzi(w)aw- r,,(~,w) 
,{f? = ~  Z,~(~, v/)([e~(~)12 + [9~ (~)]') ~ V~(~v)d~ 

- (~ z,~(~, ~,)([~2(v)]* + [~2(v)]~) ~ Vn~(v)d~l (i= 1, 2) (180) 
j 0  J 
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den "con ~ unabh/~ngigen Kernen  

f2,~ Ix, (q~) - xj(9) cos (a - a')]YJ(9) - [Y,(~) - YJ(9)] cos (a - a ')s 

• cos [ m ( a - a ' ) ] d s  (i,j=l,2), (181) 

I r ~ ( q  ), 9 )  = 1 ([x~ (~~ ~ _ [9~ (~) - y~ (~o)] x~ ( 9 )  sin (~ - ~') 
~, x~(~o)~(9) cos (~ - ~ ')  + [x~(9)] ~ + [y,(~o) - y~(9)]~) ~ 

xx~(qo) sin [ m ( ~ - s 1 6 3  (i ,j= 1,2), (182) 

f 2  ~ [x~(~v)] ~ sin (to -- ~r Z~(~v, 9) 
,,~ ([x~(~)] ~ - 2 x, (~) xs(9) cos (~ - a ')  + [x~(9)] ~ + [y~ (~) - y~(9)]~) ~ 

• ( i , 1 = 1 , 2 ) .  (183) 

U m  die erhaltenen Quadraturen auf elliptische Normalintegrale zurtickzufiihren, 

bilden wir mit  (162) zun/ichst 

1 f~'~ cos 9 cos m 9 ~ sin 9 sin 

und erhalten damit  

1 f~= cos 9 cos mgdlv Gm_~(k) + G,~+, (}) =~ 
( 1 -  k, c o s , ~ ) t  (m>~ 1), 

1 f2~ sin 9 sin mgd 9 
Gm-x(k)-Gm+l(k)=~ ( 1 -  k, c o s ~ ) ,  (m>~ 1). 

In  einer verallgemeinerten Form lauten (I62), (184) und (185) 

~i  ~ cos [m(~ - 0r da '  k s 
(x ~ - 2 x} cos (a - r + }2 + (y _ ~))2)t = 2 - - ~ ) i  G.,(k), 

f~ " cos (~ - a') cos [m(:c - ~')] d~' k a 
(x 2 -  2 x~ cos ( a -  ~'} + ~ + ( y -  ~)z)~ 4 (X$) ~ IOta-1 (k) -- Gm+l (k)], 

f0 ~" sin ( ~ -  ~') sin [ m ( ~ -  ~')] d~_~' k S 
(x 2 : 2-x} cos ( ~ -  ~ - g ~ -  (y - V)~) ~ 4 (x})~ [Gm_z (k) - Gm+l (]c)] 

(184) 

(185) 

, ( m  > / 1 ) ,  

wobei der Modul k wieder durch (104) gegeben ist. Denken wir uns in diesen Formeln 

Gin(k) und  Gm~l (k) gem/iB {166) zerlegt, so folgt aus (181) bis (183) fiir m~> 1 und 

i , i = 1 , 2  
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o o  

X~(% ~) = ]ct~(~, v2) E,~(r ~) K~, (~, ~) - [k,~(r T)]~ 

• p~(r y~) E~ (~, ~) + q,~ (9, ~o) G~ (~, ~) ?)~ (y~) 

- [k,~(% v2)] ~ [p~;) (9, v2) + P~;~ (q~, ~)]':,~(9, v2) + [q(d ) (9, ~2) + q~7 ) (9, ~/)] ( ; ,~ (~ ,  v2) 
4 

\x/W)/ 
(186 

,,,~3a [P})-' (9, v2) - P~(~+) (~, ~)] l!,, (9, ~o) + [q};) (9, ~) - q~(~) (q, ~)] G,~9, F) Y~ (m, ~) (9, 4m 

• Y'(~)-Y~(Y~) (187) 
(x~ (~) x~ (V))~' 

4 m  

(188) 

mit den Bezeichnungen aus w 8 und den Abkiirzungen 

P$;) (9, V) = P~-~ (k,j (r V)), 

P,J (~, ~) =Pm(Z~j(?, W)), 

p~?)(% ~) =p.,§ ~)), 

q~;)(9, r )  = q~-, (k,, {r r)), 

q~J (% w) = qm (k~j (~, ~)), 

q~?)(9, ~) = qm+~ (k,j(% ~)). 

(189) 

(19o) 

(191) 

gegeben. 

Mit der Potentialamplitude Ut(q~), i = l, 2, beherrscht man unmittelbar die Tan- 

gentialkomponenten von v auf den Berandungen S 1 und S~. 

vtj= Voe ira= ( j = l , 2 ) ,  (192) 

v~,j=iV,,je ~'~" ( j=  1,2); (193) 

dabei ist v~ = (e~, v) gesetzt, und die (reellen) Amplituden der Tangentialkomponenten 

sind wegen (4) und (172) durch 

V~(9) = - Uj(9)([x~(9)] =+ [yj(q~)]~)-t (j~_ 1,2), (194) 

V=j(q~) m U j ( r  ( j=  1,2) (195) 
xj(~) 
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w 15. Zerlegung der Kerne Xu (~, tp), Yu (~,  tp) und Zu (~, ~p) 

Zur Behandlung der Singularit/~t der Kerne (186) bis (188) im Falle i=~" an der 

Stelle ~ = V  zerspalten wir diese Ausdrticke fiir i = 1 , 2  entsprechend w 10 in 

X~(% v2) = X~ (% ~p) + X** (q~, y~) ln ( 4 sin~ ~ -  ) , (196) 

Y,,(~, ~) = Y~(% ~) + Y~*(~, W) In (4 sin~ ~ ) ,  (197) 

~ (% ~) + Z~* (~, ~p) In 4 sin ~ y 

mit den stetigen Anteilen 

(198) 

oa 

X.*(~,y) =ku(~,~o) E~(~,~)Kit(y,~)-  [k~(~,~)] ~ 

x P.  (~, ~) i:,, (q~, ,p) + q,, (9~, ~,) d~, (q~, ~p) 9~ (~) 
2 x~ (~) 

- [k~(% y,)]~ [P~;>(~' ~) <+> 
4 ) 

• I , x ~ ]  ' (199) 

rE**" oo 

G** 

2 xi (~) 

~'U . (q~, Y~) - [k~(% y,)]~ [pIF)(~~ ~p) + pi(>(% ~,) E~* (% y,) + [qIF ) (~. y,) + q~t)((p, "~ G** 

Q.(v,~)l [x~(~)] + • / (200) 

r?~ (~o, ~,) = [k,, (q~, ~)]3 [pip (~, v,) - p~P (+, ~o)] ~ ,  (q~, v,) + [ql; > (q~. v,) - q~P (9~, v,)] d , ,  (9~, ~,) 
4m 

Yt (q~) - y~ (~p) ( .g~)x , (~) )+ '  (2Ol) 
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Y,** (% ~) = - �89 [k,,(% ~o)] ~ 

• [p}~)(qo, v2) -P~i ~) (q, v2)] E,** (~v, ~o) + [q~)(q, v?) - q~+)(~, ~o)] G~* (% ~) y, (q) - y, (~o) 
4 m (xt(q~)x~ (v2))�89 

(202 

Z~ (~o, y,) = [k~ (Oo, V,)] ~ 

• [p};)(~, ~) - p,7 )(~, ~o)] E,, (~, ~) + [q,(~-)(~, ~o) - q}~+)(% ~)] d,,  (~, ~) {x, (~o)'~ 
\x ,  (~)1 ' 4m 

z~* (qJ, v,) = - �89 []r v,)] ~ 

• [p~i -)(~, ~) - p ~ t  )(~, ~)] EY (~, ~) + [q~.)(~, ~) - q~)(~,  ~)] r  (~, ~) {x, (~,)] 
4m 

Fiir ~=v? sind hierin die Grenzwerte (116), (145) und (146) einzusetzen. 

(203: 

(204) 

w 16. Linear unabhiingiges Gleiehungssystem f'fir die Potentialamplimde 

Seien die Kerne (181) bis (183) des Integrodifferentialgleichungssystems (180) 

im Falle i=?" gem//B (196) bis (198) zerlegt, so erhalten wir auf Grund der bereits 

benutzten Quadraturformeln sowie der Formel (80) zur numerischen Differentiation 

2N-1 
(7~o= ~ D._eU~. ( i=1 ,2 ,  e = 0  . . . . .  2 N - l )  v=0 

fiir die Potentialamplitude das linear unabh//ngige Gleichungssystem 

2N-1 (2 ~ * ** ) 1 2N-1 
U1. + ~ Xl1.. + R._.  X11.. UI. - - -  ~ X12.. U2. 

~=o 2 N ~=o 

§ 
2N-1 /2~1 ( 1 ) } 1 2N-1(2~ 1 

v~O [ e=O 
Y12pe Dr-e) U2~ 

2 ' V - l ( ~  N **)  .2 .2 �89 Z~'I.. + R._. Zl1.. (xa. + Yl.) V.I. - - -  
v=O 

I 2N-1 
Zl2p v (3~2u _~ y2)�89 Vn2v 

2 N  v=o 

( g = o , . . . , 2 ~ v -  1). (205) 

1 2N-1 2N-1( 1 X** + " X** ~U2v 
U2.+ 2 ~  v~o X21'uvUlv-- 2 ~ 22pv v~O .ttv-,u 22.uv/ 

1 2N-1 2N-1 ( 1 R Z** ~ ~'~c 22~*- Y2~'2,�89 

(~ = 0  . . . . .  2 N - l ) .  (206) 



EINE METHODE ZUM RAUMLICHEN NEUMANNSCHEN PROBLEM 129 

Definieren wir die Spaltenmatrizen 

Ulo Vnlo ( ) (:) U~-- U1,2N-1 ~rrs = Vnl ,  2N-1 

U2o V,~o 
i 

U2,2N-1 V.2,~N-1 

(207) 

so ist die allgemeine LSsung yon (205) und (206) offenbar wieder mit Hilfe einer 

Randmatr ix 
;t/It(m) ,, [ ' Mt' ' . . . . . .  ~t'• 0 ' 4 N - I  

1/.(m) } 
M(")  = M(~) M(i•) . . . . . .  "r 1' 4N-1 ( 2 0 8 )  

\ 7t~(m) M(m) ~,tcm) / 
~'tv~t4N-l.0 4 N - I , 1  "'" " t r ~ t 4 N - l . 4 N - l J  

in der Form U = M  (m) Vn (209) 

darsteUbar. Die einzelnen Spalten der Randmatrix (208) sind dabei erk]~irt als die Lb- 

sungen yon (205) und (206), wenn man naeheinander die Normalkomponentenamplituden 

() (i)(0) g . =  , v . =  , . . . ,  v . =  o (21o/  

vorschreibt. Praktisch bedeutet dieses die Aufl6sung eines linearen Gleichungssystems 

mit 4 N  Unbekannten und 4 N  rechten Seiten. 

Im Gegensatz zum azimutalunabh/~ngigen Randwertproblem hat man hier bei der 

numerischen Berechnung der Kernmatri tzen nicht den Effekt, dab die Diagonalele- 

mente herausfallen. Demzufolge miissen die Grenzwerte (116), (145)und  (146)und  

damit die zweiten Ableitungen ~,(~),ff,(~0), i =  1, 2, zur Bestimmung der betreffenden 

Diagonalelemente herangezogen werden. 

w 17. Zweites numerisehes Beispiel 

Wir legen wieder die durch (159) erzeugten torusartigen Berandungen zugrunde. 

Die gem/~B w 16 berechnete Randmatrix Mr ist fiir m = 3  in Tab. 5 angegeben 

(Stfitzstellenzahl 2 N  = 12 auf C 1 und C2). 

Zur Priifung der Genauigkeit betrachten wir die mit  einer ganzen Zahl m >1 1 

in B, $1, S~ erkl/~rte harmonische Funktion 

e imot 
u = x- W. (211) 
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TABELLE 5. R a ~ r i x  M (a~/~r 2 N = 12 St~tzstellen. 

a M(~ 3) . (3) M~) M(3) 7w(3) . (3) 
IVl al a3 ~,~ a4 iVA a5 

0 0 ,082425  0 ,056255  0 ,038196  0,029084 0,026626 0,027308 
1 0 ,060018  0 ,076809  0 ,047012  0 ,032842 0,029588 0,028792 
2 0 ,047863 0 ,055227  0 ,064460 0 ,040390 0 ,033106 0,031617 
3 0 ,040999  0 ,043359  0 ,045421 0 ,056110 0 ,040965 0,035168 
4 0 ,035311 0,036826 0 ,035045 0 ,038590 0,058061 0,044078 
5 0 ,032204  0,031762 0 ,029742  0 ,029390 0 ,039132 0,664029 
6 0,030806 0,029504 0 ,025992  0 ,025196 0,029731 0,042807 
7 0 ,032204  0,028978 0 ,024771 0 ,022500 0 ,025970 0,032872 
8 0 ,035311 0,030902 0 ,024868  0,021916 0 ,023665 0,029250 
9 0 ,040999  0 ,034090  0,026716 0 ,022217 0 ,023263 0,026927 

10 0 ,047863  0,039286 0 ,029338  0 ,023755 0 ,023497 0,026330 
11 0 ,060018  0 ,045359  0 ,033436  0 ,025820 0 ,024823 0,026270 
12 0,057550 0,050528 0,037404 0 ,028548 0 ,026407 0,026946 
13 0,051735 0,052356 0 ,042635  0,033024 0,029806 0,029103 
14 0 ,042447  0 ,044755  0 ,041105  0,035524 0 ,033175 0,031902 
15 0 ,035418  0 ,036802  0 ,034707  0 ,032888 0 ,033927 0,034013 
16 0 ,030894  0 ,031259  0 ,029149  0 ,028311 0 ,031508 0,034271 
17 0 ,028330  0 ,027812  0 ,025359  0,024501 0 ,028127 0,032867 
18 0 ,027498  0 ,026115  0 ,023150  0,021964 0 ,025297 0,030825 
19 0 ,028330  0 ,026014  0 ,022326  0 ,020623 0 ,023437 0,028959 
20 0 ,030894  0 ,027401  0 ,022670  0 ,020288 0 ,022469 0,027531 
21 0 ,035418  0 ,030371  0 ,024219  0 ,020809 0 ,022217 0,026493 
22 0 ,042447 0 ,035298  0 ,027070  0,022246 0 ,022659 0,025849 
23 0 ,051735  0 ,042479  0 ,031530  0 ,024807 0 ,023998 0,025886 

.(3) ~.(3) M~) . (3) ~(3) . (3) 
lYl a 9  ~ ,~al  0 ivl al 1 ff iYl a6 Iv~ a7 

0 0 ,027518 0 ,027308  0 ,026626  0,029084 0 ,038196 0,056255 
1 0 ,028055  0 ,026270  0 ,024823 0 ,025820 0 ,033436 0,045359 
2 0 ,029088  0 ,026330  0 ,023497  0 ,023755 0 ,029338 0,039286 
3 0 ,031659  0 ,026927  0 ,023262  0 ,022217 0 ,026716 0,034090 
4 0 ,035214  0,029250 0 ,023665  0 ,021916 0 ,024868 0,030902 
5 0 ,044992  0,032872 0 ,025970  0 ,022500 0,024771 0,028978 
6 0 ,066739 0 ,042807  0 ,029731 0 ,025196 0,025992 0,029504 
7 0 ,044992  0 ,064029  0 ,039132  0,029390 0 ,029742 0,031762 
8 0 ,035214  0 ,044078  0,05806I 0 ,038590 0 ,035045 0,036826 
9 0 ,031659  0 ,035168  0 ,040965  0 ,056110 0,045421 0,043359 

10 0,029088 0 ,031617  0 ,033106  0 ,040390 0 ,064460 0,055227 
11 0 ,028055  0,028792 0,029588 0,032842 0 ,047012 0,076809 
12 0 ,027305  0 ,026946  0 ,026407  0 ,028548 0 ,037404 0,050528 
13 0 ,027869  0,025886 0,023998 0 ,024807 0 ,031530 0,042479 
14 0 ,029347  0 ,025849  0 ,022659  0,022246 0 ,027070 0,035298 
15 0,031076 0 ,026493  0 ,022217  0 ,020809 0 ,024219 0,030371 
16 0 ,032458  0,02753I 0,022469 0 ,020288 0 ,022700 0,027401 
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T a b .  5 ( F o r t s . )  

131 

($ ~v~ a 6  ~vz a7 M a 8  

17  0 , 0 3 3 2 8 5  0 , 0 2 8 9 5 9  0 , 0 2 3 4 3 7  0 , 0 2 0 6 2 3  0 , 0 2 2 3 2 6  0 , 0 2 6 0 1 4  

18  0 , 0 0 3 5 5 3  0 , 0 3 0 8 2 5  0 , 0 2 5 2 9 7  0 , 0 2 1 9 6 4  0 , 0 2 3 1 5 0  0 , 0 2 6 1 1 5  

19  0 , 0 3 3 2 8 5  0 , 0 3 2 8 6 7  0 , 0 2 8 1 2 7  0 , 0 2 4 5 0 1  0 , 0 2 5 3 5 9  0 , 0 2 7 8 1 2  

2 0  0 , 0 3 2 4 5 8  0 , 0 3 4 2 7 1  0 , 0 3 1 5 0 8  0 , 0 2 8 3 1 1  0 , 0 2 9 1 4 9  0 , 0 3 1 2 5 9  

21  0 , 0 3 1 0 7 6  0 , 0 3 4 0 1 3  0 , 0 3 3 9 2 7  0 , 0 3 2 8 8 8  0 , 0 3 4 7 0 7  0 , 0 3 6 8 0 2  

2 2  0 , 0 2 9 3 4 7  0 , 0 3 1 9 0 2  0 , 0 3 3 1 7 5  0 , 0 3 5 5 2 4  0 , 0 4 1 1 0 5  0 , 0 4 4 7 5 5  

2 3  0 , 0 2 7 8 6 9  0 , 0 2 9 1 0 3  0 , 0 2 9 8 0 6  0 , 0 3 3 0 2 4  0 , 0 4 2 6 3 5  0 , 0 5 2 3 5 6  

(a) . ( 3 )  ~/~])4 M (3) (3) 7vr(3) U I V l a l 2  I V l a l 3  a15 M a l 6  ~'~ a17 

0 

I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

1 0  

11 

12  

13 

1 4  

15  

1 6  

17 

1 8  

I 9  

2 0  

21  

2 2  

2 3  

- 0 , 1 7 4 0 0 5  

- 0 , 1 6 2 9 6 3  

- 0 , 1 4 1 7 6 7  

- 0 , 1 2 1 6 0 9  

- 0 , 1 0 5 9 5 7  

- 0 , 0 9 5 9 7 8  

- 0 , 0 9 2 5 2 5  

- 0 0 9 5 9 7 8  

- 0 1 0 5 9 5 7  

- 0 1 2 1 6 0 9  

- 0 1 4 1 7 6 7  

- 0 1 6 2 9 6 3  

- 0 2 3 0 4 0 6  

- 0 1 6 5 4 9 9  

- 0 1 2 6 9 7 1  

- 0 , I 0 6 8 0 6  

- 0 , 0 9 2 1 1 2  

- 0 , 0 8 5 1 1 1  

- 0 , 0 8 2 0 3 4  

- 0 , 0 8 5 1 1 1  

- 0 , 0 9 2 1 1 2  

- 0 , 1 0 6 8 0 6  

- 0 , 1 2 6 9 7 1  

- 0 , 1 6 5 4 9 9  

- 0 , 1 5 2 6 7 2  

- 0 1 6 4 8 1 8  

- 0 1 5 7 6 3 0  

- 0 1 3 7 3 0 4  

- 0 1 1 6 7 2 5  

- 0 1 0 1 1 6 0  

- 0 0 9 2 1 6 4  

- 0  0 8 9 9 7 6  

- 0  0 9 3 9 7 4  

- 0 , 1 0 3 1 5 0  

- 0 , 1 1 6 5 7 4  

- 0 , 1 3 3 6 9 8  

- 0 , 1 6 1 5 2 2  

- 0 , 2 2 2 6 2 7  

- 0 , 1 5 6 3 6 0  

- 0 , 1 1 9 1 1 4  

- 0 , 1 0 0 9 8 4  

- 0 , 0 8 7 9 2 4  

- 0 , 0 8 2 3 1 7  

- 0 , 0 8 0 5 6 0  

- 0 , 0 8 4 5 2 6  

- 0 , 0 9 1 8 6 6  

- 0 , 1 0 6 7 4 4  

- 0 , 1 2 6 2 2 9  

- 0 1 1 6 7 4 3  

- 0 1 3 1 3 8 4  

- 0 1 4 1 7 1 i  

- 0 1 3 7 7 2 1  

- 0 1 2 1 1 1 4  

- 0 1 0 3 3 9 3  

- 0 0 9 0 4 8 5  

- 0  0 8 3 7 7 4  

- 0 0 8 2 7 2 8  

- 0 0 8 6 2 2 5  

- 0 , 0 9 3 3 4 3  

- 0 , 1 0 3 6 1 2  

- 0 , 1 1 5 4 7 3  

- 0 , 1 4 5 8 3 0  

- 0 2 0 4 1 9 3  

- 0 1 4 0 2 3 1  

- 0 1 0 6 5 4 8  

- 0 0 9 1 3 2 3  

- 0 0 8 0 7 1 4  

- 0 0 7 6 8 7 3  

- 0 0 7 5 9 9 9  

- 0 0 7 9 9 2 2  

- 0 , 0 8 6 4 1 1  

- 0 , 0 9 9 5 7 0  

- 0 , 0 8 7 8 0 5  

- 0 , 0 9 7 3 0 9  

- 0 , 1 0 7 7 7 9  

- 0 , 1 1 4 8 5 7  

- 0 , 1 1 1 5 9 6  

- 0 0 9 9 3 0 9  

- 0 0 8 6 3 2 2  

- 0 0 7 7 3 5 2  

- 0  0 7 3 0 7 7  

- 0 0 7 2 6 7 9  

- 0 0 7 5 2 1 5  

- 0 0 8 0 2 8 3  

- 0 0 8 7 6 6 6  

- 0 0 9 9 9 4 7  

- 0 1 2 6 3 9 8  

- 0 1 8 3 4 6 7  

- 0 1 2 2 4 5 1  

- 0 0 9 2 3 4 0  

- 0 0 8 0 1 3 8  

- 0 0 7 2 0 2 4  

- 0 0 6 9 5 4 9  

- 0 0 6 8 8 0 0  

- 0 0 7 2 0 6 3  

- 0 0 7 7 0 6 2  

- 0 , 0 6 8 1 2 0  - 0 , 0 5 6 8 5 9  

- 0 , 0 7 3 5 7 3  - 0 , 0 5 9 5 2 2  

- 0 , 0 8 0 5 9 2  - 0 , 0 6 3 7 4 1  

- 0 , 0 8 7 9 9 1  - 0 , 0 6 9 2 6 8  

- 0 , 0 9 2 2 3 2  - 0 , 0 7 4 8 9 0  

- 0 , 0 8 9 0 5 4  - 0 , 0 7 7 6 7 8  

- 0 , 0 8 0 2 4 3  - 0 , 0 7 4 8 4 3  

- 0 , 0 7 1 5 4 1  - 0 , 0 6 8 4 4 3  

- 0 , 0 6 5 7 7 3  - 0 , 0 6 2 4 0 2  

- 0 , 0 6 3 0 5 0  - 0 , 0 5 8 3 0 7  

- 0 , 0 6 2 7 6 1  - 0 , 0 5 6 1 2 1  

- 0 , 0 6 4 4 9 9  - 0 , 0 5 5 6 6 6  

- 0 , 0 6 7 0 2 2  - 0 , 0 5 6 7 0 6  

- 0 , 0 7 5 6 6 4  - 0 , 0 5 9 5 5 8  

- 0 , 0 8 5 2 9 2  - 0 , 0 6 6 7 9 2  

- 0 , 1 0 9 0 6 2  - 0 , 0 7 4 6 0 2  

- 0 , 1 6 5 1 7 2  - 0 , 0 9 6 9 7 0  

- 0 , 1 0 6 5 3 6  - 0 , 1 5 2 4 5 1  

- 0 , 0 7 9 7 9 7  - 0 , 0 9 5 6 8 6  

- 0 , 0 7 0 2 4 4  - 0 , 0 7 1 7 3 8  

- 0 , 0 6 3 8 3 9  - 0 , 0 6 3 9 5 9  

- 0 , 0 6 1 9 7 4  - 0 , 0 5 8 1 6 3  

- 0 , 0 6 0 8 0 5  - 0 , 0 5 6 2 4 8  

- 0 , 0 6 3 3 5 6  - 0 , 0 5 4 5 5 5  

~ ( 3 )  n ( 3 )  M ( 3 )  ~ z ( 3 )  ~ . ( 3 )  M ( 3 )  
u ~,~ a18 2v1 a19 a2o ~v.l a21 ~u a22 

0 •  - 0 , 0 5 6 8 5 9  - 0 , 0 6 8 1 2 0  - 0 , 0 8 7 8 0 5  - 0 , 1 1 6 7 4 3  - 0 , 1 5 2 6 7 2  

1 - 0 , 0 5 3 8 7 4  - 0 , 0 5 5 6 6 6  - 0 , 0 6 4 4 9 9  - 0 , 0 8 0 2 8 3  - 0 , 1 0 3 6 1 2  - 0 , 1 3 3 6 9 8  

2 - 0 , 0 5 6 0 9 8  - 0 , 0 5 6 1 2 1  - 0 , 0 6 2 7 6 1  - 0 , 0 7 5 2 1 5  - 0 , 0 9 3 3 4 3  - 0 , 1 1 6 5 7 4  

3 - 0 , 0 5 9 8 2 3  - 0 , 0 5 8 3 0 7  - 0 , 0 6 3 0 5 0  - 0 , 0 7 2 6 7 9  - 0 , 0 8 6 2 2 5  - 0 , 1 0 3 1 5 0  

4 - 0 , 0 6 4 8 9 8  - 0 , 0 6 2 4 0 2  - 0 , 0 6 5 7 7 3  - 0 , 0 7 3 0 7 7  - 0 , 0 8 2 7 2 8  - 0 , 0 9 3 9 7 4  
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T a b  5. ( F o r t s . )  

E R I C H  M A R T E N S E N  

. .(3) Ca) , . (s )  . .(3) MCa) M(3) 
(7 1VIa18 Mo19 ~vza20 2VJ o 21 o"22 tr-L o23 

5 - 0 , 0 7 0 2 0 0  - 0 , 0 6 8 4 4 3  

6 - 0 , 0 7 2 6 9 8  - 0 , 0 7 4 8 4 3  

7 - 0 , 0 7 0 2 0 0  - 0 , 0 7 7 6 7 8  

8 - 0 , 0 6 4 8 9 8  - 0 , 0 7 4 8 9 0  

9 - 0 , 0 5 9 8 2 3  - 0 , 0 6 9 2 6 8  

l 0  - 0 , 0 5 6 0 9 8  - 0 , 0 6 3 7 4 1  

11 - 0 , 0 5 3 8 7 4  - 0 , 0 5 9 5 2 2  

12  - 0 , 0 5 2 2 0 1  - 0 , 0 5 6 7 0 6  

13 - 0 , 0 5 4 1 7 5  - 0 , 0 5 4 5 5 5  

14 - 0 , 0 5 6 5 0 4  - 0 , 0 5 6 2 4 8  

15 - 0 , 0 6 2 6 7 4  - 0 , 0 5 8 1 6 3  

I 6  - 0 , 0 6 9 8 3 5  - 0 , 0 6 3 9 5 9  

17 - 0 , 0 9 2 2 3 2  - 0 , 0 7 1 7 3 8  

18 - 0 , 1 4 7 8 6 8  - 0 , 0 9 5 6 8 6  

19  - 0 . 0 9 2 2 3 2  - 0 , 1 5 2 4 5 1  

2 0  - 0 , 0 6 9 8 3 5  - 0 , 0 9 6 9 7 0  

21 - 0 , 0 6 2 6 7 4  - 0 , 0 7 4 6 0 2  

22  - 0 , 0 5 6 5 0 4  - 0 , 0 6 6 7 9 2  

23  - 0 , 0 5 4 1 7 5  - 0 , 0 5 9 5 5 8  

- 0 0 7 1 5 4 1  

- 0 0 8 0 2 4 3  

- 0 0 8 9 0 5 4  

- 0 0 9 2 2 3 2  

- 0 0 8 7 9 9 1  

- 0 0 8 0 5 9 2  

- 0 O 7 3 5 7 3  

- 0 0 6 7 0 2 2  

- 0 0 6 3 3 5 6  

- 0 0 6 0 8 0 5  

- 0 0 6 1 9 7 4  

- 0 0 6 3 8 3 9  

- 0 0 7 0 2 4 4  

- 0 0 7 9 7 9 7  

- 0 1 0 6 5 3 6  

- 0 1 6 5 1 7 2  

- 0 1 0 9 0 6 2  

- 0  0 8 5 2 9 2  

- 0 0 7 5 6 6 4  

- 0 , 0 7 7 3 5 2  - 0 , 0 8 3 7 7 4  - 0 , 0 8 9 9 7 6  

- 0 , 0 8 6 3 2 2  - 0 , 0 9 0 4 8 5  - 0 , 0 9 2 1 6 4  

- 0 , 0 9 9 3 0 9  - 0 , 1 0 3 3 9 3  - 0 , 1 0 1 1 6 0  

- 0 , 1 1 1 5 9 6  - 0 , 1 2 1 1 1 4  - 0 , 1 1 6 7 2 5  

- 0 , 1 1 4 8 5 7  - 0 , 1 3 7 7 2 1  - 0 , 1 3 7 3 0 4  

- 0 , 1 0 7 7 7 9  - 0 , 1 4 1 7 1 1  - 0 , 1 5 7 6 3 0  

- 0 , 0 9 7 3 0 9  - 0 , 1 3 1 3 8 4  - 0 , 1 6 4 8 1 8  

- 0 , 0 8 7 6 6 6  - 0 , 1 1 5 4 7 3  - 0 , 1 6 1 5 2 2  

- 0 , 0 7 7 0 6 2  - 0 , 0 9 9 5 7 0  - 0 , 1 2 6 2 2 9  

- 0 , 0 7 2 0 6 3  - 0 , 0 8 6 4 1 1  - 0 , 1 0 6 7 4 4  

- 0 , 0 6 8 8 0 0  - 0 , 0 7 9 9 2 2  - 0 , 0 9 1 8 6 6  

- 0 , 0 6 9 5 4 9  - 0 , 0 7 5 9 9 9  - 0 , 0 8 4 5 2 6  

- 0 , 0 7 2 0 2 4  - 0 , 0 7 6 8 7 3  - 0 , 0 8 0 5 6 0  

- 0 , 0 8 0 1 3 8  - 0 , 0 8 0 7 1 4  - 0 , 0 8 2 3 1 7  

- 0 , 0 9 2 3 4 0  - 0 , 0 9 1 3 2 3  - 0 , 0 8 7 9 2 4  

- 0 , 1 2 2 4 5 1  - 0 , 1 0 6 5 4 8  - 0 , 1 0 0 9 8 4  

- 0 , 1 8 3 4 6 7  - 0 , 1 4 0 2 3 1  - 0 , 1 1 9 1 1 4  

- 0 , 1 2 6 3 9 8  - 0 , 2 0 4 1 9 3  - 0 , 1 5 6 3 6 0  

- 0 , 0 9 9 9 4 7  - 0 , 1 4 5 8 3 0  - 0 , 2 2 2 6 2 7  

D i e  K o m p o n e n t e n  d e s  z u g e h 6 r i g e n  h a r m o n i s c h e n  V e k t o r f e l d e s  ( 4 )  s i n d  d a n n  a u f  S 1 

u n d  S ~  g e g e b e n  d u r c h  

_ 0 , 0 8  m c o s  ~0 e ~m~ 

V n l  (1,05+0,06 C o s  q ~ ) m + l ( ( 0 , 0 6 s i n ~ 0 ) 2 + ( 0 , 0 8 c o s ~ v ) 2 )  � 8 9  V n a ( q ) ) e ~ m ~ '  

m c o s  ~0 e im~ 

( 1  + 0 , 2 2  c o s  q0) m + l  = V ~ 2 ( q o ) e ~ m ~ '  Vn2  

(212) 

V t l  ~ - 

v t 2  ~ _ 

0 , 0 6  m s i n  q0 e i ~  

( 1 , 0 5  + 0 , 0 6  c o s  q ~ ) ~ + l  ( ( 0 , 0 6  s i n  ~ ) 2  + ( 0 , 0 8  c o s  ~ ) 2 ) i  = V t l  (~0) e ima, 

m s in ~0 e ~m~ ~ T ,  �9 , e t ~ , a  

( 1  + 0 , 2 2  c o s  ~9) m + l  V t 2 ( ~ ) )  , 

( 2 1 3 )  

i m e ~m~ 
- ~v)~ +1 = i V~1 ( ~ )  d m~, 

% 1  ( 1 , 0 5  + 0 , 0 6  c o s  

i m e ~ 
v ~ =  - -  ( 1  + 0 , 2 2  c o s  ( p ) - ~ + l  : i V ~ ( q ~  e tch"  

( 2 1 4 )  
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TABELLE 6. Normalkompo~enten- und Potentia~amplitude au/~1 und ~ 2 / / i r  2 _IV ~ 12, m = 3. 

UI~ U2~ 

Vnl,u Vn2,u exakt  N~herung  exak t  N~herung 

0 1,976193 1,354197 0,73119 0,73141 0,55071 0,55073 

1 1,866976 1,293293 0,74731 0,74731 0,59263 0,59266 

2 1,345092 0,988096 0,79383 0,79371 0,73119 0,73116 

3 0,000000 0,000000 0,86384 0,86388 1,0O000 1,00002 

4 - 1,690621 - 2,390734 0,94232 0,94232 1,41850 1,41849 

5 - 2,774695 - 6,051170 1,00591 1,00591 1,88534 1,88536 

6 - 3,123061 - 8,104810 1,03061 1,03061 2,10725 2,10724 

7 - 2,774695 - 6,051170 1,00591 1,00591 1,88534 1,88536 

8 - 1,690621 - 2,390734 0,94232 0,94232 1,41850 1,41849 

9 0,000000 0,000O00 0,86384 0,86388 1,00000 1,00002 

10 1,345092 0,988096 0,79383 0,79371 0,73119 0,73116 

i l  1,866976 1,293293 0,74731 0,74731 0,59263 0,59266 

TABELLE 7. Tangentialkomponentenamplituden au/ S 1 und S 2/iir 2 N = 12, m = 3. 

V t l / ~  Vt2 /~  V a l ~  V a 2 ~  
^ ^ ^ r ~ r ~ . . . .  

exakt  N~iherung exak t  N~therung exakt  N~herung  exak t  N~therung 

0 0,0000 0,00O0 0,0000 0,0000 - 1,9762 - 1,9768 - 1,3542 - 1,3543 

1 - 0,8084 -0 ,8006  -0 ,7467 -0 ,7467 - 2,0345 - 2,0345 - 1,4934 - 1,4934 

2 - 1,7473 - 1,7508 - 1,7114 - 1,7107 - 2,2051 - 2,2047 - 1,9762 - 1,9761 

3 -2 ,4681 - 2,4705 -3 ,0000  -3 ,0010  - 2,4681 - 2,4682 -3 ,0000  -3,0001 

4 -2 ,1962  -2 ,1943  -4 ,1409  -4 ,1398  -2 ,7715  -2 ,7715  -4 ,7815  -4 ,7814  

5 - 1,2015 - L2020 -3 ,4936  -3 ,4944  -3 ,0237 -3 ,0237 -6 ,9873  -6 ,9873 

6 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 - 3,1231 -3 ,1231 - 8,1048 -8 ,1048  

7 1,2015 1,2020 3,4936 3,4944 - 3,0237 - 3,0237 - 6,9873 - 6,9873 

8 2,1962 2,1943 4,1409 4,1398 -2 ,7715  - 2,7715 - 4,7815 - 4,7814 

9 2,4681 2,4705 3,0000 3,0010 - 2,4681 -2 ,4682 - 3,0000 - 3,0001 

10 1,7473 1,7508 1,7114 1,7107 - 2,2051 - 2,2047 - 1,9762 - 1,9761 

l l  0,8084 0,8006 0,7467 0,7467 -2 ,0345  -2 ,0345  - 1,4934 - 1,4934 

E n t s p r e e h e n d  b e k o m m e n  w i r  f i i r  d a s  P o t e n t i a l  (211) a u f  d e n  B e r a n d u n g e n  

e t m ~  

= U 1 (~) e ~ ,  
u l =  ( 1 , 0 5 + 0 , 0 6  cos  ~0) m 

eimee 

U,z ( ~ ) e 'm~. U2: 
(1 + 0 , 2 2  cos  ~ ) m =  

( 2 1 5 )  
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Ffir m = 3  finden sich die exakten Werte der Amplituden yon (212) und (215 

bzw. in den Spalten 2, 3, 4 und 6 yon Tab. 6. Die gem~B (209) mit  Hilfe der Rand 

matr ix  M r berechneten N~herungswerte der Potentialamplitude sind in den Spalten 

und 7 von Tab. 6 aufgeffihrt. Tab. 7 enth~lt die exakten Werte der Amplituden vol 

(213) und (214) und die entsprechenden, aus (80), (194), (195) und Tab. 6 (Spalten ~ 

und 7) numerisch berechneten N~herungen. 

Die numeriseh bereehnete Potentialamplitude (Tab. 6) besitzt eine fast  fiinf 

stellige numerisehe Genauigkeit. Allein der Wert  U10 enth~lt eine geringe Abweiehun~ 

in der vierten Stelle. Da sieh die Fehler bei der numerisehen Differentiation na tu r  

gem~B sehr s tark fortpflanzen, bekommt  man fiir den Wert  Vtn in Tab. 7 einer 

verhgltnism~Big groBen Fehler, der jedoch die von der Anwendung her gestellter 

Genauigkeitsanforderungen keinesfalls iiberschreiten diirfte. Alle anderen N~herungs. 

werte in Tab. 7 enthalten durehweg eine betr~chtlich gr6Bere Genauigkeit. 

Grunds~tzlich kann man durch VergrSBerung der Anzahl der Stiitzstellen jedc 

gewiinsehte Genauigkeit erreiehen, wenn man von dem EinfluB der Rundungsfehle~ 

absieht. Weitere Beispielrechnungen, die hier nicht aufgefiihrt werden k6nnen, habe~ 

gezeigt, dab mit  der Verdoppelung der Stfitzstellenzahl im allgemeinen mehrere riehtige 

Dezimalstellen dazu gewonnen werden. 
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