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A la fin d ' un  prdcddent mdmoire ([14], n ~ 52), j 'ai  dnoncd une formule qui (sous la 

forme un peu plus gdndrale qui lui sera donnde ici) contient  la plupar t  des rdsultats obtenus 

par  Siegel dans ses t r avaux  sur les formes quadratiques.  En  substance, il s 'agit  d 'une  

identit6 dont  le second membre  est une <1 sdrie d 'Eisenstein ,>, tandis que le premier s 'obt ient  

en dcrivant une s6rie (qui gdndralise les sdries th~ta) ddpendant  de certains param~tres, 

et en intdgrant  par  rappor t  s ceux-ci clans le domaine fondamenta l  d ' u n  certain groupe 

discret. Comme on le verra,  on en d6duit, entre autres applications, la ddtermination du 

<~ hombre  de Tamagawa  ~ de la p lupar t  des groupes classiques, ainsi qu 'une  ddmonstrat ion 

partielle, pour  ces m~me groupes, du <( principe de Hasse ,) et d ' un  (~ thdorbme d 'approxi-  

mat ion  )). 

On s'efforcera de trai ter  s imultan6ment  les divers types  de groupes classiques en 

suivant  l'id4e de Siegel, qui consiste ~ se donner  d ' abord  une algbbre semisimple s involu- 

t ion A e t  un module X sur A. On peut  toujours d'ailleurs, comme on sait, se ramener,  

soit au cas (I) off A est simple, soit au cas (II) off A est somme de deux composantes simples 

dchangdes par  l ' involution donnde; le cas (I) lui-m~me se subdivise en plusieurs types  

(involutions de I e et de 2 e esp~ce, etc.). I1 est vrai  qu 'en  plusieurs circonstances je n 'a i  

pu  dviter de sdparer ces cas, et  le lecteur ne manquera  pas d '6tre frappd, et peut-~tre 

rebutd, par  les complications qui en rdsultent. A bien des dgards, le cas (I) est le plus in- 

tdressant;  il aurai t  dtd t en tan t  de s 'y  limiter, si par  malheur l 'extension du corps de base 

( e t en  particulier la (( localisation )), e'est-s le passage de ce corps ~ l 'une de ses compld- 

tions) ne faisait ndcessairement passer de (I) s (II)  lorsqu 'on par t  d 'une  involution de 2 e 

esp~ce, de sorte qu 'on  ne peut  exclure le cas (II) sans exclure ces involutions. De m6me, 

on verra que les applications les plus intdressantes de nos rdsultats se prdsentent  lorsqu 'on 

prend pour  X un module simple sur A; mais, lorsqu 'on dtend le corps de base, un  A-module  

simple cesse en gdn6ral d '6tre tel, ~ moins que A ne soit une algbbre de matrices sur le corps 

1 - 652922. Acta mathematica. 113. I m p r i m 6  le 25 f6vr ier  1965. 
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de base. Si on s'6tait une fois pour routes born6 h ces alg~bres, et aux modules simples sur 

celles-ci, on aurait pu donner de la prdsente thdorie un exposd bien p]us court, de lecture 

plus agrdable, et qui ndanmoins en efit fair apparaltre les traits essentiels. Aussi le lecteur 

peu familier avec ce genre de question fera-t-i] bien, en premiere lecture, de garder seule- 

ment ce cas prdsent ~ l'esprit (en supposant m6me de plus que l'involution dans A soit 

donnde par une matrice symdtri.que, ce qui correspond ~ la th~orie des formes quadratiques 

et du groupe orthogonal) et de n~gliger tout ce qui, dans ce cas, devient visiblement inutile 

ou trivial. Mais, s'il est une v~ritd que l'~volution des mathdmatiques contemporaines a 

mise en dvidence, c'est qu'on ne simplifie pas une th~orie compliqude, pour peu qu'elle 

air quelque valeur, en la sp~cialisant mais en la gdn~ralisant; bien entendu, je ne fais pas 

allusion par 1s aux g~n~ralisations superficielles ou artificielles que sugg~re parfois la mode, 

mais ~ celles qui placent une th~orie dans son cadre naturel en la d~barrassant des circons- 

tances adventices qui ]'encombrent ou la ddfigurent. Or il n'est pas douteux que nous 

n'ayons affaire ici s un fragment de la future th~orie arithmdtique des groupes semisimples. 

Mais i] peut ~tre avantageux, en rue de progr~s ult~rieurs dans cette direction, de disposer 

d 'un materiel de comparaison le plus dtendu possible; c'est dans cet esprit que j'ai cherch~ 

donner du moins h la m~thode suivie ici (directement inspirde de celle de Siegel dans [12]) 

tout le degrd de gdn~ralit~ qu'elle comporte, plutSt que d'en presenter un simple ~chantillon. 

Nous aurons ~ nous appuyer sur les r~sultats obtenus dans ces derni~res anndes par 

:Borel et Harishchandra, par Borel, et par Godement, dans la th~orie des groupes semi- 

simples. La validit~ de ces r~sultats n'est provisoirement acquise que dans le cas de caractdris- 

tique 0; en consdquence, on se bornera exclusivement ~ ce cas/t partir du Chapitre l I I .  

La plupart des r~sultats auxiliaires des Chapitres ! et I I  sont valables, soit en route caract~- 

ristique, soit du moins chaque fois que ]a caractdristique n'est pas 2. Les principaux r~sul- 

tats et notations de [14] seront supposes connus du lecteur. 

T a b l e  des  n o t a t i o n s  

(Cf. auss i  la  tab le  des  n o t a t i o n s  de  [14].) 

Chapitre I 

n ~ 1: F(~. 

n ~ 2: F(I), (A), (B), (Bo), (B~). 
n ~ 3: [~[~,X ~ 

n ~ 5: (~o//.~)y. 
n ~ 8: (W). 
n ~ 9: T,  aT, E)(T).  

n ~ 10: T~, | 

Chapitre I I  
i 

n ~ 14: t4 ,  t, v, X ,  X* .  

n ~ 15: | l(X),I(X)*, Q(X/~4). 
n ~ 16: A , ,  Av, A,  r~, ~ ,  my, X ,  X~, n~. 

n ~ 17: B.  

a ~ 18: (I), (II), tl ~ - ~ ' ,  h, 7, ~', t, 80, rm- 
n ~ 19: h[x], ~, e. 
n ~ 21: ~. 
n ~ 22: ~ ,  U ( i ) .  
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n ~ 24:  A u t ( X ) ,  A u t ( B ) ,  ~, A u t ( X ,  i) .  

n ~ 26:  ~ ,  inK, nK,  PK,  qK" 

n ~ 27:  (Io), (I,), (I~), (la), (14). 

n ~ 28: a,, Ps'(X/A). 

Chapitre I I I  

n ~ 31: (A). 
n ~ 34: (A'). 
n ~ 36:/:7 (1). 

n ~ 3 7 : 0  i. 

n ~ 38: (B), (B'). 

Chapltre I V  
n ~ 39:  E ( ( I ) ) .  

n ~ 41: Ez(r Ex(aP), E x, E z, E. 

n ~ 43:  U(i), U(i) K, U(i) v, U(i) A, IO, Iv, IO,[A. 

Chapitre VI  

n ~ 51: e, ox, 5 ,~ ,  ~(r  A ( o ) ,  l ( o ) .  
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I .  Pr61iminai res  a n a l y t i q u e s  

1. Dans  les n ~ qui  von t  suivre,  on se donnera  un  groupe  ab41ien loca lement  c ompa c t  

G. Comme dans  [14], on no te ra  G* le dua l  de G, e t  <g,g*) la va leur  en g du  caract6re  de G 

qui  cor respond ~ g*6 G*. On se donnera  aussi  une mesure  de H a a r  dg sur  G, don t  la dua le  

sur  G* sera not4e dg*. Rappe lons  que la t r ans fo rma t ion  de Four i e r  ddfini t  un  i somorphisme,  

d ' une  p a r t  en t re  L2(G) et  L2(G*), et  d ' a u t r e  p a r t  en t re  les espaces (( de Se hw a r t z -Bruha t  )~ 

$(G),  $(G*) r e spec t ivemen t  a t tach4s  s G e t  G* (ef. [14], n ~ 11). P a r  d6finit ion,  une ((distri- 

bu t ion  tempdr6e )> sur G est  une forme lin4aire cont inue sur  $(G), e 'es t -h-dire  que l ' e spaee  

des d i s t r ibu t ions  temp6r6es sur G est le dual  de S(G). I1 s ' ensui t  que la t r ans fo rma t ion  de  

Four i e r  d6termine  un i somorphisme ent re  les espaces de d i s t r ibu t ions  temp6r4es sur G e t  

sur  G*. E n  par t icul ier ,  si ~ est  une fonct ion born4e loca lement  in t6grable  sur  G, cf(g)dg 
peu t  8tre consid4r4e comme d i s t r ibu t ion  temp6r6e,  e t  a d m e t  done une t ransform4e de  

Four i e r  qui  est  une d i s t r ibu t ion  temp4r4e sur G*. Rappe lons  encore que les fonct ions  

(I) 6 $(G) s suppor t  compac t  sont  p a r t o u t  denses dans  l ' espace  des fonet ions  cont inues  

suppor t  compac t  sur  G; on en conclut  que, si une d i s t r ibu t ion  temp4r4e T sur  G est  pos i t ive  

(c 'est-s  si T((I))>~0 chaque fois clue (I)>~0), elle d6fini t  une mesure  (dite (~ tempdr4e )>) 

sur  G, e t  peu t  6tre identifi6e avec celle-ci. 

Dans  ce qui va  suivre,  on se donnera  aussi  un  espace loea lement  compac t  X muni  

d ' une  mesure  dx, et  une app l i ca t ion  cont inue / de X dans  G; ~ p a r t i r  du  n ~ 2, X sera un  

groupe  ab~lien, e t  dx une mesure  de H a a r  sur X.  A tou te  fonct ion (I) 6LI(X) ,  on conviendra  

d 'associer  la fonct ion F ~  sur G*, d4finie pa r  la formule  

F$ (g*)= fx~P(x) �9 </(x), g*> dx, (1) 

don t  on v6rifie i m m 4 d i a t e m e n t  qu'el le  est  cont inue et  born~e. Avce  ces no ta t ions ,  on a 

le l emme su ivan t  : 
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LEMME 1. Soit ~ une /onction bornde localemeut intdgrable sur G*; soit T la distribution 

tempgrde sur G, trans/orm~e de Fourier de 3. Pour tout voisinage compact W de 0 dans (7, 

soit q~w une /onction continue >~O sur G, de support contenu dans W, telle que ~ q~wdg= l; et 

soit tw=(pw ~ T ~e q~w. Alors les tw sout des/onctions continues et born~es sur G; et, chaque /ois 

que ~P EL 1 (X) est telle que l'intdgrale 

= ~ F~ ( -g*)~(g*)  dg* (2) S(O)  
da $ 

soit absolumeut convergente, on a aussi 

s(r = nmwf r tw(/(x)) dx, (3) 

la limite grant prise suivant l'ordonnd filtrant des voisinages de 0 dans G. De plus, si la con- 

vergence absolue de (2) a lieu uni/ormgment sur une partie bornde B de LI(X), le second membre 

de (3)iconverge uni/ormdment sur B. 

Soit ~0~ la t ransform~e de Fourier  de ~w; on a 

Ir f~wdg-~l, fl~$(g*)l'dg*=f~Jdg< +~. 
Comme il est  b ien eonnu, t W (qui est  une (~ rdgularis~e ~ de T) est la t ransform~e de Fourier  

de ] ~ * ] ~ ,  e 'est-h-dire qu 'on  a 

f * ' d *  tw(g)= I ~ ( g * ) l ~ ( g * ) . < g , - g  ~ g ; 

c 'est  done bien une fonet ion continue bornde sur G. E n  ver tu  du th~or~me de Lebesgue-  

Fnbini ,  on a, pour  (I) ELl(X): 

~ r tw (/ (x) ) dx = s  ( ~ *(x)  " ( / (x), - g * ~ dx) ' q~*w (g*) ]~ ~ (g*) dg *, 

et  pa r  suite, si (2) est  abso lument  eonvergente:  

�9 

Soit K une pa t t i e  eompaete  de G*, et  soit 8 > 0; il y a un voisinage W 0 de 0 dans  G tel que 

](g, g * ) -  1] < e chaque fois que g E W 0 et  g* E K,  et  pa r  suite 
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ehaque lois que W ~  W0 et g* EK; autrement  dit, on a limw r  = 1, uniform4ment sur route 

partie compacte de G*, la limite dtant entendue comme il est dit dans l'dnoncd du lemme 1. 

La premiere assertion du lemme rdsulte alors imm~diatement de (4). Quant s la seeonde, 

l 'hypoth~se signifie qu's tout ~ > 0 on peut  faire correspondre une partie compaete K de 

G* telle que l 'on air 

f IF~ (-g*)~(g*)l dg* <~ 
G * - K  

quel que soit (I) E B; cela dtant, la conclusion s'ensuit aussi de (4). 

2. Prenons maintenant  pour X un groupe ab61ien localement compact et pour dx 

une mesure de Haar  sur X. Nous aurons ~ nous servir de la remarque suivante, que pour 

plus de commoditd nous dnon~ons sous forme de lemme : 

LEY~ME 2. Soit (S~)~EA unc /amille de distributions tempdrdes sur X ,  et soit :~ un /iltre 

sur A .  Supposons que (S~(~9))~eA converge suivant :~ pour tout (I)ES(X),/a convergence dtant 

uni/orme sur route partie compacte de S(X).  Alors S((I))=lim~ S~((I)) est une distribution 

tempdrge. 

I1 est clair en effet que c'est une forme lin~aire sur $(X), continue sur route partie 

eompaete de S(X).  Comme S(X)  est limite inductive d'espaces mdtrisables S(H,H' )  (cf. 

[14], n ~ 11), la conclusion s'ensuit imm~diatement. 

LEMME 3. Les hypotheses et notations dtant celles du lemme 1 d u n  o 1, supposons de plus 

que X soit un  groupe abdlien localement compact, dx une mesure de Haar sur X ,  et que (2) 

soit absolument convergente pour tout ~ E S(X) et le soit uni/ormdment sur route pattie compacte 

de $(X). Alors (2) dd/init une distribution tempdrge S sur X ,  de support contenu dans 

/-1 (supp T); si T e s t  une mesure positive, il en est de m$me de S; et, si T coincide avec une 

mesure ~(g) dg dans une partie ouverte U de G, ~ dtant une /onction continue dans U, S coincide 

avec la mesure ~(/(x))dx dans /-I(U).  

D'apr~s le lemme 1, on peut  aussi eonsiddrer S eomme d~finie au moyen de (3); les 

lemmes 1 et 2 montrent  alors que S est une distribution temp4r4e. L'assertion sur le sup- 

port  de S r~sulte du fair que le support  de t Wes t  eontenu dans s u p p ( T ) +  W + ( -  W). Si 

T e s t  une mesure positive, on a tw>~O quel que soit W, done S((I))~>0 pour (I)>~0. Enfin, 

si T coincide avee ~(g)dg dans U, on a lim W t W =~ uniformSment dans route partie compacte 

de U, done l imwtwO/=~o  / uniform~ment dans route partie eompaete d e / - I ( U ) ,  d 'oh la 

derni~re assertion du lemme, en vertu de (3). 
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PRO1)OSITION 1. Soient X et G des groupes abdliens localement compacts; soit / une 

application continue de X dans G, satis/aisant h la condition suivante : 

(A) queUe que soit (TPES(X), la /onction F~ dd/inie par (1) est intggrable sur G*; et 

l'intdgrale ~ [ F$ [ dg* converge uni/ormdment sur route partie compacte de S(X ). 

Alors on peut, d'une mani~re et d'une seule, /aire correspondre h tout gEG une mesure 

positive/~ sur X,  de support contenu dans /-l( {g}), de teUe sorte que, pour toute /onction (I) 

continue ~ support compact sur X,  la /onction F~ sur G dd/inie par Fr (I)d/~a soit 

continue et satis/asse ~ ~ Fr dg = ~ dp dx. De plus, les /~ sont des mesures tempdrdes; et, pour 

tout ~ E S(X), Fr est continue, appartient h LI(G), satis/ait ~ ~ Fcdg = ~ dPdx et est la trans- 

/ormge de Fourier de F$. 

Si (A) est satisfaite, on peut, quel que soit g, appliquer le lemme 3 ~ / et s la (~ distri- 

bution de Dirac ~> T = (~o, c'est-~-dire ~ la masse 1 eoneentrde eng. I1 existe donc une mesure 

temp~rde positive /~g, de support contenu dans /-l({g}), telle que, pour tout ~ES(X) ,  

Fr  (g)= ~ (I)d/~g soit la valeur en g de la transform~e de Fourier de F~; puisque F~ ELi(G *) 

pour (I)E S(X), F r  est alors continue et bornde. Pour dPES(X), ~>~0, on a Fr done 

F~ est alors une fonction continue de type positif, et par suite est transform~e de Fourier 

d'une mesure positive bornde; celle-ci ne peut ~tre autre que F~(g)dg, ee qui montre que 

F r  appartient alors ~ LI(G). Mais (par exemple en vertu du lemme 5 de [14], n ~ 41) route 

fonction (I) E S(X) s'~crit, si elle est rdelle, comme difference de deux fonctions positives de 

S(X), done en tout cas comme combinaison lin~aire finie de telles fonetions. On a done 

F r  ELI(G) quelle que soit (I)E $(X). I1 s'ensuit que F$  est alors la transformde de Fourier 

de Fr  en particulier, on a F~(O)=~ Fq, dg; eomme on a F~(O)=[ (Pdx par d~finition de 

F$,  eela donne bien, pour (I) E S(X), l'~galitd annonc4e. Soit alors (I) une fonction continue 

sur X, dont le support C soit compact; soient U un voisinage compact de 0 dans X, et 

C' = C + U. I1 est facile de voir qu'il existe une fonction ~F E S(X) qui soit ~> 0 sur X et >~ 1 

sur C', et, quel que soit e>0 ,  une fonetion (I)'ES(X), de support eontenu dans C', telle 

que [(I)'-(I)[ ~<e. Alors les supports de Fr  Fr sont contenus dans /(C'), et on a 

[Fr - F r  [ ~<~F~. On en conelut aussit6t que F~ est continue et qu'on a ~ Fcdg = ~ ~Pdx. 

I1 reste s ddmontrer l'unicitd des #g. Soit en effet (/~) une famille de mesures ayant  les 
u �9 

propridtds ~nonc~es dans la proposition 1, et soit jug =~ug -/~g. On aura done, pour route 

fonction continue (I) ~ support compact : 

En rempla~ant (I)(x) par dP(x)qJ(/(x)), off ~ est une fonction continue sur G, on obtient 
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S(f ) O(x) d ~  (x) of(9) 49 = O. 

Cette relation doit ~tre satisfaite quelle que soit ~; comme d'autre part  les hypotheses faites 

entrainent que ~ (bd#'g" est une fonetion continue de 9 e G, il s'ensuit bien que eelle-ei doit 

s'annuler quelle que soit O, donc que ~ '  =0. 

PI~OI'OSITION 2. Soient G u n  groupe abdlien localement compact, F u n  sous-groupe 

discret de G tel que G/F soit compact, et F,  le sous-groupe discret de G* qui correspond par 

dualitg h F. Soient X un groups abdlien localement compact et / une application continue de 

X dans G satis/aisant ~ la condition suivante : 

(B) quels que soient (b E $(X) et g* E G*,/a sdrie 

IF~(9*+~*)I (5) 
~,* e F ,  

est convergente, et ells l'est uni/orm~ment sur route partie compacte de $(X) • G*. 

Alors / saris/air ~ la condition (A) de la proposition 1. De plus, si F~ ddzigne de nouveau 

la trans/ormde de Fourier de la /onction F~ dg/inie par (1), on a, pour touts/onction �9 E $(X) : 

Fr  (~,) = ~ F~ (~*), 
~eF  ~*eF ,  

les sdries des deux membres grant absolument convergentes. 

La premibre assertion signffie que, si e>O, et si C est une partie compacte de $(X), 

il existe une partie compaete K de G* telle que l'int~grale de ]F~I sur G* - K  soit ~<e quelle 

que soit (I) E C. Or, comme F est diseret, G*/F, est compact; il existe done une partie eom- 

paete C* de G* telle qne G* = C* + r , .  Alors, d'apr~s (B), il existe, quel clue soit (~ >0,  une 

partie finie Y de F ,  telle que l 'on ait 

F * ' * +  *' 
7 * e I ' , - F  

chaque fois que �9 E C et g*E C*. On satisfera alors K la condition imposde en prenant 

5 <~m(C*)-le, off m(C*) est la mesure de C* pour dx, pnis K=C* + F. 

On peut done appliquer ~ ] la proposition 1; par suite, fl exists des mesures/ug ayes 

les propridtds dnoncdes dans eelle-ei. D'autre part, soit ~t l 'homomorphisme canonique de 

G sur G/F, et soit [ = g o / .  Comme F.  est le dual de G/F, (B) entraine que l'applieation [ 

de X dans G/F satisfait s la condition (A) de la proposition 1. I1 exists done pour tout  g 

une mesure tempdrde positive v.(g), de support contenu dans la rdunion des/-1 ({g+?}) 

pour ~EF, tells que l'on air, pour tout O F t ( X )  : 



8 A. W E ~  

f(I)du,(g) (y*)- (g, - y * ) ,  (6) F~ 

le premier membre &ant une fonction continue. En particulier, prenons pour (P une fonc- 

tion s support compact C; comme Fr  (I)d/ua d'apr~s la proposition 1, le support de 

Fr  est contenu dans/(C). Alors la fonction F d~finie par 

Z E r  (I)" ( 5  d/~g+r) ~(a)  = 

est continue et d&ermine, par passage au quotient, une fonction continue sur G/F, dont 

les coefficients de Fourier sont donn~s par 

F~ (r*); 

dans le second membre, on a posd ~ =~(9). Comme ees coefficients de Fourier sont les m~mes 

que ceux de j" (I)d~=(a) tels qu'ils apparaissent dans (6), et que cette derni~re fonction est 

continue, on en conelut qu'on a, pour toute fonction (I) E S(X) ~ support compact : 

Cela implique ~=(g)= ~/~g+~. Comme ~=(a) est une mesure temp~r~e, il s'ensuit que la s~rie 

~, Fr est absolument eonvergente pour toute fonetion positive r  et par 

suite aussi pour toute (bE $(X). En &rivant  (6) pour g=O, et tenant compte de ce qu'on 

vient de d~montrer, on obtient la seeonde partie de la proposition. 

On peut exprimer la secondc pattie de la proposition 2 en disant que la formule de 

Poisson est valable pour les fonctions Fr  F$;  cela serait trivial s ices  fonctions apparte- 

naient respectivement ~ S(G) et $(G*), mais des exemples simples montrent  qu'en g~n~ral 

ee n'est pas le cas. 

D'autre part, eonvenons, pour (I) E S(X), de noter (I)a, la fonction d~finie par (I)a, (x) = 

~)(x)(/(x),g*). Nous aurons ~ appliquer ]a proposition 2 ~ des fonctions / satisfaisant aux 

conditions suivantes : 

(Bo) (~,g*)--->qbg, est une application continue de $(X) • G* dans $(X); 

(Bz) /a s~rie 5r*~r, [F$(y*)[ est uni/orm~ment convergente sur route partie compacte 

de S(X). 

Si on remplace (I) par (I)a., F~(g*) se change ~videmment en Fg(9* +g~); on en conclut 

que (B0) et (B1) entralnent (B), donc que la proposition 2 est applicable ~ route fonction 

qui satisfait ces deux conditions. 
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3. Nous  allons main tenant  completer ce qui a ~t~ dit  dans [14] concernant  les espaces 

~( ad~liques ~) (cf. [14], n ~ 29-30), et tou t  d ' abord  fixer le choix des mesures dans ces espaees. 

On s ' appuyera  sur l 'observat ion g~n~rale suivante. Soit G u n  groupe ab~lien localement 

compact ,  et  soit Z(x,y)  un biearaet~re non d~ggn~r~ de G • G, c'est-~-dire une fonction de 

la forme (x, yfl) ,  off fl est un  isomorphisme de G sur G*. On peut  alors identifier G avec son 

dual au moyen  de Z en posant  ( x , y ) = Z ( x , y ) ,  ee qui revient s les identifier au moyen  de 

l ' isomorphisme fl; c 'est  ce que nous avons fair, en substance, pour  les corps locaux au n ~ 24 

de [14], et pour  les anneaux d'ad~les au n ~ 29 de [14]. Cela pos~, on voit  imm~diatement  

qu'il  existe un choix et un  seul de la mesure de Haa r  pour  G pour  laquelle celle-ei soit sa 

propre duale dans cette identification; on dira que cette mesure est autoduale par  rap- 

por t  ~ ~. 

Conservant  alors nos notat ions habituelles (v. [14], n ~ 29), nous conviendrons une fois 

pour  toutes de choisir sur la completion k v du corps de base k la mesure de H a a r  autoduale  

par  rappor t  au bicaract~re Zv(xy), et de noter  celle-ci I dxlv.  Alors, pour  presque tou t  v, 

la mesure de l ' anneau 0v des entiers de/r a la valeur 1. 

Soit main tenant  U une vari~t~ analyt ique de dimension n sur kv; le choix de la me- 

sure Idxl~ sur k~ permet,  comme on sait (cf. p. ex. [13], Chap. I I ) ,  de d~duire de toute  

forme diff~rentielle holomorphe o) de degr~ n sur U une mesure positive sur U, not re  

I col,. l~appelons que, si U est une partie ouverte de (kv) n e t  que (o y soi t  donn~e par  

~o =] (x )dx  1A dx~ A ... A dxn, leo I ~ sera d~finie par  

n 

off l a lv  d~signe naturellement,  pour  tou t  a E k v, le module de l ' au tomorphisme x-->ax de 

k, si a =~ 0, et 0 si a =0 .  La  ddfinition de ]tO lv dans le cas gdndral se ddduit immddiatement  

de l~, par  t ranspor t  de structure au moyen  de cartes locales. 

En  particulier, soit Xk un espace vectoriel de dimension n sur k; soient X* son dual, 

X ~ une base de X k sur k, et (X*) ~ la base de X~ duale de X ~ Notons  X,  comme d 'habi tude,  

l 'extension de Xk au domaine universel; soient x~ ..... x .  les coo rdonn~s  clans X par  rappor t  

* * les coordonndes dans X* par  rappor t  ~ (X*) ~ la base X ~ et soient de mSme xl ..... xn 

Posons dx = d x  I A ... A dxn, dx* =dx*~ A ... A dx*; alors, si on t ient  compte des identifications 

faites aux n ~ 24 et 29 de [14], les mesures I dx ]~ dans Xv et ]dx*]v dans X* sont duales 

l 'une de l 'autre.  C'est toujours ainsi qu 'on  choisira les mesures dans les espaces de la forme 

X, ,  X* dans ce qui suit, dtant  entendu que ce choix est relatif au ehoix du caractbre Z de 

Ak, supposd fair une fois pour  toutes, '  et ~ eelui des bases duales X ~ (X*) ~ 

Dans  l 'anneau A~ des adbles de k, la (( mesure de Tamagawa  ~) (celle pour  laquelle A~/k 

est de mesure 1) est autoduale  par  rappor t  s Z(xy), puisque k est associfi s lui-mfime par  
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dualit6 lorsqu 'on identifie A~ ~ son dual au moyen  de )~(xy). I1 s 'ensuit  que cette mesure 

n 'es t  autre que le produi t  1--[[dx[, lorsque les I dx[~ sont ehoisis eomme fl vient  d 'e t re  dit; 

eela ve'ut dire que, sur chacun des sous-groupes ouverts  

1-I • 1-I 0o 
y e s  y e S  

de Ak, la mesure en question est dgale au produi t  des mesures ]dxlv au sens habituel; on 

la notera I dxl.4. On en eonelut aussit6t que, si Xk est comme plus haut ,  et si les mesures 

I dxlv sont ddfinies eomme plus hau t  sur les espaees Xv (au moyen  d 'une  base X ~ de Xk), 

la mesure Idx].4=~] ]dxlv sur Xa,  c'est-~-dire celle qui est dgale au produi t  l-~ ]dxl, sur 

chacun des sous-groupes ouverts  X ~ s de XA (cf. [14], n ~ 29, (29)) n 'es t  au t re  que la mesure 

de Tamagawa sur Xa,  pour  laquelle XA/X k est de mesure 1; [dx 1.4 est done inddpendant  

du ehoix de X ~ et m6me de eelui de Z- 

4. Plus g6ndralement, soit U une varidtd algdbrique sans point  multiple, de dimension 

n, rationnelle sur k, ou bien une rdunion de telles varidtds, deux ~ deux disjointes, en nombre  

fini. Par  une ]auge sur U, on entendra  une forme diff6rentielle o~ de degr6 n sur U, ration- 

nelle sur k, pa r tou t  finie et # 0; d 'apr6s le n ~ 3, une jauge oJ sur U ddtermine pour  tou t  v 

une mesure I o)]~ sur U~. 

Chaque lois que U est une varidt6 affine et k, un  corps ~ valuat ion discr6te, on notera 
o ~ Uv 1 ensemble des points de U ~ eoordonndes dans 0v; e est une varidt6 analyt ique eompaete 

sur kv, dventuellement vide. De m6me, chaque lois que U est reprdsentd comme rdunion 

d ' images birdgulibres ~i(Ui) de vari6t6s affines U~ en nombre  fini, on notera U:  la rdunion 

des ensembles q~((U~)~); bien entendu,  celle-ci ddpend des Ut et des ~ ,  mais on sait qu ' un  

autre choix des U~ et des ~t ne modifie U~ que pour  un nombre  fini de places v de k (de 

sorte que le ehoix des U~ et des ~ est sans influence sur les ddfinitions qui vont  suivre; 

cf. [13], Chap. I). La  varidtd addlique UA attaeh~e & U est ddfinie alors eomme la rdunion, 

ou plus prdeisdment la limite inductive, des ensembles 

o us=H u,• u:. 
y e s  v ~ 8  

On sait (cf. [13], Chap. I I )  que, pour  presque tou t  v, on pout  ddfinir une varidt6 U, 

de dimension n, sans point  multiple, sur le corps fini Ov/pv, la (~ rdduetion de U~ modulo 

Pv ~), telle que l 'on ait  

si N .  est le nombre  de points de 0~ rationnels sur oJp~. De plus, si on ddsigne par  m. 
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la va leur  commune  des deux membres  de cet te  formule,  e t  s i v  est  le nombre  des compo- 

santes  connexes de U, il  rdsulte d ' une  es t ima t ion  de Langwei l  ([10], thfior~me 1) que 

l im,  m ~ = v  su ivan t  le f i l t re  des compldmenta i res  de par t ies  finies dans  l ' ensemble  des 

places  de k. On en conclut  en par t i cu l ie r  que U:  # 0 pour  presque t ou t  v. Cela pos~, si, 

pour  t ou t e  place  v de k, on s 'es t  donnd un  nombre  2v>O, on d i ra  que (2v) est  un  systhme de 

]acteurs de convergence pour  U si le p rodu i t  1-I (X, mv) est abso lumen t  convergent  (1). Lorsqu ' i l  

en es t  ainsi ,  on peu t  considdrer,  sur  chacun des ensembles  Us, la mesure  p rodu i t  des mesures  

2~ [co[~, et,  sur  U~, la mesure  qui  coincide avec ce p rodu i t  sur  Us d~s que S est  pr is  assez 

grand;  cet tc  mesure  s ' appe l le ra  la mesure de Tamagawa d4termin6e sur U A pa r  la jauge co et  

le syst~me de fac teurs  ~ = ( 2 , )  e t  sera notde IXwl~; elle ne change pas  si on remplace  co 

pa r  cco avec cEk,  c # O .  

Consid~rons en par t icu l ie r  un  groupe  algdbrique connexe G, ddfini sur  k; sur  G, il 

exis te  tou jours  des jauges ,  e t  rou te  j auge  est  (~ r e l a t i vemen t  i nva r i an te  )) (c 'est-~-dire 

i nva r i an t e  ~ un  fac teur  scalaire pros) p a r  route  t r ans la t ion  ~ gauche ou ~ droi te .  Avec  un  

symbol i sme dvident ,  on pour ra  dcrire, si co est  une jauge  sur G : 

co(axb ) =z(a)  z " (b )co(x) 

quels que soient  a E G, b E G; Z, Z' sont  des caractbres  de G, ra t ionnels  sur  k. Alors  les jauges  

)~-lco, i~,-lco sont  r e spec t ivement  inva r i an tes  s gauche  et  ~ droi te ,  e t  ce sont,  ~ des fac teurs  

cons tan ts  pros, les seules a y a n t  ces propridtds.  On a en pa r t i cu l i e r  

r = Aa(a)co(x ) 

avec A a = Z - l X ' ;  le caract~re A a s 'appeUe le module algdbrique (ou parfois  s implement  le 

module)  de G; il est  i nddpendan t  du  choix de co. Si A a = 1, G est  d i t  unimodulaire; c 'es t  le 

cas pour  t ou t  groupe  r~ductif  e t  pour  tou t  groupe  un ipo ten t .  Si co est  une jauge sur G, e t  

si ~ est  un  syst~me de fac teurs  de convergence pour  G, les mesures  [co Iv et  [~xo[A sont  

r e l a t i vemen t  invar ian tes ,  sur  les groupes G~ et  Ga respec t ivement ;  ce sont  des mesures  de 

H a a r  si co est  i nva r i an t e  ~ gauche.  P a r  suite,  pour  que GA soit  un imodula i re  (en r a n t  que 

groupe  loca lement  compact ) ,  il  f au t  e t  il suffit  que G le soit  (en r an t  que groupe  algdbrique).  

On no te ra  1 le syst~me de fac teurs  (2v) pour  lequel  ~ = 1 quel  que soit  v; d ' apr~s  un  r~sul ta t  

gdn~ral dh  s Serre, c 'es t  un  syst~me de fac teurs  de convergence pour  tou t  g roupe  semisimple;  

(1) Nous aurons souvent K consid6rer des produits 1] av 6tendus, soit ~ l'ensemble des places 
de k, soit au compl6mentalre d'une partie finie de cet ensemble; certains des av pourront s'armuler. 
On dira que 1] av est absolument convergent s'il existe une pattie finie S de l'ensemble des places 
de k telle que av soit d6fini et :~= 0 pour tout v {~S et ClUe le produit partiel 1] av restreint aux 
v ~ S soit absolument convergent au sens usuel. 
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pour les groupes classiques, qui interviendront seuls dans la suite de ce travail,  ce rdsultat 

est ddmontr6 dans [13]. 

Si G est un groupe alg~brique non eonnexe, dont toutes les composantes connexes 

soient rationnelles sur k, on ne peut  plus affirmer que route jauge soit relativement in- 

variante sur G; mais il reste vrai que toute jauge relativement invariante ~ gauche l 'est 

aussi s droite, et qu'il existe de telles jauges; si on se restreint ~ considdrer celles-ci, les 

faits dnoncds plus haut  restent valables. On conviendra de dire que G est unimodulaire 

s'il en est ainsi de la eomposante connexe G O de l'dldment neutre dans G. Si G est unimo- 

dulaire, A~ est un caract6re de G/Go, et ses valeurs sont des racines de l'unitd. 

5. Soient X, Y des varidt~s algdbriques et / une application de X dans Y; soit x un 

point simple de X oh / soit ddfinie, et supposons que le point y =/(x) soit simple sur Y; 

soient Tx, T~ les espaces vectoriels respectivement tangents ~ X en x et s Y en y. On dit 

alors, comme on sait, que / est submersive (ou (~ de rang maximum ~>) en x si l 'application 

lindaire de T~ dans Ty tangente ~ / en x est surjective. 

Supposons X, Y e t  / rationnels sur k; supposons t t (~ gdndriquement submersive ~), 

c'est-h-dire submersive en un point gdndrique de X sur k. Alors l 'ensemble X' des points 

de X off It est submersive est k-ouvert dans X, et It ddtermine un morphisme par tout  sub- 

mersif It' de X '  dans Y. De plus, l ' app l ica t ion / '  est k-ouverte, de sorte qu'en particulier 

l ' image ensembliste Y '=f (X ' )  de X' par It' est k-ouverte dans Y; et, pour tout  yE Y', 

l ' image rdciproque ensembliste Fy =it'-l({y}) de y dans X '  par It' est une varidtd sans point 

multiple, ou une rdunion de telles varidtds, deux h deux disjointes. 

Les hypothbses et notations dtant comme ei-dessus, soient de plus co, ~ des jauges sur 

X '  et sur Y'; notons It. ~ l ' image rdciproque de ~ par  It' sur X '  (qu'on notera parfois aussi, 

avec un symbolisme dvident, ~(f(x)) si to, ~ sont notdes w(x), ~(y)). On vdrifie immddiate- 

ment  qu'il existe un recouvrement (X~h~L de X '  par  des parties k-ouvertes Xh de X '  en 

nombre fini, et, dans chaque X~, une forme diffdrentielle 0A par tout  finie, rationnelle sur 

k, tels que to coincide avec 0h A/ .  ~ dans Xh quel que soit ~. De plus, dans ces conditions, 

les formes Oh, 0~, induisent une mgme forme diffdrentielle sur F~ N X~ N X ,  quels que soient 

yEY' ,  ]~ et ~t; il y a done sur chaque (~ fibre ~) F~ une forme diffdrentieUe 0y et une seule 

qui coincide sur Fy N Xh, quel que soit ~, avec celle induite par  0h sur F~ t3 X~; enfin, on 

v6rifie imm6diatement que 0y est une jauge sur F~, rationnelle sur le corps k(y). On 6crira, 

symboliquement, 0~ = (~o/it.~)~, ou encore: 

0~ (x)= ~ 1 .  

En particulier, prenons pour X, Y e t  ] un groupe algdbrique G, l 'espaee homog~ne 
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H = Gig ddtermin6 par  G et  un sous-groupe 9 de G, et  l ' appl ica t ion canonique zr de G sur 

H;  celle-ci est p a r t o u t  submersive;  les (~ fibres ~) ~ - l ({y) )  sont  les classes xg su ivant  g dans  

G; en particulier,  si y0=zr(e), on a 7r-l({y0})=g. Supposons qu' i l  existe sur H une jauge ~/ 

re la t ivement  invar iante ,  c 'est-s telle que ~l(ay)=~(a)~/(y) quel que soit a eG; et  pre- 

nons pour  ~o une jauge re la t ivement  invar iante  sur G (cf. n ~ 4), done telle que w(axb)= 

z(a)z'(b)eo(x). On peu t  alors, comme plus haut ,  ddfinir 0y =(o~/~z,~)y; en partieulier,  on 

v6rifie aussitSt  que 0r. est  une jauge re la t ivement  invar iante  sur 9, et  plus pr6cisdment 

que l 'on a 
0y. ( ~ )  =~(~)~(~)-~Z'(~)0r.  (~) 

quels que soient :r Eg, fl Eg. I1 s 'ensui t  que, sur g, v 2 coincide avee Ag A51. Ce rdsul tat  a d m e t  

une rdciproque (cf. [13], Theorem 2.4.1). On notera  en part icul ier  que ~0 = 1 entralne que A a 

coincide avec A o sur g; ce sera le cas chaque lois que g est  un sous-groupe invar ian t  de G, 

puisqu 'a lors  on peu t  prendre  pour  ~ une jauge invar iante  ~ gauche sur le groupe quo- 

t ient  G/g. 

6. Les r~sultats  ci-dessus nous intdressent avan t  tou t  dans  le cas off k est  un corps 

local k~; alors, comme on l 'a  vu  au n ~ 4, les jauges co, ~ d~terminent  des mesures  Italy, 

I~1, sur i ~ ,  Y;, et  de m~me 0 r d~termine une mesure  10~ Iv sur (F~)~ chaque lois que y E Y~. 

L 'appl ica t ion  du th4or~me de Lebesgue-Fubini  au voisinage de chaque point  de X~ mon t re  

qu 'on  a, pour  tou te  fonct ion continue (I) ~ suppor t  compac t  sur X~ : 

la fonct ion a int~grer sur Y~ au second m e m b r e  ~tant  alors continue ~ suppor t  compact ;  

il est  imm~dia t  aussi (comme ~ la fin de la ddmonst ra t ion  de la proposi t ion 1, n ~ 2) que la 

famille des mesures  ] 0r] 9, de suppor ts  respectifs (Fy)., est  la seule qui poss~de ces propridt~s. 

Comme d 'hab i tude  en th4orie de l ' intdgration,  la formule (7) reste valable  pour  route fonc- 

t ion (b int4grable sur X~, ou encore pour  route  fonct ion (I)~>0 loealement  intdgrable sur 

X~, pa r  r appor t  a la mesure  Iw]. .  Si la varidt4 X elle-m~me est  sans point  multiple,  et  

que o) soit une jauge sur X, on ne modifie pas  l ' intdgrale du premier  membre  de (7) en la 

p renan t  sur X .  au lieu de X~, puisque X . - X ~  est  rdunion de sous-varigtds de Xv de eodi- 

mension >~ 1, en nombre  fini, et  est  done de mesure  nulle; une remarque  analogue s 'appl ique 

Yv et Y~. 

Supposons en part icul ier  que X et Y soient des espaces vectoriels; alors X~, Y~ sont 

des espaees vectoriels sur k~; supposons que l ' appl ica t ion it soit g~n~riquement submersive ,  

pa r tou t  d~finie sur X,  et qu'elle satisfasse s la condit ion (A) de la proposi t ion 1 d u n  ~ 2 ; 
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cette proposition permet  donc de d6finir, pour tout y E Y~, une mesure tempdr6e positive 

~u~, de support contenu dans/-~({y }), ayant  les propri6t6s ~nonc6es dans cette proposition. 

On aura en particulier, pour route fonction continue (I) h support  compact sur X ,  : 

la fonction ~ int6grer sur Y~ au second membre 6tant continue. D 'aut re  part ,  ] 6tant 

g6n6riquement submersive, on peut, avec les m6mes notations que plus haut, d6finir une 

jauge 0~ = (dx/]. dy)u sur F~ quel que soit y~ Y',  puis une mesure ]0~], sur (F~), quel que 

soit y ~ Y~, et celle-ci satisfait & (7). La comparaison entre ces formules montre alors que 

/z~ coincide avec 10v Iv sur (F~)v, ou, ce qui revient au m6me, sur ]-~({y}),, au voisinage de 

tout point de ce dernier ensemble oh / est submersive. 

7. On va introduire maintenant  un type d'int6grale qui joue un grand r61e, non seule- 

ment  dans la suite de ce travail, mais dans d 'autres questions de th6orie des nombres 

(par exemple la (~ formule de Selberg ~>). Soient G u n  groupe alg6brique, X une vari~t6 sur 

laquelle op~re G par  une loi not6e (g,x)--> gx; supposons que G, X et cette loi soient d6finis 

sur le corps k. Soit # une mesure positive sur GA/Gk, OU, ce qui revient au m~me, une mesure 

positive sur GA, invariante h droite par  Gk. Supposons que X k soit discret dans XA, ce 

qui sera le cas en particulier chaquc fois que X est une varidt6 affine. Quelle que soit la 

fonction (I) continue ~ support  compact sur XA, ]a fonction 

~r 

sera continue sur GA, et invariante ~ droite par Gk. Posons 

fa "dl~(g)' (8) (I)(g~ e) 

et supposons que cette intdgrale soit absolument convergente pour route fonction (I) 

continue h support compact sur XA; il en sera ainsi par  exemple chaque fois que/~ est 

support compact sur GA/G k. Alors I ,  est une mesure positive sur XA, dont le support  est 

contenu dans l'adh6rence de la rdunion des orbites de points de X k par  G A. 

On peut  de plus (~ d6composer I .  suivant les orbites ~ de Gk clans X~. Soit ~ l 'ensemble 

de ces derni~res orbites; pour chaque o)E ~ ,  choisissons un reprdsentant ~ ,  de sorte que 

les ~ ,  pour m E ~ ,  forment un syst~me de repr~sentants de Xz pour la relation d'6quivalence 

d6termin6e par  G k dans X k. Pour chaque eo E ~ ,  soit g(m) le groupe de stabilit6 de ~ dans 

G. Soit I,.~((I)) l'intdgrale analogue h (8), la sommation 6rant restreinte A ~ E co; on a alors 
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(9) 

(~0) 

Posons H(~o) = G/g(eo), et, pour r donn4 dans ~,  notons ~ le morphisme canonique de 

G sur H(oJ), en tant  que varifit4s algdbriques (c'est-~-dire sur le domaine universel) et / 

l 'application de G dans X donnde par / (g)  =g$~. Comme / est constante sur les classes 

droite suivant g(co), on peut dcrire ]=~o% off ~ est un morphisme injectif de H(~o) dans X; 

plus prdcis~ment, j d4termine un k-isomorphisme de H(~o) sur l 'orbite de ~ par G dans 

X; de plus, si on note X(~o) l'adhdrence de cette orbite dans X (au sens de la topologie de 

Zariski), rorbi te  en question est une pattie k-ouverte de X(co), et X(o) est une pattie k- 

ferm4e de X, et m6me une sous-varidt~ de X si G est connexe. On d~duit de ls des applica- 

tions qa, ?A de Ga darts H(~o)A et de H(~o)A dans XA, respectivement; X(O~)A s'identifie 

une partie ferm4e de XA, et ?A applique H(o~)A dans X(eO)A. De plus, ~A est constant sur 

les classes suivant g(eo)~ dans G A et s'dcrit donc qA =~oo~a, oh q~ est l 'application canonique 

de GA sur GA/g(CO)A et ~ une application injective de GA/g(~o)a dans H(~o)A. Enfin on peut 

dcrire ~t =~ 'o~",  oh ~" est l 'application canonique de G A sur GA/9(o))~ et ~' une application 

de G A/g(~o)~ sur G A/g(w)a. 

Par  hypothbse, (8) est absolument convergente pour route fonction (I) ~ support com- 

pact; ~ plus forte raison, il ene s t  donc de m~me de (10), et par suite I,.~ est une mesure 

positive sur XA, de support dvidemment contenu dans X(O~)A. Si on note ~u' la mesure sur 

Ga/g(eo)~ d6duite de la mesure # s u r  G A par passage au quotient, I~.~ est l'image de #'  par 

l 'application j ao~o~ ~ de GA]g(o~)~ dans Xa (cf. Bourbaki, Intdgration, Chap. V, w 6). I1 

s'ensuit, comme on sait, que ~u' a une image ~uo dans H(e0)A par ~0oT' et qu'on a 

I~,,~, (O) = f r (h ) )d~(h) .  ( l l )  
JH (~)a 

8. Pour aller plus loin, supposons satisfaite la condition suivante (qui g~n4ralise le 

thdorbme de Witt) : 

(W) Quels que soient l' orbite o~ E ~ et le corps K D k, l' application ~ :  de GK dans H(co)K 

ddterminde par l'application canoniquc ~ de G sur H(~o) est sur~ective. 

I1 revient au m6me de dire que, chaque fois que L D K D  k et ~ E Xk, tout  point de XK 

qui est dans l'orbite de ~ par GL est clans l 'orbite de ~ par GK. I1 r4sulte de l~, en particulier, 

que H(eo) =H(oY) entralne eo =oY. 



Nous supposerons aussi que Gk est  dense dans G au  sens de la topologie de Zariski; 

d 'apr~s un rdsultat  de Rosenl icht  ( [ I l l ,  p. 44), il en est  ainsi en tou t  cas si G est  un groupe 

lin~aire connexe et si k est  de caract~rist ique 0. On salt  (cf. [13], pp.  3-4) qu 'a lors  l 'applica- 

t ion y~, ddfinie ci-dessus, de GA/g(eo)A dans H(eo)A est  un isomorphisme,  de sorte qu 'on  

peu t  identifier ces espaces au moyen  de yJ. 

Supposons enfin qu 'on  air pris pou r /~  une mesure  re la t ivement  invar iante  sur GA, 

invar iante  ~ droite pa r  G k, et  que la convergence de (8) soit assur~e dans  ces conditions, 

quelle que soit (I) continue h suppor t  compact ;  celle de (10) et  de (11) le sera done aussi. 

D 'apr~s  les rdsultats  connus sur  les espaces homog~nes (cf. [4], w 2, n ~ 5-8), on peu t  calculer 

le second m e m b r e  de (10) en int~grant  d ' abo rd  sur les classes su ivant  g(w)A/g(eo)~, au 

moyen  d 'une  mesure  re la t ivement  invar iante  v convenable,  puis sur GA/g(eo)A au moyen  

d 'une  mesure  convenable.  La  fonct ion ~ int4grer d tant  constante  sur les classes su ivant  

g(w)A, il s 'ensui t  que g(eo)~/g(eo)k doit  ~tre de mesure  finie pour  ~, done que v e s t  b i - invar iante  

et  g(o)) unimodulaire  (lot. cit. n ~ 6, corollaire 3). Les m~mes r4sultats  mon t ren t  alors que 

/~ doit  ~tre invar ian te  s droite pa r  g(eo)A et  que la mesu re . /~  d~finie pa r  (11) est  relative- 

men t  invar iante  pa r  GA; si v e s t  prise telle que g(o))A/g(eo)k soit de mesure  1, on a / ~  =/~/v; 

si ~u est  invar ian te  ~ gauche pa r  GA, I~, le sera aussi. 

9. Nous allons ma in t enan t  donner  des crit~res de convergence pour  certaines intdgrales 

de la forme (8). A y a n t  ~ nous appuye r  sur la th~orie de la r~duction, nous supposerons darts 

tout le reste de ce chapitre que le corps ]r est de caractdristique O. Nous allons d ' abord  rappeler  

les rdsultats  pr incipaux de la th~orie en question (el. [3], [2], [6]). 

Un (~ tore t r ivial  ~ sur ]ces t  un groupe alg~brique T, produi t  direct de facteurs  iso- 

morphes  (sur It) au  groupe mult ipl icat i f  ~ une var iable  Gm= GL1. Comme (Gin) A n 'es t  au t re  

que le groupe I~ des id~les de ]r il s 'ensui t  que, si T e s t  un tore t r ivial  de dimension d, 

T A est  i somorphe h (Ik) ~. Pour  v E R *  (c'est-A-dire vER,  ~>0) ,  notons  a~ l'id~le donn~ par  

a~=(a~) avec av=~ pour  route place ~ l ' infini v de k (c'est-h-dire chaque lois que ]cv est  

i somorphe s I t  ou ~ C) et  a ,  = 1 pour  route au t re  place; notons  O(G~) le sous-groupe de I~ 

formd des a~ pour  v ~ I t * ;  pour  T = ( G ~ )  ~, notons  O(T) le sous-groupe O(G~) ~ de TA =(I~) ~. 

Alors, pour  tou t  tore tr ivial  T, nous noterons  O(T) r i m a g e  de @((G,n) ~) pour  un isomor- 

phisme de (G~) ~ sur T, d ~tant  la dimension de T; il est  aisd de voir  que cette image est  

inddpendante  du choix de l ' i somorphisme en question. On pourra i t  aussi donner  eomme 

suit une ddfinition invar iante  de O(T),  au moyen  de l 'op~rat ion R~/q (la (~ restr ict ion du 

corps de base ~) : cf. [13], Chap. I ,  n ~ 1.3); cet te operat ion appliqude ~ T, donne un tore 

T'=R~/q(T)  dgfini sur Q, non t r iv ia l  si k 4  Q, et on peu t  identifier T~ (c'est-~-dire T ~ )  

avec T~q. Alors, si T" est  un tore t r ivial  sur ~ max imal  dans  T', O(T) "est la composante  

connexe de 1 dans T ~  considdrd comme sous-groupe de T ] q ,  done de T~q = Ta. 
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10. Soit G u n  groupe alg~brique r~ductif, ddfini sur k; si G n 'est  pas connexe, on 

entendra par  1s que la composante connexe G o de l'dl~ment neutre e dans G est r4ductive. 

Soit T un tore trivial (sur k) maximal  dans G. Si ~ est une repr4sentation de G, c'est-~-dire 

un homomorphisme, rationnel sur k, de G dans le groupe Aut (X) des automorphismes d 'un 

espace vectoriel X, on peut  choisir pour X une base formge de (~ vecteurs propres ~) de T; 

cela veut  dire que, pour chaque vecteur a de cette base, on aura, pour t6T, ~(t)a=,~(t)a, 
off ~ est un caract~re de T (c'est-h-dire un homomorphisme de T dans Gm= GL1, rationnel 

sur ]c); les caract~res 2 qui apparaissent ainsi s 'appellent les (( poids ,) de Q par  rapport  

T. En  particulier, les poids de la representation adjointe de G dans son alg~bre de Lie 

s 'appellent les racine*; parmi eelles-ci, on peut  en choisir un certain hombre, ~1 ..... ~r de 

mani~re que toute racine a puisse se mettre d 'une mani~re et d 'une seule sous la forme 

=FI  a~ avec des exposants n~ entiers, et que, pour route racine a, les n~ soient tous >~ 0 

ou bien tous ~<0; on dcrira a>~ 1 dans le premier cas, cr 1 dans le second. Les vecteurs 

propres relatifs aux raeines :r >- 1 forment l'alg~bre de Lie d 'un sous-groupe eonnexe P de 

G ((( groupe parabolique minimal ~) relativement s k) qui contient T; Ap ~tant comme 

d'habitude le module (algdbrique) de P,  la restriction de A~ 1 h T e s t  le produit de toutes 

les racines ~ N 1. L'espace homog~ne Go/P est isomorphe s une vari4t4 projective; comme 

d 'autre  par t  on ddmontre que (Go)AlP A est isomorphe ~ (Go/P)A, il s 'ensuit que c'est un 

espace compact; puisque G~/(Go), ~ est compact (cf. [2], n ~ 1.9), il en est donc de m~me de 

GA/PA, de sorte qu'il existe une partie compacte C~ de G~ telle clue G~ =C~.P~. 
On notera P~ le sous-groupe de P~, intersection des noyaux des homomorphismes 

P -->[Z(P) I n de P~ dans R* lorsqu'on prend pour ~ tous les  caract~res de P (rationnels sur 

/c); bien entendu, l al ~, pour tout  a eI~, d~signe le module de l 'automorphisme x--->ax de 

A~. Alors P~ est compact, de sorte qu'il existe une partie compacte C~ de P~ telle que 

P~ =C~.P~. De plus, le groupe des caract~res de P induit sur T u n  sous-groupe d'indice 

fini du groupe des caract~res de T; on en conclut aussitSt que l 'homomorphisme canonique 

de P~ sur PA/P~ induit sur O(T) un isomorphisme de ~)(T) sur p~/pO; p~ est donc produit 

semidirect de O(T) et de P~; on peut  ~crire P~ =(~(T)'P~ et l 'application (O,po)---~Opo 
est un hom4omorphisme de O(T) •  sur P~. 

Comme le module IAp(p) l~ de P~ (en tan t  que groupe localement compact) prend 

la valeur 1 sur le sous-groupe invariant P~ de P~, celui-ci est unimodulaire. Soient dO, 
dpo des mesures de t t aa r  sur @)(T) et sur P~, respectivement; l ' image de la mesure produit 

dOdpo par l 'hom4omorphisme (0,p0)--> Opo de @ ( T ) •  sur P~ sera alors une mesure de 

Haar  sur P~, qu'on notera aussi dOdP6. Alors la mesure d'p= IA~(O)l]~dOdpo sera in- 

variante ~ droite sur P~. 

Enfin, on d~signera par  T~ l 'ensemble des t ~ T~ tels que l 'on air I ~(t) I A ~< 1 pour toute 

2 -- 652922. Acta mathematica, 113. I m p r l m ~  le 26 f~vrier 1965. 
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racine a >- 1, et on posera 6) + =6)(T) 0 T~ et P ]  = |  + o = TA "PA. On salt ([6], lemme 1, 

p. 17) que, si C est une partie compact* de PA, la rdunion des OCO -~, pour 0 fi6)+, est relative- 

ment  compact* dans PA; en particulier, si C~ est choisi comme il a dtd dit, c'est-~-dire 

compact  et tel que P~ =C~.P~, on ddsignera par  C a l 'adhdrence de la r6union des OC20 -~ 

pour  0 fi 6)+; c 'est  une partie compac t ,  de P~. 

Avec ces notations,  le rdsultat  principal de ]a thdorie de la rdduction s'dnonce comme 

suit : il existe une laartie compacte C de G~ telle que GA=C.P]  .G~. Si l 'on pose N = C . P ~ ,  

eela entr~me que l ' image de N/P~, dans l 'application canonique de G~/Pz sur Ga/Gz, est 

~/a~. 

11. Soit maint*nant  dg une mesure de Haa r  sur GA. Pour  dtudier la convergence des 

intdgrales sur GA/Gk, on s ' appuyera  sur le lemme suivant  : 

L~I~ME 4. Soient G, 0 + comme il a dtd dit au n ~ 10. Alors il existe une partie compacte 

C O de G Aet une constante y > 0 teUes que l'on air 

chaque /ois que F,  iv o sont des/onctions, localement int~rables sur G A/G k et sur 6)+ respective. 

ment, telles que I F(cO) l <~ Fo(O ) quels que soient c 6 C O et 0 6 6) +. 

D~signons par  I le premier membre  de (12) et par  ~ la fonct ion earact~ristique de 

l 'ensemble iV = C . P  + introduit  ~ la fin du n ~ 10. On aura 

On va transformer eett* derni~re int~grale au moyen de la th~orie des mesures quasi- 

invariant*s dans les espaces homog~nes (v. [4], w 2, n ~ 5-8). D'apr~s eelle-ci, on peut  cons- 

truire sur G A une fonction continue h, par tou t  >0 ,  telle qu 'on  ait  h(gp)=h{g)] Ae{p)]A 

quels que soient g E GA, p e PA, puis sur G,4/PA une mesure positive 2 telle que l 'on ait, pour  

tout* fonction />/0 |ocalement int~grable sur GA[Pk : 

~ / , , / ( g ) d g =  fa.~/,.~ ( h ( g ) ~ / ~ , / ( g p ) d ' p )  d2(g) 

oh ~} est l ' image canonique de !7 6 GA darts GA/PA, et oh d'p est la mesure invariant* ~ droit* 

dans PA qu 'on  a introduite au n ~ 10; la condition impos~e ~ h entraine que la fonct ion 

intdgrer sur GA/PA, qui est ~crit* comme fonetion de g6G4, est constant* sur les classes 

suivant  P A e t  peut  done atre consid~r~e comme fonetion sur GA/PA. Appl iquant  cett* 

formule au dernier membre  de (13), on obtient  
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i <  I v,(g) d~(O), 
J ealPa 

oh ~p est la fonction d~finie par  la formule 

~(~) = h(g)~p~/p I F(qp) I ~ ( g p )  d'p.  

Au second membre de celle-ci, on peut  prendre pour g n ' importe  quel repr~sent~nt de lw 

elasse ~ suivant PA dans GA; comme G.4 = CI"PA, on peut  done supposer qu 'on a pris g E C r 

Mais alors on a ~N(gP)=0 quand pq.C~liv. Posons : 

Q = C~ 11V (] PA = (C; 1 C N P~)" P~ = (C; 1 C N P~)" 0 +" P~ ; 

soit aussi ~1 la borne sup4rieure de h sur C1, et soit FI(T) , pour tout p EPA, la borne sup~- 

rieure de [F(ffp)[ pour gEC 1. On aura done : 

<<" "l lF(gP)l d'P <<" rl (P)d'P, 

et par  cons4quent, puisque GA/PA est compact :  

f F1 (p) d'p I <. 

pourvu que la constante ~2 soit convenablement ehoisie. 

Comme au n ~ 10, identifions PA]P~ avec O(T); il est imm~diat d'ailleurs que toute 

partie compaete de @(T) est contenue dans un ensemble de la forme 00| +, avee 0o E O(T); 

appliquant cette remarque s l ' image de C~IC n PA dans PA/P~ =O(T) ,  on en conelut 

qu'il y a 0oEO(T) tel que Q soit contenu dans 0o0 + .P~. Comme d 'autre  par t  on a P ~  = 

C2.Pk, on obtient Q= 00| +. C2"PI,, et par  suite 

i fo F~(p)d'p. 
cO + ,C2 

Oomme d 'p  a ~t~ d~fini au n ~ 10 au moyen de d 'p  = I Ap(O)[ AldO@0, eela s'~erit aussi 

Mais, somme on l 'a  ~ru au n ~ 10, il y a une partie eompaete O~ de P.~ telle que 0020 -1= 03, 

done aussi 00002= 00C3 O, quel que soit O EO § Si done on note F~(O), pour tout  O EO ~, la 

borne sup~rieure de Fl(pO) pour ~ EO.O~, on obtient 
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I < 7 fo+ F~ (0). I A~, (0)12 dO 

pourvu  que la eonstante )J soit eonvenablement  ehoisie. I1 s 'ensuit  que l 'assertion du lemme 

est  vdrifi6e si on prend C = C 10 o C a. 

])ans l 'dnonc6 du lemme 4, on pourrait ,  sans rien changer en substance, substi tuer 

T ~ / T  k ~ O+; on obtiendrai t  ainsi un dnoned 6quivalent, moins commode ~ utiliser direete- 

ment ,  mais qui aurai t  l ' avantage  de ne pas fake  jouer un rSle privil6gi6 aux places b, l 'infini 

(et vraisemblablement,  par  suite, de rester valable en toute  caraet6ristique). 

12. Nous allons main tenant  appliquer le lemme 4 aux intdgrales de la forme (8) 

vonsid6r6e aux n ~ 7-8, en nous bornant  au cas off ~t est une mesure de t t a a r  sur G Ae t  X 

un espaee affine sur lequel G op~re au moyen  d 'une  representat ion e de G dans Aut (X) .  

Les notat ions res tant  les m~mes que dans les n ~ 10-11, nous dgsignerons par  A l e  groupe 

des caract~res de T, et, pour  tou t  2 E A, nous noterons ma la dimension sur k de l 'espaee 

des vecteurs a EX k tels que Q(t)a =2(t)a  quel que soit t E T. Les caract~res 2 de T pour  les- 

quels mz > 0  sont les poids de la reprdsentation ~; m~ est la multiplicit6 du poids 2. 

L E ~ M E  5. Soient G, T, O + comme il a dtd dit au n ~ 10; aoit ~ une reprgsentation de G 

clans le groupe Aut  (X) des automorphiames d'un espace a//ine X;  pour chaque caract~re 2 de 

T, soit ma aa multiplicitd entant  que poids de ~. Alora l'intdgrale 

I(r = f.~,/a. ~,~.~ r (14) 

eat abaolument convergente pour toute /onction (l) E S(X ~) chaque lois que l'intdgrale 

fo+ ~ sup (1, [ x(0) I~ m~). I ~. (0) 12 dO 

eat conve~yente; et, quand il en est ainsi, (14) dd/init une meaure positive tempdrge I .  

Si I((I)) est absolument  convergente pour  toute  fonetion (I)E S(XA), le lemme 5 de 

[14], n ~ 41, montre  qu'elle l 'est  uniform6ment  sur toute  part ie  compaete  de $(X~), d 'oh  

il r6sulte bien, d'apr~s le lemme 2 du n ~ 2, que I e s t  une distr ibution temp6r6e, done une 

mesure positive temp~r6e. Soit main tenant  C o une part ie  eompaete de G~ ayan t  la pro- 

pri6t6 6none6e dans le lemme 4 d u n  ~ 11 ci-dessus. Pour  (I) donn6e dans S(X~), il existe, 

d 'apr~s le lemme 5 de [14], n ~ 41, une fonetion (I) 1E $(Xa) telle que l 'on ait 

Jr <r 
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quels que soient cEC o et xEX A. L'appl icat ion du lemme 4 g (14) montre  alors que I ( ~ )  

est absolument  convergente pourvu  qu'il  en soit amsi de l ' int6grale 

I~= fo§ ~Z r 

D6signons par  X ~  le produit  1-[ Xv 6tendu aux places g l'infini de k (ou, ee qui revient au 

m~me, posons X ~  = Xk(~)R, le produi t  tensoriel 6tant  pris sur Q; of. [14], n ~ 39); on pourra  

6trite X a = X  ~ • off X '  est ddfini eomme X A mais au moyen  des places v de k pour  

lesquelles k, est s valuat ion discr6te. Compte tenu de la d6finition de $(XA) (cf. [14], n ~ 

29 et 39), on peut  supposer que (I) 1 a 6t6 choisi de la forme 

q~l(x) =~(x~)~'(x ' ) ,  

oh x:r sont les projections de xeXA sur Xr162 et X', avec r  E $(X~),  (I)' 6 tant  la fonction 

caract6ristique d ' un  sous-groupe ouver t  compact  de X' .  L 'ensemble des ~ E Xk dont  la 

projection sur X '  appar t ient  au support  de (I)' est alors un r6seau L =  Xk, c'est-~-dire un 

groupe ab41ien de type  fini tel que QL =Xk,  et 11 s'6crit : 

ii=f  + r162 

Pour  tou t  poids ~ de ~, soit X~ le sous-espace de Xk, de dimension m~ sur k, form6 des vec- 

teurs propres de poids 2, c'est-~-dire des vecteurs a tels que ~(t)a=]L(t)a pour  tE T; Xk est 

somme direete des X~. Soit d = [k:Q]; soit 

une base de Xa sur ~; en remplagant  au besoin les a~i par  N- la~ ,  oh N e s t  un  entier con- 

venable, on peut  supposer que le r6seau L e s t  contenu dans le sous-groupe de Xk engendr6 

par  l 'ensemble des a~. Les a~ forment  aussi une base de X~r sur R; pour  xr162 EX~,  on pourra  

done 6crire 
x~ = ~ x~ a~ 

~,i 

avec x~ ~R;  alors, si ~ > 1 ,  il y aura une constante  C telle que l 'on air 

r ( ~ ) <  v i i  (1 + [~, I~) -1. 

D'au t re  part ,  on aura dans ces conditions 

et, si x~ est la projection sur X ~  d ' u n  dldment ~ du r6seau L, t o u s l e s  xn son$ 

entiers en ver tu  du choix des bases (axe). On a done 
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2(Po~(~(O)~) <~C =~_ l+2(O)~]nl ~] 
~ e L  n oo 

~< C']- [  sup (1, ~ ( 0 ) - 1 )  m2d 

off C' est une constante convenable. Si on observe qu 'on  a [2(0) 1A =)~(0) ~ pour  tou t  caract~re 

)~ de T et pour  tou t  0 EO, on voit  clue cela donne bien la conclusion annonc6e. 

Si on applique le lemme 5 au cas off X = (0 }, et off par  consdquent ~ est la repr6senta- 

t ion triviale de G, on retrouve le rdsultat  de Borel et Harishchandra ,  d 'apr6s lequel G~/G~ 

est de mesure finie quand le centre de G ne contient  aucun tore trivial autre  que {1}. 

I1 y aurai t  naturel lement  intdr6t ~ examiner si la condition de convergence de (14), 

donn6e par  le lemme 5, est ndcessaire aussi bien que suffisante. 

13. Enfin, dans l 'application des rdsultats ci-dessus, on aura ~ se servir du  lemme 

suivant,  oh on a de nouveau ddsignd par  a~, pour  vER* ,  l'id6le (a,) donnd par  a v = v  pour  

toute  place ~ l'infini v de k, et av = 1 pour  toute  autre place v : 

LEMME 6. Soient (X(k~))l<~<~ et Yk des espaces vectoriels sur k; soit X~=I-L X(k ~), et 

soit p un morphisme de X dans Y, rationnel sur k el tel que p(0,x  (~), ...,x (~)) =0 quels que 

soient x (~) ..... x (n~. Soit de plus C O une pattie compacte de S(XA), et soit N >~O. Alors il existe 

une /onction ~Po E $(X  A) teUe que l'on air 

I T~ (I)(a~, x (1) . . . . .  a ~  x (n)) ] < r  (x) 

chaque lois que ~ E Co, T 1 ~ 1 . . . . .  T n >11, x = (x (1), ...,x (~)) EXA, p(x) E Yk et p(x) # O. 

Rappelons qu 'un  (( morphisme ~) d ' un  espace affine dans un autre  n 'es t  pas  autre  

chose qu 'une  application polynomiale; l 'hypoth~se faite sur p revient  donc ~ dire que, si 

on choisit des bases de X k et de Yk sur k, les coordonndes de p(x) s 'expr iment  comme 

polynomes ~ coefficients dans k au  moyen  de celles de x. On ddsignera par  D le plus grand  

des degrds de ces polynomes.  D 'au t re  part ,  dcrivons X A =Xoo • X' ,  oh Xoo et X '  sont  

ddfinis comme au n ~ 12 dans la ddmonstra t ion du lemme 5, et de m~me X~)=X~,  •  '(~) 

et Y~ = Y~ • Y'; p ddtermine d 'une  mani~re dvidente des applications de Xoo dans Y~ 

et de X '  dans Y'. Choisissons des bases des X ~  ) et de Yoo sur R, et, pour  x~ ) EX(o~ (resp. 

y~ E Yo~), ddsignons par  r~ (x~)) (resp. s(yoo)) la somme des carrds des coordonn~es de x(~ 

(resp. de yoo) par  rappor t  ~ ees bases. Posons encore, pour  xoo = (x~) ..... x~ )) EXoo : 

r ' ( x ~ ) =  Y "-(~)~ (xS)) + r ' r~ ~ ,, r ( x ~ )  = r 1 ( z~ ) .  
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Puisque  p(x) s 'annule  chaque lois que x (1) = 0, il  y a une cons tan te  C >  0 tel le  que 

l 'on  air,  quel  que soi t  x~r E X ~  : 

s(p(x~)) <<. C. r~ (xS)) �9 r(x~) D-~, 

et  pa r  cons4quent,  pour  TI>~ 1: 

8(p(XaO)) ~ C'~12 (T12 ~'1 (x(~l)) 2t- rt (3Cor D" 

Convenons de poser,  pour  T = (v 1 . . . . .  Tn), T 1 > 0 . . . . .  Tn > 0, e t  x~ E X ~ :  

T x ~  = (~1 x 5  ) . . . . .  ~ ~ ) ) ;  

l ' indgali t4 qu 'on  v ien t  d ' ob t en i r  mon t r e  qu 'on  au ra  ~ plus for te  raison, chaque  lois que 

T~>~ 1, . . . ,~ ,>~ 1: 
s(p(x~)) < C~1 ~ r(~x~) ~. 

Appl iquons  maintenarr t ,  comme au n ~ 12, le l emme 5 de [14], n ~ 41; il mon t re  qu 'on  

peu t  choisir (I) 1E S(XA) telle que I(I)(x)l ~<(I)l(x ) quels que soient  (I) EC o et  x = (x~,x') EXA, 

et  m~me qu 'on  peu t  supposer  (I) 1 de la forme 

( b i ( x ) = r 1 6 2  

off (I)~ E S(X~r et  off (I)' est  la fonct ion carac tdr is t ique  d ' u n  sous-groupe ouver t  compac t  de 

X ' .  Soit  E l ' ensemble  des po in t s  x = (x:r de XA tels  que p(x) e Yk, p(x) 4= 0 et  (b'(x') # 0; 

on va  mon t r e r  que, sur  E,  s(p(xcr a une borne  inf4rieure e > 0 .  E n  effet, s ' i l  n ' en  d ta i t  

pas  ainsi,  il  y a u r a r  une suite  de po in ts  x~=(xvoc,x;) de E tel le  clue la  sui te  p(x,~) t ende  

vers  0 dans  Y~. Comme le suppor t  de (I)' est  compact ,  on p e u t  supposer  en mgme t emps  que 

la sui te  x~ tende  vers  une l imi te  ~', donc que p(x',.) t ende  vers  p(~') .  Mais alors la sui te  des 

po in ts  y~ =p(x , )  t end  vers  une l imi te  ~ dans  YA, pour  laquel le  on a ~r162 = 0 ,  c'est-t~-dire Yv = 0  

pour  tou te  place  K l ' inf ini  v de k. Comme les y,  a p p a r t i e n n e n t  s Y ~ -  {0), qui est  d iscret  

dans  YA, on a ?~ E Yk, Y =~ 0, donc ~v # 0 quel que soit  v, d ' oh  cont radic t ion .  T e n a n t  compte  

de l ' indgal i td  d4montrde  plus  hau t ,  on a donc, pour  x E E,  v 1 ~> 1 .... .  ~ ~> 1 : 

T 1 <~ C' r (Tx~)  DI2 

avec C'  = (C/~) �89 

Posons  m a i n t e n a n t ,  pour  t o u t  i >~ 0: 

a, = supxor exor (r(x~) t (I) ~r (xor 

Soit  M un ent ier  >1 N D / 2 .  D'apr~s  le l emme 4 de [14], n ~ 41, il  y a ~ E S ( R ) t e l  

que l ' on  air,  pour  t ou t  r E R: 
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qg(r) ~> inf,~>0 (a~+, ]rl- '  ). 

Pour  x et v comme ci-dessus, on aura done, quel que soit i/> 0: 

T~ ~ (I)~ (VX.r < C ' 2 ~  r(VX.c)M r  (~X~) 

< C '2MID aM+~ r(vx:~) -t <~ C '2MID aM+~ r(xcr 

et par  suite, ~ plus forte raison 

T1 ~ (I)~ (~x~) < C ' ~  ~(r(x~)). 

On satisfera donc aux conditions du lemme en posant  

CPo (x) = C ''zM~D c~(r(x~)) r  (x'). 

H. Pr~llminalres alg~bri(lmes 

Dans ce Chapitre, on supposera une /ois pour toutes que le corps de base k n'est pas de 

caractdristique 2. Chaque lois qu'il  y aura lieu de faire des hypotheses suppldmentaires sur 

It, cela sera mentionn~ explicitement. 

14. Reprenant  les hypoth6ses et les notat ions de [14], n ~ 49, nous considdrons, sur 

le corps de base k, une algbbre A munie d 'une  involution t et d 'une  fonetion trace v, ainsi 

que des modules h gauche sur A. Eventuel lement ,  on pourra  avoir k ,  dtendre >> ees donndes 

un corps K contenant  k; cela veut  dire qu 'on  prend le produit  tensoriel AK de A et de 

K sur k, en le munissant  de la s t ructure d'algbbre dvidente sur K et de l ' involution et de 

la fonction trace qui se ddduisent <~ naturel lement  ~> de t et ~; par  abus de notat ion,  on les 

notera encore t et v (au lieu de tK, v~). De m~me, l 'extension par  K d 'un  A-module  ~ gauche 

X donnera un AK-module h gauche XK; etc. 

Du  fait  que k n 'es t  pas de earactdristique 2, certains rdsultats de [14], Chap. V, peuvent  

6tre pr6cis~s ou dnonc6s plus simplement.  Pa r  exemple, on a d~j~ observ6 au n ~ 31 de [14] 

que Ps(X)  est alors isomorphe au groupe sympleetique. Plus gdndralement, notons S p ( X / A )  

le groupe des automorphismes a du A-module  ~ gauche X @ X *  qui satisfont K (~o~=1, o ~ 

6rant d~fini comme d 'habi tude  par  

Alors, si ~ E S p ( X / A ) ,  il y a un 61~ment [ e t  un  seul de Q(X/A)  tel que (a,]) appart ienne ~, 

Ps(X]A);  un eMeul facile montre  que ] e s t  donn~ par  les formules 



LA FORMULE I)E SIEGEL ET LES GROUPIES CLASSIQUES 2 5  

/(x, x*) = �89 ~ (F(x, x*; x, x*)), 

F(x, x*; y, y*) = {x~ + ~* ~, yfl} + {y* ~, ~ + ~* ~p; 

du fait que ao ~ =1, F est ici une forme hermitienne sur X| I1 s'ensuit que Ps(X/A) 
est isomorphe s Sp(X/A). De plus, d'apr~s le n ~ 31 de [14], la condition de symplecticit6 

de a 6quivaut s dire que a laisse invariante la forme k-bflin4aire altern6e 

[~, x ~ ]  - [~, x~] = ~ ( { x .  ~ }  - {~, ~*}'). 

En remplagant (x~,x*) par (tx~,tx*) avec t e A ,  on voit que cela revient ~ dire que 

laisse invariante la forme {x~, x* } -  {x2, x~ }', qui est sesquilin6aire et antihermitienne sur 

( x  ~ x*) • ( x  ~ x*). 

15. Comme il est bien connu, on peut former le produit tensoriel sur A d 'un A-module 

droite X et d 'un A-module s gauche Y; c'est l'espace vectoriel sur ]r quotient du produit 

tensoriel X ( ~ Y  de X et Y (ou plutSt des espaces vectoriels sur k, respectivement sous- 

jacents s X et ~ Y), pris sur It, par le sous-espace de ce produit engendr6 par les 61ements 

xt(Dy-xQty pour xEX, yEY, tEA. Mais, au moyen de l'involution t, tout A-module 

gauche X peut 4tre consid6r6 aussi comme A-module ~ droite, par la formule 

xt=t'x (xEX, tEA). Cela conduit ~ d6finir un produit tensoriel, qu'on notera (~),, entre 

A-modules ~ gauche X, Y; par d6finition, XQ, Y sera l'espace vectoriel sur/c, quotient 

de X ( ~ Y  par le sous-espace engendr6 par les 616ments t~xQy-x(~ty (xEX, yE Y, teA);  

l'image de x(~y dans ce quotient sera not6e xQ, y. 
Con]me le dual de X(~) k Y n'est autre que l'espace des formes k-bilin6aires sur X • Y, 

le dual de X(~)~ Y s'identifie s l'espace des formes ]c-bilin6aires / sur X • Y qui satisfont 

/(t'x,y)=/(x, ty) quels que soient xeX, yeY, teA. Mais, si xeX, yeY,  l 'application 

t-->/(tx, y) est une forme ]c-lin6aire sur A, qu'on peut donc, d'une mani6re et d'une seule, 

dcrire sous la forme t---> "~(tF(x,y)), oh F est une application de X • Y dans A; on v6rifie 

alors imm6diatement que, dans ces conditions, F est sesquilin6aire. R6ciproquement, ees 

formules font correspondre s route forme sesquilin4aire sur X • Y un dl4ment du dual 

de X(~), Y. I1 revient au m4me de dire que ce dual s'identifie ~ l'espace des formes ses- 

quflin6aires F sur X • Y au moyen de la formule 

[xQ,y, F] =~(F(x,y)). ( 1 5 )  

Nous aurons ~ peu pr6s exclusivement ~ faire usage de ces notions dans le cas off 

X = Y. Dans ce cas, soit s l 'automorphisme d'ordre 2 de X(~,X d6fini par s(xQ, y) =y(~,x. 
Comme la caract~ristique de k n'est pas 2, X(~,X est somme directe de l'espace I(X) 
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des 41dments invariants par  s e t  de l 'espace I - ( X )  des ~14ments u tels que su = -u;  I(X) 

et I - (X)  sont les sous-espaces de X ~ , X  respect ivement engendr~s par  les ~ldments de 

la forme x ~ , x  (pour xEX) et par  les ~ldments de la forme xQ, y - y Q ,  x (pour xEX, yEX). 

De plus, on peut,  d 'une  mani~re ~vidente, identifier I(X) avec (XG, X)/I-(X).  

Une lois pour  routes, on conviendra de noter  ix l 'application x--> x ~ , x  de X clans 

I(X), c'est-~-dire qu 'on  posera i x (x) =xQ, x. Cette application est ~videmment quadrat ique,  

c'est-&-dire que, pour  un choix quelconque de bases de X et de I(X) sur k, les coordonn~es 

de ix (x) s 'expriment  eomme polynomes homog~nes du second degrd par  rappor t  ~ celles 

de x. 

Soit alors $'  une forme sesquilin~aire sur X • X, que nous identifions & un ~l~ment 

du dual de XQ,  X au moyen de (15). Si F est hermitienne, on aura,  quels que soient x, y : 

[x(~O,y, F] =[yQ, x, F], 

done [u,F]=O pour  uEI-(X); aut rement  dit, F appar t ient  au dual de (X~ ,X) / I - (X) ,  

c'est-~-dire, d 'apr~s les conventions ei-dessus, au dual I(X)* de I(X), eonsiddr~ comme 

sous-espaee du dual de XQ,  X. R~ciproquement,  s'il en est ainsi, on aura, quels que soient 

xEX, yEX, tEA : 
~( F( tx, y ) ) = ~( F(y, tx) ), 

ce qu! s'~crit aussi, puisque F est sesquilindaire et que v e s t  invariante par  t : 

~(tF(x, y)) = v(F(y, x) t') = v(t" F(y, x)'); 

cette relation ayan t  lieu quel que soit t, il s 'ensuit que F est hermitienne. Pour  x =y, les 

formules ci-dessus donnent  
[ix (x), F] = v( F(x, x) ), 

de sorte qu 'on  peut  identifier I(X)* avec l 'espace des formes hermitiennes sur X • X au 

moyen  de cette formule. On a vu d'ailleurs au n ~ 49 de [14] que ce dernier espace s ' identifie 

avec l 'espace Q(X/A) des formes A-quadra t iques  / sur X au moyen de / (x )  =v(F(x,x)); il 

s 'ensuit  que la formule ](x) = [ix (x),/] permet  d'identifier Q(X/A) avec I(X)*. 

Soit encore Z un sous-module de X,  et supposons que Z admet te  un suppldmentaire 

Z' dans X (ce qui sera toujours le cas si A est semisimple); on peut  done ~crire X =Z~Z ' .  

I1 est imm~diat  qu'alors I(X) s'identifie canoniquement  & la somme directe de I(Z), Z~ ,Z '  

et I(Z'), et que le sous-espace de I(X) engendr~ par  les $1~ments i x (z) pour  z EZ est I(Z). 

Autrement  dit, on a l e  droit, dans ces conditions, d ' identifier I(Z) avee le sous-espace de 

I(X) engendrd par  l ' image de Z par  ix, et  d ' identifier iz avec ix. 
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On notera aussi clue, si K est un corps contenant/r I(XK) s'identifie ~ I(X)K, et par 

suite Q(XK/.,~) ~ Q(X/.,4)~. On notera toujours ix l'applieation de X~ dans I (X)~ ddduite 

de la mani~re dvidente de ix. 

La propri4te suivante de ix jouera un rSle important par la suite : 

LEM~E 7. Pour que l'application ix de X dans I (X)  soit submersive en un point x de 

X,  il /aut et iI su//it qu' on ait I (X /.,4x) = {0}, ou en d' autres termes que l' espace Q( (X / Ax)/ A) 

soit rdduit ~t {0}. 

La diff4rentielle de ix en x est en effet donn~e par 

dix (x) = x Q  f lx  + dxQ, x, 

de sorte que l'application lindaire de X dans I (X) ,  tangente s ix en x, est y-->xQ, y +yQ,  x. 

Pour que celle-ci ne soit pas surjective, fl faut et il suffit qu'il y air /~: 0 dans I(X)* telle 

que l 'on air 
[xQ, y+yQ,x , / ]  =0  

quel que soit y. Identifiant I(X)* avec l'espace des formes hermitiennes sur X • X comme 

il a dtd dit plus haut, on voit que cette condition dquivaut ~ la suivante : il existe sur 

X • X une forme hermitienne F :~ 0 telle que T(F(x,y))=O pour tout y E X. En rempla~ant 

y par ty, done F(x,y) par F(x, y)t ~, clans cette condition, on volt qu'elle revient ~ dire que 

_F(x,y) = 0 quel que soit y; en rempla~ant alors x par tx, on voit que cela revient h dire 

que F(z ,y )=0 quels que soient' z E A x  et yEX.  Posons Z=,,4x; Z e s t  le sous-module de 

X engendrd par x. Par passage au quotient, l'espace des formes hermitiennes sur X • X 

ayant  la propri~td qu'on vient d'dnoncer s'identifie ~ l'espace des formes hermitiennes sur 

(X/Z) • (X/Z), c'est-~-dire au dual de I(X/Z) ,  ou encore ~ Q((X/Z)/A), ce qui ach~ve la 

d~monstration. 

16. Ddsormais, nous supposerons une /ois pour toutes que l'alg~bre 14 est semisimple. 

Nous allons d'abord dnoncer, dans le langage qui nous sera commode, quelques-uns des 

thdor~mes de structure classiques au sujet de ces alg~bres, et fixer quelques notations. 

Une telle alg~bre •, comme on sait. est somme directe d'une famille finie d'alg~bres 

simples A~(uEN); pour chaque ~, on choisira une lois pour toutes un ~4,-m0dule ~ gauche 

simple A~, qu'on pourra aussi consid4rer d'une mani~re ~vidente comme A-module (Fan- 

nulateur de A, dans A Stant la somme des A~ pour tt ~: ~). On notera A la somme directe 

des A,, considdr~e comme R-module ~ gauche. L'anneau End(A~) des endomorphismes 

de A~ consid~r~ comme module ~ gauche, soit sur A,, soit sur A, est une alg~bre s division 
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sur k (done un corps, commutatif ou non) qu'on notera [~; A, est alors un espace vectoriel 

droite sur [~, dont la dimension sera horde m~, et A~ n'est pas autre chose que l 'anneau 

des endomorphismes de cet espace vectoriel. Par suite, A~ est isomorphe ~ l 'anneau Mm~ (~) 

des matrices d'ordre m~ sur ~. On ddsignera par B la somme directe des ~; alors les A~, 

et par suite A, peuvent, d 'une manibre dvidente, ~tre considdrds comme B-modules 

droite; B, opdrant ainsi sur A, n'est autre d'ailleurs que l'aimeau EndA(A ) des endomor- 

phismes de A considdrd comme M-module ~ gauche. Rdciproquement, A, opdrant ~ gauche 

sur A, est l 'anneau Ends(A ) des endomorphismes de A considdrd comme B-module 

droite. Comme les opdrations de A e t  de B sur A sont permutables les unes avec les autres, 

on peut considdrer A eomme bimodule sur A e t  sur B. 

Soit X un A-module ~ gauche; il est somme directe de modules simples, dont chacun 

est isomorphe ~ Fun des Av; on ddsignera par X~ la somme de celles des composantes simples 

de X qui sont isomorphes ~ A,, et par n, le hombre de ces composantes. La famille d'entiers 

n = (n~)~ N s'appellera le rang de X; X est ddtermind d'une manibre unique par son rang, 

un isomorphisme pr6s. Six  fi X, le rang du sons-module Mx de X engendrd par x s'appellera 

le rang de x; si celui-ei est dgal au rang de X, c'est-h-dire si x engendre X, on conviendra de 

dire que x est de rang maximal  darts X;  pour qu'il existe de tels dldments dans X, il faut et 

il suffit que X soit (~ monog~ne ~>. 

17. Avec les mSmes notations que ci-dessus, soit encore B = H o m A ( X , A ) ;  c'est l'en- 

semble des applications A-lin~aires de X dans A, ceux-ci ~tant considdr~s comme A- 

modules h gauche; on consid~rera B comme opdrant ~ droite sur X, et on lui donnera sa 

structure (~ naturelle ~> de B-module ~ droite. De m~me, soit B~ l'ensemble des applications 

~4v-lindaires de X, dans A,; By est (~ naturellement ,> espace vectoriel s droite sur ~, et, 

comme tel, il a la dimension nv; B est alors somme directe des B~. L'application de X dans 

A ddfinie par un ~l~ment b de B dtant notre x--> xb, il s'ensuit que, pour tout x EX,  b-->xb 

est une application B-lin~aire de B dans A, ceux-ci dtant consid~rds eomme B-modules 

droite; et toute application B-lin~aire de B dans A est de cette forme. Autrement dit, on 

peut identifier X avec l'espace Homs (B, A) de ces applications. Cette identification permet 

d'~noncer le lemme suivant : 

LEMME 8. Soient A ,  A ,  X ,  B comme ci-dessus; soient Xo, x 1 deux dldments de X ,  et soient 

No, N 1 leurs noyaux quand on les consid~re comme applications de B daws A .  Alors, pour que 

A x  o D Axl ,  il /aut et il su//it que No C N V pour que A x o =  X ,  il /aut et il su//it que No= {O }. 

I1 est clair que .,4x o ~ A x  1 ~quivaut ko x 1 E A x  o et entraine No c N 1. Pour d~montrer 

a rdciproque, on peut se borner au cas off A est une alg~bre simple, le cas gdn~ral r~ul tan t  



L A  F ORM ULE D E  S I E G E L  E T  LES G R O U P E S  CLASSIQUES 29 

t r iv i a l emen t  de celui-ci.  On peu t  donc supposer  que A e t  B sont  des espaces vectoriels  

dro i te  sur  un  corps 3 et  que A = E n d t ( A )  et  X = H o m t ( B , A ) .  Soient  Co, C 1 les images  de 

B dans  A p a r  x0, xl; p a r  passage au  quot ient ,  x 0 dd termine  un  i somorphisme u 0 de BIN o 

sur Co, et,  si N I ~ N 0 ,  x 1 ddtermine  une app l i ca t ion  3-1indaire u 1 de BIN o sur  C 1. I1 exis te  

alors un  endomorph i sme  a de A qui coincide avec ulouo ~ sur  Co; pa r  exemple ,  on peu t  

achever  de le dd te rminer  en lui imposan t  de s ' annu le r  sur  un  suppldmenta i re  a r b i t r a i r e m e n t  

choisi de C o dans  A.  On a alors x~ = axo, ce qui ddmont re  la premibre  pa r t i e  du  lemme.  La  

seconde s 'ensui t  si on observe qu '~  t ou t  b q B correspond au moins  un  x fi X tel  que xb # O. 

I1 rdsulte en par t i cu l ie r  du  lemme 8 que, si M est une algbbre s imple,  le rang  d ' u n  

dldment  x de X,  tel  qu ' i l  a dtd ddfini ci-dessus, n ' e s t  au t re  que le rang  de x en r an t  qu ' app l i -  

ca t ion  3-1indaire de B dans  A.  

18. Si on s 'es t  donnd de plus une involu t ion  t sur  A,  celle-ci dd termine  sur l ' ensemble  

N des composantes  simples A~ de M une p e r m u t a t i o n  v--> v' d ' o rd re  2. La  dd te rmina t ion  

de 14, en r an t  qu 'a lg~bre  ~ involut ion,  se ram~ne alors ~ celle des (~ algbbres s involu t ion  

simples }~ M, (pour v = v') e t  Mr Q A ,  (pour v' = #  # v). Comme on sal t  (el. p. ex. [1], Chap. X),  

celles-ci sont  ndcessairement ,  s un  i somorphisme pros, de l ' un  des t ypes  su ivants  : 

(I) v = v ' ;  z4, est  l ' a lgbbre  de matr ices  Mm(3 ) sur  une alg~bre ~ divis ion ~ munie  d ' u n e  

involu t ion  ~ -+~ ' ,  e t  t e s t  l ' i nvo lu t ion  x-->h -1. tx'.h, off h est  une mat r i ce  inversible  satis-  

f a i san t  s th' =~h, avec ~ = _ 1; 

(II)  v' = f t  # v; M~ est  l 'a lg~bre de ma t r i ce s  Mz(3) sur une alg~bre ~ divis ion 3; J4, est  

l ' a lgbbre  Mm(3'), off 3' est  tel le qu ' i l  existe  un  an t i - i somorph i sme  ~ de 3 sur  3'; e t  t e s t  

1 ' involu t ion  (x,y) __>(ty~-', tx~, ) de Mm(3)OMm(~'). 

Pour  des ra isons dvidentes,  la p l u p a r t  des probl6mes qu 'on  peu t  se poser  au  su je t  des 

algbbres semisimples  s involu t ion  se r ambnen t  aux  problbmes cor respondants  dans  les 

cas (( s imples ~) (I) e t  (II) .  Nous al lons m a i n t e n a n t  achever  de f ixer  les no ta t ions  en ce qui  

concerne ceux-ci  e t  ddmont re r  d ivers  rdsu l ta t s  auxi l ia ires .  

Dans le cas (I), on se donne  donc une algbbre & divis ion 3 sur  k, munie  d ' une  involu-  

t ion ~-->~',  On no te ra  3 le centre  de ~, e t  3o le sous-corps de 3 formd des dldments de 3 in- 

va r i an t s  p a r  l ' au tomorph i sme  indu i t  sur  3 p a r  ~-->~'; su ivan t  que ce dern ier  est  ou non 

l ' au tomorph i sme  ident ique ,  on a 3=30, ou bien 3 est  une extens ion quad ra t i que  de 30. 

Si V e s t  un  espace vector ie l  sur  k, on  d tendra  ~-->$' ~ une app l i ca t ion  k-l indaire de V(~) k 3 

sur lui-m6me en posan t  (v@~) '=v(~)~ '  pour  vEV,  ~E3. E n  par t icul ier ,  si V est l ' espace 

Mm.n(k ) des mat r ices  ~ m lignes et  n colonnes sur  k, V(~)k3 sera l 'espace analogue  Mm.n(3 ) 

sur 3, et,  si xEMm.n(3), x' sera la  ma t r i ce  ob tenue  en a p p l i q u a n t  ~ chaque  dldment  de la 
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matrice x l ' involution ~ - - ~ ' .  On derira Mm(k), Mm(~ ) au lieu de Mm.m(k), Mm.,,(t). Pour  tou t  

m, u-->tu ' est une involution de M~(~). On notera ~a la trace rdduite prise dans Mm(~) 

sur 3o consid~r~ contrae corps de base. 

Soit h u n  61dment inversible de Ma([) tel que th' =~h avee ~ = + 1. On prend alors 

pour  M l'alg~bre Mz([) munie de l ' involution t ddfinie par  u'= h -~. tu'. h. On vdrifie facile- 

men t  que, si 2 est une forme k-lindaire sur 30, v = 2 o v a  est une fonction trace sur M pourvu  

que 2 # 0, et que rdciproquement toute  fonetion trace sur M est de cette forme. 

Conformdment  aux conventions du n ~ 16, on posera ici A =Ma.l(~); M opdrant  sur 

A par  mult iphcat ion matricielle, A est bien un M-module simple ~ gauche. De m~me, 

pour  tou t  n, Mm.n(~) est, pour  M opdrant  k gauche par  multiplication matrieielle, un  M- 

module de rang n. Quels que soient n e t  p,  toute  application M-lindaire de Mm.n(~ ) clans 

Mz.v(~) est de la forme x --> xzr avec u ~ M,.v([). En  partieulier, si on pose X = M m,n(~) et, 

comme au n ~ 17, B=Hom,4(X,A) ,  on peut  identifier B avec Mn.x(~), puis X avec 

Homt (B ,  A), c'est-~-dire avec l 'espace des applications ~-lindaires de B dans A lorsque 

Ceux-ci sont considdrds comme espaees veetoriels ~ droite sur ~. Comme on l 'a  ddjk 

observd, le rang d 'un  dldment x de X au sens du n ~ 16 coincide avee son rang en t an t  que 

matriee ~ m lignes et n eolonnes sur f. On notera  que l 'anneau End~ (X) des endomorphismes 

de X eonsiddrd comme M-module k gauche, et l ' anneau Endt  (B) des endomorphismes 

de B eonsid4rd eomme espaee veetoriel ~ droite sur ~, s ' identifient tous deux ~ M~ (~) et 

s ' identifient done l 'un  avee l 'autre.  

19. Si X=Mm.n(f) ,  Y=Mm.v([),  on voi t  ais~ment que toute  forme sesquilindaire F 

sur X • Y peut  s'~crire F(x , y )=x .w .  t(hy)', avec wEMn.~([); l 'espaee de ces formes, e'est- 

m-dire, d'apr~s le n ~ 15, le dual  de X~),  Y, peut  done alors s 'identifier avec Mn.v(~) au moyen  

de cette formule; si l 'on fair cette identification, (15) s'dcrit 

[xQ, y,w] =~(xw. t(hy)') =2@,(w. t(hy)'.x)). 

Mais (wl,w~)-->2(vn(w 1. twO)) est une forme bilin4aire non d4gdn~rde sur M~.p(~)• 

si on identifie M~.~(t[) avec son dual au moyen de cette forme, on voit  que X(~), Y s'identifie 

aussi avec Mn.v(~), au moyen  de la formule xQ,  y=tx ' . h  �9 y. En  particulier, pour  X =  Y, 

c'est-~-dire pour  n = p ,  on voit  qne l ' au tomorphisme s de X Q ,  X ddfini par  s(x~,y)  =yQ,  x 

devient  l ' au tomorphisme w -->7 tw' de M~(~); I (X)  est l 'espace des w E Mn(~) tels que w = ~ tw', 

et i x est l 'application x --> tx'. h. x de X dans I(X).  

Suivant  l 'usage, si V e t  W sont  des espaces vectoriels s droite sur ~, ~ une applicat ion 

~-lindaire de V dans W, et / une forme sesquilin~aire (par exemple ~-hermitienne) sur 

W • W, on no te ra / [~ ]  la forme sesquilin~aire )r ~) sur V • V, off (~,~0) d~signe l 'applica- 
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t ion (V1,Vg.)-+(~9(Vl), ~9(V9)) de V x V dans W x W. Les espaees A, X,  B ~tant comme ei-dessus, 

consid~rons alors sur A x A la forme ~-hermitienne d~finie par  (al, a~)-->ta~ �9 h. a~, eb eonvenons 

de la ddsigner aussi par  h; de m~me, 5, tou t  w E Mn([) tel que w =~  tw', raisons eorrespondre 

la forme ~7-hermitienne (bi, b2) ~ tb'~. w.  b~ sur B x B, et  identifions I ( X )  avee l 'espace des 

formes r]-hermitiennes sur B x B au moyen  de cette correspondanee. I1 r~sulte alors de 

ce qui prgc~de que, si on identifie X avec Hom~(B,A) comme plus haut ,  i x n 'es t  autre  que 

l 'applicat ion x-*h[x] de ee dernier espaee dans l 'espace des formes ~7-hermitiennes sur B x B. 

L~MMv.  9. Soient respectivement (5 et ~' les dimensions, sur k, de ~ et de l'espace des 

dldments ~ de ~ tels que ~' =r/~, et soit e=8 ' /~ .  Alors, si X est un .,4-module de rang n, I ( X )  

a la dimension ~ n ( n + 2 e - 1 ) / 2  sur k. De plus,  pour que ix  soit submersive en un point x de 

X ,  il /aut et il su//it que x soit de rang n ou bien que e = 0 et que x soit de rang n -  1. 

La premiere assertion rgsulte de ee qui pr6e~de; la seconde suit de 1~, du lemme 7 

du n ~ 15, et  du  fair que, s i x  est de rang r, X/, ,4x est de rang n - r .  

20. Nous plagant toujours dans le eas (I), nous allons, avee les notat ions ci-dessus, 

prdciser la s tructure du groupe Ps(X/.,4) quand X est un  A-module  de rang n. 

Soit ~ un  isomorphisme de X sur Mm.~(~ ). Comme X* a m~me dimension que X sur 

k, ~ savoir ~mn, X* est aussi de rang n. Au moyen  des rdsultats d u n  ~ 19, on voi t  imm~- 

d ia tement  alors qu 'on  peut  choisir, d 'une  mani~re et d 'une  seule, un isomorphisme y) de 

X* sur M~.~(~) de mani~re ~ avoir  

(z ,  x* ) = (zq) .  t(x*v;)' �9 h. 

Ddsignons par  eo l ' isomorphisme (x,x*)-*(x~o,x*yO de X @ X *  sur Mm.n([)(~Mm.n(~ ), ou, ee 

qui revient  au mgme, sur Mm.2~(~)- D'aprbs  le n ~ 14, pour  qu 'un  automorphisme a de X @ X *  

soit sympleetique, il fau t  et fl suffit qu'il  laisse invariante la forme sesquilindaire 

((~1,~), (z~,~Z))-~{~l,z~ }-  {~,~ }' 

sur ( X |  x ( X $ X * ) .  Comme le montre  un caleul facile, il revient au  m6me de dire que 

l ' au tomorphisme s =eoa~o - i  de Mm.~n(~ ) laisse invariante la forme 

(ul,  u~)-~  ul" e. tu~. h 

sur Mm.2n(~) x Mm.zn(t), oCa e d4signe la matrice ( -~) -hermi t ienne  donn~e par  

o ,16, 
e = ( - r / .  In 
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Mais cet te  condi t ion  6quivau t  6v idemment  h s.  e. ~s' = e. A u t r e m e n t  dit ,  l ' app l i ca t ion  (a, /)  --> 

mg~o -~ es t  un  i somorphisme de Ps(X/.,4) sur  le g roupe  des 6ldments s de M~(~) qui sa t i s font  

s .  e- tsf = e. De plus, il est  clair  que l ' image  de P(X/.,4) pa r  cet i somorphisme est  l ' ensemble  

des 616ments de ce dernier  groupe  qui sont  de la forme 

avec a, b, d a p p a r t e n a n t  h M.(~).  

21. Darts le cas (II) ,  on proc~dera  de m~me en se d o n n a n t  d ' a b o r d  une algbbre 

divis ion ~ sur  k, don t  le centre  sera not6 30- On ddsignera pa r  r' l 'a lg~bre ~ opposde }) ~ k, 

e t  pa r  ~-->~' r a n t i a u t o m o r p h i s m e  (~ canonique )) de [ sur  [', ainsi  que son inverse,  de sorte 

qu 'on  a (~') '  = ~ e t  que ~-->~' indu i t  l ' ident i t6  sur 30 (qui est  done le centre  commun  de ~ et  

de ~['). 

Pour  s implif ier  les nota t ions ,  on conviendra ,  dans  c e n  ~ d 'dcr i re  M . . . .  M~n.~ au  lieu 

de Mm.~(r), Mm.n(~'), et  de m6me Mm, M~n au  lieu de Mm(~), Ma( t ' ) .  On p rendra  A =Mm| 
l ' i nvo lu t ion  t sur  t4 g ran t  donn6e p a r  ( u , v ) '=  (tv', tu'). On notera  Vm la t race  rddui te  prise,  

soit  dans  Mm, soit  dans  M~n, sur  30 considdrd comme corps de base. La  fonct ion t race  v 

sur  A sera alors donnde pa r  

~(u,v) =~(~m(U) + ~(V)), 

off 2 est  une forme k-lin~aire sur  30, e t  2 4 0. 
t 

On posera  A =Ao| avec A 0 =Mm. a et  A~ = M ~ . t ;  on no te ra  que A0 peu t  s ' ident i f ier  

d ' u n e  manibre  ~vidente  avec  le dua l  de A 0 s u r r .  Tou t  ~4-module de  rang  (p,q) est  i somorphe  

au  module  M,n.p| q, .,4 op6rant  sur  celui-ci p a r  mul t ip l i ca t ion  matr ic ie l le  dans  ehaque  

composante .  Toute  app l ica t ion  ~4-1in6aire de Mm.~,| q dans  Mm. r| M:n. s est  de ]a forme 

(x,y)-->(xzr y~), avec a E M~.r, fl E M'q.s. E n  par t ieul ier ,  si on pose de nouveau  B = Hom~(X,  A),  

e t  qu 'on  prenne  X = X o |  ~ avec Xo=Mm.~,, Xo=M~.q, on au ra  B = B o |  o avec B 0 =  

/ p . i ,  B0 = / q . i ,  puis  Xo=Itom~(Bo, Ao) et  X 0 = H o m t  , (B~,Ao). 
Si X est  comme ci-dessus, e t  si Z=M,, .r@M~.s,  rou te  forme sesquilin6aire sur  X x Z  

s 'dcri t  : 

((x,y), (z,t))-->(x.v. tt',y, w. tz') 

avec vEMp.s et  wEM'q.r; cela p e r m e t  d ' iden t i f i e r  le dual  de X Q ,  Y avec Mp.s| 

Rai sonnan t  comme au n ~ 19, on en conclut  qn 'on  peu t  ident i f ier  X Q ,  X avec Mq.~| 

puis  qu 'on  peu t  ident i f ier  I(X) a v e c  Mq.p de mani~re ~ avo i r  ix(x,y ) = ty, .x. Cela donne  en 

par t i cu l ie r  : 
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L E ~ E  10. Soit ~ la dimension de ~ sur k. Alors, si X est un .,~.module de rang (p,q), 

I (X)  a la dimension 8pq sur k; et, pour que ix soit submersive en un point x de rang (p', q') 

dans X,  il ]aut et il su//it qu'on air p =p' ou q =q'. 

Toujours avec les m~mes notations, on pourra identifier le dual X* de X avec 

Mm.q~M'~.~ de mani~re b, avoir 

((x,y),(x ,y ) } - ( x "  (y ) , y .  (x ) ). 

Le dual d 'un module de rang (p,q) est donc de rang (q,p). En posant n = p + q ,  X @ X *  

s'identifie d 'une mani~re ~vidente ~ M,n.n| d'apr~s ce qu'on a vu, l 'anneau des 

endomorphismes de ce dernier module s'identifie a M~| M~. Pour qu 'un automorphisme 

a=(2,/u) de X G X *  soit symplectique, il faut  et il suffit qu'il laisse invariante la forme 

sesquilin~aire 
{(XI, y~), (x*, y~)} - {(x~, y.), (x~, y~)}'. 

Un caleul facile montre que, si on pose 

0 

cette condition dquivaut s # =e  -1. ~/--1. e. I1 s'ensuit qu'avee ces notations l 'application 

(a,/)-->2 est un isomorphisme de Ps(X/.,4) sur GL(n,][). On v4rifie facilement alors que 

l ' image de P(X/.,4) par cet isomorphisme est le sous-groupe de GL(n, ~) form~ des ~l~ments 

de la forme 

avec ~1 E GL(p, ~), ~2 E My.q( [), ~3 E GL(q, ~). 

22. Revenant  au cas gdn~ral des n ~ 16-17, nous ddsignerons par  G le groupe des 

~l~ments u de • tels que u. u ~= 1. I1 est clair que G est le produit direct des groupes ana- 

logues relatifs aux composantes (~ simples )> de A, celles-ci pouvant  ~tre de type (I) ou (II). 

I)ans le cas (I), avec les notations d u n  ~ 18, G est le groupe des dldments u de Mm(~ ) qui 

satisfont ~ tu'. h. u = h, c'est-s ~ h[u] = h; autrement  dit, si Aut (A) = GL(m, ~) d~signe 

le groupe des automorphismes de l 'espace vectoriel ~ droite A =Mm.l(~) sur ~, G est le 

sous-groupe Aut(A,h) de Aut(A) formd des dldments de Aut(A) qui laissent invariante 

la forme r~-hermitienne h. Dans le cas (II), avec les notations d u n  ~ 21, (~ est le groupe des 

~14ments de ,-4 de la forme (u, tu'-l) avec u E Aut (A0)= GL(m, ~), e t e s t  donc isomorphe s ce 

dernier groupe. Dans le cas g4n~ral, 6/est  donc uu produit de (~ groupes classiques ~). 

La d~finition de ix montre qu'on a, quels que soient xEX~ rE.,4 : 
3 -- 652922. Acta mathematica. 113. I m p r i m 4  le 26 f4vrier  1965. 
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i . ( t x )  = ( t x ) |  (tx) = x |  t ' (tx).  

I1 s ' ensui t  que, pour  u EG, on a ix(ux)=ix(X) quel que soi t  x EX. E n  d ' au t r e s  termes,  ix 

est  i nva r i an t  p a r  G op6rant  ~ gauche sur X.  

I ) ans  les ehapi t res  su ivants ,  on au ra  besoin de divers  r6sul ta ts  sur  les orbi tes  de G, 

e t  de cer ta ins  groupes  apparen t6s  g G, clans X; ces r6sul ta ts  v e n t  8tre 6tablis  dans  les n ~ 

22-25. I ) ans  le eas oh ~4 est  de t y p e  (I), e t  off X est  de rang  1 sur  ~ ,  ils s en t  en subs tance  

eontenus  dans  le th6or~me de W i t t ;  le lee teur  qui  n ' a  que ce cas en r u e  (cf. l ' I n t roduc t i on )  

pou r r a  done se d ispenser  de life la p lus  g rande  pa t t i e  des d6mons t ra t ions  qui  v e n t  suivre. 

PROPOSITION 3. Pour tout iE I (X) ,  soit U(i) l'ensemble des dldments de iX 1 ({$}) qui 

sent de rang maximal dans X;  alors, si U(i) n'est pas vide, c'est une orbite de G dans X.  

Soit  XoE U(i), ce qui veu t  dire  qu 'on  a ix(Xo) = i e t  .~x o =X.  I1 est  clair  que, s i x  1 =ux o 

avec u E G, on a x~ E U(i). Pour  d~montrer  la r~eiproque, il suffi t  dv idemment  de t r a i t e r  

les cas (I) e t  (II) .  I ) ans  le cas (I), avec les no ta t ions  des n ~ 18-19, l ' hypoth~se  signifie que 

h[x0] =h[x i ]  = i  e t  que xo, x 1 sen t  de rang  maximal ,  c 'es t -h-dire  (d 'apr~s le l emme 8 d u n  ~ 17) 

qu ' i ls  sen t  de n o y a u  (0} si on les consid~re comme appl ica t ions  de B dans  A.  Alors  x0, x 1 

d~ te rminen t  des i somorphismes  xo, x 1 de B sur  des sous-espaees Lo, L 1 de A,  e t  z = ~ 1  

est  un  i somorphisme de L o sur  L 1. Soient  he, h 1 les formes ~-hermi t iennes  indui tes  p a r  h 

sur  L o •  0 et  sur  L 1 •  respec t ivement .  L 'hypo th~se  h[xo] =h[Xl] ~quivaut  ~ ho=hl[z], 

c 'est-h-dire  que z, en un sens dvident ,  est  un i somorphisme de (Lo, ho) sur (Ll,hl). Le th~o- 

r~me de W i t t  d i t  alors que z peu t  ~tre prolong~ h u n  a u tomorph i sme  u de (A,h), e'est-h- 

dire h u n  ~Idment de G; et  on a bien x 1 = ux 0. 

Dans  le cas (II) ,  reprenons  les no ta t ions  du n ~ 21, e t  consid~rons deux  dldments (xo, Yo), 

(xl,yl) de U(i). On volt ,  comme plus  hau t ,  que Yo, Yl d~ te rminen t  des i somorphismes  

Yo, Yl de B~ sur  des sous-espaces Lo, L~ de A~, et  ~ 1 ~  1 est  un  i somorphisme de L 0 sur  L1, 

qu 'on  peu t  pro longer  ~ u n  au tomorph i sme  v de A0, de sor te  qu 'on  a Yl =vYo. E n  rempla~an t  

(xo,yo) p a r  (tv'-l.Xo, Vyo), on est  done ramend & t r a i t e r  le cas oh Yo=Yl. Soit  alors  zo=tyo, 

de sorte  qu 'on  a zox o = zox 1. Comme z o E Mq.m(~), on peu t  eonsid~rer z 0 comme app l i ca t ion  

~-lindaire de Ao=Mm.l(r )dans /q . l (~) ;  soit  N O le noyau  de cet te  appl ica t ion .  D ' a u t r e  pa r t ,  

Xo, x I dd te rminen t  des i somorphismes  Xo, Xl de B o sur  des sous-espaees L0, L~ de Ao, de 

sor te  que U=XlXO 1 est un i somorphisme de L 0 sur L 1. Comme on a Zo(Xl-Xo)=O, on a 

~ a - a ~ N  o quel que soit  a~Lo, et de m~me 4 - S a - a ~ N o  quel que soi t  a~L~; on en conclut  

auss i tSt  que L 0 + N O =L~ + No, e t  aussi  que ~ indu i t  sur  L 0 N N0 un i somorphisme de L o 0 N o 

sur L1 ~ No; on peu t  alors prolonger  ce dern ie r  i somorphisme h u n  au tomorph i smo  v de 

N o. Comme ~ et  v coincident  sur  L o ~ N o, fl exis te  un  endomorph i sme  u 0 de L o + N o et  un 

seul qui coincide avec ~ sur  L 0 et  avec v sur  N0; de m~me, il exis te  un  endomorph i sme  u 1 de 
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L o §  o et  un  seul qui  coincide avec ~-1 sur L 1 et  avec v -1 sur  N o. On a donc U o U l : I ,  de 

sor te  que u 0 est  un  au tomorph i sme  de L o + No. Soient  enfin L'  un suppl~menta i re  de  L o + N 0 

dans  Ao, e t  u l ' au tomorph i sme  de A o qui  coincide avec u o sur  L o §  o et  avec  l ' iden t i t$  

sur  L ' ,  On a alors x 1 =ux0; e t  u -  1 appl ique  A o dans  No, de sorte qu 'on  a ZoU =zo, ou encore 

Yo = ~u'-i'yo. Cela ach~ve la dgmons t r a t ion  de la  p ropos i t ion  3. 

COROLLAIRE. Pour que deux points xo, x 1 de X appartiennent ~ une mdme orbite 

pour G, il ]aut et il su//it  qu' on air ix(Xo) = ix(x1) et A x  o = A x  1. 

Ces condi t ions  sont  ~v idemment  n~cessaires. Supposons-les  sat isfai tes ,  e t  soit  X ' =  

A x  0. Comme A est  semisimple,  X '  a un  suppl~menta i re  clans X; p a r  suite,  d ' apr~s  le n ~ 15, 

on peu t  ident i f ier  I ( X ' )  avec le sous-espace de I ( X )  engendrd p a r  les dl~ments iz(x ')  pour  

x 'E  X ' ,  e t  ix, avec l ' app l i ca t ion  de X '  dans  ce sous-espace de I ( X )  qui es t  indui te  p a r  ix. 

Alors  x 0 e t  x I sont  des ~ldments de X '  de rang m a x i m a l  dans  X ' ,  et  on a i z , (xo)=ix , (x l ) ;  

d 'apr~s  la p ropos i t ion  3, ils ap pa r t i e nne n t  donc s une m~me orbi te  de G dans  X ' .  

23. La  propos i t ion  3 mon t re  que, si U(i) n 'es t  pas  vide,  c 'es t  un  espace homog~ne 

p a r  r a p p o r t  au  groupe  G. Pour  d6 terminer  compl~tement  sa s t ruc ture ,  il f au t  connal t re  

le g roupe  de s tabi l i t6  go, clans G, d ' u n  ~16ment x o de U(i). 

Ic i  encore, on peu t  se borner  a u x  cas (I) e t  (II) .  Dans  le cas (I), consid6rons i comme 

forme ~-hermi t ienne  sur B x B; soit  B '  le sous-espace de B qui, p a r  r a p p o r t  ~ i, est  or tho-  

gona l  s t o u s l e s  vec teurs  de B, e t  soi t  B" un  suppl6menta i re  de B '  dans  B; alors la fo rme 

~-hermi t ienne  induRe p a r  i sur  B" x B" est  non-d~g4ndr~e. Soit  r le rang  de i; alors  B' ,  B" 

sont  de d imensions  n - r  e t  r, r espec t ivement .  Soit  x 0 E U(i); comme x o est  de rang  max ima l ,  

il  ddfini t  un  i somorphisme 5 o de B sur  un sous-espace L o de A;  comme on a i =h[xo], la  

forme indui te  p a r  h sur L o x L  0 est  celle qui se d6dui t  de i p a r  0~ o. P a r  suite,  si L ' ,  L" sont  

les images  de B ' ,  B" p a r  x0, la forme indui te  pa r  h sur  L" x L  ~ est  non-ddg6ndr~e, e t  L '  es t  

l ' in te rsec t ion  de L o avec l ' o r thogona l  de L o p a r  r a p p o r t  ~ h dans  A.  Soit  M l ' o r thogona l  de 

L" p a r  r a p p o r t  h h dans  A;  la forme indui te  p a r  h sur M x M est  non-d6g4n4rde; comme 

L '  est  un  sous-espace (( t o t a l eme n t  i sot rope ~> de M,  on sa i t  ([5], p. 21) qu ' i l  existe  un  sous- 

espace t o t a l emen t  i so t rope  L ~ d e  M,  suppldmenta i re  dans  M de l ' o r thogona l  de L '  dans  M.  

Soit  enfin L i l ' o r thogona l  de L" §  +L~ dans  A.  I1 est  facile de v~rffier que A est  somme 

directe  de L ", L ' ,  51, L1; donc L 1 est  de d imension m - 2 n + r ,  ce qui impl ique  m > ~ 2 n - r .  

De plus,  la forme h i indui te  p a r  h sur  L 1 • L i est  non-d6gdndr6e. Alors,  si on prolonge t o u t  

dlgment de A u t  (Ll ,hi)  ~ un  au tomorph i sme  de A en lui imposan t  d ' indu i re  l ' iden t i t6  sur  

L o +L~, on ob t ien t  un  sous-groupe gi du  groupe  de s tabi l i t6  go de x o dans  G, qui est  6vi- 

d e m m e n t  i somorphe ~ A u t  (L1, hi); de plus,  on vo i t  fac i lement  que go est  p rodu i t  semidi rec t  

de gi et  d ' u n  groupe  go qui indn i t  l ' ident i t~  sur L" et  sur  L ' ,  qui  laisse inva r i an t s  les espaces 
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L '  + L  1 et L' +L 1 + L~ =M, et qui induit l'identit~ sur (L' +L1)/L' et sur M/(L' +Lx); go est 

done unipotent, de sorte qu'en d6finitive go est isomorphe ~ un produit semidirect de 

Aut (Lx, hi) et d 'un groupe unipotent. En particulier, si i est non-d6g6n6r6, done de rang n, 

L '  et L~ se r~luisent s (0}, L 1 est de dimension m - n ,  et go est isomorphe ~ Aut(Ll,hl). 

Dans le cas (II), soit iEMq.p(~), et soit r le rang de i; U(i) est l'ensemble des couples 

(x, tz ') avee x de rang p dans Mm.~(~), z de rang q dans Mq.m(~), et zx=i. Soit (Xo,~Zo) un 

tel couple, et soit go son groupe de stabilit6 dans G; quand on identifie G avee GL(m, l) 

comme au n ~ 22, go s'identifie au groupe des uEGL(m, ~) tels que uxo=x oet ZoU=Z o. Soit 

L o l'image de Bo=M~a(~ ) par x o dans Ao=M,~a(~); L o est de dimension p. Soit N 0 le noyau 

de z o eonsid6r6 eomme application de A o dans Ma.I(~); N 0 est de dimension m - q .  Comme 

i est de rang r, % induit sur L 0 une application de rang r de L o clans Ma.I(~), de sorte que 

L o N N o a la dimension p - r .  Posons L' =L o N No; soient L", L 1 des suppl6mentaires de L' 

dans L 0 et dans No, respeetivement; L 1 est de dimension m - p - q §  ce qui entraine 

m ~>p + q - r :  Soit encore L~ un suppl6mentaire de L 0 + N  o dans Ao, et soit M =L' §  1 +L~. 

Si on prolonge tout automorphisme de L 1 ~ un automorphisme de A o en lui imposant 

d'induire l'identit~ sur Lo§ on obtient un sous-groupe gl de go, isomorphe ~ Aut(L1). 

Soit g~ le sous-groupe de G qui induit l'identit6 sur L" et sur L', qui laisse invariants les 

espaees L' §  1 et M, et qui induit l'identit6 sur (L' +JLI)/L' et sur M/(L' § Alors go 

est produit semidireet de gl et du groupe unipotent go. S i p  =q = r, L' et L~ se r6duisent 

(0}, L 1 est de dimension m - p ,  et go est isomorphe ~ Aut (L1). Enfin, on notera que, dana 

le eas (II), la condition m > ~ p §  est, non seulement n6eessaire, mais anssi suffisante 

pour que U(i) ne soit pas vide. 

24. En m6me temps que G, on fera op6rer sur X, mais ~ droite, l 'anneau End~ (X) 

des endomorphismes de X consid6r6 eomme ,~-module & gauche, et en particulier le groupe 

des 616ments inversibles de cet anneau, c'est-s des automorphismes de X, groupe 

qu'on notera simplement Aut(X). Si B e s t  d6fini comme au n ~ 17, il est imm6diat que 

End~ (X) s'identifie ~ l 'anneau End~ (B) des endomorphismes de B eonsid6r6 eomme B- 

module s droite; par suite, Aut (X) s'identifie au groupe Aut (B) des automorphismes de B. 

Par transport de structure, tout automorphisme v de X d6termine un automorphisme 

de I(X) qu'on notera ~, de sorte qu'on aura ix(xv)=ix(x)~. Pour tout iEI(X),  on notera 

Aut (X,i) le sons-groupe de Aut (X) qui laisse i invariant, e'est-~-dire le groupe des v ~ Aut(X) 

tels que i~=i. On eonviendra d'autre part de faire op6rer le groupe G •  sur X 

au moyen de la formule 

(u,v).x=uxv -~ (ueG, xGX, v GAut(X)). 

Dans ces conditions, il est clair que l'ensemble i~(( i})  est invariant par le groupe 
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G • A u t ( X , i ) .  On va  m a i n t e n a n t  d4mont re r  quelques r4sul ta ts  auxi l ia ires ,  qui  serv i ront  au  

Chapi t re  I I I ,  au suje t  des orbi tes  de ce dern ier  groupe  et  de cer ta ins  de ses sous-groupes dans  

ixl({i});  dans  le cas oh • est  de t y p e  (I) e t  X de rang 1, ces r~sul ta ts  sont  t r i v i aux  ou 

sont  des consequences t r iv ia les  de ce qui precede.  

R e p r e n a n t  les no ta t ions  d u n  ~ 17, consid~rons d ' a b o r d  l 'espace B * = H o m A  (X*,A) 

a t t aeh~  ~ X* comme B l 'es t /~ X; supposan t  chaque composan te  (~ s imple ~) de A raise sous 

la forme d4crite au  n ~ 18, e t  les composantes  cor respondantes  de X mises sous la fo rme 

ddcri te  aux  n ~ 19 et  21, nous  al lons ddfinir un  i somorphisme de X @ , X  sur l ' espace  

Hom~ (B, B*) des morphismes  de B clans B* pour  leurs s t ruc tures  de B-modules  ~ droi te;  

pour  cela, il suffira dv idemment  de d4crire cet i somorphisme s4par4ment  dans  les cas (I) 

e t  (II);  pour  abrdger,  nous ne nous occuperons pas  de savoi r  dans  quel  mesure  il est  (~ canoni- 

que ~). Dans  le cas (I), nous ident i f ions  X avec Mm.~(~ ) e t  X @ , X  avec M~(t[) comme au  

n ~ 19, ce t te  derni~re ident i f ica t ion  se fa isant  au  m o y e n  de la  formule  x@,y=tx ' .h .y .  

Comme au  n ~ 20, ident i f ions X* avec M~.n([ ) au  moyen  de la  formule {x,x*} =x.  t(x*)'.h; 

puis  ident i f ions  B e t  B* avec M~,l(f  ) comme au  n ~ 18. Dans  ces condi t ions,  s t ou t  ~l~ment 

w de X @ , X ,  on fera correspondre  le morph i sme  2w de B dans  B* donn~ p a r  2w ( b ) = w . b  

pour  t ou t  b EB. E n  par t icul ier ,  pour  i~I (X) ,  2~ sera donc le morph i sme  b-->i.b; d ' a u t r e  

pa r t ,  d ' apr~s  le n ~ 19, i sa t is fa i t  alors  ~ ti' =~i, e t e s t  la ma t r i ce  de la forme ~-hermi t ienne  

(bl, b~)-->tb'~.i.b2 sur  B x B; fl s ' ensui t  que le n o y a u  de )t, dans  B e s t  le sous-espace B ' d e  

B qui  est  or thogonal ,  p a r  r a p p o r t  s i ,  s tous  les vec teurs  de B. De plus,  pour  x ~ X  et  

i=ix(x), on a i = tx'.h.x, de sorte que le n o y a u  de x dans  B e s t  contenu dans  celui de 2,. 

De  mSme, dans  le cas (II) ,  on ident i f iera  de nouveau  X avec Mm.~@M',n.q et  X @ , X  

a v e c  Mqoz~M'p. q comme au n ~ 21, ce t te  derni~re ident i f ica t ion  se fa i san t  au  moyen  de la 

formule  
(x ,y)@,(z , t )=(T'x,  tz '" y) 

pour  x et  z dans  Mm. p e t  y e t  t dans  M~.q. On ident i f iera  X* avec Mm.q~M',,.~ et  B 

a v e c  M ~ . I ( ~ .  1 comme au  n ~ 21, e t  de m~me B* avec Mq.IQM'p.1 Alors,  pour  t ou t  

(u,v) E X @ , X ,  on d4finira le morph i sme  2(u.v) de B dans  B* en posant ,  pour  t ou t  41~- 

meri t  (b,c) de B : 
2(u. ~) (b,c) = (ub, vc). 

E n  par t icul ier ,  pour  (x ,y)EX et  i=iz(x,y) ,  ,~ sera donn~, d ' apr~s  le n ~ 21, p a r  la formule  

~t~Cb, c) = Cry,. x. b, tx' .y. c), 

d ' o h  il rdsulte que le n o y a u  de  (x,y) dans  B est  contenu dans  celui de )it, comme dans  le 

cas  (I). 
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25. Ces ddfinitions dtant  dtendues d 'une  manibre dvidente, composante  par  compo- 

sante, au eas gdndral oh M est seulement supposde semisimple, on voi t  qu 'on  fair ainsi 

correspondre h tou t  i E I(X) un morphisme 2~ de B dans B* ayan t  les propridtds qui rdsultent 

de ce qui prdc~de. En  particulier, pour  i=ix(x),  le noyau  de Jl~ contient  toujours celui de 

x quand x est considdrd comme application de B dans A. 

On dira qu 'un  dldment i de I (X)  est non-ddgdndrg si le noyau  de 2t se rdduit ~ (0}; 

les formules d u n  ~ 24 mont ren t  immddiatement  dans les cas (I) et (II)  qu'alors 2~ est un 

isomorphisme de B sur B*, et  par  suite qu'alors X est isomorphe ~ son dual X*; il s 'ensuit  

que cette conclusion reste valable darts le cas gdndral. Pour  qu'il  existe des dldments non- 

ddgdndrds darts I(X),  il est done ndcessaire que X soit isomorphe h X*; mais eela n 'es t  pas 

suffisant. S i x  f iX et que ix(x) soit non-ddgdndrd, le noyau  de x dans B doit  ~tre {0}; d 'aprbs 

le lemme 8 d u n  ~ 17, eela revient ~ dire que x est de rang maximal.  Aut rement  dit, si i 

est non-ddgdndrd, on a U(i) =ixl({i});  par  suite, d'apr~s la proposit ion 3 d u n  ~ 22, le groupe 

G op~re alors t ransi t ivement  sur ix~({i}). 

D ' au t re  part ,  soit iEI(X);  soit B '  le noyau  de 2~; soit B" un suppldmentaire de B '  

dans B. Ddsignons par  g'  le sous-groupe de Au t (B)  formd des automorphismes de B qui 

laissent B '  et B" invariants  et induisent l ' identitd sur B ". On vdrifie immddiatement ,  darts 

le cas (I) et dans le cas (II), que g' laisse i invariant;  identifiant Aut (B)  avec Au t (X)  

comme au n ~ 24, on peut  done considdrer g' comme un sous-groupe de Aut(X, i);  et cette 

conclusion, une lois vdrifide dans les cas (I) et (II),  reste dvidemment  valable dans le cas 

gdndral. Avec ces notations,  on a alors le rdsultat  suivant  : 

PROPOSITION 4. Pour que deux dldments de ixl({i}) appartiennent h une mdme 

orbite de G x g', il /aut et il su/]it qu'ils aient mgme rang. 

La condition est dvidemment  ndcessaire. 1%dciproquement, soient x 0 et x 1 deux dld- 

ments  de ix 1 ({i}), et soient N oe t  N 1 leurs noyaux  dans B; d'apr~s ce qui prdc~de, N oet  N 1 

sont  des sous-modules du noyau  B' de 2t pour  la s t ructure de B-module ~ droite de B. 

Mais Bes t  somme directe des corps ~; si on ddcompose B, B' ,  N O et N 1 en leurs composantes  

relatives aux ~, ces composantes  sont des espaces vectoriels ~ droite sur les ~, et  l 'hypo-  

th~se qu 'on  a faite sur les rangs de x 0 et x 1 dquivaut  ~ dire que, pour  chaque v, les compo- 

santes de N O et de N 1 relatives ~ ~ sont  des espaces de m~me dimension sur ~, contenus 

tous deux dans la eomposante correspondante de B' .  I1 y a done un automorphisme v' 

de B' qui t ransiorme N 1 en N 0. Alors l ' au tomorphisme v de B qui coincide avec v' sur B '  

et avec l ' identitd sur B" appar t ient  ~ g' et laisse done i invariant ,  de sorte que xov appar t ient  

encore / r  ix  I ({i}); et  XoV a m~me noyau  N 1 que x 1, ce qui implique, d'apr~s le lemme 8 

d u n  ~ 17 et la proposit ion 3 du n ~ 22, que XoV et x 1 appart ierment h une m~me orbite de G. 
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CO~OLLAII~E. Pour que deux dlgments de ix  1 ({i}) appartiennent ~ une mdme orbite 

de G • A u t ( X , i ) ,  il /aut et il su//it  qu'ils aient mdme rang. 

La condition est dvidemment  n4cessaire, et la proposit ion 4 montre  qu'elle est suf- 

fisante. 

La  proposit ion 4 et son corollaire mont ren t  en particulier que les groupes G • 9' et 

G • Aut  (X, i) n ' on t  qu 'un  nombre  fini d 'orbites dans ix ~ ({i }). On observera que la condition 

qui y intervient  es t e n  gdndral plus faible que celle du corollaire de la proposit ion 3 d u n  ~ 22, 

mais est dquivalente s celle-ci dans certains cas. Soient en effet n = (n~) et n '  = (n:) les rangs 

de X et d ' u n  point  x 0 de X, et supposons que, pour  tou t  v, on ait, soit n: =n~, soit n: = 0  

(ce qui aura  lieu par  exemple s i x  0 est de rang maximal  dans X,  mais aussi chaque fois que 

n~ ~< 1 quel que soit ~). I1 est clair qu'alors on aura A x  o = Ax~ ehaque fois que x~ a m~me 

rang que x 0. 

26. Supposons A absolument  semisimple, ce qui revient b~ dire que, pour  tou t  v, le 

centre de t~ est sdparable sur k; il en sera toujours ainsi lorsque k est de earaetdristique 0. 

Alors, si on dtend A par  un corps K ~  k, l 'algbbre dtendue A~ est encore semisimple; si 

en mgme temps, comme il a dt4 dit au  n ~ 14, on dtend par  K l ' involution t, la trace 3, et  

les modules sur A, on pourra  leur appliquer tou t  ce qui a dtd dit ei-dessus. On va  main tenan t  

ddcrire les changements  de s tructure que peut  entralner une telle extension; il suffira pour  

eela de se placer suecessivement darts les cas (I) et (II). Pour  simplifier, on supposera dans 

les deux cas que 30=k, le cas g~ndral se ramenant  b, celui-ci pour  des raisons bien connues; 

rappelons que 30 a dtd ddfini, dans le cas (I), eomme 4tant  l 'ensemble des dldments du centre 

de T qui sont invariants par  t, et, dans le cas (II), comme dtant  le centre eommun  de 

et de T'. I1 s'ensuit, dans le cas (I), que le centre 3 de ~ est, soit k, soit de degrd 2 sur k. 

Plagons-nous d ' abord  dans le cas (I). Supposons d ' abord  qu 'on  ait  34 = k et K ~ ;  

alors 3~ est somme direete de deux corps isomorphes h K, et AK est somme directe de deux 

alg~bres simples de centre K,  dchangdes par  l ' involution t; l 'extension par  K fait  done 

passer du type  (I) au type  (II). De plus, {K est alors somme directe de deux alg~bres simples, 

anti-isomorphes l 'une s l 'autre,  qu 'on  pourra dcrire M,  (~) et M~ (~'), off ~ et K' sont  deux 

alg~bres ~ division de centre K, anti-isomorphes l 'une ~ l 'autre,  de sorte que AK sera 

isomorphe ~ la somme directe de MmK(~ ) et de Mm~(K'), avee mK =my.  Si (~ ddsigne comme 

prdeddemment la dimension de T sur k, et si 6K ddsigne celle de ~ sur K, on a ~ =25~v ~. 

Si X est un  A-module  ~ gauche de rang n, XK sera un A~-module de rang (nK, nF:) avec 

n K = nv. 

Supposons main tenant  qu 'on  soit dans le cas (I) avee 3 =k,  ce qui donne 3K=K,  ou 

bien avec 3 ~ k et K ~b $, ee qui entraine que 3~ est une extension quadrat ique de K, Alors 



40 ~. W ~ L  

~4~ est  une algbbre simple;  ~r est  de la forme M, (~ ) ,  off ~ est  une alg6bre ~ divis ion de 

centre  3K, et  A r  est  alors i somorphe  ~ Mm~(~) avec m~:=mv. Si t~ et  t ~  sont  les d imensions  

de t sur  k et  de ~ sur  K ,  respec t ivement ,  on a ~ = ~ * .  Si X est  un  ~4-module ~ gauche  de 

rang  n, X r  est  un  ~4r-module ~ gauche  de rang  n~=nv. Enf in  on a d6j~ not6 au  n ~ 15 

que I(XK) s ' ident i f ie  ~ I(X)~:, de sorte que la d imension de I(Xr) sur  K est  dgale ~ celle 

de I(X) sur k; en app l i quan t  ~ ees dimensions  le l emme 9 d u n  ~ 19, on en eonclut  qu 'on  a 

2eK - 1 = (2e - 1)~, (17) 

s i e  est  ddfini comme au n ~ 19, e t  si ex est  le nombre  ddfini de m6me pour  l 'a lgbbre ~ invo- 

lu t ion  ~4K sur K.  

Si ~4 est de t y p e  (II) ,  .4K sera aussi  de t y p e  (II);  ~K sera deqa  forme M~ (~),  ~ & a n t  

une algbbre ~ divis ion de centre  K;  si ~ '  est  an t i - i somorphe  ~ ~ ,  ~4~ sera somme directe  

de Mm~ (~) e t  de MInK (~ ' ) ,  avec m~ =m~;  on au ra  t~ = ~K~ ~ si 6 et  ~K sont  les d imensions  de 

sur k et  de ~ sur  K.  Enfin,  si X est un  ~4-module ~ gauche  de rang  (p, q), X r  sera un  .4 r -  

module  ~ gauche  de rang  (PK, qK) avec pK=pv, qK=qv. 

On no te ra  que, si on est  dans  le cas (I) avec 3 # k, on a ndcessai rement  e = �89 si donc on 

convient  de ddfinir e comme a y a n t  la va leur  �89 chaque fois que .4 est  de t y p e  (II) ,  la formule  

(17) res tera  va lab le  dans  t o u s l e s  cas. 

Enfin,  il est  immdd ia t  que le dua l  (XK)* de X ~  peu t  tou jours  s ' identff ier  ~ (X*)K, et  

que tou t  dldment de X de rang  ma x ima l  dans  X est encore de rang  ma x ima l  dans  XK. 

On peu t  v6rffier aussi  que t ou t  61dment de I(X) qui est  non-ddgdndr6 dans  I(X) l ' es t  

encore dans  I(XK). 

27. Dans  t o u s l e s  cas qui nous intdressent ,  k est, soit  un corps local,  soit  un  corps de 

nombres  algdbriques,  soit  un  corps de fonct ions  alg6briqnes de d imension  1 sur  un  corps 

fini. Si k est  l ' un  de ces corps,  il est  bien connu que tou t e  alg6bre s divis ion ~ sur  k sur 

laquelle  il existe  une involu t ion  la i ssant  inva r i an t s  t o u s l e s  61dments du  centre  de ~ est  

c o m m u t a t i v e  ou bien est  une alg6bre de qua tern ions  sur  son centre.  On en conclut  a is6ment  

que les alg~bres ~ involu t ion  de t ype  (I) sur  k se rdpar t i ssen t  comme sui t  en sous- types ,  

don t  chacun est  caraet6risd p a r  la va leur  cor respondante  du  nombre  e ddfini dans  le l e m m e  

9 d u n ~  19 : 

(I0) e =0 ;  c 'es t  le cas oti on a, avec les no ta t ions  du  n ~ 18, ~ =3 =30 et  ~/= - 1 ,  l ' involu-  

t ion  t & a n t  donc d6finie p a r  une forme a l ternde h sur  un  corps c ommuta t i f  30; le groupe  G 

est  le groupe  symplec t ique  ~ m var iables ,  G = Sp(m, 30). Comme h doi t  6tre non-d6gdn6rde, 

m est  pair .  
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(I1) e ~ �88 on a ~ = ~0, et ~ est une algbbre de quaternions sur 30; ~ - -~ '  est l ' involut ion 

<~ usuelle ~> sur ~, ddfinie par  le fair que ~ + ~' est la trace rdduite de ~ sur 30; et W = 1. La  forme 

h est hermitienne (ou, si l 'on vent  prdciser, hermit ienne-quatemionique)  sur ~, par  rappor t  

& l ' involut ion usuelle. 

(I2) ~ ~ ~; c 'est  le cas o~ 3 est une extension quadraticlue de 30, c'est-~-dire o~ t induit  

un  automorphisme non trivial sur le centre de ~ ;  il est d 'usage de dire alors clue t e s t  une 

involution << de 2 e espbce ~>. On peut  supposer clue ~ = 1, c'est-~-dire que h e s t  une forme 

hermitienne. 

(I3) ~ = ~; on a 3 =30, ~ est une algbbre de quaternions sur ~0, ~ - ~ '  est l ' involution 

usuelle sur ~, et W ~ - 1 ,  c'est-~-dire clue h est antihermitienne, ou, si l 'on veut  prdciser, 

antihermitienne-quaternionique,  par  rappor t  & l ' involution usuelle. 

(I4) ~ = 1; on a { =3 = 30 et ~7 = 1; h e s t  une forme quadrat ique,  et G est le groupe ortho- 

gonal de h. 

L 'effet  sur ces sous-types d 'une  extension par  un corps K ~  k se ddduit immddiatement  

de la formule (17) du n ~ 26. Comme au n ~ 26, supposons pour  simplifier qu 'on  air 30=k. 

Alors ] 'extension par  K transforme une algbbre de type  (I0) ou (I4) en une algbbre de m~me 

type;  elle t ransforme une algbbre de type  (I1) ou (Is) en une algbbre de m~me type,  si 

elle ne * ddcompose ~> pas l 'algbbre de quaternions correspondante ~ (c'est-&-dire si ~ est 

sans diviseurs de zdro), et t ransforme le type  (I1) en (I0), et  (Is) en (I~), dans le cas con- 

traire. Enfin,  comme on l 'a  vu  au n ~ 26, elle t ransforme une algbbre de type  (Is) en une 

algbbre de m~me type,  ou bien de type  (II),  suivant  que K ne contient  pas le centre 

de l 'algbbre en question ou qu'il  contient ~. En  particulier, par  extension au domaine 

universel (ou & n ' impor te  quel corps algdbriquement dos), les cas (I~), (Is), (Is) se rambnent  

respect ivement & (I0) , (II), (I~), tandis que ceux-ci subsistent tels quels. 

28. On a ddfini le groupe G au n ~ 22 comme le groupe des dldments u de ~ tels que 

u . u  ~= 1; les rdsultats ci-dessus permet ten t  dans chaque cas de ddterminer la s t ructure de 

G en ran t  que groupe algdbrique (c'est-~-dire aprbs extension au domaine universel). 

Pour  cela, convenons de ddsigner par  ~ ) ,  pour  chaque ~, le groupe des dldments de 

~ dont  la norme rdduite relat ivement  au centre de ~ est dgale ~ 1; soit A (~) =1~ A~ D, 

et  soit G~ ~ G f~ ~ ) .  Dans  les cas (I0) et (I1) , on a G = G1; G est connexe, simple et simple- 

ment  eonnexe pour  tou t  m >0 .  Dans  les cas (I~) et  (II),  G est connexe, rdducti~, et  produi t  

(non direct) de son centre et de G1; G1 se rdduit ~ ~1} pour  r e = l ,  ~=~ dans le cas (Is), pour  

m =  1, ~=~' =3o clans le cas (II),  e t e s t  connexe, simple et s implement connexe dans tou t  

autre  cas. Enfin, dans les cas (Is) et (I~), G, en t an t  que groupe algdbrique, a deux compo- 

santes connexes, dont  l 'une est G1; il se t rouve d'ailleurs que, dans le cas (Is), tou t  point  
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de G, rationnel sur le corps de base, appar t ien t  h G1; quant  ~ G1, il est rdduit h {1 } pour  

m = 1 dans le cas (I4); e 'est un  tore connexe, de dimension 1, pour  m = 2  dans le cas ( I , ) e t  

pour  m = 1 darts le cas (Is); il est connexe et semisimple dans tou t  autre  cas; il est m~me 

simple pour  m = 3  et pour  m/>5 dans le cas (I4), et pour  m >/3 dans le cas (Ia). Ces dnoncds 

sont & modifier d 'une  mani~re dvidente si on ne suppose pas $0 = k. 

On ddduit aisdment de lh, clans chaque cas, la s tructure du groupe Ps(X/A). Dans 

le cas (II), cette s t ructure  est donnde par  les rdsultats d u n  ~ 21, off on a ddfini un  isomor- 

phisme de Ps(X/A) sur GL(p +q, 3); dans ce cas, le sous-groupe de Ps(X/A) qui correspond 

& SL(p +q, 3) par  cet isomorphisme sera ddsigud par  Ps'(X/A). Dans le cas (I), il rdsulte 

d u n  ~ 20 que Ps(X/A) est le groupe analogue ~ G ddtermind par  l 'alg6bre M2~(3 ) munie de 

r involut ion u--->e.tu'.e -~, e dtant  l'~16ment de M,~(3) donn~ par  (16) et satisfaisant done 

re'= -~?e; si A est de type  (I,), avec 0~<v~<4, cette derni6re algbbre est de type  (I4-,). 

Si A est de type  (I0) et qu 'on  ait  n = 1, on posera Ps'(X/A) = {1 }; sinon, on ddsiguera par  

Ps'(X/A) le groupe (analogue h G1) formd des dldments de Ps(X/A) dont  la norme rdduite, 

prise dans l 'alg~bre M~.=(t) relat ivement  h son centre, a la valeur 1. En  ver tu  de cette 

ddfinition, Ps'(X/A) se rdduit & {1 } si A est de type  (I0) et si n = 1, ou bien si A est de type  

(II)  avec 3=$0 et si p + q = l ,  e t e s t  connexe et semisimple dans tou t  autre  cas. Si A est 

seulement supposde semisimple, on ddsiguera par  Ps'(X/A) le produi t  direct des groupes 

analogues relatifs aux composantes simples de A; ce groupe est done toujours,  soit connexe 

et semisimple, soit rdduit ~ {1}. 

29. Voici enfin deux rdsultats auxiliaires au sujet du sous-groupe parabolique P(X/,d) 
de Ps(X/.,4) qui a dtd ddfini au n ~ 51 de [14] et dont  la s t ructure dans les cas (I) et  (II)  a 

dtd donnde dans les n ~ 20 et 21 ci-dessus. 

L E ~ M ~  11. P(X/~4)'Ps'(X/A) est un sous-groupe d'indice /ini de Ps(X/•). 

I1 suffit naturel lement  de le vdrifier quand A est de type  (I) ou (IT). Dans le cas (II),  

d 'apr~s le n ~ 21, le premier groupe es t 'm~me dgal au second. Quand 14 est de type  (I0) 

avec n > 1, ou bien de type  (Is), (Ia) ou (Ia), Ps'(X/A) coincide avec Ps(X/A) ou bien est 

d ' indice 2 dans celui-ci. Quand ,,4 est de type  (Io) avec n = 1, P(X/A) est d ' indice 2 dans 

Ps(X/A). Dansl  e cas (I2), ddsignons par  N la norme rdduite prise dans M~(3) relat ivement  

3, de sorte que Ps'(X/~4) est le noyau  de l 'homomorphisme de Ps(X/A) dans le groupe 

multiplicatif de ~ qui est induit  par  N; si u est l 'indice de l ' image de P(X/A) dans celle de 

Ps(X/,,4) par  cet homomorphisme,  v sera aussi l ' indice de P(X/A)'Ps'(X/A) dans Ps(X/A). 
Mais, d 'apr~s la proposit ion 8 de [14], n ~ 51, tou t  dldment de Ps(X/.,4) appar t ient  ~ la classe 

bilat~re par  rappor t  h P(X[A) ddfinie par  un dldment de la forme sl=d'(~i)@e2, oh (~) 
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se rapporte ~ une ddcomposition en somme directe X = X 1 0 X  ~ et oh ?~ est un isomor- 

phisme de X~ sur X 1 qu'on peut choisir s volontd. I1 est facile alors de voir que, si X 1 et 

X~ sont donn6s, on peut choisir ~1 de manibre que N(Sl)= 1; par suite, dans ee cas, les 

deux groupes dont il s'agit coincident. 

L E ~ ] ~  12. Soit Ap le module algdbrique du 9roupe P=P(X/.,4). Soient geQ(X].,4), 

~EAut(X) et p=t(g)d(2); et soit A(~t) le ddterminant, par rapport h une base quelconque de 

Q(X/.,4) sur k, de l'automorphisme /--->/a2 de Q(X/A). Alors on a Ap (p)= A(2) -1. 

En effet, s i p  =t(g)d(2) est un dldment gdndrique de P, et si dg, d2 sont des jauges in- 

variantes sur l'espace vectoriel Q(X/~4) et sur Aut(X), respectivement, dp=dgA d2 est 

nne jauge invariante ~ droite sur P. La conclusion suit immgdiatement de 1~ et des r6sultats 

d u n  ~ 4. Bien en tendu, /ok  ddsigne ici la forme quadratique x--->/(x2), qui a dtd not6e [~-1 

dans [14]. 

IH. Le probl~me local 

30. Avant  d'aborder l 'objet propre de ce Chapitre, on va dtablir encore un r6sultat 

auxiliaire. Soit G u n  groupe alg6brique unimodulaire, ddfini sur k; soient P e t  U des sous- 

groupes alg6briques de G, ddfinis aussi sur k, tels que P N U = {e} et que l'alg~bre de Lie 

de G soit somme directe de eelles de P e t  de U. Alors (p,u)--~pu est un k-isomorphisme de 

P • U sur une partie k-ouverte de G (au sens de la topologie de Zariski); pour g =pu E P.  U 

on pourra done dcrire p = ~ ( g ) ,  u=a(9), oh "~,~r sont des morphismes de P .  U dans P et 

dans U, respectivement. Soient dg, dp, du des jauges invariantes ~ gauche dans G, P e t  U, 

respectivement. Dans P .  U, on pourra dcrire d9 =/(p,u)dp A du, oh / est une fonction par- 

tout finie et non nulle darts P • U; on aura alors/(p 'p ,  uu')=/(p,u)Av(u')  -1, et par suite 

/ ne diff~re de A51 que par un faeteur constant. Si on suppose que U soit aussi unimo- 

dulaire, on aura d 9 =alp A du ~ un facteur constant prbs qu'on pourra supposer 6gal ~ 1. 

Quel que soit 9oE G, l'ensemble U o = U N P .  U9o est une pattie k-ouverte de U. Pour 

uE U 0, posons p '  =~(ugol) ,  u'=a(UgoX); on aura ug~l=p'u ', d'ofi p'-lu=u'go et par suite 

p' = v~(U' go)-l, u = a(u' go) et u' E Uo = U N P.  Ugol; il s'ensuit que u -+ u' est un isomorphisme 

de U o sur U0. On a alors, clans P .  Uo, d(pu9o 1) =d(~ 'u ' ) ,  c'est-~-dire 

et par suite 

dp A du=d(pp') A du' =Ap(p')dp A du' 

du = Ap (p')du'. (18) 
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Supposons maintenant  clue k soit un corps local, et aussi que G soit un groupe r~ductif 

et P u n  sous-groupe (~ parabolique ,) (non n~cessairement minimal) de G, ce qui revient 

dire que G/P est isomorphe ~ une varidt~ projective. Pour simplifier les notations, on ~crira 

G, P, U au lieu de Gk, Pk, Uk; on notera [dg[, I dp], [du] les mesures de I-Iaar sur ces groupes 

d~duites des jauges dg, dp, du comme il a dtd dit au n ~ 3 du Chapitre I. Comme d'habitude, 

pour x E k, on notera Ix I le module de x clans k. Avec ces notations, G, P et U sont des 

varidt~s k-analytiques, et G/P est une varidt~ k-analytique compacte; il e n e s t  de mSme 

de l'espace V =P\G des classes ~ gauche snivant P dans G. 

LEMM]~ 13. Soit y~ une reprdsentation de P dans le groupe multiplicati/ R* ; soit y /=  

[ Ael "yJ; soit /o une /onction continue, partout > 0  sur G, teUe que /0(Pg) =~f(P)/o(g) quels que 

soient p E P, g e G. Alors, pour que f v  /o(u)[ du ] < § ~ ,  il /aut que, pour tout go e G, il y ait 

un voisinage U' de e dans U tel que v/'(~(ugo)-I ) soit intggrable dans U' ~ P.  Ugo 1, et il su//it 

que route classe ~ gauche suivant P dans G contienne un dlgment go qui poss~de cette propridtg. 

Comme V =P\G est compact,  il faut  et il suffit, pour que/o soit intdgrable sur U, que 

tout  point de V (c'est-h-dire route classe ~ gauche Pgo suivant P) air un voisinage V' 

tel que /0  soit int~grable dans U fl V'; comme Ug o est transversale ~ Pgo en go, on peut  

d'ailleurs toujours supposer que V' est pris de la forme V' =P" U'g o, off U' est un voisinage 

de e dans U. La condition qu'on vient d'dnoncer revient alors s dire que/o(u)[du I e s t  

int~grable dans U ~ P.  U'g o. En faisant le changement de variable u =q(U'go), cela s'~crit 

aussi, d'apr~s (18) : 

 /o(p' u '  go)I ld 'l < + , ~  

avec p '  ='6~(U'go) -1 et U~ = U'~ P.  Ugo 1. Si on tient compte des hypotheses faites sur/o, 

on obtient le rdsultat annonc~. 

I1 est bien connu clue, si ~p est donn~e, il existe toujours une fonct ion/o ayant  les 

propri~t~s ~nonc~es clans le lemme 13 (cf. [4], w 2, n ~ 4, prop. 7). Par  suite, si la condition 

du ]emme 13 est satisfaite, et si C est une partie compacte de G telle que G=P.C,  l'int~- 

grale fv/(u)[du[ sera absolument convergente, uniform~ment sur tout  ensemble de fonc- 

tions continues / sur G, uniformSment born~es sur C et satisfaisant ~/(pg) =y~(p)](g) quels 

que soient p e P  et geG.  En  effet, si J/I < M  sur C, et si m=infc(/o), on aura 1/ol/] •m- lM 

sur C, donc aussi en tout  point de G pn i sque / i f1 / e s t  constante sur les classes h gauche 

suivant P clans G. 

31. Dans tout le reste de ce chapitre, b ddsignera un corps local de caractdristique autre 

que 2, .~ une alg~bre semiximple sur b munie d'une involution, et X un A-module ~ gauche. 
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On eonservera les hypothbses et notations de [14], Chap. I I ,  n ~ 24, de [14], Chap. V, n ~ 

49-51, et du Chapitre I I  ci-dessus. Pour abrdger, on derira Q, Pa, P au lieu de Q(X/A),  

Pa(X/A),  P(X/A) .  

Dans le prdsent Chapitre, on se propose principalement d 'appliquer la proposition 1 

du Chapitre I,  n ~ 2, au eas off X est comme ci-dessus, oh G = I ( X ) ,  et off on prend pour / 

l 'application ix de X dans I(X) .  Pour cela, il faut  avant  tout  d~terminer dans quels cas 

ix satisfait ~ la condition (A) de cette proposition. 

On posera done, pour (I) E S(X) et i* E I(X)* : 

f x r  Z ([ix (x), i*]) I dx I. F~(i*) 

Identifiant I(X)* avec Q=Q(X/A)  eomme il a dt~ dit au n ~ 15, on pourra encore ~erire, 

pour q E Q : 

(q) = j r  Z (q(x)) I dx I. F$ 

Dire que i~ satisfait ~ la condition (A) ~quivaut alors ~ dire que la fonction F~  ainsi d4finie 

est intggrable sur Q, et eela uniform4ment par  rapport  s (I) sur route partie compacte de 

$(X); quand il en sera ainsi, on dira que ,,4 et X ont la proprigtd (A) ou encore aatia/ont ~ la 

condition (A). 

Pour abrdger, nous nous bornerons au eas off X est isomorphe s son dual X*. Nous 

d~montrerons entre autres ie r4sultat suivant : 

P~OPOSITIO~ 5. Si X eat iaomorphe dt son dual X*, il /aut et il auHit, pour que 

A e t  X aient la propridtg (A), qu'iI en aoit ainsi de chaque compoaante simple de A e t  de la 

compoaante correspondante de X.  Pour que A et X aient la propridtg (A), il au]/it qu'on air 

m >~ 2n § 4 ~ -  2 ai A eat de type (I) et X de rang n, ou m >~ 2p si .,4 est de type (II) et X de 

rang (p,p). 

Soit ? un isomorphisme de X* sur X. Avec les notations de [14], Chap. I I I ,  on aura 

F~  (q)= ]y] �89 d'(y) t (q) (I) (0). 

Mais, en vertu de la ddfinition du groupe M p ( X / A )  et de sa projection eanonique g sur 

Pa =Pa(X/,,4) (el. [14], Chap. I I I ,  et Chap. V, n ~ 51), on pent  d4finir sur Pa une fonetion 

continue ]r en posant, pour tout  S EMp(X/A)  : 

/| (~(S)) = [ S d'(~)(I)(O) ]. 

Pour  tout  dl4ment p=t(q)d(2) de P,  avee qEQ, ~EAut(X),  posons y~(p)= I~tl~x, oh I~tix 
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d6signe comme d 'habi tude  le module de l ' au tomorphisme 2 de X.  Posons aussi (I)' = S d'(r)(I), 

et s =~r(S); d 'apr6s la d6finition de t(q) et de d(2) aux n ~ 13 et 34 de [14], on aura 

t(q) d(2) O '  (x) = [4 [~x O '  (x2) i~ (q(x)) 
et par  suite 

(ps) = I t  (q) d r  (o) l = I r  (o)  1 = (s). 

Soit d ' au t re  pa r t  U le sous-groupe de Ps form~ des ~l~ments t'(q') avec q' E Q' =Q(X*/.,4); 

pour  G =Ps, les sous-groupes P e t  U ont  bien les propri6t6s 6nonc6es ci-dessus au n ~ 30. 

De plus, q - - > - q o  r est un  isomorphisme de Q sur Q', de sorte que q-->t'(-qor) est un  iso- 

morphisme de Q sur U. On v6rifie ais6ment d'aiUeurs qu 'on  a, quel que soit q E Q : 

t '( - q or)  = d ' ( r )  t(q) d'(7) -~. 

I1 s 'ensuit  qu 'on  a, dans ces conditions : 

I F~, (q) l = 171 * I| ( t , (-  q,,r)), 

ee qui montre  que l'int~grabilit~ de F~  sur Q ~quivaut ~ celle de 1r sur U. Compte tenu de 

la remarque finale d u n  ~ 30, on voit  done que la condition (A) pour  A et X 6quivaut  ~ la 

condition du lemme 13 d u n  ~ 30 pour  les groupes G =Ps, P e t  U et la repr6sentation y~ 

de P tels qu 'on  vient  de les d6finir. 

32. Le module Ap de P, qui figure dans la condition du lemme 13, est donn6 par  le 

lemme 12 d u n  ~ 29. D 'au t re  part ,  dans cette condition, on peut  prendre pour  repr6sentants  

des classes & gauche suivant  P ceux qui sont  donn6s par  la proposit ion 8 de [14], n ~ 51. 

D'apr6s  celle-ci, pour  obtenir  de tels repr6sentants,  on doit  choisir de toutes  les mani6res 

possibles un sons-module X 1 de X,  isomorphe ~ son dual X*; pour  chaque X 1, on choisit 

un  isomorphisme 71 de X* sur X 1 et un  suppl6mentaire X 2 de X1 dans X; enfin on choisit, 

de toutes  les mani6res possibles, un 61~ment ql de Q(X1/,,4), et, pour  chaque ql, on 6crit 

s o = d'(71) t (ql) @ e2- (19) 

L e s s  o forment  le syst6me de repr6sentants en question. 

Avee les notat ions d u n  ~ 30, fl reste h calculer v/(p') pour  p' = ~y(us0)-I , u E U fl P .  Uso 1, 

s o dtant  donn6 par  {19). Puisque uE U, on peut  l'6crire sous la forme u =t'(q') avec q' E Q'. 

Par  d6finition de ~ ,  il y aura  alors q" E Q' tel que l 'on air 

t'(q')s o =p'-lt'(q"). (20) 

Ecrivons p '  =t(q)d(2) avec q E Q, ~ E Aut  (X), et  explicitons les dldments du groupe Sp(X/M) 

qui correspondent aux deux membres  de (20). Si on note 
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o0:C: 
celui qui correspond ~ so, et qu'on d~signe par  ~' le morphisme sym~trique de X* dans X 

assoei4/~ la forme quadratique q' sur X*, on trouve ainsi que (20) entraine en particulier 

la relation 2" = ~'ri0 + ~0. 

D6signons encore par  ~1 le morphisme sym~trique de X 1 dans X* associ6 ~ ql; pour 

les d~compositions X =XI@ X2, X* =X*@X~ de X et X* en sommes directes, fl0 et ~o 

s'6erivent sous forme matricielle comme suit : 

:) 
Si nous dcrivons ~' sous forme matrieielle pour cette m~me d~composition de X et de X*, 
on aura, puisque Q' est symdtrique : 

off ~ ,  ~ sont des morphismes sym6triques de X~ dans X 1 et de X*~ dans X~, respective- 

ment,  et off v e s t  nn morphisme de X~ dans X 2. On aura alors 

OU, 

~* i~ l  ~1 -- ~1 ~ - 1  

ce qui revient au m6me, et en posant  de plus ~1 =Yl Q171': 

0 
(22) 

Ici ~1 est le morphisme sym~trique de X~ dans X 1 associd s la forme quadratique ql = ql~ ~1 

sur X~, de sorte que ~1-~1 est un morphisme symdtrique de X~ dans X1; si eelui-ei est un 

isomorphisme, (22) d~finit un automorphisme ;t de X 1. De plus, quand eette derni6re condi- 

tion est satisfaite, il est ais6 de voir, en appliquant la proposition 1 de [14], n ~ 7, 

s=d(]t)t'(q')sod'(?), qu'on p e u t  ddterminer q et q" de mani6re h satisfaire s (20), ce qui 

montre qu'alors u =t '(q ')  appart ient  ~, P. Uso 1. 

Toujours avee les m~mes notations, on a alors, d'apr~s ee qui prde6de : 

~/)' (Pt) = ~/)' ('1~ ('t/80) -1) = ]~ I lm (A)[ -1. (23) 

Donc, pour que (A) soit satisfaite, il faut  et il suffit que cette expression, consid~rSe comme 

fonetion de q', soit int6grable au voisinage de 0 dans Q', et cela pour tout  s o de la forme (19). 
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33. Cette question se ram6ne dvidemment  aux questions analogues relatives aux  

composantes simples de A; cela d~montre la premiere assertion de la proposit ion 5. Suppo- 

sons main tenant  que A soit de type  (I); alors, avee nos notat ions habituelles, Au t (X)  

s'identifie & GL(n, ~), c'est-~-dire au groupe des dldments inversibles de Mn([ ). On sait 

que tou t  caraet~re de ee groupe, rationnel sur k (au sens de la thdorie des groupes algd- 

briques) est de la forme ,1 --> v=(,1)N, oh N e s t  un  entier et off v, est la norme rdduite prise 

dans M,(~) relat ivement  ~ k. I1 en sera done ainsi, en particulie r, de A(,1), et aussi du 

ddterminant  D(2) de l ' au tomorphisme ,1 de X,  pris par  rappor t  h une base quelconque de 

X sur k. Pour  achever  de ddterminer ceux-ci, il suffit de les calculer, ainsi query(,1), clans le 

cas off ,1 est de la f o r m e t .  1, avec t E k, t :# 0. Si ~ ddsigne comme toujours la dimension de 

sur k, et :r celle de ~ sur son centre 3, on aura,  pour  ce choix de 2 : 

v=  (, l)  = t ~=~=, D ( , 1 )  = t ~ , 

et, d'apr~s le lemme 9 d u n  ~ 19: 

A (,1) = fn(n+2e-1)o 

On a done, quel soit ,1E Aut  (X): 

D(2) = v~ (,1)==, A (,1) = v, (,1)~(~ +e~-l). 

Comme on a d'aiileurs 1,1 Ix = I D(,1) I, (23) s'dcrit donc:  

~'(p ' )  = I ~  (,1)I =(=-~ ~-"+')~- 

Mait ,1 est donnd par  (22) chaque lois que (22) ddfinit un  automorphisme de X. Posons 

5 = ~ 1 - 5 ~ ;  s i n  1 est  le rang du module X 1, 5 est une matrice ~-hermitienne ~ n 1 

lignes et  n 1 colonnes, et on a :  

~)n (,1) : Vn: ( 7 1 ) - 1  VTtt (5)" 

Nous avons ~ exprimer que y/(p ') ,  eonsiddr4 eomme fonction de q', ou, ce qui revient au 

m~me, de 5', ou, ce qui revient  encore au mfime d'apr~s (21), de (5~, 5~,v), est intdgrable 

au voisinage de 0 dans le compldmentaire de l 'ensemble des points off v=, (5) = 0. Cela dquivaut  

dire que y/(p ') ,  considdrd comme fonction de 5, est intdgrable clans ce compldmentaire 

au voisinage de ~r  En  d 'aut res  termes, on a ddmontrd ce qui suit : 

LEMME 14. Soient .,4 de type (I), et X de rang n. Pour que .,4 et X aient let propridd 

(A), il /aut et il su//it  que, pour tout nl <~n, la /onction 

~ ( 0  --  I ~ ,  (5)I  =(= -~ n-,~+~)/~ 
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soit localement intdgrable au voisinage de tout point dans l'espace des matrices ~phermitiennes 

~t n 1 lignes et n 1 colonnes sur L 

Comme eette fonetion est par tout  continue pour m > ~ 2 n + 4 e - 2 ,  la seconde assertion 

de la proposition 5 est contenue dans ce rdsultat. 

Soient maintenant  A de type (II), et X de rang (p,p). Avee nos notations habituelles, 

X s'identifie s la somme directe de Mm.r(~ ) et de Mm.r(t'), et par  suite Aut(X) 

GL(p, ~) • GL(p, ~'). 

Soient vr, vv les normes rdduites prises relativement s k dans My(~) et Mv(~'),respectivement. 

En  raisonnant comme plus haut,  on voit  aisdment que, s i~  = (v,w) appart ient  ~ Aut (X), 

o n a  : 

= (w) i  = (v) 

oh on a de nouveau ddsignd par  a ~ la dimension de ~ sur son centre. Proeddant alors eomme 

dans le cas (I), on obtient  le rdsultat suivant : 

L W ~ E  15. Soient .,4 de type (II), et X de rang (p,p). Pour que ,,4 et X aient la propridtd 

(A), il /aut et il su//it que, pour tout Pl  <~ P, la /onction 

~(r)  = I~r, (r)[ ~ ( ' ' - ~ r )  

soit Iocalemeut int6grable au voisinage de tout point dans l'espace My, (t). 

La derni~re assertion de la proposition 5 est un cas partieulier de ce lemme. 

34. En  fait, une analyse un peu plus poussde montrerait  que, dans les conditions du 

lemme 14, la fonction Ivn(Q) l ~s est localement intfigrable au voisinage de tout  point, dans 

l 'espace des dldments ~-hermitiens de Mn(~), chaque lois que 8 > - ~  si e # 0 ,  chaque fois 

que s > - � 8 9  si s = 0 ,  et qu'elle cesse de l 'gtre au voisinage de 0 s i s  ne satisfait pas ~ cette 

condition. De mgme, dans les conditions du lemme 15, la condition d'int4grabilit~ locale 

de ] vr(r ) I ~s est s > - 1. Enfin, si on cesse de supposer que X soit isomorphe ~ son dual, on 

trouve que la premiere assertion de la proposition 5 reste vraie; et, dans le cas (II), on 

trouve que (A) dquivaut ~ m ~>p +q  si X est de rang (p, q). 

Convenons de dire que 14 et X satis/ont h la condition (A') si ~ = 0  et m > 2 n - 3  ou 

bien si e~=0 et m > 2 n + 2 e - 2  dans le eas (I), si m>~p+q dans le cas (II), et, dans le cas 

g6n6ral, s i c e s  dernibres conditions sont satisfaites par  chaque composante simple de 

A et par  la composante eorrespondante de X. I1 r$sulte de ce qu'on vient de dire qu'en 

fait  (A) est toujours dquivalente/L (A'). D'ailleurs, si ~4 est de type (I), (A') ne diff~re de la 

4 - - 6 5 2 9 2 2 .  Acta mathematica. 113. I m p r i m 6  Is 26 f6vr ier  1965. 
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condition suffisante fournie par  la proposit ion 5 que dans les cas (Ia), (I4); (A') donne m >~ 2n 

dans le cas (Ia) et m ~>2n + 1 dans le eas (I4), tandis que la proposit ion 5 donnerai t  seulement 

m i> 2n + 1 et m ~> 2n + 2, respeetivement.  

35. Dans  le reste de ce Chapitre, nous supposerons une lois pour  toutes que ]a condi- 

t ion (A) est satisfaite, e'est-h-dire qu 'on  a l e  droit  d 'appl iquer  h ix la proposit ion 1 du 

n ~ 2. On peut  donc,  d 'une  manibre e t  d 'une  seule, ddfinir pour  tou t  i E I (X)  une mesure 

S~, de support  eontenu dans ix 1 ({i}), de telle sorte que, pour  toute  fonetion (I) continue 

suppor t  compact  sur X, la fonction F ~  ( i )=  ~ (I)d~u~ soit continue sur I(X) et satisfasse 

S r =S ~+ldil. 
Avec les notat ions du Chapitre I I ,  n ~ 24, soient alors u E G, v E Aut  (X), On a ix(uXv)= 

ix(x ) ~, off fi est l ' au tomorphisme de I (X)  ddduit de v par  t ranspor t  de structure.  Dans  la 

formule 

~(t'(x) ldxl = f~<~ (f+(x)ds,(x)) ldil, 

remplagons (I) par  la fonction XF donnde par  

~F(x) =r 

puis remplagons x par  uxv dans les deux membres,  et i par  i~ au second membre.  Cela 

donne 

off ]u Ix, [ v [~, [~[,<~) ddsignent bien entendu les modules de u, v, O dans X,  X et I(X),  re- 

speetivement.  E n  ver tu  de la propridtd d'unieitd des S~ qu 'on  a r a p p e l ~  plus haut ,  on en 

conelut : 
as,~ (ux,) = l u Ix. I ,  I~-1~1;3,. as,  <x). <24) 

En  partieulier,' pour  tou t  i E I(X),  Si est relat ivement  invariante par  G > Aut  (X,i), et  on a, 

pour  S =S~, uEG, vE Aut (X , i )  : 

ds(~xv) = ]~lx. I, I~. I ~l;&. as<x). (25) 

Mais le corollaire de la proposit ion 4 du Chapitre I I ,  n ~ 25, mont re  que G • Au t  (X,i)  n ' a  

qu 'un  nombre  fini d 'orbites clans i~1( {i}); cela permet  d 'appl iquer  la remarque  dldmentaire 

suivante, qu 'on  formulera sous forme de lemme : 

LEMME 16. Soit G u n  groupe localement compact, d~nombrable ~ l'in]ini, opdrant sur 

un espace localement compact E; supposons que G n'ait qu'un nombre /ini d'orbites distinctes 
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E~ dans E. Alors chaque orbite E~ est relativement ouverte dans son adhdrence etest isomorphe 

au quotient G]g~ de G par le groupe de stabilitd g~ de l'un de ses points; et route mesure /a sur 

E s'gcrit d'une mani~re et d'une seule comme somme de mesures #~ respectivement portdes par 

les orbites E~. 

On procddera par  rdcurrence sur le nombre  N des orbites E~. Soient a~, pour  1 ~< ~ ~< N, 

des repr~sentants de ces orbites. Soit V un voisinage compact  de e dans G; par  hypoth~se, 

G adme t  un  reeouvrement  par  une famille d~nombrable d 'ensembles de la f o r m e  gi V; 

les ensembles g~ Va~ forment  done un recouvrement  de E .  Comme tou t  espace localement 

compact  a la (~ propri~t~ de Baire ~>, il s 'ensuit  que Fun au moins des g~ Va~ a un point  

intdrieur; pour  cette valeur de ~, l 'orbite E~ = Ga~ est done ouverte dans E,  et  s plus forte 

raison dans son adhdrence dans E. Le m~me raisonnement  montre  alors que, si V' est un  

voisinage compact  de e dans V, V'a~ a un  point  int4rieur; done x --> xa~ est une application 

ouverte de G sur E~, et, si g~ est le groupe de stabilitd de a~, E~ est isomorphe ~ Gigs. Pour  

obtenir  la premiere part ie  du lemme, il n ' y  a qu'~ appliquer l 'hypoth~se de r~currence 

E '  = E - E~, qui est fermd clans E et est r~union de N - 1 orbites de G. Soient enfin # une  

mesure sur E , / ~  sa restriction Al 'o rb i te  ouverte  E~, e t /~ '  = ~ - / ~ ;  le suppor t  de/~ '  4tan~ 

contenu dans E', on peut  lui appliquer l 'hypoth~se de r~currence, d 'oh  la derni~re con- 

clusion. 

Appl iquant  le lemme 16 A la mesu re /~  et aux orbites du groupe G •  

i~1({i}), on volt  qu 'on  peut  ~crire/~t comme somme de mesures respect ivement  portdes par  

ces orbites; il r~sulte alors de l 'unicit~ de cette ddcomposition que chacune de ces derni~res 

mesures satisfait, comme/~ ,  ~ la condition (25). 

36. On va  main tenant  aehever de ddterminer #4 en mon t ran t  qu 'une  seule de ces 

orbites, au plus, peut  por ter  une telle mesure. Pour  cela, introduisons encore une d~finition. 

Supposons d ' abord  ~4 de type  (I) ou (II); on conviendra de dire qu ' un  ~lgment x de X 

est de rang quasimaximal s'il est de rang maximal,  ou bien si A est de type  (To) , si m = 2n - 2, 

si ix(x ) = 0 et s i x  est de rang n -  1. En g~ndral, on dira qu ' un  ~ldment x de X est de rang 

quasimaximal si, pour  chacune des eomposantes simples de A,  la composante  correspon- 

dante  de x est de rang quasimaximal.  Pour  tou t  i ~ I (X) ,  on d4signera par  U(i) l 'ensemble 

des dldments de i~ 1 ((i}) qui sont de rang quasimaximal  dans X.  On observera que, si A 

est de type  (I) et si un  41~ment x de X est de rang maximal  n e t  satisfait s ix(x) =0, on a 

m >~2n; c 'est  l~ un cas particulier des rdsultats d u n  ~ 23. On en conclut  imm~diatement ,  

d ' abord  dans les cas (I) et (II), puis clans le cas g~n~ral, que tous les ~l~ments de ~(i) ont  

m~me rang pour  i donn~; d'apr~s le eorollaire de la proposit ion 4 du Chapitre I I ,  n ~ 25, 

U(i) est done, soit vide, soit une orbite de G • Aut (X, i ) .  
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L:~MME 17. Supposons que A et X saris/assent h la condition (A') du n ~ 34; soit i E I ( X ) ,  

et soit U une orbite de G •  clans i x  1 ((i})  sur laqueUe il existe une mesure p 4 0  

satis/aisant h (25). Alors U = ~](i). 

Soit x o un point  de U, de sorte qu 'on  a i=ix(xo); soient n=(n~) et n ' = ( n : )  les rangs 

de X et de x0, respectivement.  Reprenant  les notat ions du Chapitre I I ,  n ~ 25, d~signons 

par  N o le noyau  de x 0 dans B, par  B '  eelui de / t  t, par  B ~ un suppldmentaire de B '  dans  B, 

et  par  g' le groupe des automorphismes de B qui laissent B '  et B" invariants  et induisent 

l ' identi td sur B ~. Alors N O est un  sous-module de B' ,  et, d 'apr~s la proposit ion 4 d u n  ~ 25 

e t  son eorollaire, U est l 'orbite de x o par  G • g'. Soit G o le groupe de stabilit~ de x o dans 

G • g'. Comme G e t  g' sont unimodulaires, fl e n e s t  de m~me de G • g'; d'apr~s les th6or~mes 

eonnus sur les mesures relat ivement  invariant~s dans les espaces homog~nes (el. [4], w 2, 

n ~ 6, th. 3), route mesure sur U, relat ivement  invariante par  G • g', dolt  satisfaire, pour  

t o u t  (u, v)E Go, ~ la formule 

d/~(uxv -1) = I Aa. (u, v) ] dl~(x ). (26) 

Soit g~ le groupe des 61~ments v de g' tels que (1,v) EG o, ou au t rement  dit  tels que Xo= 

XoV; si B0 est un  suppl6mentaire de N O dans B' ,  on peut  d~finir aussi g~ comme form6 

des automorphismes v de B qui, pour  la ddcomposition B = No@ B~@ B" de B e n  somme 

directe, s '~crivent sous forme matricielle comme suit : 

w i) V = ] 

0 

(27) 

avec v"EAut (No)  , wEHom(B~,No) .  Soit G" le sous-groupe de G O formd des ~ldments de 

la forme (1,v), avec vega; pour  v donn~ par  (27), d~signons par  U"(v",w) l'~14ment (1,v) 

de G". 

Soit d ' au t re  par t  G' le groupe des ~16ments (u,v) de G O tels que v induise l ' identitd 

sur N oe t  laisse B~ invariant.  Si U o = (u, v) appar t ient  s Go, on a UXo v- i  = xo, ee qui implique 

clue v ]aisse N o invariant;  on voi t  aisdment alors qu 'on  peut,  d 'une  mani~re et d 'une  seule, 

d6terminer Vl E g" de mani~re que v. v[  1 induise l ' identit6 sur N o et laisse B0 invariant;  il 

revient  au m~me de dire que U o se met  d 'une  mani~re et  d 'une  seule sous la forme U o = 

U'U", avec U'EG' ,  U"EG ~. On a done Go=G' .G  ~, et G O est le produi t  semidirect de G' et 

G". Soient dU'  une jauge invar iante  ~ gauche sur G', et  dv',  dw des jauges invariantes sur 

Au t  (No) et sur le groupe additif  Horn (B0, No), respectivement.  Si on ~erit U o = U' .  U~(v ~, w) 

et qu 'on  pose 
o~(U0) = d U '  ^ dv ~ A dw, (28) 
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on voi t  aussitSt que ~o(U0) est une jauge relntivement invariante ~ gauche, done aussi 

droite, sur Go, au moyen  de laquelle on pourra  calculer Aa~ comme fl a ~td dit  au n ~ 4 

du Chapitre I .  

Supposons main tenan t  qu 'on  air n: < n ,  pour  une certaine valeur de v. Reprenons les 

notat ions des n ~ 16, 17 et 25; d~signons aussi par  N,,  B~, B'~, B:" les composantes relatives 

Iv de No, B, B o e t  B" ,  respectivement;  ee sont des espaces vectoriels ~ droite sur ~;  B~ 

est somme direete de N~, B: et  B:'; B ,  est de dimension nv, et  IV, de dimension n , -  n:, 

sur ~,. Pour  tEk, t# :0 ,  soit v~" l ' au tomorphisme de N o qui induit  t .1 sur N,  et l ' identitd 

sur routes les autres composantes de N0; soit vt l ' au tomorphisme de B qui induit  v~" sur N o 

et l ' identit~ sur B o e t  sur B"; (1,vt) appar t ien t  s G". On va nppliqner (25) avec u = l ,  

v = v t  ~, et (26) avec u = 1, v =vt, et comparer  les rdsultats. Comme (1,vt) est permutable  

avec tou t  ~l~ment de G' et  que dv" est invarinnte ~ droite et s gauche dans Aut  (No), on a, 

nvee les notat ions de (28) : 

o)((1, vt) -1" U 0 �9 (1, vt) ) = dU' A dv" A d(v[  1 w). 

Compte  tenu des r~sultats d u n  ~ 4 du Chnpitre I ,  on aura done, en posant  r = n ~ - n ;  et 

en d~signant par  s la dimension de B:  sur ~, : 

Aa~ (1, vt) = V ~ ,  

off (~ est la dimension de ~ sur k. 

Consid~rons d ' abord  le cas oh A~ est de type  (I); reprenant  nos notat ions habituelles 

relatives ~ ce type,  dcrivons m, n au  lieu de m~, n,, et  n' au lieu de n: d'ofi r = n - n ' .  I1 est 

imm&iiat  qu 'on  n : 
Iv, l~- - I t r  ~m, I ~,1,(~, = Itl ~r 

La comparaison de (25) et de (26) donne alors 

m = n  + 2 e - l  +s. 

Comme s<~n'<<.n-1, on en conelut m < ~ 2 n + 2 e - 2 ,  ce qui eontredit  l 'hypoth~se (A') si 

e=~0. Si e = 0 ,  (A') donne m > ~ 2 n - 2 ;  on doit  done avoir  m = 2 n - 2 ,  s = n '  = n - l ,  r = l ,  de 

sorte que N~@ B~ est de dimension n e t  coincide done nvec B,. Comme N~ �9 B~ est l 'espace 

des vecteurs de B~ or thogonaux ~ B~ par  rappor t  ~ la forme ~-hermitierme d~termin4e par  

In eomposante iv de i relative h A,,  on en eonelut que iv =0 ,  ce qui ach~ve de montrer  que 

In eomposante de x 0 relative ~ A,  est de rang quasimaximal  nu sens de la d~finition dona t e  

plus haut .  

Supposons enfin que l ' involut ion t t ransforme A~ en A,., avec v'#-~, de sorte que 

A,@ Av. est de type  (II); reprenant  nos notat ions habituelles relatives ~ ce type,  ~crivons 

m,/9, q au  lieu de m~, n,, n,,, et p'  nu lieu de n~, d'ofi r =:p - p ' .  On a nlors 
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Iv, l =ltl I  l,i ,=ltl 
La compara ison de (25) et  de (26) donne ici m =q + s. Comme on a s ~<p' ~ - p -  1, cela con- 

t redi t  (A'), ce qui ach~ve la ddmonstra t ion.  

37. Si (A) et  (A') sont toutes  deux satisfaites, il r6sulte d u n  ~ 35 et  'du l emme 17 que, 

pour  tou t  iEI (X) ,  la mesure  tu, est  po r td ,  pa r  ro rb i t e  U(i). Les lemmes 9 d u n  ~ 19 et  10 

d u  n ~ 21 mon t r en t  d'ailleurs que i s est  submers ive  en tou t  point  de U(i); et  il est  immddiat ,  

d ' abo rd  dans les cas (I) et  (II),  puis en gdndral, que ~7(i) est  toujours  une par t ie  ouver te  

de ix~((i}). D 'apr~s  le n ~ 6 du Chapitre  I , /~ ,  coincide avec la mesure  ]0,] d6termin6e sur 

~7(i) pa r  la jauge 

dx - ' l  , (29) 
O, (x)= l, dix (x)]~ 

cette formule ayan t  le sens expliqu6 au n ~ 6 du Chapitre  I; au t r emen t  dit, quel que soit 

xoE CT(i), Oi(x) coincide au voisinage de x 0 a v e c l a  forme induite  sur ~7(i) par  n ' impor t e  

quelle forme diffdrentielle ~(x) dans X sat isfaisant  au voisinage de x 0 g la relat ion dx = 

~(x) h dix(x). 

On peut  rdsumer comme suit les rdsultats  ci-dessus : 

PROPOSlTIOI~I 6. Supposona que ~4 et X saris/assent ~ (A) et ~ (A'); soit iE I (X) ;  

soit CT (i) l'eusemble des points de i~ z ( ( i } ) de rang quasimaximal dana X ,  et soit O~ la ]auge 

sur CT(i) dd/inie par (29). Alors la mesure ]0~] sur C](i) ddtermine une mesure tempgrde dana 

X.  De plus, pour tout ap E $(X), les /onctiona F . ,  F~ respectivement dg/inies sur I (X)  et sur 

I (X)* par les /ormules 

Fo(i) = r (x)10, (x) l, F ;  (i')-- f i'1) Id f 

sont continues, intdgrables, et sont les traus/ormges de Fourier l'une de l'autre; en particulier, 

on a ~ ePldx I =~ F . [ d i  I. 

E n  rdalitd, comme on l 'a  annoncd s u n  ~ 34, (A) est  dquivalente s (A'); mais,  clans les 

chapitres  suivants ,  il nous suffira de savoir  que l 'une e t  l ' au t re  de ces conditions sont  

consdquences des conditions suffisantes dnonc6es dans la proposi t ion 5 du n ~ 31. 

38. Lorsque les hypotheses  de la proposi t ion 6 sont  vdrifi6es, celle-ei mont re  en par t i -  

culier qu 'on  ne peu t  avoir/** =0 ,  pour  i donnd dans I (X) ,  que si U(i) est  vide; il est  souvent  

i m p o r t a n t  de savoir  dans  quels cas cet te circonstance peu t  se prdsenter;  h cet dgard, nous 

nous eontenterons  d 'dnoncer  les rdsultats  suivants ,  qui en subs tance  sont  bien connus. 
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Convenons d 'abord de dire que .,4 e$ X satis/ont ~ la condition (B) s i m  > 2n + 4e - 2 dans le 

cas (I), si m > p  +q  duns le cas (II), et, dans le cas g6nSral, s ices  conditions sont satisfaites 

par chaque composante simple de ,,4 et par la composante eorrespondante de X; eonvenons 

aussi de dire que .,4 el X satisfont ~ la condition (B') si m > ~ 2 n + 4 e - 2  dans le eas (I); si 

p = q  et m>~p§ dans le cas (II), et, duns le cas g~n~ral, si ees conditions sont satisfaites 

par  ehaque composante simple de J4 et par  la eomposante correspondante de X; (B') 

n 'est  autre que la condition suffisante de la proposition 5 d u n  ~ 31, qui, d'apr~s cette pro- 

position, en t r~me (A), et qui entraine ~videmment aussi (A'). 

Cela posd, on a d~j~ fair observer au n ~ 23 du Chapitre I I  que, duns le cas (II), la condi- 

tion m >~p § c'est-s (B'), est ndcessaire et suffisante pour que U(0) ne spit pas vide, 

et suffisante pour que U(i) ne spit pus vide quel que spit i e I(X). Dans le eas (I0) , on 

ddmontre ~l~mentairement que m>~2n-2 ,  e'est-s encore (B'), est ndcessaire et suf- 

fisant pour que ~)(0) ne spit pus vide, et qu 'a lors  U(i) n 'es t  pas vide quel que spit i 4 = 0; il 

en serait ainsi m~me si on ne supposait pus clue ]c f f t  un corps local. Dans le cas (I) avec 

4= 0, on sait, pour n = 1 (cf. p. ex. [9]), et On v~rifie aisgment s part ir  de 1s par  rdcurrence 

sur n, dans le cas g4n~ral, que U(i) n'est  jamais vide quand la condition (B) est satisfaite, 

pourvu que/c spit Un corps local ~ valuation discrete. Par  suite, si b e s t  un corps local 

valuation discrete, (B) entraine toujours U(i)4= 0 quel que spit i e I(X).  

Rappelons enfin que, si ~ est de type (I) sur le corps local b e t  que X spit de rang 

n = 1, la condition U(0) = 0 dquivaut ~ la compacit~ du groupe G; G n 'est  jamais compact 

dans le cas (II). 

IV. La s6rie d'Eisensteln-Siegel 

39. A partir de maintenant, on supposera une lois pour routes que le corps de base best 

uu corps de nombres algdbriques, et on adoptera les hypotheses et notations de [14], Chapitres 

I I  et V, ainsi que celles des Chapitres I e t  I I  ei-dessus; en particulier, •k ddsignera toujours 

une alg~bre semisimple sur k, et X~ un Ak-module s gauche. 

Spit (I)E $(Xa); le groupe Mp(X/A)A op~re sur $(XA) eomme il a ~t~ expliqu~ duns 

[14], Chapitres I I I  et V, de sorte que Sq) est d4fini pour tout  S EMp(X/~4)A; en partieulier, 

pour s e Ps(Xk/.,4k), r~(s)(I) est ddfini, et m~me est doim~ explieitement par  la formule (38) 

de [14], Chapitre I I I ,  n ~ 40. Au moyen de cette formule, ou direetement, on voit  aussitSt 

clue rk(p)~b(0 ) =(I)(0) quel que spit p E P(Xk/A~); fl s 'ensuit clue, pour qb donnd, r~(s)(P(0) est 

constant sur les classes ~ gauche suivant P(Xk,IA~) dans Ps(XJA~). Si R e s t  un syst~me de 

repr~sentants de ces classes, la sdrie 

E( r  = ~ r~ (s) r (0), (30) 
SeR 
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qu'on appellera ]a 8grie d'Eisenstein-Siegel relative & J4~ et Xk, est donc inddpendante du 

choix de R. Son dtude formera l 'objet principal de ce chapitre. 

I1 s'agira avant  tout de donner une condition suffisante do convergence pour la s~rio 

E((I)). Observons d 'abord que la question ne se pose pas quand ~ est de type (II) et que 

p = 0  ou q=O, puisqu'alors, d'apr~s le n ~ 21, P(X~/Ak) coincide avec Ps(XJJ4k), de sorte 

que E(qb) se rdduit ~ dP(0), ni quand A est de type (I0) avec n = 1, puisqu'alors, comme on 

l 'a fair remarquer au n ~ 29, P(Xk/Ak) est d'indice 2 dans Ps(X~[Ak). 

Pour aborder la question dans le oas gdndral, on suivra une mdthode analogue ~ celle 

qui a sorvi A traiter le (~ probl6me local ~> au n ~ 31. Pour abrdgor, derivons de nouveau Ps, 

P,  Q au lieu de Ps(X/A) ,  P(X/A) ,  Q(X/A),  de sorte que la sdrie E((I)) est 6tendue s P~\Ps~; 

ddnotant cette lois la projection canonique de Mp(X/A)a  sur Psa, on d6finira une Ionc. 

tion continue ]r sur Psa en posant, pour tout S ~Mp(X/A)a  : 

1, (~ (s)) = I s r [. 

Pour tout dldment p = t(q) d(~) de P~, avec q e Q~, 2 fi Aut (X)~, posons ~o(p) = 12 ] ~x, oh [~ I x 

ddsigne le module de l 'automorphisme ~ de X~. En raisonnant exactement comme on a fait 

au n ~ 31 dans le cas local, on voit qu'on a / ~  (ps) = v2(p)/~(s) qucls que soient p fi P~ et s ~ PSA. 

Pour ~ ~Aut (X)~, 2 laisse invariant X~, qui est un sous-groupe discret de X~ ~ quotient com- 

pact, de sorte que [2 [ x = 1; on a donc v2(lo ) = 1 pour p E P~. 

LEYtM~. 18. Soit /o une /onction continue, partout > 0 sur Ps A, telle que /o(ps) =~#(p)/0(8) 

quels que 8oient p E PA et s E P8 A. Alor8, pour que la sdrie E(dP) 8oit absolument convergente 

quelle que 8oit dp E $(X  A), il /aut et il su//it que la sdrie ~Jz /0(s) soit convergente; et, quand il 

en est ainsi, E((I)) est absolument convergente, uni/ormdment par rapport h (P 8ur route partie 

compacte de $ (X  ~). 

Comme P est un sous~groupe parabolique de Ps, l 'espace PA\PsA des classes ~ gauche 

suivant PA dans P8 A est compact,  et isomorphe ~ (P~Ps)A; soit C o une partie compacte de 

P8 A telle que Ps~ =PA" Co. En raisonnant alors comme on a fair clans ]e cas local ~ la fin 

d u n  ~ 30, on volt immddiatement qu'on peut, A toute partie compacte C de S(XA), faire 

correspondre c > 0 tel que /o  1/~ ~ c sur Ps~ quel que soit �9 E C; done, si ~s/0(8) est conver- 

genre, E(~P) est absolument convergente uniformdment sur C. Quan t  ~ la rdciproque, soit 

~p telle que ~p(0)~ 0, d o n e / r  (e)~ 0; on vertu de la compacitd de Co, on peut  choisir des 

stEPs A et des c~>O, en nombre fini, tels que/o(S) ~ ct/~ (sat) quel que soit 8ECo, et par  

suite aussi quel que soit sePs,4. Pour chaque i, soient S feMp(X /A)~  tel que ~(S~)---s~, et 

r = S~b; on aura/ ,I ,  (ss,)=]a,, (8). La convergence absolue des s6ries E( r  donc 

celle de ~e [o(s). 
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Comme dans le cas local, il existe toujours  des fonctions ~0 a y a n t  les propridtAs dnoncdes 

dans  le l emme 18. On conclut immddia t emen t  du l emme 18, en partieulier,  que la conver- 

gence absolue de E((I)) quelle clue soit cI)E S(XA), pour  A et  X donnds, dquivaut  ~ la con- 

jonet ion des conditions analogues relat ives ~ chaeune des composantes  simples de A e t  ~ la 

eomposante  correspondante  de X.  Au t r emen t  dit,  il suffit  de discuter la convergence de 

E((I)) quand  A est  de type  (I) ou (II).  De plus, au  moyen  de l 'opdrat ion de (~ restr ict ion du 

corps de b a s e ,  (cf. [13], Chap. I) ,  on voi t  que, dans  l 'un  et  l ' au t re  de ces cas, on peu t  toujours  

supposer  30 =/c; pour  des raisons analogues, on fera presque toujours  cet te hypothbse  dans  

route  la suite de ce t ravai l .  

40. On va  ma in t enan t  dtablir  le thdorbme su ivant  : 

T H ~ O R ~ M E  1. Pour que hz sgrie E((I)), dd/inie par (30) au n ~ 39, soit absolument con- 

vergente quel que soit ~ E S(X A), et le soit uni/ormdmen$ sur route pattie compacte de $(X ~), 

il su//it que ~4k et Xk satis/a~sent h la condition (B) d u n  ~ 38; en ~wtrticulier, il su//it Tour 

cekt que m > 2 n + 4 e - 2  si ~4k est de type (I), et que m > p + q  si Ak est de type (II).  

D 'apr~s  ce qui prde~de, on peu t  se borner  ~ eonsid4rer les cas (I) e t  (II) ,  en  supposan t  

30 =/c; on exclura de plus le cas t r ivial  off Ak est de t ype  (II)  et  off p = 0 ou q = 0, puisqu 'a lors  

E((I)) se rdduit  h (I)(0), et  aussi le cas (I0) avec n = 1, oh E((I)) ne comprend  que deux termes.  

Dans  tou t  aut re  cas, consid4rons k nouveau  ]e sous-groupe Ps' =Ps'(X/A) de Ps(X/A)  

qu 'on  a in t rodui t  au  n ~ 28; soit P' =Ps' f~ P, et  soit R '  un syst~me de reprdsentants  des 

classes h gauche su ivant  P~ dans  Psi. Alors Ps" est  connexe et  semisimple, P '  est  un  sous- 

groupe parabol ique de Ps', et  le l emme 11 du Chapi tre  I I ,  n ~ 29, mont re  qu 'on  peu t  prendre  

pour  R la r~union d ' un  hombre  fini d 'ensembles  de la forme R'r; il se t rouve  m~me que 

ce nombre  est dgal ~ 2 dans le eas (I0) et  ~ 1 clans tou t  au t re  cas, mais  peu nous impor te  

ici. Mais, si r est  donnd dans  Psk, et  s i /o  est  la fonct ion considdrde dans  le l emme 18 du 

n ~ 39, /o(s)-lfo(sr) est  bornde sur PsA; donc, pour  que la sdrie ~a/0(s)  soit convergente,  il 

f au t  et  il suffit que la sdrie analogu e restreinte  h R '  le soit. 

On appl iquera  alors ~ cet te  sdrie un  crit~re de convergence dfi k Godemen t  (cf. [7]), 

d 'apr~s  ]equel il suffit, pour  que la sdrie en question soit convergente,  que r o n  air, pour  

tou t  p E P ~  : 
~o(p) --- lap. (p)[~" (31) 

avec ~ > 1; nature l lement ,  ~ est ici la fonct ion introdui te  au  n ~ 39. Comme P '  est  un  sous- 

groupe invar ian t  de P ,  Ap, coincide avec Ap sur P '  (el. la r emarque  finale d u n  ~ 5 du 

Chapi t re  I),  e t  Ap est  donnd pa r  le l emme 12 du Chapi t re  I I ,  n ~ 29, c 'est-s  pa r  Ap(p)  = 

A(2)-1 pour  p =t(q)d(2); de plus, on a alors ~(p) = ]D(2) I ~ si D(~t) ddsigne, comme au n ~ 33, 
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le ddterminant  de 2 par  rappor t  ~ une base de Xk sur k. Dans  le cas (I), le ealcul de D(2), 

A(2) a ddj~ 6td effeetu6 au n ~ 33 h l 'occasion du probl6me local; il montre  que v2 est bien 

de la fo rme  (31), avec v =m/(2n + 4 e - 2 ) ,  ce qui ach6ve la ddmonstra t ion dans ce eas. Darts 

le cas (II), on a u n  calcul tou t  ~ fair analogue, h part ir  des rdsultats d u n  ~ 21 du Chapitre I I ;  

comme f l n e  prdsente pas de difficultd, nous l 'omet t rons  ici; on t rouve que D(2) et  A(2) 

sont en gdndral (ou, plus prdcisdment, chaque lois que p #  q) des caract6res inddpen- 

dants  de Aut (X) ,  mais que, sur P ' ,  on a de nouveau une relation de la forme (31), avec 

=m/(p +q), d 'oh  le rdsultat annoncd. 

Divers exemples donnent  $ penser que la condition suffisante du thdorbme 1 est aussi 

ndcessaire, en excluant  bien entendu le eas oh Ak a une eomposante de type  (II)  avec 

pq = 0. I1 serait intdressant de t rancher  cette question dans le cas gdndral. 

41. Dans tou t  le reste de ee Chapitre, on supposera que A~ et X~ satisfont h la condi- 

t ion (B) d u n  ~ 38. On va  expliciter E ( r  en prenant  pour  syst6me de reprdsentants R de 

Pk\Ps k celui qui est donnd par  la proposit ion 8 de [14], n ~ 51, et  dont  on a ddj~ fair usage 

dans le cas local au n ~ 32 du Chapitre I I I .  Aut rement  dit, R se compose de tous les  dldments 

de Ps k de la forme s=d'@~)t(ql)Qe2 lorsqu 'on choisit de routes les mani6res possibles un 

sous-module X 1 de Xk isomorphe K son dual X*, puis, pour  chaque X 1, un  isomorphisme 

~'1 de X~ sur X 1 et un  suppldmentaire X z de X 1 dans Xk, et qu 'on  prend pour  ql t ous l e s  

dldments de Q(X1/•k). Pour  un  tel dl6ment s, on peut  calculer rk(s)(D au moyen  de la for- 

mule (38) de  [14], n ~ 40, ou bien directement  au moyen  des formules de [14], n ~ 13. En  

6erivant Z~ au  lieu de X1, on obt ient  

rk (s) r (0) = f ~  r (z) Z (ql (z)) I dz IA. 

Cela conduit  ~ grouper  dans la s6rie E((I)) t ous l e s  termes relatifs k un m~me sous-module 

Zk de X k. On conviendra done d'derire, chaque lois que Z~ est un sous-module de X~ iso- 

morphe k son dual  Z~ : 

f (b(z))~(q(z))[dz[A (32) E z ( r  
qEQ~ J ZA 

off on a pos6 Qz =Q(Zk/Ak). On a done : 

E((1)) = ~.Ez(dg), (33) 
zk 

la sommat ion  dtant  6tendue h t ous l e s  sous-modules Zk de X k tels que Z k soit isomorphe 

Z~; et, d 'apr6s le thdorbme 1, (B) entraine que les sdries (32) et (33) sont  absolument  con- 

vergentes, uniformdment  en (I) sur toute  partie compaete  de $(XA). 
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Pour dtudier les sdries Ez ((I)), on peut dvidemment se borner au cas oh X~ lui-m~me 

est isomorphe s son dual X*, et off Z~ = Xk. Supposons doric qu'il en soit ainsi, et identifions 

Q(Xk/.,gk) avec le dual I(Xk)* =I(X)~ de l'espace I(Xk)= I(X)~ comme il a dtd dit au n ~ 15 

du Chapitre II .  Posons de plus, pour tout  i* E I(X)*~ : 

F~ (i*) = f x~ �9 (x) g ([ix (x), i*]) I dx IA. 

On aura alors: E x ( O ) =  ~ F$(i*), 
t* c I (X)k 

et la convergence absolue de eette sdrie, uniformdment en ~ sur toute partie eompaete de 

$(XA), rdsulte de ce qui precede. Autrement dit, si on substitue X~, I(X)a, J(X)k et ix 

X, G, F et f, respectivement, dans la proposition 2 d u n  ~ 2, Chapitre I, la condition (B1) 

de la fin de c e n  ~ est satisfaite. Comme, en vertu des rdsultats de [14], la condition (Bo) 

l'est dvidemment aussi, il s'ensuit que la condition (B) de la proposition 2 est satisfaite. 

On a done, en vertu de cette proposition : 

Ex(O)= ~ F+(i) (34) 
E 1(x)k 

off F r  est la transformde de Fourier de F$; de plus, cette transformde de Fourier est donnde, 

pour tout i E I(X)A, par ta formule 

= (35) 

oh ~u~ est une mesure positive tempdr~e sur XA, de support eontenu dans ix 1 ({i}); et F .  

et F~ sont des fonctions continues et intdgrables, sur I(X)A et I(X)* respeetivement. Enfin, 

la proposition 2 d u n  ~ 2 fait voir que le second membre de (34) est absolument convergent; 

eomme les ju~ sont des mesures positives, on conelut de 1~, au moyen du lemme 5 de [14], 

n ~ 41, que ee second membre converge uniformdment sur route partie compaete de $(XA). 

D'apr~s le lemme 2 d u n  ~ 2, eela montre que E x est une mesure tempdrde positive, donn~e 

par 
E~= Y ~ , .  

te l(X)k 

Enfin on eonclut de m~me au moyen de (33) que E est une mesure tempdrde positive, somme 

des mesures Ez. 

42. Supposons de nouveau, jusqu'/~ nouvel ordre; que M~ et X k satisfont h (B) et que 

Xk est isomorphe ~son  dual X*, D'aprbs les rdsultats d u n  ~ 26 du Chapitre II ,  et en parti- 

culier d'apr~s la formule (17) de ce n ~ il s'ensuit ~ que, pour tout corps K D  k, AK et XK ont 

ces m~mes propridtds, done h plus forte raison qu'ils satisfont ~ la condition (B') du n ~ 38 du 
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Chapitre I I I .  Par  suite, pour tout  v, .4~ et X v ont les propri6t4s (A) et (A') du Chapitre I I I ,  

de sorte qu'on peut  leur appliquer t ous l e s  r~sultats de ce Chapitre, et en particulier la 

proposition 6 d u n  ~ 37. Comme d'ailleurs (B) implique m > 2 n - 2  dans le cas (I0), il n ' y  

aura pas iei de distinction ~ faire entre les vari4t~s d6sign4es par  U(i) et U(i) au Cha- 

pitre I I I .  

Prenons alors pour ~P, dans les formules d u n  ~ 41, une fonction de la forme 

r (x) = H r (x,) (x = (x~) e x~),  
v 

oh le produit est 6tendu & toutes les places v de k, off (I), appart ient  ~ $(X,) quel que soit 

v, et off, pour presque tout  v, (I) v est la fonetion caract~ristique de X~. La fonetion (I) 6rant 

ainsi ehoisie, d6signons par  F~ et F*, pour tout v, les fonctions respectivement d6finies 

sur I(X)v et sur I(X)* par les formules 

F,  (i) = fu,0) r176  (x) I 0, (x) Iv, F*(i*) = fx  O~(x)Z,([ix(x), i*])Idxl , ;  

ici on a not6 Ur(i) la vari6t4 form4e des points de rang maximal de ix i ({i}) dans Xv, et 0~ 

la jauge d4finie sur cette vari6t6 par  la formule (29) d u n  ~ 37. D'apr~s la proposition 6 du 

n ~ 37, F~ et F* sont continues, int6grables, et transform4es de Fourier l 'une de l 'autre. 

D'apr6s l 'hypoth~se faite s u r r  on voit  imm4diatement que F* prend la valeur constante 
, o 

1 sur (I(X))~ pour presque tout  v; iei, conform6ment & nos notations g4n6rales (cf. Chapitre 
i ,  nO 3) ' . o o (I(X))~ d6signe le r4seau dans I(X)~ engendr6 par  une base (I(X)*) ~ arbitrairement 

choisie de I(X)~ sur k. 

I1 est imm4diat alors qu'on a, quel que soit i* = (i*)EI(X)* : 

F~ (i*) = lq r (i*); 

pour  tout  i*, d'apr6s ce qui pr$c~de, presque tous les  facteurs du second membre ont la 

valeur 1. On en d6duit 

I. =n  lF: (r)l. Idr 

Dans cette relation, le premier membre est < + oo; il est =~ 0 saul si E~ =0;  d'ailleurs, on 

peut  toujours modifier un nombre fini des fonctions (I), de mani6re ~ avoir F~  r 0, par  

exemple en prenant  ~Pv>~0 et (I)v:t:0 quel que soit v, ee qui entraine F r 1 6 2  et par  suite 

F~  ~: 0. Comme presque tousles faeteurs du second membre sont >~ 1 d'apr~s ee qui pr6c6de, 

il s 'ensuit que ce second membre est absolument convergent (au sens d4fini dans la note(1) 

de la page 11). On en eonclut ais~ment que la transformg~ de Fourier F~  de F~  est 
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le produit des 

i=(i.)EI(X),4 : 

transform~es de Fourier Fv des F*, e'est-h-dire qu'on a, quel que soit 

F|  (i) = 1-I Fv (iv), 
v 

le produit du second membre dtant absolument convergent. 

Si on ddsigne par/~v la mesure tempdrde sur I(X)v ddtermin~e par  la mesure [0~ Iv 

sur Uv(i,), F~(iv) n'est  autre que ;uv(X:) ehaque lois que (I) ves t  la fonction earactdristique 

de X~. La formule ei-dessus montre done que le produit des/~v(Xv ~ est absolument con- 

vergent, et que la mesure/~t qui figure dans l'expression (35) de F v  n 'est  pas autre chose 

que l-[ ~v. 

43. Quand i appart ient  ~ I(X)~, l 'ensemble ix 1 ((i}), sur le domaine universel, est une 

partie k-fermde de X. On d~signera par U(i) l 'ensemble des points de rang maximal de 

cet ensemble; e'est une partie k-ouverte de i~ 1 ((i}); d'apr~s la proposition 3 du Chapitre I I ,  

n ~ 22, quand U(i) n'est  pas vide, e'est une orbite du groupe G, pris lui aussi sur le domaine 

universel. On conelut faeilement du lemme 8 du Chapitre I I ,  n ~ 17, que, si K ~  k, l 'ensemble 

U(i)K des points de U(i) qui sont rationnels sur K n 'est  autre que l 'ensemble des points de 

i~ 1 ((i}) dans X~ qui sont de rang maximal dans XK. En  partieulier, pour K=kv,  on voit  

que U(i)v est l 'ensemble qui a ~td d~signd par  Uv(i) au n ~ 42. 

LEM~E 19. Pour tout iEI(X)k , 1 est un syst~me de/acteurs de convergence pour U(i), 

et on a l~,= lO,[A. 

Si (I) est ehoisi comme au n ~ 42, on a, d'apr~s ee qui precede : 

Soit 2 = (2,) un syst~me de faeteurs de convergence pour U(i). Comme l'injeetion eanonique 

de U(i) dans X est un morphisme, on a, pour presque tout v, U(i)~ c X~. Si on suppose que 

(I), ~> 0 pour tout v, on aura, d'apr~s les ddfinitions d u n  ~ 4 du Chapitre I : 

La comparaison de ces formules montre bien que, si on a l e  droit de prendre 2 = 1, (I) induit 

sur U(i)A une fonction intdgrable pour I0, [A, et qu'on a alors/~, = [ 0, I~" 

I1 reste ~ d~montrer la premiere assertion du lemme; il suffit ~videmment pour cela 

de consid~rer le eas off ~4k est de type (I) ou (II) avee $0=k. Si U(i) eontient un point 

x 0 rationnel sur/c, soit go le groupe de stabflit~ de x o dans G. Alors U(i) est isomorphe 
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G/9o, et tout  revient (d'apr~s [13], thdor~mes 2.4.2 et 2.4.3) ~ vdrifier qu'il  y a un syst6me 

de facteurs de convergence commun K G e t  K g0; or c'est 1~ une cons6quence immddiate des 

r6sultats d u n  ~ 23 du Chapitre I I ,  joints aux rdsultats connus sur les groupes classiques 

(ef. [13]). 

Supposons que U(i)k soit vide; d'aprbs les remarques du n ~ 38 du Chapitre I I I ,  cela 

implique que Ak n 'est  ni de type (II), ni de type (I0). En  vertu du ~{ principe de Hasse }) 

(dont il sera question au n ~ 53 du Chapitre VI), cela implique m~me que U(i)A est vide; 

mais, comme nous ne d6sirons pas faire usage de ce principe ici, nous ram~nerons comme 

suit ce cas au prdcddent. D'aprbs l 'hypothbse (B), on a m >~2n; en ddsignant par  A, comme 

au Chapitre I I ,  l 'espace Mm.l(t), il est aisd de d6duire de 1s qu'on peut  d~finir sur A • A une 

forme ~-hermitienne non ddgdndr~e h I telle que hi[x1] = i air une solution x 1 de rang maximal 

dans Xk, ou autrement  dit que Ul(i)k ne soit pas vide, Ux(i ) dtant ddfini ~ part ir  de h~ 

comme U(i) l 'est ~ part ir  de h. Soit S u n  ensemble de places de k, comprenant en particulier 

routes les places s l'infini, toutes les places <{ paires }> (celles pour lesquelles p~ divise 2) et 

les places v, en nombre fini d'apr~s le n ~ 4 du Chapitre I, pour lesquelles U(i): ou Ux(i): 

est vide; pour vr  soient Nv, _N~ les hombres de points de U(i)~ et de Ux(i):, respective- 

ment,  modulo p~; nous sommes ramends ~ d~montrer que 1~ (NJN~) est absolument con- 

vergent, puisqu'alors, d'apr~s les rdsultats rappelds au n ~ 4 du Chapitre I ,  tout  syst~me de 

facteurs de convergence pour Ul(i ) en sera un aussi pour U(i). On vdrifie alors facilement 

que, pour presque tout  v, 2r est le nombre d'dl~ments d 'un ensemble non vide, qui est un 

espace homogbne analogue ~ U(i)~, sur le corps fini ~k/Pk; par  suite, c'est le quotient du 

hombre d'~l~ments d 'un groupe analogue ~ G par  celui d 'un groupe analogue & go; il en 

est de m6me, bien entendu, de N~. Les formules eonnues sur le nombre d'dldments des 

N ~ - ~ v  pour groupes classiques sur les corps finis montrent  alors imm~diatement que _ 1 

presque tout v si A~ est de type (I~) ou (I~); elles montrent  que N J N I = I  +O(Np(~) si 

A~ est de type (Ia), et aussi si A~ est de type (Ia) puisqu'alors A,  est de type (I~) pour 

presque tout  v. On pourra observer que le dfveloppement  complet des indications qui 

prdc~dent contient la ddmonstration des rdsultats rappel6s plus haut  sur les syst6mes de 

facteurs de convergence des groupes classiques et rendrait  done inutile la distinction des 

deux cas ci-dessus et l ' introduction de l 'orbite Ut(i ). 

44. Nous pouvons maintenant  rdsumer comme suit les rdsultats obtenus dans ce 

chapitre. 

TH~ORi~MV. 2. Supposons que Ak et X~ satisfassent ~t la condition (B), et que X k soit 

isomorphe dt son dual X~. Posons, pour ~P s $(X A) : 
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[ .  
E x  

q e Q X  

o4 la sommation est gtendue ~ Qx=Q(XJ.,4~).  Alors la sgrie du second membre est absolument 

converyente, et E x est une mesure tempdrde positive. De plus, pour tout iE I(X)k,  i est un  

syst~me de/acteurs de convergence pour la varigtd U (i) des points de ix  ~ ( ( i } ) de rang maximal;  

et, si O~ ddsigne la ]ange sur cette vari~tg dd/inie par la /ormule 

la mesure ]O~J A sur U(i)A dd/init une mesure temp~rde positive ix, dans XA, et on a 

E x  = ~ ix~. 
i e l ( X ) ~  

T H e O R i Z E '  3. Supposous que .,4~ et X k saris]assent ~ la condition (B). Posons, pour 

r e S(X~) : 
E(r Z r~(s)r 

S ~ Pk \ P S k  

o~ Ps  k =Ps(Xk/•k) ,  Pk =P(Xk/Ak) .  Alors la sdrie du second membre est absolument conver- 

genre; E est une mesure tempdrde positive; et on a : 

E = ~ E z .  

oie la sommation est $tendue h tons les" sous-modules Z k de Xk  tels que chaque Z k soit isomorphe 

son dual Z~, et oie Ez, pour tout Zk, est dd/ini par  le thdor~me 2. 

Formel lement ,  le thdorbme 3 reste vrai ,  mais  devient  trivial,  dans le cas off +4~ est  

de type  (II)  et  off p = 0  ou q = 0 ,  m~me si (B) n 'es t  pas  satisfaite; E((I)) se r6duit  alors 

(I)(0), et  le seul sous-module de X k isomorphe ~ son dual  est  Zk = (0}. E n  g6n6ral, on notera  

E0, au lieu de Etot, la mesure Ez  eorrespondant  h Z~=  {0}; elle n 'es t  au t re  6v idemment  

que la mesure  de Dirae (~o relat ive au point  0. 

Si +4k est  de type  (I) et  Xk de rang 1, ou si +4~ est  de type  (II)  et  X k de rang (1,1), 

on a E = E o + E x  puisqu 'a lors  il n ' y  a pas  de sous-m0dule de X~, i somorphe  s son dual,  

au t re  que (0} et  X k. E n  particulier,  si +4k est de type  (Io) et  Xk de rang 1, on a ddj~ 0bservd 

au n ~ 39 que la sgrie d 'Eisenstein-Siegel  qui d6finit E se r6duit  h deux termes;  d'ailleurs, 

comme on a alors Qx = {0}, on a Ex(Og) = S (I) ldxlA; la p lupar t  des r6sultats ci-dessus sont 

t r iv iaux dans  ce eas. 

45. Les mesures  introduites  ei-dessus possbdent  d ' impor tan tes  propri6t6s d ' invar ianee  

qu 'on  va  ma in t enan t  6noncer. 
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Pour  cela, on transposera par  dualitY, ~ l 'espace des distributions temp4r~es sur Xa,  

l 'op4ration du groupe m4tapleetique Mp(X].,4)~ sur $(X~); au t rement  dit, pour  tou t  

41~ment S de ce groupe, et  route distr ibution tempSr~e T sur XA, on d~finira T s au  moyen  

de T s ((I)) = T(Sr  pour  tou t  (I) ~ $(X~). La  d4finition de la sdrie d 'Eisenstein-Siegel  E((I)) 

montre  alors que E est invariante par  r~(s) pour  tou t  s ~Ps(X~/.,4~), ce qu 'on  exprimera plus 

bri~vement en disant  que E est invariante par  Ps(X~/..4~). En  ver tu  de la proposit ion 8 de 

[14], n ~ 51, il revient au m~me de dire que E est invariante par  les opdrateurs suivants : 

(a) t(q), pour  tou t  qEQ(XJj4~); au t rement  dit, on a E((I)) = E((I)') chaque/ois que ~ '  est 

dd/ini par ~P'(x) = r avec q e Q(Xk/.,4k); 

(b) d(2), pour  tou t  ) tEAut (Xk); au t rement  dit, E est invariante par l'automorphisme 

x-->x2 de X A pour tout 2 E A u t  (Xk/Ak); 

(c) d'(~l)(~)e 2 ehaque lois qu 'on  a Serit Xk comme somme direete de deux sous-modules 

X1, X 2 dont  le premier est isomorphe ~ son dual, et que 71 est un  isomorphisme de X~ sur 

X1; au t rement  dit, ehaque lois qu'il  en est ainsi et qu 'on  a identifi~ X* @ X 2 avee X I |  X~ 

au moyen  de 71, E est invariante par la , transformation de Fourier partielle ~ relative 

(Xlh. 
Quand X k est isomorphe ~ son dual, (e) entralne en partieulier la condition suivante : 

(c') E est invariante par la transformation de Fourier Iorsqu'on identifie X*  avec X A 

au moyen d'un isomorphisme 7 de X* sur Xk. 

Rdeiproquement,  (e'), jointe s (a) et (b), entraine (e) ehaque lois que Ps(Xk/A~) est 

engendr~ par  d'(7 ) et P(Xk/Ak). I1 en est ainsi par  exemple ehaque lois que Xk est isomorphe 

son dual et que Ak n ' a  pas de eomposante de type  (I0) , eomme on le voi t  en rdpdtant  la 

ddmonstrat ion du corollaire 3 de la proposit ion 6, [14], n ~ 47. 

D ' a u t r e  part ,  le corollaire de la proposit ion 9, [14], n ~ 51, montre  imm~diatement  que 

E poss~de aussi la proprigt4 suivante : 

(d) E est invariante par l' automorphisme x -->ux de X A quel que soit u E G A, ou au t rement  

dit  pour  t ou t  u E AA tel que u .  u '  = 1. 

E n  fair, ee eorollaire montre  que chaque terme de la s~rie qui d~finit E poss~de eette 

propri4tg; il en est done de m~me des mesures Ez, puisque eelles-ci ont  ~td introduites  au  

n ~ 41 eomme des s~ries partielles de la sdrie d'Eisenstein-Siegel.  Comme ehaeune des 

mesures Ez, d'apr~s le thdor~me 2, a son support  eontenu dans la rdunion des ensembles 

i~ 1 ((i}) pour  i e I(X)k , et qu 'on  a z(q(x)) = 1 sur chacun de ces ensembles pour  q e Q(Xk/A~), 

les Ez ont  aussi la propri~td (a). I1 est ~vident aussi que, si un  automorphisme )t de X k 

t ransforme Z ken  Z~, il t ransforme Ez en Ez.; en partieulier, pour  tou t  Zk, Ez est invariant  

par  Aut  (Zk/Ak). 
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V. Th~or~mes d'malcit$ 

46. Lorsque J4k est de type  (I), on peut  caraet~riser par  des propridt~s intrins~ques 

la mesure E et les mesures E x qu 'on  a dtudiges au Chapitre IV; c'est l~ l 'objet  du prdsent 

Chapitre. La  mdthode qu 'on  va  suivre s 'dtend sans difficult4 au cas off .4k est de type  (II)  

et Xk de rang (1,1), s condition de remplacer pa r tou t  le groupe Ps(X/~4) par  le sous-groupe 

Ps ' (X/A)  qui a dtd ddfini au Chapitre I I ,  n ~ 28. Sans doute pourrait-elle mSme s 'dtendre 

au cas off •k est de type  (II) et X k de rang (p, p) avee p > 1, mais on aurai t  besoin pour  

cela d 'une  modification du lemme 6 du n ~ 13 dont  je ne sais si elle est valable. Le cas (II),  

qui d'ailleurs ne semble pas pour  l ' ins tant  se prSter ~ des applications arithm~tiques 

int~ressantes, sera compl~tement laiss~ de cStd dans ce qui suit. 

Dans ce Chapitre, nous supposerons done une lois pour  toutes que ~k est de type (I) et 

que -~k et X k satis/ont ~t la condition (B), c'est-s & m > 2 n + 4 e - 2 ;  on supposera aussi 

30=k. Comme pr~cddemment, on gcrira le plus souvent  Ps au lieu de Ps(X/A) ,  done Ps k 

au lieu de Ps(Xk/Ak) et PsA au lieu de Ps(X/A)A, et de mSme MpA au lieu de Mp(X/A)A.  

Nous identifierons Ps k avec son image dans MpA au moyen  de r k chaque lois que cela ne 

risquera pas d 'entra iner  de confusion; comme au n ~ 45, cela permet  de dire d 'une  mesure 

temp~rde sur X n qu'elle est invariante par  Ps k quand elle l 'est  par  rk(s ) quel que soit s 6Ps,  

au sens qui a gtd expliqud au n ~ 45. D ' au t r e  part ,  comme au n ~ 45, on dira qu 'une  mesure 

(tempdrde ou non) dans XA est invariante par  un ~l~ment u de GA si elle l 'est  par  l 'applica- 

t ion x-->ux de XA sur lui-m~me. Rappelons que, d 'aprSs le corollaire de la proposit ion 9, 

[14], n ~ 51, les automorphismes (I)--> S(I) et (I)(x)->(I)(ux) de $(XA), pour  S E MpA et u E GA, 

sont permutables;  il en est done de mSme des automorphismes eorrespondants de l 'espace 

des distributions tempdrdes sur XA- 

Soit ~ une mesure tempdrde sur XA, invariante par  Psk, et soit (I)~$(XA); alors 

S -->~(S(I)) est une fonction continue sur Mp~, invariante ~ gauche par  Psi. On va commen- 

cer par  donner  des conditions pour  que cette fonction soit bornde sur MpA, uniformdment  

en (I) sur toute  partie compacte  de $(XA); pour  cela, on appliquera au groupe t)8 les rdsul- 

tats  de la (( th~orie de la rdduction ~) qu 'on  a rappel~s aux n ~ 9 et 1O du Chapitre I. 

Comme aux n ~ 18-19 du Chapitre I I ,  identifions X~ avee Mm.n(~), et  par  suite Aut  (Xz) 

avee GL(n, ~). Pour  x6Mm,~(~), on ddsignera par  x~ ..... x~ les eolonnes de la matrice x, de 

sorte qu 'on  a x~6M,na(~) pour  l ~ a ~ < n ,  et on dcrira x=(x~ ..... x~). Soit t=(tx ..... t~) un  

~ldment de (G~) n, off Gm d~signe comme d 'habi tude  le groupe multiplicatif  ~ une variable; 

on dgsignera par  i t  l ' au tomorphisme de X d~fini par  la matrice diagonale don t  les ~14ments 

diagonaux sont t~, ...,tn; il s'~crit aussi 

X = (X 1 . . . . .  Xn) --~X~ t = (Xl~ 1 . . . . .  Xntn). 

5 -  652922. Acta mathematica. 113. I m p r i m ~  le 1 mar s  1965. 
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Comme au n ~ 19 du Chapitre I I ,  identifions I(X)k avec l 'espace des matrices ~-hermitiennes 

i =(i~}~.<~,.R.<n sur ~. Pour  t E (Gin) n, on notera St l ' au tomorphisme de I (X)  ddtermin6 par  

l ' au tomorphisme 2t de X; il s 'dcrit aussi 

Si 8 ddsigne comme toujours la dimension de ~ sur k, les ddterminants  de 2t et de St, par  

rappor t  k des bases de X k et de I(X)k sur k, seront respect ivement 

D(2t) = ( t  1 . . .  ~n) m~, D(~t) = (t 1 ... tn) (n+2e 1)~. 

On en eonclut que la jauge O,(x) sur U(i), d~finie dans le thdor~me 2 du Chapitre IV, n ~ 44, 

est transformde par  2t en la jauge 

0t ( X 2 t  1) = (t 1 . . .  tn) (-m+n+2"-l)~ Ot' (X) (36) 

sur U(i'), avee i '  =i2~. 

En  particulier, pour  t fi (Ik) ~, 2t et St seront des automorphismes de XA et de I (X) . ,  

respectivement.  Si on pose, pour  abrdger, It I ,  = I t~...t= I ~, le m o d u l e  de  X, clans XA sera 

I~tlx= It[~ ~, de sorte qu 'on  aura,  pour  (I) E $(X~), x = ( x  I ..... x~) : 

d(2,) r (x)=  It I~ ~ r (x 1 t 1 . . . . .  x n t~). (37) 
47. Comme on l 'a  vu  au n ~ 28 du Chapitre I I ,  Ps est un  groupe algdbrique rdductif. 

On ddsignera par  T l ' image de (Gm) ~ dans Ps par  t->d(2t); il est bien eonnu que T est un  

tore trivial maximal  de Ps. La d6termination des raeines de T dans Ps se fair sans diffieultd; 

on  t rouve q u ' o n ' p e u t  les ordonner de mani~re clue les raeines str ietement positives (c'est- 

h-dire ~ 1 et  >-1) soient les t~ U 1 et les t~t~ pour  1 <~<fl<~n, ainsi que les t~ pour  1 ~<a~<n 

dans le cas off e > 0. Soit T~ la partie de Ta ddfinie au moyen  de ees racines comme il a 

dt6 dit au n ~ 10 du Chapitre I; d 'aprbs les rdsultats de c e n  ~ il y a une partie compacte  C 1 

de  PsA telle que l 'on ait Psa=Cl" T~ .Ps k. Soit T~ la partie de T a formde des ~ldments 

d(Xt) de T A pour  lesquels on a 

Itll~>~ >~lt=l~>~l 

Pour  e > 0 ,  on vdrifie aussit6t qu 'on  a T~ = T~ -1, de sorte qu 'en  posant  C=C[ 1, on aura 

Psa =Psk" T'A .C. Si e  =0 ,  appliquons les rdsultats obtenus au sujet de Ps au n ~ 20 du Cha- 

pitre I I ,  off il fau t  alors prendre ~=k  et ~/= - 1 ;  on voit  que la matriee 

81 

ln-1 0 0 O) 
0 0 10 
0 I~-i 

0 I 0 0 
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appar t i en t  ~ Psk; c 'est  d 'ailleurs l'61dment de Psk qui, avec nos nota t ions  habituelles,  

s 'dcrit  e'@d'(~ ~) si on ~crit Xk comme somme directe des modules  X~, X~ respec t ivement  

formds des 61dments (x 1 ..... xn- l ,0)  et  (0 ..... O, xn) et qu 'on  prenne pour  e' l '616ment neut re  

de Ps(X'~/.,4~) et  pour  ~" l ' i somorphisme 6vident  de (X~)* sur X~ quand  on identifie X~ 

et  (X ~ )* avec Mm.l(~) comme il a dt~ dit  au n ~ 20 du Chapi tre  I I .  Cela pos6, on vdrifie aussi tSt  

que T~ est  la r6union de T~ -1 et  de 811TA -1 81. I1 s 'ensui t  qu 'on  aura  de nouveau  PsA = 

Psi. T'~.C ~ condition de prendre  C=C1-1 U s i C 1 1 .  

P a r  abus  de langage, on conviendra dans ce qui suit d ' identif ier  (I~) n avec T~ au moyen  

de l ' i somorphisme t-->d(~t), et  aussi avec son image dans Mp~ au moyen  de l ' i somorphisme 

t-->d(~,), chaque lois que cela ne r isquera pas  d 'en t ra lner  de confusion. Avec cette conven- 

tion, on peu t  donc dcrire Mp~ =Psi. T'~ .~-~(C), off ~ est  comme d 'hab i tude  la project ion 

canonique de Mp~ sur Psi; ~-1(C) est alors une par t ie  compac te  de MpA. Cela en t ra lne  

le l emme su ivant  : 

L E M ~ E  20. Soit ]~ une mesure tempdrde sur X A, invariante par Psk; soit T] une partie 

de T'A telle qu' on air T'A ~ Tk" T~ . C', C' dtant une pattie compacte de T A. Alors, pour que la 

[onction S-->~(ScI)) soit bornde sur MpA, uni/orm~ment en ~ sur route partie compacte de 

$(X A), il /aut et il su//it qu' eUe le soit sur T]. 

48. Soit # '  une mesure  (temp~r4e ou non) sur XA. Pour  qu'elle satisfasse s la condit ion 

(a) d u n  ~ 45, Chapi tre  IV,  ou a u t r e m e n t  dit  pour  qu'elle soit invar iante  pa r  t(q) chaque 

fois que qEQ(Xk/Ak), il f au t  et  il suffit 6v idemment  que son suppor t  soit contenu clans 

l 'ensemble des points  x de X A tels que z(q(x)) = 1 quel que soit q E Q(Xk/J4k). Si on identifie 

Q(X~/~4~) avec I(X)* comme il a 6td dit  au n ~ 15 du Chapi tre  I I ,  cet te  derni~re condit ion 

revient  ~ dire qu 'on  a g([ix(x),i*])=l quel que soit i 'E l (X)* ,  ou encore ix(x)eI(X)k.  

Aut remen t  dit, la condit ion (a) est  6quivalente ~ la su ivante  : 

(a') le support de/~' est contenu dans 1~ rdunion des ensembles ix I ( (i } ) pour i E I (X)k. 

Cela peu t  aussi s ' expr imer  en disant  que/~'  est somme de ses restrictions ~ aux ensembles 

i~ 1({i)) pour i el(X)k.  

Supposons qu 'en  m6me temps  # '  satisfasse s condit ion (b) d u n  ~ 45, Chapi t re  IV,  c 'est-  

m-dire soit invar iante  pa r  x-->x2 quel que soit •EAut(Xk); alors, si ~ est  l ' au tomorph i sme  

de I(X)~ ddtermin~ par  )~, ~t ddtermine ]a pe rmu ta t i on  ~ sur l ' ensemble  des m e s u r e s / ~ ,  

c 'est-~-dire qu 'on  a, pour  i E I(X)k, i '= iS : 

d#~ (x~ -1) = d/z~. (x). 

I ) ' au t r e  par t ,  identif iant  comme plus hau t  I(X)k avec un sous-espace de Mn([), con- 

venons,  pour  tou t  i E I(X)k, de ddsigner pa r  i 1 ..... i n les  colonnes de la mat r ice  i, et  d '~cr ire  
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i=( i  1 ..... i,). On aura  done i~EM, . I ( t  ) pour  1 ~<~<n;  si i=ix(x),  on a i~ =tx'.h.x~. Pour  

0 ~< ~ ~< n, on ddsignera pa r  I~ ~) l ' ensemble  des dldments i = (i 1 ..... in) de I(X)k tels que i 1 = 

. . .=  i~ = 0 et  i~+1 # 0; I(X)~ est  done r4union disjointe des I ( :  ) pour  0 ~< a ~< n. 

L~.M~E 21. Soit ~ une mesure tempdrde positive, 4nvariante par Tk, dont le support 

soit eontenu clans la rdunion des ix I ({i }) pour i E l(k ~ Alors la /onction S--> ~(S(I)) est bornde 

sur T'A, uni/ormdment e n ~  sur route pattie compacte de S(X ~). 

Comme au n ~ 9 du Chapi tre  I ,  d~signons pa r  |  l ' ensemble des dldments de TA 

de la forme (a ....... a~,), avec v~ER* pour  1 ~<~<n;  posons |  = |  N T~; |  est  l ' ensemble  

des dldments de la forme ci-dessus pour  lesquels ~1~> ... >~vn~> 1 .  I1 y a dv idemment  line 

par t ie  compac te  C' de T~ telle que T~ = Tk . |  C'. Soit C o une par t ie  compacte  de S(XA); 

soi t  Co l 'ensemble des S(I) pour  SEC', r  o. Appliquons le l emme 6 du Chapi tre  I ,  n ~ 13, 

a u x  espaces Xk=M~.n( I ) ,  X(k~)=Mm.l(~) pour  l < ~ < n ,  Yk=Mna(~) ,  e t  au  morph isme  

x --->p(x) = %'. h .x  1 de X dans  Y; on en conclut  qu' i l  y a (I) 0 E $(X~) tel que l 'on air [ S(I)] <(I) o 

sur  le suppor t  de ~ quels que soient S E(9', (I)E Co. La  conclusion du l emme s 'ensui t  aussit6t .  

Le lemme 21 est  par t icul i~rement  utile dans le c a s n  = 1, puisqu 'a lors  I(X)k = 1~ ) U {0}. 

On obt ient  pa r  exemple  ainsi le rdsul tat  su ivan t  : 

P ~ o r o s I ~ I O ~  7. Soient .dk de type (I) et Xk de rang 1, satis/aisant ~ (B), c'est-dt-dire 

h m > 4 e .  Soit v une mesure positive d support compact sur GA/Gk, teUe que v(GA/Gk)=I. 

Alors la ]ormule 

E'((I)) = fv~/a,  ~x,~ r  

dd/init une mesure tempdrde positive E' sur X ~, invariante par Psi; et la /onction 

S -+ E ' ( S r  - E (S r  

est born~e sur MpA, uni/ormdment en ~P sur route pattie compacte de $(X ~). 

Soit C u n e  par t ie  eompac te  de GA dont  l ' image dans  GA/G~ eontienne le suppor t  de v; 

soit C o une par t ie  eompacte  de $(X~). D 'aprbs  le l emme 5 de [14], n ~ 41, il y a (I)0fi $(X~) 

telle que IcI)(ux)l < ~Po(x) quels que soient (I)eC 0, ueC,  xeX~ .  L'intdgrale  qui ddfinit E'((I)) 

est  dv idemment  majorde pa r  l ' intdgrale analogue dtendue s C, avee (I) remplaede pa r  

IqP[, e t  l 'es t  done h plus forte raison par  v ( C ) ~  (I)0(~) pour  (I)eC 0. D 'apr~s  le l emme 2 

du Chapitre  I ,  n ~ 2, elle ddfinit done une dis t r ibut ion tempdrde E ' ,  qui est  ~v idemment  

une mesure  positive. L ' invar ianee  de E '  pa r  Ps~ est  une eons6quenee immddia te  du thdo- 

rbme 6 de [14], n ~ 41, joint  ~ la proposi t ion 9 de [14], n ~ 51. Ecr ivons  ma in t enan t  

fa  r  .dr(u), $(cl))= ~/a~ ~,x,,-(o~.Y 
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ce qui donne E'=~%~ o en ver tu  de l 'hypoth~se faite sur ~. Appl iquons le l emme 6 du 

Chapi t re  I ,  n ~ 13, en y p renan t  n = 1, Xk = Y~, p 6tant  l ' appl icat ion identique de X sur X. 

Ra i sonnan t  sur ~(~b) comme on a fair  tou t  ~ l 'heure sur E'((I)), on en conclut qu' i l  y a 

r telle que ~(S(I)) soit major6e pa r  ~(C) ~ (I)0(~) chaque lois que SE@' et  (I)EC 0. 

D ' a u t r e  par t ,  appl iquons ~ E les th6or~mes 2 et  3 du Chapi tre  IV,  n ~ 44; avee les nota t ions  

de ces th~or~mes, on a d ' abord  E =Ex+~o, puis Ex=#o + ~x,  off ~ x  a son suppor t  dans  

la rdunion des ensembles ix l ( ( i} )  pour  iEI(X)k, i~-O. On peu t  done appl iquer  ~ ~ x  le 

l emme 21, qui mon t re  que ~x(S(I)) reste born6 pour  S EO',  (I)EC0. Enfin,  eomme/z  0 est  la 

mesnre  d~termin~e par  la jauge 00 sur U(0)A, on a, d 'apr~s la formule (36) du n ~ 46 : 

dt~o (x~; ~) = It I(~ - m+~. dt~o (x) 

pour  tEIk, et  pa r  suite, d 'apr6s  la formule (37) d u n  ~ 46:  

f d(2t)*'d#o=ltl~(m-'~)~/2 f * ' d#o  . 

Puisque pa r  hypoth6se  on a m >4e,  cet te expression reste born6e pour  It[ a/> 1, ou autre-  

m e n t  dig sur T~, un i formdment  en (I) sur tou te  par t ie  compacte  de $(Xa).  Comme on a 

E ' - E  = J ~ - # 0 - J ~ x ,  il s 'ensui t  que E ' - E  satisfait  aux  conditions du l emme 20 d u n  ~ 47, 

ee qui ach6ve la ddmonstra t ion.  

La  proposi t ion 7 s 'appl ique pa r  exemple  au cas oh on a pris v = ~1, e 'est-~-dire E'((I)) --- 

(I) (~). Le rdsul tat  qu 'on  obt ient  ainsi eomprend  comme cas part iculiers les thdor6mes 

classiques d 'apr6s  lesquels la par t ie  principale d 'une  forme modulaire  ddfinie pa r  une 

sdrie th6ta  est  donn6e par  une s6rie d 'Eisenste in  (ou, ce qui rev ient  au m6me,  les r6sultafs 

sur la (( sdrie singuli~re ,) qui donne la pa t t ie  principale du nombre  de repr6sentat ions d ' un  

entier  pa r  une forme quadrat ique) .  

49. Comme le mont re  l ' exemple  de la mesure  ~0, on n ' a  pas  le droit  de remplacer  

I ~  ) pa r  I(X)k, ni pa r  I~ ~) pour  a >0 ,  dans le l emme 21, ~ moins  d ' in t roduire  des hypotheses  

suppl4mentai res  sur ~;  c 'es t  ce qui va  ~tre fair  dans le l emme 23. 

Pour  nous expr imer  plus eommoddment ,  nous ferons la convent ion suivante.  Soit  

i EI(X)~; soit j l ' injeet ion canonique de U(i) dans X,  qui est  un morph isme  de vari6t~s 

alg4briques; j d~termine alors une appl icat ion injeetive ]A de U(i)A dans X~, et  plus pr6cis~- 

men t  dans ix  I (( i)) .  Nous dirons alors qu 'une  mesure  dans  XA est  portge par U(i)A si c 'es t  

l ' image par  1"4 d 'une  mesure  sur U(i)A. Par  exemple,  il en est  ainsi, pa r  d4finition, de la 

mesure  /z~, image de [0~[~ pa r  ?A, qui figure dans  le th~or~me 2 du Chapi tre  IV,  n ~ 44. 

I )ans  le cas oh i e s t  un ~16ment non-d6gdndrd de I(X)k, il r~sulte des remarques  du Cha- 
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pi tre  I I ,  n ~ 25, clue ]~ est  un isomorphisme de U(i)A sur i~1({i}); dans  ce cas, toute  

mesure  de suppor t  contenu dans  i~ ( ( i } )  est port6e pa r  U(i)A. 

D'au t r e  par t ,  dans ce qui suit, on se donnera  une lois pour  routes une place v de It, 

et  on 6crira X~ =Xv • X' ,  oh X '  est  d~fini s pa r t i r  des X~ et  des X~, pour w 4 v ,  comme 

X~ l 'es t  s par t i r  des X~ et  des X : ;  pour  x~X,~, on dcrira x=(x, ,x ') ,  off x, e t  x'  sont  les 

projections de x sur X~ et  sur X ' .  On ~crira de m6me U(i)~ = U(i), • U(i)' .  

LEMME 22. Soit i~ I(X)~, et soit G'~ un sous-groupe de G, qui op~re transitivement sur 

U(i)~. Soit # une mesure tempdrge positive portde par U(i)A et invariante par G'~. Alors, h 

route ]onction ~ ' ~  $(X'), on peut /aire corre~pondre c(~P') de mani~re ~ avoir, quel que soit 

r $(x~)  : 

r  (x~) ~) (x )d#((x~, x')) = c(~)') J v(,), 

Par  hypoth~se,/~ est image d 'une  mesure  v sur U(i)A, c'est-s que le premier  membre  

de (38) est l ' int6grale de ~)v(x,)r sur U(i)v • U(i)' par  r appor t  ~ ~. Supposons d ' abo rd  

(I)' >~0. P a r  hypoth~se,  l ' int6grale en question est  finie chaque lois que (P~ est >~ 0 et  appar-  

t ient  s $(X,),  donc aussi chaque lois que (I), est  continue ~ suppor t  compac t  sur Xv, e t  

plus forte raison chaque lois que (P~ est  continue ~ suppor t  compac t  sur U(i),. Elle peu t  

donc s'dcrire j" (I)vdv,, off u, est  une mesure  posit ive sur U(i)~. D'apr~s  l 'hypoth6se  fai te  

sur #, ~, est invar iante  par  G~. On peu t  d 'ai l leurs supposer  G~ ferm~ dans Gv (sinon, on le 

remplacera i t  pa r  son adh6rence),  et  pa r  suite identifier U(i)v avec l 'espace homog~ne 

d4termin6 par  G~ et  le groupe de stabflitd d 'un  de ses points  dans G~. Mais la d~finition 

de la jauge 0~ dans  le th~or6me 2 du Chapi tre  IV,  n ~ 44, mon t re  qu'el le est invar iante  par  

G, s un facteur  ___ 1 pros; pa r  suite, la mesure  I 0~1 ~ est  invar iante  pa r  G~, et  ~ plus for te  

raison par  G~. Les thdor~mes connus sur l 'unicit6 de la mesurc invar ian te  dans les espaces 

homog~nes (cf. p. ex. [4], w 2, n ~ 6) mon t r en t  alors que ~ ne peu t  diff~rer de 10ilv que pa r  

un facteur  scalaire c(dp'). Le cas g6n~ral off on ne suppose pas  (I)' ~>0 se r am~ne  imm~diate-  

men t  au pr6cddent.  

LEMME 23. Soit ~ une mesure tempdr~e positive, invariante par T k et somme de mesures 

fei respectivement portdes par lea U (i) A pour i E I ( X)k. Supposons qu'il existe u ne place v de It, 

et un sous-groupe G'v de G v opdrant transitivement sur U(i), quel que soit i E I(X)k,  tels que J~ 

soit invariante par G'~. Alors /a /onctiou S-->J~(Sd)) est bornde sur T'A, uni/ormdment en ~P sur 

route partie compacte de $(X A). 

Soit ~ ,  pour  0~<a~<n, la somme des fi, pour  ieI(~); on aura  ~ = ~ 0 §  + ~ .  Si 

t ~ T~, ~ d6termine une pe rmu ta t i on  sur chacun des ensembles I(~ ~), de sorte que chacune 
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des mesures J~ est invariante par T k. D'autre part, GA laisse invariant chacun des en- 

sembles ix I ((i}); avee les hypotheses de l'~nonc~, il s'ensuit que G~ laisse invariante ehacune 

des mesures fii, done aussi chacune des J~=; eelles=ci satisfont donc aux m~mes hypotheses 

que J~, et on est ramen~ A faire la d~monstration pour |es ~=. 

Soit done = tel clue 0~n. II y a une constante q, ~gale A 1 siv est une place 

l'infini et A IV(pv) dans le Cas contraire, telle qu'il existe, pour tout T E R*, un ~l~ment g de 

/c v satisfaisant A ~ ~< lYlv ~qr; et il existe une partie eompacte C de -/k telle que tout ~l~ment 

t de I k satisfaisant A 1 ~ I tlA ~ q-1 puisse s'~erire sous la forme @c avee Q E k, c E C; on notera 

C n ]a partie eompaete de T A form~e des ~l~ments (c I ..... c~) avec csEC pour l~<fl~<n. 

l)onnons-nous aussi une partie eompaete G 0 de S(XA), et app|iquons le lemme 6 du Chapitre 

I, n ~ 13, ~ l'espaee X k. =_~Im.~(~ ) consid~r~ eomme produit des espaces 

x(d)=2~.~+l(~), x(~ ~)=... = x ~  ~ ~)=M~.~ (~) 

de telle mani~re que les project ions de z= (x~ ,  : . . ,x~) sur ees espaees soient respetive- 

men t  (x I . . . . .  z~+~), x=+~ . . . . .  z~ ; on prendra  Y~ = M~. =§ ([), et  p sera le morph i sme  de 

X dans Y donn~ par  

p(X) = tx' . h" (x 1 . . . . .  xa+l). 

On en conelut qu' i l  existe (I)0~$(X~) tel que l 'on air  

I d(~o) d(~) r (x) [ < r (~) 

chaque fois que x ~X~,  ix(x)~I(e  ~), c ~ C ~, �9 ~ C o, et  que 0 appa r t i en t  ~ l 'ensemble (9~ 

des dl~ments (a~ . . . . .  a~.) de @(T) qui sat isfont  b, la condit ion 

" t ' l =  . . .  : T ~ + I ~  . . .  ~ Z n ~  1 .  

De plus, on peu t  supposer  que (I) 0 a ~td pris  de la forme (I)v(x~)~'(x') ,  avee 

o~S(X~), o'eS(X'). 

S o i t  ma in t enan t  t = (t I . . . . .  t~) un dldment de T~. Pour  1 ~< fl ~< ~, soit y~ ~/c, tel 

que ]yz 1, soit" eompris  entre  Ira t;+~ ]a et  q lt~ t ~ l  ]a ; soit  y~ = 1 pour  fl ~> a + 1 ; on aura  

]yfl]~ ~> 1 pour  1 ~< fl ~ n. D ' a u t r e  par t ,  pour  fl >/~ + 1, soit v~ ~ R* tel que ]a~  ]A = ] t~ 1~, 

et soit r a = ~ + ~  pour  1 ~<fl~<ar Pour  tou t  fl, on aura  

l >~[t~y~ a;~l~>~q -~, 

de sorte qu 'on  pour ra  ~crire t , = ~ y ~ a ~ c ~ ,  avec ~,~/c,  c ~ C ,  pour  l~<fl~<n. E n  

posan t  
Y = (Yl, . . . ,  Yn), 0 = (a~, . . . . .  a~,), 
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on aura done t = ~ y 0 c avec ~ ~ T~, y ~ T~, 0 ~ ~)'~ et  c E C ~. Comme J~  est invariante 

par  T~, i] s 'ensuit  qu 'on  a 

I~ (d(;~,) r < ~ (d (~) r 
ehaque lois que (I) ~ Co, (I) 0 ~tant  ehoisie comme ei-dessus. 

Pour  dvaluer le second membre  de cette in~galit~, on appliquera le lemme 22 s ehaeune 

des mesures/2~ pour  i ~ I(~); en no tan t  ci((I)') la eonstante qui apparai t  au second membre  

de (38) lorsqu 'on substitue/2~ ~ ~u au premier membre,  on obtient  : 

$~(d(;~)(I)o)= Z c,((I)') ~ d(~)(I)o.[0,],. 

Comme on a y~ = 1 pour  fl >~ ~ + 1, il r6sulte de la d6finition de I(k ~) que l ' au tomorphisme 

de I(X)~, d6termin6 par  2y laisse invariants  tous les 616ments de I(k ~). E n  appl iquant  aux 

termes du second membre  de la relation ci-dessus les formules (36) et  (37) d u n  ~ 46, on ob- 

t ient  alors 
$~ (d(~) r = ] Y~ .-. Y~ ](-~+2 ~+4~-2)~,~ j~  ((i)0)" 

Comme on a supposd (B) satisfaite, l 'exposant  du second membre  est < 0. Comme on a 

I Y~I v >~ 1 quel qne soit fl, on obt ient  en d~finitive 

I ~ (d (~,) r  I < ~ (r 

cette indgalit~ d tant  valable chaque lois que t E T~ et (I) E C 0. Cela ach~ve la d~monstrat ion.  

50. Nous sommes main tenan t  en mesure de d~montrer  le rdsultat  principal que nous 

avions en rue  dans ee chapitre.  

TJt]iO~fiME 4. Soient .,4k une alg~bre de type (I) et X k un .,4k-module ~ gauche, satis- 

/aisant ~ (B), c' est-h-dire ~ m > 2 n + 4 e - 2 .  Soient v une place de b telle que U(O)v ne soit pas 

vide, et G'~ un sous-groupe de G, opdrant transitivement sur U(i), quel que soit i E I(X)~. Soit 

E '  une mesure tempdrde positive sur X A, invariante par Psk =Ps(XJ.,4k) et par G'~, et telle 

que E ' - E  soit somme de mesures portdes par les U (i) A pour i E I (X)k. Alors on a E" = E. 

Avee les notat ions des thdor~mes 2 et 3 du Chapitre IV, n ~ 44, on a E = ~  Ez, la som- 

marion 4rant ~tendue & t ous l e s  sous-modules Z k de Xk; E x  est somme des mesures 10~1 

respeetivement port~es par  les U(i)A, tandis que Ez a son support  contenu clans ZA quel 

que soit Zk~= X k. Sur le domaine universel, soit U l 'ensemble des points  de X de rang 

maximal;  il est k-ouvert;  e 'est  une orbite pour  le groupe des dldments inversibles de A; 

quel que soit i E I(X)k,  U(i) est une sous-vari4t~ de U e t e s t  done k-ferm~e dans U. Soit 
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F = X -  U; c'est une partie b-fermge de X, invariante par  le groupe des ~l~ments inversibles 

de • et ~ plus forte raison par  G, et qui contient Z chaque lois que Z k ~= Xk. Par  suite, FA 

est une partie ferrule de X~, invariante par  GA et ~videmment aussi par  Aut(X~), qui 

contient Z A pour Zk=4=Xk, et qui est sans point commun avec U(i)A quel que soit 

i E I(X)k. I1 s'ensuit que Ex  est la restriction de E ~ l 'ensemble ouvert  X A -  FA, et que la 

somme ~ Ez, ~tendue s tous les  Z~ ~= Xk, est la restriction de E ~ FA. L'hypoth~se faite 

sur E '  implique alors que la restriction ~ de E' ~ X,~ - FA est somme de mesures/2~ respec- 

t ivement  port~es p a r  les U(i)A pour i E I(X)~, et ClUe la restriction de E' ~ F.4 est la m~me 

que celle de E, de sorte qu'on a E ' - ] ~ = E - E x ;  de plus, comme E'e t  F A sont invariants 

par G~ et par  Aut (Xk), il enes t  de m~me de ~,  qui satisfait donc aux hypotheses du lemme 

23 d u n  ~ 49. 

D'apr~s ce Jerome, la fonction S-->~(S(I)) est done born~e sur T~, uniform~ment en 

(I) sur toute partie compacte de S(XA). Cette conclusion s'applique en particulier ~ Ex, 

qui est d~duit de E comme ~ l 'est de E ' ;  elle s 'applique done aussi s la mesure temp~r~e 

E" donn~e par  
E " = E ' - E = ~ , - E z .  

Mais celle-ci est invariante par  Ps k, puisqu'il en est ainsi de E, et aussi, par  hypoth~se, 

de E' ;  on peut  donc ]ui appliquer le lemme 20 d u n  ~ 47, qui montre que la fonction 

S-->E"(S(I)) est born~e sur MpA, quelle que soit (I)e $(XA). Pour tout  (P e S(XA), on d~si- 

gnera par  M((I)) la borne sup~rieure de I E"(S(I)) ] pour S eMpA; on aura M(Sr =M((P) quel 

que soit S eMpA. 

La mesure E" est somme des mesures/~[ = fi~-/~l, oh/z~ dgsigne de nouveau la mesure 

10~l~ portde par  U(i)A. On a donc, pour (I)e $(X~) : 

E"((I))= ~ fCdl~:'; 
+ l ( X ) k  

clans cette formule, la s~rie du second membre est absolument convergente, uniform4ment 

en (I) sur toute partie compacte de $(X~), puisqu'il ene s t  ~videmment ainsi des s~ries ana- 

logues formdes au moyen des mesures positives fi~ e t /~ .  Soit i* E I(X)*;  soit q l'~ldment de 

Q(X/~4)A qui correspond ~ i* en ver~u des isomorphismes du Chapitre I I ,  n ~ 15, c'est-h- 

dire qui est d~fini par  q(x)= [ix(x ), i*] pour x e X~. On a alors, pour (I)e $(X~) : 

t(q)@(x) = O(x) z(q(x) ) = r z([i~(x), i*]), 

et  par  suite E"(t(q) (I)) = ~ Z([i, i*]) f~d/~['. 
i e I (X)~ J 

On peut  considdrer cette formule comme dormant le d~veloppement du premier membre 
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en s6rie de Fourier sur le groupe compact I(X)*/I(X)*. Comme le premier membre, en 

valeur absolue, est ~ M((I)), on aura, en vertu des formules de Fourier 

et par  suite, en remplagant 0 par  S O:  

I f sr I M (r (39) 

cette indgalitd ~tant valable quels que soient S EMp.4, i E I(X)~ et q)E $(Xa). 

Prenons (I) de la forme ~b,~(x,)O'(x'), avec (P~E $(Xv), (I)' E S(X'). En vertu des hypotheses 

faites sur E ' ,  les/~, sont invariantes par  G~, et il en est bien entendu de mSme des #,; on 

peut  done leur appliquer le lemme 22 du n ~ 49. Par  suite, on peut  ~crire 

f fv(,) r 
Dans cette formule, rempla~ons O par  d (~tt)O, avee t e T,; eela revient ~ ne pas changer O'  

et & remplaeer Ov par d (~tt)Ov, cette derni~re fonction ~tant donn~e par la formule analogue 

(37), relative ~ X~. En posant  i' =i~t, eela donne, d'apr~s (36) : 

D~signons par  F(i') l'int~grale qui figure au second membre; la proposition 6 du Chapitre 

I I I ,  n ~ 37, montre que e'est une fonction continue de i '  dans I(X)~, de sorte que F(i') tend 

vers F(0) quand on fair tendre t ous l e s  [t, ]v vers 0. Comme l 'exposant de ]tl . . . t ,  [v, au 

second membre de (40), est < 0  en vertu de la condition (B), et que, d'apr~s (39), ce second 

membre doit rester born~ quel que soit t e T,, on en eonelut qu'on doit avoir c~(O')F(0) =0.  

Mais F(0) est donn~ par 

= |  r F(O) 
j u  (0)~ 

et, par  hypoth~se, U(0)v n 'est  pas vide; on peut  done choisir (I)~ de mani~re que iv(0) ne 

soit pas nul. On a done ci(O') =0,  et par suite ~ (l)d/z" = 0  ehaque lois que (I) est de la forme 

r Cela entraine dvidemment ~"  =0.  Comme il enes t  ainsi quel que soit i E I(X)k, 

on a done E " = 0 ,  c'est-~-dire E ' = E .  

On observera que le thdorSme 4 fournit une caraet4risation de la mesure E x, par rdcur- 

renee sur le rang n de Xk, ~ part ir  de E 0 = ~o- 
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VI. La formule de Siegel 

51. La (( formule de Siegel ~), au  sens oh nous l 'entendons ici, donne la relation entre 

la (( sdrie d'Eisenstein-Siegel ~ E( r  qu'on a introduite et dtudide an Chapitre IV, eL cer- 

taines intdgrales du type considdrd au Chapitre I, n ~ 7, 8 eL 12. 

L'algbbre s involution Ak et le module X k dtant donnds comme prdcddemment, on 

continuera ~ ddsigner par  A l 'extension de ~4k au domaine universel et par  G le groupe 

rdductif des dldments u de ~4 tels que u . u ' =  1. On ddsignera par  Q la reprdsentation de G 

(dans le groupe des automorphismes de l 'espace vectoriel sous-jacent ~ X) qui est donnde 

par  Q(u)x =ux.  On considdrera de nouveau le sous-groupe G 1 de G qui a dtd ddfini au n ~ 28 

du Chapitre I I ;  on notera ql l 'injection canonique de G1 dans G, et Q1 la reprdsentation de 

G1 ddfinie par  Ql=~~ Lorsque A~ est de type (I4) avec m~>3, ou de type (Ia) avec m~>2, 

on ddsignera par ~ le rev~tement simplement connexe de G 1 (le groupe (~ spin ~>), par  ~1 

l 'homomorphisme canonique de ~ sur G 1 (dont le noyau est un groupe ~ deux dldments), 

et  on posera ~ =q~lO~l, ~ =~o~.  

Avec ces notations, dcrivons, pour r E $(XA) : 

1(r ~ r  

off/~ est une mesure de Haar  sur G~. Pour r ~>0, r  1, cette int~grale est >~#(G~/G~); 

pour qu'elle converge quel que soit r ~ $(X~), il faut  donc que G~/G~ soit de mesure finie. 

Dans ces conditions, on conviendra de normer/~ par  la condition/~(G~/G~) = 1. 

On d4signera par I~(r et _~((I)) les int~grales obtenues en substituant, d 'une par t  G 1 

et ~1, d 'autre  par t  (lorsque ~ est d~fini) ~ et ~ ~ G et ~. 

On va d 'abord d~terminer les cas off ces int~grales satisfont aux conditions suffisantes 

de convergence contenues dans le lemme 5 du Chapitre I, n ~ 12; on se bornera pour cela 

aux cas off Mk est de type (I) ou 

l 'involution t sur At  est ddfinie 

un espace vectoriel ~ droite de 

h-dire la dimension sur ~ d 'un 

de type (II). Dans le cas (I), avec nos notations habituelles, 

au moyen d'une forme ~-hermitienne h sur A • A, A ~tant 

dimension m sur ~; on ddsignera par  r l'indice de h, c'est- 

sous-espace totalement isotrope maximal pour h dans A. 

PROPOSITION 8. Si  ~4k est de type (I), l'intggrale I ( r  est absolument convergente, 

queUe que soit r E S(XA), chaque /ois que r = 0 ou que m - r > n + 2~ - 1; il en est de mgme de 

11(r ), et de 1(r  quand ~ est dg/ini. S i  A t  est de type (II), 11(r ) est absolument convergente 

queUe que soit (1)E $ ( X  ~), chaque /ois que m = l  ou que m > p  +q. 

L'assertion est triviale quand G (resp. G 1, ~) est (~ anisotrope ~, c'est-~-dire ne contienL 

aucun tore trivial, puisqu'alors GA/G~, ou l 'espace analogue pour G1 ou ~, est compact. I1 
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en est ainsi, comme on sait, pour  r = 0 dans le cas (I), et pour  m = 1, en ce qui coneerne le 

groupe G1, dans le cas (II). Ces cas dtant  laiss~s de cbtfi, plagons-nous d ' abord  dans le cas 

(I); h 6rant d ' indice r > 0 ,  on sait qu 'on  peut  choisir une base dans A pour  laquelle h soit 

donn6e par  une matrice de la forme 

h= 0 h o , 

~ ' l r  0 

oh h 0 est la matrice (d 'ordre m - 2 r )  d 'une  forme ~7-hermitienne d' indice 0 (ou (~ anisotrope })); 

cela implique qu 'on  a m >~ 2r. Pour  t = (t 1 ..... tr) E (Gin) ~, ddsignons par  fit) la matrice diagonale 

d 'ordre  m dont  les ~l~ments diagonaux sont  

(t 1 . . . . .  t~, 1 . . . . .  1, ti -1 . . . .  ,t7l). 

I1 est bien connu clue / est alors un  isomorphisme de (G,,) ~ sur un tore trivial maximal  T 

de G; T est aussi un  tore trivial maximal  de G 1, et un  tore trivial maximal  T de G, dans les 

cas oh ~ est d~fini, est donn~ par  T = ~ - I ( T ) .  Identif ions T avec (Gin) ~ au moyen  de [, 

et d~signons par  5, comme toujours,  la dimension de ~ sur k. Alors il est ais6 de voir qu 'on  

pent  ordonner les racines de G de mani~re que les racines str ictement positives (c'est-~-dire 

=~ 1 et >- 1) soient les suivantes : t~t[ x et t~tj pour 1 4 i < ~ < r ,  chacune avec la multiplicit~ 

(~; tt et t~ pour  1 ~<i ~<r, avec les multiplicit~s respectives (~(m-2r) et (~(1-e). Les poids de 

sont  les t~ et les t~ ~ pour  l<~i<~r, chacun avec la multiplicitd (~n. Les racines de G 1 

et les poids de ~1 sont les m~mes que ceux de G e t  de ~; ceux de ~ et de ~ s 'en 

d4duisent par  l 'homomorphisme de T sur T induit  par  ~. L 'appl icat ion du lemme 5 du 

Chapitre I ,  n ~ 12, se r~duit alors ~ un calcul qui ne pr~sente aucune difficultY, et  donne le 

r~sultat annoncd. La  v~rification se fair de m~me dans le cas (II). 

Comme on a m>~2r, d 'oh  m-r>~m/2,  dans le cas (I), on voi t  que la condition (B) 

du Chapitre I I I ,  n ~ 38 (e'est-s m > 2 n + 4 e - 2  dans le cas (I) et m > p + q  clans le cas 

(II)) entralne toujours la condition de convergence de la proposit ion 8, dans le cas (I) 

comme dans le cas (II); elle lui est m~me ~quivalente, dans le cas (I), si m=2r,  et, dans le 

eas (II),  s i m  =~ 1. 

52. Nous pouvons main tenan t  ddmontrer  la (~ formule de Siegel ,); elle est contenue dans 

le thfior~me suivant  : 

T H ] i O ~ M ~  5. Soient .,4~ une alg~bre de type (I) et Xk un .,4k-module h gauche, satis- 

/aisant ~ (B) c'est-~-dire ~ m > 2 n  + 4 e - 2 .  Soient v une place de b telle que U(O)v ne soit pas 

vide, et G'~ un sous-groupe de G~ qui op~re transitivement sur U(i)v qucl que soit i E I(X)k.  
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Soit ~ une mesure positive sur G a/G~, invariante par G'~, telle que ~(G a/G~) = 1 et que l'intggrale 

I,(cD)= fa~/g~ ~x~E (O(~(u)~).dv(u) 

soit absolument convergente queUe que soit (I)~ S ( X  a). Alors on a I~((I)) =E((I)), et, pour tout 

i r I(X)~ : 

f ~  ~ ,  ~ Z~<,),+(e(u)~)'d'(u)= f +d~ , ,  (41) 

ole /~ est la mesure ] 0 ~ ] a ddterminde sur U (i) a par la ]auge O ~ dd/inie au thdorhme 2 du Chapitre 

IV, n ~ 44. Ces rdsultats restent valables quand on y remplace Get  ~ par G~ et ~ ,  ou bien, dans 

les cas (Ia), (Ia), par ~ et ~. l l s  sent valables en particulier quand on prend pour ~ la  mesure 

de Haar sur G normde par ~:(G A/G~)- 1, ou encore la mesure de Haar sur G~ (ou, dans les cas 

(Ia), (I4), sur ~) normde de mgme. 

On proeddera par rdcurrence sur le rang n de Xk; pour cela, on va montrer d 'abord 

que les hypothbses faites sur v et v relativement K X k entrainent que v et v ont les propridtds 

analogues relativement K tout Ak-module X~ de rang n '  ~<n. Tousles Ak-modules de m~me 

rang dtant isomorphes, il suffit de ddmontrer eette assertion quand X~ est un sous-module 

de X k. En ce qui eoncerne les conditions imposdes ~ v, l'assertion est dvidente. En ce qui 

concerne v, convenons, pour tout i 'E I (X ' ) k  , de ddsigner par U'(i')v l'ensemble des dld- 

ments x' de X~, de rang maximal dans X~, qui satisfont ~ i x, (x') = i'. Considdrons d'abord 

l 'hypothbse U(0), # 0 ,  dent nous voulons faire voir qu'elle entralne U'(O)v ~= O. Reprenons 

les notations d u n  ~ 26 du Chapitre II ,  en y prenant K =k ,  et dcrivant my, n, au lieu de 

inK, nK. Supposons d'abord que Av soit de type (I); comme au n ~ 26 du Chapitre II ,  6erivons 

A,  sous la forme Mm, (R), off Res t  une alg~bre ~ division sur kv et off my =my; l 'involution 

t sur A,  est alors ddfinie par une involution sur ~, et par une matrice h, K m, lignes et m v 

colonnes sur ~, ~]v-hermitienne par rapport ~ cette involution. :Dire que U(O)v ~ 0 revient 

alors ~ dire que h vest  d'indice >1 n,  =nv, et U' (0), # O revient de m~me h dire que cet indice 

est >~ n'v =n'v; pour n'  ~<n, la premibre assertion entralne dvidemment la seconde. Si A,  

est de type (II), U(0)v# O et U'(O)v# 0 sent respectivement dquivalentes ~ m,  >~2n v et 

my >1 2n'~, d'apr~s le n ~ 23 du Chapitre II ,  et on en tire la mfime conclusion; on pourra 

remarquer d'ailleurs que, dans ce eas, on a e =~ d'aprbs le n ~ 26 du Chapitre II ,  done 

m >2n  d'apr~s (B), de sorte qu'on a eertainement U(0),~ O et U'(0)v#O. Passons K la 

transitivitd de G~ sur les ensembles U(i),, U'(i')v. Identifions Xg, comme d'habitude, avee 

Mm.~(~), et X~ avee le module des dldments de Mm.n(~) de la forme (x I ..... x~.,0 ..... 0); 

ddsignons par X~ le module des 61dments de Mm.n(~) de la forme (0 ..... 0,xn.+l ..... xn), 
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de sorte qu 'on  a Xk=X'k@X'~. Identif ions I(X~,) et I(X'k) avec les espaces de matrices 

~-hermitiennes sur ~, d 'ordre  n e t  d 'ordre  n', respectivement,  comme il a ~td expliqu~ au 

n~176176176 ~) 

n lignes et n colonnes. Supposons d ' abord  que ~4s soit de type  (I); avec les m~mes nota-  

tions que ci-dessus, on peut  identifier I(X~) avee l 'espace des matrices ~v-hermitiennes s 

ns lignes et ns colonnes sur ~,  et faire de m~me pour  I(X'~). L'isomorphisme canonique de 

I(Xk)Qk v sur I(Xv), dont  la d4finition r~sulte d u n  ~ 15 du Chapitre I I ,  induit  sur I(X~) 
une application k-lin4aire de I(X~) dans I (Xs) ;  il serait aisd d'expliciter celle-ci, en introdui- 

sant  quelques nota t ions  suppldmentaires, mais cela est inutfle pour  notre  objet. Soit i~ 

l '~ldment de I(Xv) , image de i par  cette application; si i~ est l'~16ment de I(X'~) d~duit 

(o :) de mSme de i', on aura i s = . I)'apri~s le n ~ 19 du Chapitre I I ,  U(i)~ s'identifie ~ 

l 'ensemble des matrices x ~ ms lignes et ns eolonnes sur ~,  de rang maximal  (c'est-~-dire 

~gal ~ ns), qui satisfont ~ h~[x] =is;  on a une assertion analogue pour  U'(i')s. Par  hypoth~se, 

U(O)~ n 'es t  pas vide, ce qui veut  dire que h~ est d ' indice >~ n~; on en d~duit ais6ment, par  

un raisonnement  ~l~mentaire, que U(i)~ n 'es t  pas vide; soit a E U(i)s. Alors, si a ' ,  a" sont 

les projections de a sur X'~, X~ pour la dgcomposition X~=X'~| X~" de Xs en somme 

directe, on aura 

h,[(a ,a )]=i,= 

done h,[a'] =i'~; de plus, comme a est de rang maximal  (dgal ~ n~) dans X, ,  a '  doit  ~tre de 

rang maximal  (4gal ~ n~) dans X~; on a done a'E U'(i')v. Soit alors x'EU'(i'),. D'apr~s 

la proposition 3 du Chapitre I I ,  n ~ 22, il y a u E Gs tel que x' = ua'. Alors a e t  ua  appar t iennent  

tous deux ~ U(i),, de sorte que, par  hypoth~se, f l y  a u'EG'v tel que ua=u'a, d'ofi x' =u'a'. 
Cela montre  bien que G~ op~re t ransi t ivement  sur U'(i')s. La ddmonstra t ion se fair d 'une  

mani~re tou t  ~ fair analogue lorsque As est de type  (II).  

Soient alors v e t  v satisfaisant aux hypotheses du th4or~me 5 relat ivement  ~ un module 

Xk de rang n, et consid~rons d ' abord  le cas de l 'int~grale I ,  formic  au moyen de G et de ~. 

Pour  n =0 ,  les assertions du thdor~me se r~duisent s I ,  = ~0, ce qui est une consequence 

dvidente de l 'hypoth~se 1,(GA/Gk)= 1. Proc~dons par  r~currence sur n, et supposons n ~> 1. 

Comme Iv ((I)) est convergente par  hypoth~se quelle que soit qb E S(XA), le lemme 2 du 

Chapitre I ,  n ~ 2, joint au lemme 5 de [14], n ~ 41, montre  aussit6t  que I ,  est tree mesure 

temp~r~e positive. Le th~or~me 6 de [14], n ~ 41, et la proposit ion 9 de [14], n ~ 51, mont ren t  

alors que Is est invariante par  Psk; cUe l 'est  $videmment  aussi par  G~. Pour  les m~mes 

raisons, si on note I,,  ~((I)) le premier membre  de (41), I~., est une mesure temp4r~e positive. 
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Soit Iv.x la somme des Iv.i pour iEI(X)~; on peut  eonsid~rer/ , .x eomme d6fini par  l'int~- 

grale analogue A celle qui ddfinit Iv, mais off la sommation est restreinte aux 61dments 

de Xg qui sont de rang maximal dans X k. De m6me, pour tout sous-module Zk de X~, 

d~signons par  Iv.z la mesure tempgrde positive d~finie par  l'intdgrale analogue A celle qui 

d~finit Iv, mais oh la sommation est restreinte aux ~l~ments ~ deZ  k qui sont de rang maximal 

dans Zk, ou autrement  dit aux dldments ~ de X~ qui satisfont ~ Ak" ~ =Zk. Tenant  eompte 

du thdor~me 2 du Chapitre IV, n ~ 44, on voit que le thdor~me 5 pour X k implique que 

lv.x=Ex; par suite, l 'hypoth~se  de r~currenee implique que I~.z=Ez pour tout sous- 

module Zk de Xk, autre que Xk. On a done, en vertu de eette hypoth6se : 

Iv = Z I~.~+ Z Ez. (42) 
teI(X)k Zk~=Xk 

D'apr~s le th~or~me 3 du Chapitre IV, n ~ 44, la seconde somme du second membre n 'est  

pas autre chose que E - E x .  D'autre  part,  d 'apr~s la proposition 3 du Chapitre I I ,  n ~ 22, 

eeux des U(i)k qui ne sont pas vides sont des orbites de G k dans Xk; compte tenu du change- 

ment  de notation, la formule (11) du Chapitre I,  n ~ 7, montre alors que les mesures Iv.~ 

sont respectivement pot t ies  par les U(i)A, au sens off ee terme a ~t~ d~fini au n ~ 49 du 

Chapitre V. Par  consequent, Iv satisfait s toutes les hypotheses du thgor~me 4 du Chapitre 

V, n ~ 50. D'aprbs ee th~or~me, on a done Iv =E, et par suite Iv.x=Ex d'apr~s (42). Comme 

Iv.~ et/z~ sont les restrictions de Iv.x et de Ex, respeetivement, A l 'ensemble ix 1 ((i}), il 

s 'ensuit qu 'on a I,.~=lz~ quel que soit iEI(X)k. Pour voir que le r~sultat ainsi obtenu 

s 'applique quand on prend pour ~ la mesure de Haar  sur Ga, il suffit de prendre G~ = Gv, 

la place v ~tant ehoisie de mani~re que U(0)v ne soit pas vide; or il en est ainsi pour presque 

tout  v, par exemple d'aprSs les r~sultats rappel~s au n ~ 4 du Chapitre I.  Cela aeh~ve la 

d~monstration en ce qui concerne G et ~. 

I1 n ' y  aurait  rien s changer A ee qui precede, en ce qui coneerne G~ et ~ (resp. ~ et 

~) si on 6tait assure, dans tous les  cas, que (G~)g, opgrant sur X~ au moyen de 9~ (resp. 

~ r  operant au moyen de ~), efit les m6mes orbites que Gz dans Xx, quel que soit le corps 

K ~  k; mais cette question ne semble pas toujours facile s traneher, et on peut se eontenter 

de rgsultats partiels s eet ~gard. La question ne se pose pas si A~ est de type (I0) ou (I0, 

puisqu'alors ~ n 'est  pas d~fini et G 1 = G. Si A~ est de type (II), A~ doit 6tre de type (L.) 

d'apr~s le n ~ 26 du Chapitre I I ,  de sorte qu'on a e =~, done m >2n  d'apr~s (B), d 'oh m ~ >  

2n~; an moyen des r~sultats du n ~ 23 du Chapitre I I ,  on vgrffie alors faeilement que (G1) x 

op~re transit ivement sur les orbites de GK dans X~. I1 en sera ainsi, en partieulier, si A~ 

est de type (I~) et qu'on prenne pour K le domaine universel. Quand A~ est  de type (I~), 

on v~rifie de m6me que (G~)K op~re transit ivement sur les orbites de G~ dans X~ pourvu 

que m~>2n~;  (B) ~tant toujours suppos6e satisfaite, il en sera ainsi chaque fois que A~ 
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est de type (Ia) ou (I4) et que K est le domaine universel. Enfin, l 'homomorphisme ~1 

de G sur G 1 d&ermine un homomorphisme de ~K sur (G1) ~ ehaque fois que K est algdbrique- 

ment  clos; donc ~K op~re alors transit ivement sur les orbites de (G1) K dans XK, et il e n e s t  

ainsi en particulier quand K est le domaine universel. Cela posd, si on reprend la ddmonstra- 

tion donnde ci-dessus de la premiere partie du thdor~me 5 pour G, on voit qu'elle s 'applique 

aussi ~ G 1 (resp. s ~) pourvu qu'on sache que les /,.t sont des mesures respeetivement 

portdes par  les U(i)A. Or U(i)k est en tout  cas une rdunion d'orbites de (G1)k (resp. ~k), 

chacune desquelles on peut  apphquer la formule (11) du Chapitre I,  n ~ 7; comme, dans 

cette'formule, H(~o) ddsigne l 'orbite de ~ sur le domaine universel, on voit qu'il suffit ici 

de savoir que U(i) est l 'orbite de tout  point de U(i)k par G 1 (resp. ~) sur le domaine uni- 

versel; or cela rdsulte de ce qui pr&~de. 

I1 ne reste plus qu'~ vdrifier la dernibre assertion du thdorbme 5 en ce qui eoncerne 

G 1 (resp. ~); pour cela, il suffit de faire voir qu'on peut  ehoisir v de manibre que U(0)v 

ne soit pas vide et que (G1)v (resp. ~v) op~re transit ivement sur les U(i)v. Si ~ est de type 

(I0) ou (I1), il n ' y  a rien s d~montrer. Si , ~  est de type (I2), il suffit, d'aprbs ce qui prdc~de 

et d'apr~s le n ~ 23 du Chapitre I I ,  de ehoisir v de manibre que ~4, soit de type (II). Soit 

~ de type (Ia) ou (Ia); pour presque tout  v, U(0), est non vide et Av est de type (I4), et 

par  suite, d'apr~s ce qui pr4cbde, G~ = (G1)v aura les propri&ds voulues. En ce qui coneerne 

~v, choisissons v eomme on vient de le dire, en supposant de plus que v ne soit pas une place 

l'infini. La condition (B) implique alors m.-2n~>~3; en faisant usage des r&ultats  du 

n ~ 23 du Chapitre I I  et des propri&& eonnues de la <~ norme spinorielle )>, on conclut ais~- 

ment  qu'alors ~ opbre transit ivement sur les orbites de (G1) ~ dans Xv. Cela achbve la 

ddmonstration du th~or~me 5. 

Quand on prend pour v la mesure de Haar  dans GA, la formule ~ = E est celle m6me 

qui a 4td annonc~e dans le mdmoire prde~dent ([14], n ~ 52). 

53. Appliquant maintenant  le th~or~me 5 d u n  ~ 52 au groupe G, et s la mesure de 

Haar  v sur G, nous allons d~gager de la formule (41) quelques r~sultats arithm&iques qui 

s 'y  trouvent renferm~s. Le premier, de nature qualitative, s 'obtient en observant que la 

mesure temp~r~e d~finie par  le premier membre de (41) est 0 ehaque lois que U(i)k est vide, 

alors que la mesure #i qui figure au second membre ne peut  &re 0, en vertu de sa d~finition, 

que si U(i)A est vide. Par  suite, quand (B) est 8atis/aite, les azsertions U(i)~ ~ 0 et U(i)A * 0 

8ont gquivalentes. Compte tenu des r4sultats mentionn4s au n ~ 4 du Chapitre I,  il revient 

au m~me de dire que, si (B) est satiafaite, U(i)k~= 0 ~quivaut s l 'assertion <~ U(i)v~= 0 quel 

que soit v ~). Sous cette forme, on reconnait le (~ principe de Hasse >), s cela pros que ce prin- 

cipe, eomme on salt, reste valable m~me pour certaines valeurs de m e t  n qui ne satisfont 
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pas ~ (B); par  exemple, si Ak est de type  (I4) , il est valable quels que soient m et n. En  re- 

vanche,  ]es remarques de la fin du Chapitre I I I ,  n ~ 38, jointes ~ ce qu 'on  vient  de d~montrer,  

font  voir  que, si (B) est satisfaite, U(i)k :4= 0 ~quivaut m~me s l 'assertion (( U(i)v g= 0 quelle 

que soit la place s l'infini v de k ,. Par  exemple, pour  k = Q ,  Ak de type  (I4), n = l  et i = 0 ,  

on obtient  ainsi le th~or~me classique de Meyer, d'apr~s lequel toute  forme quadrat ique  

ind~finie ~ m ~> 5 variables, sur Q, (( repr~sente 0 ,. 

De (41), on va  tirer main tenan t  des r~sultats quanti tat i fs  concernant  les (~ nombres  

de Tamagawa  , des groupes classiques. Observons d ' abord  qu 'en  ver tu  de la proposit ion 

3 du Chapitre I I ,  n ~ 22, et de son eorollaire, la condition (W) du n ~ 8 du Chapitre I e s t  

bien satisfaite par  G operant  sur X au moyen  de la representat ion Q, de sorte qu 'on  peu t  

appliquer les r~sultats d u n  ~ 8 du Chapitre I au premier membre  de (41). Soit done ~ un 

~l~ment de rang maximal  de Xk; soit i = ix(~), et  soit g le groupe de stabilit~ de ~ dans G; 

d'apr~s le n ~ 8 du Chapitre I ,  on peut  identifier U(i) avec G/g et U(i)A avec GA/gA; de 

plus, d'apr~s c e n  ~ gA/gk est de mesure finie, ce qu'il  est d'ailleurs facile de v~rifier directe- 

ment  au moyen  des r~sultats d u n  ~ 23 du Chapitre I I  qui donnent  la s t ructure  de g. Soit 

~6 la mesure de H a a r  sur g, norm~e par  la condition ~o(gA/gk)= 1. Le n ~ 8 du Chapitre I 

montre  alors que la mesure I~.~ d~finie par  le premier membre  de (41) n 'es t  autre que la 

mesure v/~ 0 port~e par  GA/g~ = U(i)~; (41) peut  donc s 'exprimer en disant  que ~/~0 ~ [0~] A- 

Soient du, dv des jauges invariantes sur G e t  sur g, respectivement;  on en d~duit, 

comme on sait (cf. [13], Th. 2.4.1) une jauge invariante du/dv sur U(i), qui dolt  done 

coincider avec 0~ ~ un facteur  scalaire pros; par  suite, en mult ipl iant  au besoin du par  un 

tel facteur,  on peut  faire en sorte qu 'on  air du/dv = 0~. Soit ~ un syst~me de facteurs de 

convergence pour  G; alors, d 'apr~s un r~sultat g~n~ral ([13], Theorem 2.4.3) joint au 

lemme 19 du Chapitre IV, n ~ 43, ~ est aussi un  syst~me de facteurs de convergence pour  

g, et on a 
I O, l A= Zl avl 

Chaque fois que ), est un  systbme de facteurs de convergence pour  un groupe G, on 

conviendra de noter  v~ (G) la mesure de GA/G~ pour  la mesure de H a a r  [~du[~ sur G~, du 

~tant une jauge invariante sur G; pour  2 = 1, ~a (G) est par  d~finition le (~ nombre  de Tama-  

gawa ~ de G. Avec cette notat ion,  les mesures ~, ~0 ddfinies plus haut ,  sur G A et sur g~ res- 

pect ivement,  peuvent  s'dcrire : 

dv(u)=~a(G)-l[~du] ~, dvo(V)=~(g)-~12dv[ ~. 

Tenant  compte de ce qui precede, on volt  que (41) dquivaut  h la formule 

~ (g) = va (G),  ( 4 3 )  

qui est done valable chaque lois que (B) est satisfaite et que g est le groupe de stabilit~ 

dang G d ' u n  point  ~ de X~ de rang maximal  dans X~. 

6 -  652922. Acta mathematica. 113. Imprlm~ Ie 11 mars 1965. 
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54. Pla~ons-nous d ' a b o r d  dans  le cas (I0); alors G est  le groupe  symplec t ique  Sp(m) 

m var iables ,  m d tan t  n~cessairement  pair .  On peu t  alors p rendre  ~t = 1. P renons  n = 1; 

a lors  on a I (X)k  = {0}, e t  le n ~ 23 du  Chapi t re  I I  fair  voir  que g est  i somorphe  s un  p rodu i t  

semidi rec t  de S p ( m - 2 )  et  d ' u n  groupe  un ipo ten t .  P a r  suite,  (43) montre ,  pour  m > 2 ,  

que Sp(m) a m6me nombre  de T a m a g a w a  que S p ( m - 2 ) ,  et,  pour  m = 2 ,  que ce hombre  a 

la  va leur  1. 

Si zgk n ' e s t  pa s  de t y p e  (I0), on peut ,  p a r  le choix d ' une  base convenable ,  faire en sorte 

que la forme rphermi t ienne  h soit  donnde p a r  une mat r i ce  diagonale;  soient  al ,  . . . ,a  m les 

dldments d i agonaux  de eelle-ci; eonvenons d 'dcr i re  alors G(a 1 .... ,am) au lieu de  G, e t  

T~(a 1 ..... am) au  lieu de Ta(G). Prenons  n =  1, X~ s ' iden t i f i an t  alors b, Mm.s(t[), e t  app l iquons  

(43) au  groupe de s tabi l i td  g de ~ = ( 0  ..... 0,1). Soit  d ' apr~s  le n ~ 23 du  Chapi t re  I I ,  soit  

d i rec tement ,  on voi t  auss i tSt  que 9 est  i somorphe  s G(a 1 .... ,am-i);  on a done 

T~ (a  1 . . . . .  a m - l )  = T a  ( a l  . . . . .  am) 

chaqtm lois que m > 4e. De m6me, app l iquons  (43) au cas off on a pris  

G=G(a x ..... a m _ s , 1 , -  1), ~ = ( 0  .... .  0 ,1,1);  

comme on a alors ix(~) = 0 ,  le n ~ 23 du Chapi t re  I I  m o n t r e  que 9 est  i somorphe  ~ un  p r o d u i t  

semidi rec t  de G(a 1 ..... am-~) et  d ' u n  groupe un ipo ten t ;  on a done 

T~(a 1 ..... am_s) =T~ (a 1 ..... am_s, 1, - 1) 

ehaque  lois que m > 4~, ~ condi t ion  de eonvenir  que le p remier  membre  a la va leur  1 pour  

m = 2 .  

Dans  le eas (I1), on peu t  p rendre  A = 1, e t  il rdsulte de ce qui prde~de que le nombre  

de T a m a g a w a  de G est tou jours  1. Dans  les eas (I~), (Ia), (I4), on peu t  seulement  en conelure 

que T~(a 1 ..... am) est  i nddpendan t  des a~ et  de m pou rvu  que m >  4 e - 2 .  Ce rdsu l ta t  est  

nouveau ,  ~ ce qu ' i l  semble,  dans  le cas (Ia), e t  aussi  dans  le cas (Is) si t n ' e s t  pas  eom- 

muta t i f .  

Rappe lons  qu 'on  peu t  d6 te rminer  ~ (G) d i ree tement ,  au  moyen  des <( i somorphismes  

canoniques  )), pour  m = 3  dans  le cas (I4), pour  m = 2  dans  le cas (I8), et  aussi  pour  m = l  

dans  le cas (I~) lorsque ~ est  commuta t i f  ou bien est  une algbbre de qua tern ions  sur son 

centre.  P a r  suite,  dans  tous  ces cas, on ob t i en t  ainsi,  en substance,  la dd te rmina t ion  eom- 

pl6te  des nombres  de Tamagawa .  

Enfin,  q u a n d  les groupes  G1 et  0 ,  in t rodu i t s  p lus  hau t ,  sa t i s font  & la condi t ion  (W) 

du  Chapi t re  I ,  n ~ 8, on peu t  leur  app l iquer  la m8me mdthode,  e t  en ddduire  des eonsdquenees 

analogues.  
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55. Ddsignons par  ~ l 'un des groupes considdrds ci-dessus, c'est-h dire G, G1 ou ~. 

Soit ~ '  nn sous-groupe ouvert de ~A, et soit ~ = ~k N ~ ' .  On peut, d 'une mani6re dvidente, 

identifier ~ ' / ~  avee ~ ' ~ k / ~ ,  c'est-K-dire avec l ' image de ~ '  dans ~A/~k; celle-ci est 

une patt ie ouverte et fermde de ~ A / ~ .  Si v ddsigne de nouveau la mesure de Haar  dans 

~A, norm~e par  v ( ~ / ~ )  =1, on aura done : 

0 < v ( 0 ' 0 J 0 k )  ~<1. 

P o s o n s  ~ = v(q'qJq~), et soit / la fonction caractdristique de l'ensemhle ~'(~k dans ~A" 

Dans ~A, considdrons la mesure 9'1 donnde par  

dvl(u ) = ~-X/(u) dr(u). (44) 

Cette mesure est invariante ~ droite par 0k et ddtermine, par  passage au quotient, une me- 

sure sur ~A/~k, qu'on notera encore Vl; celle-ci induit sur ~ '~k/~k,  OU, ce qui revient au 

m~me, sur ~ ' / ~ ,  une mesure ~', invariante ~ gauche par ~ '  et satisfaisant ~ v'(~'/~'k)= 1; 

il est clair que v' est compl6tement ddterminde par  ces dernibres conditions. 

Ddsignons par  ~/((I)) l'int6grale analogue ~ I~ ((I)), oh G est remplac~ par ~ (et ~) par  

~o, ~x ou ~ suivant les cas); d'apr6s le thdor~me 5, on a Y = E. Ddsignons par ~/'((I)) l'intdgrale 

analogue prise au moyen de v' sur ~ ' / ~ ,  Q grant remplaede par  la repr6sentation de ~ '  

dans X A induite par  e, Q1 ou ~. On peut aussi eonsiddrer Y'((I)) eomme dtant l'intdgrale 

analogue ~ I~(r prise sur ~ '~k/~k au moyen de v', ou, ce qui revient au m~me, prise sur 

~A/~k au moyen de v 1. Cetto derni6re ddfinition fait  voir que, pour (I) >~0, Y'((P) est majorde 

par ~-~ 3((I)), done que cette intdgrale est absolument eonvergente quelle que soit ap E S(XA). 

Les t ravaux de Siegel sur les formes quadratiques inddfinies conduisent ~ so demander 

quolles conditions on a Y ' =  E. D'apr6s le thdor6me 5, il suffit pour eela qu'il y air une 

place v de k telle que U(0), ne soit pas vide et que la mesure Vl, ou, ee qui revient au m6me, 

l 'ensemble ~ '  ~ ,  soient invariants ~ gauche par  un sous-groupe de ~ ,  qui op6re transitive- 

ment  sur U(i)~ quel que soit i q I(X)k. 

I1 en sera dvidemment ainsi s'il existe v telle que U(O)v ne soit pas vide et que ~v N {~' 

ait la propridtd de transit ivitd en question. De plus, lorsqu'il en est ainsi, le thdor6me 5 

montre que l 'analogue de (41) est valable pour 3 ' .  I1 s'ensuit on partieulier que, dans ces 

conditions, le support de la mesure ddfinie par  le premier membre de (41) est U(i)A; par  

suite, l' ensemble des dl~ments ~(u) ~, pour u ~ ~', ~ ~ U (i)~, est partout dense dans U (i) A quand 

les conditions prdc6dentes sont satisfaites (y compris la condition (B)). C'est 1~ le (( thdor~me 

d 'approximation )~ qui a 6t6 annonc6 dans l ' Introduction. 

56. I1 y aurait  lieu de comparer ce dernier rdsultat avee les thdorbmes d 'approxima- 

tion qui ont dtd obtenus dans ces derni6res anndes par voie arithmdtique, et principalement 
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avec celui de M. Kneser ([8]) qui semble les comprendre tous comme cas particuliers. Nous 

n 'entreprendrons pas cette comparaison ici; mais nous appliquerons le th~or~me de Kneser 

la solution du probl~me de Siegel dans des cas off on ne peut  raisonner comme on a fait 

plus haut.  

Pour cela, supposons qu'on ait pris ~ '  de la forme 1-[ ~ ,  off ~ est, pour tout  v, un 

sous-groupe ouvert de ~v, aveG ~ = ~0 pour presque tout v; supposons de plus qu'il y 

ait  une place v pour laquelle on ait ~ = ~v et pour laquelle ~v ne soit pas compact. On 

va voir qu'alors on a Y ' =  E. 

D~signons par ~ le groupe G lorsque Ak est de type (I0) ou (I1) , le groupe G 1 lorsque 

Ak est de type (I2), et le groupe ~ lorsque Ak est de type (Ia) ou (I4). Dans tous les  Gas, 

est donc connexe et simplement connexe, et on peut  lui appliquer le th~or~me de Kneser. 

En particulier, si ~ = 8,  celui-ci montre qu'avec les hypotheses ci-dessus on a ~ '  ~k = ~ ,  

donc Y' =Y, d 'oh le r~sultat annonc~. Dans tout autre cas, soit ~ l 'homomorphisme de 

8 dans ~ d~fini au n ~ 51 (c'est-~-dire ~01 dans le Gas (I~) si ~ = G, ~ dans les cas (Ia) , (I4) 

si O = G ,  et ~1 dans ces m~mes Gas si ~=G~); ~o d~termine un homomorphisme ~pa de ~a  

dans ~a. Posons 8 '  = V ~ ( ~ ' ) ;  d'apr~s le th~or~me de Kneser, on a 8 ' 8~  = 8~- 

On va montrer  qu'alors la mesure v~ d~finie par (44) est invariante b, gauche par Oa 

operant sur ~ par  y~; pour cela, il suffit de faire voir qu'il en est ainsi de l 'ensemble ~ ' ~ ,  

c'est-b,-dire qu'on a v /a(g)xy~ '~g  quels que soient g ~ a ,  x ~ ' ,  y ~ k .  Or on v~rifie 

facilement, dans chacun des cas qu'on a ~ envisager ici, que ~ ( 8 ~ )  est un sous-groupe 

invariant de ~A. II  s'ensuit que, si g~ ~a  et x~ Oa, x-irA(g) x appart ient  ~ V ~ ( ~ )  et est 

done de la forme v2~(~) avec ~ ~ 8 ' ,  Y e ~k d'apr~s le thdor~me de Kneser. On a donc 

le second membre appart ient  bien ~ ~ '~k- On a ainsi montrd clue ~1 est invariante par  ~a, 

done par 8 ,  quel que soit v. Comme on a fait voir s la fin de la ddmonstration du thdor~me 

5 qu'il existe toujours v tel que U(0)v ne soit pas vide et que 8 ,  op~re transi t ivement sur 

les U(i)~, le th~or~me 5 s 'applique b, vl, ce qui ach~ve la d4monstration. 

On a ainsi retrouv~, quelque peu g~n~ralis~s, tous les  r~sultats ddmontr~s par  Siegel 

au cours de ses t ravaux sur les formes quadratiques, ainsi clue ceux qui sont dnonc~s 

la fin de [12], s rexception des suivants. Tout  d 'abord,  nous n 'avons pas abordd l'~tude du 

cas oh m = 2 n + 4 ~ - 2 ;  or les r6sultats obtenus par Siegel dans le cas oh Ak est de type (Ia) 

sur ]c = Q ou k = Q (~/~ 1 ), et  o~t on prend m = 4, n = 1, donnent b, penser que, s im = 2n + 4e - 2, 

la s~rie d'Eisenstein-Siegel cesse d 'etre absolument convergente, mais qu'on peut  n~an- 
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moins, lorsque la condition de convergence de la proposition 8 d u n  ~ 51 est satisfaite, 

(~ sommer )> la s~rie d'Eisenstein-Siegel au moyen de (~ facteurs de sommation )) convenable- 

ment choisis, et retrouver ainsi ]'analogue de la formule de Siegel. I1 resterait aussi 

examiner, du point de rue qui a ~t5 le n5tre dans ce travail, les r~sultats de Siegel sur les 

fonctions z&a des formes quadratiques ind~finies, qui sont &roitement li~s aux questions 

qu'on a &udi~es ici. 

57. Le cas oh •k est de type (II) ne semble passe  prater pour l 'instant ~ des r~sultats 

aussi g~ngraux ou aussi simples clue le cas (I). Cependant, si Ak est de type (II) et Xk de 

rang (1,1), on peut proc~der comme suit. Comme toujours, supposons (B) satisfaite, ce 

qui revient ici s m > 2 .  Reprenons l'intdgrale I1(@ ) qui figure dans la proposition 8 du 

n ~ 51; on va la d~composer suivant les orbites de (G1) k dans Xk, par application des r~sultats 

des n ~ 7-8 du Chapitre I. 

Modifiant un peu nos notations habituelles, ~erivons X k comme somme directe de 

deux modules Yk, Zk, de rangs respectifs (1,0) et (0,1); ceux-ci sont respectivement iso- 

morphes ~ Mma(~) et ~ Mm.l(~' ). Les groupes Gk, (G1) k s'identifient respectivement s 

GL(m, ~) et ~ SL(m, 3); G e t  G 1 s'identifient donc aux groupes alg6briques correspondants, 

clue nous noterons pour abr~ger GLm et SL,n; pour abr~ger aussi, on ~crira F au lieu de 

(SLm)A/(SLm)~. Alors I1(O ) s'~crit : 

I1 ((~)) = fF ~.: (~D (Url, tu'-I ~). d~ (U), 

oh la sommation est &endue h ~E Yk, ~EZk, et oh/z  est la mesure de Haar sur (SLm)A, 
normde par # ( F ) =  1. Comme on salt, 1 est un syst~me de facteurs de convergence pour 

SL,n; on posera Vm=TI(SLm); c'est le nombre de Tamagawa de SLm; si du est une jauge 

invariante sur Sire, on a dtz(u ) =~m~ldu 1,4. 
D'apr~s la proposition 3 du Chapitre II ,  n ~ 22, Gk a deux orbites dans Yk, a savoir 

(0~ et l'orbite U~ = Y k - ( 0 }  des points de rang maximal dans Yk. Si on &end Ak et Yk 

au domaine universel, et qu'on note U' l'ensemble des points de rang maximal dans Y, 

U' est une orbite de G, et U~ est l'ensemble des points de U' qui sont rationnels sur k. 

De m6me, pour tout corps K ~  k, l'ensemble U~ des points de U' qui sont rationnels sur 

K coincide avec l'ensemble des points de rang maximal de YK et est donc une orbitc de 

G K. De plus, on vdrifie imm~diatement que le groupe (Gx) x op~re transitivement sur U~c. 

De m~me, si U" est l'ensemble des points de rang maximal de Z, U~ est une orbite de GK, 
et aussi de (G1)K, quel que soit K ~  k, et on a U~' = Z ~ -  {0). 

D'apr~s l en  ~ 21 du Chapitre II ,  on peut ici identifier I(X), avec ~. D'apr~s la proposi- 

tion 3 du Chapitre II ,  n ~ 22, et son corollaire, les orbites de Ga dans X~ sont d'une part les 
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U(i)k pour i e I (X)k ,  et d ' au t re  par t  les trois orbites U~ • {0}, {0} • U"k et {0}. On v6rifie 

imm6dia tement  que (G1) k op~re t r ans i t ivement  sur ces orbites et qu'elles sat isfont  ~ la 

condi t ion (W) du  Chapitre I,  n ~ 8. La d&ermina t ion  des groupes de stabilit~ des poin ts  

de ces orbites dans  G 1 se fait  sans difficult6, soit au moyen  d u n  ~ 23 du Chapitre I I ,  soit 

directement;  ces groupes sen t  respect ivement  isomorphes s SLm-1 (pour les points  des 

orbites U(i)k avec i =~ 0), ~ u n  produi t  semidirect de SLm-2 et d ' u n  groupe un ipo ten t  (pour 

les points  de U(0)k), et & u n  produi t  semidirect de SL,~_ 1 et d ' u n  groupe un ipo ten t  (pour 

les points  de U~ • {0} et de {0} • U~). Les r~sultats du Chapitre I, n ~ 7-8, donne n t  alors, 

en ra i sonnant  comme au n ~ 53 : 

"~ "E I J u(Oa 

&vec C i =Tin_l/Tin pour i =4=: O, c 0 =Tm_2/Tm, et (3' =c" =Tm_I/T m- 

Les th4or6mes d 'unici t6  relatifs au cab o~ nous nous plavons ici, th~or~mes auxquels  

il a dtd fair allusion au ddbut  du Chapitre V, pe rmet t ra ien t  de conclure de ls qu 'on  a c~ = I 

quel que soit i, donc que v m est inddpendan t  de m pour  m >~ 1. Comme en fair il est bien 

connu qu 'on  a m6me Tm = 1 quel que soit m (cf. [13], Chap. I I I ) ,  cela n ' app rend ra i t  r ien de 

nouveau.  De quelque mani~re qu 'on  precede, on voit  que les coefficients ct, c', c" de la 
t 

formule ci-dessus out  tous la valeur  1. Comme on salt aussi que UA, U~ sent  les compl& 

mentai res  d 'ensembles  ndgligeables dans YA et Z A, pour  les mesures I dy[ .4 et I dz 1.4 respec- 

t i vemen t  (cf. [13], Lemma 3.4.1), on ob t ien t  donc en ddfinitive(1) : 

] l((I  )) 
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