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Introduction 

Soient x = (xl, ..., xn) n variables complexes et soit 

/(x) = ~ / J ,  x ~= x ?  . . .  xT, ~, 
~>~0 

une s~rie formelle en x, ~ > 0  signifiant que a~>~0 pour tout  k. Si g ( x ) = ~ , g ~ x  ~ est 

une autre s~rie formelle nous dirons que / < < g  si I/~l~<g~ pour tout  ~. S i / e s t  holo- 

morphe h l'origine, il est bien connu que / admet  des majorantes de la forme 

oO 

A ~ ( X / R p ,  X = x l + . . . + x n ,  (1) 
O 

convergentes pour ]XI < R .  Ces majorantes jouent un rSle important  dans la mdthode 

classique de Cauchy qui sert ~ d~montrer, par  exemple, l 'existence d'une solution 

holomorphe unique du probl~me de Cauchy d 'un syst~me holomorphe d'~quations aux 

d~riv~es partielles. Quand ces syst~mes sont compliquds, la mdthode de Cauchy n 'est  

pas tr~s commode et rdcemment on a proposd d 'autres (voir Rosenbloom [1], Fried- 

man [2] et HSrmander  [3], pp. 116-118). Nous allons donner une mdthode nouvelle 

employant  une majorante  plus fine que (1), ~ savoir 

MS(X) = ~ D x', 
t = 0  

qui, par  ddfinition, sera la plus petite majorante de / qui est fonction de X. Ceci 

revient s poser 

D=max~<~ I/~l/l~<lr, I~<l=S, 

(1) Conf6rence faite au Congr~s des math6maticiens scandinaves ~ Copenhague en aofit 1964. 

10- 652932 Acta mathematica 114. Imprlm6 le 12 aoft 1965. 
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oh a!  = at1! ...  a~! e t  l atl = at~ + ...  + ate. Plus gdndralement,  si 

/(~, y)= y ~ / ~ ,  ~ = y~, ... y~, 

nous poserons M/(X,  y) = ~ M/~(X) y~, Its(x) = ~_./~x ~'. 

On pour ra  remplacer  X par  ~ ~kxk, ~ > 0, mais  eeci revient  & une di la ta t ion Xt:-->~kXk. 

La  propri6td essentielle de l 'op~rat ion M est  la su ivante  (Lemme 1.1): 

MF(x,  /t (x) . . . . .  &(x)) (X) < <  MF(X,  M/1 (X) . . . . .  M/N(X)), (2) 

off F(x,  y) , /1  (x) . . . .  sont des s~ries formelles. La  preuve  est  ~vidente: le m e m b r e  droit  

est  une sdrie formelle en X et  majore  /(x)= F(x,/ l(x)  . . . . .  /N(x)), done il majore  M/(X).  

) Io tons  aussi que si /(x, y) est  ho lomorphe  pour  Ixjl ~< r~, lYkl ~< sk alors M/(X,  y) est  

ho lomorphe  pour  IX I < man rj, l Ykl < sk et  que, si M/(R) < ~ ,  R > O, alors / (x)  est  ho lomorphe  

pour  I ~ I + . . . + I ~ I < R ,  lY~I<~- 
Soit ma in t enan t  f l=  (ill . . . . .  fl~) un  mul t i - indi te  s composantes  enti~res de signes 

arbi t ra i res  et  posons 

(a t -p) :  

On a D e = D ~ ' . . . D ~ ' ;  D~=~/axk; Dk Iest  une in tegra t ion en x~ de 0 s xk; la somme 

s 'd tend ~ at ~> ft. Nous dcr i rons/ (x)  = O(x:') s i / (x)  x - r e s t  une s~rie formelle. E v i d e m m e n t  

D~ /(x) = O(z-~). 

et  que 

si l~l <0. 

On v6rifie faci lement  que (Lemme 2.1) 

MlY~ /(X) < <  D~ I M/(X)  

n ~  I M / ( X )  < < X-Ifll M / ( X ) / I  _ fl[! 

(3) 

(4) 

u(x) =/(x, D-lu(x)). (5) 

Les propri~t~s (2), (3) et  (4) de l 'opdrat ion M,  dvidentes pour  n =  1, sont  com- 

modes  dans les applications.  A t i t re  d ' exemple  nous t ra i terons  le probl~me de Cauchy 

le plus simple: Du(x)=[(x,u(x)),  u(O)=0, oh x et  y sont des var iables  complexes et  

/(x, y) est  ho lomorphe  s l 'origine. Si l 'on  prend  Du eomme nouvelle inconnue,  un 

probl~me ~quivalent  sans condit ion initiale est  le su ivan t  
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Soit u-->v l ' appl ica t ion  dgfinie pa r  

V(X) =/(X, D-lu(x)). (6) 

Les propri~tds (2), (3) et  (4) de M donnent  

My(x) < <  .F(x, Mu(x) ), (7) 

off F ( x , y ) = M / ( x ,  xy). Puisque F(x ,y )  converge s i x  est  assez pe t i t  et  t end  vers  

A = F ( 0 , 0 )  si x - > 0 ,  on a l 'dnonc6 suivant:  pour  chaque y o > A  il existe xo=xo(yo)>O 

tel que 

O<~x<~xo, O<.y<~y o ~ F(x,y)<~y o. 

Done,  si O=u~ est  la suite des i terat ions de u-+v,  (7) mon t re  que 

O<~x<x o ~ Mu~(x)<~yo (8) 

pour  tou t  v. Au t r emen t  dit, t o u s l e s  u ~ sont  holomorphes  et  bornds dans nn  voisinage 

fixe de l 'origine. D~finissons m a i n t e n a n t  g(x, y, z) p a r / ( x ,  y) - / ( x ,  z) = g(x, y, z) (y - z) et, 

soit u--> v, u'--> v' de sorte que v - v' =/(x ,  D- lu )  - / ( x ,  D- lu ' ) .  Une appl icat ion de (2), 

(3) et  (4) donne 

M(v - v') (x) < <  F(x, Mu(x),  Mu '  (x)) x M(u  - u') (x), (9) 

off F(x, y, z)= Mg(x, xy, xz) converge s i x  est  assez pet i t .  P a r  cons6quent,  s i x  est asse~ 

peti t ,  la suite u ~ converge vers  une solution unique u de (5). Vu (8), la convergence- 

se prolonge pour  Ix] < x 0. 

Le m6me procddd donne des rdsultats  plus gdndraux. Nous considdrons d ' a b o r d  

des probl~mes de Goursa t -R iqu ie r  du type  su ivant  

D~(J)uj =/j(x,  D'~u), u k -  wk = O(x~(k)), (10)~ 
oh j , k = l  . . . .  , N  et  

D'Ju = {D=uk} ,  ~ e B~k, 

Bjk 6rant  un  ensemble fini d' indices. On suppose / j (x ,  y), y =  (y~}, ho lomorphe  au point .  

x =  O, y~ = D~wk(O), w holomorphe  ~ l 'origine e t  on cherche une solution u ho lomorphe  

s l 'origine. Notons  que (10) donne /j(x, DB~u)=O(x-P(s)). Nous a jouterons  s (10) l a  

condit ion plus for te  su ivante  

gk--Wk= O(X ~(~)) ~ /j(X, DBJg) = O(x -~(j)) 

qui est  vide si fl(j)/> 0 pour  tou t  j. Posons 

/~k (x, y) = ~/j (x, y)/Oy~ 
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et = (7. II;  (0, D 'w(O) ) 
r163 

off [a[ =max l f l  ] pour fl E Bj~. A(~) est la matrice spectrale associde ~ (10), in t rodui te  

par Lednev [4]. Soit ),(~) le rayon spectral de A(~). Nous ddmontrerons (Thdor~me 3.1) 

ClUe si r o n  a 

l~l <l/~(k)l, ~ ~= fl(k) sur B,~ 

et s'il existe ~ tel que ~(~)< 1, alors (10) a une solution unique holomorphe pros de 

l'origine. Ce thdor~me est dfi ~ Lednev [4](1); la preuve que nous donnons ici est 

nouvelle. 

Notons qne, s'fl s'agit du probl~me de Cauchy par rapport  au plan xz = 0, on a 

Dsa)=D] ~(j)l et, en prenant ~=(1  . . . . .  ~l, 1, ..., 1), on voit facilement que /~(~)-->0 si 

~l---~ oo o 

Soient m 1 . . . . .  m~ des entiers />0. On a l e  m~me dnoncd (Thdor6me 3.2) si 

< + I (k)l sur 

et  si / , ( x , y )  est lindaire en y~ pour [~]/> 

Le thdor~me 3.1 nous permettra de traiter un probl~me de Cauchy non-lindaire. 

Soient m 1 . . . .  ,mN et  n 1 . . . . .  n~ des entiers >/0, supposons que 

Io~l < m k - - n ,  sur B,  k 

et  considdrons le syst~me snivant 

Fj (x, O'Ju)  = O, u~,-  wk = O(x~) ,  (11) 

oh Fj est holomorphe pour x=-0, yB~= DB~w(0), 

F~ (x, DS~w(x) ) = O(x'~) (12) 

e t  d6t (F~ (x, DS~w(0))) ~ 0, ~ 6tant ddfini par D ~ = / ~ - " ~ .  

Sous ces hypoth6ses (11) a une solution unique, holomorphe ~ l'origine (Thdor~me 4.1). 

- -  Notons que si tous les n~ sont nuls, alors (12) est vide et (11) est 6qnivalent 

un  syst~me normal au sens de Cauchy-Kowalevski. 

(1) Dans  l 'ar t icle de Lednev,  ce r~sul tat  es t  ~ la base  d ' u n e  dtudo pouss~e de sysC~mes du  t y p e  
(10) qui s e n t  ho lomorphes  p a r  r appor t  ~ cer ta ines  des var iables  e t  non-holomorphes  pa r  r appo r t  
a u x  autres.  
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1.  M a j o r a n t e s  d e  s~r i e s  f o r m e i l e s  

Soit ~ =  (r162 . . . . .  ~ )  un mult i- indice ~ eomposantes  entibres de signes arbi t raires .  

Posons ] ~ [ = ~ 1 + . . .  + ~  e t  ~ ! = ~ ! . . . ~ r  off 1 / k l = O  si k < O  et  derivons ~>10 si 

~r pour  tou t  k. Posons x ~=  xT ' . . .  x ~ .  Considdrons des sdries formel]es 

= y./ x 
or 

Nous  6crirons /(z) = O(x B) 

si'il existe une sdrie formelle g@) telle que /(x)= x~g(x). Si fl+ = (max (0, flj)) est  la  

par t ie  posi t ive de fl, eeci dquivaut  ~ /(x)= O(x~+). Nous dirons que 

/(x) < <  g(x) 

si I/~l ~<g~ pour  tou t  ~. E v i d e m m e n t .  ceci entra ine  

P o s o n s  X = x 1 + . . .  + xn. 

pour  q u e / ( x )  < <  ~ hsX j il f au t  e t  il suffit  que ! hl~ I- 
J CZ" 

Done,  si nous p o s o n s  I~I=Y, 

alors M/(X) = ~ '  fill Xl~t, (1) 
I~1 

- -  off ~ '  signifie que la somme por te  sur - est  l~ plus pet i te  ma jo ran te  d e / ( x )  qui 

est  fonet ion de X seul. - -  Soient y = (y~ . . . . .  YN) d ' au t res  var iables  complexes.  Nous  dten- 

dons la ddfinition (1) en posan t  

MI(X. y) = ~ MI~ (X) r (2) 

/(x. U) = Y /~,x~U ~, /~(~) = ~ /~ ,x  ~ 
Ot 

M / ( R , s ) < ~ ,  R > O ,  sk>O,  

oh 

E v i d e m m e n t ,  si 

alors ]{x, y) est  ho lomorphe  pour  

[Yk] < 8~. 
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Rdciproquement ,  si / ( x , y )=~/~x~y  ~ est  ho lomorphe  dans  le polycyl indre  

alors  il existe C > 0 tel que 

Cr-'s-~; 

:par consdquent,  si R =  min  rj, 

. . . .  r~]  

e'est-&-dire M/(X, y) est  ho lomorphe  dens le polycyl indre  

[XI < m i n r j ,  lY~I <*~ 

L 'ut i l i td  de la ma jo ran te  (2) v ient  du l emme suivant ,  ddmontrd dans  l ' in t roduct ion.  

L r . M ~ r  1.1. Soient F(x,y) et /~(x) . . . . .  /~(x) des sdries /ormeUes. Alors 

MF(x, /1 (x) . . . . .  /N(x)) (X) < <  MF(X, M/I (X), ..., M/N(X)). (3) 

Exemple. Mlg(X) < <  MI(X) Mg(X). 

L'in4gali td (3) di t  que si un  coefficient du m e m b r e  droit  est  fini alors le coefficient 

r  de la sdrie formelle g(x)=F(x, ll(x) . . . .  ) est  bien d4fini. 

2. D~rivat ion  et  i n t eg ra t ion  

1)osons / ~ / ( x )  = ~>0 ~ (~ -- fi)!/~'x~-~" 

:Evidemment ,  D ~ = D~' ... D~ ~ off Dk = ~/axk et  D~ 1 est  une intdgrat ion en xk de 0 ~ xk. 

iLe fac teur  a T / ( a - / ~ ) !  d tant  nul  sauf si a>~fl, on a a>~/~ dans  la somme.  E v i d e m m e n t ,  

_DS/(x)=O(x-~). Notons  que D~'DSx~=D~'(a!/(~-fl)!)Z'-~=D~'+~x ~ si a>~fl et  que 

-D~x~=0 dans  le cas contraire.  Donc 

1 = o(x~) 

/ > > 0  

(3ompl~tons le L e m m e  1.1 pa r  
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L~MM~ 2.1. On a, pour fl de signe queleonque 

MD~ /(X) < <  D~ l M/(X), (3) 

oh Dx=a/aX.  - -  Si I fl[ <~0 on a aussi 

MD~/Drg(X) < <  M/(X) D~ +rl Mg(X). (4) 

En particulier M i l l ( X )  < < X-IPl M/(X)/I _ fl]! (5) 

Preuve. Ecrivons /(x) sous la forme ~=>~og=x=/od et  posons g~=0  si l 'on n 'a  pas 

>/0. Posons h i=  max  ]g=] pour  ]cr = J, off j est un entier  de signe quelconque. Alors 

i / (X )=  ~ hjiJ/i! et t o n  

D~ /(x) = ~ g=+~x=/a! ; D~' M/(X) = ~ hl~ I+j X~/j!. 

(3) rdsulte donc de 

Posons D=Dx.  L'in~galitd 

X~+'n+I/(l+m+ 1) <<X~Xm+~/(m+ 1) 

off l, m >10 donne 

F , G > > 0  ~ D-I(F(X) G(X))<<F(X)D-1G(X). 

E n  i t6rant  et en utflisant (2) on t rouve  donc que 

F ,  G > > 0 ,  )'~<0 

Pa r  cons6quent, si [fl[ ~< 0, 

:~ DJ(F(X) D~G(X)) <<F(X) DJ+kG(X). 

D I~1M/D I~1Mg(X) (6) 

est  majord par  le membre  droi t  de (4). Or, vu  le lemme 1.1 et  (3), (6) majore  le 

membre  gauche de (4). - -  La  preuve est finie. 

Changement de variables. Soit ~ = ~z . . . . .  ~n complexe, ~j~= 0 pour  tou t  j. Posons 

(~x)j = ~jxj et  

Alors 

E n  effet, ~=x =-~ = ~Z(~x) =-~. 

Sd(x) = l (~x) .  

D~ &/(~) = ~ &D~ l(x). (7) 
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3. Probl~mes de Goursat-Riquler 

Considdrons le syst~me (10) de l 'introduction 

D~(')u, = k ( x ,  D ~ ' u ) ,  u~ - w~ = 0(~(~) ) ,  

off j , k = l  . . . .  , N  et 

(1) 

Bjk dtant un ensemble fini d'indices. Soient y =  {y~}, ~ E Bj~ des variables complexes. 

Nous supposons que 
w e s t  holomorphe ~ l'origine (2) 

/~(x,y) est holomorphe pour x=O, y~=D~wk(O) (3) 

hk=O(x~(k)) ~ ts(x, DB~h(x)+ DB~w(x))=O(x-~(J)), Vh.  (4) 

Posons /~k = ~/j(x, y)/~y~, soit bsk = max ]~] pour ~ 6Bj~. Par ddfinition, 

est la matrice spectrale de (1). Notons 2(~) le rayon spectral de A(~), c'est-~.dire la 

valeur absolue maximale des valeurs propres de A(~). 

Le lemme ci-dessous donne quelques propri4t~s de (1) utiles pour la suite. 

LEMM~. 3.1. (a) Pour que u satis/asse ~ (1) il /aut et il su//it que v = u - w  satis- 

/asse  h 
Ds(J)vj= gj(x, DBJv), v~ = O(xB(S)), 

o~ gj (X, y~') =/j  (x, y~J + D~Jw(x)) -DS(J)wj (x). 

Si / a l e s  propridtds (3) et (4), g a l e s  mdmes propridtds avec w = 0 et rdciproquement. 

Zes matrice~ spectrales des / e t  des g sont identiques. 

(b) La substitution /(x)--->/(~x) darts (1) avec w=O change A(~) en AO?-I~). 

Pour chaque /a > 2(~) il existe un vecteur T(~) h composantes positives tel que 

~ Tj (~)Aj~(~) ~</~T~ (~). (5) 
1 

(c) Si u saris/air au syst~me (1) avec w = 0 ,  alors v~=Ds(~)u~ saris/air au sy~t~me 

v~ =/~ (X, D~iv), (1') 

oie B~=B'~a +fl(k) et t'~(x,y~I)=/~(X, ZBO, Z~,+~(~)=yT,. 
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.Les rayons spectraux de (1) et de (1') sont les m~mes. s / saris/air d~ (4) avec w = O, alors 

et rdciproquement. 

(d) Si v saris]air dt (1') et si 

/'~ (x, 1)'~g(x) ) = 0(~ -~(~)) (4') 

v~ = O(x-~(~)), (6) 

alors u~=D-~(~)v~ saris/air ~ (1) avec w = 0 .  En particulier, si (1') a une solution unique 

v, limite d'une suite d'approximations successives 

0 - - ~ / 0 - - - ) - v l - - >  . . .  V~--~ . . . ,  

Oft V~ +~ = / t  (X, D'~v'), 

et si / saris~air dt (4), alors u~=D-~(~)v~ est la solution unique de (1) avee w=O. 

Preuve. (a) - -  Evidente.  (b) - -  La  premiere partie r~sulte de (2.7). Soit I la 

matrice unitd et  soit 0 > 0 .  Alors, les ~lgments de A~(~)=A(~)+~I  dtant  positffs, vu 

un th4or~me classique de Frobenius, il existe un vecteur T~(~) s composantes posi- 

tives tel que ~ T] (~) A]~ (~) = 2 ~ (~) T~ (~), A ~ (~) 6rant le rayon spectral de A ~ (~). Puisque 

~(~)-->~(~) si (~-->0, A(~) a la propridtd voulue. (c) - -  La  premiere partie rdsulte de 

(2.1); en effet, puisque u ~ = 0 ( x  ~(~)) on a D~u~=D~-~(~)D~(~)u~. La matrice spectrale 

de (1'), ~, savoir 
(A~ (~) I~ ~(~)-~(')l), 

a le mSme spectre que A(~) et, par consdquent, le mSme rayon spectral. Puisque 

g~ = O(x -~(k)) donne 
D~ g~ = D~+~(~) hk off hk = D-~(~) gk = O(x~(k)), 

(4) implique (4') et puisque hk = 0(x  e(k)) donne D~+Z(k)h,= D*g, off g, = D~(k)h, = O(x-~(k)), 

(4') implique (4). (d) - -  La premiere partie r~sulte de ce que (1) donne D~v,=D~+~(k)u,. 

La seconde partie rdsulte de ce que (4) implique (4'), en particulier on a v~ = / j  (x, 0 ) =  

O(x-~(J)), d'ofl, vu (4'), v~ = O(x -~(j)) pour tout  v. Done on a (6) et  on peut  appliquer 

la premiere pattie.  

Nous ferons deux choix des ensembles Bjk. D 'abord 

TH~OR~ME 3.1. Soit 
Bj,:l~l<]fl(k)l, ~#~(k) (7) 

et supposons qu'il existe ~ tel que 2(~)< 1. Alors (1) a une solution unique, holomorphe 

h l'origine. 
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Note 1. La  condition concernant  le rayon spectral, n 'es t  ni n$eessaire ni superflue. 

E n  effet, il est facile de voir que l '~quation 

2D1D2u = aD~u + bD~u, u - w = O(xlx2), 

off a et b sont  des nombres  complexes, admet  une solution holomorphe s l 'origine 

pour  tou t  w holomorphe si et seulement si ab n 'es t  pas un nombre  r~el > 1. Dans  

ce cas, min~t(~)= Y ~ .  Voir aussi Gyun the r  [5]. 

Note 2. Soit S=(S j~)  diagonale, Sjj = [~(J)l. Alors la matrice 

a l e  m~me spectre que A. Done, s'il existe ~ = ~i . . . . .  ~n rdel tel que ~fl(k)= ~ ~lfl(/c)~ > 

V~= ZWa~ pour  tou t  a E B m tel que lal = bjk, en posant  ~ = (e ~'~ . . . . .  e " t )  et  en faisant 

t - + c o  on voi t  que S A S  -1 t end  vers z4ro, donc ~(~)-~0. E n  partieulier, s'il s 'agit  du  

probl~me de Cauchy par  rappor t  au plan x~ = 0, c 'est-s si D~(~)=D]~(~)I, en prenant  

~ = 0  si k=~l et  ~ = 1 ,  on voi t  que la condition concernant  le rayon  spectral est 

toujours  v~rifide.(1) 

Preuve. Vu le lemme 3.1.(a), il suffit de supposer que w = O ,  et vu  ( d ) d u  m~me 

lemme, fl suffit de d~montrer,  dans le cas f l (k)=0 ,  que (1) a une solution unique, 

limite d 'une  suite d 'approximat ions  successives 

0=u~ . . . .  

Puisque l a l = 0 ,  aN=0 implique D ~ h ( 0 ) = 0  pour  tou t  h, u~es t  solution de ( 1 ) e n  m~me 

temps que v~ = u~- /~ (0 ,  0) est solution de v~ =/~(x, D ~ v )  - /~(0 ,  0). Nous  pouvons  done 

supposer que 1~(0,0)=0.  Vu le lemme 3.1.(b), nous pouvons aussi supposer que 

= 1 . . . . .  1. Posons 

F~(X, Y) = MI, (X,  X~ I.,~ r ) ,  

off Y = (Yx . . . . .  YN) et X-Is;I  y = {X-I~l y~}, ~ 6 B~. 

Les lemmes 1.1 et 2.1 mont ren t  que 

/j(x, DSJu(x)) < <  Fs(X ,  X-ISJIMu(X)) .  (8) 

(1) Soit E l'ensemble des vecteurs r~els ~ tels que ~<~fl(k) pour tout ~EByk et tout j, k. Par 
hypoth~se, EB (1, . . . ,  1). Le ra~me raisonnement montre qu'on peut, dans l'~nonc6 du th~or~me 3.1, 
remplacer ~t(~) par le rayon spectral de la matrice (5= I]~)(0, DBw(0))] I~-~(t)1), od la somme porte 
sur les ~ v~rifiant ~r ~=rlfl(Ir ) pour tout ~EE. Je dois cette remarque ~ M. Jean Leray. 
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Puisque  /j(O,O)=O on a Fj(O,O)=O; de plus  

~Fj(o,o)/~r~= ~ 1/7~(O,O)I=Aj~. 
lo~l =o 

Choisissons m a i n t e n a n t  ju >/2(~), ~u < 1 et  un  vec teur  T a y a n t  la  propr idt6  (5) e t  posons  

Y r = Z Y j T j ,  F r = ~ F j ( X , Y ) T j ,  i r u ( i ) = ~ T j M u ~ ( X ) .  

On a Fr(X,  Y) <<tzYr+ H(X,  Y), 

off H(X, Y)= 5 Tj(F,(X,  Y ) - Z A j ~ r k )  

a la  propr i4t4  que H(O,O)=~H(O,O)/~Yj=O, I<~]<~N. 

P a r  hypoth~se,  /z < 1, e t  H < ~o pou r  0 < X et  0 < Yk assez pe t i t s .  Donc,  pour  ehaque  

Yo assez pe t i t ,  il  exis te  X 0 = Xo(Yo) > 0 tel  que 

O<~X<~Xo, 0~<Yr~<Y 0 ~ FT(X ,Y )<~Y  o. 

P a r  consdquent ,  vu  (8), l ' app l i ea t i on  u--->v ddfinie p a r  

vj = b (x, D'~u) 
a la  propr i4 td  que 

X <~X o, Mru(X)  <- Yo ~ Mrv(X)  <~ Y o. 

Done,  si 0 =u~ ... --->u'---> ... (9) 

es t  la sui te  des i tdra t ions  de u--->v, on a 

X <<. X o :~ Mr u~ (X) <~ Yo 

pour  t o u t  ~. - -  Ddmont rons  m a i n t e n a n t  la convergence de (9). Soi t  

/~(x, y) - lj(x, z) = ~ Irk (x, y, z) (y~ - z~) 
~ , ]~ 

et  soi t  u->v, u':-->v'. Les lemmes  1.1 et  2.1 m o n t r e n t  que 

M(v - v' )j (X) < <  ~ lV jk (X, Mu(X),  Mu'  (X)) M(u - u')~ (X), 

off -Fjk (X, Y, Z) = ~ Mt~k (Z, X-IB, I y, X-I~,l Z) X -I~1. 

Fj~ (0, o, o) = Aj~. E n  par t icul ier ,  

Donc ,  vu  (5), 

Mr(v - v') (X) < <  (# + H(X, Mu(X),  Mu' (X)) Mr(u - u') (X), (1O) 
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off H(X,  r ,  z ) =  ~. Tj[Fjk(X, r ,  z ) - A s k  ] T ;  1 
t k  

s'annule s l'origine. En prenant d 'abord Y1 > 0 et ensuite X 1 = X 1(Y1) > 0 assez petits 

pour qu'on air 
F~.(X, YO <<. r , ,  I~ + H(XI,  YI, Y,)  < I 

et en prenant u = u  ~, u ' = v = u  "+1, v ' = u  "+2 dans (10), nous voyons que (9) converge 

pour ]x,[ + ' . "  + [x-I < Xx et, par  cons4quent, aussi pour [x 1[ + ' "  + I xn] < X0, vers une 

solution de (1). Une application de (10) s deux solutions u = v  et u' =v'  montre que 

u = u '  pr6s de l'origine. - -  Notre second choix des ensembles Bjk est plus gdn4ral 

que (7), mais fl exige des hypoth6ses de lin4arit6 sur les /j. Le th~or~me suivant est 

nouveau, un cas sp4cial' lin4aire fur trait4 par Jan  Persson [8]. 

TH]iOR~ME 3.2. Soient m 1 . . . . .  mN des entiers >10 et soit 

B,k: I~1 <-<m,-mk+ I~(k)l, (11) 

/ j(x,y) linr en y~ si [~[>~[fl(k)[--mk. (12) 

Alors, s'il existe ~ tel que t ( } ) <  1, le probl~me (1) a une solution unique, holomorphe 

dt l' origine. 

Note. Si t o u s l e s  mj sont nuls et si a~f l (k)  pour a 6 Bjk, ee th4or~me est un cas 

sp6cial du thdor~me prgc~dent. 

Preuve. Soit 

et posons 

O,:I~I<I~(Z)I-m, 

DCu= {D~u,}, ~ 6 C,. 

Vu les hypoth&es (11) et (12) on a 

fi(x, D~'u) = ~ /~'k (x, l ~ u )  D'uk + gj(x, D%),  

oR I~[<m,-~k+l~(k)l. 

Prenons d 'abord le cas [fl(k)I=mk, fl(k)>~O, w=O. 

Alors, puisque uk= O(x~(k)), fl(k)~>O, (1) 4quivaut 

u, = q~j (z, u), 

oR cpj(x, u) = ~ D-~~ ffk (x, DC u) D~uk + D-P(J) gj(x, 1)C u), 
0~, k 

oR I:,l<l~(i)l, DCu={Dru,}, Irl<0. 

(13) 

(14) 
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Notons que uk = O(x ~<~>) donne DCu(0) = 0. Vu le lemme 3.1.(b), nous pouvons supposer 

que ~=  (1 . . . . .  1), c'est-~-dire que le rayon spectral de 

A = (Ajk)= (~ ]/;k (O, 0)l), [~l =mj  

est inf4rieur ~ 1. Posons 

Fm (X, Y) = ~.. M/~ (X, X-ICl-l Y) X I~(D-~l 

et Gs(X, Z) = ~ Mgs(X, X-lCl-lY) X I~(j)t, 

off X-lCl-lY={Z-lYl- 'Y~}, [rl <0 .  

Puisque [7[ < O, [fl(j) - ~[ ~ 0 et I (J) l >/o, _vs~ et G~ so~t de~ ~ries  ormeUes, oonver- 

gentes si X et Y sont assez petits. De plus, 

Fsk (0, 0) = Ask. 

Les lemmes 1.1 et 2.1 montrent  que 

~s(x, u) < <  7 ~s~(x, X :Mu(X) ) Mu~(X) + as(X, X i u ( X )  ). (15) 

Soit T un vecteur b. composantes positives ayant  la propridtd (5), oh # < 1 .  

Etudions la fonction 

H(X, Y) = ~ T s Fj~ (X, X Y) Z~ + 5 Ts Gs (X, X r ) ,  

o1~l Y = ( Y 1  . . . . .  YN)- O n  a 

H(X, Y) << H o + la Yr + R(X, X Y), 

off R(X,Z)  converge pour X et Z assez petits et R(O,O)=O. Done, pour chaque 

Y o > H o / ( 1 - # )  il existe Xo=Xo(Yo)>O tel que 

O~Yz<.Yo,  O<~X<~X o =~ H(X,Y)<~Yo. 

Par  consgquent, si nous d~finissons l'application u--->v par v= q~s(x, u), nous avons 

v~= 0(z  e(k)) et (15) donne l'4nonc~ suivant 

0 <~ X <. Xo, Mru(X) <. Yo 

Done, les approximations sueeessives 

0 = U0 ---> u l  ---> , . .  

ont la propri4t6 que 

=~ Mrv(X) <~ Yo. 

(16) 

O<~X <<-Xo =~ M r u ' ( X ) ~  Y o. (17) 
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Etudions  main tenan t  la convergence de (16). Vu (13), on a 

/j(x, y) - /~(x ,  z) = ~, /Tk (x, y, z) (y~ - z~), 

o~t /~'~ (x, y, z) =/~k (x, yC, zC). 

Done, si u->v ,  u'--->v', on a 

vj - v~ = ~ D-~(J)/~k (x, DC u, DC u ') lY '(u - u')~. (18) 

I)uisq ue 1•[ < 0, [6- /~( i ) [  >/0 et  ]fl(i)[ >~ 0, 

F'~k (X,  Y ,  Z) = M/~k (X,  X -let-1 Y,  X- Ic I -1Z)  X I~(i)-~l 

est une s~rie formelle, convergente si X, Y, Z sont assez petits. Les lemmes 1.1 et  2.1 

combings avec (18) mon t ren t  que 

M(v  - v')j (X) < <  ~ Fjk(X,  X M u ( X ) ,  X M u '  (X))  M ( u  - u ')k(X),  

off Fjk (X, Y, Z) = ~ F~'~ (X, Y, Z). 

Evidemment ,  Fjk (0, 0, 0) = Ash (0, 0). 

Donc, si T a la propridtd (5) off / t <  1, on a 

Mr  (v -- v') (X) < <  (# + F ( X ,  X M u ( X ) ,  X M u '  (X))) Mr  (u - u') (X), (19) 

off F ( X ,  Y,  Z) = ~. (Fjk (X, Y, Z) - Ajk(0, 0)) T i T ;  1 

s 'annule & l'origine. E n  appl iquant  (19) & u = u ' ,  u ' = v = u  "§ v ' = u  "+~, il rdsulte de 

(17) que la suite (16) converge dans un  voisinage de l 'origine et, par  consdquent, 

aussi pour  [Xl[ + ... + Ixn] <X0,  vers une solution de (1). La  formule (19) mont re  aussi 

qu 'une  solution holomorphe est unique.  

E n  remplagant  uk par  D-a(k)uk, nous voyons, vu (14) et  le lemme 3.1.(c), que 

le syst~me (1) a une solution unique u holomorphe s l 'origine sous les hypotheses 

suivantes 

B,k: I~l < m j - m ~ ,  

[s(x, y) lingaire en yT, si ]6[/> ink. 

De plus, cet te  solution est l imite d 'une suite d 'approximat ions  successives 

0 = u0 --> ul  --> . . . .  

Done, vu la part ie  (d) du m~me lemme, le th~or~me est d~montrd. 



U N E  V A R I A N T E  D E  L A  M ~ T H O D E  D E  M A J O R A T I O N  D E  C A U C H Y  157 

4. Un probl~me de Cauchy vectoriel non-lin~aire 

Soient m I . . . . .  mN et n 1 . . . . .  nN des entiers ~> 0, soient 

B,k:l~]<~m,--nj; j , k = l  . . . . .  N (1) 

des ensembles finis d'indices et considdrons le problbme de Cauchy suivant  

Fj (x, DB~u) = 0 ,  i = 1 . . . . .  iV; (2 )  

uk-- wk = O(x'~), k = 1 . . . . .  N.  

Posons y = {y~}, a E Bj~ et F•k (x, y) = ~Fj (x, y)/@~. Nous supposons que 

Fr yB 0 est holomorphe pour  x= O, ySJ=DSiw(O), (3) 

que Fj (x, DSJw(x) ) = O( x~J) (4) 

et que ddt(F~k (0, DBJw(O))) ~= O, D ~ = D'~ k-nj. (5) 

T H ~ O I ~ M E  4.1. SOUS les hypotheses (1), (3), (4) et (5), le syst~me ( 2 ) a  une solu. 

tion unique holomorphe de l'origine. 

,u Le premier b~ trai ter  des systbmes lindaires du type  (2)non-analyt iques ,  fur  

Le ray  [6]; dans [7] on t rouve une thdorie d 'uniformisat ion dans le eas analyt ique  

lindaire. 

Preuve. En  remplagant  u par  u + w, on voi t  qu' i l  suffit de trai ter  le cas w = 0. - -  

Soit u une solution de (2). Alors 

1)~JFj (x, D'Ju(x)) = 0, u~ = 0 ( x ~ ) .  (6) 

Rdeiproquement ,  soit u une solution de (6) et supposons que Fj(x, O)= O(x~). Alors 

F j  (x, D~Ju(z) ) = F~ (x, D'Ju(x) ) - F~(x, O) + ~ (x, O) = O(z~) 

de sorte qu 'on  a (2). Par  consdquent, il suffit de ddmontrer  que, sous les hypotheses 

(1), (3) et (5), (6) a une solution unique, holomorphe s l 'origine. Soit C:lrl<mk. 
Evidemmen t  il existe Gj(x, yC), holomorphe pour  x =  0, yC= 0 tel que 

D~ Fj (x, DS~v(x) ) = Oj(z, OC v(x) ) 

pour  toute  fonct ion holomorphe v(x); de plus, puisque FTk=G]k(x, yC), si D~=D~-"J ,  

D~=D~ ~, vu (5), on a 

ddt (G]k (0, 0)) # 0, D e = D~ nk. 
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Par  consequent,  il suffit de d~montrer  le th~or~me quand  w e t  t o u s l e s  nj sont  nuls~ 

Or, dans ce eas, vu  (5), (1) peu t  s'~crire sous |a  forme 

off C :  Irl  ~m~, D ~  ~ et H j ( x , y  c) est ho |omorphe  ~ l 'origine. Une applicat ion du 

th~or~me 3.1 et  sa note  2 ach~ve ]a d6monstrat ion.  
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