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1. Einleitung 

1.1. Problemstellung. I s t  ~ eine algebraisehe Irrat ionalzahl  und  e > 0, so gibt  es 

nach einem berfihmten Satz yon  K. F. R o t h  [6] hSchstens endlich viele rationale Zahlen 

p/q, so dal~ 

~ - P  < ]q[ 2 - e  

ist. I n  diesem Satz darf  die Kons tan te  2 in ]q I-e-* dutch keine kleinere ersetzt werden. 

Sind ~1 . . . . .  ~n algebraisch, aber 1, ~x,-.., ~n linear unabhgngig  fiber dem rationalen 

Zahlk6rper Q, und  ist e > 0, so ist zu vermuten,  dab es h6ehstens endlich viele (n + 1)- 

tupel  ganzrat ionaler  Zahlen q > 0 ; p l ,  . . . , p ,  gibt, so dab 

]~ PJ <q-(l+lln)-* 
J -  q ( i  = 1 . . . . .  n )  

gilt. Man kann  leicht sehen, dab man in dieser Vermutung  1 + 1In durch keine kleinere 

Kons tan te  ersetzen daft.  

Dual  zum Problem der simultanen Approximat ion  ist das Linearformenproblem. 

Macht  m a n  dieselben Voraussetzungen fiber ~a . . . . .  ~n und  e wie vorhin, so ist zu ver- 

muten,  dab es h6chstens endlich viele (n + 1)-tupel qx . . . .  , qn; P ganzrat ionaler  Zahlen mit  

q = Max (I qi ], -.., ]qn]) > 0 gibt, so dab 

Iq, ~1 + ... + q . ~ . - p ]  < q-"-* 
erffillt wird. 

Leider kSnnen wir die angefiihrten Vermutungen,  die iibrigens nach dem Khintehi-  

ne 'schen ~ber t ragungssa tz  [3] /~quivalent sind, nicht  beweisen. Wir  werden hier S/~tze 

11 - 652933 Acta mathematica 114, I m p r i m 6  le 19 oc tob re  1965. 
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herleiten, die in die Richtung der Vermutungen weisen, wenngleich sie wesentlich 

schw~cher sind als diese. 

Andere Si~tze aus diesem Problemkreis bewies Hasse [2]. 

1.2. Hauptresultate. Den Abstand einer reellen Zahl a zur n~chsten ganzrationalen 

Zahl bezeichnen wir mit ]1 a]l, die nKchstkleinere ganze Zahl mit [a]. Weiter bedeute 

l log x, falls x/> e, 

L ( x ) = [  1, falls x < e .  

Funktionen Ll(x), L2(x ) . . . .  werden induktiv durch L l ( x ) = L ( x  ) und Lk(x)=L(Lk- l (X))  

definiert. Weiter sei Lo(x ) = x. 

Wir sagen yon einer Menge ~ yon natfirlichen Zahlen, sie hat  Eigenschaft E, 

falls ~ entweder endlich ist, oder falls die als wachsende Folge ql < q2 < ' - "  angeord- 

neten Elemente yon ~ fiir jedes k die Limesbeziehung 

lim sup Lk(qh+l)/Lk(qh)= 

erfiillen. 

SATZ 1. Die Zahlen ~1, ~ seien algebraisch, und 1, ~1, ~2 linear unabhgngig iiber Q. 

Sei s > 0 .  Die Menge ~ aUer natiirlichen q, /iir die 

[Iq~i H" Hq~211 ql+~< 1 (1) 
ist, hat Eigenscha/t E. 

FOLGERV~G. Seien ~1, ~ ,  e wie in Satz 1. ~* sei die Menge aller natiirlichen q, 

zu denen es ganzrationale Pl, P~ gibt, die 

~ 1 - ~  <q  -3j2-~ , ,2--~]<q -3/2-e 

er/iillen. ~* hat Eigenscha/t E. 

Diese Folgerung kommt der Vermutung fiber simultane Approximationen ffir n = 2 

nahe. Nach der Vermutung ist ~*  endlich. 

Bevor der Satz yon Roth bewiesen war, hatte Schneider [7] ffir den Fall einer 

algebraischen Irrationalzahl ein ~hnliches Ergebnis gezeigt. 

Dual zu Satz 1 ist 

SA.TZ 2. ~1' ~2' e seien wie in Satz 1. Die Menge ?~ aUer natiirlichen q, zu denen 

es ganzrationale ql:~0, q2=~0 mit q = M a x  (Iqi], Iq~[) gibt, so daft 

]]q1~1 -I- q2~2 ][ ]qi] l+e [q2[ l+e < 1 (2) 
gilt, hat Eigenscha/t E. 



UBER SIMULTANE APPROXIMATION ALGEBRAISCHER ZAHLEN DURCH RATIONALE 161 

FOLG~,RUNG. ~1, ~ ,  e seien wie in Satz 1. Sei ~*  die Menge aller natiirlichen q, 

zu denen es ganzrationale ql, q2; P mit  q = M a x  (Iqll, Iq21) gibt, so daft 

[qs~ + q ~  -P] < q-~-~ 
ist. Dann  hat ?~* Eigenscha/t E.  

1.3. Nebenresultate. Einige der zum Beweis der Hauptresultate benStigten Ergeb- 

nisse sind vielleicht fiir sich von gewissem Interesse. 

In w 2.1 werden wit eine Eigenschaft F fiir Mengen yon nichtnegativen reellen 

Zahlen definieren. Im Augenblick brauchen wir yon dieser Eigenschaft nur zu wissen, 

dab ~ede Menge natigrlicher Zahlen mit  Eigenscha/t F auch Eigenscha/t E besitzt, und ~ede 

endliche Menge Eigenscha/t F hat. 

SATz 3. Seien ~1 . . . . .  ~n algebraisch und 1, ~1 . . . . .  ~n linear unabhdngig i~ber Q. Sei 

> o. W i t  setzen l = n § 1. 

Wir  bilden die Menge ~[  aller positiven Zahlen Q, zu denen es n nichtnegative reelle 

Zahlen a s . . . . .  an mit  

al-~-a2§ , . .  §  1 + ~ (3) 
sowie eine Matr ix  

Pli ..- PlnPll 1 
M = " . . . . .  (4) 

\ P h i  ...  PnnP~z / 

vom Rang n mit  ganzrationalen Elementen gibt, so daft die Ungleichungen 

Ip,~[<Q (1 ~<i~<n) (6) 
er/iillt sind. 

hat Eigenscha/t F.  

Im Spezialfall aj = (1 + ~) /n  (i = 1 . . . . .  n) wiirde aus Pil = 0 fiir Q > 1 wegen (5) 

folgen p~j= 0 (?'= 1 . . . . .  n), und die Matrix M kSnnte nicht Rang n besitzen. Somit 

gilt nun pi~=~0 ( i=  1, .,., n), und (5) und (6) ergeben zusammen 

~J-P~JP,zl ~]Ptzkl- l ln-~ln (1 <<.i<<.n;. 1 <~]<~n). 

Man hat also n verschiedene simultane Approximationssysteme z u  ~1 . . . . .  ~n (n~mlich 

fiir i =  1, ..., n), deren Nenner nach (6) alle dem Betrag nach h6chstens gleich Q sind. 
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Fiir n =  2 ist unsere Voraussetzung hier also in diesem Sinne starker als in der 

Folgerung zu Satz 1, wo man nur ein simultanes Approximationssystem zu ~1, ~2 

braucht. _~hnlich verh~lt sich der Fail n = 2 des im folgenden zitierten Satzes 4 zur 

Folgerung aus Satz 2. Es zeigt sich aber, daft man durch Kombinat ion der F~lle n = 2 

der S~tze 3 und 4 mit  einem eigenartigen ~bertragungssatz  die S~tze 1 und 2 her- 

leiten kann. 

Die F~lle n >  2 der S~tze 3 und 4 werden zur Herleitung der , , t tauptergebnisse" 

nicht benStigt. 

SXTZ 4. Die Zahlen ~1 . . . .  , ~ seien alqebraisch und irrational. Sei (~>0. Wir setzen 

l = n + l .  

sei die Menge aUer positiven reeUen Zahlen Q, zu denen es nichtnegative reelle 

Zahlen b 1 . . . . .  bn gibt, so daft 

b ~ + b 2 + . . .  + b , < l - 5  (7) 

ist, sowie eine Matrix M der Gestalt (4) vom Rang n mit ganzrationalen Elementen 

gibt, so daft 
Ip,,[<~Qb, (l~<i~<n; l~<?'~<n) (8) 

I p t ~ l + . . . + p , ~ - p , l < . Q - 1  (1 ~<i~<n) (9) und 

gilt. 

Dann hat ~ Eigenscha/t F. 

Sind ~1, ~2 beliebige reelle Zahlen und e > 0, so definieren wir ~(~1, ~2, e) so wie 

in Satz 1 und ~(~1, ~ ,  e) so wie in Satz 2. Waiter seien fiir 5 > 0 Mengen ~(~1, ~2, 5) 

so wie ~(~1, ~2, 5) definiert wie im Fall n = 2 der S~tze 3 und 4. I s t  ~ eine reelle Zahl, 

so sei 1:(~,5) die Menge der natiirlichen q mit  H~qI]<q -1 e, fiir die es also ein ganzes 

p mit  I ~ - p / q l < q  -2-~ gibt. Nach dam Satz yon Roth ist s endlich, fails ~ irra- 

tional und algebraisch und ~ > 0 ist. 

SATZ 5 (Ubertragungssatz). ~i, ~2 seien reeUe Zahlen, so daft 

[]q~lll>~q-C., IIq~:2[[ ~> q -~, (m) 

]iir Konstanten c 1 > O, c 2 > 0 und beliebige natiirliche Zahlen q > 1 und 

]l q1~1 § q2~211 ~> q-C. (11) 

]iir eine Konstante % > 0  und natiirliche Zahlen ql, q~ mit q = M a x ( I q l  I, Iq2])>l  gilt. 
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(a) Sind ~/(~,  ~2, 5), ~(~1, ~2, (~), s  ~)' ~"(~2' (~) /i~r ]edes ~ > 0 endlich, dann sind 

~(~1, ~2, ~:) u/bd ~(~1, ~2, e) /i~r jedes ~> 0 endlich. 

(b) Haben ~/(~1, ~2, (~), ~(~1, ~2, (~), E(~, ~), l:(~ 2, (~) /i~r ]edes ~ > 0 Eigenscha/t F, 

so haben auch ~(~1, ~2, e), ~(~1, ~2, e) /i~r ~edes e > 0  diese Eigenscha/t. 

Sind nun ~1, ~2 algebraisch und 1, ~1' ~2 1.u. fiber Q, dann gilt bekanntlieh (10) 

und (11). Nach dem Roth'schen Satz haben 1~(~1, ~) und I~(~2, (~) fiir ~ > 0  hSchstens 

endlich viele Elemente, und ~(~1, ~2, (~) und ~(~1, ~2, 5) haben nach den S/~tzen 3 und 4 

Eigenschaft F. Infolge Satz 5 b bezitzen also ~(~i, ~2, e) und ~(~l, ~2, e) falls e > 0 ist, 

Eigenschaft F u n d  daher auch Eigenschaft E. 

Die S/itze 1 und 2 folgen also aus dem Satz yon Roth so wie aus den Ss 3, 

4 und 5. 

1.4. Transzendente Zahlen. Als einfaehe Anwendung von Satz 1 zeigen wir am 

Ende der Arbeit folgenden 

SATZ 6. ql, q2 . . . .  seien die Ngherungsnenner in der Kettenbruchentwicklung einer 

quadratischen Irrationalzahl. Sei c > 1 + ~3, nk = [ck]. Dann ist 

transzendent. 

~: = ~ (qnk) -1 (12) 
k=l 

Die Konvergenz der ~ definierenden Reihe ist klar. Man kann fiir die Folge 

ql, q2,--, etwa die Fibonacci-Folge nehmen. 

Mit dem Roth'schen Satz kann man die Transzendenz yon ~ mit unserer Beweis- 

methode nur ffir c > 3 zeigen. Es ist zu vermuten, daft die Behauptung sogar ffir c > 1 

richtig bleibt. 

1.5. Weitere Ergebnisse. Seien ~1, ~2, ~3 algebraisch und 1, ~1, ~ ,  ~3 linear unab- 

h/~ngig fiber Q. Dann kann man zeigen, dab die Menge der natiirlichen q, zu denen 

es ganzrationale q~, q~, qa mit 

q=Max(Iql[,Iq21,1qal) und IIq~l + q ~ + q 3 ~ a H < q  -5-~ 

gibt, ffir festes e>  0 Eigenschaft E besitzt. Da aber die Schranke q-5-~ nicht mit der 

zu erhoffenden Schranke q-3-~ fibereinstimmt, ist dieses Resultat weniger interessant, 

und es wird hier nicht bewiesen. Ffir mehr als 3 algebraische Zahlen ~1, ~2 . . . .  sind 

die Verh~ltnisse noch ungiinstiger. 
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2. Die Eigensehaft F 

2.1. De/initionen. Ist  ~ eine Menge von nichtnegativen reellen Zahlen, so sei L~(~)  

die Menge der Zahlen der Form Lk(x), wobei x E ~ .  

habe Eigenscha/t Gm (m natiirlich), /alls es zu jedem C 1>7 1 ein C 2 = C~ (C1) gibt, 

so daft es m-tupel 

X 1 < X 2 < . . ,  < X m 

yon Elementen aus ~ mit beliebig groflem x I gibt, so daft 

ClXj<XI+I~C2xt (j=l,2,...,m-1) (1) 

er/iillt wird. 

771 hat Eigenscha/t LGm, /alls es ein k ~ 1 gibt, so daft ~ k  = Lk ( ~ )  Eigenscha/t G,n besitzt. 

hat Eigenscha/t F, /al ls  ~ nicht sdmtliche Eigenscha/ten LGm (m = 1, 2 . . . .  ) besitzt. 

2.2. Zusammenhang mit Eigenscha/t E. Wie schon in der Einleitung angekiindigt, 

zeigen wir hier 

HILFSSATZ 1. Eine Menge ~ nati~rlicher Zahlen, welche Eigenscha/t F besitzt, 

besitzt auch Eigenscha/t E. 

Beweis. Wir diirfen annehmen, die Menge ~ ist unendlich. Wir ordnen die Ele- 

mente yon ~ in einer wachsenden Folge q~ < q2 < . . -  an. Hat  ~ nicht Eigenschaft E, 

so gibt es ein k, so dag 

lim sup Lk(qh+i)/Lk(qh) = D < 
h--->oo 

ist. Es ist nun fiir h > h  o Lk(q~+l)/Lk(qh)<D+l. 

Ist  C1>~ 1 gegeben, so setzen wir C~ = (D+  1)C r Wir setzen x 1 = qh, wobei h >  h 0 

ist. Es gibt nun ein x 2 E ~ ,  so da[~ C1Lk(x~)<Lk(x~)< C~Lk(xl) gilt. Ebenso gibt es ein 

x 3 E ~ ,  so dab C1Lk(x~)<Lk(xa)<<.C~Lk(x~) gilt. So fortfahrend sieht man, dal3 Lk(~ )  

die Eigenschaft Gm fiir jedes m besitzt. 

Falls ~/ Eigenschaft F hat, so ist dies unmSglich. Dann hat also ~ auch Eigen- 

schaft E. 

2.3. Hil/ss~itze. 

HILFSSATZ 2. Die Vereinigungsmenge yon endlich vielen Mengen mit Eigenscha/t 

F hat wieder Eigenscha/t F. 



UBER SIMULTANE APPROXIMATION ALGEBRAISCHER ZAHLEN DURCH RATIONALE 165 

Bemerlcung. Eine analoge Behauptung  fiber die Eigenschaft  E w/~re falsch. Der 

t tauptvor te i l  der Eigenschaft  F ,  yon dem wir 6fter Gebrauch machen  werden, liegt 

eben in Hilfssatz 2. 

Beweis. Offenbar geniigt es, den Hifssatz fiir die Vereinigung von  zwei Mengen 

zu zeigen. Wir  zeigen hier sogar etwas mehr,  n~mlich: Hat ~ = ~1 U ~2 Eigenscha/t 

LGm~, so hat entweder ~1 oder ~ Eigenscha/t LGm. Daraus  folgt der Hilfssatz, denn 

h~tte  ~ nicht  Eigenschaft  F ,  so h/itte ~ Eigenschaft  LG,~ fiir jedes m. Entweder  

]ql 1 oder ~ 2  h/itte nun  Eigenschaft  LGm fiir beliebig groBe Zahlen m. Da  aber aus 

m ' <  m und  Eigenschaft  LGm die Eigenschaft  LG~. folgt, h/~tte nun  eine der Mengen 

]m~ Eigenschaft  LGm fiir jedes m, somit nicht  Eigenschaft  F .  

U m  unsere oben formulierte Behauptung  zu zeigen, gentigt es, folgendes zu be- 

weisen: Hat ~ = ~1 U ~2 Eigenscha/t Gin,, 80 hat entweder ~1 oder Ms Eigenscha/t Gm. 

Wir nehmen also an, ~ habe Eigenschaft  Gm,. Zu jedem C 1 >~ 1 gibt  es ein Cs, 

so dais es m2-tupel x 1 < x 2 < ... < Xm, Yon Elementen  xj E ~ mi t  beliebig groBem x 1 

gibt, so dab 

ClXj<Zj+l~Csx j (~=1 . . . .  , m S -  1) 

ist. J edem K > 0 ordnen wir ein solches mS-tupel mit  x 1 > K zu. Sei zuniichst K fest. 

Wir  unterscheiden zwei MSglichkeiten: 

(a) Es  gibt m aufeinanderfolgende Zahlen xk+l, xk+2 . . . .  , xk+~ aus x I . . . . .  Xm,, die 

abe zu ~ 1  geh6ren. Nun  ist also 

Clxk+j <xk+j+l ~< Csxk+j 0"= 1 . . . . .  m - -  1). 

(b) Gilt nicht  (a), so gibt es m Zahlen k 1 < k s < ... < km zwischen 1 und  m s, so dab 

kj+l<~k~+m ( i = l  . . . . .  m - I ) ,  wobei x k ~ G ~  ( ] = 1  . . . . .  m). N u n  gilt mi t  C~=C~ 

C~xkj<.x~+l<<.C~xk~ ( j = l  . . . . .  m - I ) .  

Tr i t t  (a) fiir beliebig groge K auf, so setzen wir/(C1) = 1. Es gibt  nun Elemente  

Yl < ... < Ym aus ~ 1  mit  beliebig groi]em Yl, so dal3 

Clyj<yt+I~C2y j ( j = l  . . . . .  m - l ) .  (2) 

Ansonst  gilt (b) ffir beliebig groBe K, und wir setzen / (C1)=2.  Nun  gibt  es 

Elemente  Yl < ... <Ym aus ~/s mi t  beliebig groBem Yl, so dab 

Clyj<yj+l~-~C2y) ( i = l  . . . . .  m - l ) .  (3) 
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I s t  / (C1)= 1 ftir beliebig groBe C1, so ha t  ~/1 Eigenschaf t  Gin: Denn  dann  gibt  

es zu beliebig groBem C 1, daher  zu jedem beliebigen CI~> 1 ein C~, sowie Yl . . . . .  Ym 

aus ~ 1  mi t  beliebig groBem Yl, so dab  (2)erf i i l l t  ist. Ansonst  is t / (C1) = 2  fiir beliebig 

groBes C1, und  )~/2 ha t  Eigenschaft  Gin. 

HILFSSATZ 3. ~/~/, T/ seien zwei Mengen positiver reeller Zahlen. 

(a) Entweder gebe es Konstante 0 < a  < b, 8o daft es zu ]edem x E ~ ein y E ~ mi t  

x a ~ y  <~x b 
gibt. 

(b) Oder es gebe eine Konstante d > 0, so daft ~l aus allen Zahlen dx, x E 71~, besteht. 

Hat  nun  TI Eigenscha/t F ,  dann auch ~ .  

Beweis. (a) ~ habe  Eigenschaf t  LG,,. Es gibt  nun  ein/c>~ l,  so dab L k ( ~ )  Eigen- 

schaft  Gm hat.  Wir  diirfen annehmen,  a < l ,  b > l .  I s t  nun  x groB und x E L k ( ~ ) ,  so 

g ib t  es ein y E Lk(~)  mi t  

ax <~ y <. bx. 

Zu jedem DI~> 1 g ib t  es ein D2=D2(D1)  , so dab  es x l <  . . .  < x ~  aus  Lk(:~/) mi t  beliebig 

groBem x I und  

D1 X t < Xt+l ~ D2xj (?" = 1 . . . . .  m - l)  (4) 
gibt.  

I s t  insbesondere C 1/> 1 und  D 1 = ba-iC1, so bilden wir D2 = D2(D1) und C~= ba-lD2. 

Es  gibt  Xl<  ... < x ~  aus Lk(7~/) mi t  beliebig groBem x 1 und (4). Zu jedem xj g ibt  es 

ein y~EL~(TI) mi t  ax~<.yj<.bx~ (~=1  . . . . .  m). Man ha t  nun  

Cl yj ~ Cl bxj = Dl aXj < ax~+l <~ Y~+ I <~ bXj+l <~ D~bxj = C~ax~ ~ C2yj, 

wobei Yl < ..- < Ym in L~ (T/) liegen. Es gibt  offenbar  solche m-tupel  mi t  beliebig groBem y~. 

Somit  ha t  L~(~)  Eigenschaf t  G~, ~ /E igenscha f t  LGm. H/~tte also )~/al le  Eigenschaf ten 

LG~, dann  auch T/. 

(b) Fiir  alle E lemente  yon  ~ ,  die groB genug sind, gilt  (a) m i t a  = �89 b = 2. Somit  

kann  m a n  den Fal l  (b) auf  (a) zuriickfiihren. 

3. Der Index eines Polynoms 

3.1. Kombinatorische Hil/ssdtze. 

HILFSSATZ 4. Die Zahl  der l-tupel nichtnegativer ganzer Zahlen i 1 . . . .  , il mi t  

i 1 §  § it = r ist gleich 

l - 1  r " 
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Der Beweis dieses einfachen Hilfssatzes, der am besten durch Induktion nach l 

geffihrt wird, kann dem Leser fiberlassen werden. 

HILFSSATZ 5. Gegeben seien natiirliche Zahlen 1; r 1 . . . . .  rm, 8owie eine Zahl s, 0 < e < 1. 

Dann ist die Zahl der lm-tupel von nichtnegativen ganzen Zahlen 

mit  ihl + . . .  + ihl = r~ (1 ~< h ~< m) (1) 

und h~__lihlrh 1 --- m1-1 >1 em (2) 

l - 1  ""~, 1 - 1  "2e-~'m/4" (3) 

Einen Beweis ffir den Spezialfall l = 2 von G. E. H. Reuter findet man im Appen- 

dix A des vorzfigliehen 'Buehes yon Mahler [4]. Der Itilfssatz bleibt natfirlieh riehtig, 

wenn man in (2) ihl durch ihj ersetzt, wo 1 ~< ?'~< 1. 

Beweis. Die Zahl der /m-tupel (i~k), die (1) erffillen, und ffir die der Ausdruek 

~ ihlrh 1 - m 1 - 1  
h = l  

kleiner als - e m  bzw. grS~er als sm ist, bezeiehnen wir mit M~ bzw. M 2. Wir setzen 

/j(cj) ffir die Zahl der nichtnegativen ganzen 

i j~ , . . . , i  z mit i j e + . . . + i j z = r j - c j  ( l~<j<m;  O<~cj<.rj). 

(r j  - ej + l - 2 )  
Naeh Hilfssatz 4 ist /j(cj) = \  l - 2  ' (4) 

_ rj+l- c~o/J(cJ)- ( l - 1  1). (5) 

0ffenbar ist M1 = ~ h (c~) .../m (Cm), (6) 

wobei fiber alle ganzen c 1 . . . . .  cm summiert wird, die 0~< cj~ rj und 

m1-1 - ~ car~ 1 > e m  
h = l  

leisten. Man erh/ilt 
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{ ( relearn1)} Mlee'ml2~ ~ ... ~ fl(Cl)*'.fm(Cm)eXp 18 Tfd-l--h~ 
C1=0 Cm~O 

=j~ (c~o/J(cj)exp {�89162 �9 

Nun sei im Augenblick j lest, r =  r j , / =  [j. Dann ist 

/(c) exp {�89 e(1-1 -- cr-1)} <-< ~ [(c) (1 + �89 -x - -  cr -1) + 1 ~ : 2 ( / - 1  - -  cr-1)2) 
c=O c=O 

< ~ f(c) (1 + �88 + �89 ~/ (c)  (/-1 __ cr-1) 
c = 0  c = 0  

Wir wollen zeigen, dab der Ausdruck in der geschwungenen Klammer verschwindet. 

/(c) (1-1 - cr -1) = ~ /(r - c) (/-1 + cr-1 _ 1) 
c = 0  c =O 

= ( / - ~ - 1 )  ~ [ ( r - c ) + r - '  ~ c/(r-c)  
c=O c=O 

= (1 _ / ) l _ l ( r + / - -  ]]  + / - - 2 ]  
, _ 1  

Es ist daher die Formel 

( c + / - 2 )  = ( r + l - l ~  
c=oc\ / = 2  rl-l(l-1) l -1 ] 

zu zeigen. Diese gilt fiir r = 0, und aus der Richtigkeit fiir r - 1  folgt 

~c c 2 =(r_X) l_l(l_l) \ l -1 +r[ 1-2 
CffiO 

= ( r + / - 2 ) !  l! r! (r(r-1)(l-1)+rl(1-1)) 

- 1 ) .  
=r1-1(I-1)\ l - 1  

Aus unseren Formeln ergibt sich 

\ l -  1 "'" ( rm ee'ml4' 
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z - 1  " " \  l - 1  

Eine genau solche Absch~tzung gibt es ffir Ms, und der Hilfssatz folgt. 

(7) 

3.2. D e r  I n d e x .  Wir schreiben ~ fiir den Ring der Polynome in den Unbestimmten 

X n ,  . . . ,  X1z; . . . ;  X m l  . . . . .  X~I mit reellen Koeffizienten. Gegeben seien nun m nicht 

identisch verschwindende Linearformen L 1 . . . .  , -Lm, und zwar sei Lh = L~ (Xhl, ..., Xhz). 

Weiter seien natiirliehe Zahlen r 1 . . . .  , rm gegeben. Unter 

I(c) 

wobei c~> 0, verstehen wir das Ideal im Ring ~, das durch die Polynome 

L h L~. L~  
I 2 -*.  m 

m 

mit ~ iar~  1 >1 c 
h = l  

erzeugt wird. I (c )  nimmt mit wachsendem c ab. Offenbar ist I (0 )=  ~i 

N I(c) = (0). 
c~>0 

D e / i n i t i o n .  Der I n d e x  eines Polynoms P E ~  beziiglich (L 1 . . . . .  L~; r I . . . . .  rm) sei die 

grSBte Zahl c, so dab P E I ( c ) ,  falls P ~ 0 ,  u n d e r  sei + ~ ,  falls P = 0 .  

BemerIcung .  Da die Menge der Zahlen der Form ~ = 1  i h r ;  1 diskret ist, gibt es 

ffir ein Polynom P ~ 0  tats~chlich eine solche maximale Zahl c. Sind L 1 . . . . .  Lm und 

r 1 . . . . .  r~ lest gegeben, so bezeichnen wir den Index yon P mit I n d P .  

HILFSSATZ 6. Ind(P  + Q) >/Min(Ind P, Ind Q) 

Ind(PQ) = Ind P + Ind Q. 

FOLGERUNG. D e r  I n d e x  ]cann z u  e iner  B e w e r t u n g  i m  Quo t i e n t enkSrpe r  von  ~ [ort. 

gesetzt w erden .  

B e w e i s .  Die behauptete Ungleichung folgt fast sofort aus der Definition. Um die 

Gleichung zu zeigen, diirfen wir P ~ 0, Q ~ 0 voraussetzen. Man darf weiter o. B. d. A. 

annehmen, ~ih/~Xhl~=O (h= 1 . . . . .  m) .  P kann nun auf genau eine Weise als eine 

Summe 

�9 " a ~ L h X  al~ )Val~ 1-Jm~am2 X aml C(il, al2 . . . . .  alz; . . . .  ?re, ares . . . . .  mzJ 1 xs . . . . .  lz . . . .  m --,~2 "'" ,~z 
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dargestellt  werden. Unte r  dem fiihrenden Po lynom P~ yon P verstehen wir die Summe 

fiber jene nieht  verschwindenden Summanden  dieser Summe, wo ~ j a r ;  1 minimal  ist. 

Fiir alle diese Summanden  ist offenbar ~ ?'at; 1 = Ind  P = Ind  P~. Definiert man  QF und 

(PQF) auf dieselbe Weise, so ist (PQ)P=PFQF, somit 

Ind(PQ) = I n d  ((PQ)F) = Ind(PFQp) = I n d  PF + I nd  Qy = Ind  P + I n d  Q. 

Sind die Zahlen sh und  ih in T = ( s  I . . . . .  Sm;il . . . . .  ira) ganz, und ist l~<sh~<m, 

ih>~0 ( l ~ < h ~ m ) ,  so setzen wir 
~ J z  + .  �9 �9 +ira 

P ( r ) = ( i l [ . . . i m ! ) - l  X~s, j~ P. ( 8 )  
�9 .. ~Xm~" 

HILFSSATZ 7. Der Index  des Polynoms P beziiglich (L 1 . . . . .  Lm; r 1 . . . . .  rm) sei 

c =4= ~ .  T sei der ( ( m l -  m)-dimensionale) Teilraum des ml-dimensionalen Raumes Rml, in 

welchem L~ = . . .  = Lm = 0 ist. s I . . . . .  Sm seien so gew~hlt, daft ~Ln/~X~, ~ 0 ist (h = 1 . . . . .  m). 

Damit  ist P~) ]iir 

T = (81 . . . . .  8m'~ i t  . . . . .  ira) 

au[ T identisch null, [alls ~ ia r~ l  < c  ist, aber es gibt il . . . . .  im mi~ ~ ih r~Z=c ,  so daft 

P(~) au/ T nicht identisch verschwindet. 

Ist  welter T = (t x . . . . .  tin; il . . . . .  ira) und ~ ihr~ z < c, wo 1 <. th <~ m beliebig ist, so ist 

P(~) au/ T identisch Null .  

Beweis. Man darf o . B . d .  A annehmen,  s x = . . . =  Sm = 1. P ist nun  ein Po lynom in 

L1 . . . . .  Lm; X~2 . . . . .  XI~; ...; Xm2 . . . . .  Xmt, und  kann  auf genau eine Weise in der Gestalt  

P(il  . . . . .  im [X12, . . . ,  X~ ;  ...; X~2 . . . . .  Xm~) L{ ' . . .  L 2 

geschrieben werden, wo P(iz . . . . .  im I Xx~ . . . . .  Xm~) ein Po lynom in den ml - m Variablen 

Xz2 . . . . .  Xmz ist. Dabei ist offenbar P(i l  . . . . .  iml- . . )  identisch Null, falls ~ i a r ; l < c  ist, 

aber es gibt  il . . . . .  im mit  ~ i h r ; S = c ,  fiir die P(iz . . . . .  iml . - . )  nicht  identisch ver- 

schwindet.  Somit  ist P(~) auf T identisch Null, falls ~ i~ r ; l<  c, aber es gibt  Jl . . . . .  im 

mit  ~ i h r ; Z = c ,  so dal~ P(~) auf T nieht  identiseh gleich Null ist, wobei T = ( 1  . . . . .  1; 

i l  . . . .  , i r n ) .  

Die letzte Behaup tung  des Hilfssatzes folgt daraus, daB, wenn fiir ein h ~Lh/~X~t~ = 0 

ist, der Index  bezfiglich (Lz . . . . .  Lm; rz . . . . .  rm) bei Differentiation nach X~t~ nieht ver- 

kleinert wird. 

F O L C m ~ U ~  1. 1st T = ( t  x . . . . .  tin; ix, . . . ,  ira), so ist 

I n d  Pr >~ Ind  P - ~ inr~ z. (9) 
hffil 
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Oft ist der 8pezialfall von Bedeutung,  wo Lh(X~I . . . . .  X m ) = L ( X ~ I  . . . . .  X m ) =  

~lXhl + ... + ~zXm, wo L = ~1X1 + . . .  + ~zX~ eine vorgegebene, nicht  identisch verschwin- 

dende Lineafform ist. Dann  schreiben wir (L; r 1 . . . .  , rm) an 8telle yon  (L 1 . . . . .  Lm; 

r 1 . . . . .  rm). Weiter  schreiben wir 

P~!..j,, = P(~), wo z" = (s . . . . .  s; il . . . . .  im)" 

FOLO~RUNG 2. Der Index  yon P E ~  beziiglieh (L ; r  1 . . . . .  rm) sei e4:oo.  Es  sei 

8L/OXs =4 = O. Dann  ist 

P},~!..s, (10) 

au/ T identisch Null ,  ]alls ~ j h r ~ l < c ,  aber es gibt ]1 . . . . .  ?m rail ~ i h r ; t = c ,  so daft (10) 

au/ T nicht identisch verschwindet. 

3.3. Polynomabsch~itzungen. Is t  P E ~ ,  so schreiben wir I P[  ftir das Maximum der 

Absolutbetr/ige der Koeffizienten von  P.  

H I L F S S A T Z  8. P E N  sei homogen in X h l  . . . . .  Xh! vom Grad rn ( l < h < m ) .  (Da8 

heiflt, P ist Summe  yon Monomen cXtl'7 ...  Xtm] z mit  ihl + . . .  + im = rh (1 < h <~ m)). Dann  ist 

IF(,)] < 2~,+...+~ Ip [ 

]iir beliebiges z = (t I . . . . .  tm ; 71 . . . . .  ?~)" 

Beweis. Es gentigt, diese Absch/~tzung fiir Monome zu beweisen. Nun  ist 

(Xfl~ i m l ( T ) - - ( i l t ' ]  ( imtm~X~l]  y i l t , - ] ,  X , l !  X iml  vXrGntm-im X t ~ .  
"'" X m t )  - -  \ ~ 1  ] \ ~ m ]  . . . . . . . .  it 1 """ It """ ml """ ~Lmtm """ 

Wegen (ixt~ 1 (imtml<<.2~x"+'"+~'~"<~2~'+"'+~'~ 
i l i ' " \ ]m i  

folgt hieraus das gewiinschte Resultat .  

xt . . . . .  xt seien ganzalgebraische Zahlen. Der K6rper  K = (t(x 1 . . . .  , ~l) habe Grad A. 

fit,-..,/TA sei Ganzheitsbasis yon  K. Dann  gilt eine Beziehung 

A 

fl, flJ= Z %,~fl,~ ( I < / < A ,  l < / < A )  
k=l  

mit ganzrat ionalen Koeffizienten ctm. Wir  setzen A fiir das Maximum der Betr/ige 

der cis ~. I s t  7 E K, so kann  7 auf genau eine Weise ~, = ~.s~=l rs/7 s mit  r s E Q geschrieben 

werden. 
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W i r  se t zen  121 = AA~ M a x  (Ir, I). 
t 

Offenbar ist 17 + 81 -< I~1 + I~1- (II) 

I s t  8 = ~ = l S j f l j  m i t  r a t i o n a l e n  si, so i s t  

t J ~ 1 k 

I ) e r  K o e f f i z i e n t  y o n  flk h a t  a l so  e inen  B e t r a g ,  de r  h6ehs t ens  g le ieh  

A a  ~ Max dr, I) Max (18,1) < ( A A Z )  - 1  I~11~1 

is t .  S o m i t  e r h a l t e n  wi r  I#1<1~1 I~1- (12) 

Schl ieBlich se tzen  wi r  B = M a x  (I ~ l ) .  

I - I ILlrSSATZ 9. Wit  betrachten Polynome 

P ( X l l  . . . . .  X l l ;  . . .  ; X m l  . . . .  , X m t )  

�9 �9 -, . . .  Xi,1 . i .~  ( 1 3 )  = X c ( / i l  . . . .  , / i t ; . - . ,  }ml, .. jmZ) X11~ X~IZ ... ml .. Xm,' 

welche in den Variablen Xnl  . . . . .  Xnt homogen vom Grad rn (1 <~h<~m) oder identisch 

Nul l  8eien. 

~1 . . . . .  ~, seien ganzalgebraisch. Wir  bilden 

P*  = P*  (X12 . . . . .  X v ;  . . .  ; X~2, . . . ,  X~,)  

= D(1 )  [ ~ 2 X 1 2  - -  . . .  - -  o ~ i X l l  , g l X l 2 ,  O g l X l l ' ~  �9 _ o ~ 2 X m 2  - _ o ~ i X m l  , .L Ja . . . J ,n  ~ - -  " ' "  " ' "  ' " ' "  

O~l X m 2  . . . .  , ~ l  X m l )  �9 

Dann ist ]eder Koe//izient von P* eine Linear/orm in den Koe//izienten c(] n . . . . .  jm,) 

von P. Die Koe//izienten 7 dieser Linear/ormen Bind ganze Zahlen von K = Q(gx . . . . .  ccz) 

und er/iillen 
I~l < (2"B)  r ' + ' ' ' + r ' "  

(Die Bedeutung yon l T I  und yon B wurde vor dem Hil/ssatz erkliirt.) 

Beweis. N u r  d ie  S c h r a n k e  f i i r  171 i s t  zu beweisen .  P*  i s t  S u m m e  y o n  hSchs t ens  

( r l + l - 1 ) . . .  + l - 1  <(rll)Z-1 l _ l  ( r m l _ l )  . . .(rml)t-l<~2 (z~-O(r'+'''+r") 
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�9 ..(a,X~,)~" .. .  (a2 X,,2 + . . .  + azX,n,) j ' ' -  j" (a~X,,2)J"~ .. .  (a,X,,z) j~'' 

: (J~ 
- \ j ~ 1  "'" \ J ~  1 

wobei Sh = (~2 X h 2  -~ " "  ~- O~l X h l )  j h l -  Jh (~1 X h 2 )  jh2 " " "  ((~1 X h l )  j/d 

= ~ ( h ~ -  jh)! ~, ~ *  ~,J~+..-+~'~x~,+J~ vo,+J~, 
. . . . . . .  , ~- i . ._:  ~-~i ~ . . . . .  ' - - ~  . . . . .  ~' " 

C2 + . . . + Cl= Jhl -- jh 

N u n  ist  ( j a , - j h ) !  (c~! . . .  cl!)- l  <~l ~h und  

I ~ '  . . .  ~ ' ~ ' + : ~ ' 1  < B ~ ' + + ~ * + ~ + + ~ *  = ~ - -  < ~ .  

Somi t  is t  j eder  Koeff iz ient  ~ yon  Sh ganz in K und  er eff i i l l t  [~I~<(/B) ~h. Dahe r  is t  

jeder  Koeff iz ient  yon  S yon  der  F o r m  e( . . . ) f l ,  wobei  /3 E K,  

[ill ~ (]111 ( # 1 ]  (gB)r,q. . . .+rm ~ (2~B)r,+...q_).m. 
\ j l  ,l "'" \ ] m ]  

])~ nun,  wie schon bemerk t ,  P* Summe yon  h6ehstens  2 ~ ' - ~  Po lynomen  yore  

T y p  S ist,  is t  jeder  Koeff iz ient  yon  P* eine L ineaf fo rm in den  e ( . . . ) m i t  Koeffi-  

z ien ten  7, die 

] ? ] < 2(, , -  z>(~, +... + ,,,) (2/By, +"" +'~ ~< (2"B)'* + '"+  TM 

erfiillen. 

3.4. Der Indexsatz.  

SATZ 7 (Indexsatz). Helen l, t natiirlich, und seien L (1) . . . .  , L a) nicht identisch ver- 

schwindende Linear/ormen in X a , . . .  , X t ,  etwa 

L (1) = ~ / l X l  -~- . . .  ~- O~iiXl) 

wobei die o~j ganze algebraische Zahlen 8eien. Wir  setzen A, /iir den Grad yon Kt  = 

Q(t~Q1 . . . . .  O~il), 8owie A = Max (A1, . . . ,  At). 

Sei  e > O. Sei  m ganz und so grofl, daft 

m >/4e -~ log (2tA). (14) 
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Seien r I . . . . .  r,~ beliebige natiirliche Zahlen. 

Dann  gibt es ein Polynom P(X lx  . . . .  , X1,;  . . .  ; Xml . . . . .  Xmz) E ~ ,  mi t  ganzrationalen 

Koef/izienten, das nicht identisch verschwindet, und das 

(i) in  X h l  , . . . ,  X h l  homoyen vom Grad rh ist (h = 1 . . . . .  m),  

(ii) beziiglich (L(~); r 1 . . . . .  rm) einen Index  >1 (1-1 - e) m besitzt (1 ~< i ~< t), 

und das 

(iii) {PI<D r,+...+r- 

leistet, wobei D eine Konstante ist, die n u t  yon den Koe// izienten a~j abh~ngt. 

(Definiert  m a n  B~ beziiglich (0ql, . . . ,  ~,,) so wie B beziiglich (~x . . . . .  ~l) in w 3.3, 

und  setzt  m a n  B = M a x ( B  1 . . . . .  Bt), so darf  D = 4 " B  genommen  werden.) 

Beweis. Wir  setzen P in der  F o r m  ( 1 3 ) a n  und untersuchen,  welchen Bedingungen 

die Koeff iz ienten c(j n . . . . .  ?'mz) dureh (ii) unterworfen  werden. Zuerst  wollen wit  unter-  

suchen, was es fiir die Koeff izienten bedeutet ,  dag  der I ndex  beziiglich (L(1); r I . . . . .  rm) 

mindestens  ( / - 1 - e )  m sein soll. Dabei  nehmen  wit  der Einfachhei t  halber  an, es sei 

a n 4 0 ,  also 0/ (x) /~Xx =t= 0. Nach  Hilfssatz 7 erfiillt der I ndex  die gewiinsehte Un-  

gleichung, falls das Po lynom 

e(1) 

fiir ~ i h r ; l < ( l - X - - e ) m  im dureh L(x l )=L~1)=. . .=L~)=O definierten Tei l raum ver- 

schwindet,  t I a l t en  wir zun/ichst il, . . . ,  im lest. D a n n  laute t  unsere Bedingung,  dab  

p*  = (1) P , , . . .~(  - ~x2X12  . . .  - -  O ~ l l X l l  , 0~xlXl2 ,  . . . ,  6 r  . . . ,  

- -  ~ x 2 X r n 2  - -  . . .  - -  {XllXml , ~ l l X m 2 ,  ~  ~ I x X m l )  

identisch verschwindet .  Falls P* nieht  identiseh verschwindet ,  ist es homogen  in 

Xh2, . . . ,  Xm v o m  Grad  r h - i  ~ ( h = l ,  . . . ,m) ,  besi tz t  also hSehstens 

1 - 2  "'" 1 - 2  =/1(ix) .../m(im) 

nichtverschwindende Koeffizienten.  J ede r  Koeff izient  ist nach Hilfssatz 9 eine Linear-  

form in den c(. . .)  mi t  ganzen Zahlen aus K 1 als Koeffizienten.  Wir  erhal ten  so 

[1(il) . . .  /m(im) lineare homogene  Gleichungen in den Koeffizienten C(j11 . . . . .  jm~) yon P,  

und  die Koeff iz ienten dieser Gleichungen sind ganze E lemente  y aus K1, die I~)[~ < 
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(2l'B 1)rl +... + rm erffillen. Da die c(.. .  ) ganz sein sollen, ist j ede dieser l inearen Gleiehungen 

Kquivalent A 1 l inearen homogenen Gleichungen mi t  ganzrat ionalen Koeffizienten k,. die 

I kl ~< (2~'B1) r,+-''+r~ (15) 
erffillen. 

Indem man nun  fiber alle m-tupel  i I . . . . .  im mi t  ~ i a r ~ l < ( l  1 - e ) m  summiert ,  

sieht man: Damit  die Bedingung (ii) fiir L (1) erffillt werde, sind von den c(.. .) 

A 1 :X 11(il) ... Ira(ira) (16) 

lineare homogene Gleichungen zu erffillen, wobei die Summe (16) fiber alle m-tupel  

i 1 . . . . .  im mit ~ i h r ; l <  (l 1 - e ) m  zu erstrecken ist. Nach  (6), w 3.1, ist die Summe in 

(16) gleich M1, also die Zahl der Gleichungen gleich 

A1Ml~Al(rl+lll)l- " " \ [ r m + l - 1 )  

wobei N die Zahl der Unbekann ten  des Gleichungssystems ist. Jeder  Koeffizient  k 

dieser Gleichungen" wird durch (15) abgesch~tzt. 

Um nun (ii) zu befriedigen, erh~lt man  insgesamt M Gleichungen, wobei 

M <~ t A N  e -~'ml4 <~ �89 

wegen (14). Die Betr~ge der (ganzrationalen) Koeffizienten des Gleichungssystems sind 

h6chstens gleieh 
A = (21'B) ~, +'"+ ~'. 

Indem wir nun  etwa Lemma 3 aus [1], Chapter  IV heranziehen, sehen wir, dag 

es ganzrationale c(.. .)  gibt, die alle M linearen homogenen Gleichungen erffillen, die 

nicht s~mtlieh verschwinden, und  deren Absolutbetr~ge hSchstens gleich 

sind. 

Zus/itzlieh zu (i) und  (ii) kann  also noeh (iii) befriedigt werden. 

3.5. Der Polynomsatz. 

SATZ 8 (Polynomsatz). Gegeben seien l lineare Formen L (1), ..., L (Z) in X1, . . . ,  XI  mit 

ganzalgebraischen Koe/]izienten und yon Nul l  verschiedener Determinante. Es sei ~ > 0 und 

m >/4e 2 log (2/A), (17) 

wobei A so de/iniert ist wie im Indexsatz. r 1 . . . . .  rm seien nati~rlich. 

12 - 652933 Acta mathematica 114. I m p r i m ~  le 19 octobre  1965. 
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Dann gibt es ein Polynom P(Xl l  . . . . .  X1,; . . .  ; Xml . . . . .  Xml ) ~ 0  mit ganzrationalen 

Koe//izienten, so daft 

(i) P ist homogen in (Xhl . . . . .  Xhl) vom Grad rh ( h =  1 . . . . .  m). 

(ii) IP[ ~<D ~,+'''+~" 

(iii) Ist  v = ( t  1 . . . .  ,tin;?1 . . . .  ,ira) mit  ~]hr;l<<.em, und 8chreibt man 

�9 " a" ~ T ( 1 ) t H  ~ ( / ) f l /  . L ( 1 ) ~  . . .  5 ( Z ) ~ t  
P(~)  = ~ .  d ( ~ ) ( i l l  . . . . .  ~lZ; . . .  ; $ml . . . . . .  r o t !  ~ 1  . . . .  1 " "  m m 

(was ja au/ genau eine Weise mSglich ist) (wie L(1 h), . . . ,  L~  ) mit  L (h) zusammenh/ ingt  

wurde am Ende  yon w 3.2 erkl/irt), so ist d(')(ill . . . . .  i~ l )=0 ,  au~er es gilt 

] ~ i a j r h  1 -m1-1  ~2 lm~  (~=1 . . . . .  1). 
h = l  

(iv) Fiir beliebige T ist welter 

Id(')(i11 . . . . .  im~)l < E  r '+' ' '+ ' .  

Dabei hdngen D, E nur von den Koe//izienten der Formen L (j) ab. 

(Man darf  z .B .  D so w/~hlen wie im Indexsatz .  I s t  X~ = ~ = 1  fltjL (j) (1 < i ~< l) und  

Ifl~jJ~<G ( 1 < i ,  j ~ l ) ,  so darf  m a n  E = 2 V D G  setzen.) 

Beweis. Wir werden sehen, daI3 das im Indexsa tz  beziiglich L (1) . . . . .  L (l) konst ruier te  

Po lynom P alles erffillt. Fiir  (i) und  (ii) ist das klar. Da  der I ndex  yon P beziiglich 

(5(t); rl, . . . ,  rm) mindestens  (1-1 - e) m i s t ,  ist der I ndex  yon P(') beziiglich (L (j), r 1 . . . . .  rm) 

mindestens  ( 1 - 1 -  e ) m -  ~ j h r h l ~  ( / - i - - 2 e ) m .  Sind also ill . . . . .  imz Indices,  ffir die 

d(~)(i11, . . . ,  imz) ~ 0  ist, so gilt jedenfalls 

~. ihjr~ 1 -  m1-1 >~ -- 2me (j = 1 . . . . .  l). (18) 
h = l  

D a  nun  P(') homogen  in L~ ), . . . ,  L~ ) vom Grad  rh-- jh  ist ( h =  1, . . . ,  m), gilt  

~. iasr~ 1 = 1 - -  (h= l . . . . .  m), 
J = 1 r h  

~ (~lihsr~l--ml-1)=--~_jarh 1~0, 
1=1  

woraus sich zusammen  mi t  (18) weiter 
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~. ihsr~ 1 - m1-1 ~ 2 m ( l  -- l)  e 
h ~ l  

ergibs Aus (18) und (19) folgt (iii). 

Xi 
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(19) 

Da  unsere Fo rmen  eine De te rminan te  ungleich Null  besitzen, g ibt  es fl~r so dal~ 

= ~ = 1  fl~r L(j) ( i  = 1 . . . . .  1). Dann  i s t  allgemein 

l 

Xh,=  ~f l , sL~ > ( l < i ~ < l ,  l < h ~ < m ) .  (20) 
j = l  

Wir w~hlen G so gro$, dab  I~,,I~<G ( l ~ < i , i < z ) .  Man erh/flt P ( ' ) i n  der in (iii) 

gegebenen Gestalt ,  indem m a n  in der Formel  

p(~) = ~ c(~) (ix1 . . . .  , ~" ~ vt , ,  xtl~ X~ml X~,~ (21) Oml] " ~ 1 1  . . . . .  tl  " " " m l  " ~ " ml 

fiir jedes Xhi gem/i6 (20) subst i tuiert ,  Ein  typisches P roduk t  in (21), n/~mlich 

xT~ . . .  x ~  mi t  i~, + . . .  + i~, = r ~ -  i~ 

/ z \ ~,,,1 1 z \ i~ 

, o , , <  da,>o   ,bor ' t,: �9 

Setzen wir S h ( Y ~ I  . . . . .  Yhz) = lsYhs U hs , 
1 iffi 

so ist der Koeffizient  von  Y~'I - "  Y~z (cl + .-- + cl = ra - ?a) in Sa dem Bet rage  nach  

hSchstens gleich 

( r a - j a ) !  G~h_jh <l~h_iAG~ h sh < (/G)~h, 
c~! ... cz! 

und  daher  ist IS1S2 . . .  Sml < ( I G )  ,'+'''+~m 

Hieraus  folgt unter  Benii tzung von Hilfssatz 8, und  da (21) hSchstens 2 (z~Z)('<+'''+~-) 

S u m m a n d e n  hat ,  

Id(~)(i11, " " ,  i,~l) I < IP(~)l (2z~ ~'+ ""+~  ~< IPl  (2Z'G) ~ '+ ' ' ' +~  ~< (2Z'DG) "+'" "+~ 

4. Linearformen M 

4.1. I n  d i e s e m  A b s c h n i t t  wenden wir uns spezielleren (~berlegungen zu, die auf  den 

Beweis der S/~tze 3 und  4 hinzielen. Dies s teht  im Gegensatz zu den Ergebnissen des  

w 3, welche natiirliche Veral lgemeinerungen der zum Satz yon R o t h  fi ihrenden Argu-  

mente  sind. 
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W i r  nehmen  nun an,  r01 . . . . .  r0z-1 seien l -  1 l inear  unabh/~ngige Vek to ren  im Rl, 

l > 1. (Sp/~ter werden wi t  daf i i r  die Ze i lenvektoren  e iner  Mat r ix  M aus (4), w 1, nehmen. )  

Iv 1, . . . ,  r0l-1 spannen  im Rz einen Te i l raum der  Dimens ion  1 -  1, also eine H y p e r e b e n e  

H auf. I-Iaben die Vektoren  ganzra t iona le  Koord ina t en ,  e twa  r0~= (W~l . . . . .  w~l) mi t  

ganzen  wij, so g ib t  es bis auf  das  Vorzeichen genau eine Linear form M =  m i x  1 + . . .  + 

m z X z ~ O  m i t  ganzra t iona len ,  re la t iv  p r imen  Koeff iz ienten ml, . . . ,  mz, so dab  

M ( m i )  = m l w i l  + . . .  + m:w~z = 0 (i = 1 . . . .  , l - 1) 

ist. W i r  sehreiben M =M{r01  . . . . .  t0: 1}. 

Offenbar  l iegt  $ genau  dann  auf  der  Hyperebene ,  falls M(~) = 0 ist. SchlieBlieh setzen wir  

( M )  = M a x  (Im~l, . . . ,  Im,]). 

4.2. Raster.  Wieder  seien to1, . . . ,  ~'01_ 1 1 -  1 l inear  unabh/~ngige Vek to ren  des Rl, 

die eine I t y p e r e b e n e  H aufspannen.  Sei r nat i i r l ich.  W i r  schreiben dann  p(r; ~1~ 1 . . . . .  ~1)1_1) 

fiir die Menge al ler  Vekta)ren 

Y0(t 1 . . . .  , tt-1) = t 1 ~o 1 q- . . .  d- t l_ 1 ~Ol_l, 

wobei  die Koeff iz ienten t, na t i i r l ich  s ind und  im In t e rva l l  1 < t ,  ~<r+ 1 liegen. W i r  

nennen  e ( r ; lv l  . . . . .  tv~_l) e in  Raster  der GrSfle r au /  H m i t  Basisvektoren ~1 . . . .  , roz-1. 

I m  folgenden fassen wir  jede  F u n k t i o n  yon  l Var iab len  X 1 . . . .  , Xt als eine F u n k -  

t ion  im Rz auf. 

H I L F S S A T Z  10. Se i  P ( X  1 . . . . .  Xz) eine F o r m  in  X 1 . . . . .  X~ vom Grad r. Se i  ~ ein 

Raster  der GrSfle r au /  einer Hyperebene H des Rl ,  so daft P au /  Q verschwindet. D a n n  

ist P a u /  H identisch gleich Nu l l .  

Beweis .  Dureh  eine l ineare Trans fo rmat ion  k a n n  man  erreiehen,  dal3 die  Basis-  

v e k t o r e n  ~'o 1 . . . .  , r0r-1 des Ras t e r s  ~ yon der  Ges ta l t  ro I = (1,0,  . . . ,  0), lv~ = (0, 1, 0 . . . . .  0), 

. . . .  r0i-1 = (0 . . . . .  0, 1, 0) sind. Nach  Vorausse tzung ist  nun  

P ( t a , . . . , h _ l , 0 ) = O  ( t f = l  . . . . .  r + l  ( i = 1  . . . . .  l - l ) ) .  

H a l t e n  wir  nun  t I . . . . .  tz ~ lest .  D a  P( t  1 . . . . .  tl-2, XI-I,O) in Xl_ 1 h6chstens  G r a d  r be- 

s i tz t ,  jedoch mindes tens  r + 1 Nul ls te l len  hat ,  is t  P(t l ,  . . . ,  tt-2, Xl-1,  0) in X t - 1  ident isch 

g le ich  Null .  Durch  (1 - t ) - fache Anwendung  dieses Schlusses sieht  man ,  dab  P ( X  I . . . . .  X t _  1, O) 

iden t i sch  verschwindet ,  dal3 also P a u f  H ident isch verschwindet .  



U B E R  S I M U L T A N E  A P P R O X I M A T I O N  A L G E B R A I S C H E R  Z A H L E N  D U R C H  R A T I O N A L E  179 

HILFSSATZ 11. Das Polynom P ( X l l  . . . . .  Xll; . . .; X , n  . . . . .  X,~z) E ~ sei homogen vom 

Grad rh in  Xh l  . . . .  , Xh~ (h = 1 . . . . .  m). Wir  /assen (Xhl  . . . . .  Xhl ) ZU Xh zusammen,  schreiben 

also ki~rzer P(~I ,  " ' ,  ~m) und /assen P a l s  Funkt ion  im m-[achen Produ]~t Rz • Rz •  • RI au[. 

Gegeben seien nun Hyperebenen H1, . . . .  H,~ des Rl, und au[ ]eder Hyperebene Hh 

liege ein Raster ~ der GrSfle rh (h = 1 . . . . .  m). Der Tei lraum T = H 1 • . . .  • H,~ des Rm~ 

bestehe aus allen ( ~ ,  . . . ,  ~,~) mi t  ~ ~ H~ ( h :  1 . . . . .  m), und ~* = ~1 • " ' *  • ~m bestehe 

aus allen ( ~  . . . . .  ~ )  mi t  ~ ~ ~ (h = 1 . . . . .  m).  

Verschwindet nun P au/  ~*, so verschwindet P a u [  T identisch. 

Beweis. Dieser Hilfssatz folgt durch m-malige Anwendung  des vorhergehenden.  

Die Details  des Beweises kSnnen dem Leser  iiberlassen werden. 

Max 

4.3. Der Index  beziiglich Linear/ormen M .  

SATZ 9. Gegeben seien reelle Zahlen c 1 . . . . .  cz mi t  c l §  Wir  setzen c =  

(]c~[). Die Zahl e > 0  sei so klein, daft 

c 1 + ... + cz ~< - el a (4c + 9). (1) 

Die Zahl m und die l Linear[ormen L (1) . . . . .  L (z) mSgen die Voraussdtzungen des Poly- 

nomsatzes er/iillen, E sei die Konstante aus Tei l  (iv) dieses Satzes, und P sei das in  

diesem Satz beschriebene Polynom in bezug au[ vorgegebene Zahlen r t . . . . .  r,n. 

Welter seien reelle Zahlen Q(D . . . . .  Q("  geyeben, so daft 

(a) Q(h)~/~ > 2Z~E (1 <~ h <<. m), 

(b) Q(h)~>~(rh+l)l (1 ~<h~<m)~ 

(c) rllogQ(1)~rhlogQ(h)<~(1 + e ) r l l o g Q  (1) (1 <<.h<m). 

Schliefllich seien liar h = 1 . . . . .  m ]e l -  1 linear unabh~ngige Vektoren to(1 h), . . . ,  ~o[h_)l im 

Rt mit  ganzrationalen Koordinaten gegeben, so daft 

(d) iL(,(mlh))l<Q(h)c, ( l < i < l ;  l < j < l - - 1 ;  l < h < m ) .  

I s t  nun Mh = M {I~  h) . . . . .  m~h_)~), so hat P bezi~glich (M 1 . . . . .  Mm; r x . . . .  , r~) mindestens 

Index 
m ~ .  

Beweis. Wir  bezeichnen die durch rO~l h) . . . . .  lv~h_)l aufgespannte  Hyperebene  des Rl 

mi t  Hh. ~ =  (X 1 . . . . .  Xz) ~ H n  genau dana ,  wenn M h ( ~ ) = 0  ist. T sei der  Tei l raum aller 

(~1 . . . .  , ~m) = ( X n  . . . . .  Xlz; . . .; Xml  . . . . .  X,~t) mit  ~h E Hh (h = 1 . . . . .  m). 
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Zahlen  s 1 . . . . .  8m seien so gew~ihlt, dab  O L ( ~  0 (i = 1 . . . . .  m).  Nach  HiIfssatz  7 

geni igt  es zu zeigen, daft P<~) ftir v = (s 1 . . . . .  Sin; ~1 . . . . .  ?m) u n d  ~ 1  ~ r h  1 < e r a  auf  T 

ident isch verschwindet .  I s t  

~h = ~ (rh; rO<lh), . . . ,  m~h-)~), 

so geniigt es daher inlolge Hil~88atz 11, nachzuweisen,  daft 

P(~)(Vl, . . . ,  ~m) = 0 /iir ~a E ~a (h = 1 . . . . .  m).  

N u n  i s t  P ( ~ ) ( D  1 . . . . .  Orn) gleich 

d <~) ( . . . )  L (1) (Vl)i,, . . .  L <l) (~1)tll... L (1) (V~)~m'... L <z) (V~) t'~. (2) 

Dabei  ist  nach  (b) u n d  (d) 

IL<J)(~)h) I < Q<h)~J(rh + 1) 1 ~< Q(h)(+j+:) (1 ~< i ~< l, 1 ~< h ~< m), 

also [L<j) (V~)txj . . .  L<j)(Om)~,j[ ~< (Q<l)~l;... Q<m)i.,j)cj + ~. 

Wci te r  ist  fiir die Indices  i n . . . . .  imp, fiir die d<:)(ill . . . . .  i ~ ) + 0  ist  nach  ( i i i )des  Poly-  

nomsatzes  u n d  nach  (c) 

ia~ log Q<a) >1 r 1 log Q<I) ~ ia~r~ >7 r i  log Q(1)(/-1 _ 2/e) m > rx log Q~I)(l-1 _ 4/e) m, 
h * l  h = l  

ia~ log Q(h) ~< (1 + e) r 1 log Q(~) ~ i~+r;1 ~< r l  log Q<~)(l -~ + 21e) (1 + t)  m 
h ~ l  h = l  

~< r 1 log Q(~)(/-1 + 4/e) m, 

somit  I~.~i~,logO<~'-r~logO<')l--~m[<<.41m~rllogQ (~) ( l ~ < l ) .  

Hie raus  folgt  

I( cs + e) "/a, log Q(h) _ c, rl log Q(1) l -  l m I <~ e 41mr 1 log Q(l> (]cjl + e + (4/2) -1) 
h f f i l  

~<e4/mrt logQ(1)(c+2)  (1 ~<~<l).  

Dahe r  ist  } L(J> (~)1)i1~... L<J) (1)m)~j I ~< Q(1) ~,<l - ,  moi+ :zm<4r + 8)), 

also jeder  S u m m a n d  y o n  (2) hSchstens  gleich 

E r, +... + rm Q(1) r l m ( l  - ~(cl + . .  �9 + ct) + el~(4c + 8)) 

< E,,+.. .+,,  Q<l)-rlmz,~ << E,,+...+rm (Q(I>-,,~... Q(m)- ~)1/(1 +~) 

< (E Q<I) = :/2))r, . . .  (E Q<m) - :/2),~ 
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infolge (iv) des Polynomsatzes ,  sowie infolge (1) und  (c). D a  die Summe (2) weniger  

als 2 l~(r,+'''+rm) S u m m a n d e n  besi tz t ,  folgt  h ieraus  wegen (a) 

IP(~)(l~ . . . .  , l)m)[ ~< f i  (2"EQ(h)-~/2)rh < 1. 
h = l  

I ) a  aber  P(V)(101 . . . . .  I)m) ganzra t iona l  ist,  m u g  P(~)(O, . . . . .  l ) z ) = 0  sein, und  alles is t  be- 

wiesen. 

4.4. Der Linear/ormensatz.  I m  folgenden s ind ~1 . . . . .  ~n ganzalgebraiseh.  Gegeben 

seien 1 = n  + 1 L ineaf fo rmen  L (1) . . . . .  L (Z) in X 1 . . . . .  X~ und  l reelle Zahlen  c~ . . . . .  c~ mi t  

c1+ .. .  + c z < 0 ,  die eine der  folgenden beiden Bedingungen  (I) und  (II)  erfiillen. 

(I) Die Zahlen  1, ~1 . . . . .  ~n s ind l inear  unabh~ingig i iber  Q, und  L (1), . . . ,  L (1) s ind 

y o n  der  Ges ta l t  

L(,) = X 1 - -  ~ l X n + l ,  

i (n) = X n -  ~ n X n + l ,  

L (z) = X ,+I .  

Wei te r  is t  c 1 = - a I . . . .  , cn = - an, c, = 1, wobei  ai > 0 (i = 1 . . . . .  n) und  a l +  . . .  + aa > 1 ist.  

( II)  Die Zahlen  ~1 . . . . .  }n s ind alle i r ra t ional ,  und  es ist  

L(1) = Xl ,  

L (n) = X , ,  

L (z) = ~1X1 + . . .  + ~nX~ - X~+,.  

Wei t e r  is t  C l = b  1 . . . .  ,cn=bn, ez=-1, wobei  b i > 0  ( i = 1  . . . . .  n) und  b , + . . . + b , < l  ist.  

S~TZ 10 (Linear/ormensatz). L (1) . . . . .  Lit); c 1 . . . . .  cz ~eien yon der Form (I) oder ( II) .  

Es sei Q >  1 und es gebe n = l - 1  linear unabhiingige VeIctoren Iv 1 . . . . .  Ivt-1 im Rz mi t  

ganzrationalen Koordinaten, die 

[L("(~vj)I<Q ~* ( l ~ < i < l ,  l ~ < ] ~ < l - l = n ) .  (3) 

er/iillen. Wi r  bilden M = M { t v  I . . . . .  lvl-1}. Dann ist 

y,Q~' < <M> < 7aQ n, (4) 

wobei y~ . . . . .  Y4 yon Q unabMing~e positive Konstante sind. 
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Bemerkung. Fiir Q >~ 2 gilt somit eine Abschiitzung Qr, <~ ( M )  <~ Qr'. 

Beweis. Es sei etwa ~oi=(W~l . . . . .  w~,,w,) ( i = 1 ,  . . . ,n) .  Wir  bilden die Matrix 

W l l  " " * Wln Wll t 

Nach Voraussetzung ha t  diese Matrix R a n g  n. Mit W~ bezeichnen wir die n xn-Teil- 

matrix,  die aus W durch Weglassen der ]-ten Spalte ents teht  ()'= 1 . . . . .  n, 1), mit  IWjl 

den Betrag der Determinante  yon Wj. Is t  M = m l X I +  ... +mlXz, so ist m s ein Teiler 

yon  [Wjl, somit ]mj]<~lWj[ ( j = l  . . . . .  l). Wir  bet rachten nun die Falle ( I ) u n d  (II) 

getrennt.  

(I). Wir  zeigen hier ~1Q~lS ~< ( M )  ~< 7aQ n, wobei a = Min (a x . . . . .  an) > 0, O = K6rper-  

grad yon q(~1, "",  ~n) = K. 

Wit  setzen C = M a x ( ] ~ l [  . . . . .  I~n[). Aus (3) folgt nun  Iw,] ~<Q ( i =  1 . . . . .  n), sowie 

]w,j l<~C[w,[+Q-aJ<CQ+l<.(C+l)Q ( i = 1  . . . . .  n; ? '= l ,  ..., n). 

Jedes Matrixelement von W ha t  also einen Absolutbetrag,  der kleiner oder gleich 

( C + I ) Q  ist, und  hieraus folgt IWsl<<.n!(C+l)nQn, [Wj[~<yaQn, also (M)<.~aQ n. 

Zum Beweis der unteren Sehranke benfitzen wir bloB, dab es ein i gibt, so dab 

MOo d = 0  ist. Wir  benfitzen o . B . d . A ,  die Tatsache, dab M(IVl )=0  ist, also 

m a W 1 1  -~- . . .  -~- mnWln -}- mt wl l = 0 (5) 

gilt. Dabei ist Wlz 4 0, denn aus Wlz = 0 folgte nach (3) wlj = 0 fiir jedes j, daher lv 1 = 0. 

Unter  neuerlicher Benii tzung yon  (3) schlieBen wir aus (5), dab 

I (ml~l + ... § wxt [ ~ [ m l  [ Q-a,+ ... + Imn[ Q=a,<~nfi}  Q-a. 

Bildet man ~/= m 1~1 + .." + m,  ~, + mz, so gilt also 

IVI<n(M)Q ~ 

Sind ~/1=~/, ~%, . . - ,~e  die Konjugier ten yon  ~/ in K, so gilt I~h]~<7~(M), wobei ~v 

nur  yon  den Zahlen ~1, ' - ' ,  ~n abh/~ngt. I s t  N die Normfunkt ion  yon  K fiber Q, so ist 

daher 
1 ~< IN(~)l ~< ( ~  ( i ) )  e in (M)  Q-~ = ( i ) e Q - ~ . .  

Dabei  gilt I~<[N(o)I deshalb, well 1, ~1 . . . . .  ~n 1. u. fiber Q sind, und daher ~ ]40  ist, 

und weil weiter ~/ ganzalgebraisch ist. Aus der letzten Ungleichung folgt sofort 

( M ) / >  71Q "/e. 
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(II) .  Wir  zeigen n u n  ~IQ 1/nA <~ (M}  <~ ~3Q nb, wobei 

b = Max (bl, . . . ,  bn), A = Max (A 1 . . . . .  An) 

und At der Grad  yon ~, fiber Q ist. 

Wieder  sei C = Max (I ~Jl). Aus (3) folgt je tz t  [w d ~< Qbj (1 < i ~< n, 1 < j < n), somit  

[ w,z [ <<- I ~11Q b" +. . .  + [ ~nl Qb, + Q-1 <~ nCQb + 1. Jedes  Matr ixelement  yon W ist dem Bet rag  

naeh kleiner oder gleieh (nC+ 1) Qb. Daher  ist IWjl <~n! (nC+ 1)nQbn=~aQnb ( j =  1 . . . . .  1), 

folglich ( M }  ~< ~3 Qnb. 

U m  die untere  Schranke nachzuweisen, zeigen wir zuerst,  dab W, nichtsinguliir ist, 

dab also I W,[/> 1 gilt, falls n ! Q~,+"" + b~- 1 < 1, also falls Q > Q0 ist. Angenommen,  Wz 

hi~tte Rang  n - 1 t rotz  Q > Q0" O . B . d . A .  dfirfen wir annehmen,  die aus den ers ten 

n -  1 Zeilen und Spal ten yon Wl gebildete Tei lmatr ix  sei nicht  singuli~r. Wir  bilden 

die Matr ix  i W::l) 

und setzen u~ (1 ~< i ~< n) ffir die mi t  ( - 1) i multiplizierte De te rminan te  der ( n -  1) • ( n -  1) 

Tei lmatr ix  yon U, die durch Weglassen der / - ten Zeile entsteht .  ] )ann  ist un=~0, 

lu~l<~(n-1)!Qbi+"'+b'-~<(n-1)!Q ~,+'''+~ ( i = l  . . . . .  n). 

Es bestehen die Gleichungen 

UlWlj ~-.o. Jr UnWnj = 0 (~ = 1 . . . . .  n ) .  (6)  

Wegen (3) folgt hieraus 

[UlWll q- ... Jr UnWnzl ~ (lull q- . . .  q-lUn[)Q-I ~ n !  Qb~+...+b.-i < 1. 

Son]it w~re (6) auch ffir ~=  1 erfiillt, im Widerspruch zur Tatsache,  dab W Rang  n 

besitzt .  

Es  gelten die Gleichungen 

mlw~l+.. .+mnWin+mlw~z=O ( i = 1  . . . . .  n). 

Un te r  Zuhi l fenahme yon (3) erh~lt  m a n  hieraus 

I mlw~l + . . .  + mnW,n Jr ml (~iWil -~- ... ~- ~nW~n) l<~lmz I Q-1 <~ ( M )  Q-l, 

[w~l (ml + ~lmz) + . . .  + wi~ (m~ + ~nmz) l ~< ( M )  Q-I  (i = 1 . . . . .  ~). (7) 

D a  Wz nichtsingul~r ist, muB m ~ # 0  sein. 



184 WOLFGANG M. SCHMIDT 

Nun sei o . B . d . A ,  b=bn.  Dann  ist b l + . . . + b n _ l < ~ l - 1 / n .  Durch  Aufl6sung des 

Ungleiehungssystems (7) naeh der Cramersehen Regel findet man  

I w, i ira.+ r < (M~ Q l(luli + - . .  + iu.I). 

Es ist iuil ~ ( n -  1)! Qb,+...+~,-1 ~< ( n -  1)! Ql-lm. Hieraus folgt ffir ~ = m n + ~ , m l ,  Q >  Qo 

i~l < ~ !  (M)  Q-I~.. 

Sind ~ = ~ ,  ~ . . . . .  ~a,  die Konjugier ten von ~ in K ,  = Q(~n), so gilt I~J[ ~<)'7 (M~.  Is t  

N die Norm yon K ,  fiber ~, so ist 

1 < iN(~) i < (r~ (M))  A'-~ n! (M)  Q-I~. < n (M)  A Q "", 

und daher sehliel~lieh (M~ ~ 71 QI/~A. 

5. Eine Variante des Rothschen Lemmas 

5.1. Der Rothsche Index.  P ( X  1 . . . . .  Xm) sei ein Polynom,  a = (al . . . . .  O'm) ein P u n k t  

im Rm, r I . . . . .  rm seien natfirliche Zahlen. 

R o t h  definiert den Index  von P in a beziiglich (r I ..., r~) wie folgt: I s t  P ~r 0, so 

ist der Index  die kleinste Zahl c, so dab es nichtnegative ganze i 1 . . . . .  im gibt, so dab 

~n= 1 i h r ;  1 = c, und dab 
t1+... +tin 

P 
aX e ' . . ,  a X ~'~ 

im P u n k t  q nieht  verschwindet.  

Index  Rothschen Index  nennen. 

HILFSSATZ 12 (Rothsches Lemma).  Sei  0 < e < l / 1 2 ,  m natiirlich, 

o~ = w(m, e) = 2 4 . 2  -m (e/12) ~m-1. 

Seien r x . . . . .  rm nati~rliehe Zahlen, so daft 

o~rn>~rn+l ( l < ~ h < m ) .  

Is t  P - - 0 ,  so ist der Index  + oo. Wir  werden diesen 

(]) 

(2) 

Sei 0 < C <. 1, und seien qh 4= O, pa Paare relativ pr imer  ganzrationaler Zahlen, so daft 

]q~irh~> Iq, I r,c (1 < h < m ) ,  (3) 
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]qa[Oc >~ 2am (1 < h < m ) .  (4) 

Sei P ( X  1 . . . . .  Xm) �9 0 ein Polynom mit ganzrationalen Koe//izienten, das in Xh h6chstens 

Grad ra besitzt (1 <~h <~m), und so daft 

[P] <]ql [  o~'c , (5) 

wobei [P] den maximalen Absolutbetrag der Koe/]izienten yon P bedeutet. 

Dann hat P h6chstens Rothschen Index e in (PJql  . . . . .  pm/q,,) beziiglich (r 1 . . . . .  r~). 

Beweis. Hilfssatz 12 ist fast genau das Rothsche Lemma,  wie es etwa in Cas- 

sels [1] (Chapter VI,  Th. 4) wiedergegeben ist. Wir  haben nur  einerseits die Bedingung 

qh> 0 durch qh#  0 ersetzt, und  daher an  einigen Stellen qh durch ]qh] ersetzen miissen. 

Offenbar bereitet diese Verallgemeinerung keine Schwierigkeit, da man ja, falls q h < 0  

ist, qh, Ph durch - q h ,  - P h  ersetzen kann. Andererseits beweist R o t h  (und Cassels in 

[1]) das Lemma nur  fiir C= 1. Man muB daher im Beweis folgende ~nderungen  vor- 

nehmen: 

Ffir m =  1 wird (3) nieht  gebraueht,  und die Voraussetzungen (4), (5) sind fiir 

C < 1 starker  als fiir C =  1. Also ist unsere Behauptung  fiir m = 1 richtig. 

I m  Indukt ionsschr i t t  nach m ist folgendes zu beaehten. An  Stelle von 

[S~...~_l.j_ 1 ] < 2',+'-'+'- ] qx]Or' 

(siehe Cassels [1], Seite 115) t r i t t  nun 

Is,. ,m_l,_ll  2..§ +r- Iqllor, ~ , 
dann weiter 

I Wl-< ( 28m Iqll ~ < Iqll 

infolge (4). An  die Stelle der Formel  (21) in [1], Chapter  VI,  t r i t t  

Genau so wie in Cassels [1] sehlieBt man  nun, dal] der Index  yon v(X 1 . . . .  , X m - 1 )  

als Funkt ion  yon X 1 . . . . .  X~ in (Pl/ql . . . . .  Pm/qm) beziiglieh (r I . . . .  , r~)hSchs tens  gleieh 

he2/12 ist. ([1], Seite 116, Zeilen 5-12). 

Aus lal <lq~12 ~ r , ~  folgt ]ul < lqz l  ~~ Man kann  nun  den Satz mit  1 an Stelle 

von m, hrm an Stelle von rx, e2/12 an Stelle yon  e und  C= 1 auf  u(Xz)  anwenden.  

Der Index  von u(Xm) in ( p J q  . . . . .  pm/q~) bezfiglich (r 1 . . . . .  rm) ist daher  hSchstens he2~12 

([1], Seite 116, Zeilen 13-17). 

Alles weitere geht  wie in [1]. 
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5.2. E i n  Hil/ssatz.  

HILFSSATZ 13. Seien m 1 . . . . .  ml relativ pr im,  ml  #O.  Dann  gibt es ein ~,2~<~</ ,  

so daft 
(ml, roT) = per g. g. T. (ml, mj) ~< [m 11(l-2)/(l-1). 

Beweis. Setze dj = (ml, me) (2 ~< j ~ l). D a d  2 . . . .  , dl relat iv p r im sind, k a n n  ein 

P r imfak to r  p h6chstens in l - 2  der dj vorkommen.  Da  welter d)[m 1 (d.h. ,,dj teilt  

m l "  ) ( 2 ~ < i ~ / ) ,  ist ( d z d s . . . d z ) l m l  -~, somit  d2dz.. .dt<<-[ml] z-2. Hieraus  folgt die 

Behauptung .  

5.3. Die Variante. 

SATZ 11 (Rothsches Linear/ormenlemma).  Sei  wieder 0 < s < l / 1 2 ,  m natiirlich, 

eo = 2 4 . 2  -~  (s/12) 2"-x . (6) 

r I . . . . .  rm seien natiirlich, und es 9elte 

09rh>~rh+ 1 (1 <~h<m).  (7) 

Es  sei l = n + 1 >1 2, und Mh = mhl Xh l  + . . .  + mhz Xhl (1 ~< h ~< m) seien Linear/ormen 

mit  ganzrationalen, relativ pr imen  Koe//izienten.  E s  sei 0 < T <.n und es gelte 

(Mh>,h ~ (MI>~,T (1 ~< h ~< m), (8) 

(Mh}~r  >~ 2 stun' (1 ~<h~<m). (9) 

Schliefllich sei P ( X  n . . . . .  X l g  .. .  ; Xml  . . . . .  Xml) ein nicht identisch verschwindendes 

Polynom mi t  ganzrationalen Koe//izienten,  das in  den Variablen X h l  . . . . .  Xhl eine Form 

yore Grad ra ist (l~<h~<m), so daft 

]P p'<~ (MI> ~ (10) 

er[iillt sei. Dann  ist der Index  yon P beziiglich ( M  I . . . .  , Mm; r 1 . . . . .  rm) h6chstens gleich e. 

Beweis. Man darf  o . B . d . A ,  annehmen,  es sei (Mn> = Imhl I (h = 1 . . . . .  m). Naeh  

Hilfssatz 13 daf t  m a n  weiter  annehmen,  es gelte 

(ran1, mn~) <<- <Mh> (l-2)/a-1) = (Mn> ~ 1),'~ (h = 1, . . . ,  m). (11) 

Angenommen,  P hnbe beziiglich (M1, . . . ,  M,~; r x . . . . .  r,~) einen I n d e x  grSl~er als e. 

Dnnn liegt P im Idea l  l+(e),  das durch nile Po lynome 

mi t  ~ ih r ;  1 > s erzeugt  wird. 
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Wir wollen nun eine Form P~ X1~; . . . ;Xml, X ~ )  in 2m Variablen konstru- 

ieren. Is t  l=2, so setzen wir po=p.  Ansonst mfissen wir erst die z = m ( l - 2 )  Vari- 

ablen X13 . . . .  , Xlz; ...; X ~ ,  ..., X~z los werden! 

Man kann P als Polynom in M1, XI~ , ..., Xlz; ...; Mm, Xm2 . . . . .  Xmz ausdriicken. 

Falls Xa13 das Polynom P teilt, abet  X a+113 nicht mehr P teilt, setzen w i r P = X l a  a P.  

Dann liegt P wieder in I+(~). Weiter bilden wir 

p(1) = ~ (Xl l ,  X12, 0, X14, ..., Xll; ...; X~I, X~2 . . . . .  X~z). 

Dann ist p(1) ein nieht identisch verschwindendes Polynom in l m -  1 Variablen mit  

ganzrationalen Koeffizienten, und zwar ist p(1) eine Form in Xu ,  XI~, X14 . . . . .  Xiz vom 

Grad r 1 - a ~ < r  1 und eine Form in Xhl . . . .  ,Xat vom Grad rh (2~<h~m).  Weiter ist 

IF(D[ ~<]P[. SchlieBlich liegt p(1, im Ring der Polynome in 

"~11' X12, X14 . . . . .  Xll; . . .; Xml,  "",  Xml 

im Ideal l~)(e), das durch die Polynome 

M 1 (Xll, X12, 0, X14 . . . . .  Xll) i~ ... Mm (Xml . . . . .  X~t) ~ 

mit  ~ = 1  ih r~ 1 > e erzeugt wird. 

Indem man dieses Veffahren z mal durchfiihrt, erh~lt man schlieBlich ein Polynom 

p(~) = p0 (Xll ' XI~; ...; X~I, X~2), das nicht identisch verschwindet, ganzrationale KoeL 

fizienten besitzt, in Xh~, Xh2 eine Form yon einem Grad < rh ist (1 ~< h ~< m), ]P~ ~< I PI  

leistet, und das im Ideal I~ liegt, das yon den Polynomen 

(m,, X ~  + m4~ X,~)~' ... (m~l X ~  + m ~  X~2) '~ 

mit ~ ih r~ 1 > e erzeugt wird. 

Nun definieren wir ein Polynom P(X1, ..., X~) in m Variablen durch 

P(XI . . . . .  Xm) = P~ X~, 1; ...; Xm, 1). 

/5 besitzt ganze Koeffizienten und hat  in Xa einem Grad ~<rh (1 <~h<<.m). Man findet 

p , o ,  IPl <lPI. 

P liegt im Ideal l+(t) ,  das yon den Polynomen 

(x~ + ~ / % ~ ) ~ '  ... (Xm + ~n~/,n~)'~ 02)  

mit ~ ihr~ 1 > e erzeugt wird. 
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Wir  setzen 

qh=ma1(mhl, mh2) -I, Ph= --mhu(mhl, mh2) ~1 (1 < h  <~m). 

Die Polynome (12) kSnnen je tz t  aueh in der Gestalt  

(X  1 - p l / q l )  t~ ... (Xm--p,~/qm) 'm 

geschrieben werden. Fiir Jl . . . . .  jm mit  ~?'hr~l~<~ ist daher  

~h +... +t~ 
p 

~ x ; ,  . . .  ~ x ' :  

in (pJq~, . . . ,pm/qm)  gleieh Null. Das bedeutet  abet  doch, dab P in (Pl /ql  . . . . .  Pm/q=) 

beziiglieh (r~ . . . . .  r~) einen Rothsehen Index  grSfler als e besitzt. 

Dies wird einen Widersprueh ergeben, sobald wir gezeigt haben, dab P,  qh, Ph die 

Voraussetzungen vom Hilfssatz 12 (Rothsehes Lemma) mit  C = T i n  erfiillen. Offenbar 

ist qh=k0 und sind Ph, qh relativ pr im (l~<h~<m). Es ist infolge (11) 

<Ma> l+"<<-]qhj<<.<Mh> ( h = l  . . . .  ,m),  
also gilt 

I q~ P > <M~V "/~ > <MI> r'TIn ~ I q, I ' ' /n  = I q11% 

also (3). Weiter  ist (4) erfiillt, denn 

Iq~l~ l+"">lM, l::+n'>2 ~: (h= 1, ... ,m). 
Sehlieglich ist 

IPI <:-IPI < IM~I ~'r'r+~'= IM: I  ~ <~ Iq, I ~ 

und (5) wird erfiillt. 

6. Beweis der Siitze 3 und 4 

6.1. Neu/ormulierung. 

SATZ 12. Seien ~1 . . . . .  ~n algebraisch, (5>0. L(I>,L (2), . . . , L  (z), wobei l = n +  1, seien 

Linear/ormen in X 1 . . . . .  X~, von der Gestalt (I) oder (II)  aus w 4.4. 

Wir betrachten die Menge ~ der positiven reellen Zahlen Q, so daft es reeUe Zahlen 

c I, ..., cz mit 
c l + . . . + c ~  < - 8  (I) 

gibt, so daft im Fall  (I) c 1 = - a 1 ~< 0 . . . . .  cn = - an ~< O, cz = l ,  im Fall  (II)  c 1 = b 1/> O, ... 
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cn=bn>~O, cz = - 1  ist(1) sowie n = l - I  linear unabh~ngige Vektoren l v l , . . . r 0  n i m  R~ 

mit ganzrationalen Koordinaten gibt, so daft 

l /(~)(mj)l~<Q ~ (1 <~i<~l, l < j < n )  (2) 
ist. 

Dann hat ~ Eigenscha/t F.  

F OLG ~ R ~  G. Die Sdtze 3 und 4 gelten. 

Tats~ch l i ch  is t  Satz  3 g e n a u  Fa l l  (I)  des ob igen  Satzes,  Satz  4 F a l l  (II) .  U m  dies 

e inzusehen ,  b r a u c h t  m a n  blo]~ den  Vek to r  ~0~ in  der  F o r m  

m j =  (Pn . . . .  ,PJ~,PJ~) 
zu sehre iben .  

E s  i s t  also j e t z t  Sa tz  12 zu  beweisen.  

6.2. Erste Zuriic]~/i~hrung. Es geni~gt, Satz 12 /iir den spezieUen Fall zu beweisen, 

in welchem cz , . . . ,  cl /este Konstante sind, die yon Q unabMingig sind. 

U m  dies e inzusehen ,  b e t r a c h t e t  m a n  die  F~l le  (I) u n d  ( I I )  separa t .  

(I) I s t  Q E ~ ,  so g ib t  es c 1 (Q) . . . . .  cz (Q) m i t  d e n  a n g e g e b e n e n  E igenscha f t en ,  u n d  

zwar  is t  ffir d en  F a l l  (I) c 1 (Q) = - a 1 (Q) . . . . .  cn (Q) = - an (Q), cl(Q) = 1, wobei  aj(Q) >~ 0 

(j = 1 . . . . .  n),  u n d  wobei  a 1 (Q) §  § an (Q) >~ 1 § (~. 

M a n  da f t  a n n e h m e n ,  0 ~ aj(Q) < 1 + 2 5. I s t  n~ml i ch  e in  aj(Q) ~> 1 + 2 5, so k a n n  

m a n  dieses aj(Q) d u r c h  1 + 5  ersetzen,  u n d  alle V o r a u s s e t z u n g e n  b l e iben  e rha l t en .  

W i r  w~hlen  z u n d  Z a h l e n  0 = ~(0) < a(1) < . . .  < a(z) = 1 + 2 5 so, dal3 

a(i) - a(i - 1) < 5 / 2  n (i = 1 , . . . ,  z), 

u n d  w i t  beze i chnen  das  ha lbof fene  I n t e r v a l l  [ a ( i - 1 ) ,  a(i))  m i t  I(i)  (1 <~i<.z). I s t  

a = ( s  I . . . . .  sn), l ~ s t ~ < z ,  st ganz ,  

so sei ~ "  die  T e i l me n g e  y o n  ~ ,  die  aus  a l len  Q E ~  bes teh t ,  so d a b  aj(Q) EI(s j )  

(1 ~< j ~< n).  I s t  Q E ~ " ,  so g i l t  aj (Q) >/a(sj  - 1), folglich 

ax ( Q ) +  .. .  +an(Q)>~cc(sl - I ) §  . . .  § ~ ( s n -  1 ) ~ a z ( Q ) §  .. .  + a n ( Q ) - n S / 2 n > ~  I §  

Die Z a h l e n  Q E ~ "  erffillen dahe r  die  V o r a u s s e t z u n g e n  des Satzes  fiir /este K o n s t a n t e  

c 1 = - ~ ( s  1 -  1), . . . ,cn = - ~ ( s n - 1 )  u n d  5 / 2  a n  Stelle y o n  5. 

(1) Da nun  auch at = 0 oder b~ = 0 zugelassen ist, s i n d  L (1), . . . ,  L (1) zusammen mit e l , . . . ,  c I nicht 
notwendigerweise yon der Gestalt (I) oder (II) aus w 4.4. 
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I s t  also der  Sa tz  fiir feste K o n s t a n t e  c r ..., c~, cl bewiesen, so ha t  ~ a  Eigenschaf t  F .  

Da  abe r  ~ Vereinigungsmenge yon endl ieh vielen Tei lmengen ~ ~  ist,  h a t  aueh 

selbst  E igenschaf t  F .  

( I I )  wird  /ihnlieh gezeigt .  

6.3. Zweite Zuriick/iihrung. M a n  dar/ weiter annehmen, c j 4 0  ( j= 1, ..., 1). (Dies 

bedeu te t  im Fa l l  (I), - c 1 = a 1 > 0 . . . . .  - cn = an > 0, cl = 1, und  im Fa l l  ( I I )  c 1 = b 1 > 0, . . . ,  

c~ = b~ > 0, c, = - 1. N u n  sind L (1), . . . ,  L (z) zusammen  m i t c  1 . . . . .  cz von der  Ges ta l t  (I) 

oder  ( I I ) a u s  w 4.4.) W i t  be t r ach t en  die F/il le (I), ( I I )  ge t rennt .  

(I) Wi r  zeigen hier diese Zur i ickf i ihrung du tch  I n d u k t i o n  nach  n. I s t  n =  1, so 

is t  a 1 ~> 1-4-8, also yon  vornhere in  a I > 0. I m  a l lgemeinen sei e twa an = 0. D a n n  ist  

a ~ + . . .  § 1 §  und  man  k a n n  den  Satz  mi t  n - 1  an  Stelle von n anwenden:  

Man en t fe rn t  in der  Mat r ix  (4), w 1, die n- te  Spa l te  sowie eine Zeile (welehe Zeile 

wird  yon  Q abh//ngen),  so da[~ eine ( n - 1 ) •  n -Mat r ix  vom R a n g  n - 1  i ibr ig  ble ibt .  

( I I )  is t  noeh einfaeher.  Man  b r a uc h t  bloB bj dureh  b ' j = b j + 8 / 2 n  zu ersetzen.  

D a n n  ist  b ~ > 0  ( ] =  1, . . . , n ) ,  und  alle Vorausse tzungen des Satzes  mi t  b~ . . . . .  b~ an 

Stelle yon b I . . . . .  bn und  8 /2  an  Stelle von 8 s ind erfiillt .  

6.4. Dritte Zuriick/iihrung. Man  dar/ annehmen, ~1 . . . . .  ~n seien ganzalgebraisch. 

Dies sieht  m a n  so ein: I m  al lgemeinen Fa l l  g ib t  es ein natf i r l iches q, so dab  q ~1 . . . . .  q ~ 

ganzalgebraiseh sind. 

(I) Wi r  w/ihlen eine Zahl  7, so dab  0 < 7  < Min (a 1 . . . .  , a~, 8 / 2 n ) .  Man dar f  sieh 

auf  Q E ~/~ mi t  Q ' >  q besehr/~nken. Aus  (2) folgt  nun  

]Ptz(~ ,q)- (Pzq) l  <~Q-a~q<~Q-r (1 ~<i ~<n, l~</~<n).  

Die Vorausse tzungen des Satzes  werden nun  durch q~l  . . . . .  q~n an  Stelle y o n  ~1 . . . . .  ~n,  

qP:t a n  Stelle yon  Pji ( l~<i,? '~<n),  a ~ - ~  an Stelle yon as ( l~<i~<n),  sowie 8 /2  an  

Stelle yon  8 erftillt .  ] s t  also der  Sa tz  ftir ganzalgebra ische  ~1,---,  ~n bere i t s  gezeigt,  

so folgt,  dab  ~ auch in unserem Fa l l  E igenschaf t  F besi tz t .  

( I I )  J e d e m  Q E ~ o rdnen  wir  die Zahl  Q = Qq-1 zu. Die Menge der  so e rha l tenen  

Zahlen  Q sei 8 .  F i i r  groBes Q is t  q<<. (2 '~/2n. Aus (2) oder,  was dasselbe ist,  (8) und  

(9) aus  w 1, folgt  nun  

IP,~] < Qb, = (qQ)b, <~ q~b, <~ Q,b,+~:2n) (1 ~< i, 7" ~< n), 
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sowie IP~(q~)  § ... + P ~ ( q ~ )  - (qP~z)[ <~qQ-~ = Q-~ (1 ~< i <  n). 

Die Voraussetzungen des Satzes werden also durch q~l . . . .  , q~= an  Stelle yon ~x, . . . ,  ~ ,  

qP~z an Stelle yon P,z, b~ + 8 /2  n an Stelle yon bj, 8 /2  an  Stelle yon 8, und  Q E ~ an 

Stelle yon Q E ~ erfiillt. 

I s t  der Satz also fiir ganzalgebraische Zahlen gezeigt, so ha t  ~ Eigenschaf t  F ,  

naeh Hilfssatz 3 also aueh ~ .  

6.5. Au]marsch der Hil/smittel. Wir  wenden uns nun  dem Beweis des Satzes zu. 

cl, . . . ,  c, seien Kons tan te ,  die den Voraussetzungen des Satzes geniigen. Wir  setzen 

c = M a x  (Icll . . . . .  Iczl)>0.  Wir  w~hlen e > 0  so klein, dab  

e/a(4 c + 9) < 8 (3) 

ist. W e n n  wir, was offenbar  er laubt  ist, 0 < 8 < 1/12 annehmen,  ist auch 0 < e < 1/12. 

Als n~chstes wiihlen wir m natiirlich, und  so groB, dab 

m>~4e -~ log (2/A),  (4) 

wobei A = [Q($1, "" ,  ~n): Q] im Fal l  (I), A = M a x  ([Q(~,): Q]) im Fall  (II).  

Wir  werden nun  zeigen: ~ hat nicht Eigenscha/t .LG~. Daraus  folgt offenbar  

Satz 12. 
I m  folgenden nehmen  wir indirekt  an, ~ habe Eigensehaf t  JLGm. Dann  gibt  es 

ein k, so dab L ~  Eigenschaft  Gm besitzt .  

Wir  bilden 
co = 2 4 . 2  -m (s/12) ~ - I  . (5) 

Infolge e < l  und  m~>l  ist 0 < c o < l ,  o ) -1>1 .  

Nach  Annahme  besi tzt  Z k ~  Eigenschaf t  Gin. Wir  setzen C 1 = 2 o ) - 1 >  1. Es  gibt  

nun  ein C2, so dab es Q(1) < Q(2) < ...  < Q(m) mi t  beliebig groBem Q(1) aus ~ gibt,  so dab 

2 w - l L k ( Q  (h)) <. Lk(Q (a+l)) ~< C2Lk(Q (h)) (h = 1 . . . . .  m -  1) (6) 
gilt. (1) 

Wir  w/~hlen Q0 so groB, dab ffir Q~> Q0 folgende Ungleiehungen gelten: 

(a) Q~/> 4l  2 e -2, Q' ~> 22l'E 2, 

wobei E die Kons t an t e  aus (iv) des Polynomsatzes  bedeutet .  (Die Voraussetzungen 

dieses Satzes werden durch L a) . . . . .  L (z) erfiillt.) 

(1) E i n e  V e r w e c h s l u n g  d e r  i t e r i e r t e n  L o g a r i t h m e n  Lk m i t  L i n e a r f o r m  L (1), . . . ,  L (z) i s t  h i e r  w o h l  

k a u m  z u  b e f i i r c h t e n .  

13 - 652933 Acta mathematica 114. Impr im6  le 19 octobre  1965. 



(c) 

(d) 

Aus (a) folgt 

192 WOLFGANG M. SCHMIDT 

(b) Q~:~ >~ 2 ~n'~ ' ,  Q~:~ >~ D m~'~', 

wobei 75, 7e Kons tan ten  aus der Bemerkung nach dem Linearformensatz  sind, w~hrend 

D die Kons tan te  aus (ii) des Polynomsatzes  ist. 

C~ -1 Lk(Q) ~ Lk-1 (Q~/2) 

L(Lt(Q)2oj- I )~2~-ILt+I(Q)  ( t = 0 ,  1 . . . . .  k - l ) .  

Lk (Q" 2 o~ -1) <~ Lk 1 (L(Q). 2 ~o -1 ) ~< Lk-2 (L2 (Q)" 2 o~ -1) ~<... ~< 2 oJ -1L~ (Q). 

Nun  w~hlen wir Q(I) . . . . .  Q(m> aus 7~ so, daft (6) grit und  auI3erdem 

Q(h> ~> Qo (h = 1 . . . . .  m) 
ist. 

Aus (6) und (7) folgt 

L~-I (L(Q (h)) 2 ~-1) ~ 2 0) -1 i k (Q(a>) < LI,(Q(h+I>), 

somit 2 ~-1L(Q(h>) ~ L(Q(h+I)) (h = 1 . . . . .  m - 1). 

Aus (6) und  (c) folgt 

Lk (Q(m>) ~< C~-lik (Q(I>) ~ i k _ l  (Q(1)e/2), 

also L( Q(m>) ~ Q(1)e/2. 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

Aus (a) folgt wegen e < 1 / 1 2  sofort Q ~ e  ~, log Q>~2, und  infolge ( 8 ) i s t  daher  

log Q(m> _ log Q(m)/log ~ 1 ) / ~  2 (1 --  �89 = 1, 

und wit k6nnen eine ganze Zahl r 1 so w~hlen, dab 

e -1 log Q(m>/> rl/> e- i  log Q(m)/log Q(D > 0 

ist. Wei ter  setzen wir fiir h = 2, . . . ,  m 

ra = [r 1 log Q(l>/log Q(h>] + 1. 
Daim ist 

r 1 log Q(1) ~ rn log Q(n> ~ rl log Q(I> + log Q(n> < (1 + e) r x log Q(a>. 

Aus (9) und (13) folgt 

(11) 

(12) 

(13) 
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0)rn log Q(h) >/(1 + ~) 10)rh+l log Q(h +1) >/(1 +/~)-10)rh +1 (2 0) -1) log Q(h), 

r 2(1 + e) -1 rh+l >/rtz+l, 

r 1 ( h = ' l  . . . . .  m - - l ) .  (14) 

Infolge (a), (10) und (11) ist 

/'1 "~< ~-1 log Q(m) ~< 8-1 Q(1)~12 ~< Q(1),/( 2 l). 

Da  Q(1)<  . . .  < Q(ra), und  da nach (14) r l >  ... >rm, gilt al lgemein 

(rn+l)l<<.Q (~)~ ( h =  1, . . . ,m) .  (15) 

6.6. Ende des Beweises. Den Beweis yon Satz 12 fiihren wir nun  wie folgt  

zu Ende.  

Unsere Lineaf formen L (1) . . . .  ,L(~),e,m sowie r 1 . . . .  , rm erfiillen die Vorausse tzungen 

des Polynomsatzes .  P ( X  n . . . .  ,Xmz) sei das im Po lynomsa tz  beschriebene Polynom.  

Aber  auch die Voraussetzungen yon Satz  9 sind erfiillt. Die erste in diesem Satz  

vorausgesetz te  Ungleichung folgt aus (1), (3). Die Bedingungen (a), (b), (c) yon Satz  

9 folgen aus unseren Formeln  (a), (15), (13). Wei te r  g ibt  es fiir h = 1 . . . . .  m je n = l - 1 

I .u .  Vektoren  ~0(~ h) . . . . .  ~'0(~ ), welche die Bedingungen yon  Satz 9 erfiillen. M (~) . . . . .  M (m) 

seien die in diesem Satz konst ru ier ten  Linearformen.  Nach  diesem Satz sehlieBen wir 

a l so .  

P hat mindestens Index m e  beziiglich (M1, . . . ,Mm; r 1, ...,rm). 

Naeh dem Linear formensa tz  ist 

Q(h)e5 <~ <Mn> <~ Q(h)v, (h = 1 . . . . .  m). (16) 

Also ist (Mh>rh ~> Q(h)rhr, ~> Q(1)r, r6 ~> (Ma>r, r51r,, 

und  setzt  m a n  T -  75 
~r 

so folgt <Mh> rh ~> <MI> r 'r  (h = 1 . . . . .  m). (17) 

Wei ter  ist <Mh>~r/> Q(h)~r~, >/2stun ' (18) 

nach (b), (8) und  (16). Nach  dem Po lynomsa tz  ist 

IPl<Dr,+...+r,,<D'n', 
daher  naeh (b) und  (16) 
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also IPl"' < (MI> ~'~'T. (19) 

e, m, co, r~ . . . .  rm erfiillen naeh unserer  Wahl  von e und (o und nach (14) die Vor- 

aussetzungen des g o t h s c h e n  Linear formenlemmas.  Ebenso erfiillen T, die Linear formen 

M 1 . . . .  , Mm, sowie das Po lynom P ( X  n . . . . .  Xml) die Voraussetzungen.  Die Bedingungen 

(8), (9), (10) des g o t h s c h e n  L e m m a s  sind unsere Formeln  (17), (18), (19). Also sind 

s~tmtliehe Voraussetzungen erfiillt, und  wir  sehen: 

P hat beziiglich (M 1 . . . . .  Mm; r I . . . . .  rm) hSchstens Index  e. 

Dies s teht  im Widerspruch zur oben gegebenen Absch~itzung des Index  nach 

unten,  da infolge (4) m >  1 ist. Die in w 6.5 gemachte  Annahme,  datl :~1 Eigenschaf t  

LG~ besitzt,  wurde so ad  absu rdum gefiihrt, und  }~1 ha t  Eigenschaf t  Y. 

7. t l b e r t r a ~ m g s s i i t z e  

7.1. Erster kleiner {Jbertragungssatz. 

HILFSSATZ 14 (1. kleiner Ubertragungssatz). 

Dann  gibt es Zahlen ~ > O, 7; 1 > O, ~2 > 0 mit  (~ < 1, 

2 - a l - a  2 
a l + a 2  

und /olgenden Eigenscha[ten: 

Sei e > O ,  a~>O,  a , > O ,  al + a , ~  1. 

(1) 

Seien ~1, ~2 reeU, q > 1, (pl, P2, Pz) 4 = (0, 0, 0) mit ganzrationalen pj  (~ = 1, 2,1). Es  gelte 

] p l l ~ q  a', ]p21<q a', [ P l ~ l + p 2 ~ 2 - - p z l = q  -1. (2) 

Entweder (A) gibt es dann ganzrationale (vz, v z, vl) 4= (0, 0, 0) mit 

Iv,~l-vll<(Q/2) -~,, Ivz~-v~i<(Q/2) -~, ]v~l<.Q, (3) 

wobei Q = 2 qO+"'+'. 

Oder (B) es gibt eine ganzrationale Matr ix  

V 1 V 2 V 
yore Rang 2, so daft 

]V,~l-V11<(Q'/2)-% Iv, ~-v~l<(Q'/2) -~ [vzl<Q', 
(4) 

]v; ~-vil<<.(Q'/2)-% Iv; ~-v~l<(Q'/2)-% ]v/l<Q', 
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wobei a l >~ O, a 2~>0,a l + a  2 - 1 / > ~ > 0  und 

Q' = 2 ql-~. 

Beweis. Wir w/ihlen 6 > 0 so klein, dal~ ~ < 1 - 0.1, (~ < 1 - 0*2, und 

2 - 0 . 1 -  a 2  - 2 c5 2 - al - a 2 
> e. (5) 

O"1 -~ 0"2 -]- (~ 0.1 -~ 0*2 

1 - a , - 8  1 - a l - c 5  
Welter setzen wir "r 1 al +a2+(~, "r~-al  +a2+(~. 

Offenbar gilt nun ( 1 ) .  

Nun sei (2) erfiillt. Wir bilden / x = P l q - ' ,  / 2=P2q  -~'*, / z = ( P l ~ I + P 2 ~ 2 - P t ) q  �9 

Dann ist 1/11 ~< 1, 1/21 ~< 1, aber I/z] = 1. 

Wir bilden folgende drei Linearformen in den Variablen vl, v 2, vz: 

g l = - ( v z ~ l - v l ) q %  g 2 = - ( v z ~ 2 - v ~ ) q  `'~, gz=v ,q  -1. 

Welter bilden wir die Lineafform 

r V2' Vl) =/1 gl + ]2 g2 "~-/l ~l =]91 Vl + ]92 U2 -- Pl VS" 

Die Linearform ~ besitzt ganzrationale Soeffizienten. Ist  also Ir v2, v , ) ]< l  wobei 

vl, v~, vz ganzrational sind, so folgt 4 ( - . . )=0 ,  

Ig, l<I/lllgll+l/21lg21<<.2 Max (]g11, ]g21). 

Die Determinante der 3 Linearformen gl, g2, gz i s t  q_qO,+,,-1, die Determinante yon 

gl, g2, r ist ebenfalls _ q.,+.,-1. 

~ sei der K6rper im R3, der durch die Ungleichungen 

[gl[<.q -~, [g2[<.-.q -~, I r  

gegeben ist. ~ hat  Volumen 2aq 1-"'- '-2~. % sei die gr613te Zahl, so dab ~ ,  Gitter- 

punkte (d. h. Punkte 0 = (vl, v 2, vz) mit ganzrationalen Koordinaten vj) 4 o besitzt. )Iach 

dem Minkowskischen Linearformensatz ist 

2~o~> 1 - a ~ - a 2 > ~ 0 .  (6) 

Sei 0 = (vl, v2, v~)~= (0, 0, 0) Gitterpunkte in ~~ Dann ist dort entweder I gll =q-~' 

oder Ig21=q -~'. Ist o .B .d .A.  Igll>Jlg2[, so gilt 

Ig, J=q Igd<q [g l 2q (7) 
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also [vt ~1 -- Vl I <~ q-ot-t ' .  IV 1 ~2 -- V2 [ <~ q-  o,-t'., IV l [ < 2 ql-vo. (8) 

Wit unterscheiden nun zwei F/ille (A) und (B). 

(A) v o ~ > l - a  1 - a  s - ~ .  Nun ist 

1 - % ~ < a l + a a + ( $ ,  al+vo>~ 1 - a 2 - t i = T l ( a l + a 2 + 5 ) ,  a2+Vo>~ 1 - a l - ~ = T ~ ( a t + a 2 + ~ ) .  

Setzen wir Q = 2 q  "+~ so folgt aus (8) gerade (3). 

(B) v o < 1 - a 1 - a s - 5. Wir betrachten den K6rper ~' ,  der dureh 

jell<q-*., Ig~]<q~176 Iq~l<l 

definiert ist. ~ '  hat Volumen 23, und enthglt daher nach Minkowski einen primitiven 

Gitterpunkt V'=(v~,v~,v[). (Ein Gitterpunkt 04=0 heiBt primitiv, falls seine Koor- 

dinaten relativ prim sind.) Da offenbar der oben konstruierte Gitterpunkt • ebenfalls 

primitiv und yon + 0' versehieden ist, sind t~, ~' linear unabhgngig. Wit schreiben 

g,=g,(v,,v~,v,), g;=g,(vi, vG, v;) (i=],2,~). 

Auger (7) gilt nun 

[gil<q-,0, Ig2l<qOt+o. i+v., Ig/[~<2qO,+o..-l+v," (9) 

Aus (7) folgt wieder (8), und aus (9) folgt 

[v[$1-v~i<.q-O,-~o , ]v[~u-v~]<q ~ ]v;l<2q ~176176 (10) 

Wegen (6) sind die Sehranken (8) seh/irfer als (10), also gilt noeh 

]V,~l-Vll<q -~ Iv,~2-vd<q 0,-1+~0, [v~l<2q ~ (11) 

Setzen wir Q'=2q x-~, a l = ( a l + V 0 ) ( 1 - ( ~ ) - l > 0 ,  a z = ( 1 - a l - V o ) ( 1 - ~ )  -1, so gilt 

unter Beniitzung der Voraussetzung (B): a s >/(a s + 0) (1 - ~)-1 > 0, sowie 

]vt~-Vll<(Q'/2) -~,, ]v,~-v~]<(Q'/2) -a,, [v~[<<.Q', 

Iv;~,-vil<(Q'/2) % Iv;~-v~l<.(Q'/2) -~ Iv;l<Q ', 

also (4), Dabei ist al+a~-l=(~(1-~)-l>(~. 

7.2. Zweiter ]deiner Ubertragung88atz. 

HILFSSATZ 15 (2. kleiner ~)bertragungssatz). Sei 
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e > 0 ,  0~<v~< 1, 0 ~ < ~ <  1, T~+v~>~ 1. 

Dann gibt es Zahlen 8 > 0 ,  (TI>0 , ~ 2 > 0  mit 8 < 1 ,  

2 - -  7; 1 - -  "g2 
a l + a ~ < -  -l-~ (12) 

~ 1 + ~  

und /olgenden Eigenscha/ten: 

Seien ~1, ~ reell, q > 1, (Pv P2, Pz) :~ (0, O, O) mit ganzrationalen p~. Es gelte 

[P/~,--PI[~<q -v~, Ip,~-p~[<q-", Ip,[=q. (13) 

Entweder (A) gibt es dann ganzrationale (v~, %, v~) r (0, O, O) mit 

]v~l~<(2Q) % [v~]~<(2Q)% [vi$~-v~-v,[<Q -~, (14) 

wobei Q = �89 q~" + ~-~. 

Oder (B), gibt es eine ganzrationale Matrix 

[v~l<(2Q')% 

Iv~[<(2Q')% 

wobei bl >~O , b~>~O, bl +b~=( l  +8) - l  < l und 

Q,=�89 

Beweis. Wit  w~hlen ~ im Interval l  0 < 8 < 1 so klein, dab 

vom Rang 2, so daft 

Iv,[<(2Q')% 
Ivil<(2Q')% 

Weiter  sei 

Iv1 + < Q,-1, 

2 - z l - z 2 + 2 8  2 -  "t'l-'t" 2 < t-e. 
r 1 + r 2 - 8 r~ + v~ 

1-r~+@ 1-~1+8 
Zl-~-~ 2 - -  Z l - ~ - r 2 - -  8" 

Dann gilt (12). 

Wir  setzen /1 = - (Pz ~i - P l )  q~l,/~ = _ (P, ~:2 -P~)  q~', fl =Pl  q-1. 

1/21<1, I1,1= 1. 
Wir bilden folgende drei Linearformen in Variablen vl, v~, vz: 

] )ann  

g l = v l q  -~', g~=%q-~', g z = ( V l ~ l + % s  

(15) 

(16) 
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Weiter bilden wir (b(vl, v2, vz) =/1 gl +/2 g~ +/z 9z =Ps Vl +P2 v2 - P '  vl. Die Linearform ~b 

besitzt ganzrationale Koeffizienten. Die Determinante yon gl, g~, ~ ist _ ql-~-T,. 

~:~ sei der durch die Ungleichungen 

{gl[<~q-", Ig~,l<~q-V, I~[<1  

definierte KSrper im R a. ~,  hat Volumen 2aq ~'+'*-l-u~. % sei die grSBte Zahl, so daft 

~o Gitterpunkte D#O enth/ilt. Nach Minkowski ist 

2 % ~ 1  + ~  2 --  1 >/0. (17) 

Sei D # o Gitterpunkt in ~o. Ist  o .B .d .A,  fiir diesen Gitterpunkt I gx I ~ ]g~[, so 

gilt dort 
]gll=q-~., Ig~l<~q-~., Ig, l<2q~., (18) 

und daraus folgt 
IVll=q T,-'*, Iv21<~qT,-~~ {vl~l +v2~-v,l<-..2q-i-~~ (19) 

Wir unterseheiden nun zwei F~lle (A) und (B). 

(A) v o>lv l + v ~ - l - o .  Je tz t  ist l + v  0>~vl+v 2-(~, 

~ l - v o ~  1 + (~ - T2 = (T1 (T1 + 7, '2- {~); ~'2-- ~0 ~ 1 + (~-- T1 = O'2(T1 + T2--(~ ). 

Setzen wir Q=  �89 so folgt aus (19) 

]Vx[~<(2Q) ~', [v~l~<(2Q)"', [V,~l+V,,~-v~l<Q -1. 

Das ist aber bereits Formel (14), 

(B) % < ~1 + v2 - 1 - ~. Wit  betrachten den K6rper ~': 

Ig l<q -'~ Igd <q Ir 

Nach Minkowski liegt ein primitiver Gitterpunkt ~ '=  (v~, v~, v~) in ~'. Offenbar sind 

~, ~o' linear unabh~ingig. Wir sehreiben 

gt=f]i(Vl, V$,Yl), g;=~I(Vi, V2, V;) ( i=  1, 2,/). 
Man hat nun 

Igil<q -~~ Ig~l<.q 1-,,-~,+~., ]g/l~<2q I-T,-~,+~., (20) 
und hieraus folgt 

I v ; l < 4  ,-~~ Iv~l<q ~-~ .... , ]Vi~l +Vi $~-v;l<...2q-~,-'~+~~ (21) 

Infolge (17) sind die Schranken (19) sch/~rfer als (21) und es gilt 

Iv, i<q IVx x +%$2-v,l<-..2q-',-'.+',. (22) 
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Setzen wir 

1+($ 1 Q,=�89 b _ ~ t - % >  - v ~ > 0 ,  b~- - ~ t + % ~ > 0 ,  
1 + ~  1 + ~  1 + ~  

so gilt Iv~l<(2Q')% Iv~l<(2Q'? ~, [Vl~+v~-v~l<Q '-~, 

sowie das analoge Ungleiehungssystem fiir v~, v~, v~, also (15). Dabei ist b 1 + b~ = (1 + (~)-~. 

7.3. Konstante (~o und T o. ~1, ~ seien reelle Zahlen. Wir setzen (T o = (~o (~1, ~)  ffir 

das Infimum der reellen Zahlen a, so dab die Menge ~a der Q > 1, zu denen ganzra- 

tionale (Pl, P2, pl) =~ (0, 0, 0) existieren, die 

Max (lio11, 1)-Max (llo~[, 1) ~< QO, IPl ~ +P2 ~2-P~l ~< Q-1 (23) 

leisten, nicht Eigensehaft F besitzt. Offenbar ist a0>~ 0. Weiter gilt 

a o ~< 1, (24) 
denn das System 

[p l I<Q �89 Ip~l<'--Q �89 I p l ~ l + i o ~ 2 - p / l < Q  -1 

hat fiir ~edes Q> 1 eine ganzzahlige LSsung (Pl.P~,Pz) 4= (0, O, 0). 

vo = vo(~l, ~2) sei das Supremum der reellen Zahlen ~, so dab die Menge ~T der 

Q > I ,  zu denen es ganze (plp2,pl)~=(O,O,O) gibt, die 

[P~ r [P~ r < Q ~, ]P~I ~ Q (25) 

erffillen, nicht Eigenschaft F hat. Man sieht leieht, dab 

~o ~> 1 (26) 
ist. 

H~L~'SSATZ 16. Fiir die beiden Zahlen ~1, ~2 gelte (11) aus w 1, und ~ ( ~ 1 , ~ 2 , ( ~ )  

besitze /i~r ~edes ~ > 0 Eigenscha/t F.  Dann ist (r o > 0 und 

To>~(2-ao)a~ 1. (27) 

Beweis. Aus l%rmel (11), w 1, folgt sofort ao>~c~l>0. Ist a o = l ,  so folgt die 

Behauptung aus (26), so dab man also 0 < a0 < 1 annehmen daft. a sei eine Zahl im 

Intervall ao < a < 1. @, hat nicht Eigenschaft F.  

Zu jedem Q G 6o gibt es Zahlen p~ (Q) (i = 1, 2,/), die (23) erfiillen. Wir definieren 

Q* = Q* (Q) durch I Pl (Q) ~1 + P~ (Q) ~ - p l  (Q) I = Q*-I- Mit~, = p, (Q) (i = 1, 2, l) hat man jetzt 
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Max (IP~I, 1). Max (IPsl, 1 )<  Q*~ IPl ~1 +P2 ~2 - - P l l  = Q.-1. (28) 

* ~  * Dabei ist Q*~> Q und wegen (11) aus w 1 auSerdem Q -~ Q~". Is t  also 6 ,  die Teilmenge 

yon ~ bestehend aus allen Q*E 6o, ftir die nieht nur (23), sondern sogar (28)erfiillt 

werden kann, so gibt es zu jedem x E 6 ,  ein y E 6 "  mit  x <~ y <~ x c.~' Infolge ttilfssatz 3 

hat  6 "  nicht Eigenschaft F .  

Nun sei 7 im Intervall  0 < 7 < ( 1 - a ) / 2 .  Is t  QE~* ,  so seien p~(Q)( i=1 ,2 , / )  

Zahlen, die (28) erfiillen. Wit  definieren al(Q), a2(Q) durch 

Max (Q', IP~(Q)]) = Q~'(z) (i = 1, 2). 

Es ist a~(Q)~> 7, a~(Q)+as(Q)<-..a+27<l. 

Fiir jedes Q E~*  werden die Voraussetzungen des ersten kleinen ~bertragungs- 

satzes dureh q = Q, a 1 = a 1 (Q), a~ = a s (Q), p~ = p~ (Q) (i = 1, 2, l) erfiillt. Sei e > 0. Fiir 

jedes Q E 6 *  gibt es Zahlen (~(Q), TI(Q) , T~(Q), so dab die Behauptungen dieses ~ber-  

tragungssatzes gelten. Daher gilt fiir jedes Q E 6 *  entweder (A) oder (B) dieses ~ber-  

tragungssatzes. Die Menge 6 "  teilen wir entsprechend in zwei Teilmengen 6o  (A) und 

6~(B) ein. Naeh Hilfssatz 2 kSrmen nicht beide Mengen 6~(A), ~ ( B ) E i g e n s c h a f t  F 

haben. 

Aus dem Beweis des ersten kleinen ~bertragungssatzes geht hervor, dal~ man fiir 

die dort auftretende Gr5fle (~ irgend eine Zahl nehmen darf, so dal3 (~> 0, ~ < 1 -  al, 

5 < l - a s ,  und dab (5) gilt. I s t  nun ~ eine Zahl mit  0 < 5 < 1 ,  ~ < l - a - 2  7, 

2 - 2 7 - 2 ~  2 - 2 7  
2~/+~ 2 7 

Q E ~ o :  (~< 1 - a l ( Q ) ,  ~ <  1 - a s ( Q ) ,  so gilt fiir jedes ~*  

2 - a I (Q) - a s (Q) - 2 ~ > 2 - a I (Q) - a s (Q) 

al(Q)+as(Q)+(~ al(Q) + as(Q) 

also (5). Man darf daher (~ = (~(Q) setzen. 

Nun sei ~a(A) '  die Menge der Zahlen Q'=2Q ~ wobei QE6a(A) ,  und 

6o(B) '  die Menge der Zahlen Q'=2Q 1-(~, wobei QE6a(B) .  Es gilt 

0 < 1 - 5 ,  0 <~  ~<al(Q)+as(Q) + 5  ~< 1 +~.  

Infolge I-Iilfssatz 3 hat daher mit  ~o(A) '  aueh ~o(A), und mit  ~ , ( B ) '  auch ~o(B) Ei- 

genschaft F ,  so dab nach dem friiher Gesagten nieht beide Mengen ~ , ( A ) '  und 6 , ( B ) '  

Eigensehaft F besitzen. 
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Fiir  Q ' ~ , ( B ) '  gibt  es die in der Al ternat ive  (B) yon Hilfssatz 14 besehriebene 

Matrix,  die (4) befriedigt.  Setzen wir a~=al(1-(~/3), a~=a~(1-~/3), und  ist Q' so 

groB, dal~ Q'~a~>2, ist, so kann  m a n  die Sehranken (Q'/2) -a', (Q'/2) -a' in (4) dureh 

Q' -~i  bzw. Q ' - ~  ersetzen. Dabei  ist 

a'~>~O, a2>~O, a'~ +a~>~(al +a2) (1--~/3)>~(1+~)(1-~/3)>~1+~/3. 

Dader  ist ~ ( B ) '  in ~(~1,  ~2, (~/3) enthal ten,  ha t  also Eigenschaf t  F .  Somi t  kann  ~ * ( A ) '  

nicht  Eigenschaf t  ~'  haben.  

Ftir  Q 'E ~ ( A ) '  gibt  es vl, v2, vz, so da[~ (3) gilt. Setzen wir z~' = T~ ( 1 -  (~/3) (i = 1, 2), 

und  ist Q' groB, so kann  m a n  die Schranken (Q/2) -~', (Q/2) -~  in (3) dureh Q'-~i bzw. 

Q ' - ~  ersetzen, und  es gilt  

]vl~-Vl][V~-v~[<<. Q' ~-r [v,l<.Q '. 
Dabei  ist 

�9 ) ( ) TI \ 0.+2  

Also liegt ~ , ( A ) '  in ~ fiir T = ((2 - 0. - 2 ~) (0. + 2~1) -1 - e) (1 - 5/3).  I )abei  ha t  ~ 

nieht  Eigenschaf t  F ,  somit  ist T ~  < v o. Da  ~ > 0 beliebig klein sein kann,  folgt hieraus 

~0>~ (2 - 0 . -  2~) (0.+ 2~) -1 - e ,  weiter  v0>~ (2 - 0 . -  2~) (0. + 2~) -1, TO~ (2--0") 0.-1, sehlieB- 

lieh (27). 

HILFSSATZ 17. Fiir die beiden Zahlen ~1,~ gette (10) aus  w 1, und s 

s ~) und ~(~1, ~, (~) mSge liar ~edes (~ > 0 Eigenscha/t F besitzen. Dann ist T O <~ 2 und 

0.o < (2 - To) To I. (29) 

Beweis. I s t  To = 1, so ist die behaup te te  Ungleichung ffir a o eine Folge yon (24). 

Sei also 1 < T O und T eine Zahl  in 1 < T < v o. ~ ha t  nieht  Eigensehaft  F .  

Zu jedem Q E ~  gibt  es Zahlen p~(Q) (i= 1, 2,1), die (25) erfiillen. Man daf t  dabei  

noeh IP~ ~ -P,[ ~< �89 (i = 1, 2) verlangen.  Wir  definieren Q* = Q* (Q) dureh  IPz (Q) I = Q*- 

Mit p~ =p~(Q) (i= 1, 2, l) ha t  m a n  je tz t  

Ip, l-plllp  : -p l<Q =Q*. (30) 

Dabei  ist Q * <  Q und  wegen (10) aus w 1 auBerdem Q.C,+c, >/Q,. I s t  also ~* die Tefl- 

menge yon  ~-~ bestehend aus allen Q* E~,, ffir die nieht  nur  (25), sondern sogar (30) 

erffillt werden kann,  so ha t  ~* nicht  Eigenschaf t  F .  
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Ffir Q ~ ~ seien Ps (Q), P~ (Q), P~ (Q) Zahlen, die (30) erffillen. 

~ (Q), z~ (Q) durch 

IP~(Q) ~,-p,(Q)[ = Q-"(~) (i = 1, 2). 

Wir definieren 

Dann ist vi (Q) ~> 0, Vl (Q) + z~ (Q) >~ z > 1. 

Nun sei 0 < 7 < (~ - 1)/2. ~ (1) bzw. ~ (2) sei die Teilmenge jener Q E ~Y.~, fiir die 

TI(Q)~> 1 +~  bzw. T~(Q)~> 1 + 7  ist. Nun ist ~ ( 1 ) ~ s  ~ ( 2 )  c s  also haben 

~.~(1) und ~_~(2) Eigenschaft ~. Ist ~_~(3) das Komplement yon ~ ( 1 )  und ~ ( 2 )  in 

~*, so hat ~-~(3) nicht Eigenschaft F.  

Fiir Q ~ ( 3 )  ist ~ ( Q ) ~ I + ~  ( i=1 ,2) ,  z<~'~(Q)+z~(Q)<.2+27. Da 7 > 0  be- 

liebig klein sein daft, folgt ~ ~< 2, ~0 ~< 2. 

Fiir Q~Y.~(3) bilden wir 

7~,(Q)=Min (1, T,(Q)) ( i=1,2) .  

Dann ist o<~,(Q)<~I, ~, (Q)+~2(Q) />~-27> 1, Ipz(Q)l=Q, 

[pl(Q)~,-p,(Q)] <~ Q-,,(o) (i = 1, 2). 

Also werden fiir jedes Q E ~:r(3) die Voraussetzungen des zweiten kleinen ~bertra- 

gungssatzes durch q = Q, v 1 = 31 (Q), ~ = u (Q), pi = pf (Q) (i = 1, 2, l) erfiillt. Sei e > 0. 

Fiir jedes Q e~-~(3) gibt es Zahlen O(Q), al(Q), as(Q ), so dal~ die Behauptungen dieses 

~bertragungssatzes gelten. Dabei kann man (~(Q)= 5 setzen, wobei ~ eine Zahl mit 

0<(~< 1, 
2 - ~ + 2 7 + 2 5  2 - ~ + 2 7  

~ - 2 7 - ~  ~ - 2 7  

ist. Fiir jedes Q E ~ ( 3 )  gilt entweder (A) oder (B) des zweiten kleinen ~bertragungs- 

satzes, und entsprechend teilen wir ~,(3) in zwei Teilmengen ~_r und ~ ( B )  ein. 

Nun sei ~L~(A)' die Menge der Zahlen Q' =�89 wo Q e ~ ( A ) ,  ~ (B)' die 

Menge der Q,=�89 wo Qe~(B). Es ist 0 < I - ( ~ < u  I-I/~tten 

sowohl ~ ( A ) '  als auch ~ ( B ) '  Eigenschaft F,  so auch ~ ( A )  und ~,(B), was unmSg- 

lich ist. 

Fiir Q' e~(B) '  gibt es die in der Alternative (B) yon Hilfssatz 15 beschriebene 

Matrix, die (15) befriedigt. Wir schlieBen, ganz //hnlich wie im entsprechenden Teil 

des Beweises yon Hilfssatz 16, dal~ ~ ( B ) '  Eigenschaft F,  also ~-~(A)' nicht Eigen- 

schaft $' besitzt. 
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Analog zu einer Ungleichung am Ende  des Beweises von Hilfssatz 

m a n  je tz t  
O" 0 ~- ( (2  --  T -}- 2 ~]) (T --  2 ~])-1 q_ e)  (1 + 5/3),  

schlieBlich (29). 

16 erhglt  

HIL~SSATZ 18. 21, 23 mSgen die Voraussetetzungen der beiden Hillssdtze 16 und 

17 er/i~llen. Dann ist 
% = % = 1. 

Beweis. Naeh Hflfssatz 16 und 17 sind ao, % endliche posit ive Zahlen, und  es ist 

% > (2 - %) ao 1, % <~ (2 - %) To 1. Hieraus  folgt 2 - ~o ~< % To ~< 2 - %, a o > v o, also % = T O = 1 

wegen (24) und (26). 

7.4. Beweis von Satz 5. Wir  beweisen hier Teil (b) von Satz 5. Teil (a) geht  

ghnlich und  e twas leiehter zu zeigen. Alle Voraussetzungen des Satzes seien erfiillt, 

so dal3 also Hilfssatz 18 gilt, und  es sei e > 0 .  

I s t  q e ~ ( 2 1 ,  23, e), so gibt  es ganze Pl, P3 mit  

[q # x - p l l  Iq 2 2 - p d  ql+~ < 1, also [q 21 - P a l  [q 23 - P 3 I  ~< q - l - , ,  ]ql = q. 

~(21,  23, e) ist in ~ mi t  T = 1 + e > T 0. Mit 5g, ha t  nun  auch ~ Eigenschaft  F .  

I s t  qE~(2123 ,  e), so gibt  es ql=~0, q3=b0, p mi t  q=Max(]qll,[q3]), wobei 

{qll 1+' Iqd 1+~ [q121 + q3 2 3 - p [  < 1. 

Wir bilden Q=lqlq~l 1+r D a n n  ist mi t  a = ( l + e ) - l < a o  

Iqll Iq31=Q ~', [q121+q32.a-p]<Q -1, 

also Q in ~ , .  Die Menge der so gebildeten Q ha t  daher  Eigenschaft  F .  Wegen 

qi+,<<Q<q2+~ mul~ naeh Hilfssatz 3 auch die Menge der q E ~  diese Eigenschaft  be- 

sitzen. 

8. Transzendenz 

8.1. Die Ni~herungsnenner einer quadratischen Irra$ionalzahl. 

HILFSSATZ 19. (1) qx, q3 . . . .  sei die Folge der Ndherungsnenner einer quadratischen 

lrrationalzahl ~. Dann existiert 
n 

l im V~,  (1) 

und ist gleich einer Zahl fl > 1. 

(1) Leider konn te  ich diesen einfaehen Hilfssatz in der L i te ra tur  nicht  finden. 
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Beweis .  Sei ~t = [b o bl,  . . . ,  bin, a 1 . . . . .  ak], das  heiBt,  de r  K e t t e n b r u c h  y o n  cr h a b e  

Vorper iode  bo, b 1 . . . . .  bm u n d  Pe r iode  a 1 . . . . .  ak. I s t  a l lgemein  c o = b  o, c 1 = b  1, . . , ,  cm =bin,  

cm+l = a 1, Cm+2 = a~, also ~ = [co, Cl, c~ . . . . .  ] u n d  Pn /qn  der  N/~herungsbruch  [c o, c 1 . . . . .  cn], 

so is t  b e k a n n t l i c h  qn/q~- l=[Cn,  C~-i . . . . .  c~,cl] , ([5], w i l ,  F o r m e l  (3)). I s t  speziell  

n = m + lk, so is t  

q , / q ~ - I  = [ak, a k - 1  . . . . .  a 1 . . . . .  a~, a k - 1  . . . . .  a 1, bin, bin-1 . . . . .  bl], 

wobei  ak, ak-1 . . . . .  a 1 g e n a u  l rea l  v o r k o m m t ,  u n d  som i t  l iegt  qn/qn-1 zwischen  

rl = [ak, az-1  . . . . .  a I . . . . .  a~, ak_ 1 . . . . .  a l ]  

u n d  d e m  v o r h e r g e h e n d e n  N i ihe r tm gsb rueh  

r ;  = [ a k ,  a1r  . . . ,  a I . . . . .  ak, a k - 1  . . . . .  a~] 

y o n  r,. Fo lg l ich  is t  l ira qm+,~,/qm+lk-1 = l ira rz = [ak, ak-1 . . . . .  al]  = 5o, e twa.  

Au f  ganz  i ihnl iehe Weise  f i n d e t  m a n  

lira qm+tk +,/qm+,k +j-1= ~ ( 0 ~ < j ~ < k - 1 ) ,  

u n d  h ie raus  folgt  
l ira qn+k/q ,  = 50 51 . . . . .  5k-1 = 7- (2) 

I ) abe i  muB 7 > 1  sein,  da  b e k a n n f l i c h  q n + 2 ~ 2 q n  ist.  
k 

Au s  (2) folgt ,  d a6  der  L imes  in  (1) ex is t ie r t  u n d  gleich f l = W ~  ist. 

8.2. Berechnung gewisser Grenzwerte.  I m  fo lgenden  m b g e n  ql, q~ . . . .  ; c; n 1, n 2, . . . ;  

die  V o r a u s s e t z u n g e n  y o n  Sa tz  6 erfi i l len,  u n d  zwar  seien ql, q~ . . . .  :N~iherungsnenner  

de r  q u a d r a t i s c h e n  I r r a t i o n a l z a h l  g. fl sei der  G r e n z w e r t  (1). W i r  b i lden  

rk=q,~ ,  s k = r ~  r~ . . . .  ,r~ ( k = 1 , 2  . . . .  ). 

HILFSSATZ 20. 

l i m c  -~ log rk = log fl, (3) 

c - 2  
l ira c -~ log = log  (5) 

c - - 1  

C 
l ira c -k  log sk = ~ log fl, (4) 
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c - -2  
lira c -k log 1[~8~11= U - i  log ~. (6) 

Bewei8. Es ist lim n -1 log q , = l o g  fl, lira [c~] -a log rk=log  fl, und  (3) folgt. 

k k k 

c -k log 8k = c -x Y, log rj = c -k (~. c j log fl + ~ (log r s -  c j log fl)) 
j = l  j - 1  t = 1  

c l - k  k C 
- e - 1  log /3-  c_--L- ~ log//~, ~. c j - ~  ( c  - j  log r j - l o g  r 

Da hier die legzge Summe infolge (3) gegen 0 strebt, folgt (4). 

Aus der Definition yon ~ ergibt sieh ][ ~ se ]1 = H (rg+~x + r~+~ + . . . ) s k  H- Dabei ist 

offenbar ftir k >/kl, rk+~ >~ 2 rk+l, daher 

r~11 < r;~+l + r;~+~ + . . .  <<. 2 r;~+l. 
Man ha t  nun  

c -k log ((r~+11 + r~+~2 + ... ) sk) + c ~ log fl 

I c - 2  log f l ]+  c-k log 2. (7) ~< c -k log (r;+11 sk) + c 

Infolge (3) und (4) strebt dieser Ausdruck fiir k-+ oo gegen Null. Daher ist fiir grolles 

k der Logari thmus yon (r;+11 +r;a+~+ ...)s~ kleiner als log �89 also 

- 1  - 1  t - 1  _1_ r - I  [(rk+l_~_rk+2_~_...)Sk]<�89 [ [ - 1  - 1  = (rk+l+rk+z+...)s~[I I[~*k]]= (rk+l k + z + . . . ) s d ,  

und  (5) folgt, weil (7) gegen Null strebt.  

Es ist Cr~a<~]lgrk]]<r;~ , wo C > 0  nur yon g abhangt.  Nach (3) und  (4) ist 

ffir grolle k 
8k_1 ~,~1 < �89 

und fiir solche k ist weiter 

c ~ _ 1  ~ !  < II ~ 8~11 = 11~8~ 111 < ~ 1  r~ 1 

Hieraus und  aus (3) und  (4) folgt aber (6). 

8.3. Bewei8 yon 8atz 6. Aus (4), (5) und  (6) folgt, dab fiir k >  k 0 (~, e) 

log (4+~ll#s~ll ] l : ~ s k l l ) < d ~ ( ( c ( l + O ) - c ( c - 2 ) - ( c - 2 ) ) ( c - 1 )  -1 log ~ + e )  (8) 

ist. Nun ist infolge c >  1 + 3 �89 

c - c ( c - 2 ) - ( c - 2 ) < 0 .  
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Wir w/ihlen 6 > 0 so klein, dal3 auch noeh c(1 + (~) - c(c - 2) - (c - 2) < 0 ist, und  nachher  

wiihlen wir e >  0 so klein, dal3 die rechte Seite der Formel (8) negativ wird. 

Somit  ist ffir k >  k* 
4 +~ 11~ 8~11 II ~ 8~11 < 1. 

Da weiter nach (4) lim log sk+l/log s k = c <  oo, ist nach Satz 1 entweder ~ trans- 

zendent, oder sind 1, ~, ~ linear abh/ingig tiber Q. Wi t  wollen zeigen, dab der  zweite 

Fall  nicht  zutrifft .  

I n  diesem Fall  w/~re a ~ =  b or+ c, wobei a >  0 und a, b, c ganzrat.ional sind. Nun  

is~ infolge (5) 
c - 2  

lim c -k log I l a ~ l l  = - ~  log ~, 
c - 1  

also II a ~ s~ll * o, also a ~ # c. Ftir b # 0 ist naeh (6) 

c - 2  
lim c- k log I[ (b a + c) sk II ~ - 1 log ft. 

Somit  ist fiir groBes k Ila~,Jl.ll(bo~+~)s,~H, und g~  kann  nicht  gleich b o t + c  sein. 
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