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Introduction

Soit X un ensemble convexe compact dans un espace localement convexe séparé E.
La propriété, pour une mesure x4 de probabilité sur X, d’étre simpliciale [2] ou centrale [2]
peut s’interpréter comme une propriété de la face ¥, engendrée par u dans le cone M+(X)
des mesures positives sur X. Disons qu’une mesure v positive sur X, » =0, est simpliciale
(resp. centrale) si la mesure ||v||~1-» est. Avec cette convention, lorsque la mesure u est
simpliciale (resp. centrale) tous les éléments de la face F, le sont aussi.

Le probléme que nous avons essayé de résoudre, consiste & trouver des faces F< M+(X)
dont tous les éléments soient des mesures simpliciales (resp. centrales), ces faces étant assez
riches pour qu’on puisse y faire la représentation intégrale des points de F' par des mesures
portées pour I'ensemble des génératrices extrémales de F.

Nous avons résolu ce probléme, dans le cas ol X est métrisable, & I'aide de faces
Fc MH(X) engendrées par des chapeaux de ce cbne, ainsi la représentation intégrale
g’effectue sans difficulté.

La premiére partie de ce travail est consacrée & des théorémes de prolongement de
fonctions affines, de séparation d’ensembles convexes et de sélection de faces qui seront
utilisés dans la suite.

La deuxiéme partie traite des mesures simpliciales, la troisi®éme des mesures centrales,

nous avons enfin indiqué quelques applications dans la quatriéme partie.

1. Preliminaires

0. Notations et conventions
Tous les espaces vectoriels considérés sont réels. Sauf mention expresse, une fonction

numérique sera désignée par « fonction ». Dans toute la suite lorsque nous traiterons d’un
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ensemble convexe compact X, contenu dans un espace localement convexe séparé E, il
sera considéré comme base compacte d’un cone convexe X déterminé par une forme linéaire
continue ¢ sur E : X ={x€X; e(x) =1}. On notera par X, I'enveloppe convexe de X et de
{0}. La notation £(B) pour un ensemble convexe B (resp. un cone convexe B) désigne
I’ensemble des pdints extrémaux de B (resp. 'ensemble des génératrices extrémales de B).

On notera, pour toute mesure positive u sur X, par r(u) le barycentre de u, c’est a dire
I'unique élément de X vérifiant la relation f(r(u)) = ffdu, pour toute f€ E'.

Le cone X définit une relation d’ordre naturelle sur X-X notée <. Pour tout élément
u€X, nous noterons [0, ] Pensemble {v €X; 0<v<u}. Les fonctions positives, convexes
ou affines, considérées pourront prendre la valeur + oo,

Une fonction semi-continue inférieurement sera désignée par « fonction s.c.i. ». Pour
un ensemble convexe compact K< X, 0€K, on notera par A4,(K) I'espace des fonctions
affines continues sur K qui s’annulent en 0. Si K est héréditaire dans X, alors
AyK)=A§(K)— A5 (K) [2]. Pour tout ensemble B< X nous noterons par R*- B le cone
engendré par B.

Nous dirons qu’un ensemble A< E est K -convexe sil est convexe et réunion d’une
suite d’ensembles convexes compacts. L'enveloppe convexe de deux ensembles convexes
compacts, étant compacte, on peut toujours supposer qu'un K ,-convexe est réunion d’une

suite croissante d’ensembles convexes compacts.

1. Les chapeaux du cone X sont en bijection avec les fonctions affines s.c.i. positives
sur X [8] strictement positives sur X\ {0} et valant zéro & l'origine, c’est & dire avec

les fonctions s.c.i. et >0 sur X.

2. On notera par F(y) la face de X relative & la fonction affine s.c.i. positive y c’est &
dire ’ensemble {x€X; p(x) <+ co}; c’est aussi I'intersection de X avec la face du cdne X
engendrée par le chapeau {x€X; y(x)<1}.1l sera aisé de voir que F(y) est une face stable,
c’est & dire que F(y) porte toute mesure de probabilité u sur X dont le barycentre r(u)
appartient & F(y).

3. Notons, pour toute fonction f sur X par f la fonction sur X définie au point € X
par f(z) =e(x)f(x/e(x)), il est clair que ¢’est une fonction positivement homogéne sur X et

qui si f est affine alors f est affine aussi.

LEMME. Soit K un convexe compact héréditaire de X, K< X, ={x€X; e(x)<1}. Pour
tout hEE' et tout £>0, il existe une fonciion affine continue positive g sur X telle que §=h
el §(x) < supg h+e pour tout x€K.
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Démonstration. Considérons la fonction A définie sur X, par h(z) =sup {hy); 0<y<ux}.
Sur 'ensemble X,, la fonction % est concave, s.cs., positive et vérifie supy b =supyg k.
Considérons, dans X, xR+, d’une part le sous graphe de / et d’autre part I’ensemble
K x{supg h+e}. Ce sont deux convexes compacts disjoints que l'on peut séparer.

11 existe donc une fonction affine continue I sur X, telle que 0 <k <letl(z) < supgh-+e
pour tout z€K. La fonction ¢, restriction de I & X répond alors aux conditions de
Pénoncé. 1

La proposition suivante jouera un role fondamental dans toute la suite.

ProPosITION 1. Soit X un convexe compact et K un sous convexe compact héréditaire
de X. Pour toute fonction affine continue f définie sur K il existe un chapeau C de X contenant

K et une fonction affine continue [ sur C telle que f=f.

Démonstration. On peut sans restreindre la généralité supposer que f(0)=0 et que
K< X,; Daprés le théoréme de Hahn-Banach il existe une suite (f,)=E’ telle que
supg|f, —f| <2-"t®. Posons h,=f,—f,,;. Le lemme précédent appliqué aux fonctions
h, et (—h,) permet de construire, pour tout n€XN, des fonctions affines continues >0

sur X, g% et g% telles que h, <§h, —h,<§% et

Posons g,=g¢, +g% et p=X,.;nd,. La fonction y est affine s.ci. positive sur X et
majorée sur K par 2X,>; n-2~". Pour m, n=p, on a |f,—f,| <p~y, de sorte que sur le
chapeau K, ={yp<1} la suite (f,) est une suite de Cauchy pour la topologie de la conver-
gence uniforme, la limite f de la suite (f,,) vérifie les conditions de ’énoncé; on prend alors
pour C un homothétique de K, soit 2%, 2-"- K. ]

4. Définissions pur toute fonction f s.c.s sur X son enveloppe concave f en po-
sant f=inf {h€A(X); h>f}. Cette fonction vérifie la relation (voir [6]) f(z)=sup {ffdp;
HwEMHX), r(u)=x}. Considérons en particulier le cas ol f=15 fonction caractéristique

d’un sous convexe compact B de X.

LeMME. Pour tout x€X dont la face F, dans X vérifie F,. 0 B=Q on a]iB(x) =0.

Démonstration. Supposons qu’il existe une mesure ©€ MHX) de barycentre x telle
que u(B)>0 et soit p, la restriction de u & B. L’hypothése F, N B=0 implique que les

cénes R*-F, et R+- B ne se coupent qu’ & 'origine mais si y désigne le barycentre de p,
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on voit que I'on devrait avoir y€ER*- B, car B est convexe et yE(R*- F,) car u est de
barycentre x, par conséquent on a u(B)=0, c’est & dire | s(x)=0. O

Voici la seconde proposition fondamentale sur les extensions des faces:

ProrosiTon 2. Soient X un convexe compact et F et G deux sous ensembles K ,-convexes
de X. 8i F est une face de X disjointe de G, il existe une fonction affine s.c.i. positive y sur X
telle que v soit infinie en tout point de G et finie sur F.

Démonstration. Posons G= UG, et F= U F, les suites (G,) et (F,) étant deux suites
-croissantes de convexes compacts. Pour tout , posons g, =i(;n. Les fonctions ¢, sont con-
caves, 8.c.8. positives et nulles sur F. Notons par §, le sous graphe de g, dans X xR+ et
soit J,=F, x{27"}. Les ensembles (j, et F, sont des convexes compacts disjoints qu’on
peut séparer par un hyperplan fermé. Il existe donc une suite (h,)< A+(X) telle que 'on
ait h,(r)<2~" si x€F, et h, () >1 si z€G,. La fonction y =3, h, répond aux conditions
cherchées. O

5. La conjonction des deux propositions que nous avons énoncées permet de préciser

la Proposition 1:

COROLLAIRE 3. Sous les hypothéses de la Proposition 1 supposons de plus que la fonction
f est positive sur K, on peut alors trouver un couple (C, f) tel que f soit positive sur C.

Démonstration. A T'aide de la Proposition 1, construisons un premier couple (CY, f;)
avec f,|x=f, f, continue sur le chapeau C,={y,<1}. L’ensemble 4 ={f, <0} est K,-
convexe dans C) et par conséquent ’ensemble ¢ =(R+- K) N X est aussi K ,-convexe. Enfin,
F=R*-K)NX est une face K ,-convexe de X disjointe de @, il existe donc une fonction
affine s.c.i. y, positive sur X finie en tout point de F et infini sur G. La fonction yp, est
bornée sur le convexe compact K engendrant ¥ [7]. En choisissant 4, 4, >0 de telle sorte
que le chapeau C'={A,p, +2,¢,<1} contienne K on obtiendra un nouveau chapeau sur

lequel la fonction f est positive. O

6. On a pu remarquer dans 'énoncé de la Proposition1 que f est un certain prolonge-
ment de f &4 C. Existe-t-il un prolongement canonique ? Il semble bien que non si 'on
rapproche le probléme traité de celui des désintégrations de mesures qu’on verra dans la
quatriéme partie de ce travail.

Toutefois dans le cas oit X est métrisable, on peut apporter les compléments suivants :
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CoOROLLAIRE 4. On conserve les hypothéses et notations de la Proposition 1, supposons
de plus X métrisable, il existe alors deux chapeaur C, et C, de X avec K<C,c O, et
C’zcml tels que, pour tout x €Cy, im {f(y); y—,y €(R*: K) N C,} existe et définit un
prolongement par continuité | de f & C,.

Démonstration. Utilisons une premiére fois la Proposition 1 pour construire un couple
(Cy, f,) avee O;={y, <1}, p,, affine s.c.i. positive sur X et ol f, est un prolongement
continu affine de f 4 C;. On supposera pour la commodité de la démonstration que
Supsex Y1(¥) <1/2.

Posons 4 =m, Pensemble A est compact et C;\ A peut se mettre sous la
forme O\ 4= U, K,, oir les K, sont convexes compacts. En effet soit (w,) une base de la
topologie de C,, formée d’ouverts convexes (dans C)) alors C,\A={Udp; 0N A=D}.
Posons alors H,=(R*+-K,)NX; soint G Penveloppe convexe de la famille (H,) et
F=(R+-K)n X. Les ensembles F et G sont des K ,-convexes et, pour tout n, H,N F =0,
par suite G N F=0.

La Proposition 2 appliquée & F et G permet de construire une fonetion affine s.c.i. ¢
positive sur X nulle & lorigine telle que ¢(x) <1/2 pour tout z€K et g(x) = -+ o pour tout
x€G. Posons alors ¢, =y, +¢, Cy={p,<1}. On aura K<C,=C, et la restriction de f 3
C; N (R*- K) se prolonge par continuité en f' =f,|,. C

7. Voici, dans le cadre de deux convexes compacts métrisables, un théoréme de prolonge-

ment des applications affines econtinues :

ProrosiTioN 5. Soient X et Y deux convexes compacts métrisables, K un convexe
compact héréditaire de X, m une application affine continue de K dans Y telle que 7(0)=0.
I1 existe une fonction affine s.c.i. positive y sur X nulle en 0, une application affine continue
7 de C={p<1} dans Y tels que :

(@) K=C
(b) AA(x)=m(zx) pour tout x€EK.

Démonstration. Nous supposerons que n(K)< Y, enveloppe convexe de 0 et Y. Soit
alors H =(f,) une suite dense dans 4,(Y,). D’aprés la Proposition 1, il existe pour tout =,
une fonction y, affine s.c.i. positive sur X, une fonction continue g, sur 'ensemble {y, <1}
telles que K< {y, <1} et g,| x=f,0n. Posons alors ¢ =X, ; 2-("+1 g, et soit p une fonction
affine s.c.i. positive sur X telle que K< {p<1}<(R+-K)N {p<1} et telle que pour toute

fonction f€Ay(X,), la fonction (fom)|<inpr+.x admette un prolongement forx par
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continuité sur 'ensemble {y<1}. On définit alors 'application 7 par (7(z), f) =fom(x)
pout tout 2€{p <1} et FEA(X,). ]

8. Le résultat suivant nous servira dans I’étude des mesures centrales :

ProPosiTioN 6. Soit @ une fonction convexe s.c.i. positive sur un convexe compact
métrisable X, alors Uensemble 4 des points 2 €X tels que ¢| r, ne soit pas affine, est un ensemble

K ,-convexe.

Démonstration. Soit x€X tel que g soit affine et finie sur la face F, engendrée par x
dans X. Pour toute mesure »€ (X) dont le support est fini et de barycentre x on a
Jpdv=g(x) < +co. La fonction ¢ est. s.c.i. on a donc par limite faible fpdu <g(z) pbur
toute u€ MY(X) telle que r(u)==, mais la fonction ¢ est convexe done [pdu=>@(z) soit
Jpdu=g(x). Le convexe X étant métrisable, il existe une suite croissante (@) de fonctions
convexes continues positives sur X dont I’enveloppe supérieure est la fonction ¢. Considérons
la suite (¢,) définie pour tout » par ¢, =inf {h€ A(X); h>g¢,}. On sait que, pour tout z€ X,

on a

4,(z) = sup { f padpts 1 EMP(X), 1) = x} [6].

D’aprés ce qui précéde, si g est affine et finie sur la face F, de z, on a ¢,(z) < g(x) pour
tout n.

Réciproquement, supposons que l'on ait pour un élément y€X, @,(y)<ep(y) < +oo
pour tout et soit 4 € MY(X), r(u)=y; on a

ftrd/t =sup f Padp < sup ¢.,(y) < ¢(y),

comme ¢ est convexe s.c.i. on a aussi [pdu =@(y) autrement dit ¢ est affine sur la face de
y dans X.

L’ensemble 4 peut done s’écrire 4 = U ,{@,>¢}. Chacun des ensembles {¢, >¢ +m1}
est convexe compact ce qui entraine (A est convexe) que 4 est K -convexe. I

Voici un corollaire facile de cette proposition :

CoROLLAIRE 7. Soient X un convexe compact méirisable, ¢ une fonction convexe s.c.i.
positivement homogéne sur X et K< X wun convexe compact héréditaire dans X tel que g | soit
affine continue sur K. Il existe alors un chapeau K' de X, K'> K, tel que q)l x- Sout affine

continue sur K'.
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Démonstration. D’aprés le Corollaire 4, il existe deux chapeaux K;, K, de X tels
que K<K,cK, et une fonction affine continue f>0 sur K, telle que f|z=g¢|x et
K,< (ﬁ‘r—j{m—l La fonction ¢ étant s.ci.on a p<f sur K,. D’autre part, 'ensemble
B={p<f} N K, est K, -convexe et ne rencontre pas R+ K, par suite il existe un chapeau
K' tel que K K'<2K, et (Rt - K') N B=0 autrement dit ¢ =f sur K’ O

I1. Support des mesures simpliciales

Ce titre correspond a la premiére forme de ce travail [1] ot I'on se posait le probléme
suivant : une mesure simpliciale 4 sur un convexe compact X est-clle portée par 'ensemble
des points ex trémaux d’un simplexe Y < X, Y borélien, tout barycentre d’'une mesure de
probabilité sur ¥ appartent & ¥ ¢

Il nous parait intéressant de mentionner ce point de vue géométrique méme si nous
avons du I’abandonner pour I’abord plus analytique décrit dans I'introduction.

Les lemmes suivants joueront un réle fondamental :

LEMME 1. Soient X et Y deux convexes compacts métrisables et w une surjection affine
continue de X sur Y. Notons par H la réunion des faces F de X telles que 7|y soit injective.

L’ensemble X\ H est alors K ,-convexe.

Démonstration. Considérons dans X3 l'ensemble B des triplets (x, z,, z,) tels que
=z, +1x,) et m(x) =n(x;) =7(x,). Cet ensemble est convexe compact. Soit A la diagonale
de X x X et y Papplication (z, z;, z,} {2, x,). L'ensemble y~(A) est convexe compact et
BNy YA) est réunion d'une suite {(K,) de convexes compacts. Soit P la projection
(%, 7, T,)—~x, ensemble X\ H n’est autre que P(B\y~}(A))= U, P(K,). On sait déja que
X\ H est réunion d’une suite de convexes compacts et comme X\ H est convexe, X\ H

est K -convexe.

THEOREME 2. Sotent X et Y deux convexes compacts métrisables et 7 une surjection
affine continue de X sur Y. Powr toute face K -convexe F de X telle que m| est injective il
existe une fon ction affine s.c.i. positive y sur X telle que yp soit finie sur F et que v soit injective
sur la face Fly)={p< +oo}.

Démonstration. Soit H la réunion des faces de X sur lesquelles la restriction de m est
injective d’aprés (I, Proposition 2) il existe une fonction affine s.c.i. positive sur X telle
que y soit finie sur F et infinie en tout point de X\ H, ceci veut dire F(yp)< H donc n

esb injective sur F(yp).
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Exemple. Soit Y un convexe compact métrisable et soit X =MY(Y), I'application r
faisant correspondre 4 toute mesure sur Y son barycentre est un exemple d’une surjection
affine continue de PM(Y) sur Y. Rappelons qu'une mesure u positive sur un convexe
compact Y est dite simpliciale [2] si 'espace des fonctions affines continues sur ¥ est dense
dans L'(u), ou, ce qui revient au méme, si 'application » de TM*(Y) dans Y est injective sur
la face F, engendrée par y dans M+(X) :

ProProsITION 3. Soit ¥ un convexe compact métrisable et u € M Y) une mesure simpli-
ciale sur Y. Il existe une fonction convexe s.c.i. ¢ positive, positivement homogéne sur Y et

vérifiant les conditions sutvantes :

(a) Le cone P={@p < + oo} est un sous céne convexe réticulé de Y.

(b) L’ensemble K ={p <1} est un chapeau de P, de sorte que @ est affine sur P.

(¢) On a fpdu<1 et u est portée par Uensemble E(P) des génératrices extrémales de P.
(d) Toute mesure v€ M+(Y) portée par E(P) et telle que fpdy < + oo est simpliciale.

Démonstration. Notons par H ’ensemble des mesures simpliciales positives sur Y.
On sait- (Lemme 1) que YY)\ H est un K, -convexe. D’aprés (I, Proposition 2) il existe
une fonction affine s.c.i. positive y sur M+(Y) nulle en O telle que p(u)<1 et p(v)=+ o
pour tout »¢ H. Nous pouvons supposer que y >} sur M(Y).

Par construction, ’application r est injective sur C'={p<1} donc aussi sur =
{w < +oo}. Posons P=r(Q), K=r(C) et soit ¢ la fonction affine sur P vérifiant p(r(z)) =
p(x) v2€Q. On prolongera ¢ en une fonction convexe sur Y en posant ¢(Y) = + oo vy ¢ .P.
Cette fonction ¢ est s.c.i. sur Y; en effet {p <1} =r({y<1}) est un chapeau compact de P.

Montrons que ’on a pour tout €@, fed» =y(»). Les deux applications y et y— [pdv sont
affines s.c.i. sur C'={y <1} il suffit donc de vérifier I'égalité cherchée sur P'ensemble £(C)
des points extrémaux de € or £(C)< E(MH(Y)) puisque C est un chapeau de N+(Y). Par
construction pour ¢,€ £(Q), ¥y€Y, on a y(e,) =¢(r(e,)) =¢(y) et pour toute y € N(Y) telle
que p(»)<-+oco (ce qui implique que » est portée par £(Q)) on a fy(e,) dv(y)=yp(»)=
Jo(y)dv(y) =@(r(v)) puisque p est affine s.c.i. sur M+(Y). En particulier fpdu=yp(u)<1.

Considérons I'application 7 : y—¢, de Y dans M+(Y). Pour toute mesure v€ YY)
portée par £(P), la mesure 7(v) est portée par £(Q), par conséquence fpdv = [ypd(z(»)). [

Le corollaire qui suit est une extension d’un théoréme de Carathéodory pour les

convexes compacts en dimension finie :

COROLLAIRE 4. Sous les hypothéses et les notations de la Proposition 3, si de plus

u est maximale, il existe un céne P’ vérifiant les conditions (a), (b), (c) et (d) de la Proposition 3
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et tel que E(P)<R+- E(Y)=E( Y ). En particulier Uensemble U=P'NY est un simplexe
K -convexe (non compact) portant u et tel que toute mesure v € MY Y) portée par E(U) et véri-
fiant fopdv < 4 oo soit simpliciale et de barycentre r(v)€U.

Démonstration. Construisons d’abord y et ¢ vérifiant les conditions de la Proposition 3.
Si u est portée par E(Y),’'ensemble B=P\ &(Y) est de y-mesure nulle. Il existe donc une
suite (w,) d’ouverts de Y telles que BN Y Cw, pour tout n€EN, et u(w,) <2-(*+1),

Posons alors ¢’ =3p+X,1,,, la fonction ¢’ est affine s.ci., on a [p'du<l et les
génératrices extrémales du cone ' ={p’ < + oo} sont engendrées par les points de £(Y).

On termine alors la démonstration comme pour la Proposition 3.

Remarque. La Proposition 3 dit que pour tout convexe compact métrisable Y et
toute mesure simpliciale u € M*(Y), on peut trouver un simplexe U =P N Y, non compact,
tel que u soit portée par E(U). Ce simplexe est évidement un K,. On peut se demander
s'il n’est pas possible d’améliorer ce résultat par exemple en imposant & U l'une des condi-

tions suivantes :

(1) L’ensemble U est compact.

(2) L’ensemble U est fortement convexe; c’est & dire qu’il contient le barycentre de toute
mesure » € N Y) portée par U.

(3) L’ensemble U est tel que pour toute suite (x,), z,€ U pour tout =, et toute suite (4,),
A, ERF pour tout n, X4, =1, on ait TA,z,€U.

11 est clair que (1) = (2) = (3).

Voici un exemple de Choquet qui montre que ’on ne peut pas imposer & U de satis-
faire a la condition (3).

Notons par 4, (resp. 4,) la mesure de probabilité sur [0, 1] définie par sa densité f(x)
=@t —V2)/(V2—1}) (resp. folw)=((1—~x)~t —V2)*/(V2—1})) par rapport & la mesure de
Lebesgue de [0, 1] notée A.

Soit H={f€C[0,1]; [fdA, = ffgAs}. Notons par K l'ensemble des formes lindaires
positives de norme égale & 1 sur H, alors I’ensemble K est faiblement compact, métrisable,
et I'ensemble £(K) de ses points extrémaux est en bijection avec [0,1] par I'application
j : z—¢,. Notons par 2 Télément de K associé & la mesure de Lebesgue 4 de [0,1], alors j(4)
est la seule mesure sur E£(K) représentant 2, done §(4) est simpliciale et méme centrale.
Tout ensemble portant j(4) porte aussi j(1,) et j(4;) or ces deux mesures maximales sur K
ont, par définition de H, le méme barycentre dans K. Supposons qu’il existe un simplexe

géométrique K’ satisfaisant & la condition (3) portant j(1), de sorte que le cone R+- K’ est



96 M. AJLANT ET G. MOKOBODZKI

complétement-réticulé pour l'ordre induit par A’ (K). Comme le cone R+ - K’ contient les
deux suites (r(j(A, A nd))) ey €t (7(j(A2 A 7A)))nex il contiendrait leur borne supérieure
commune 1, or ceci est impossible car, pour tout » € N, les élements de rang n de ces suites
sont étrangers.

Remarquons teoutefois que pour tout £>0 la mesure j(4) est portée & ¢ prés par

Pensemble j{[1¢, 1 —1¢]) dont I’enveloppe convexe fermée dans K est un simplexe de Bauer.

III. Faces de mesures centrales

Dans tout ce qui suit on ne s’occupera que de convexes compacts métrisables contenus

dans un espace localement convexe séparé E.

Rappelons quelques définitions et résultats : [2]

{a) Soit L un espace vectoriel ordonné par un cdne positif L* tel que L=L* —L", la rela-
tion d’ordre est notée <. On appelle centre de L, noté Z(L) Pespace des applications
linéaires T' de L dans lui méme pour chacune desquelles il existe un A€ER+ tel que
—Au<T,<Au pour tout w€L* lespace Z(L) est donc une algébre ordonnée avec
unité.

(b) Si L posséde une unité d’orde u, Papplication  : 7— T est un isomorphisme d’espace
vectoriel ordonné de Z(L) sur y(Z(L)). On désigne parfois dans la littérature y(Z(L))
comme étant le centre de L, mais nous n’adopterons pas cette convention.

(¢) Soit X un convexe compact, base compacte d'un céne X tel que X ={z€X, e(x) =1}
ol e est une forme linéaire continue sur X — X. Pour toute »€ X, nous noterons par F,
la plus petite face de X contenant » et par F,=R+- F,=R+-[0,4]. L’espace vectoriel
V,=F,— F, muni de la norme jauge de [ —u,u] est un espace de Banach. Si Z(V,)
désigne le centre de V, ordonné par F, nous poserons Zu =ZH(V,) u; ¢’est un sous-cone
convexe complétement réticulé de F, appelé parfois centre local de u et Z(V,) est
complétement réticulé.

(d) Une mesure u € N+(Y) de barycentre r(u)=wu est dite sous-centrale [10] si pour toute
décomposition de g en u, +u, avec inf (u,, 1) =0 la face F,, est somme directe ordon-
née des faces F,., et F,,. L’application v—r(v) restreinte & L®(u) est alors un iso-
morphisme d’espace ordonné sur un sous-espace complétement réticulé de Z(V,)-u.
Une mesure sous-centrale est simpliciale.

(e) Soit toujours X convexe compact, u € X; soit H un sous espace réticulé de Z(V,) conte-
nat Iidentité. A toute décomposition D de I'identité I=T,+..+7,T,20 T,€H on

peut faire correspondre la mesure v, € MY(X) :

h

vp= 2, e(Tu) ~ exy, (3) = {e(T; u)_ll Tiu

i=1
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Si D est une décomposition plus fine de D’, on a v, >, au sens de 'ordre de Choquet
et toutes les mesures v, sont de barycentre «. La mesure v, =1im, », suivant le filtre
des décompositions de 'identité est une mesure sous centrale dite associée & H. En
particulier, si H est complétement réticulé, 'application v—>r(v) de L*(vy) dans Z(V,)-u
est une bijection de L®(vy) sur H-u; 'espace L®(y) étant considéré comme plongé dans
L(») (les mesures absolument continues par rapport & u).

Si H=Z(V,), la mesure sous centrale v, associée est appellée la mesure centrale associée
& » [10] ou de barycentre u. Les points pour lesquels la mesure centrale associée & u
est égale & g, sont appelés poinis primaires. Si X est métrisable ’ensemble O des points
primaires a un complément analytique et toute mesure centrale est portée par l'en-
semble P ([5] et [10]). Ce chapitre est divisé en deux parties, la premiére est consacrée
a1’étude et la définition de deux ensembles de mesures dont I'intersection est ’ensemble

des mesures sous-centrales.

A. Mesures de type surjectif et de type injectif

Soit X un ensemble convexe compact, pour tout élément ¢ € X, on appellera « décomposi-

tion de t » une famille finie (¢,);<;c , d’éléments de X tels que X, £;=t.

Définition 1.

(1) Soient u€ MH(X), teX; On dira que ¢ est dominé par u, et 'on notera £y, si pour

2)

toute décomposition (u,;);<, de p, il existe une décomposition (f;);c, de ¢ telle que
t;<r(u;) pour tout i.

On dira qu’une mesure y € M*+(X) est de type injectif si pour tout LEX, t-u, et toute
décomposition (uy, us) de u, telle que inf (u,, u;) =0 il existe une et une seule décomposi-
tion (t,, t,) de ¢ telle que #, -y, et ¢, - u,. Il revient au méme de dire que pour toute
décomposition de u en (uy, us) avec inf (u,, u,)=0; Papplication (z,y)—x+y de
[0, r(uy)] % [0,7(u)] dans [0,7(u,) +7(u,)] est injective.

Tomita [9] a introduit la notion de mesure orthogonale sur 1’espace des états S
d’une C*-algébre B : une mesure y positive sur § est dite orthogonale si pour toute
décomposition (uy, us) de pu telle que inf (u,, 4,) =0 on a inf (r{y,), r(u,)) =0. 11 est aisé
de voir que les notions de mesure de type injectif et de mesure orthogonale sont les
mémes sur tout convexe compact qui est ’espace des états d’une C*-algébre. Il n’en
est pas moins aisé de voir que sur un convexe compact quelconque toute mesure de
type injectif est une mesure orthogonale et qu’il existe des mesures orthogonales (sur
le carré) qui ne sont pas de type injectif

7— 1752903 Acta mathematica 134. Imprimé le 4 Aout 1975
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(3) On dira qu’une mesure y € M*(X) est de type surjectif si pour tout ¢ <r(u) on a t-u.
11 résulte immédiatement de ces définitions que pour qu’une mesure y soit sous-centrale
il faut et suffit qu’elle soit & la fois de type surjectif et de type injectif. On remarquera
que si ¢ -1y alors (r(u)—t)-u. Rappelons qu’on définit I'ordre de balayage (Choquet)
sur IMH(X) par (u<w»)<(ffdu<ffdv, vf convexe continue sur X). On sait que si
4=, alors pour toute décomposition (u;);<, de u il existe une décomposition (v;),<, de v

telle que »,> u, pour tout 5.

ProrosiTioN 2. Soient t€X, u€ MH(X) les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) t est dominé par u
(b) Il existe 8, v€ MH(X) tels que v>>p, O <v et #(f)=t.

Démonstration. L'implication b=a est évidente, compte tenu du rappel cidessus.
Montrons que a=b : Désignons par D I'ensemble des décompositions de u; on supposera
que u(1)=1. L’ensemble D est ordonné filtrant décroissant pour la relation d’orde “s’ est

une décomposition plus fine que s’ qu’on notera s’ <s.

Soient alors ¢, €X, ¢,¢ dominés par u, £+t =r(u). On se donne une application
s—p(s) de D dans I'ensemble des décompositions de ¢ telle que si s = (1)<, €t 0(8) =(:)i<m
on a m=n et {;<r(u;). On définit o’(s) en posant ¢ =r(u,) —¢, et o’(s)=(i). Posons alors,
pour tout s€D, v,=24 .0 e(t;)eaay, (i) =e(t) 1 £, e étant la forme linéaire définissant la
base X du céne X et olt () =p(s). On définit de méme »; de sorte que r(v,) =t r(v;) =t et
05 =v; T v, € MYX).

Soit maintenat U un ultrafilte sur D plus fin que le filtre des sections de D et soit
6 =lim, v, 6’ =lim, v; et y=lim, ¢, Par construction on a »>u, 0+6'=v et r(0)=r(v,) =t,

7(8") =r(v;) =t' et la proposition est démontrée. 0O

COoROLLAIRE 3. Soient t€X, u€ M+(X), t dominé par u. Pour toute décomposition

(1) i<n de u, il existe une décomposition (t,) <, de ¢ telle que pour tout + <n, t, soit dominé par u.

Démonstration. D’aprés la proposition précédente, il existe 8, »€ MH(X) telles que
0 <, v>u, r(0)=t. Comme »>pu il existe une décomposition (»,), de ¥ avec v;>>u, pour
i<n. D’autre part 0 <X,.,v;; il existe donc une décomposition (6,);<, de 6 telle que §,<y»,.

Posant alors t;=r(0;) on obtient la décomposition cherchée pour ¢.
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COROLLAIRE 4. L'ensemble I" des couples (¢, u) € X x MYX) tels que t soit dominé par
© est convexe compact. L’ensemble E(T") des points extrémaux de T est contenu dans Uensemble :

D={(t, &,); (t, &,) €T, x€X}

Démonstration. Considérons 'ensemble V des triplets (8, v, u) € (M+(X))? tels que O <,
»>u et w(1)=1, et soit J Papplication continue (8, », u)~>(r(0), u), on a alors I' =J(¥).

La deuxiéme partic du corollaire résulte directement du corollaire précédent. Ainsi
tout point de T" est barycentre d’une mesure 7' >>0 portée par D.

Dans ce qui suit nous conserverons les notations du corollaire ci-dessus. On désigne par
p Dapplication : (£, e,)~ de D dans X. Remarquons que pour tout 7'€INYD), avec
r(T)=(t, u) on a p(T)=pu, ot p(T) est 'image de T par p.

ProrosiTioN 5. Soit € MH(X) les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) la mesure u est de type injectif.
(b) Pour toutes mesures T, T'€ MH(D) telles que p(T)=p(T")=p, r(T)=r(T') & toute
fonction f continue positive sur X on a r((fop)- T)=r{(fop)-T").

(¢) Méme énoncé que (b) ou Uon a remplacé « f continue » par « f borélienne de X dans {0, 1} ».

Démonstration. Les conditions (b) et (c) sont trivialement équivalentes. Montrons
(a)=(¢) : Soit f=1,, 4 borélien de X, posons (£, u;) =7((fop)- T, (ts, us) =r((1 —flop, T),
(t1, u1) =r((fop), T") et (ts, uz)=r((1—fop, T"). Comme p(T)=p(T") on a uy=pi, Ha=flz
et inf (uy, up) =0. D’autre part on a f, b iy, by, b~ i, Par suite & =4, t,=1;.

(c)= (a). Soit (u;, us) une décomposition de u telle que inf (u,, u;) =0 et soient (¢;,%5),
(t;, t;) deux décompositions de ¢ telles que &, -y, et ty, £y u,. Il existe des mesures
T,, Ty, T1, T; appartenant & M+(D) de barycentres respectifs (fy, tty), (s, o), (b1, 1) €t
(2, ts). Posons T'=T,+T, et T'=T;+T,. 1l existe une fonction borélienne positive f,
& valeurs 0 ou 1, telle que w,=f-u. Comme on a aussi p(T,) =p(T1)=p,, Ty=(fop) T,

T =(fop): T" de sorte que si la condition (c) est vérifiée on doit avoir #; =t; et f;=1,. []

PrOPOSITION 6. Pour tout convexe compact métrisable X, Uensemble B des éléments de
MYX) qui ne sont pas de type injectif est K .-convexe.

Démonstration. Conservons les notations I', D du Corollaire 4. On remarque d’abord
que si u est de type injectif et si u =g, + s, pq, ug >0 alors p, et u, sont aussi de type injectif,

done l'ensemble B est convexe. Considérons ensemble H des systémes (T, 7", ¢, u) ou
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T, T'e MYD), (t, n) €T tels que »(T)=r(T")=(¢, u) et soit ¢ application (T, 1", ¢, u}—+p.

L’ensemble H est convexe compact, o est affine continue et I'ensemble :
U={(T, T',t, p) €H; 3f € CH(X), ((fop) T) +r((fop))- T"}

est ouvert dans H done réunion d’une suite (H,) d’ensembles convexes compacts de H.
D’aprés le lemme précédent, on a B=g(U) et B est convexe; c’est donc un ensemble
K ,-convexe. |

La proposition qui suit peut se démontrer de plusieurs fagons; nous avons choisi une
démonstration qui a 'avantage de fournir des chapeaux de X sur lesquels I'application

multivoque ¢—>[0,t] est affine et continue.

ProrosiTION 7. Pour toul convexe compact métrisable, Uensemble. A des éléments de
MUX) qui ne sont pas de type surjectif est K ,-convexe.

Démonstration. Soit u € M+(X) de type surjectif, c’est & dire pour toute décomposition

(t1)i<n de u on a la propriété
(S) : [0, r()] =10, r(py)] + ... +[0, r(u )]+ ... +]0, ()]

(ot Pon note, pour H, K< X, H+K={«+y,x€H,yeK}.

Considérons une suite (f,) dense dans C(X), soit (f,) I’ensemble des extensions des
éléments de la famille (f,) & M+(X).

La condition (8) équivaut & dire que pour tout n la fonection g, définie sur MH(X)
par g,(u) =Sup {f(y); 0 <y <r(u)} est affine sur [0, u], ou encore affine sur la face engendrée
par u dans NYX), st u€ I(X).

Chaque fonction g, est concave s.c.s., il en est de méme de

1 -1
g=22_n (sup(gn)) *Gn*
mi(x)

Si g est affine sur [0, u] alors toutes les fonctions g, sont affines sur [0, u]. L’ensemble 4
est donc identique & ’ensemble des points u € MY(X) tels que g ne soit pas affine sur la
face de u. La fonction (1 —g) est convexe s.c.i. sur MYX). D’aprés (I, Proposition 6) 'en-

semble 4 est K -convexe. 0
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B. Mesures centrales et sous-centrales

Nous pouvons, & I’aide des propositions 6 et 7 et de (I, Corollaire 7) énoncer :

TatorEME 8. Pour tout ensemble convexe compact X et foute mesure sous centrale u
sur X de masse totale 1, il existe une fonction s.c.i. ¢ positive sur X telle que fopdu < +oo et

telle que toute mesure v positive vérifiant [ody < + oo soit sous-centrale.

Démonstration. On conserve les notations B, A des propositions 6 et 7 ainsi que la
fonction ¢ utilisée dans la démonstration précédente. Si u € MH(X) est de type surjectif, g
est affine positive et continue sur [0, u]; en effet si v€[0, u], on a 0<g(») <#(1). La forme
linéaire e continue sur X — X valant 1 sur X, la fonction & =e¢ —g est convexe, s.c.i., positive
et continue sur [0, u]. D’autre part (R+-[0, u]) N (4 U B)=@. D’apreés (I, Corollaire 7), il

existe une fonction affine y s.c.i. positive sur N+(X), nulle en 0 telle que :

(a) p(u) <+ oo et h est continue sur le chapeau K={p<1}
{(b) p(v) = + oo pour tout v€A4 U B.

On remarquera que 4 U B est le complémentaire dans (X)) des mesures sous-cen-
trales done A U B est convexe et aussi K ,-convexe.

La démonstration s’achéve en remarquant que pour toute fonction o affine s.c.i.
positive sur MY(X), il existe une fonction numérique ¢ s.c.i. sur X telle que fpdu=y(u)
pour toute u € M} X).

COROLLAIRE 9. Supposons toujours X convexe compact métrisable. Soit Y un espace
compact, vE MH(Y) et soit yv>u, une application mesurable de Y dans MH(X). Posons
1= Ju, dv(y).

(a) 8¢ u est sous-centrale, alors pour v-presque tout y, u, est sous-centrale.

(b) Si e est centrale alors pour v-presque tout y, u, est centrale.

Démonstration

(a) Soit ¢ une fonction s.c.i. positive sur X vérifiant les propriétés énoncées dans le
Théoréme 8. On a [pdu=f(fodu,)dv(y) par suite [pdu, est finie v-presque partout, done
U, est sous-centrale pour v-presque tout y.

(b) On sait que ’ensemble des points primaires a un complémentaire analytique [5] dans
X et que toute mesure centrale est portée par I’ensemble des points primaires [10]. Réci-

proquement, soit ¥ une mesure sous-centrale; si »€ MLYX) est portée par I'ensemble des
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points primaires P alors » est centrale. En effet, on peut supposer que u est une mesure
centrale plus diffuse que ». D’aprés un résultat de Cartier—Fell-Meyer [8] il existe une
application »-mesurable x>y, de X dans MY(X) telle que :

(1) p. soit de barycentre x pour tout z€X
2) u=fu.dv(@)

D’aprés la premiére du corollaire; u, est sous-centrale pour v-presque tout z, donc si x est
primaire u, =¢,. Par hypothése u est portée par I’ensemble P des points primaires, par suite
H=v.

Reprenons la fonction ¢ du début. On a, si u est centrale, {ppdu = [({pdu,)dv(y),

done pour »-presque tout y, u, est une mesure sous-centrale portée par P, donc centrale. []

THEHEOREME 10. Pour tout ensemble convexe compact métrisable X et toute mesure centrale
pE€MNX), il existe une fonction numérique p s.c.i. positive sur X telle que fpdu<-+oo et

telle que toute mesure v positive sur X pour laquelle fydv < + oo soit centrale.

Démonstration. Soit ¢ une fonction s.c.i. positive sur X vérifiant les conditions du
Théoréme 8. L’ensemble U = {p < + oo} \ P est u-négligeable. Il existe donc une suite (w,)
d’ouverts de X telle que U<w, pour tout n et u(w,) <2~ ". La fonctionp=¢ +3,27"-1,,
répond aux conditions cherchées. O

Voici un autre moyen de fabriquer des chapeaux de FN+(X) dont les élements soient
des mesures sous-centrales :

Soit K un sous convexe compact héréditaire de X. Supposons qu’il existe une famille
(T(f))rec+xy indexée par C*(X), d’applications affines de R*-K vérifiant les conditions

suivantes :

(a) Papplication (f, v)—>T(f)-v est séparément affine et positivement homogéne sur
CHX)x (R* K).

(b) Pour tout 0<f<1 et vER"-K, on a, 0<T(f)-v<v.

(c) Pour toutes f, f € C*(K), [T(HoT(f)]-v="T(ff') v et T(1)-v=v pour tout vEK,

(d) Pour tout f€ C*(K) 'application v— T'(f)-v est continue sur K.

11 revient au méme de se donner un homéomorphisme 7% de C(X) dans le centre de
Ay(K) tel que, pour tout g€ A4(K), f€ CT(K), vE€EK, on ait

(T*(f) g, v>=<g, T(f)-v,

T*(1) étant l'identité sur 4, (K).
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ProPosiTION 11. Soient K un chapeau de X et (T(f))recrcxy une famille d’opérateurs
vérifiant les conditions : (a), (b), (¢) et (d) ci-dessus, notons par C< MH(X) Uensemble des
mesures qui vérifient les conditions :

(a) Pour tout u€C, r(u)€K.
(b) Pour toute f€ CHX), T(f)-r(u) =r{f-u).

Alors Uensemble C est un chapean de WH(X) dont tous les éléments sont des mesures sous-

centrales et Uapplication u—1r(u) est injective sur C.

Démonstration. Soit p une fonction affine s.c.i. positive sur X, nulle en 0, telle que
K={p<1}.

Si K est compact, cela implique que 9 a une borne inférieure strictement positive
sur X.

Pour toute mesure u € M*+(X) les relations (Jydu <1) et (r(u) € K) sont équivalentes et
lensemble convexe O’ ={u€ M+(X); fypdu <1} est compact.

Les deux applications, définies sur ", > r(f-u) et pw— T(f)-r(u) sont affines et con-
tinues, on en déduit que C est convexe compact.

Soient maintenant f'€ CHX), u€C tels que fy-f'du<1 alors v=(f-u)€C. En effet,
on a r{v)€EK et pour f€CHX).

T re)=T() r(f' ©) =T )o T(f')-r(w)=T(f') () =r(ff -p) Lot T(f)-r(v)=1(f-).

L’ensemble C étant convexe compact, pour tout u €C et f' €L (u), tels que fpf'du<l1,
on aura encore (f'-u)=v€H, ce qui montre que C est un chapeau de MM*+(X).

Il reste & montrer que toute w€C est une mesure sous-centrale. Notons toujours
par e la forme linéaire continue définissant la base X de X. On remarque que, pour tout
FeECHX), e(T(f)-r(u)=e(r(f-m))=ffdu, ainsi pour tous fELP(u)NLi(x) et w€[0, r(u)],
on peut définir T'(f)-w par T(f)-w=lim T(f,) -w; f,€ C*(X), ||f» —f| z::o—>0 et que pour
tous f, f €LT(u), on a encore T'(f)o T(f')=T(ff'). Il est clair que u est de type surjectif; soit
alors (i, (o) une décomposition de y telle que inf (u,, u,) =0, et soient £ €[0, r(u)], et (¢, 25)
une décomposition de ¢ telle que #, 4y, et t,-1u,.

Soit f une fonction borélienne sur X & valeurs 0 ou 1 telle que u, =f- . Soit v =r(u).
Posons v, =T(f)-v=r(u,), vo="T(1 —f)-v=r(u,). Par construction on a 7'(f)-v,=0, T(1—f)-
v, =0, comme 0<¢<vy, 0 <v, on a T(f)-t,=0 et T(1—f)-¢, =0 par suite &, =T(f)-L et
ts=T(1—f)+¢, ce qui montre que u est de type injectif. Enfin I'injectivité de » sur C tient
au fait que toute mesure sous-centrale est simpliciale. O

L’intérét de la proposition ci-dessus vient de ce qu’il est possible de définir des pro-
longements d’un homorphisme de C(X) dans le centre de 4y(K), ou K est un convexe
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compact héréditaire de X, en un homorphisme de C(X) dans le centre de 4,(K’') ou K’

est un chapeau de X contenant K; plus précisément :

ProprosiTION 12. Soient Y wun espace compact métrisable et K un convexe compact
héréditaire de X, soit R* un homomorphisme de C(Y) dans le centre de Ay(K) tel que R*(1)
soit Videntité sur Ao(K). Il existe un chapeau K’ de X, contenant K, il existe un homomorphisme
T* de C(Y) dans le centre de Ay(K') tel que T*(1) soit Didentité sur A,(K') et tel que pour tous

TEC(Y), g€ AWK") (T*(f) 9hx = E*(f)" (91x)-

Démonstration. Le convexe compact X étant métrisable, le sous-espace vectoriel
fermé H de 4,(K) engendré par les fonctions de la forme R*(f)- (g,x), o1 f€ C(Y) et g€ Ay(X,)
est a base démonbrable.

D’aprés (I, Corollaire 4) il existe deux chapeaux K, et K, de X, une application
linéaire positive o de H dans 44(K,) telle que pour tout h€ H, o(h) | x=h et K,< (IFK)—(\K—I
Par construction Ay(X,)x,=H' =9o(H). Pour tous f€(Y), 0<f<1, on peut définir une

application U(f) affine continue de K, dans K, par la relation :
U v>=<o(R*(f)-lix), v>, IEAK) et vEK,.

Soient f, f/€CHY), f, <1, les deux applications définies sur K v—>U(ff')-v et
v=>U(f)-[U(f')-v] sont continues et égales sur (R+-K) N K,, donc elles sont égales sur K,<
m. L’opérateur T*(f) de Ay(K,) dans Ay(K,), défini en tout élément g€ 4 (K,)
par {T*(f)-g, v> =g, U(f)v>VvEK,, fournit alors 'homomorphisme cherché de C(Y)
dans Z(44(K,)). O

Si I’'on veut construire un chapeau C de M+(X) contenant une mesure sous-centrale
donnée y on procéde comme suit : soit u le barycentre de u, on a vu que les espaces L7(u)
et Z+(Vu)-u sont tous les deux isomorphes & Zu=r(L°f(y)). Plus précisément, si f€LT(u),
on notera par R(f) I'unique élément de Z(¥Vu) vérifiant la relation r{(f-u)=R(f)-u et I'on a
E(f)- B(f')-v=R(ff')-v pour tout v€V, et f, f € C(X).

LeMME. Pour tout f€EL®(u), Uapplication v— B(f)-v est continue sur [0, u].

Démonstration. Prenons f & valeur 0 ou 1. La mesure y s’écrit u=f-pu -+ (1 —f)u soient
w=Fu, pa=1—f)u et r{p)=u,, r(us)=u,. D’aprés les propriétés des mesures sous-
centrales, I'application continue y : (z,, z;)~>%, +x, est une bijection de [0, %] X [0, u,] sur
[0, ], son inverse y~1 est donc continue et pour tout v €[0, u], y~Hv)=(R(f) v, B(1 —f)-v)

ce qui démontre le lemme dans ce cas particulier.



SIMPLEXES DE MESURES SIMPLICIALES ET CENTRALES 105

On passe au cas général en remarquant que toute fEL™(u) est limite uniforme de
fonctions étagées.

Pour tout f€ C(X), on peut alors définir un opérateur R*(f) sur 4,([0, #]) par la rela-
tion : (R*(f)-g, v> =<g, R(f)-v) pour tous g€A4,([0, «]) et »€[0, u]. L’applica.tion > R*f
définit alors un homomorphisme de C(X) dans le centre de 4,([0, u]) qui vérifie les condi-
tions de la Proposition 12. OJ

Nous allons préciser la Proposition 11 pour faire apparaitre une partition de X en
trois ensembles, le premier portant g, le second portant les mesures plus diffuses que u
et étrangéres & u, le troisiéme portant les mesures moins diffuses que u et étrangéres a u.
L’ensemble X est supposé toujours métrisable. On conserve les notations et hypothéses
de la Proposition 11. On désigne par @ la fonction s.c.i. positive sur X vérifiant (u €C)<
{fpdu<1} et par £< X 'ensemble des points extrémaux de X qui sont des génératrices ex-
trémales de R+ C.

Notons par 7 'application affine de R+ K dans M*(X) définie pour tous f€ CHX) et
x€R+- K par : {f, n(x)) =<e, T(f)-x>, e désigne toujours la forme linéaire continue sur
X — X valant 1 sur X; application s est continue sur K.

Posons ¢’ =}(p tpoxm) et K'={yp'<1}.

LEMME.

(1) Pour toute y€R*-C, on a Jodu= fypdu.
(2) Pour tout € &, on a 7(x) =¢,.

(3) Pour tout x€r(C), on a rin(r))==z.

(4) On a r(C)= K', 7w est une surjection de K’ sur C et rom est idempotent sur K'.

Démonstration :

(1) Soit w€R*-C, les conditions [pdu<1 et fypdu<1 sont équivalentes, par suite fopdu =
Jpdu.

(2) Pour tout u€C et toute f€ CHX) on a par définition 7'(f)-r(u)=r(f-u). On a done,
pour z€ £ : {f, n(x)> =<e, T(f)- x> =<e, r{f(z)-&,)> =f(x) done m(x) =¢,.

(3) Le convexe compact (C) est I'image injective de C par r done, d’aprés (2), rox est une
application affine continue de #(C) dans X et vaut 'identité sur I’ensemble des points
extrémaux de #(C) par suite roz(x) =2 pour tout x €r(0).

(4) Les applications g et posx sont affines s.c.i. positives sur K, elles sont égales sur £(r(C)),
donc égales sur r(C), par suite r(C)< K'={y<1} et n(K') >z(r(C)) =C. D’autre part si
z€K' et p=n(z), on a Jpdu < + oo, autrement dit u €R+-C et d’apreés (1) et (3) y'(x) =
fv'du=y(x) =pon(zx)= [pdu. Comme x< K'={y<1}, on a fedu<1 et n(x)€C.
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En fait on peut définir C par :
(re0y]® TWIEE’
(b) pour tout € CHX), T(r(n)) =r(f-)
Enfin (3) implique que rozx est idempotent sur K'.

—r

Nous sommes en mesure d’enconcer la proposition suivante. (On conserve les notations

du lemme précédent).

ProPosSITION 13. Sotent u€x(K')=C et soient
E, ={z€XNR" - K'; a(x) =¢,}.
E,={x€eXNR*-K'; 3y X\ {2}, n(x) =¢,}.
E,={x€XNR"-K'; a€r(R+-O)\ R+ £.}

Les ensembles E,, Ey, By sont boréliens, deux & deux disjoints, E, porte u, E, porte toute mesure

v plus diffuse que p et étrangére & u, E, porte toute mesure moins diffuse que p et étrangére o u.

Démonstration. Les ensembles E,, E,, E; sont boréliens parce que 1'application 7 est
continue. Remarquons que si, pour x€X NR™-K', z(x) est de la forme ¢, alors y€ &, car
C est un chapeau de M*(X). Il s’en suit que E,, E,, B, sont deux & deux disjoints, que
E,=E& et que E, porte u. Soit alors v€ MH(X), v>u. On a r(v) =r(u) done [y'dv= fy'du=
p'(r(u)) <1. Considérons d’abord le cas ou u=¢,, x€ £ et soit k la fonction s.c.i. valant 0 en
z et 1 ailleurs. La fonction &' : z—>(h, 7(z)) est affine s.c.i. positive sur X et (R')~1({0})=
771 (g;). On doit avoir (h'dy=h'(x)=0 et par conséquent v est portée par {z}U E,.
Si v est étrangére & ¢,, v est portée par E,. Prenons maintenant y queleonque. On sait qu’il
existe une application mesurable définie sur X, z—>v, telle que, pour tout z, v,€ MY(X),
r(v,)=x et v =[v,du, [6], il s’ensuit que v est portée par E, U E,; Si de plus » est étrangére
& u, alors on peut supposer que, pour u-presque tout x, v, est étrangére & ¢,, donc » est
portée par E,. Soit maintenant g la jauge de 7(C) dans X; c’est une fonction convexe s.c.i.
positive sur X telle que {g<1}=r(C). Si v€ M*+(X) est une mesure moins diffuse que u
alors fqdy < fqdu <1, autrement dit » est portée par le cone {g< + co}. On utilise alors le
fait que r est une bijection de C sur r(C) et on vérifie immédiatement que pour tout couple
(0, 0) = MYC), 0 maximale, §< ¢ et inf (0, §) =0, la mesure 6 ne charge pas 'ensemble des
points extrémaux de C. O

Remarque. La proposition précédente peut encore s’interpréter comme suit. Pour tout

x€E,, soit K ,=a"1 (R+-¢,) N K'; ¢’est une face fermée de K’, soit aussi pour toute n€C,
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K,={teK’,t<r(u)}. On a alors au sens des intégrales d’ensembles convexes compacts :
K, = JK,du(z). De plus, pour tout t€K 4 il existe une application mesurable, unique a
une u-équivalence prés, x—¢,, définie sur E,, telle que ¢, € K, et telle que ¢ = f¢,du,.

IV. Applications

1. Soient X et ¥ deux espaces compacts métrisables eb p une application continue de

X sur Y. On désigne encore par p Papplication de MHX) dans MH(Y) qui en dérive.

ProrositrioN 1. Soit K< MH(X) un ensemble convexe compact héréditaire tel que
P& Soit injective. Il existe une application borélienne b de Y dans X qui est une section de p,

telle que toute p € K soit portée par h(Y).

Démonstration. D’aprés (I, Théoréme 2), il existe une fonction numérique s.c.i. positive

@ sur X telle que p soit injective sur
K,={neMHX); fpdu<1} et telle que K< K,.

Soit £ : ¥—X une section borélienne de p [4]. L’ensemble A ={p <+ o} est un K, qui
porte toute €K, et, pour tout y Ep(4), p~1(y) N A contient un seul point u(y). On définit
la section % cherchée en posant : A(y) =wu(y) si y €p(4) et hly) =t(y) si yEp(4). ]

2. Le résultat suivant va nous servir dans létude des désintégrations des mesures.

ProrosiTION 2. Sotent X et Y deux ensembles convexes compacts métrisables, p une
application affine cortinue de X sur Y et soit K<X un ensemble convexe compact tel que
P(K) soit héréditaire dans Y et tel que pix soit injective. Il existe un sous-ensemble convexe
ccmgact K’ de X, contenant K, tel que p(K') soit un chapeau de Y et tel que P, g- SOt tnjective.
S i de plus K est héréditaire dans X, on peut trouver un chapeau K' de X vérifiant les conditions
ci-dessus.

Démenstration. Considérons application affine continue 77 : y—p~1(y) de p(K) dans K.
D’apres, (I. Proposition 5), il existe deux chapeaux €}, C, de Y tels que p(K)=Cy<= (] et
Czcm et une application affine continue % de C,; dans X telle que 7 p(x) =7.
Par construction, pour tout y€C, on a p[f(y)] =y, par suite p est injective sur K’ =7(C,)
et p(K’)=C, est un chapeau de Y.

Supposons de plus que K est héréditaire dans X. Soit ¢, la fonction affine s.c.i. définis-
sant le chapeau C, et soit K,={g,07<1}=p1(C,). Sur le chapeau K, de X, les applica-

tions 7zop et idk, (identité de K,) sont affines continues et égales sur I’ensemble héréditaire
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K< K, Daprés, (I. Proposition 2), il existe un chapeau K, de X, tel que K< K,<
mz’ done pour tout €K, on a 7o p(x) =x. Par construction p(Kz)<=2C, et p est
injective sur R+ K,;. Montrons que K’'=p(K,) est un chapeau de Y. Pour cela il suffit de
montrer que p(K;) est héréditaire dans Y. Soit alors tEK, et y€ I;, 0<y<p(t). L’applica-
tion 7 est croissante sur R+-C, done 0 <7(y) <A(p(t)) =t. Comme K, est un chapeau de X,

A(y)E K, Comme y€C,, on a pof(y) =y € p(K,). |

COROLLAIRE 3. Soit Z un ensemble convexe compact métrisable et soit w€Z, barycentre
d’une unique mesure u portée par E(Z). Il existe alors un chapeau C de Z contenant u tel

que tout point z de (R+-C) NZ soit barycentre d’une seule mesure u, portée par E(Z).

Démonstration. Nous appliquons la proposition précédente au couple. X =MYZ),
Y =7 et & 'application p=r (r(») désigne le barycentre de »). L’hypothése faite sur et
w impligue que 7 est une bijection de [0, z] sur [0, w]. Il existe alors un chapeau K < M+(Z)
tel que r soit injective sur K et que 7(K)=C soit un chapeaﬁ de Z. Soient @ et y les fonctions
affines s.ci. sur Z et MH(Z) associées aux chapeaux C et K. Par construction, pour tout
2€Z sur une génératrice extrémale de R+- K on a z€ ER*-C) donc z€ E(Z) et ¢(z) =p(c,).
Soient alors »,, ¥,€ M*(Z) portées par £(Z) et de barycentre t€C. On a {pdv, = fpdy, =
@) <1, par suite y(v,)= fp(e.)dv,(2) = fpdv, =@(t) <1 de méme p(v,) <1 donc »,, v,EK.
Comme r est injective sur K, on en déduit que », =»,=r%'(¢) oi1 'on a noté 7' 'inverse

de T k- D

3. Soient maintenant X et Y des espaces compacts métrisables, p une surjection
continue de X sur Y. On appellera désintégration simultanée d'un ensemble H < H(X) une
application universellement mesurable y—~o, de ¥ dans IMY(X) telle que I'on ait, pour
toute v€H, v={o,d[p(»)](y) et pour toute f€C+(Y)

(fop)-v=§(f(y)- a,)d[p(»)}(¥)-
ProrosiTION 4. Soit H< MH(X), un ensemble convexe compact vérifiant les conditions
susvantes :
(a) L’application p~p(u) est injective sur H.
(b) Pour toutes fEC(Y), 0<f<1, et u€H, (fop)-u€H.

Il existe alors une désintégration simultanée de H.

Démonstration. L'hypothése (b) entraine que p(H) est héréditaire dans JH+(Y). D’apreés
la Proposition 2, il existe un ensemble convexe compact H,< M+(X) contenant H, tel que
p(Hy) =0, soit un chapean de M*(Y), et tel que py, soit injective. On peut également
trouver un convexe compact H,=2H, tel que H< H,, et que p(H,) soit un chapeau
O, R+ (pH) N 2C,.
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Soit y I'application réciproque de ;4. 4 ; on a y(Cp)=H,. Pour tout »€H,, il existe
une suite (0,)<p(H)N2C; telle que lim,0,=60=p(»). Pour tout fECHY), 0<f<]I,
y(f+0,) = (fop)-y(0n), par suite y(f-0) =lim (fop)-y(8,) = (fop)-p(0) =(fop) v, comme f-H €C,,
ceci implique (fop)-v€H,.

Soit alors ¢ la fonction s.c.i. sur ¥ définissant le chapeau Cy de MH(Y). Pour tout
yE€{p <+ o}, y(¢,) =0, est définie, et p(c,)=¢,, 'ensemble {p <+ oo} porte tout élément
de C, et on a, pour tout 6 €Cy, p(6) = fo,db(y). Or on vient de voir qu’on & aussi pour tout
FECHT), p(f-0)=(fop)y(8) vOEC,, de sorte que, pour y =y(0),on a (fop)-»= 1Y)+ 0,d0(y) =
J1y)-0,d[p(»)](y). L'application mesurable y—>g,, définie sur {p < + oo} définit alors une
désintégration simultanée de H. ]

Remarque. Soit u € MH(X) et soit
H={y€[0, u]; 3g Dborélienne sur Y telle que » =(gop) -u}

alors H est convexe compact et vérifie les conditions (a) et (b) de la proposition précédente.

On a ainsi un procédé pour désintégrer une seule mesure u.

Probléme. Soit M un convexe compact contenu dans MM+(X) : Si tout couple (u, v) € M2
posséde une désintégration simultanée, ’ensemble M posséde-t-il une désintégration

simultanée ? (L’hypothése M convexe est essentielle.)

Index des definitions et notations
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Centre III.(a)

Centrale (mesure) II1.(f)
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Injective (mesure) ITI.(A) définition (1)
K ,-convexe Lo.

Primaire (Point) III.(f)

Simpliciale (mesure) IIL. avant Prop. 3
Sous-centrale (mesure) IIT.(d)

Surjective (mesure) ITI.(A) défmition (1)
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