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Introduction 

Soit X un ensemble convexe compact dans un espace localement convexe s~parfi E. 

La propri6t6, pour une mesure # de probabilit6 sur X, d 'etre simpliciale [2] ou ccntrale [2] 

peut s ' interpr6ter comme une propri6t~ de la face Fg engendr6e par  # d a n s  le c5ne ://l+(X) 

des mesures positives sur X. Disons qu'une mesure v positive sur X,  v #0,  est simplieiale 

(resp. centrale) si la mesure Ilvll-l"  l'est. Avee cette convention, lorsque la mesure # est 

simpliciale (resp. centrale) tous les  6ldments de la face Fg le sont aussi. 

Le probl~me que nous avons essay6 de r6soudre, consiste ~ trouver des faces 2"c  ~ + ( X )  

dont  tousles  fildments soient des mesures simpliciales (resp. centrales), ces faces ~tant assez 

riches pour qu'on puisse y faire la repr6sentation int~gTale des points de 2' par  des mesures 

port~es pour l 'ensemble des g~n~ratrices extr6males de F.  

Nous avons r~solu ce problbme, dans le eas off X est mfitrisable, ~ l 'aide de faces 

F ~  ~ + ( X )  engendr6es par des chapeaux de ce eSne, ainsi la repr6sentation int~grale 

s'effectue sans difficult~. 

La premiere partie de ce travail  est consacr6e s des th~or~mes de prolongement de 

fonctions affines, de s~paration d'ensembles convexes et de s~lection de faces qui seront 

utilis6s dans la suite. 

La deuxi6me partie traite des mesures simpliciales, la troisibme des mesures centrales, 

nous avons errfin indiqu6 quelques applications dans la quatribme partie. 

I .  Preliminaires 
O. Notations et conventions 

Tous les espaces vectoriels consid~r~s sont r~els. Saul mention expresse, une fonction 

numdrique sera d~sign~e par (~ fonction ,~. Dans toute la suite lorsque nous traiterons d 'un  
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ensemble convexe compact X, contenu dans un espace localement convexe s~par~ E, il 

sera eonsid6rd comme base compacte d 'un cSne convexe )~ d~termin~ par une forme lin~aire 

continue e sur E : X = {xE)~; e(x)= I}. On notera par X 1 l 'enveloppe convexe de X et de 

{0}. La notation E(B) pour un ensemble convexe B (resp. un cbne convexe B) d6signe 

l 'ensemble des points extr~maux de B (resp. l 'ensemble des g~n~ratrices extr6males de B). 

On notera, pour route mesure positive/z sur X, par r(/z) le barycentre de/z, c'est ~ dire 

l 'unique 61~ment de )~ v~rifiant la relation/(r(/~)) = ~/d/u, pour t o u t e / E  E' .  

Le cSne )~ d6finit une relation d'ordre natureUe sur )~-)~ not6e ~<. Pour tout 61dment 

u E)~, nous noterons [0, u] l 'ensemble {v E)~; 0 ~< v ~< u}. Les fonctions positives, convexes 

ou af_fines, consid~rdes pourront  prendre la valeur § ~ .  

Une fonction semi-continue inf~rieurement sera d~signde par (( fonction s.c.i. ~). Pour 

un ensemble convexe compact K c ) ~ ,  0EK,  on notera par Ao(K ) l 'espace des fonctions 

affines continues sur K qui s 'annulent en 0. Si K est h6r~ditaire dans 3~, alors 

Ao(K ) = A f f ( K ) - A ~ ( K )  [2]. Pour tout ensemble B ~ ) ~  nous noterons par R + ' B  le c6ne 

engendrd par B. 

~Ious dirons qu 'un ensemble A ~ E est K~-convexe s'il est convexe et r~union d'une 

suite d'ensembles convexes compacts. L'enveloppe convexe de deux ensembles convexes 

compacts, gtant compacte, on peut toujours supposer qu 'un Kr est r6union d 'une 

suite croissante d'ensembles convexes compacts. 

1. Les chapeaux du cSne )~ sont en bijection avec les fonctions affines s.c.i, positives 

sur )~ [8] strictement positives sur 3 ~ { 0 }  et valant  z~ro s l'origine, c'est b, dire avee 

les fonctions s.c.i, et  > 0  sur X. 

2. On notera par  F(~v) la face de X relative h la fonction affine s.c.i, positive ~v c'est & 

dire l 'ensemble {xEX; y)(x)< + ~};  c'est aussi l 'intersection de X avec la face du cSne )~ 

engendrde par  le chapeau {x E)~; ~(x)~< 1}. I1 sera ais~ de voir que F(~) est une face stable, 

c'est s dire que F(v/) porte toute mesure de probabilit6 ,u sur X dont  le barycentre r(/z) 

appart ient  ~ F(~0). 

3. Notons, pour toute fonction / sur X par f la fonction sur )~ d~finie aupo in t  xE)~ 

par  T(x)=e(x)/(x/e(x)), il est clair que e'est une fonction positivement homog~ne sur )~ et 

qui si ] e s t  affine alors Test affine aussi. 

LEMMv.. Soit K un convexe compact hdrdditaire de X ,  K c  X I = { x E  X;  e(x)~<1}. Pour 

tout h E E'  et tout e > O, il existe une /onction a/fine continue positive g sur X teUe que ~ ~ h 

et ~(x) <~ sup~c h + ~ pour tout x E K.  
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Ddmonstration. Consid6rons la fonetion ~ d6finie sur X a par  ~(x)=sup {h(y); 0 4 y  ~<x}. 

Sur rensemble X 1, la fonction ~ est concave, s.cs., positive et v6rifie sups-h=supK ~. 

Consid6rons, dans X~ x R +, d 'une par t  l e  sous graphe de ~ et d 'autre  par t  l 'ensemble 

K • {supKh+e }. Ce sont deux convexcs compacts disjoints que l 'on peut s6parer. 

I1 existe done une fonction affine continue l sur X 1 telle que 0 ~< ~ ~< 1 et l(x) <<. sup~ h + s 

pour t ou t  xEK.  La fonction g, restriction de 1 ~ X r6pond alors aux conditions de 

l'6nonc6. []  

La proposition suivante jouera un rhle fondamental  dans route la suite. 

PROPOSITION 1. Soit X un convexe compact et K un sous convexe compact hdrdditaire 

de _~. Pour toute /onction a]/ine continue / dd/inie sur K il existe un chapeau C de X contenant 

K et une/onction a/]ine continue [ sur C telle que [g =]. 

Ddmonstration. On peut sans restreindre la g6n6ralitd supposer que / (0)=0 e t  que 

K ~ X 1 ;  D'apr~s lc th6or~me de Hahn-Banach il existe unc suite ( /n)~E'  telle que 

SUpK[/n--/I ~<2-(~+2). Posons hn=/n- /~+r Le lemme pr6c6dent appliqu6 aux fonctions 

h~ et ( -h~)  permet de construire, pour tout  nEN,  des fonctions affines continues >~0 
_< ~l ~< ~2 sur X, ff~ et ff~ tellcs que h~ ~ g n, --h~-~ g n' et 

g n <~ 2 - ~, sup 2 s u p  ~1 ~ n ~ .  ~ ~ 2  n 

K K 

Posons gn=g~+g~ et ~p=Z~>in~n. La fonction ~ est affine s.c.i, positive sur )~ et 

major6e sur K par 2En>~l n'2  -n. Pour m, n>~p, on a I/re--/hi ~<p-1 ~0, de sorte que sur le 

chapeau K~ = (~ ~< 1} la suite (]m) est une suite de Cauchy pour la topologie de la conver- 

gence uniforme, la limite [ de la suite (/m) v6rifie les conditions de l'6nonc6; on prend alors 

pour C u n  homoth6tique de K v soit 2F~>~1 2-~.Kv.  []  

4. D6finissions pur toute fonction f s.c.s sur X son enveloppe concave [ en po- 

sant f = i n f  {heA(X);  h>~/}. Cette fonction v6rifie la relation (voir [6]) [ (x)=sup  {S/d#; 

# e ~+(X) ,  r(#) =x}. Consid6rons en particulier le cas oh ] = 1B fonction caraet6ristique 

d 'un sous convexe compact B de X. 

LEMME. Pour tout x e X  dont la /ace F~ dans X vdrifie Fx N B = O  on a]iB(x) =0.  

Ddmonstration. Supposons qu'il existe une mesure # ~  ~ + ( X )  de barycentre x telle 

que/ t (B)  > 0  et soit #1 la restriction de # ~ B. L'hypoth~se F~ N B = O  implique que les 

c6nes R +. F~ et R +. B ne se coupent qu' s l'origine mais si y d6signe le barycentre de #1 
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on voit que l'on devrait avoir yER+.B,  car B est convexe et yE(R+.F~) car Fe est de 

baryeentre x, par consequent on a/ t(B) " 0 ,  c'est ~ dire i.(x) =0. [] 
Voici la seconde proposition fondamentale sur les extensions des faces: 

PROPOSrTON 2. Soient X un convexe compact et F et G deux sous ensembles K~.convexes 

de X.  Si  F est une ]ace de X dis]ointe de G, il existe une /onction a//ine s.c.i, positive v/sur X 

telle que v 2 soit in/inie en tout point de Get finie sur F. 

Ddmonstration. Posons G = U G~ et F = U F~ les suites (Gn) et (F~) ~tant deux suites 

croissantes de convexes compacts. Pour tout n, posons g, =ia,.  Les fonctions gn sont con- 

caves, s.c.s, positives et nulles sur F. Notons par ~n le sous graphe de gn dans X • R + et 

soit ~n = $'n • (2- '~.  Les ensembles ~n et 9in sont des convexes compacts disjoints qu'on 

peut s~parer par un hyperplan fermi. Il existe done une suite (h~)~A+(X) telle que l'on 

air h~(x)~<2 -n s i x  E F~ et h~(x)~> 1 s i x  E Gn. La fonction ~ = Z~>~lh ~ r~pond aux conditions 

cherch~es. []  

5. La conjonction des deux propositions que nous avons ~nonc(ies permet de pr~ciser 

la Proposition 1: 

COROLLAIRE 3. SOU8 le8 hypotheses de la Proposition 1 supposons de plus que la /onction 

/ eat positive sur K, on peut alors trouver un couple (C, ]) tel que ] soit positive sur C. 

Dgmonstration. A l'aide de la Proposition 1, construisons un premier couple (C 1,/rl) 

a v e e  f l [ K = / ,  fl continue sur le chapeau CI=(~pl~<I }. L'ensemble A = ( f x < 0 }  est K~- 

convexe dans C 1 et par consdquent l'ensemble G=(R+.K)  fl X est aussi Kr Enfin, 

F = ( R + . K )  (I X est une face K~-convexe de X disjointe de G, il existe done une fonction 

affine s.c.i. Y)2 positive sur )~ finie en tout point de F et infini sur G. La fonction ~f12 est 

born6e sur le convexe compact K engendrant F [7]. En choisissant ~tl, ~t 2 > 0 de telle sorte 

que le chapeau C = ( X l q l + ~ l }  contienne K on obtiendra un nouveau chapeau sur 

lequel la fonction ] e s t  positive. []  

6. On a pu remarquer dans l'6nonc6 de la Proposition 1 que/r est un certain prolonge- 

ment de / ~ C. Existe-t-il un prolongement canonique ? I1 semble bien que non si l 'on 

rapproche le problbme trait~ de celui des d6sint~grations de mesures qu'on verra dans la 

quatribme partie de ce travail. 

Toutefois dans le cas off X est mftrisable, on pout apporter les compl6ments suivants : 
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COROLLAIRE 4. On conserve les hypotheses et notations de la Proposition 1, supposons 

de plus X m6trisable, il existe alors deux chapeaux C 1 et C~ de X avec K c C ~ C  1 et 

C2 ~ (R+. K) f3 C 1 tels que, pour tout x E C2, lim {/(y); y->x, y E (R +. K) N C~} existe et dd/init un 

prolongement par  continuit6 ] de ] dt C 2. 

Dgmonstratiou. Utilisons une premiere lois la Proposition 1 pour eonstruire un couple 

(C1, ]1) avec C1={~01~<1}, v21, affine s.c.i, positive sur J~ et off tl est un prolongement 

continu affine de / ~ C 1. On supposera pour la commodit6 de la dfmonstrat ion que 

sup~K ~vl(x) ~< 1/2. 

Posons A =(R+.K)f3 C1, l 'ensemble A est compact et C I ~ A  peut  se mettre sous la 

forme C I ~ A  = U n K , ,  off les K n sont convexes compacts. En effet soit (o)e) une base de la 

topologie de C1, form6e d'ouverts convexes (dans C1) alors C I ~ A = { U ~ e ;  r  

Posons alors H ~ = ( R + ' K n ) N  X;  soint G l 'enveloppe convexe de la famille (H,) et 

F = (R+.K) f3 X. Les ensembles F et G sont des Ka-convexes et, pour tout  n, H ,  f~ F =O,  

par suite G N F = 13. 

La Proposition 2 appliqu6e s F et G permet  de construire une fonction affine s.c.i. 

positive sur )~ nulle s l 'origine telle que ~(x)~< 1/2 pour tout  x E K  et ~ (x)=  + ~ pour tout  

xEG.  Posons alors ~ = y J l + q ,  C2={~p~<l}. On aura K ~ C 2 ~ C  1 et la restriction de / 

C 1 f3 (It+. K) se prolonge par continuit6 en ]' =]l]C,. [] 

7. Voici, dans le cadre de deux convexes compacts mdtrisables, un th6orbme de prolonge- 

ment  des applications affines continues : 

PROPOSITION 5. Soient X et Y deux convexes compacts m6trisables, K un  convexe 

compact h6rgditaire de X ,  7e une application a/fine continue de K dans Y telle que 7e(0)=0. 

I I  existe une ]onction a//ine s.c.i, positive y~ sur X nulle en O, une application a/line continue 

5e de C = (y~ <~ 1 } d a n s  Y tels que : 

(a) K ~  C 

(b) ~(x)=~t(x) pour tout x e K .  

Ddmonstration. 2qous supposerons que ~t(K)c Y1, enveloppe convexe de 0 et Y. Soit 

alors H = (/n) une suite dense dans A0(Y1). D'apr~s la Proposition 1, il existe pour tout  n, 

une fonction ~Pn affine s.c.i, positive sur )~, une fonction continue gn sur l 'ensemble (y~, ~< 1} 

telles que K c  { ~  ~< 1} et g,I K = / , o z .  Posons alors ~ =Z,.< 1 2-(,+1) ~Pn et soit v/une fonction 

affine s.e.i, positive sur )~ telle que K c  {~ ~< 1}~ (R+.K)N (~<1}  et telle que pour toute 

fonction /EAo(X1) , la fonction (/o~)l(~<l}nR+. g admette  un prolongement / o z  par 
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cont inui td  sur l ' ensemble  (~p~<l}. On d~finit  alors l ' app l i ca t iou  ,~ pa r  ( ,~ (x ) , / )= ]oz (x )  

pou t  tou t  x E {~o ~ 1) et  / E Ao(X~). 

8. Le r~sul ta t  su ivan t  nous servira  dans  l '~ tude des mesures centrales  : 

PROPOSITIO~ ~ 6. Soit ~f une /onction convexe s.c.i, positive sur u~ convexe compact 

mdtrisable X ,  alors l' ensemble A des points x E X tels que q) I s~ ne soit pas a/line, est un ensemble 

K=-convexe. 

Dgmonstration. Soit  x E X  tel  que ~ soit  affine et  finie sur la face F z engendr6e pa r  x 

dans  X.  Pour  tou te  mesure u E ~ / I (X)  don t  le suppor t  est  fini et  de ba rycen t r e  x on a 

j '~dv =~(x)  < + oo. La  fonct ion ~ est. s.e.i, on a done par  l imite  faible ]~d#  ~<~(x) pour  

tou te  # E ~ / I (X)  telle que r(~) = x ,  mais  la fonct ion ~ est  convexe done ~q~d,u >~q~(x) soi t  

~ d / ~  =~(x) .  Le convexe X ~ tan t  m6tr isable ,  il existe  une suite  croissante  (~n) de fonct ions  

convexes cont inues posi t ives  sur X don t  l ' enve loppe  sup6rieure est la fonct ion ~. Consid6rons 

la  suite ( ~ )  d6finie pour  t ou t  n pa r  ~ = i n f  {hEA(X) ;  h > ~ } .  On sai t  que, pour  t o u t  x E X ,  

o n a :  

D 'apr~s  ce qui  pr~cgde, si ~ est  affine et  finie sur la face F~ de x, on a q~n(x) ~< ~(x) pour  

t ou t  n. 

R6ciproquement ,  supposons que l 'on  a i t  pour  un ~l~ment y E X ,  ~n(y)~<~(y)< + oo 

pour  tou t  n et  soit  # E 7~/1(X), r( /~)=y;  on a 

Sq:d# = sup Sq~nd# <~ sup ~'(Y) ~ 

comme ~ est convexe s.c.i, on a aussi  ~ d #  =~(y)  a u t r e m e n t  d i t  ~ est  affine sur la face de 

y dans  X.  

L ' ensemble  A peu t  done s '~crire A = U n{~n > ~) '  Chacun des ensembles  {~n >~ ~ § m- iF  

est convexe compac t  ee qui en t ra ine  (A est  convexe) que A est K~-convexe.  [ ]  

Voici un  corollaire facile de cet te  p ropos i t ion  : 

C O R O L L A I R E  7. Soient X un convexe compact mdtrisable, q) uue /onctiou convexe s.c.i. 

positivement homog~ne sur X et K c ~ un  convexe compact hgrgditaire dans .~ tel que q)]K soit 

a/line continue sur K .  I I  existe alors un chapeau K '  de X ,  K ' ~  K,  tel que q~i K, soit a/line 

continue sur K ' .  
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D~monstration. D'apr~s le Corollaire 4, il existe deux chapeaux K1, K 2 de )~ tels 

que K ~ K  2 ~ K  x et une fonction affine continue ]>~0 s u r K  1 telle que /[K=~VIK et 

K ~ ( R + - K )  f3K 1. La  foncti0n ~v ~tant  s.c.i, on  ~ ~v~</ sur K 2. I ) ' au t re  part ,  l 'ensemble 

B = { ~ v < / )  N K2 est Kr et  ne rencontre  pas R+ .K ,  par  suite il existe un  chapeau 

K '  tel que K c K ' ~ 2 K  2 et (R+.K ') ~ B = ~  au t rement  dit  ~ = / s u r  K ' .  [ ]  

I I .  Support  des mesures  simplleiales 

Ce titre correspond h, la premi6re forme de ce travail  [1] off l 'on se posait  le probl6me 

suiv~nt : une mesure simplici~le 1 ~ sur un convexe compact  X est-elle port@e par  l 'ensemble 

des points ex t rdmaux  d 'un  simplexe Y c X ,  Y bor@lien, tou t  barycentre  d 'une  mesure de 

probabilit@ sur Y appar ten t  & Y ? 

I1 nous parai t  int@ressant de ment ionner  ce point  de rue  g~om@trique m@me si nous 

avons du l ' abandonner  pour l ' abord  plus analyt ique d@crit dans l ' introduction.  

Les lemmes suivants joueront  un rSle fondamenta l  : 

LEMME 1. Soient X et Y deux convexes compacts mdtrisables et ~ une sur]ection a/line 

continue de X sur Y. Notons par H la rdunion des/aces F de X telles que ~ [ F soit in]ective. 

L '  ensemble X ~ H  est alors K~-convexe. 

Dgmonstration. Consid6rons dans X a Fensemble B des triplets (x, Xl, x2) tels que 

x = ~(xt + x~) ct :t(x)=7t(xl)=:r(x2). Cet ensemble est convexe compact .  Soit A la diagonale 

de X • X et y l 'application (x, x 1, xz)~+(x:, x.z). L'ensemble y- l (A)  est eonvexe compact  et  

B ~ 7 - : ( A )  est r6union d 'une  suite (K,) de convexes compacts.  Soit P la projection 

(x, x 1, x~)-~x, Fensemble X \ H  n'est  autre que P( B \ y - ~ (  A ) ) = [.Jn P(K=). On salt d6j~ que 

X ~ H  est r~union d 'unc  suite de convexes compacts et comme X ~ H  est convexe, X ~ H  

est Kr 

T ~ O R ~ M E  2. Soient X et Y deux convexes compacts mdtrisables et 7e une sur]ection 

a/l ine continue de X sur Y. Pour route/ace Kr F de X telle que ~[F est in]ective il 

existe une /onction a/line s.c.i, positive y~ sur X telle que y~ soit [inie sur F et que ~ soit in]ective 

~ur ~ lace F ( ~ ) = { ~ <  + ~}. 

Dgmonstration. Soit H la r6union des faces de X sur lesquelles la restriction de :r est 

injective d 'apr~s (I, Proposi t ion 2) il existe une fonction affine s.c.i, positive sur X telle 

que ~v soit finie sur F et infinie en tou t  point  de X ~ H ,  ceci veut  dire F (~v)cH donc :z 

est injective sur F(v2). 
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Exemple. Soit Y un eonvexe compact  m~tris~ble et soit X = ~ ( Y ) ,  l 'application r 

faisant correspondre s toute  mesure sur Y son barycentre  est un exemple d 'une  surjection 

affine continue de ~ ( Y )  sur Y. Rappelons qu 'une  mesure # positive sur un convexe 

compact  Y est dite simpliciale [2] si l 'espace des fonctions affines continues sur Y est dense 

dans L~(/z), ou, ee qui revient  au mSme, si l 'application r de ~ ( Y )  dans l ~ est injective sur 

la face F ,  engendr~e par  # d a n s  ~ + ( X )  : 

P~O~OS~TION 3. Soit Y un convexe compact mgtrisable et # ~ ~ l (  Y) une mesure simpli- 

ciale sur Y. II existe une ]onction convexe s.c.i, q) positive, positivement homog~ne sur Y e t  

vgri/iant les conditions suivantes : 

(a) Le c6ne P = {q~ < + ~ }  est un sons c6ne convexe rdticuld de ~z. 

(b) L'ensemble K={~o<~l} est un chapeau de P, de sorte que q~ est a]/ins sur P. 

(e) On a ~?d# <~ 1 et /z est portge par l'ensemble ~(P) des ggndratrices extrdmales de P. 

(d) Toute mesure ~ ~+(  Y) portde par ~(P) et teUe que ~q~dv < + ~ est simpliciale. 

Ddmonstration. Notons  par  H l 'ensemble des mesures simpliciales positives sur Y. 

On sait (Lemme 1) que ~ I ( y ) ~ H  est un  Kr D'apr~s (I, Proposi t ion 2) il existe 

une fonction affine s.c.i, positive ~p sur ~ + ( Y )  nulle en 0 telle que ~0(#) ~< 1 et v2(v ) = + oo 

pour  tou t  v~H.  Nous pouvons supposer que v 2 ~> �89 sur ~ l ( y ) .  

Par  construction, l 'application r est injective sur C=(yJ<~l} donc aussi sur Q =  

(~o< + ~} .  Posons P=r(Q),  K=r(C)  et soit ~0 la fonction affine sur P v~rifiant ~(r(x))= 

~o(x) Vx EQ. On prolongera ~ en une fonction convexe sur Y en posant  ~(Y) = § ~ y y  ~P. 

Cette fonction ~ est s.c.i, sur Y; en effet (~ ~< 1} = r ( (~  ~< 1}) est un  chapeau compact  de P .  

Montrons que l 'on a pour tou t  v E Q, ~ d v  = y~(u). Les deux applications yJ et v ~ j'~dv sont  

affines s.c.i, sur C= (y~<~ 1} il suffit donc de v~rifier l'~galit~ cherch~e sur l 'ensemble ~(C) 

des points extr~maux de C or E ( C ) c  E ( ~ + ( Y ) )  puisque C est un chapeau de ~ + ( Y ) .  Pa r  

construct ion pour  e~ E E(Q), y E Y, on a v2(~y ) = ~(r(~y)) =of(y) et pour t o u t e v  E ~ 1 ( y )  telle 

que ~v(v)< § oo (ce qui implique que v est port~e par  ~(Q)) on a ~v2(~) dv(y)=yJ(v)= 

yq:(y)dv(y) =q~(r(~)) puisque ~0 est affine s.c.i, sur ~ + ( Y ) .  En  particulier j '~d# =y~(#)~< 1. 

Consid~rons l 'application ~ : y-+e~ de l 7 dans ~ + ( Y ) .  Pour  toute  mesure v ~ ~ ( Y )  

portde par  ~(P), la mesure v(v) est portde par ~(Q), par  consequence y~0dv = ~y~d(~(~)). [ ]  

Le corollaire qui suit est une extension d ' un  th~or~me de Carath~odory pour  les 

eonvexes compacts en dimension finie : 

COROLLAIRE 4. Sons les hypotheses et les notations de la Proposition 3, si de plus 

# est maximale, il existe un cdne P'  vdri/iant les conditions (a), (b), (c) et (d) de laProposition 3 
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et tel que ~ ( p ' ) ~ R + .  ~ ( y )  = ~(y) .  En particulier l' ensemble U = P '  N Y est un simplexe 

K~-convexe (non compact) portant /u et tel que route mesure v ~ ~ (  Y) portge par ~(U) et vdri- 

/iant Sq~dv < + ~ soit simpliciale et de barycentre r(u) ~ U. 

Ddmonstration. Construisons d 'abord v 2 et ~ v~rifiant les conditions de la Proposition 3. 

Si # est port~e par ~(Y), l 'ensemble B = P \ ~ ( Y )  est de #-mesure nulle. I1 existe done une 

suite (o~) d 'ouverts de Y telles que B N Y~eo~ pour tout n~N, et/~(e%) ~2-(n+l). 

Posons alors ~ '  - 1 - ~ + ~ : n  l~n, la fonetion ~'  est affine s.c.i., on a ~ ' d / ~ < l  et les 

g6ngratrices extrgmales du eSne Q' = { ~ ' <  + oo) sent engendr~es par les points de ~(Y). 

On termine alors la d~monstration comme pour la Proposition 3. 

Remarque. La Proposition 3 dit que pour tout  convexe compact m~trisable Y e t  

toute mesure simpliciale/~ E ~ ( Y ) ,  on peut trouver un simplexe U = P  N Y, non compact, 

tel que # soit port6e par ~(U). Ce simplexe est ~videment un K~. On peut  se demander 

s'il n 'est  pas possible d'am~liorer ce r6sultat par  exemple en imposant s U l 'une des condi- 

tions suivantes : 

(1) L'ensemble U est compact. 

(2) L'ensemble U est fortement convexe; c'est s dire qu'il contient le barycentre de toute 

mesure v E ~l(y) port6c par U. 

(3) L'ensemble U est tel que pour toute suite (x~), x~ E U pour tout n, et toute suite (2~), 

~ E R +  pour tout n, Z ~ = I ,  on ait Z~x~E  U. 

I1 est clair que (1) ~ (2) ~ (3). 

Voici un exemple de Chequer qui montre que l 'on ne peut pas imposer s U de satis- 

faire ~ la condition (3). 

Notons par 21 (resp. 2,) la mesure de probabilit6 sur [0, 1] d~finie par sa densit6/l(x) 

=(x - b -  I/2)+/(V2 - 1 )  ( r e sp . / , (x )=( (1 -x ) - �89189  par rapport  ~ la mesure de 

Lebesgue de [0, 1] notre 2. 

Soit H={ /EC[0 ,1 ] ;  ~]d~l=S/g22}. Notons par  K l 'ensemble des formes lin6aires 

positives do norme ~gale s 1 sur H, alors l 'ensemble K est faiblement compact, m~trisable, 

et l 'ensemble E(K) de ses points extrdmaux est en bijection avec [0,1] par l 'applieation 

] : x-~ex. Notons par ] l'5l~ment de K assoei~ ~ la mesure de Lebesgue ~ de [0,1], alors j(2) 

est la seule mesure sur E(K) reprdsentant ~, done j(~t) est simpliciale et mSme centrale. 

Tout ensemble portant  j(~) porte aussi ~'(~tl) et ](~,) or ces deux mesures maximales sur K 

ont, par ddfinition de H, le mSme barycentre dans K. Supposons qu'il existe un simplexe 

gdom~trique K '  satisfaisant ~ la condition (3) por tant  j(~), de sorte que le cSne R + . K  ' est 
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compl~tement-r~ticul~ pour l 'ordre indui t  par  A~ (K). Comme le cSne t t  +.  K'  contient  les 

deux suites (r(]()~lA n~)))~N et (r(?'(22A n~)))~.~ il contiendrai t  leur borne sup(irieure 

commune ~, or ceci est impossible car, pour  tou t  n ~ N, les ~lements de rang n de ces suites 

sont ~trangers. 

Remarquons  teoutefois que pour  tou t  ~ > 0  la mesure ](2) est port~e s ~ pros par  

1 ensemble ?([~e, 1 - �89 dont  l 'enveloppe convexe ferm~e dans K est un  simplexe de Bauer.  

IIL Faces de mesures  centrales 

])ans tou t  ce qui suit on ne s 'occupera que de convexes compacts  m~trisables contenus 

dans un espace localement convexe s~par~ E. 

Rappelons quelques d~finitions et r~sultats : [2] 

(a) Soit L un espace vectoriel ordonn~ par  un cSne positif L + tel que L = L  + - L  +, la rela- 

t ion d 'ordre  est not re  ~ .  On appelle centre de L, notd Z(L) l 'espace des applications 

lin~aires T de L dans lui m~me pour  chacune desquelles il existe un  )~ E R + tel que 

-2u<~Tu~2U pour tou t  uEL  +, l 'espace Z(L) est donc une alg~bre ordonn~e avec 

unit~. 

(b) Si L poss~de une unit~ d 'orde  u, l 'application ~ : T ~  Tu  est un isomorphisme d 'espace 

vectoriel ordonn~ de Z(L) sur ~(Z(L)). On ddsigne parfois dans la litt~rature ~(Z(L)) 

comme ~tant le centre de L, mais nous n 'adopterons  pas cette convention.  

(c) Soit X un  convexe compact ,  base compacte  d ' un  cSne )~ tel que X = ( x E . ~ ,  e(x)=1~ 

off e est une forme lin~aire continue sur X - ) ~ .  Pour  toute  u E X, nous noterons par  F~ 

la plus petite face de X contenant  u et par  P~ = R  +- F~ =R+" [0,u]. L'espace vectoriel 

V ~ = / ~ - / ~  muni  de la norme jauge de [ -u , u ]  est nn  espace de Banach.  Si Z(V~) 

d~signe le centre de V~ ordonn~ par  _P~ nous poserons Z~ =Z+(V~,).u; c 'est un sous-cSne 

convexe compl6tement  r~ticul~ de / ~  appel~ parfois centre local de u et Z(V~) est 

compl6tement  r6ticul6. 

(d) Une mesure #E  ~ + ( Y )  de barycentre  r ( # ) = u  est dite sous-centrale [10] si pour route 

d6eomposition de ,u en #1 +/~2 avec inf (/~1,/~2) = 0  la face F~(,) est somme directe ordon- 

n6e des faces F~(~,~) et F~(,~). L 'appl icat ion v~r(v)  rcstreinte i~ L~(#) est alors un iso- 

morphisme d'espace ordonn6 sur un sous-espace compl6tement  r6ticul6 de Z(V=). u. 

Une mesure sous-centrale est simpliciale. 

(e) Soit toujours X convexe compact,  u fiX; soit H u n  sous espace r6ticul6 de Z(Vu) conte- 

na t  l ' identit6. A toute  d6composit ion D de l ' identit6 I =  T 1 + ... + T= T~>~O T~EH on 

peut  faire correspondre la mesure roe  7/11(X) : 

h 
VD = ~ e(T,u).e~(,), ~(i) = [e(T~u)-~] �9 T~u 
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Si D est une d~composition plus fine de D', on a VD > VO an sens de l 'ordre de Chequer 

et routes les mesures v~ sent  de barycent re  u. La  mesure VH----lim~ ~ suivant  le filtre 

des d~compositions de l ' identit~ est une mesure sous centrale d i t e  associ~e ~ H '  E n  

particulier, si H est compldtement  rgticul~, l 'application v-~r(~) de L~ darts Z(F~) .u  

est une bijection de L~176 sur H-  u; l 'espace L~(u) ~tant  consid~rg comme plong~ dans 

L~(v) (les mesures absolument  continues par  rappor t  s 

Si H =Z(V~), la mesure sous centrale vu associde est appellee la mesure centrale associde 

u [10] ou de barycentre  u. Les points pour  lesquels la mesure centrale associ~e s u 

est dgale s e~ sent  appel~s points primaires. Si X est mdtrisable l 'ensemble 0 des points  

primaires a un compl~ment analyt ique et toute  mesure centrale est port~e par  l 'en- 

semble P ([5] et [10]). Ce chapitre est divisd en deux parties, la premiere est consacr~e 

s l 'dtude et la d~finition de deux ensembles de mesures den t  l ' intersection est l 'ensemble 

des mesures sous-centrales. 

A. Mesures de type surjectif et de type injeeti[ 

Soit X un ensemble convexe compact,  pour  tou t  ~l~ment t ~)~, on appellera ~ dgcomposi- 

tion de t ~> une famille finie (t~)l<~< ~ d'~14ments de )~ tels que Z~<n t~ =t .  

Dd]inition 1 .  

(1) Soient ~uE 7~/+(X), tEX;  On dira que test  doming par/~, et l 'on notera t-~/~, si pour  

toute  ddcomposition (#~)~<~ de /~, il existe une d~composition (t~)~< n de t telle que 

t~<~r(/~i) pour tou t  i. 

(2) On dira qu 'une  mesure/~ e 7~/+(X) est de type in#ctif si pour  tou t  t EX, t-~/~, et route 

d~composition (#1,/~) de #,  telle que inf (#1,/~2) = 0  il existe une et une seule dgcomposi- 

t ion (tl, t2) de t telle que t 1 "~/~1 et tg. "~/~2. I1 revient  au  m~me de dire que pour  toute  

d~composition de # en (/~1,~u2) avec inf (/~1,/~2)=0; l 'applicat ion (x,y)-+x+y de 

[0, r(/~l) ] • [0,r(/~)] dans [0,r(#l)+r(~u~)] est injective. 

Tomita  [9] a in t rodui t  la not ion de mesure orthogona2e sur l 'espace des ~tats S 

d 'une  C*-algbbre B : une mesure ~u positive sur S est dire orthogonale si pour  toute  

ddcomposition (/~1,/~) de/~ telle que in/(~ul, #2) = 0  on a inf (r(/~l) , r(~u2)) =0 .  I1 est ais~ 

de voir que les notions de mesure de type  injectif et  de mesure orthogonale sent  les 

m~mes sur tou t  convexe compact  qui est l 'espace des ~taCs d 'une  C*-alg~bre. I1 n ' en  

est pas moins aisd de voir que sur un convexe compact  quelconque route mesure de 

type  injectif est une mesure orthogonale et qu'fl existe des mesures orthogonales (sur 

le carrY) qui ne sent  pas de type  injectif 

7 - 752903 Acta mathematica 134. I m p r i m $ 1 ~  4 Aoii t  1975 
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(3) On dira qu'une mesure # ~  ~ + ( X )  est de type surlecti/si pour tout  t~r(#)  on a t-~#. 

1] r6sulte imm6diat~ment de ces d6finitions que pour qu'une mesure ~u soit sous-eentrale 

fl faut  et suffit qu'elle soit ~ la lois de type surjeetif et de type injectif. On remarquera 

quo sit-~ # alors ( r (#) - t ) -~# .  Rappelons qu'on d6finit l 'ordre de balayage (Choquet) 

sur ~ + ( X )  par (#-(v)~(~/d/~<~/dv,  v /  convexe continue sur X). On sait que si 

g ' ( v ,  alors pour toute d6composition (fq)t<~ de # il existe une d6composition (v~),<n de v 

telle quo v~>-,u~ pour tout  i. 

PROPOSI~rXO~ 2. Soient t ~ X ,  p ~ ~+ (X)  les conditions suivantes sont dquivalentes : 

(a) t ~ t  domind par # 

(b) II existe O, vE~I+(X) tels que v>-/~, O<~v et r(O)=t. 

Ddmonstration. L'implication b:~a est 6vidente, compte tenu du rappel cidessus. 

Montrons que a ~ b : I)6signons par O l 'ensemble des d6compositions de #; on supposera 

que #(1)=1.  L'ensemble ~) est ordonn6 filtrant d6croissant pour la relation d 'orde "s' est 

une d6composition plus fine que s" qu'on notera s '  <s .  

Soient alors t, t 'E)~, t, t ' domin6s par /~, t+t'=r(/~). On se donne une application 

s-~ ~(s) de ~ dans l ' e ~ m b l e  des d6compositions de t telle que si 8 = (#~)i<n et ~(8) = (ti)i< m 

on a m ~ n  et tt<~r(~). On d6f-inlt ~'(s) en posant t ~ = r ( # i ) - t i  et ~'(s)=(t~). Posons alors, 

pour tout  s E D, vs= Zt~o e(t~)e~(~), a(i) = e(t~)-l.t~, e 6rant In forme lin6aire d6finissant la 

base X du c6ne X et off (t~) =O(s). On d6finit de m~me v~ de sorte que r(vs) =t r(v's) = t '  et 

Soit maintenat  ~ un ultrafilte sur ]0 plus fin que le filtre des sections de ~ et soit 

0 =limu Vs, 0' = limu v'~ et v =l im u a~. Par  construction on a v>.#, 0 +0' •v etr(O) =r(vs) =t ,  

r(O') =r(v~)=t '  et la proposition est d~montr6e. []  

COROLLAIR]~ 3. Soient rEX, # E ~ + ( X ) ,  t domind par #. Pour toute ddcomposition 

(#t)t<n de #, il existe une dgcomposition (tt)~< ~ de t telle que pour tout i <~n, t 18oit domind par #~. 

Ddmonstration. D'apr~s la proposition pr6c6dente, il existe O, v E ~+(X)  relies que 

O~v, v>-p, r(O)=t. Comme vNju il existe une d6composition (v,)t< n de v avee vt>-/~t pour 

i ~<n. D'autre  par t  0 ~Ei<nvi; il existe donc une d6composition (0i)t< n de 0 telle que 0~ <v~. 

Posant  alors t~ =r(0~) on obtient la d6composition cherch6e pour t. 
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COROLLAII~E 4. L 'ensemble F des couples ( t , /~)  ~ X • ~ I ( X )  tels que t soit domind par 

/~ est convexe compact. L' ensemble ~(F) des points extrdmaux de F est contenu dans l' enaemble : 

D=(( t ,  e~); (t, e~)~F, x e X }  

Dgmonstration. Consid~rons l 'ensemble V des triplets (0, v,/~) e ( ~ + ( X ) )  a tels que 0 ~< v, 

v>-/~ et/~(1)--1,  et  soit J l 'applieation continue (0, v,/~)~(r(O), #), on a alors 1 ~ =J (V) .  

La deuxi~me part ic du corollaire rdsulte d i rec tement  du eorollaire precedent.  Ainsi 

tou t  point  de F est barycent re  d 'une mesure T >~0 port~e par  D. 

Dans ce qui suit nons conserverons les notations du corollaire ci-dessus. On d~signe par  

p l 'application : (t, ex )~x  de D dans X. Remarquons  que pour  tou t  T ~ I ( D ) ,  avee 

r(T) = (t, ,u) on a p(T)=/~, off p(T)  est l ' image de T par  p.  

PROPOSITION 5. Soit # E ~+( X ) les conditions suivantes sont dquivalentes : 

(a) /a mesure # est de type in]ecti]. 

(b) Pour routes mesures T, T ' ~ + ( D )  teUes que p ( T ) = p ( T ' ) = / ~ , r ( T ) = r ( T ' )  et route 

]onction ~ continue positive sur X on a r((]op). T) =r((/op). T'). 

(c) Mdme dnoncd que (b) ou l' on a remplacg ~ / continue ,>par ~ / bordlienne de X dana (0, 1} ,). 

D~monstration. Les conditions (b) et (c) sont t r ivialement  6quivalentes. Montrons 

(a)=~ (e) : S o i t / = I A ,  A bor61ien de X, posons (tl, ~ul)=r((/op).  T), (t2, # 3 ) = r ( ( 1 - / ) o p ,  T), 
V �9 t :  ; t : (tl, #1)=r((/op), T') et (3, # ~ ) = r ( ( 1 - / ) o p ,  T'). Comme p ( T ) = p ( T ' )  on a ~/1 =/~1, ~2=~/2 

et  inf (#1,/~2) =0.  D 'au t re  par t  on a tl, t'l -~/~1, t~, t~ -~/~2, par  suite t 1=t l ,  t 2 =t 2. 

(c)~(a). Soit (/~1, #3) une d~composition de/~ telle que inf (/~l, / ~ ) = 0  et  soient (tl, t.2), 

(t;, t~) deux ddcompositions de t telles que tl, t~ -~/~ et  t~, t~ "~/~2. I1 existe des mesures 

Ti, T2, T~, T~ appar tenant  s ~ + ( D )  de barycentres  respectffs (tl, #l), (t2,/~), (t~,/~x) et  

(t~, ju2). Posons T = T 1 + T~ et  T '  = T~ § T~. I1 existe une fonction bor~lienne pos i t ive / ,  

valeurs 0 ou 1, telle que / , l = / . # .  Comme on a aussi p (T1)=p(T~)= /* l ,  Tl=( /~  T, 

T~ = (fop). T' de sorte que si la condit ion (c) est v~rifide on dolt  avoir  t~ = t 1 et  t~ =t~. [ ]  

PROPOSITIO~ 6. Pour tout convexe compact mdtrisable X ,  l' ensemble B des dldments de 

~ I ( X )  qui ne sont pas de type inyecti/ est Kz-convexe. 

Dgmonstration. Conservons les notat ions F, D du Corollaire 4. On remarque d 'abord  

clue si/~ est de type  inieetif  et si/~ =~u 1 +/~2,/~l,/~ ~> 0 alors # l e t  #~ sont aussi de type  injectif, 

donc l 'ensemble B e s t  eonvexe. Considgrons l 'ensemble H des syst~mes (T, T', t, [~) off 
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T, T'E ~l (D) ,  (t, #)EI  ~ tels que r(T)=r(T')=(t, p) et soit ~ l 'application (T, T ' ,  t, #)~t~. 

L'ensemble H est eonvexe compact, ~ est affine continue et l 'ensemble : 

U = {(T, T ' ,  t, #) EH; 3)r C+(X), r((/op). T) ~ r((/op)). T'} 

est ouvert duns H done r6union d 'une suite (Hn) d'ensembles convexes compacts de H.  

D'apr~s le lemme precedent, on a B=~(U) et B e s t  convexe; c'est done un ensemble 

K~-eonvexe. [] 

La proposition qui suit peut  se d6montrer de plusieurs fa~ons; nous avons ehoisi une 

d~monstration qui a l 'avantage de fournir des chapeaux de 2~ sur lesquels l 'applieation 

multivoque t-+[0,t] est affine et continue. 

PROPOSITIO~ 7. Pour tout convexe compact mdtrisable, l'ensemble. A des dldments de 

~I (X)  qui ne sont pas de type surjecti/ est K~-convexe. 

Ddnwn~tration, Soit # E ?~+(X) de type surjectif, c'est s dire pour toute d~eomposition 

(#t)~<n de # on a la propri~t~ 

(S) : [0, r(/~)] = [0, r(pl) ] § ... § [0, r(/~,)] § ... -b [0, r(~n) ] 

(oh l 'on note, pour H, K c ) ~ ,  H-bK={x+y;  xEH, yEK}. 

Consid~rons une suite (/n) dense dans C(X), soit (f~) l 'ensemble des extensions des 

~14ments de la famille (/~) ~ ~+(X) .  

La condition (S) ~quivaut ~ dire que pour tout  n la fonction g~ d~finie sur ~ + ( X )  

par gn(#) =Sup  {f(y); 0 4 y  ~<r(#)} est affine sur [0,/~], ou encore affine sur la face engendr~e 

par /z  dans ~ I ( X ) ,  si # E ~/I(X). 

Chaque fonction g~ est concave s.c.s., il ene s t  de mSme de 

-1  

Si g est affine sur [0, #] alors toutes les fonctions gn sont affines sur [0, #]. L'ensemble A 

est done identique s l 'ensemble des points # E ~ I ( X )  tels que g ne soit pas affine sur la 

face de/z. La fonetion (1 - g )  est convexe s.c.i, sur ~ I ( X ) .  D'apr~s (I, Proposition 6) l'en- 

semble A est K~-convexe. [ ]  
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B. Mesures centrales et sous-centrales 

Nous pouvons,  ~ l 'aide des proposit ions 6 et  7 et  de (I, Corollaire 7) ~nonccr : 

T H e O R i Z E  8. Pour  tout ensemble couvexe compact X et toute mesure sous centrale ~u 

sur X de masse totale 1, il existe une ]onetion s.c.i, q) positive sur X teUe qae ]qgd# < + co et 

telle que toute mesure ~ positive vdri/iant ~q~dv < + oo soit sous-centrale. 

Ddmonstration. On conserve les nota t ions  B, A des proposit ions 6 et  7 ainsi que la 

fonct ion g utilis~e dans la d~monst ra t ion  pr~cddente. Si/~ E ~ + ( X )  est de type  surjectif, g 

est affine posit ive et continue sur [0, #]; en effet si v E[0, #], on a 0 ~g(v)~<v(1). La  forme 

lin~aire e continue sur  )~ - ) ~  va lan t  1 sur X,  la fonction h = e - g  est convexe, s.c.i., posit ive 

ct  continue sur [0,/~]. D ' an t r e  pa r t  (It+. [0, #]) n (A U B) = O .  D'apr~s  (I, Corollaire 7), il 

existe une Ionct ion affine ~p s.c.i, posit ive sur ~ + ( X ) ,  nulle en 0 telle que : 

(a) y~(#) < + co et  h est continue sur le chapeau K = {~ ~ 1} 

(b) y~(v) = + o o  pour  tou t  yEA 0 B. 

On remarquera  que A U B e s t  le compl~mentaire  dans  ~ I ( X )  des mesures  sous-een- 

trales done A (J B e s t  convexe et  aussi K~-convexe.  

La  d~monst ra t ion  s 'ach~ve en r e m a r q u a n t  que pour  route fonct ion ~ affine s.e.i. 

posit ive sur ~ I ( X ) ,  il existe une Ionet ion num4rique ~ s.e.i, sur X telle que ~ d #  =~0(#) 

pour  t o u t e #  E ~ I ( X ) .  

COROLLAIRE 9. Supposons tou]ours X convexe compact mdtrisable. Soit  Y un  espace 

compact, v E ~ + ( y )  et soit y~-~#y une application mesurable de Y dans ~ + ( X ) .  Posons 

(a) S i  /~ est sous-centrale, alors pour v-presque tout y,/~y est sous-ceutrale. 

(b) S i  /~ est centrale alors pour v-presque tout y, #~ est centrale. 

Dgmonstration 

(a) Soit ~ une fonct ion s.c.i, posit ive sur X vgrif iant  les propridt~s ~nonc~es darts le 

Th6or~me 8. On a ~q~d#----~(~q~d#~)dv(y) par  suite j '~d/~ est  finie v-presque par tout ,  done 

/~y est  sous-eentrale pour  v-presque tou t  y. 

(b) On salt que l 'ensemble des points  pr imaires  a un compl~mentai re  analy~ique [5] dans  

X et  que toute  mesure  centrale est  port~e pa r  l 'ensemble des points  pr imaires  [10]. Rdci- 

p roquement ,  soit v u n e  mesure  sous-centrale; s i v E  ~ I ( X )  est portde par  l 'ensemble des 
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points  primaires P alors ~ est centrale. En  effet, on peut  supposer que # est une mesure 

centrale plus diffuse que ~. D'apr~s un r~sultat de Cart ier-Fel l -Meyer  [8] il existe une 

application v-mesurable x ~-~/~ de X dans ~ I ( X )  telle que : 

(1) #~ soit de baryeentre  x pour  tou t  x ~ X  

(2) /~ = ~u~d~(x) 

D'apr~s la premi6re du corollaire; #~ est sous-centrale pour  v-presque tou t  x, done si x est 

primaire #~ =~z. Pa r  hypothbse # est port~e par  l 'ensemble P des points  primaires, par  suite 

Reprenons la fonct ion V du d6but.  On a, si/~ est centrale, .~ ,c fd#=~(~fd~)dv(y) ,  

done pour  v-presque tou t  y , / ~  est une mesure sous-centrale port~e par  P ,  done centrale. [ ]  

TH~ORE~IE 10. Pour tout ensemble convexe compact mgtrisable X et route mesure centrale 

# E ~ I ( X ) ,  il existe une ]onction numgrique y~ s.c.i, positive sur X telle que ~ d #  < § c~ et 

telle que route mesure v positive sur X pour laquelle ~ d v  < + c~ soit centrale. 

Ddmonstration. Soit ~ une fonction s.c.i, positive sur X v~rifiant les conditions du 

Thdor~me 8. L 'ensemble U = (~ < - t - ~ } ~ P  est/~-n~gligeable. I1 existe done une suite (on) 

d 'ouver t s  de X telle que U c o~, pour  tou t  net/~(~on) ~< 2-  n. La  fonction ~0 = ~  § Z .  2 -  n. 1 ~  

r~pond aux conditions cherch~es. [ ]  

Voici un  autre moyen  de fabriquer des chapeaux de ~ + ( X )  dont  les ~lements soient 

des mesures sous-centrales : 

Soit  K un  sous convexe compact  h~r~ditaire de )~. Supposons qu'i l  existe une famille 

(T(/))s~c+(x) indexde par  C+(X), d 'applicat ions affines de R + - K  vdrifiant les conditions 

suivantes : 

(a) l 'application (/, v)-->T(/).v est sdpardment affine et posi t ivement homog~ne sur 

C+(X) • (It + .K). 

(b) Pour  tou t  0~</~1  ct vER+.K ,  on a, O<~T(/) 'v4v.  

(c) Pour  t o u t e s / , / '  E C + (K), IT(/) o T(/')] .v = T(/]')" v e t  T(1). v = v pour tou t  v E K. 

(d) Pour  tou t  /E C + (K) l 'application v--> T(]). v e s t  continue sur K.  

I1 revient au m~me de se donner  un hom6omorphisme T + de C(X) dans le centre de 

Ao(K ) tel que, pour  tou t  gEAo(K) , /E  C+(K), vEK,  on air 

(T*(/) .g ,  v~ : ( g ,  T( / ) .v) ,  

T*(1) d tant  l ' identit~ sur Ao(K ). 



SIMPLEXES DE MESURES SIMYLICIALES ET CENTRALES 103  

PROPOSIT~O~ 11. Soient K un chapeau de ,~ et (T(/))~c+(x) une /amiUe d'opgrateurs 

vdri/iant les conditions : (a), (b), (e) et (d) ci-dessus, notons par C= ~ + ( X )  l'ensemble des 

mesures qui vdri/ient les conditions : 

(a) Pour tout # E C, r(/~) E K.  

(b) Pour toute /E C+(X), T( / ) . r (# )=r( / .# ) .  

Alors l' ensemble C est un chapeau de ~ + ( X )  dont tousles dlgments sour des mesures sous- 

centrales et l'applieation #--->r(#) est in]ective sur C. 

Dgmonstration. Soit ~0 une fonction affine s.c.i, positive sur )~, nulle en O, telle que 

Si K est compact,  cela implique que yJ a une borne inf~rieure s tr ictement  positive 

sur X. 

Pour  route mesure # E ~ + ( X )  les relations (S~d# < 1) et (r(ju)EK) sont  ~quivalentes et 

l 'ensemble convexe C' = (#  E ~ + ( X ) ;  S~od# ~< 1} est compact.  

Les deux applications, ddfinies sur C', # ~-> r(/ .#) et # ~-> T(]).r(/~) sont  affines et con- 

tinues, on en d~duit que C est convexe compact.  

Soient main tenant  ]' E C+(X), # E C tels que ]y~./ 'd# < 1 alors v = (/'.ju) E C. En  effet, 

on a r ( v ) e K  et p o u r / E C + ( X ) .  

T(/ ) .  r(v) = T(/) .  r(/' #) = T(/) o T(/ ')  .r(/~) = T(// ')  .r(/~) = r(/ / ' .#)  d'ofi T(/) .  r(u) = r(/. ~). 

L'ensemble  C 6tant  convexe compact,  pour  tou t  # EC et f' ELI(/~), tels que ~y~/'d# ~ 1, 

on aura encore ( / ' . /a)=vEH,  ce qui montre  que C est un  chapeau de ~ + ( X ) .  

I1 reste ~ montrer  que toute  # E C  est une mesure sous-centrale. Notons  toujours  

par  e la forme lin~aire continue dgfinissant la base X de ~'. On rem~rque clue, pour  t ou t  

/EC+(X) ,  e(T(/).r(/~)=e(r(/./a))=~/dla, ainsi pour  tous ]EL~ et eoE[O,r(/~)], 

on peut  d~finir T( / ) .w  par  T ( / ) . w = l i m  T(/n).co;/~EC+(X), II/~-/llL1(,)~o et que pour  

t o u s / , / '  EL+~(#), on a encore T(/)o T(/ ')  = T(// ').  I1 est clair que/~ est de type  surjeetif; soit 

alors (/~1,/~2) une ddcomposition de/~ telle que inf (/~1,/~2) = 0, et soient t E [0, r(/~)], et  (tl, t2) 

une d6composition de t telle que t~ ~#~ et t~-~/~. 

Soit / une fonction bor~lienne sur X s valeurs 0 ou 1 telle q u e / ~  =/ .~ .  Soit v =r(/~). 

Posons v 1 = T(/) .  v = r ( ~ l )  , v 2 = T(1 --/)" v = r(~a~). Par  construct ion on a T(/). v~ = 0, T(1 - / ) -  

v~-----0, comme O<~t~<~v~, O<~t~<~v~ on a T( / ) .Q=O et T ( 1 - - / ) - t ~ = 0  par  suite t~=T( / ) . t  et  

t~-~ T(1 - / ) . t ,  ce qui montre  que # est de type  injectif. Enfin  l ' injectivitd de r sur C t ient  

au ~ait que toute  mesure sous-centrale est simpliciale. [ ]  

L ' intdr~t  de la proposit ion ci-dessus vient  de ce qu'i l  est possible de d~finir des pro- 

longements d ' un  homorphisme de C(X) dans le centre de Ao(K ), off K est un  convexe 
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compact  hdr~ditaire de )~, en un homorphisme de C(X) dans le centre de A~(K') oh K '  

est un  chapeau de )~ contenant  K; plus prdcis~ment : 

P R O P O S I T I O N  12. Soient Y un espace con~pact mdtrisable et K un convexe compact 

hdrdditaire de X,  soit R* un homomorphisme de C(Y) dans le centre de Ao(K ) tel que R*(1) 

soit l'identitg sur Ao(K ). I1 existe un chapeau K'  de X, contenant K, il existe un homomorphisme 

T* de C( Y) dans le centre de Ao(K' ) tel que T*(1) soit l'identitd sur Ao(K' ) et tel que pour tous 

/E C( Y), gEAo(K') (T*(/) 'g)I~= R*(/)'(gIK). 

Dgmonstration. Le convexe compact  X ~tant m~trisable, le sous-espace veetoriel 

ferm4 H de Ao(K ) engendr~ par  les fonctions de la forme R*(/).  (gl K), off /E C(Y) et g E Ao(X1) 

est a base d~monbrable. 

D'apr~s (I, Corollaire 4) il existe deux chapeaux K 1 et K 2 de )~, une application 

lin~aire positive ~ de H dans Ao(K1) telle que pour  tou t  h E H, ~(h)iK = h e t  K ~  (R +- K) N K r 

Pa r  construction Ao(X~)I~,~H'=~(H ). Pour  tous /EC(Y) ,  0~</~<1, on peut  d~finir une 

application U(/) affine continue de K~ dans K~ par  la relation : 

(1, U(])'v~ =(o(R*(/) ' l lg),  v), 1EAo(K ) et v E K 1. 

Soient /, / 'EC+(Y),  /, /'~<1, les deux applications d~finies sur K l v ~ U ( / / ' ) . v  et 

v ~  U(]). [U(/ ') .  v] sont  continues et dgales sur (R +. K) N K 1, donc elles sont ~gales sur K ~ c  

(R+.K)  N K 1. L 'o l~ ra teu r  T*(/) de Ao(K2) dans Ao(K~), d~fini en tou t  ~16ment gEAo(K~) 

par  (T*(/) .g ,  v~=(g,  U(]).v~VvEK~, fournit  alors l 'homomorphisme cherch~ de C(Y) 

dans Z(Ao(K2) ). [] 

Si l 'on veut  construire un chapeau C de ~ + ( X )  contenant  une mesure sous-centraIe 

donn~e ,u on proc~de comme suit : soit u le baryccnt re  de ju, on a vu que les espacesLT(/~) 

et Z+(Vu).u sont t ous l e s  deux isomorphes ~ Zu =r(LT(#)). Plus pr~cis~ment, s i /ELT(#) ,  

on notera par  R(/) l 'unique dl~ment de Z(Vu) v~rifiant la relation r( / .#)= R(/). u et l 'on a 

R(/). R(/'). v = R(//'). v pour tou t  v e V~ e t / , / '  e C(X). 

L]~MME. Pour tout/EL| l' application v-~ R(/) .v est continue sur [0, u]. 

Dgmonstration. Prenons / s valeur 0 ou 1. La  mesure # s ' ~ c r i t / ~ = / . # + ( 1 - - / ) #  soient 

/~1=]'/~,#~=(1--/)./~ et r(#l)=ul,  r(#2)=u2. D'apr~s les propri~t~s des mesures sous- 

centrales, l 'application continue 7 : (xl, x~)-->xl § est une bijection de [0, Ul] • [0, u~] sur 

[0, u], son inverse 7 -1 est donc continue et pour  tou t  vE[0, u], 7-1(v)=(R(/).v,  R(1 - / ) . v )  

ee qui d~montre le lemme dans ce cas partieulier. 
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On passe au cas gdndral en remarquant  que route /EL~(/~) est limite uniforme de 

fonctions 6tagdes. 

Pour tout /E C(X), on peut alors d~finir un op~rateur R*(/) sur Ao([0, u]) par  la rela- 

tion : (R*(/) 'g,  v )=(g ,  R( / ) 'v )  pour tous gEA0([0, u]) et rE[0, u]. L'application/~-->R*] 

d6finit alors un homomorphisme de C(X) dans le centre de Ao([0 , u]) qui v~rifie les condi- 

tions de la Proposition 12. []  

Nous allons pr~ciser la Proposition 11 pour faire appara~tre une parti t ion de X en 

trois ensembles, le premier portant /~,  le second por tant  les mesures plus diffuses que/~ 

et dtranggres ~/~, le troisi~me por tant  les mesures moins diffuses que F~ et dtrang~res s 

L'ensemble X est suppos~ toujours mgtrisable. On conserve les notations et hypothgses 

de la Proposition 11. On dgsigne par ~ la fonction s.c.i, positive sur X v~rifiant (# E C ) ~  

{~d,u ~< 1} et par ~ X l'ensemble des points extr~maux de X qui sont des g~n~ratrices ex- 

tr6males de R +. C. 

Notons par z l 'application affine de R + . K  dans ~+(X)d6f in ie  pour tous /E  C+(X)et 

x ER+.K  par : (/, 7e(x))=(e, T(/) .x) ,  e dgsigne toujours la forme lindaire continue sur 

)~ - X  valant  1 sur X; l 'application 7~ est continue sur K. 

Posons y)' = �89 +~oz~) et K '  = {y/~  1}. 

LEMME. 

(1) Pour route # E R+. C, on a S q~d# = S y~d/~. 

(2) Pour tout xE ~, on a ~(x) =ez. 

(3) Pour tout xEr(C), on a r(~(x))=x. 

(4) On a r(C)~ K', xe est une sur]ection de K'  sur C et rote est idempotent sur K'. 

Ddmonstration : 

(1) Soit # ER+. C, les conditions j'~d# ~< 1 et S~d# ~< 1 sont ~quivalentes, par suite S~d# = 

Svd . 
(2) Pour tout  # E C  et route [EC+(X) on a par  ddfinition T(/).r(/~)=r(/.#). On a donc, 

pour x e  E : (], 7e(x)) =(e ,  T(/ ) .x )  =(e, r(/(x)"ex)) =/(x) donc 7e(x) =ex. 

(3) Le convexe compact r(C) est l ' image injective de C par  r donc, d'apr~s (2), ro• est une 

application affine continue de r(C) dans ~ et vaut  l 'identit~ sur l 'ensemble des points 

extrdmaux de r(C) par suite ro~(x)=x pour tout  x e r(C). 

(4) Les applications ~ et ~ o z  sont affines s.c.i, positives sur K, elles sont ~gales sur E(r(C)), 

donc ggales sur r(C), par suite r(C)~ K ' =  (v 2 ~< 1 } et z (K ' )  D z(r(C)) = C. D'autre  par t  si 

x e K '  et # =~(x), on a j'~d/~ < + ~ ,  autrement  dit/~ e R  +. C et d'apr~s (1) et (3) ~'(x) = 

]v2'd#=v2(x)=q~o~(x)=~q~d#. Comme xcK'=(~p<. l } ,  on a ~ d # ~ < l  et ~(x)eC. 
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E n  f a r  on peut  d~finir C par  : 

(~) pour  t o u t / ~  C+(X), T(r(/~))=r(/.r 

Enfin  (3) implique que ro~  est idempotent  sur K ' .  

Nous sommes en mesure d 'enconcer  la proposition suivante. (On conserve les notat ions 

du lemme precedent). 

PROPOS~T~O~ 13. Soient #eT~(K') =C et soieut 

E~ = {x e X N It  +.  K';  ,~(x) = e~}. 

E~= {xe X n It + .g ' ;  ~ y e X \ {x}, ~(x) = e~}. 

E~={xe X n tt +.K'; xer(E+.C) \ R + .  ~.} 

JLes ensembles El, E~, E a sont borgliens, deux ~ deux disjoints, E~ porte #, E~ porte toute mesure 

v plus di//use que/~ et gtrang~re ~ t~, E a porte toute mesure moins di~/use que ~ et dtrang~re ~ ~. 

Ddmonstration. Les ensembles El, E~, E a sont bor~liens parce que l 'application ~ est 

continue. Remarquons  que si, pour  x E X  N R-' .K' ,  7e(x) est de la forme ey, alors yE E, car 

C est un  chapeau de ~ + ( X ) .  I1 s 'en suit que El, E~, E z sont deux s deux disjoints, que 

E 1 = ~ et que E 1 porte/~. Soit alors v E ~ + ( X ) ,  ~N#.  On a r(v)=r([~)done ~0'dv = ~ ' d #  = 

~o'(r(~)) ~< 1. Consid~rons d ' abord  le cas off # =e~, x E ~ et soit h la fonction s.c.i, va lant  0 en 

x et 1 ailleurs. La  fonction h' : z ~ ( h ,  g(z)) est affine s.c.i, positive sur X et (h ' ) - l ({0})= 

~-1 (ex)- On dolt  avoir ~h'dv=h'(x)=O et par  consequent v e s t  port~e par  {x} U E~. 

Si v e s t  5trang~re s ~x, v e s t  port~e par  E~. Prenons maintenant /~  quelconque. On sait qu'il  

existe une application mesurable d~finie sur X, x-~v~ telle que, pour  tou t  x, v~E ~ I ( X ) ,  

r(vz) =x et v =~%d#~ [6], il s 'ensuit  que v est portde par  E 1 U E2; Si de plus v e s t  ~trang~re 

/~, alors on pent  supposer que, pour  #-presque tou t  x, ~ est ~trang~re s e~, done v e s t  

portde par  E 2. Soit main tenant  q la jauge de r(C) dans X; c'est une fonction convexe s.c.i. 

positive sur X telle que {q<~l}=r(C). Si v E ~ + ( X )  est une mesure moins diffuse que/~ 

alors ~qdv <<. ~qd# <~ 1, au t rement  dit  v e s t  port~e par  le c6ne {q < § oo}. On utilise alors le 

fair que r e s t  une  bijection de C sur r(C) et on v~rifie imm~diatement  que pour tou t  couple 

(a, 0 ) ~  ~ I (C) ,  a maximale,  0 ~  a et inf (a, 0 )=0 ,  la mesure 0 ne charge pas l 'ensemble des 

points extr~maux de C. [ ]  

_Remarque. La proposit ion pr~c~dente pent  encore s ' interprdter comme suit. Pour  tou t  

xEEI, soit Kx=,~ -1 (R+.ex)N K'; c'est une face ferm6e de K' ,  soit aussi pour toute  p E C ,  
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K ~={ t~K ' ,  t~<r(/~)}. On a alors au sens des int~grales d'ensembles oanvexes compacts : 

K~=~K~d/~(x). De plus, pour tout t~Kz,  il existe une application mesurable, unique 

une ~-dquivalence pros, x-~t~, ddfinie sur El, relic que tz~K~ et ?~llo que t=~t ,d/~.  

IV. Applications 

1. Soient X et Y deux espaces compacts m~trisables e~p une application continue de 

X sur Y. On ddsigne encore par p l 'application de ~ + ( X )  d~ns ~ + ( Y )  qui en ddrive. 

PROPOSITION 1. Soit K =  ~+(X)  un ensemble c, onvexe compact hdrdditaire tel que 

PlK soit injective. I1 existe une application bordlienne h de Y dans X qui est une section de p, 

telle que toute /~ ~ K soit portde par h( Y). 

D~monstration. D'apr~s (II.Th4or~me 2), il existe une fonction num4rique s.c.i, positive 

sur X telle que p soit injective sur 

g~={/~6  ~+(X) ;  j '~d~< 1} et telle que K ~ K ~ .  

Soit t : Y ~ X  une section bor4lienne de p [4]. L'ensemble A = { ~ <  + ~ }  est un Ko qui 

porte tou te /~6K,  et, pour tout yEIv(A), p-l(y) N A contient un seul point u(y). On d4finit 

la section h cherch~e en posant : h(y)=u(y) si y6p(A)  et h(y) =t(y) si y6p(A) .  [] 

2. Le r4sultat suivant va  nous servir dans 14tude des d4sint4grations des mesures. 

PROPOSITIO:N 2. ~Oie~t .X et ~ deux ensembles convexes compacts mgtrisables, p une 

application a//ine cortinue de X sur Y e t  soit K c  ~ un ensemble convexe compact tel que 

p(K) soit hgrdditai~e dans Y e t  tel que PtK soit in]ective. I1 existe un sous-ensemble convexe 

ccmTaet K'  de X,  r K, tel que p(K') soit un chapeau de Y e t  tel que Pig" soit in]ective. 

S i de plus K est hdrdditaire da~s .~, on peut trouver un chapeau K'  de X vdri/iant les conditions 

ci-dessus. 

1)gms Considdrons l 'application affine continue ~ : y_>p-l(y) de p(K) dans K. 

D'apr~s, (I. Proposition 5), il existe deux chapeaux C1, C 2 de Y tels que p ( K ) c  C~= C 1 et 

Ca= (R + .~(K)) fl C 1 et une application affine continue ~ de C 1 dans .Y telle que ~le(K)=~. 

Par  construction, pour tout y E C2 on a p[~(y)] =y,  par suite p e s t  injective sur K '  =~(Ce) 

et p ( K ' ) =  C 2 est un chapeau de Y. 

Supposons de plus que K est hdrdditaire dans _X. Soit ~ la fonction affine s.c.i, ddfinis- 

sant le chapeau C 2 et soit K 2 = ( F 2 o ~ < I  } =p-1(C2). Sur le chapeau K 2 de )~, les applica- 

tions ~ o p  et idK~ (identif6 de K2) sont affines continues et ~gales sur l 'ensemble hdr6ditaire 
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K c K  2. D'apr~s, (I. Proposi t ion 2), il existe un chapeau K s de )~, tel que K c K a c  

(R+-K) N 2K 2, donc pour tou t  x E K 2 on a flop(x) =x. Par  construct ion p(Ka)~ 2C 2 et p e s t  

injective sur R+. K3. Montrons que K '  =p(Ka)  est un chapeau de ~z. Pour  cela il suffit de 

mont re r  que p(K3) est h~r~ditaire dans 1~. Soit alors t E K 3 et y E Y, 0 <~y <~p(t). L'applica-  

t ion ~ est croissante sur R +. C~ donc 0 ~<,~(y) <~(p(t)) =t. Comme K 3 est un chapeau de )~, 

~(y) E K a. Comme y E C2, on a po~(y) =y  Ep(K3). [ ]  

COROLLAIR~ 3. Soit Z un ensemble convexe compact mdtrisable et soit uEZ,  barycentre 

d'une unique mesure # pottle par ~(Z). I1 existe alors un chapeau C de Z contenant u tel 

que tout point z de (R +- C) N Z soit barycentre d'une seule mesure /~z portge par ~(Z). 

Ddmonstration. Nous appliquons la proposition pr~c~dente au couple. X = ~ I ( Z ) ,  

Y =Z  et s l 'application p = r (r(v) d~signe le barycentre  de ~). L 'hypoth~se  faite sur u et  

# implique que r e s t  une bijection de [0, #] sur [0, u]. I1 existe alors un chapeau K ~  ~ + ( Z )  

tel que r soit injective sur K et que r(K) = C soit un  chapeau de Z. Soient ~ et ~v les fonctions 

affines s.c.i, sur Z et ~ + ( Z )  associ~es aux chapeaux C et K. Par  construction, pour  tou t  

z EZ sur une ggndratrice extr~male de R +. K on a z E E(R +. C) donc z E E(Z) et (p(z)~-~V(~z). 

Soient alors vl, ~2 E )~l+(Z) pot t ies  par  E(Z) et de barycentre  t E C. On a ~q0c/v 1 = ~0d~2 = 

~(t)~<l, par  suite ~v(rl)=~V(Sz)drl(z)=~q~dvl=q~(t)~l de m~me ~v(v2)<~l donc vl, v~EK. 

Comme r e s t  injective sur K, on en d~duit que v ~ = v a = r ~ ( t )  oh l 'on a nora r~ ~ l ' inverse 

de r I ~. [ ]  

3. Soient main tenan t  X et Y des espaces compacts  m~trisables, p une surjection 

continue de X sur Y. On appellera dgsintdgration simultan~e d 'un  ensemble H c  ~ + ( X )  une 

application universellement mesurable y ~ a ~  de Y dans ~ ( X )  teUe que l 'on ait, pour  

t o u t e v  EH, v = ~a~d[p(v)](y) et pour  toute  / ~ C+(Y) 

( /op).v  = ~(](y).a~)d[p(v)](y). 

PROPOS~TIO~ 4. Soit H ~ ~ + ( X ) ,  un ensemble convexe compact vdri/iant le~ conditions 

suivantes : 

(a) L' application #-~p(#) est in]ective sur H. 

(b) Pour routes /eC(Y) ,  0~</<1,  et # E H ,  ( / op ) .~eH.  

I l  existe alors une ddsintggration simultange de H. 

Ddmonstration. L'hypoth~se  (b) entralne que p(H) est h~r~ditaire dans ~ + ( Y ) .  D'apr~s  

la Proposi t ion 2, il existe un  ensemble convexe compact  H ~ c  ~ + ( X )  contenant  H, tel que 

p(H~) =C~ soit un  chapeau de ~T~+(Y), et tel que Pig, soit injective. On peut  ~galement 

t rouver  un convexe compact  H~c2H~ tel que H c H ~ ,  et que p(H~) soit un  chapeau 

C ~  R +. (pH) N 2C~. 
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Soit 7 l 'application r6ciproque de PI•*.H,; on a ~,(C2)=H 2. Pour tout  vEH~, il existe 

une suite (On)cp(H) N 2C 1 telle que l im ,_~  0n=0=p(v) .  Pour tout  /EC+(Y) ,  0 < / < 1 ,  

~(/" On) = ( lop).  y(0n), par  suite ~(/- 0) = lim ( lop) .  y(On) ~ (/op).  ~(0) = (/op) �9 v, eomme ]. 0 E C S, 

eeci implique ( lop) .  v EH 2. 

Soit alors ~ l a  fonction s.c.i, sur Y d6finissant le chapeau C2 de ~+(Y) .  Pour tout  

y E(V < + oo}, V(eu ) =qy est d6finie, et p(cru)=~, l 'ensemble {~ < + ~ }  porte tout  6Mment 

de C~ et l 'on a, pour tout  0 EC~, V(0) =]%dO(y) .  Or on vient de voir qu'on a aussi pour tout  

/ E C+(y),  ~(/. O) = (/op)y(O)V 0 E C v de sorte que, pour v =V(0), on a ( /op) .v  = ~](y). c~udO(y ) = 

]/(y).  (~yd[p(v)](y). L'application mesurable y-+au, d6finie sur (~ < + co} d6finit alors une 

d~sint6gration simultan~e de H. [] 

Remarque. Soit/~ E ~ + ( X )  et soit 

H={vE[0, /~];  3g bordlienne sur Y telle que v = ( g o p ) . # }  

alors H est convexe compact et v6rifie les conditions (a) et (b) de la proposition pr6c6dente. 

On a ainsi un proc6d6 pour d6sintdgrer une seule mesure/~. 

Probl$me. Soit M un convexe compact contenu dans ~ + ( X )  : Si tout couple (ju, v)EM ~ 

poss~de une d6sint6gration simultan6e, l 'ensemble M poss~de-t-il une d6sint6gration 

simultan6e ? (L'hypoth~se M convexe est essentielle.) 

Index des definitions et notations 
Definitions 

Centre 

Centrale (mesure) 
Dominde (mesttre domin6e par une autre) 
Face stable 
Injcctive (mesure) 
Kg-convexe 
Primaire (Point) 
Simpliciale (mesure) 
Sous-centrale (mesure) 
Surjective (mesure) 

III.(a) 
III.(f) 
III.(A) D6finition (1) 
1.2. 
III.(A) d6finition (1) 
1.0. 
III.(f) 
II .  avant Prop. 3 
III.(d) 
III.(A) d6finition (1) 

Notations 

~(B) 1.0. 2 
1.4. X1 

? 1.3. Z(L) 
F~ iii.(c), z(v~) 
F(~) 1.0.(2). Z~ 
X 1.0. 

1,0 .  

1.0. 
III.(a). 
III.(c). 
III.(c). 
III.(A). ddfinition (1). 
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