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Introduction 

L'objet  de ce travail  est d 'obtenir  des estimSes sous elliptiques, aussi explicites que 

possible, des solutions fondamentales et des spectres de certains op~rateurs hypoelliptiques 

qui apparaissent naturellement en analyse, en g~om~trie et en th4orie des representations. 

Cette premiere partie traite des modules loeaux, que l 'on peut  par  exemple r~aliser sur les 

groupes nilpotents libres [30] et partieuli~rement des groupes nilpotents de rang 2. 

La m~thode g6n~rale employee ici consiste ~ obtenir des estimSes sur la solution fonda- 

mentale de l '~quation de la ehaleur associ~e h l 'op~rateur donn~i, d 'oh on d~duit les estim~es 

de la solution fondamentale de l 'ol~rateur  lui-m~me, lea estimSes sous elliptiques, l 'analyti- 

cit~ des solutions fondamentales, les speetres et lea singulari~s pour l'hypoelliptieit$ par  

perturbation complexe. Cependant, les m~thodes usuelles de construction de param~trix 

d'gquation de la ehaleur (celle de Minarkshisundaram-Pleijel ou de McKean-Singer) 

sont assez d~licates k appliquer ~ cause de l 'abondance des eaustiques (voir w 3, w 5). La 

m~thode envisag~e iei utilise deux syst~mes dynamiques naturellement associ~s k l 'ol~ra- 

teur, d 'une par t  la diffusion qui r~git la propagation de la ehaleur, eonstruite par l'int~grale 

stoehastique d 'I tS,  d 'autre  part,  le syst~me hamiltonien des bicaract6ristiques qui propagent  

infinit~simalement les singularit~s. 

Dana la premiere partie, nous obtenons une expression exaete de la solution fondamen- 

tale de la ehaleur du laplaeien de Kohn du groupe d'Heisenberg; ce r~sultat contient en 

partieulier ceux de Folland [17] et Folland & Stein [9]. En utilisant la th$orie des representa- 

tions, A. Hulanieki [15] et J.  Cygan [32] ont publi~ une expression identique apr~s notre 

publication [10]. 

Dans la seconde partie, on 4tudie le probl~me de Dirichlet pour des ouverts du groupe 

d'Heisenberg. On montre  qu'il eat bien pos~i pour terrains ouverts r~guliers, mais qui ne 

sont pas n$cessairement tr~a r~guliers au sens de Bony [1]. On caleule les mesures har- 

moniques de la boule de Korsnyi  et d 'un demi espace dont  le bord eontient le centre. 
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Enfin des estim6es de temps de sortie et de premiere valeur propre sent obtenues. 

Dans la troisi~me pattie, est 6tudi~ le syst~me des bicaract~ristiques du groupe d'Hei- 

senberg. Le r6sultat fondamental est que les caustiques d 'un point sent adh~rentes & ee 

point contrairement au cas elliptique et le noyau de la chaleur a un comportement asympto- 

tique different selon la g~om~trie de l'espaee des bicaract6ristiques minimales joignant les 

deux points. Par centre, le log Ts est toujours 6quivalent au minimum d'action. En ellip- 

tique, cette th~orie a ~t6 d~velopp6e par Varadhan [33], Ventcell et Freidlin [34] et enfin 

par Molchanov de fa~on tr~s precise [28]. 

Le reste du travail utilise les techniques du groupe d'Heisenberg. La partie 4, ~tudie 

les solutions fondamentales des groupes nilpotents libres de rang 2 et en d6montre l 'analyti- 

cit~. La partie 5, 6tudie le syst~me des bicaract~ristiques pour l 'op~rateur hypoellitique 

naturel des groupes de rang 2. I1 apparait alors que deux points quelconques ne peuvent 

pas 6tre joints entre eux par une bicaract~ristique en g~n~ral lorsque le nombre de gSn~ra- 

teurs est >14. L'ensemble des points joints a 0 par une bicaraet~ristique est en fair un 

ensemble alg~brique orbite de la reprSsentation adjointe; ce ph~nom~ne nouveau est dfi 

l 'apparition de conditions de quantification du type de Maslov [27]. Le lien entre ce 

syst~me hamiltonien et des probl~mes variationnels horizontaux est ~tudi6 dans [13]; 

ces derniers probl~mes n 'ont pas de solution r~guli~re globale et sent apparent~s ~ des 

probl~mes de contrSle optimal d~terministe. 

La pattie 6 donne une m~thode de calcul de la diffusion sous elliptique d 'un groupe 

nilpotent libre quelconque. 

La pattie 7 d6montre sur le cas des groupes nilpotents de rang 2 la conjecture de 

M. P. Malliavin et P. Malliavin qui permet de calculer les infimums de spectre de repr6senta- 

tions par l'holonomie stochastique [21] de la repr6sentation. 

Ces r~sultats ont ~t6 annonc~s dans quatre Notes aux Comptes Rendus de l'Acad6mie 

des Sciences de Paris ([10]). 

Je suis heureux de pouvoir remercier Monsieur Paul Malliavin pour les nombreuses 

conversations que j'ai pu avoir avec lui sur le sujet abord6 ici; ee travail s'inspire de ses 

t ravaux sur les th6or~mes d'annulation [22], [26], [20], sur les comportements fronti~res 

de fonetions holomorphes [25] et l'int~gration stochastique des syst~mes [23] et [24]. 

Je remercie ~galement Monsieur A. Debiard pour les discussions que j'ai pu avoir avec 

[ui sur son travail sur les opdrateurs ddg6ndrds sur des sous varidt6s ([3] et [4]). 

Enfin, je tiens ~ remercier Monsieur A. Melin qui m'a fourni une ddmonstration beau- 

coup plus rapide que celle initialement donnde pour l'estim6e asymptotique de p~. (Thdor~me 

2 e t  3 - 2 . )  

7 - 772904 Acta mathematlca 139. Imprim# le 14 Octobre 1977 
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1. Cas dn groupe d'Heisenberg 

1.1. Notations 

(a) Soit H2n+l le groupe d 'Heisenberg  de dimension r~elle 2n + 1 de sorte que H2n+l = 

C n •  avec les coordonnfies (z, t )= ( z  1 . . . . .  z,, t) et  z j = x j + i y j .  C'est  un groupe de Lie nil- 

po ten t  pour  la loi 

( z , t ) . ( z ' , t ' ) =  z + z ' , t + t ' + 2  zjzj . 

Soit go = (z0, to)EH2,+I, 4o(g)=gog la t rans la t ion ~ gauche pa r  go. Soit X~, Yj, T l e s  champs  

invar iants /~ gauche dont  les valeurs  en 0 sont  respec t ivement  ~/{?xj, {?/{?yj, {?/{?t de sorte que 

Xr = {?xr YJ ~ '  {?yj ~t ~t" 

On pose Zr = �89 j -  i Yj) = {?/{?zj + iSj({?/{?t), Z j  = �89 + i Yj)  et  on considbre le laplacien de 

K o h n  de H ~ + I  (voir [8]) d~fini pa r  , 2 AK = ~ j - l ( / : x j  +/:~j) don t  l 'expression en coordonn6es 

es t  
~- ~2 {?2 {?2 {?2 2 ~2]  

j= l {?y j ~t {?t2 ] " 

II n 'es t  pas  elliptique; mais comme [Xj, Yr = 2 T ,  il est  hypoel l ipt ique par  [8]. Considdrons 

la f ibrat ion tr iviale H2~+1=C" • munie  de la connexion suivante  : le sous espace 

horizontal  en gEH2.+I est  le sous espace engendr6 pa r  les Xj(g) et Yj(g) (1 ~<~<n). II est  

alors clair que AK est  le relev6 horizontal  du laplacien euelidien usuel de C ~ par  cet te 

connexion et  en partieulier,  A~ calcul6 sur une fonet ion ne d6pendant  que de z e s t  le lap- 

lacien euclidien usuel calcul6 sur cet te fonction. 

(b) On consid~rera 6galement  le groupe produi t  G=.~ = H,z.+~ • R 2~ de coordonn6es (z, t, w) 

oh w~ = u~ + ivy, 1 <<. j <~ d et  de laplaeien de K o h n  A~-- ~ -~( s  ~ + s  + ~ - ~ ( s  2 + s 

qui est  aussi relev6 horizontal  du laplacien euclidien usuel de C"• L ~ pa r  la f ibrat ion 

C" • R • (Y-*C ~ • C a, au t ravers  de la connexion don t  les champs  de sous-espaces hor izontaux 

en chaque point  sont  engendr6s pa r  les vecteurs  Xr Yr U~, V~, 1 <~j<n, 1 <~k<d. 

1.2. Ditiusion associ~e au laplacien de Kohn et ~quation de la chaleur 

L ~ M M E  1. La  dil/usion de g~n&ateur in/initdsimal �89 sur H~n+z s'~crit (Zl(S) ... Z,(s),  

T(s)) oh ( Zl  ( s ) ... Z , (  s ) ) sont n browniens complexes indgpendants Z j = X j + i Y j et oit 

T(s) = ( Yj  dX ,  - X j  d Yj).  
1-1 JO 
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Preuve. La  matr ice  du symbole  principal  de A~ est la mat r ice  sym~tr ique (2n + 1) • 

(2n + 1) posit ive ddggngrde 
9~ = ~ + r ~  

off 
(~  = 1 s i i = j  

(~r = 0 sinon 

et  r~  = 0  si i e t  ?" sont  tous deux  diff6rents de 2n + 1, r~n+~. ~.n+~ = 4  ~j \~ I zjl ~ - 1, r2~_1, 2 n + l  = 

2yr et  r~r, ~n+l = -2xv .  D ' au t r e  p a r t  pa r  les remarques  du l ,  la project ion de la diffusion de 

�89 sur C = est la diffusion de g6n6rateur �89 n (laplacien euclidien usuel) done est  la 

donn~e de n browniens complexes s t andard  ind6pendants  (zl(s) ..... z~(s)). I1 suffit de eal- 

euler l 'aecroissement  dt de la eomposante  t; or la matr iee  a qui donne  en ehaque point  les 

covarianees des accroissements inf ini t4simaux de la diffusion de �89 satisfait  at(r=9 et  

cont ient  la sous matr iee  identi t~ 2n • 2n d 'aprbs  les remarques  qui pr6cbdent;  elle est  donc 

n6cessairement une matr ice  (2n + 1) • 2n avec 

a ~ j = l  s i i = j  e t i ~ < 2 n  

a2.+L~r-1 = 2Yr, a2,+Lzp = --2xp, 1 ~<p ~< n 

e t  sinon a~j =0 ;  pa r  cons6quent  la diffusion ~ ses accroissements  donn6es pa r  

(dxp dy I . . . . .  dyn, dt) = (dxl, dy 1 ..... dy=)ta 

et  done dt =2 ~-l(yr162162162 ([19]). 

TH~ORi~ME 1. Soit p~(0, (z, t)) la solution /ondamentale de l'gquation de la chaleur 

~/Os =�89 de pdle O, calculde en (z, t) ~ l'instant s. Alors on a 

( l ' t  t ~ z  2 

ps(0, (z, t)): (2~rs)n+ 1 \ sh  2v] exp \ ~ -  - \ ~  ]t~-2~:]dv. 

Preuve. Soit p,(0, �9 ) la t ransform~e de Fourier  euclidienne. 

exp  i ~ sx j+~y j  +Tt pa(O,(z,t))~dx~dy~dt p s ( O , . )  ( ~ , 3 )  = 2n§ ~. ~-1 
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ot~ E$~r (~> est l'espSrance conditionnelle avec extr6mit~s z~(s) fix6es. Utilisons alors le 

lemme suivant. 

L ~ E  2. Soit z(s)=x(s) +iy(s) un brownien standard complexe. Posons 

Alors on a 

2s~ ( 'x2 + Y~ (1 ) 
~0~(~, x, y) = sh 2sv exp \ ~  - 2s~ coth 2sv) . 

Preuve de Lemme 2. Elle est donnfe par  P. L6vy [18] qui calcule cette int6grale en l'inter- 

pr6tant eomme quatre fois l 'aire balayde par  le rayon vecteur joignant l'origine ~ un point 

de la courbe brownienne et qui utilise l 'analyse harmonique de la variance M. Kac et J.  F. 

Siegert ([17]) donnent une preuve plus g6nfrale de ces calculs. 

Remarque. Au w 3, on verra un calcul d6tailld de telles fonctionnelles de Markov dans 

la situation des groupes nilpotents libres de rang 2. 

Fin de Thgor~me 1. Par  inddpendance des zs, on a 

p . (O, . ) ( r  exp i (~jxj(s)+rbyj(s)) q~s(v, xj(s),gj(s)) 

- - ~ - - ]  (Lemme 2) 

d 'oh le th6or~me 1. 

COROLLAIRE 1. Dana le cas du groupe produit Gn.~H~n+l • R 2d, /a solution/onda- 

mentale de ~/Os -= �89 E est 

2v 

Preuve. Dans ce eas, on calcule la diffusion de gSn6rateur �89 c'est la donn~e de n +d  

browniens complexes ind~pcndants zl(s ) ..... zn(s), wl(s) . . . .  , wd(s); la composante t(s) est 

donn~e par  Lemme 1. La loi de la diffusion est le produit tensoriel des lois de (z 1 ..... zn, t) 

et (w 1 ... . .  wd) d'oh le r4sultat par  Th~or~me 1. 

Remarque. Dans [9], Folland et Stein posent la question d 'obtenir  des r~sultats sur le 

laplaeien A r lorsque H~+I  est muni d 'une m~trique invariante s gauche gSnSrale, i.e. pour 
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A ~ =  ~ a t (~x j+  E~,~) (aj e o n s t a n t e s > 0 ) .  
tffil 

La diffusion est  (I/~~zl . . . . .  1/a-n~z.) et  

et  on a aussitSt  

t - 1  

101 

1.3.  Solut ions  fondamenta l e s  de A x  

Avec la solution de l '6quat ion de la chaleur, on re t rouve  tou t  de suite la solution fonda- 

menta le  de AK ealeul6e par  Fol land [7]. Pour  simplifier, raisons le calcul dans  Ha (n- -1)  : 

o n  a 

g(0, (x ,y , t ) )  = p , (O,x ,y , t )  ds = ~ j _ ~  sh 23 J0 s exp  2 th  23] 

1 HL 
Posons u = - ,  i t=  

s 2 "  

2 /" ~ 2it ch 2TdT 1 1 
g(0, x, y, t) ffi ~ J _ ~  4it ~ oh ~ 23 + t ~ sh ~ 23 ~t V(x~ + y~)2 + t ~ 

ce qui coincide k un �89 pros (dfi ~ la normal isa t ion �89 avec [7]. 

E n  dimension 2n + 1, on se f a m i n e  ~ calculer la pr imi t ive  d 'une  f ract ion rat ionnelle 

pSles d 'ordre  n. 

La  m6thode  pe rmet  aussi de calculer la solution fondamenta le  pour  les groupes G,~.ct, 

mais  il semble que la quadra tu re  ne soit plus faisable. 

Exemple  1. Dans  le cas de Ga, 1 = H a x R ~, par  le eorollaire 1 on t rouve  

7 g(0, (x, y, t, u, v)) = 2~ sh 2TdT 

i~t -  sh 2 T -  ~ ch 23 

l ' int~grale fitant prise en par t ie  principale pros de O. On v6rifie qu 'on  a l 'homog6n~it~ 

pour  les dilat ions : 

~, : (x, y,  t, u, v) ~ (rx, ry, r~t, ru, rv) 
soit : 

g(O, ~,(x, y, t, u, v)) = r-~ g(O, (x, y, t, u, v)). 
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Ezemple 2. Pour un op~rateur du type 57-1a~(~:I,+s peut aussi ~crire ~es 

solutions fondamentales explicitement s une quadrature pr~s. 

1.4. Le cas oh il y a un terme du ler ordre: singularit~s pour rhypoellipticit~ 

L ~ M M ~  3. Soft l'opgrateur ~A~§ (avec ~ rgel) dans le groupe d'Heisenberg H3; 

alors la solution/ondamentale de l'dquation de la chaleur p~)(O, (x, y, t)) saris/aft 

p7~(o, �9 ) (~, ~, ~) = p~(O, �9 ) ($, ~, .~) e "  

et on a pour la solution/ondamentale 

g(~')(O, (x, y ,  O) 
V(x ~ § y~)~ § t 2 I § e -(~)l~ 

et par suite g(~) se prolonge analytiquement sau/ si ~ = ( - 2 + 4 k ) i ,  k e Z ,  et �89 § 

est donc hypoelliptique et localement rdsoluble sau/ pour ces valeur8 de r 

Preuve. 

(1 ~ Lorsque le terme du ler ordre est r4el, la correction qu'il ajoute ~ la diffusion de 

�89 k est pr6cis4ment ~s, d'ofi aussitSt le calcul de p~)(0, �9 ) puisqu'il suffit de remplacer T s 

par Ts + ~s. 

(2 ~ On caleule toujours pour ~ r6el 

+O0 2 +OO 
1 ( V ,t~" ( ds~,,:ols~,~,,.-((x,+~,)izs)(2,:)/t~ ~':d# g(~')(O,(x,y,t))=---~, - - . . . .  __ _ ~i~ ~ 

(2re) J-oo sh 2~ .I0 s 

Un pSle x trouve en - i  Arctg (22/t) et on int~gre sur le contour - R < ~ x < ~ R ,  y=O; 

x = R ,  0~<y~<~r; - R ~ x < . R ,  y=Tr; x = - R ,  0~<y~<~r et on fair tendre R vers 0% d'o~t 

le r6sultat. 

Le prolongement analytique en a est possible saul pour a = ( - 2 + 4 k ) i  ce qui corre- 

spond aux valeurs de non hypoellipticit& (Voir [9]). 

w 2. Probleme de Dirichlet pour certains ouverts du groupe d'Heisenberg 

Ce paragraphe ~tudie le probl~me de Dirichlet pour certains ouverts du groupe d 'Hei-  

senberg et donne des calculs explieites de mesures harmoniques et des estim~es de premiere 

valeur propre. 
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2.1. Probl~me de Dirichlet pour un op~rateur d~g~n~r~ 

Nous utiliserons ici des r6sultats de Bony exposes dans [1]. Si A est un op~rateur du 

type ~=1 s dans une vari6t6 M e t  si U est un ouvert born6 de M, on dira qne U est 

tr~s r6gulier (pour l 'op6rateur A) si pour tout  x 0 E~U, on peut  trouver un domaine de carte 

local V3 %, un point x 1 de V, une boule de centre x 1 qui ne touche 0 qu'au point x 0 et tel 

que le vecteur x 1 - x  0 soit non caract6ristique pour le symbole principal de A calcul6 en %. 

Rappelons les r6sultats de [1]. 

(1 ~ Tout  point de M admet  un syst~me fondamental  de voisinages tr6s r6guli~rs A. 

(De tels voisinages ne peuvent d'ailleurs pas 6tre s fronti~re C 1 par tout  si A n 'est  pas 

elliptique.) 

(2 ~ Si U est ouvert tr~s r6gulier born6, si ]E C(O) et ~E C(~U), il existe un unique 

uEC(O)  tel que A u = - ]  sur U et u[~U=q) et si l e s t  C~176 uECoo(U) et si [ e t  

sont >~0, u7>0. On a alors une d6composition dans U de toute fonction ]EC(O)  par 

]=GA]§ ) oh H(IlaU ) est la fonction harmonique de valeur au bord ]laU et oh 

G est le potentiel de Green, i.e. G~p est tel que AG~p= -~p et C~IaU=O. On d6duit que 

G est un op6rateur & noyau g(x, y), g ~tant la fonction de Green de A dans U. 

La notion d 'ouvert  tr~s rggulier introduite par Bony est utilis~e pour la construction 

de fonction barri~re ce qui permet  par  un argument  classique de montrer  que le probl~me 

de Dirichlet est bien pos6. Cependant, pour le cas d 'ouvert  & bord C 1, on n 'obt ient  pas 

d ' information par cette m6thode. 

Exemple. Posons dans H3, la boule B de Koranyi  de centre 0, ([zl4+t2)'/4~<Q. Alors 

aux points oh les caustiques de (0, 0, 0) recoupent aB, i.e. le point p = (0, 0, ___~), eette 

boule n 'cst  pas tr~s rgguli~re puisque une boule euclidienne tangente & B e n  ce point p est 

centr6e sur l 'axe de t donc pr6cis6ment sur la direction caract6ristique de l 'op~rateur A 

en p. 

Introduisons alors la notion d 'ouver t  rggulier en disant que xoE~U est point r~gulier 

si, pa r tan t  de x0 /~ s =0  le processus de diffusion de g~n~rateurs �89 sort de U & des in- 

stants aussi petits qu'on veut, i.e. si on appelle T v le temps de sortie de U,P~o(Tv=O ) = 1; 

U est r~gulier si tout  xoE~U est regulier. 

LE~s 1. La boule de Koranyi B(~) de centre (0, 0, 0) et de rayon ~ est ouvert rggulier. 

Preuve. (1 ~ En un point (x, y, t) diff6rent des caustiques, il est facile de montrer  que la 

direction normale ~} ~ la boule de Koranyi  qui est en ee point ~ = (4(x~ § 4(x ~ § 2t) 

n 'annule pas le symbole principal de A en ce point puisque 

y,  t, 8) = 161zl {l l'+t = 161 1  '.o. 
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Donc la boule de Koranyi est un ouvert tr~s r6gulier en ces points, d'apr~s Bony on peut 

construire une barri~re; le probl~me de Dirichlet est bien pos~ en ces points et par suite 

le processus sort instantan~ment. 

(2 ~ En (0, 0, ___~), nous v~rifions la condition P~o(Tv=O)=I. Le proeessus issu 

de ce point est translat~i b~ gauche du processus issu de (0, 0, 0 )d o n c  eat x(s), y(s), 

___~+2 ~(x(s)dy(s)-y(s)dx(s)) .  Mais .~)(xdy-ydx)=a(-r(s)) oh a est un brownien et 

v ( s ) = ~ ( x ~ + y  ~) d u e t  par consequent, a est ~ des instant aussi petits qu'on veut  

positif oi~ n~gatif, donc le proeessus issu de (0, 0, •  a sa cote qui d~passe • s des 

instants aussi petits qu'on veut  et donc sort de B(~) instantan~ment. 

THI~OR~.ME 1. Soit U un ouvert de M, borng, rggulier au seus prgcddent pour l'opgrateur 

A. Alors le probl~me de Dirichlet sur U est bien posg. De plus si A admet une /onction de 

Green globale sur M,  alors U a une /onction de Green qui tend vers 0 au bord de U. 

Preuve. Elle utilise une technique probabiliste bien connue (voir [16] et Sgalement [11 ] 

pour le probl~me de Dirichlet fin en elliptique). On pose en e f f e t r  E C(SU) 

/(x) = E A ~ ( g A T ~ ) ) ) .  

On v~rifie imm~diatement la propri~t~ de martingale p o u r / ,  i.e. / annule l 'op~rateur A 

au sens ~ '  donc est C ~ dans U. Le seul point est de voir que/(x)--,q~(Xo) si X~XoESU. Pour 

eela on reprend la preuve de [11], w 1, Lemme 2 en la modifiant l~g~rement. 

L E M M E 2. Sur x o E 8 U point rgguligr, W(xo) et V(xo) deux voisinafles ouverts trD rggulie~s 

de z o tels que V(zo)c W(xo). Alors 

lira (Pu(~v(~.)_u< Tw(~o)))= 1 (2.1) 
Y " ~  Z e 
y O U  

o~ 1'vez~ est le premier temps de rencontre de V(xo) - U et Tw(xo) est le premier temps de 

8ortie de W(x0). 

Preuve. La fonction xEW(xo)-,P:(~'Vexo)_v<Tw(yo)) est le potentiel capacitaire de 

V(xo) - U relativement ~ l 'ouvert tr~s r6gulier W(xo), done est du type ~ G(x, z)d/~(z) off p 

est port~e par V(xo)-  U et ot~ G est la fonetion de Green de W(xo) qui existe d'apr~s le 

type de r6gularit~ impos~e k W(xo) et d'apr~s le r6sultat de Bony rappel~ ei-dessus. Un tel 

potentiel est sei et par suite 

lim inf Pu(~v~.)_v < Two,o)) >t P~.(~V~xo~-V < Tw~x.)). 
y G V  
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Mais cette dernibre quanti t6 eat 1 car x 0 6rant  rfigulier pour  U, le proceasus issu de x o 

recontre C U b~ des instants  aussi petits qu 'on  veut  et donc aussi V(xo) f~ C U car il eat ~ trajec- 

toire continus, donc ~(~0)_v=0 p.s. Pzo et donc comme Tw(~o)>0 p.s.Pzo (par continuitfi 

des trajectoirea), on a le r~sultat a t tendu.  

On pose g(x)=Ex(~(g(Tv)))-cp(xo) .  Soit W(xo) voisinage tr~s F i n  du Thdor~me 1. 

r6gulier de x 0 tel que 

Alors 

yEW(xo)* I~(y)-~(~0)l <e.  

Ig(Y) I < e + E~(] ~(g(Tu)) -q~(Xo) l/g(Tu) r W(xo)) 

~< e + 2  max  [cplPy(g(Tv) r W(xo) ). 

Par  Lemme 2, il existe U(xo) tel que 

8 
g ~ W(xo) :*. Py(g(T~)) r W(xo)) < 2 max  I~1 

d'oi~ le r~sultat. 

La  fonetion de Green de U eat alors obtenue en r~solvant le probl~me de Diriehlet 

pour  la fonetion de Green globale de M sur le bord de U par  la m~thode classique. 

On a alors la dSeomposition elassique en potentiel de Green + partie harmonique pour  

toute  fonetion /E C(/~') d~s que U eat r~gulier. 

2.2. Exemple~ de r$1m~ition de la me~ure h a r m o n i q u e  

Consid6rons le groupe d 'Heisenberg H~n+I sea eoordonn6ea z 1 .. . . .  zn et  t eomme au w 1 

et consid6rons sa fonetion ~(z, t) = ([ z [ '  + t~) 1'' et  la boule de Korany i  B(1) = {(z, t)/e <. 1}. 

On a 6videmment  le lemme suivant.  

L ~. M M • 3. La  ]onction de Green de B(1) de p61e (0, O) eet C~(z, t) -~n - (~ oR C est une con- 

stante universelle ne ddpendant que de n. 

Preuve. Par  Folland on sait que C~ -~n eat solution fondamentale  dans tou t  H~n+l et  

done C ~ - ~ n - C  eat telle que son laplacien eat -~0  et elle vau t  0 du bord de la boule de 

Koranyi .  

Maintenant  nous d~montrons une formule de Green hypoelliptique adapt~e au cas 

H ~ + r  Plus p r~c i~ment  on a : 

L~.MME 4. Pour ], h /onct ion C a sur B(1), on a la /ormule de Green hypoeUlptique sui- 

vante : 
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oct on dd/init V-~n+l/= (s i : r l  . . . . .  s  s et 

n 

iffil i=l 

est le produit scalaire des gradients hypoelliptiques, ~4 est la /onction de Folland et IIV9"II 

est la longueur euclidienne du gradient usuel de 94. 

Preuve. On applique la formule de Stokes usuelle en tenant  compte de l'expression des 

champs invariants 5, gauche de w 1.1 et en regroupant les termes de fagon intrins~que. 

COROLLAIRE. On a la /ormule suivante pour h , /EC~(B(1))  

TH~OR~ME 3. Pour ] harmonique sur B(1), on a la ]ormule 

? c l z l  2 
1(0) = jsf(,)/(x, t)l 'il d (z, t). 

Preuve. Corollaire pr~c6dent avec / harmonique et h le noyau de Green. 

Remarque. Contrairement au cas elliptique, cette formule montre que l a  mesure 

harmonique a un zdro d'ordre 2 en I z I = 0 sur la sphere S(1) de Koranyi.  Les points ]z I = 0 

sont pr~cis~ment les intersections de la caustique de 0, avec la sphere de Koranyi.  Au 

point de vue probabiliste le processus sort peu du voisinage de la caustique. Malgr~ ce 

z~ro, il est int~ressant de noter que le lemme de Harnack [1] reste vrai dans la boule ce 

qui signifie essentiellement ici que les mesures harmoniques de diff~rents points ont leurs 

z6ros r~partis de la m~me fa~on. 

Donnons un autre exemple de r~partition de la mesure harmonique dans un cas off 

on ne peut pas trouver facilement de noyau de Green du domaine. 

Consid~rons toujours dans Ha, le domaine D = { y > 0 } .  Son bord est un ouvert tr~s 

r~gulier. On a alors en notant  Q(=~176 la mesure harmonique de D calcul6e au 

point (x0, Yo, to)E D : 

TH~OR~ME 4. Q(~~176 a une densitd par  rapport ~ dx@dt  et ere vaut : 
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+~o 1 ~ 1 
~(xo.y..to)(X't)=Cyo fo dS fR ~ Vth-2s ,  ch 2s~ 

• exp [i~(t o - t) + 2i~(x - %) Yo - (x - Xo) ~ ~ coth 2s~:- lY~ J d~ 

ole C eat une constante de normalisation. 
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Preuve. Soit g(s) la diffusion de �89 issue de (%, Yo, to). Par invariance s gauche elle 

est 
(x(s) + x o, y(s) +Yo, t(s) +t o + 2(x(s)y o -xoy(s)) ) 

off (x(s), y(s), t(s)) est la diffusion issue de 0 calcul~e au w 1, Lemme 1. Soit T l e  premier 

temps d'atteinte du bord. Alors 

f q~(x, t) dr) = E(~~176 ~(x..~o.to)(dx | 

Prenons 90(x, t )=exp  i(Xx +/~t) en sorte que 

A ~(xo. y~ to)( , #) = e~t~ E(exp i[2x(T) +tz(t(T) + 2x(T) Y0) +~x0]). 

Mais T n'est autre que le premier temps d'atteinte de 0 par un brownien standard rdel 

issu de Y0, de sorte que par [19]. 

P(T E dt)=exp (-lyo]2/2t) Yo 

et done 

f :~o ds ~(~.. ~., t,)( ;t,/~) = Yo el"to exp ( - l Yol~/2s) E(exp i(;t[x(s) + %1 + #(t(s) + 2x(s) Yo)) (2~zs)~/.o. 

Appelons E l'esp6rance sous le signe d'int6gration ~oo alors E =E(E~(S)'~(S)(e ~m(s)) • 
et~(s)42t'~~ ~x~ ce qui se calcule alors par Lemme 2 du w 1 et fournit: le rdsultat 

attendu. 

Remarque. Le problbme du calcul de la mesure harmonique d'un demi espace dont  le 

bord contient le centre du groupe nous a 6t6 pos6 par Y. Guivarch'. 

2.3. Estim~e de premiere valeur propre pour la boule de Koranyi 

Consid6rons l'op6rateur ~A K agissant sur les fonctions L~(B(R)), (B(R) d~signant tou- 

jours la boule de Koranyi) nulles au bord. C'est un op6rateur ~<0 et les estim6es hypo- 

elliptiques montrent que son spectre est discret et tend vers - ~ o  puisque son noyau de 
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Green est un opdrateur compact.  Appelons 11 < 0 sa plus grande valeur propre, ~1 fonction 

propre associde. Par  les cstimdes hypoelliptiques, les fonctions propres sent C ~ et tendent  

vers 0 au bord et on a 

- -  (Pl(O) = ~'1 JBf(R) g(O," ) C]91( " ) d ( .  ) 

oil g ddsigne la fonction de Green de la boule B(1) puisque AKg = --~0. Soit T R le premier 

temps de sortie de la boule B(R) pour le processus issu de 0. Evidemment,  par  raison de 

symdtrie ~1 at teint  son maximum au centre et par consdquent, on a 

1 - -  ~< - ~ 1  
Eo(TR) 

en utilisant l ' interprdtation de la fonction de Green comme temps de sdjour. 

D'autre  part ,  on a : 

TH~OR~ME 5. Pour tout ; t>0,  ok a 

oR TR e.st le premier temps de sorte de B(0, R). 

Preuve. (1 ~ L'indgalitd de gauche s 'obtient en remarquant  que lc temps de sortie de 

la diffusion de Kohn de la boule de Koranyi  est plus peti t  que oelui de la diffusion eucli- 

dienne de la boule euclidienne de m~me rayon puisque la projection euclidienne de la 

diffusion de Kohn (respectivement de la boule de Koranyi  de rayon R) est dgale ~ la diffu- 

sion euelidienne (resp. de la boule euclidienne de rayon R). Ensuite Eo(ex p [ - 2T~U~ est 

valeur en 0 de la fonction propre du laplacien euclidien de dimension 2 correspondant 

i a valeur propre t et  valant  1 sur la sphere de centre 0 et de rayon R; on a done pour 

x e B~ R) 

ca ( cos ~p) d~0 I 

(2 ~ Pour l'indgalit6 de droite remarquons que 0 4 est une fonotion sons-harmonique 

pour le laplacien de Kohn et clue plus pr6cisdment �89 ~4= 8[ZI~ en sorte ClUe 
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est une martingale. Appliquons l'in~galit~ de la martingale exponentielle de Mac Kean [19], 

on a que 

exp [re'(Z,,T.)-~' fj slzl'(r162 f[ llV~@)ll~ d~] 
est une martingale d'esp6rance 1. On a 

~ X ~ - 2 ~ )  =161z1~ '. 

Stoppons la martingale ~ s = Tn temps de sortie de la boule de Koranyi  de rayon R. 

Alors 
TR F ~ Eo(exp [~'e'(gr.,Tr~)-~' f: SlZl'(')d'-~ ff'llV,@)ll'd'])=l. 

Si ~<~T~,IzI~(~)<R~,e'(~)<.<R 4, d'oh si 7 > 0  

Eo(exp [ _ 8TR(FR ~, + ~,2 Ra)]) < exp [ - FR4]. 

Choisissons ? > 0 tel que ~2/i0 + F - (2/8R a) = 0, alors 

COROH.araE. Eo( Tn) <~4-1R ~ et le -21 est supgrieur au -21 du laplacien eUiptique pour 

la boule euclidienne de dimension 2 de mdme rayon. 

w 3. Singularite du noyau de la chaleur de Ax pour des temps petits 

3.1. Bicaract~rlstlques et caustiques pour A x 

L'hamiltonien de AK est 

1 n 
H = ~ ~ ( ~  + ~ + 4 y , ~ , ~ -  4~,~j �9 + 41z, I 2 ~2) 

oh ~j, ~j, z sont les variables duales de xj, yj, t. Nous nous pla~erons iei dans H 3 pour simpli- 

fier, ~tant donn6 que dans H2n+l les ph~nom~nes sont analogues. Les biearact~ristiques de 

AK sont donn6es par  le syst~me d 'Hami l ton-Jacobi  de H dans T*H 8 (voir [2]) : 

dx d~s d~_  Hx; d ~ f  - H, ,  d r - -H , ,  d--V= - H,. 
d--s ffi H~, = H~, ds d--s ds ds 
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LEMME 1. Les bicaractdristiques issues de 0 de A K sont ou bien droites restant dans le 

p lan  xy, ou bien des courbes dont la projection sur le plan xy  est un  cercle passant  par  0 et 

la projection sur le centre (axe des t) est ggale ~t quatre /ois l'aire balayde par  le rayon vecteur 

issu de 0 dont l' extrdmitd ddcrit le cercle considgrg. E n f i n  ce sont des courbes horizontales pour 

la connexion complexe du groupe H a ddcrite au w 1.1. 

Preuve. Le sys tbme  d ' H a m i l t o n  J a e o b i  s 'dcr i t  

t = 2 y ~ - - 2 x ~ + 4 ] z ] a T  

= 2~T--4XTa 

= - -2~3--4yT2 

= 0 

(3.]) 

d'ofi  auss i t6 t  3 =30 est  c o n s t a n t e  d u  m o u v e m e n t .  

(i) Dans le cas trivial ole T o = O, on  a x = ~o s, y = ~]o s, t = t o et  on  t r o u v e  donc  des dro i tes  de  

l ' h y p e r p l a n  t =t  o. 

(ii) Supposons  m a i n t e n a n t  T = 3 0 # 0  : on  a alors  u n  sys t~me dif f~rent ie l  d u  ler o rdre  k 

coefficients  c o n s t a n t s  en  x, y, ~, ~ qu i  s '~cri t  

[ ? =  --4T~ 0 0 230 V oh V =  (3.2) 
- - 2 3 0 0  0 | 0 /  

0 - 23o - 43o ~ 

U n  calcul  d o n n e  les va leu r s  propres  ~t = 0  ~ l ' o rd re  2 e t  ~t =4 iT  o e t  ~t = - 4 i T  o ~ l ' o rd re  

1 d o n t  les vec teurs  propres  respect i fs  s o n t  

V 1 
(1 (1 t 

Y 4 On posera  =~.~-1 ~ Vt, a~ f o n e t i o n  de x, ~, y, 7. Alors  

V = az(0) Vz + ~ ( 0 )  Va + a3(0) e 4 ' '  Vs + ~,(0) e -~'0' V,. 

P o u r  achever  de  d 6 t e r m i n e r  les courbes  in t6gra les  nous  4cr ivons  que  (x, y, ~, ~) s o n t  

r6els e t  que  x(0) =y(O)=0.  P a r  e o n s 6 q u e n t  les eourbes  in t4gra les  de  (3.1) s o n t  
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x(s) = 2:r (cos 4ToS-  1 ) - 2 [ / s i n  4Tos 

y(s)  = - 2 ~  sin 4Tos-2f l  (cos 4 T o s -  1) 

t(s) = 8(~ 2 +fl~)(4To s - s i n  4~oS ) (3.3) 

~(s) = - 4 a T o  sin 4vos -4Toi l  (cos 4To s + 1) 

~](s) = -4aTo(1 + cos 4Vo s) + 4flTo sin 4ToS 

3(s) =To 

ee qui aeh6ve le Lemme 1. 

Remarque  1.3o est eonstante du moavement ;  To, ~, y sont  les conditions initiales de la 

bicaract6ristique. 

Remarque  2. Des systbmes hamiltoniens analogues sont 6tudi6s dans [13] dans un cadre 

non homog6ne. 

Dgfin i t ion  1. Soit une bicaract6ristique d6crite pendat  l ' intervalle de temps s o qui 

est une droite ou une courbe d6erite par  (3.3). Alors l 'act ion classique le long de cette 

biearact6ristique est 

s=f~~ (voir [2]). 

Un  calcul donne alors 

L E M M E 2. L 'act ion classique calcul~e le long de la bicaractdristique de paramdtres  i n i t i aux  

(~, fl, v) d~crite pendant  le temps  s o est S = 64T2(~ 2 q-fl2)s o. 

Nous allons main tenan t  ealeuler les param6tres ini t iaux d 'une  biearact6ristique joig- 

nant  0/~ go = (Xo, Yo, to) pendant  l ' intervalle de temps s o. 

l e r  cas : le po in t  go = (Xo, Yo, 0). 

Dans ce cas d 'aprbs Lemme 1, la seule possibilit6 est de prendre le segment  de droite d6erit 

avee la vitesse uniforme allant de 0/~ go pendan t  le temps s o. Alors T o =0 ,  x =~o s, y =~o s 

Ol'1 ~o=8-1Xo,  ~]o =8-1yo et 

f~ o ~o = § Yo 2. (3.4) S =  ( ~ + v ~ ) d s = 8 - x ~ o  2 off 2 xo 

2~me cas : le po in t  go = (0, O, to) (t o > 0 par  exemple) .  

Une bicaract6ristique allant de 0 k go sera alors en projection sur le plan x, y un eerele issu 

de 0 faisant k tours complets pendan t  le temps s oet  don t  l 'aire balay6e totale est to/4; d 'apr~s 
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les deux premi6res ~quations de (3.3), on doi t  prendre  ~o = �89 L'a i re  totale  du cercle est  

4(~2+ fl~)re, et  il suffit  done de choisir :r + f12= ]c-1(16~)-~ to . L ' ae t ion  classique est  

S = k~toS~ 1. (3.5) 

Elle sera minimale  pour  la bicaract~rist ique cor respondant  ~ k = 1. 

3~me cas : le point go est tel que )~:#0 et to:#O 

Dans  ce cas les deux premi6res 6quations de (3.3) 6crites h s = s  o se r6solvent en g, ~/de 

fa~on unique ~ condit ion que 2VoS0+kg (k entier). Un caleul mon t re  alors que, posan t  

= ~ + y o  2 on a a 2 +f12 = ~  (16 sin 2 23oS0)-L R e p o r t a n t  dans  la 36me 6quat ion de (3.3), on 

d6duit  que 30 doit  satisfaire 

430 So - s in  4T o s o 
~ ~ 1 7 6  2 s in  2 2roS o --=0 (2ToSo) (3.6) 

off on a pos~ O(y) = (2y - sin 2y) (2 sin 2 y)-l. 

LEMME 3. La /onction O(y) est impaire e t e s t  une bijection strictement croissante de 

[0, 7~[ sur [0, § ~ [ .  

Preuve. 

O'(y) = (2 sin y -  2y cos y) sin -s  y > 0 sur ]0, g[. 

Dg/inition 2. On note 3 : ] -  0% + c~[ -~ ] - r~ ,  + ~ [  la fonct ion r~ciproque de 0 sur 

] -~ ,  +~[. 

Soit un 3o g~n~ral sat isfaisant  (3.6}; on en dSduit  alors une bicaraet~rist ique al lant  de 

0 s go pendan t  s oe t  don t  l 'act ion est d 'apr~s L e m m e  2, le calcul de a s +f12 en fonct ion de 3o. 

S = s~l~(23oSo)2(sin 23oSo) -2. (3.7) 

En  part ieulier  choisissant pour  v o l 'unique valeur  sat isfaisant  (3.6) et3o E ] - (2So)-X~, (2So)-lze[ 

on d~duit  

S = s~l)~ 3(t0)~ 2) (sin T ( t 0 ~ 0 - 2 ) )  - 2  �9 (3.8) 

Dd/inition 3. On appelle bicaract~rist ique minimale  jo ignant  0 ~ go pendan t  le t emps  

s0, une bicaract6rist ique de moindre  act ion ayan t  ces propri4t~es. On note  Ss(0[g) la fonc- 

t ion d 'ae t ion  d6finie pa r  (3.4), (3.5) e t  (3.8). On a alors imm6d ia t emen t  pa r  les r emarques  

pr6c~dentes. 
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LEMME 4. (1 ~ Ss(0[g) est l'action minimale pour aUer de 0 ~ g pendant l'intervalle 

de temps s lorsque g=(z ,  t) est tel que ]z[ =0 ou t=O. 

(2 ~ Ss(0[g ) est une /onetion continue de g E H a et cUe est di//drentiable sau/ sur z = O. 

(3 ~ Pour g = (x, y, O) la bicaractdristique minimale allant de 0 ~ g pendant  le temps s est 

unique et c'est le segment de droite joignant 0 ~ g ddcrit h vitesse uni/orme pendant le temps s. 

(4 ~ Pour g = (0, O, t) une bicaractdristique minimale allant de 0 ~ g pendant le temps s a 

pour projection sur le plan xy  un cercle passant par  0 de rayon 4 -1VTrlt ddcrit une seule lois 

enti~rement d vitesse uni/orme et la projection sur le centre est quatre /ois l'aire balayge par  le 

rayon vecteur issu de O. II  y a une in/initd de telles bicaractdristiques minimales se ddduisant 

de l 'une quelconque d'entre cUes par  rotation d'axe t. 

Remarqne. Nous ne sommes pas encore en mesure de d6montrer que la formule (3.8) 

d6crit Faction minimale lorsque [z It :~0. Ce sera d6montr4 en 3.4. 

Dd/inition 4. On appellera point caustique de gEHa, tout point qui peut 6tre joint k g 

par plusieurs bicaract6ristiques minimales distinetes pendant un m~me intervalle de temps 

(voir [2] et [27]). 

Dd/inition 5. Fixons s0#0. On appellera coordonnfes bicaract6ristiques de g E H  a 

(de centre 0, relativement h s oet  k A~) les trois hombres (~, fl, v) E R a tels que T E [ - (2s0)-l~, 

(2s0)-t~] tels que la bicaract~ristique de param6tres initiaux (a, fl, ~) joigne 0 k g pendant 

l'intervalle de temps s o (voir [27]). 

L]~MME 5. SOit 8o=~0 /ixd. Le changement de carte bicaractdristique rips. : (x, y, t)-~ (a, fl, ~) 

est un di//gomorphisme de H a - ( ( 0 ,  O, t )/t E R} sur R ~ • ] -  (2s0)-l~, (2s0)-lxc[. Tousles  points 

du centre de H a sont des points caustiques de O. 

Preuve. Ells est 6vidente par les consid6rations pr~c6dentes. Un calcul 6vident montre 

que le jacobien de (I)so ne s'annule pas hors du centre. 

Nous u~iliserons enfin quelques propri6t6s variationnelles des syst6mes hamiltoniens 

de eourbes horizontales d6montr~es dans une situation plus g4n6rale dans [13]. Pour eela, 

on applique [13] au cas de la fibration triviale Hs-~C muni de la connexion d6finie en w 1.1. 

Dans notre situation, les rSsultats sont r4sum6s dans le Th6or6me 1 suivant, (dont la 

premi6re partie est d'ailleurs triviale). 

TH1~OR~ME 1. (1 ~ Les bicaractdristiques joignant 0 ~ g sont des courbes horizontales 

pour la connexion et l'action le long d'une bicdractdristique est dgale h l'dnergie de sa projection 

sur C. 
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(2 ~ Parmi routes les courbe~ horizontales C 1 par morceaux ~oignant 0 dtg pendant le 

temps s les bicaractdristiques extrdmalisent l'dnergie de leur pro~ection sur C. 

Cela signifie en particulier que le probl~me variationnel horizontal associ~ est le 

probl~me de minimiser I'~nergie d'une courbe de la varidtd de base sous la condition de 

Lagrange que son relbvement horizontal est fixti dans le fibr~. Ce probl~me semble non 

dtudi4 et nous verrons au w 5 qu'il peut ne pas avoir de solutions dans la cat6gorie des 

courbes CX; il s 'apparente ~ un probl~me de contr61e optimal d6terministe. 

Remarque 1. Le phtnombne de caustiques prficfident n 'apparait  jamais en elliptique 

ou en hyperbolique : car les points focaux en elliptique restent toujours k une distance 

> 8 > 0  du point de d6part (k savoir le rayon d'injectivitfi de la m~trique riemannienne 

associ~e aux termes du 2nd ordre) et en hyperbolique on suppose toujours dans le pro- 

blbme de Cauchy que la propagation est r6guli~re pendant  un peti t  laps de temps (voir 

[2]). Ce ph6nom~ne de caustique semble g~n~ral en hypoelliptique (voir [13] et le w 5). 

Remarqur 2. Les caustiques et les bicaract~ristiques issues d 'un autre point 90 et H a 

sont obtenues par action du groupe d'Heisenberg g0 ~ gauche sur les caustiques ou bi- 

caract~ristiques issues de 0 d6crites ci-dessus. 

Remarque 3. On peut remarquer l'analogie entre la description des bicaractfiristiques 

et de la diffusion de A~ :dans  chacun de ces cas la projection en t de la trajectoire est dgale 

4 lois l'aire balay6e par le rayon vecteur issu de 0, d6crivant soit un cercle, soit le brownien 

standard dans C. Dans tousles cas, il s'agit d 'un rel~vement horizontal de courbes k travers 

une connexion (voir [24] pour le rel~vement des diffusions par une connexion). 

Remcrque 4. Notre dfifinition du changement de carte bicaract~ristique ne coincide 

pas tout k fair avec celle de Maslov [27]; Maslov utilise Faction elle mgme comme une des 

coordonn6es bicaract~ristique. Ici on voit que (g,),, ~)-* (a, ~, Ss(OI9)) est un changement 

de variables r6gulier hors du centre. Les coordonn4es bicaract~ristiques g6n6ralisent la 

carte exponentielle de la situation elliptique; contrairement ~ce cas, aucun point ne poss~de 

de voisinages off le changement de carte bicaract6ristique est un diff6omorphisme. 

3.2. Esthn~e de p .  pour s - - ~  + 0 

TH~OR~M~ 2. Dans le cas du groupe d'Heisenberg Hs, on a 

(1 ~ Si g = (z,O) 

p,(O, (z, O))N 2(2~t)-2 s-S'~ V3zt(2~')-~ exp ( -  ~t;---s) . 
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(2 o) sr g = (o, t) 

m [ ~t'l'1-2 
Ps(O'(O't))=(2(2s)')-l cxp (--2s) ( l  +exP ,--28/] " 

(3 ~ Si g= (z,t), on a alors si Iz] 4=0. 

p~(O,(z,t))=exp ( S'(O-]2z't)) •162 

oct on a posd 

(I)(t) = ~-~(2~)-s]2[sin ~(t~ -2) (sin ~(t~ -2) - -~( t~  -2) COS ~'(t~-2))-1]1/2 T(t~ -2) 

oct v(t) est la /onction introduite dans la dd]inition 2 du 3.1. 

(4 ~ En particulier dan8 tous le8 ca~ 

~.(o, (z, ~)) 
- l o g  ps(O, (z ,  t)) ,-, 2 

La d~monstration sera donn~e en w 3.3. Auparavant raisons quelques remarques. 

Remarque 1. Dans le cas elliptique, cette estim~e est d6montrfie par Varadhan (voir 

[33]); l~action classique est ~l~mentaire ~ calculer : ~crivons en effet A =�89 ~atj(~2/~x~xj)+ 
~b~(~/ax~) off (a~j)u est matrice sym~trique d~finie positive. Posons fJ=a u et (gij)t~ la 

matrice inverse de (fJ)u. Soit ds 2 =gu dx~dxJ qui est mStrique riemannienne associ6e ~ A. 

Alors A =�89 +Lv off A~8, est le laplacien riemannien duds  2 et Lv un champ de vecteurs. 

Un calcul $1~mentaire montre que le syst~me de Hamilton Jacobi associ~ au symbole 

principal de A (ou de �89 ) se traduit  par transformation de Legendre dans le fibr~ tangent 

en le syst~me d'Euler Lagrange des g6od~siques d u d s  z. Si p, qEM (variSt~f sur laquelle 

op~re A), Faction classique le long de la bicaract~ristique (=g6od~sique) minimale allant 

de p ~ q pendant le temps s n'est autre que l'~fnergie de la g~od~sique correspondant 

d~(p, q)/(28) off d(p, q) est la distance riemannienne selon le ds 2 de p k q. 

Remarque 2. Formellement, le r6sultat de la partie (4 ~ du Th~or~me 2 est naturel. 

En effet, utilisons un d~veloppement asymptotique pour s-~0 du p~ du type 

p,  = exp (-~v) [u o +su 1 + ...] 

et rempla~ons dans l'6quation de la chaleur en annulant s~fpar~ment chaque puissance de 

s. Admettant  que ~p est homog~ne de degr4 - 1  en s, on obtient l '6quation d 'Hamilton 

Jacobi ~/~8 +H(V~, VyJ) =0  donc yJ est une action. Cependant, nous sav0ns par le Lemme 
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4 de w 3.1 que Faction minimale n 'est  diff~rentiable sur aucun voisinage du point de d~part 

donc l '6quation d 'Hami l ton  Jacobi n ' a  pas de sens m~me localement. 

Remarque 3. Nous voyons d 'autre  par t  que la puissance de s qui apparai t  dans le 

terme dominant du d~veloppement asymptotique de P8 en facteur de exp ( -  ~$8) di//~re 

selon le point d'arrivde; en partioulier, si le point d'arriv~e est caustique de 0 (point de 

d~part), la puissance est s-~. Mais pour tous les  autres points,  la puissance est s -a/2 (i.e. la 

puissance qu'on obtiendrait  en elliptique sur un espace de dimension 3). Ce ph~nom~ne 

de changement de puissance de s n 'appara i t  jamais en elliptique au voisinage V off la 

puissance dominante de s est s -nm n ~tant la dimension de l'espaee. Molehanov [28] a 

cependant d~montr~ que aux points eonjugu~s et aux points de cut locus de m 0, la puissance 

n'~tait plus n~cessairement s -n/2 mais pouvait  varier selon la g~om~trie de l 'espaee des g~o- 

d6siques minimisantes joignant m 0 au point d'arriv~e en question. Ici c'est ce qui arrive. 

L'~tude du 3.1 montre que si le point d'arriv~e g n 'est  pas au centre de Ha, l 'espace des 

biearaetdristiques minimales allant de 0 ~ g est r~duit h u n  point. Au contraire si g est sur 

la caustique de 0 (i.e. le centre de Ha), l 'espace des bicaract~ristiques minimales allant de 

0 ~ g est un cercle. 

Nous verrons au w 5, que dans les groupes Nn.~ pour n>~4, il peut  arriver qu'il n ' y  

ait plus existence d 'une biearact4ristique rdguli~re minimisante joignant un point k un 

autre. 

3.3. Preuve du Th~or~me 2 

On utilise l 'expression de Ps donn4e au Th~or~me 1 de w 1.2. 

ler cas : g = (z, O) 

Dans ce cas l 'int6grale k 6valuer est 

s-~u exp L- \ - -~8 / t -huJ  du=2 s-hu exp \ -~slt-~u du 

, 
~ -- 2 shS-u (sh 2 u -  2u) 

u " 2 u ( s h u _ u c h u ) .  

Au point u =0, la phase -~(x  ~ +y~)(u/th u) pr~sente done un point critique non d~g6n~r~ 

(la valeur de la d~riv~e seeond~ de la phase y est - ( x  2 +y~)/3 qui vaut  - ( x  2 +y~)/2 et ce 
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point  crit ique est un max imum de la phase car (u/th u)' est pa r tou t  > 0  saul en 0). La  

mdthode du col donne alors ([5]). 

T - -  exp exp - sn u 28 tla-u 28 ] 2(xZ+y2) si s ~ 0 .  

2~me cas : g = (0, t). 

On a alors 
f+oo 

p,(0, (0, t)) = (2(2~s)~)-1 ~ivt~ vdv 
r exp \~-s] sh v" 

On int~gre sur le contour  Iv] = R ,  I m v > 0 ;  - R < R e v <  + R ,  I m v = 0 .  Les pSles sont 

ikrt (k>0)  avee r~sidu ( - 1 )  z ikzt exp (-(kztt/2s)),  

+~ [i'rt~ v dv _ ~2 1) k+l k exp \ ~ s ]  ~ -  ,~1 ( - exp - (knt/2s) 

d'ofi le r6sultat. 

3~me cas  : g=(z, t), [z[ t40 ,  t>O. 

On 6tudie alors l 'int~grale de Fourier  

exp i ' 22 2~ ~ 2 ~ d ~ = 2  exp $ x + ~  s h x  
2a  th  2~] s-ff 

(3.9) 

oh on a pos~ t = t'2 -2, s = 2a2 -2. 

On posera 

I ( s , t )=  f a  exp [! ( t x + i x  eoth x)] x(sh x)- l  dx. 

et  on utilisera une m6thode de phase stat ionnaire qui nous a ~t~ sugg~r~e par  A. Mellin 

e t  qui remplace une m~thode initiale beaueoup plus longue. 

LEMME 6. Lorsque s-~O+, on a 

o2 on a 

I(s, t) = exp ( - 8  -1 z(t) 2 (sin z(t)) -2) {s 112 ~(t) + 0(8)} 

~p(t) = v(t) (g sin v(t) (sin v(t) --v(t) cos v(t))-l) 1/2 

(3.1o) 

T(t) grant la /onction de la dd/inition 2 de w 3.1. 
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Preuve. On a 

I(8,0= fR  exp (is-l ~(x)) sXdh ; 

oh on a pos6 q~(z)~t'z + iz coth z. 

On a alors 

~o'(z) = t '  + i sh 2z - 2z = q~(z) _ iz s h  -2 z 
2 sh 2 z z 

sh z - z ch z 
~'(z) = i sh3z (3.11) 

Remarquons  que il existe un point  cri t ique imaginaire  pu r  de la phase  z = iT(t)puisque 

pr6cis~ment par  le calcul ci-dessus t = (2T( t ) - s in  2T(t))/(2 sin2T(t))* ~ ' ( iT( t ) )=0  et  que de 

plus ce poin t  est  non  d6g6n6r6 car q~"(iT(t))=i(sinT(t)--T(t)cosT(t))sin-$T(t)~Ocar 

t g u > u  sur [0, ~[  e t  que T(t) E[O, ~[. 

Au lieu d ' int6grer  sur R, on int~gre sur I m  z =T(t). On pose p ( x ) = r  + iT(t))-~(iT(t)), 

et  donc 

1(8, t) = exp  (8-1i~(iT(t)))J(8, t) oh on a pos6 (3.12) 

J(s, t) = f exp  (8 -1 ip(x)) (x + iT(t)) sh (x + i~(t)) -1 dx. (3.13) 
d 

Alors p ( 0 ) =  0, p ' ( 0 ) =  0, p"(0)~=0 d 'apr~s  ce qui pr6c~de. Posons pour  simplifier 

a(x) - (x + iT(O) (sh (x + iT(O) -1 

Admet tons  alors pour  un m o m e n t  le 

LEMME 7. I m  p(x) es$ [onction croissante de [x[ e~ de plus, il existe C > 0  avec 

I m p ( x )  >~ Clxl,(1 + Ixl )-1. 

Fin de Lemme 6. Ecr ivons  

Z(8,,)=~(-sloss,,,. f . - : s  lo. s),,. +~  
j - ( - ,  log,),,, exp  (is -lp(x)) a(z) dx + _ + f ( - ,  lo~ ,),,," 

(3.14) 

Utilisons alors (3.14) et  le fair  que a(x) est  6v idemment  int~grable sur R : alors 

r 
(-S lof 8) Ill 

J(8, t) = exp  (ia-z p(x) a(x) dx + 0(8). 
J -(-S log s) Ijs 

(3.15) 



ESTIMEES SOUS ELLIPTIQUES SUR CERTAINS GROUPES NILPOTENTS 119  

D'au t r e  pa r t  dans  la premiere  int~grale de (3.15) posons x =sl12x' : alors ip(sl12x')s-l~ 

i(p~(O)/2)lx'l z et pa r  cons6quent si s ~ 0  

I ;2 s -1/2 exp ( i s - lp (x ) )a (x )dx~( t ) ( s in  z(t)) -1 exp  i d~ 
d - ( - s  log s)t/* 

(3.16) 
et  done par  (3.15) et  (3.16) 

J(s, t) = s 112 T(t) (~ sin ~(t) (sin ~(t) - lr(t) cos ~(t))-l) '/2 + O(s) (3.17) 

d'ofi L e m m e  6. 

Uti l isant  alors (3.17), (3.12), (3.9), on a 

f R e x p  (S-'(i~t--2-'2~2~ coth 2~)) 2~d~ 1 sh 2 ~ = 2  exp [ -  �89 y,t)] 

• {(2sf/2 2-1[n sin ~(t2 -2) (sin ~(t2 -2) - ~(t2 -2) (cos ~(t2-2))-1] 1/~ T(t2 -~) + O(s)} 

eompte  tenu de l 'expression de p~, cela ach~ve Th6or~me 2. 

Preuve de Lemme 7. Ecr ivons  y = ~(t) pour  all6ger l '6eriture. On a alors t = (2y - s i n  2y) x 

(2 sin 2 y)-~ par  d6finition de ~ et  alors en ut i l isant  eet te  relat ion 

I m  p'(x) = I m  q~'(x + i~(t)) - (sh 2 x + sin ~ y)-~ [sh ~ x (sh 2 x -  2x) 

+ sin "~ y (sh 2x + 2x ch 2x) - y  sin 2y sh 2x]. 

Mais 2 sin 2 y - y  sin 2y =s in  2 y ( t g y - y )  >/0 sur ]0, z~[ d'ofi I m p ' ( x )  >~C (sh 2 x + s i n  2 y)-~x ~ 

pour  x >~ 0 oh C est  eonstante  >~ O. 

La  minorat ion de I m  p(x) r~sulte de eet te es t imat ion  de I m p ' .  

3.4. AppHeation b l'6tude des biearact~ristiques 

Nous sommes maintenant en mesure de d6montrer : 

T H ~ o R ~ ~ E 3. (1 ~ La  ]onetion S.(O]g) es$ Faction minimale pour celles de 0 ~ g pendant 

le temps s. 

(2 ~ Tousles points situgs hors du centre sont joints ~ 0 par une unique biearaetgristique 

minimale pendant le temps s. Done seuls les points du centre sont caustlques pour O. 

(3 ~ Le ehangemen$ de carte bicaractgristique dpa, (hors du centre) est exaetement celui qui 

associe ~ tout point g situ~ hoes du centre les param~tres initlaux de l'unique bicaractgristlque 

minimate joignant 0 ~ g l~endant le teml~s s o. 
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Preuve. Lorsque g=(z, t) eat tel que [z] + t # 0 ,  nous ne savons pas faire la d6monstra- 

tion direete du fair que (3.8) et w 3.1 est Faction minimale. 

Dans [13], il est montr~ que si s ~ 0  on a la limite 

- l o g  p~(0[g) < �89 inf E~@) (3.18) 

off l ' infimum porte sur les courbes C ~ par  moreeaux horizontales telles que y(0)=0,  ~(~) =~ 

et Es@ ) d~signe l'~nergie de la projection sur le plan xy d'une telle courbe. Comparant  ce 

r~sultat (3.18) au calcul du Th~or~me 2, nous d~duisons 

~.(0[~) < �89 inf E~(~) 

d'oh le r~sultat en utilisant le Th~or~me 1 rappel~ en w 3.1. Tout le reste est ~vident par les 

r~sultats de w 3.1 (Lemme 4 et 5). 

Remarque. La preuve de (3.18) est enti~rement probabiliste. 

w 4. Cas des groupes nilpotents d'ordre 2 

4.1. Alg~bres de Lie nilpotentes iibres d'ordre queleonque 

D~/inition, fl est une alg~bre de Lie nilpotente stratifi~ie d 'ordre r si on peut  ~erire 

g = V I | 1 7 4  ... |  off V~ sont les sous espaees vectoriels de g avee V2=[V1, V1], 

Va=[V 1, V~] ... Vr=[V1, Vr-1] et [V1, Vr]=0  et [V~, Vj]c  V~+ s et on dit que fl est nil- 

potente libre d 'ordre r si en plus les seules relations de liaison entre les crochets suceessifs 

sont eelles pr~vues par les identit~s d 'antisym~trie et de Jacobi (voir [30] et [31]). 

En particulier, toute alg~bre de Lie d 'ordre r e s t  quotient d 'une alg~bre de Lie nil- 

potente libre par  l'id~al des relations suppl~mentaires v~rifi~es par  l'alg~bre consid~r~e. 

Dans ce w 4, nous consid~rerons essentiellement le eas r = 2. Alors g = V1 G V2, V2 = 

[V1, V1], [V1, V2]=0, [V 2, V2]=0. 
Formellement, si N e s t  groupe nilpotent d 'ordre 2 stratifi~ simplement eonnexe et si 

A est son laplaeien hypoelliptique naturellement associ~ A = ~7-1 I:~, off i:r~ eat la d6riv~e 

selon le champ Y,, YI ..... Y, 4tant une base orthonormale de la partie V 1 de ~,  il suffit 

d'~tudier A sur le groupe n i lpo ten t /~  libre assoei~i et de passer du quotient l '~tude ainsi 

fair modulo le sous groupe distingu6 d e / ~  engendr~ par les relations suppl~mentaires qu'on 

trouve dans N. Ceei est assez formel et en pratique le passage est malcommode. Nous 

noterons ~n. ~ l'alg~bre nilpotente libre d 'ordre 2 et k n g~n~rateurs, i.e. ~ .  9. = V1 | V2 off 

V 1 est de dimension n engendr4 par  X 1 ... .  , Xn et V2 est l 'espace vectoriel engendr~ par  les 

[Xt, Xk],<~ que nous noterons Xtk. Nous noterons N~., le groupe simplement eonnexe 
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d 'algbbre ~/n.~. Nous noterons A..~ = ~ - ~ - 1  J~2X i son laplacien associ$. Consid~rons alors la 

carte exponentiel le de N~. ~ qua nous noterons  

(u~, u~)~<,~ -+ exp u ~ X ~  . 
l~<l~n  ~t 

On pose a~ =a/Ou~, O~ =a/au~ si i <k .  

LEMME 1. Dana la carte exponentielle, on a 

Cx, = O, + �89 ~. Uk~k, -- ~ Uk~,k ) (4.1) 
k<f k>t  

~x~ = O~k (4.2) 

f f k<f k>f 

+ t 2 (  2 u~u, Ok, O,+ 2 UkU, O,kO,,--2 Y. UkUtO~,O,,) (4.3) 
f k, l<f k.l>t k<f 

l> |  

Preuve. Lisant  [ en coordonnfie exponentielle,  on a 

(CxJ)  (u,, u,~) = d t t_0/(exp (~  u j X j  + j<k ~ ujkXj~,) exp (/X,)). 

L 'exponent ie l le  dans  [ est  pa r  Campbel l  Hausdorff .  

exp [(t + u,) x ,  + y u, x ,  + 2 u,,, x,~ + �89 ~ tu, x, ,  - �89 ~ tuj x,,]. 
##I t<k  t<t  ./>I 

4.2. Diffusion de An. z et solution fondamentale de l~quation de la chaleur associ~e 

L E M M E 2. La di//usion de g~ngrateur in/init~simal �89 2 lue dana la carte exponentielle, 

issue de 0 est le processus g(t) = (ut(t), u~k(t))~<~ ou ux(t ) . . . .  , un(t) sont n browniens r~els standards 

indgpendants et ou l; 
~z(t) = ~ (ukduz(s) - uzduk(s)). 

Preuve. La project ion sur Vx de la diffusion eherehge est  le proeessus de g~n6rateur 

infinitesimal �89 ~L1 OF, done est  le brownien s t andard  de R n. Ensui te  ealeulons les aeroisse- 

ments  stoohastiques infini t~simaux de u~, Ukl et  caleulons leurs produits;  on a : 

du ,du ,  -~ --�89 si l > i 

du~du~ = �89 si k < i 

dukz du, ,  = �88 ( uk u ,  (~l, - uz u,(~, - u, uk On + ul u, ~k ,) ds. 



122 B. OAVSAV 

Dans les deux premiers eas, on trouve bien la moiti6 du coefficient de ~t~tt dans An.~. 

Dans le troisi6me cas par  exemple, si l = s = i ,  k:#r<i,  on trouve que du~durs=4-~uuu~ds 

ee qui est bien la moiti6 du coefficient de O~t~rt si k # r < i  (car il y a deux tels termes dans 

A,,2). Si l=s=i ,  k = r < i ,  alors duudur,=du~t=4-~(u~+u~)ds ce qui est exaetement  le 

coefficient de ~k~; par  cons~quent, utilisant la formule de ItS, si / est C a, on a 

(d/) (goCt)) = ~ (s (g~(t))du,(t) + �89 f) (go(0)dt 
t = l  

co qui montre qu'on a bien le g6n6rateur infinitdsimal �89 ~. 

Remarque. Par  rapport  au (3.1), les normalisations dans le cas de Ha=N~.z ne sent 

pas les m~mes. 

Soit maintenant  l '~quation de la ehaleur 

s d~signant le temps (s~>0) et soit ps(0[g), gEN,~,~, la solution fondamentale de eette 

~quation de p61e 0. On a par  d~finition que 

ps(O [ g) dg = Prob o (g,(s) e dg) 

off dg est la mesure invariante de N,.  ~ (produit dumdum) et ps(0[g) est la solution fondamen- 

tale du probl~me de Cauchy parabolique. Faisons une trans/ormation de Fourier euclidienne 

sur ~/,. ~ et notons zq, ~ t  les variables duales de variable u~, UkL. 

Notons u =(u 1 ... u~), [u]Z=~.7_~ ]u,]2; A d6signe la matriee antisym6trique dent  la 

partie situ6e au dessus de la diagonale prineipale est form~e des ~kt (k</) .  Si X est une 

matrice antisym6trique d 'ordre n, u un veeteur de R n on peseta : 

On a alors : 

T H f~ 0 R ~ ~i ~ 1. La transform& de Fourier euclidienne de ps(O ] g) est donnde par la/ormule : 

ps(0, .) (~,  ~,~) -- ( 2 ~ )  -"t2 e x p i  o g u j - l u l ~  +~ [A . 2s ] k-1 [-[ %!~,~,~ u I/du o~t du = ~-~ duf. 
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Preuve. On calcule comme en 1.2 

A ) 
ps(O,.)(ai, a~t)=Eo exp ~tu~(s) XEo(exp[i~lu~t(s)]lut(s ) donnds l ~ i ~ n )  

de sorte qu'il suffit de calculer la loi conditionnelle 

E 0 (exp [i ~ ~.,(s)]lu,(s) donnfis si 1 < i ~< n) 

en u tilisant encore la m6thode de Paul L6vy ou de M. Kac ([ 17 ], [ 18]); pour cela reprfisentons 

les n browniens standard ind6pendants en s6rie de Fourier convergente k coefficients de 

variables gaussiennes ind~pendantes, i.e. nous posons 

t~ (t) +~ 1 
ut(t) = V2~t~+ .-1 ~ ~ - ~  (~)(cos n t -  1) + ~',0 sin nt) 

et conditionnons par  la valeur ut(2~z)= Ut fix6 s l ' instant  t =2z .  (Le conditionnement par  

un temps final quelconque s 'obtient  Svidemment par renormalisation.) Ici les ~ )  et les 

~ o  sont des variables gaussiennes centr6es normales toutes indfipendantes deux ~ deux. 

Pour k < l, nous avons alors : 

= ~ ~ E~'(~ ''- r V~)- ~>(~'~,- r r %:(2~t) 

et done puisque u~(2~t) = Us donn6, ~(~)= Ut/I/-~ est certaine dans ce conditionnement, 

done 

n~'~l 3'$ 

et 

Eo(exp (i ~ ~kiUk~(2~)) I U~(2~) = Ut) 

+oo ~ U k  

parce que pour n~=m les termes sont ind~pendants (et par suite, le produit infini converge 

de facto). Nous regardons done chaque terme du genre 

in=Eoiex p i [ ~ , ,  [~(~,[~(,, Ul ~t) l lz'(lO ty,, 

t 
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et nous remarquons  qu'i l  n ' y  a plus s condit ionner (route l ' information conditionnelle 

~tant  6puis6e par  les ~(o remplae6 par  UJl/~). In t6grons  d ' abord  en ~(n ~). Posons ~'(0 = 

~,(o _ U(t)zt-~/u (en oubliant  les indices n sous les ~) et posons/~k = ~ , e  a~t ~'(~) - ~<~  a~ ~'('). 

Alors on a 

Appelant  A la matrice ant isym6tr ique don t  les part ies au dessus de la diagonale principale 

est formfie de ~r si k < l, on a 

/x~ = (A~" [A~ ") = - (A~CIC). 

~" d6signant le vecteur (~"('))z. 

Posons B=n-2Ag; on calcule E (exp �89 ]~")) i.e. 

In = (2~) -n,2 fR" exp �89 - (~" - U~-'~I~ " -  Un-'2)] d~" 

=(2~y'/2 exp (-- l~--~l~) fI~ exp �89 

Appelons Z un vecteur  gaussien de covariance K e t t  un  vecteur  certains; on a ~videm- 

ment  
E (exp - (Z It)) = exp ( - (t I E(Z)) + �89 (tlKt). 

La formule pr~c~dente donne le ealcul de In car nous avons exactement  l 'esp~rance 

de e x p - ( Z I t  ) off t =  - ( u / V ~ )  et Z e s t  le vecteur gaussien de covariance ( I - B )  -1, cette 

esp~rance ~tant multipli~e par  (2~t) nj2 Ud~t ( I -  B) -1. (Ici on remarquera  que A ~tant anti- 

sym~trique + n ne saurait  ~tre valeurs propres et par  suite 1-4-(A/n) sont  inversibles done 

(I - (A/n)) (I  + (A/n)) = I - B e s t  inversible) d'ofi on t rouve 

I .  = r  ( i -  

Ici d~t ( I -  B ) =  (d~t ( I -  (A/n))) 2 car A est ant isym~tr ique et par  consequent 

E0(exp i ~ k ,  uk,(2zt)lu,(2:t)=u,)= 1-I ~, n '  u 
rt--1 

avee les notat ions donn~es avan t  l'~nonc~ du Th~or~me 1. Le produi t  infini converge 

n~cessairement de par  la d~monstrat ion m~me. 
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4.3. R~duction du calcul des solutions fondamentales 

(a) prdliminaires d' alg~bre lingaire. 

Comme au 4.2, soit A la matrice antisym~trique ayant  les u~ comme ~l~ments au 

dessus de la diagonale principale. I1 existe une transformation orthogonale C2 de l 'espace 

R" telle que on ait t~A ~ = P  oh P e s t  la matrice antisym4trique form~e des blocs diagonaux 

2 •  

0 2~-~ 1 ~ k ~  ~ s i n  est pair 
-- e2k-  1 

et 1 < ]c ~< [n/2] si n est impair, le dernier bloc ~tant dans ce cas la matrice 1 • 1 r~duite ~ 0; 

t ous le s  autres ~l~ments de I sont des 0. Enfin les P ~ - I  sont des fonctions alg~briques 

simples des ~z. 

(b) calcul du noyau de la chaleur 

TH~OR~ME 1. Le noyau de la chaleur dg/ini en w 4.2 vaut 

f R  In/2] p~(O;uz,u~z) (2~)-8~/2-(2)8 ~ -~/2 exp ( - i  Z ~ezukz) 1-I qJk(s,A,u) 1-I dakz 
k < l  k - 1  k < l  

oi~ on a posd 

8 ( 8 ) - 1  { [(tC2u)~k_l+(tC2u)~k]S_psk_lcothSP } Tk(s,A,u)= ~P2k-1 sh ~P2k-1 exp -- 28 2 ~ 2k-1 

P2k-x et f2 grant religs ~ la matrice antisymdtrique A par la r~gle dg/inie ci-deasus. 

Preuve. Dans la formule du Th6or~me 1, le seul probl~me est d'effectuer le produit 

infini. On a en introduisant ~ de force dans chaque facteur, avec les notations du (a) 

v .  / e x p  8-1  _ l u l  s + 1 - 2 " k /  

Mais 

et (I - (s2P2/(4~2kS))) -1 est la matrice diagonale dont les ~l~ments diagonaux sont 4~sk s • 

(4~ ~ k s + s~P~t_l) -1 d'oh aussitSt le calcul 
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s S p  . �9 (, x exp [ \  2s ( t~u)~)  - ~ P ~ - I  

ce qui ach~ve Th~or~me 2 par  inversion de Fourier  en t enan t  eompte de l 'or thogonali t6 

de ~ .  

Ca,* particulier s imple:  pour n =3, posant I~1 ~ = ~ < ,  ~,, on a alors 

,--/~ 1-~1~1 eoth ~1~1 d~,. 

4.4. Solution fondamentale des opSrateurs A ,  2 

Soit g(0; uk, ukz) la fonction de Green globale pour  l 'op~rateur �89 i.e. la solution 

�89 ~ g(0, �9 ) = ~o. 
On a alors : 

COROLLAIR~. 1. Pour tout n, g(0, .) existe et eat donnde par 

�9 g(o, ) = p,(O,. ) ds 

l'intdgrale dtant absolument convergente. 

Preuve. Pour  n = 2, eela a ~t~ vu en w 1.3 et on retrouve alors la solution de Folland par  

une quadrature  explieite. Pour  n >~ 3, la diffusion de �89 2 n 'es t  eertainement pas r~currente 

parce que la projection sur V1 qui est un brownien n-dimensionnel s tandard  ne l 'est d6jk 

pas. Par  consequent l 'int~grale ~r176  , .)ds converge absolument  et l ' interpr~tat ion 

des fonctions de Green comme temps de s~jour ach~ve la preuve du Corollaire. 

On d~duit alors par  un calcul ~l~mentaire 

COROLLAIRE 2. La  solution/ondamentale de A,.~ de pdle 0 est 

n n In/2]  

[ ( • - i ~ :ok, uk, + k ~  B~ 1-I da~, 
L \ k < l  k<l  



o~t on a posd 
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A~ = �89 + (t~u)2~) ~ - ~  coth ( ~ : ~ ) .  
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4.5. Analytieit6 des solutions fondamentales 

COROLLAIRE 3. Pour s>0 / ixg ,  la solution/ondamentale de l'dquation de let chaleur de 
A~. ~ est analytique rdeUe en g ~ N~, 3. 

Preuve. Faisons la pour simplifier r6criture dans le cas du groupe d'Heisenberg du 

w 1.2. On avait  

p~(O; 2,t) = s-~ fR~(Sh z)-l exp ( s - l ( ~ - -  ,~ eoth ~) ) d~ 

oil ~ = �89 ~ I z~ ]~. Un calcul direct donne 

++, 

w 5. Propagation, problemes variationnels horizontaux associes et quantification 

5.1. Alg~bres de Lie stratifi~es radiales et r6duetion des eourbes 

D~/inition. Soit 9= Vx| ... |  une alg/~bre de Lie nilpotente stratifi6e avec sa 

stratification V1 ... Vr, [V+, Viii_ Vt+j (voir w 4.1). Soit n = d i m  V 1. On dit qu'elle est radiale 
si on peut trouver une repr6sentation p : SO(n)--,End fl ~ valeurs les homomorphismes 

d'algbbres de Lie, qui respecte la stratification. 

L E M ~ E 1. Toute alg~bre N,. ~ est radiale. 

Preuve. ]~vidente, identifiant Nn.~ = V1 | V2 avec V~ = [ V1, V1] et Vt ~- R n, on d~finit 

p(~) ,  ~ESO(n), en prenant pour action sur V1, la repr6sentation canonique R de SO(n) 
sur R n. (i.e. (R(~)u)l=eo+tut. Si ~=(o~tj) et pour action sur V2, la reprfisentation /~z R 

de sorte que 

( A 2 R(~) u)~ = ~ (w~ to+to- wkq tozr) %q. (5.1) 
p<q 

Remarque. Ce lemme est vrai pour toute algbbre de Lie formelle ~ n g~n6rateurs. 

Notations. Nous prolongerons enfin la repr6sentation p dfifinie au Lemme 1 ~ N., ~ • 

* ~,2" N~.~ de la fa~on suivante; soit (~, ~z) la coordonn~e d'un point de N* On fair agir 
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p ( ~ )  sur le fac teur  N~.~ comme ei-dessus au L e m m e  1 et  p ( ~ )  sur le fac teur  * N~. u pa r  les 

formules 

(p(~) ~)~ = o~$~ 

(p(~) ~)~ = Y~ ( ~  o)t~- ~ o~) ~ .  (5.2) 
p.::q 

Etant donnd un point (u~, u~z, ~ ~, ~kl ) E N~. 2 • N* 2 on appelera rdduction de ce point, un point  

(v~, v~, ~ ,  z]~,) tel que p ( ~ )  (v~, v~z, ~h, zl~z) = (u~, u~, ~ ,  ~ )  pour  un ~ ~SO(n) et  tel que la 

mat r ice  ant i sym~tr ique  form~e par  les (~)~<~ au dessus de la diagonale principale soit  

formfie de blocs d iagonaux comme ceux d~crits en 4.3 avec Pn-1 ou P n _ 2 # 0  (selon la paritfi 

de n) et  les seuls Pz nuls se t r o u v a n t  cons~cut ivement  avan t  P,_~ ou P,_~. 

De m~me 6tant  donnfi une courbe de N ,  ~ • N* d '~quat ions  paramStr iques  (ut(s), 

u~(s), ~(s),  ~t(s))  avee  ~ ( s ) = c s t e  ind6pendante  de s, on appellera dquations rdduites de la 

courbe d'dquation (v~(s), v~(s), ~h(s), ~ )  avec 

p(~) (v,(s), v,,~(s), ~,(s), ~ )  = (u,(s), u,A8), ~(s), ~,,~). 

~tant  ind6pendant  de s e t  ~/~t 6 tant  comme pr6c~demment .  

Enfin la matr ice  or thogonale  ~ ,  r~duisant  un point  de N..~ • N*.~ est  d~finie modulo  

la mult ipl icat ion ~ gauche par  un 616ment T du tore max imal  Tin/2] de SO(n). 

5.2. IntSgration du syst~me des biearaet$ristiques de A.2 

L'hami l ton ien  de A., ~ est donn~ par  

2H = ~ ~ + Y ( Y u~ ~,  ~, - ~ uk ~,~ ~,) + ~ Y~ ( Y u~ u, ~,  ~,, 
Z~l | k < l  k> t  | k , l<Z  

+ Y~ u ~ u ~ , ~ . - 2  Y u~u~k,~.) 
k . l > f  k < |  

l>|  

(5.3) 

En particulier,  eomme  H est  ind6pendant  de ukt, on a que ~kz est  une constante  du 

mouvement .  D ' au t r e  pa r t  on dfiduit de (5.4), (5.5) 

k<[  k > t  

p > h  p < k  p < l  p > l  

(voir (3.3)) off les ~t, ~t~ sont  les coordonn4es duales, i.e. les coordonn6es de la fibre de 

T* N.,~. Les 6quat ions d ' H a m i l t o n  Jacob i  s '6cr ivent  comme d 'habi tude .  

e ,  = H~,, ukt = H~.,, ~k = - H u  k, ~kt = - Hu~. (5.4) 
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c'est-s tr ivialement en comparant  avec (5.3), (5.4) s'6crit 

~ ,  = �89 (5.6) 

d'ofi aussit6t, on a, ce qui est g6n6ral en hypoelliptique ([13]). 

L E ~ ~ E 2. Les bicaractdristiques de A,. ~ sont des courbes horizontales pour la connexion 

dg/inie sur la /ibration triviale ~ , .  ~ ~ R n par les champs s E~, comme champs horizon- 

taux. 

Preuve. I1 suffit de voir que (5.5) d6finit une courbe horizontale. Or si (u~(t) ... u,(t)) 

est chemin de R ne t  u~z(t) un rel6vement k Nn. ~ on peut  6crire : 

u 8 

d'apr6s l'expression des Ix, ,  d'oit A~ = ~  et le coefficient de 8/8u~ est ukz = Bkz + �89 

A~ul) =Bkz+�89 La condition d'horizontalit~ 6tant Bkl=O, on conclut. 

Par  suite l 'int~gration du syst6me d 'Hamil ton  Jacobi consiste seulement ~ effectuer 

ie~=H~,,$~=--Huk. Notant  toujours A la matrice antisym6trique dont  les 616ments au 

dessus de la diagonale principale sont �89 on peut 6crire le syst6me pr~c6dent sous la forme 

matricielle 

() = �9 

Notons toujours ~ la matrice orthogonale ayant  les propri6t6s de 4.3, P~-x  les fone- 

tions alg6briques introduites alors et intervenant dans / a  rgduite P de 2A. On a : 

0 

~0 t ~a/~ A S I - A  ! ~ - V I  - ~ / "  
Posons 

~ 0 1 t a  ! ~,: alo~ 

9 -  772904 Acta mathematica 139. Imprim6 1�9 14 Octobre 1977 
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Dans ees conditions, les 6quations (v~(*), vkl(s ), ~(s),  ~ l )  sont les 6quations r6duites de la 

biearaet6ristique de d6part au sens de 1, i.e. 

p ( ~ )  (v,, v~, ~, ~ )  = (u .  ukz, ~ ,  ~k~) 

et il suffit done d'6tudier ces 6quations r6duites. 

l e t  c a s n  = 2v eat pa i r  

Dans ce cas il est manifeste que le 4v 6quations du systbme r6duit se sdparent en v 

groupes de 4 6quations, ehaque groupe ayant  la forme 

i~2~_1 = _ p 2 ~ _ l v ~  + y ~ _ l  ' i72k_1 = _p2~_1 v~k-1 --P~k-l~2k 

~)2k = P z k - l v ~ - I  +~7~, il2k = - - P 2 k - 1  V2tc +P2k-X~2k-1 

et ce syst~me est alors eelui du groupe d'Heisenberg int6gr6 au 3.1 (off on posera 2v0 = 

(a) Si P~k-1 = 0, on obtient 

~2k-1 = ~ ,  ~2~ =fit  (5.7) 

V2k-l(8)=iXk 8, V2k(8)=~k 8, V2k-l.2k(8)=O 

(b) Si P2~_x =~0, on obtient 

v2~_~(s) = 28~ (cos (2P~_~s) - I) +27~ sin (2P~_xs) 

v2~(s) = 2 ~  sin ( 2 P ~ _ t s ) -  2/5~ (cos (2P2~_xS) - 1 )  (5.8) 

~2~_x(S) = -2a~P~_x sin (2P2~_,s) + 2/~P2k_~ (COS (2P2u4s) + 1) 

~ ( s )  = 2~z~P~_ 1 (1 + cos (2P~_~s)) + 2fl~Pz~_~ sin (2P2~_18) 

~_~(0)  W~(0) 
et fl~ 4 P ~ _ l  ~ 4P2~- 

O~_t.2~(s) = 4(a~ + fl~)P~k-~ (1 -- cos (2P~_lS)) (5.8) 

On peut 6crire de m6me v~_x.z~, Vzk.~. ~ (ee que nous ne ferons pas pour le momen t )pour  

P2~-I et P2~_I*0. 

2nd cas : n = 2v + 1 est i m p a i r  

Alors les 4v + 2 6quations du syst~me r6duit se s6parent en v groupes de 4 6quations du 

type pr~e6dent et 2 6quations triviales suppl6mentaires pour v, et 7,  k savoir /?~=0, 

~, =~.. soit ~ ( s )  =~/~(0), v~(s) =~,(0) .  s. 
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5.3. Caustiques de 0 dans N~.z et non existence de la solution du probl~me variationnel 

( a ) R~ductions prdliminaires 

Soit s 0 ~ 0  fix~, (u ~ u~ 0) et  cherchons les bicaract~rist iques jo ignant  (0, 0) 

(u ~ u~ pendan t  l ' interval le  de t emps  s 0. Soit (u~, u~,  ~ ,  ~ t )  une telle bicaract4rist ique; 

il existe alors une matr ice  or thogonale  ~ S O ( n )  tel que t ~ : ~  air la forme habituelle,  

de sorte que tou t  revient  ~ dtudier l '~quat ion rdduite de ta biearaet~rist ique (v~, v~, ~]z, ~ )  

qui joint  alors (0, 0) ~ (v ~ v~ pendan t  le t emps  s o d'ofi p(g2)(v ~ v~ = (u ~ u~ Les para-  

m~tres dont  d~pend une bicaract~ristique, i.e. les coordonn~es bicaract~rist iques sont les 

(~)a<~, ~ et  fl~. Nous supposerons ici u ~ = 0 pour  tou t  ]c et  nous ~tudierons done la bicaract~r- 

istique r~duite al lant  de (0, 0) ~ (0, v~ N o t a n t  V ~ la matr ice  (v~ au dessus de la 

diagonale principale, on a 

~ V  ~ ~ --- U ~ (5.9) 

Ici  ~ = ~(~) et  cette relation prdc~dente impose des condit ions sur ~, lorsque V ~ est  connue. 

(b) Conditions de quantification (cas n =2v pair) 

Les conditions de quant i f icat ion sont  ici donn6s pa r  le fair  que v~(So)=0. Cela impose les 

conditions suivantes  

(i) ou bien ~k =fl~ = 0  et  alors il n ' y  a pas  de m o u v e m e n t  %k-i, %k. Cela est  n6cessaire 

si P2~-I =0.  D 'aprbs  (7). Si P2k_l#0,  on peu t  imposer  cet te condition. 

(ii) ou bien on impose Pz~-I =~/So, auquel  cas ~k et  7k sont  libres d 'apr~s (5.8). 

Dans ces conditions, les vkl p rennen t  une forme remarquable .  Un calcul t r ivial  mon t re  

que on a en cffet en posan t  P = ~/%, 

~)zk-l.~z = 4(r162 +flkfll) P (1 --COS (2Ps)) 

~)2k-l.~-x =~)~.z~ = 4(Xk/?l- ~f lk)  P (1 --COS (2P.~)) 

(5.10) 

En effet eela est  ~vident  si l 'un  des indices k ou l e s t  tel que ak =ilk =0 .  Si m a i n t e n a n t  

les deux indices k ou 1 sont tels que (:ok, ilk), (az, fit) sont  s priori  quelconques, Mors Pzk-1 = 

P2z-1 =~/So et  le calcul de v~z se r~duit  ~ (5.10) 

E n  part iculier  in t~grant  (5.10) et  p r enan t  la valeur  en s o en t enan t  eompte  de P =~/so, 
o n  a 

v~ = 4(~k cr +flkfl ,)g (5.11) 

V0k-,.2,_l = V0~.2, = 4(akfl , - a ' & ) ~ .  
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Etudions  m a i n t e n a t  le rang de la matr ice  ant i sym6tr ique  V ~ a y a n t  les v~ au dessus 

de la diagonale principale. C'est  une mat r ice  2n • 2n form$e de blocs 2 • 2 du type  Bz~ 

avec pour  k ~ 1 

et  si l<k,  fl~= -B t~  et  dSt B~=(~+f l~) (~ t~+f l~) ,  de sorte que le d6 te rminan t  de V ~ est  

le d6 te rminan t  de la mat r ice  v • u, (d~t B~)~. ~. 

Dans  la k ~ ligne de eet te matr ice,  on peu t  me t t r e  en faeteurs  (:r et  on ob t ien t  

alors la ligne 

(~ +r~), (~ +~) ..... (~ +r~) 

done le d6 te rminan t  est  nul. P a r  suite V ~ est  de rang 2 ou 0 su ivant  qu ' un  des couples 

( ~ ,  fl~) est  diffSrent de  0 ou non. P a r  consequent  on d6dui t  le l emme suivant ,  puisque 

U O = t ~ V ~  

L ~  3. Les points (0, u~ tels que le rang de la matrice U ~ avec les u~ soit > 2, 

ne peuvent pa8 dtre joints ~ (0, 0) par une bicaractdristique de An. ~. 

Supposons maintenant le rang de U ~ exactement ggal ~ 2. 

Soit ~ > 0 et ~1 orthogonale  avec 

(5.12) 

~ eat toujours  d6fini k la mult ipl icat ion ~ droite pros pa r  un 61~ment du tore m a x i m a l  

T v de SO(n). Posons dans  (5.11), ~12 + fly = 0, ~k = flk = 0 si k > 1, P1 =xr/so d~fini pa r  quant i f ica-  

tion, P ~ - I  arbi t ra i re  si k > 1, V ~ la mat r ice  d'~16ments v~ d6finis par  (5.11). Alors pa r  le 

ehoix de a~ e t  pa r  (5.12}, on a 

~1 V~ t~ l  = U~ (5.13) 

Posons alors 

= f21 oi~ les vt sont  d~finis pa r  (5.8) (5.14) 

n n 

avee ehoix des ~ ,  Pt ,  ~ precedents .  Alors (ul(s), ukz(s)) sont  les 6quations d 'une  biearaet~- 

rist ique d '6qua t ion  r6duite (v~(s), v~(s)) jo ignant  (0, 0) ~ (0, u~) pendan t  le t emps  ~0, les 

~k~ de cet te  bicaraet~rist ique sont  donn6es par  
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ts El2 x = P (5.15) 

oh P(~) est la matrice antisym~trique formic de blocs diagonaux 2 • 2 du type 

( o )  n 0 P - 1  l~<k~< ,~ 
- P 2 ~ - I  

assoei~e ~ .~. comme en 4.3. 

Comptons le nombre de param~tres dont d~pend cette bicaraet~ristique : il suffit de 

compter le nombre de param~tres pour la biearact~ristique r~duite, elle d~pend d 'abord 

d 'un param~tre, l 'argument  de ~a+ifl~, et des v - I  quantit~s arbitraires Pa ... P~,_a et 

enfin de l'41~ment de T" modulo lequel ~1 est d4fini; or si on multiplie ~x par  un ~l~ment 

T de T" ~ droite, eela ne change par E h cause de (5.15). Maintenant posant T ~ T" &angles 

de rotation 0 x ... 0,, on a par (5.14), (5.8) et les valeurs calcul~es de ~ et ~ que 

(V 1 ... V,) t T  = (Vl, v2, 0 ... O) 

off v~ et v~ sont donn~s par (5.8) mais avec :q +//31 remplac~ par  e-~~ 1 + ifll ). Done l 'action 

d 'un ~l~ment T E T ~ n 'ajoute pas de param~tres nouveau dont  nous n 'ayons pas d~jE tenu 

eompte. D'autre  par t  P3 .. . . .  P~,-1 n' interviennent plus de fa~on explicite dans les ~quations 

r~duites v~, done dans les ~quations u= de la bicaraet~ristique. Par  suite, la biearactSristique 

d~pend de 1 seul param~tre continu, l 'argument de =z + ifl~, &off. 

THI~ORi:M~. 1. Si  la matrice antisymgtrique U ~ /ormde avec les u~ est de rang >2,  

il n'y a pas de bicaractdristiques joignant (0, 0) ~ (0, u~ si cUe est de rang 2, l'ensemble des 

bicaractgristiques joignant (0, 0) ~ (0, u~ pendant l'intervaUe de temps s o dgpend d 'un seul 

angle 0oET. En  particulier, les points (0, u~ avec U ~ de rang 2 sont caustiques de 0 pour 

An, 2. 

(c) Conditions de quantification (cas n = 2~ + 1 impair) 

Dans ee cas le raisonnement precedent se modifie l~g~rement : la biearact~ristique r~duite 

doit aller de (0, 0) ~ (0, v~ pendant  le temps s oet  on doit done avoir vz(so) =0. Cela impose 

done les m~mes conditions qu'au b) ci-dessus sur vk pourvu que k ~< 2v et la condition v,(so) = 

0. Or d'apr~s l 'int~gration des bicaraet~ristiques faite au 2, on a v,(s)=~ns,  &off on doit 

avoir ~n = 0, la matrice V ~ form~e par  les v~ est alors la matriee V '~ bord~e E droite par 

une colonne de 0 et en dessous par  une ligne de 0 oh V '~ est la matrice antisym~trique 

2u • 2v form~ par les (v~z)k.l~2~ dorm,s exactement par (5.11). Donc V ~ est toujours de rang 2 

(si l 'un des couples (a=, fli)~(0, 0)) et Lemme 3 s'~nonce exaetement de la m~me fa~on 

qu 'au b). 
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(d) Calcul de l'action 

Consid6rons une bicaract6ristique (uz(s), uz~(s), $~(s), ~ ) .  L'act ion de cette bicaract6ristique 

parcourue de 0 g s o est 

S~o = ~du~ + ~ ~ du~t . (5.16) 
= k < l  

Faisons agir la repr6sentation p de SO(n) sur N~.~ • N~.2. 

Alors Faction est invariante par action de p. Pour la calculer nous pouvons donc 

supposer que nous avons affaire aux 6quations rdduite8 de la bicaract6ristique, donc que 

~l~q =2P2k-1 si (p, q) = ( 2 k -  1, 2k) (6ventuellement est 0). (Ici le facteur 2 est introduit parce 

que dans la r~duction du 2 ci-dessus, ~ correspond g 2P. Car nous avons r~duit la matrice 

A formd par les (~t/2)~<~.) Par  eons6quent, on a par (5.8) 

fv~< q ( ~ P~ 'o~ ~ (2P2k-1 (s))ds ~.qd%q = 8 jk~__ 1 2k-1~ k ~- ~k2) ( 1 - c O s  

expression valable pour tout k <v, m~me si Pzk-1 =0. 

De m~me pour les autres calculs, d 'oh au total dans le cas de dimension paire n = 2v. 

p - 1  y -1  

S - 1 6 Z  p22k , (a~+f l i l so+ E (zt~+fl~)s0. 

Dans le cas de la dimension impaire n = 2v + 1, on a de m~me 

p -1  v - I  
S 16 ~ 2 2 = P2a-,(ak+fl~)so+ E (~+fl~)So+(a~+~i)So 

k -1  k- ,u-  1 
k~v 

(5.17) 

(5.18) 

oh ak, fl~ ont 6t~ d6finis en (5.7), (5.8) et/~ est tel que Pub-l, P 2 ~ + l  . . . .  , P2~-a sont tous nuls, 

tous les  autres Pk 6rant suppos6s non nuls (voir les conventions d'6criture). 

Remarque. Si nous utilisons les r6sultats de [13], nous savons que le probl~me des 

bicaract6ristiques est le probl~me d'extr~maliser la longueur de la projection sur R" pour 

un rel~vement horizontal fix6 dans N,.~ (probl~me variationnel horizontal). Le problbme 

des bicaract6ristiques n 'a  pas de solutions pour les (0, u~ tels que U ~ soit de rang > 2. 

Bien entendu le probl~me variationnel aura une solution dans la classe H 1, mais cette solu- 

tion ne sera plus r6guli~re. Ce probl~me s 'apparente alors g u n  probl~me de contrSle optimal 

d~terministe. 
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w 6. Cas des groupes nilpotents de rang > 2 

Ici  nous n 'ob tenons  pas  un  ealcul des solut ions fondamenta les  mais  nous d6veloppons  

une m6thode  i t6ra t ive  pour  le calcul expl ic i te  de  la diffusion en car te  exponent ie l le .  I1 

a p p a r a l t  dans  les lois de la diffusion des t r anscendan te s  nouvelles  complexes  m6me pour  

les groupes  l ibres d 'o rd re  3, cela 6rant  dfi au  fa i t  que la diffusion est  po lynomia le  pa r  r a p p o r t  

au brownien  avec un degr6 > 2. 

6.1. L a  formule de Campbell Hausdorff D y n k i n  

Ut i l i sons  la d~fini t ion g~n6rale en w 4.1 d ' une  alg~bre de Lie n i lpo ten te  l ibre  de  rang  r 

et  notons  Y/n. ~ l 'a lg~bre n i lpo ten te  l ibre d ' o rd re  r tel le  que d im V 1 = n e t  on no t e r a  Y1 . . . . .  Yn 

une base de V 1. 0 n n o t e r a  Nn. r le groupe  s implement  convexe d 'a lg~bre  7~ . . . .  E ~  les champs  

inva r i an t s  associ~es et  

1=1 

On no te ra  v = (v 1(~ ... • vr) E V 1 (~ ... (~ W r l '616ment g6n6rique de V e t  les 616ments g6n6- 

r iques de V,. On aura  besoin de la formule  de Campbel l  Hausdor f f  compl6te  dfie i~ D y n k i n  

(voir [31]) sous la forme 

exp X exp Y = exp Z 

a v e c  Z=~n-oZ., 

a v e c  

Z n ~tant  form~ des crochets  d 'o rd re  n - 1  off 

z. =-1 Z 
T~ p + q - n  

Z'p,q = ~ ( - 1)~ (ad X)P'(ad Y)q' . . .  (ad X)P"Y 
m P l !  q l  ! . . .  qm-l! p~! 

la sommat ion  p o r t a n t  sur  les ( P l  . . . . .  Pro), (q: . . . . .  qm) sa t i s fa isant  

e t  

Px + ' ' ' + p m = p  
ql + "'" + qm = q 

p~+q~ ~ 1 u 

qm~ l 

Z~.~ = Y ( - 1)m+l (ad X)n'(ad Y)q' ... (ad Y)q"- 1X 

m p l  ! q l  ! . . .  pro-1 ! qm- l !  
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la sommat ion por tan t  sur les (p~ . . .  p r n - 1 ) ,  ( q l  " ' "  qm-~) avec 

p~ + ... +Pm-~ = p - I  
q~ + ... + q~_~ = q 

p~ +q~ >~ l Vi. 

Enfin nous consid6rerons la carte exponentielle de N..~ : v ~ n . , ~ e x p v ~ N n . ,  et 

nous lirons t ous l e s  objets dans cette carte. 

6.2. Int$~rale stoehasti~ae antieipante de Feynman 

Dans l 'int~grale stochastique de ItS, on utilise des sommes de Riemann  du type  

suivant  : 
n 

e(t~,o~)(b(t~+~)-b(t~)) (voir [19]) 

avec les e(t~, ~o)E Bt, (B8 6tant  la t r ibu engendr6e par  les browniens (b~)~<s) de sorte que 

le facteur de l 'accroissement du brownien est non ant ic ipant  de l 'accroissement. 

I1 est commonde  d ' in t roduire  une autre  not ion d ' int6grale s tochast ique en util isant 

dans les sommes de Riemann  le point  (t t + t~+1)/2 au lieu de tt. Si donc e(t, ~o)est une fonction 

non ant icipante du brownien, 6tag6e en t, alors on posera 

, f~ n tj + tt-1 e(t, o~)dbt = t-o ~ J~'\ 2 w)(b(t,  ~1)- b(tt)) (6.1) 

od O=to<~tl< ... < tn~ tn+l=t  est une suite de temps tels que e est constante  par  morceaux 

dans les intervaUes ainsi d6termin~s. Ensui te  on passe au cas des fonctions non anticipantes 

e(t, o~) telles que ps S~ e(s, ~o)~ds < oo et on d~finit de la m~me fa~on clue d 'hab i tude  une 

int6grale s tochast ique *S~ e(s, w)dbs par  passage k la limite k part i r  d 'expression sommes de 

Riemann telles que (6.1). 

Soit alors M une vari4t~ diff~rentiable, A un op4rateur  de 2 aa ordre sur M du type  

A =~tn_l E2r, oh l:r~ sont  les d6riv6es de Lie selon les champs  de vecteurs Yt qui s '6criront 

en coordonn~es locales yt  =a~(~/~xk), de sorte que 

8 
A =  /.  O~kOxl /_ vk 8X~" 

Soit (X,), la diffusion sur M de g~n~rateur infinitesimal �89 On a alors dans le syst~me de 

eoordonn~es (x 1 . . . . .  x~). 
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L ~.MM ~ 1. X~ = X~o + * ~  a~J(Xs)db~ oi~ (b 1 ... b n) estle brownien standard des coordonndes 

( x  1 . . . .  , z ~ ) .  

Avee cette notat ion l ' avan tage  est que le mouvemen t  de g~n~rateur �89 se eomporte  

formellement eomme une 5quation diff~rentielle k acroissements purs db J e t  los r~gles du 

caleul diff~rentiel ordinaire s 'appl iquent  en util isant l ' int6grale * par  exemple : 

LEMM~ 2. Si / e s t  ]onction C 2, on a 

.; ](Xt) =/ (X0)  + O,/(X~) a~J(X~) db~(s). (6.2) 

De la m~me fagon on a une formule d ' int~grat ion par  parties eomme en ealeul ~l~mentaire. 

LEMME 3. Si ae t  b sent deux processus, on a 

";a db = a b -  da. (6.3) 

La v~rification immediate  de ces lemmes est laiss~e au lecteur. 

N . B .  Cette int~grale s tochast ique ant ieipante est utilis4e par  F e y n m a n  en ~leetro- 

dynamique  quant ique pour  le lagrangien d~pendant  explici tement des vitesses ([6]) et  

par  Stratonovieh en contrSle optimal. 

6.3.  Caleul  it6ratif de la d i f fus ion en  carte exponent ie i l e  

Notons v(t)=(vx(t ) . . . . .  vr(t)) E V I |  ... | Vr la diffusion de g6n~rateurs infinit~simale 

�89 lue en carte exponentielle. On choisira un produit  scalaire sur V1 de sorte que Y1 ..... Y,  

soit base orthonorm~e de V1. On a alors. 

L E M M E  4. Pour tout s <~r, (vx(t) . . . . .  vs(tx) ) E Vx|  ... | Vs est la di]/usion de ggn~rateur 

in]initdsimal �89 lue dana la carte exponentielle de N,.a. E n  particulier, vl ( t ) eat un  brownien 

standard n-dimensionnel de V 1 pour le produit scalaire choisi et (Vl(t), v~(t)) eat la di//usion 

de Nn. ~ calculde en 4.2. 

Preuve. V1 | ... | Vs est l 'alg~bre de Lie nilpotente libre k n g~in~rateurs et d 'ordre  8, 

done eat Hn.8 et la projection de l 'op~rateur �89 r est l 'op6rateur  �89 de fa~on ~vidente. 

Done la diffusion (v 1 .. . .  , v,) se projet te  solon la diffusion (v 1, ..., v , ) ayan t  �89 g6ndra- 

teur. 
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L~MM~ 5. Pendant l'intervaUe de temps It, t +dt] l'aecroissement in/initdsimal de la 

di/]usion dv(t) est donnd par la ]ormule suivante. 

exp v(t) exp (dvx(t)) --- exp (v(t) +dr(t) +O(dtS/~-')) or dvl(t ) est l'acroissement in- 

/initdsimal du brownien v 1 pendant dr. (6.4) 

Preuve. Puisque An. res t  invariant  s gauche par ddfinition, la diffusion issue de go E Nn., 

est go. g~,(t) off g~(t) est la diffusion issue de 1. L'acroissement infinitesimal de la diffusion 

issue de 1 h t = 0  pendant  It, t+d t ]  est g~(t)-lg~(t+dt) et ceci par  la propri~td de Markov 

et invariance ~ gauche est l 'acroissement infinitesimal de la diffusion issue de 1 ~ t=O 

pendant  l 'intervalle de temsp [0, dr]. 

Or g,o(t)=exp v(t)g~(t +dr)=exp (v(t +dr)) d'ofi exp (v(t)) -1 exp (v(t +dr)) est l'acroisse- 

ment  infinitesimal de la diffusion issue de 1 i~ t = 0 pendant  l ' intervalle de temps dr. Mais 

en 1, le lap!acien �89 r coincide exactement avec le laplacien de V 1 euclidien dans la carte 

exponentielle. En effet, le groupe ~tant nilpotent, les coefficients de An. r sont des poly- 

nSmes en les vfi par construction les coefficients de a2/Ov ~2 sont 1 et les coefficients des 

autres termes s 'annulent en v =0,  d'ofi l 'assertion. Par  suite dans la carte exponentieIle, 

l 'accroissement dv(t) de la diffusion issue de v = 0  s t = 0  pendant  l 'intervaUe de temps dt 

est exactement l 'accroissement du brownien standard dvl(t ) puisque en v =0,  la covariance 

de dv(t) est donn~e exactement  par  la matrice du laplacien euclidien de lZl . Ceci d~montre 

la formule (6.4). 

Notons maintenant  par  d* la diff~rentielle stochastique associ~e ~ l'int~grale stochas- 

tique *~. 

On a alors 

Ta~ OR ~ M ~  1. Supposon~ la di//usion (vl(t) ..... v,_l(t)) calculge pour l'algdbre ~ln.T-l. 

Alors l'acroissement in/initgsimal d*v,(t) de la r 16m* composante de la di//usion de 71n.~ issue 

t = 0  de O, pendant l'intervaUe de temps It, t +dr] est donnd par la/ormule 

d'v ,=  ~ ~ c~,...,._l[v,._l, [v,. ~ . . . . .  [v~,, dr1].] . . .] 
n ~ r  I i + . . , + | n - - l - - r - -  1 

oi~ el ...... in-1 sont des constantes universelles. 

Preuve. Nous appliquons la formule (6.4) et la formule de Dynkin de 7.1. Alors on a 

formellement : 

exp(v(t) + dv(t)) = exp(v(t) + dVl(t) + ~. Z~(v(t), dVl(')) 
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off les Z,,(v(t), dvl(t)) sont  donn~s par  la formule de Dynkin .  Maintenant  Z .  se d6compose 

en (l/n)~v+qffi= (Zv.q+Zp.q) et on voit  aussitSt par  la d~finition de Z'~.q, Zp.q que dv 1 

apparai t  q lois dans Z'v.q(v(t ), dvl(t)) et Z'~.q(v(t), dvl(t)). D'aprbs  le calcul de ItS, il suffit 

doric de se homer  aux termes d 'ordre  q ~<2 et pour  tous le s  n possibles. Maintenant  au lieu 

d'utiliser le calcul diff~rentiel de ItS, utilisons le calcul difffirentiel s tochast ique de 7.2; 

alors il suffit de se borner aux termes d 'ordre  q = 1, mais i~ condit ion d'uti l iser les diff6ren- 

tielles d*. No tan t  Pt : T/,.~ -~ Vz la projection, on doi t  ealculer 

p l ( Z n )  = ~(P/(Zn-1,1)  "4-P/(~n-1,1)). 

Le terme Z '_  1.1 et le terme Z~ _ 2.1 sont  des combinaisons lin6aires universelles de (ad v) n-1 dv 1. 

Par  suite pour  1 fix~, le calcul de v z ne fair intervenir  que des termes Zn avec n = l, 

au plus, d'ofi la formule du th~or~me. 

Exemple : le cas r = 3. 

Raisonnons dans ~/ , .a= ~n.~|  Va; alors v 1 est le brownien s tandard  ~ n composantes,  v~ 

est le processus construi t  en w 4.3. On a alors par  la formule de Dynk in  

pa(g' l ,1)  = [V2, dr1] 

pa(Z~.l) = �89 [vl, dvl]] 

~o3(Zl,1) = ~[v2, d't)l] 

Pa(g~.. 1) = (�89 - �89 [vl, [vl, dvl]] 

d'ofi on difffirentielle d*, il vient  

d* v a = ~ [v~, dvl] +~[vl, [v 1, dvl] ] 

On repasse k la difffrentielle usuelle grace k la formule formelle de (3.2). 

f * a d b - - f a d b + ~ f d a d b  

dv a = ~ [v~, dvl] + ~ [dv2, dvl] + ~ [v 1, [v 1, dvl] ] + ~ [dr1, [vl, dvl]] 

oh on convient  alors d'util iser les r~gles de I t5  et  de poser 

dv~ dv~ = ~k~dt .  

Ezemp~ comp~t ~2.8 

Posons V I = R X ~ ) R Y ,  V~=ZR,  Z = [ X ,  Y], V a = R U ~ R T  off T = [ X , Z ]  et U = [ Y , Z ] .  

Alors posant  v 1 = x X  + y Y ,  vz=zZ,  v a = t T  +uU,  on a 
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d*t = - ~z dx + ~ x 2 dy - ~ xy  dx 

a*u = - ~zdy + ] y x d y -  ~y2 dx. 

d'ofl  les diff~rentielles s tochas t iques  usuelles de  t e t  u 

dr= - ~zdx  + ~ x 2 d y - ~ x y d x  - (~ + ~)yds.  

du = - ~ z d y - ~ y 2 d x  + ~xydy+  (~ + ] )xds .  

w 7. Holonomie stochastique et spectre de representations des groupes libres 

7.1. Formule de l'holonomie stochastique 

Soit ~ : F ~ M  un fibr~ en tores  T a sur une vari~t~ r i emann ienne  M. On suppose F 

mun i  d ' une  forme de connexion;  on note  x = (x x ... xn) les coordonn~es de M,  t = (t I ... ta) 

eelles de T a. Soit  m EZ a. On appel le  ]onction m-dquivariante une fonct ion  / : F ~ C  avec 

/(y.t)=e-l(mlt)/(y) pour  t ou t  y E F  et  tETa, y . t  ddsignant  Fac t ion  de  T ~ sur  x. On no te  

L~(F)  les fonct ions m-~iquivariantes dans  L2(F).  M est  mun i  d ' u n  laplac ien  r i emann ien  

�89 la connexion sur F l e  r e l i ve  en un  op~rateur  �89 d~gSn~r~. Si x(t) est  la diffusion sur M 

de ggn~rateurs  �89 no tons  y(t) la diffusion sur  F de  gSn~rateurs  �89 ob tenue  p a r  rel~ve- 

m e n t  de x(t) ~ t r ave r s  la  connexion  de F (voir [24]). Enf in  on d~fini t  presque p a r t o u t  

sur  M une sect ion y(x) de F de la fa~on su ivan te  : a y a n t  choisi un  po in t  Y0 E F de base  

x0 =~(Y0), on consid~re l ' un ique  g$odSsique min imisan te  de  M a l l an t  de x 0 ~ x lorsque x 

n ' e s t  pas  dans  le cut  locus de %; on 1~ re l ive  hor i zon ta l emen t  pas  la connexion  de F e t  on 

no te  y(x) son extremitY. 

Introduisons comme dans [21], 2p(m)>JO l ' in]imum du spectre de - A  F sur les ]onc- 

tions L~m(F). On a alors (voir  [21] pour  le r~sul ta t  dans  le cas g~in~ral d ' u n  fibr~ G-principal)  : 

T ~ O R ~ M ~  1. Soit yoEF,  alors 

lo(m)/> - l ira 1 [�89 log p~t(z(y0), z(Y0)) + log ht(m)] 
t ~ + ~  t 

(7.1) 

oie Pt est le semi groupe de la chaleur de �89 ht(m) est l'holonomie stochastique de la reprgsenta. 

tion m introduite dan8 ([21]) 

(n(yC$)) ffi x) ht(m ) = m a x  I E~o (exp i (mly(t  ) y~(x)-~))[ 
x ~ M  

o~ ~~ indique qu'on conditionne sachant que y(O)=Yo et que z~(y(t))=x. 
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Preuve. Pour ~tre complet, rappelons bri~vement cette preuve. Si /fiL~(F) r~alise 

l ' infimum du spectre on a 4videmment : 

et done 

/(Yo) = Ey~ /(y(t))] = fME(Y~,(~a))=x)(/(y(t))) exp(p(m)t)pt(xo, x)dx 

exp( - p(m ) t)/(Yo) ~ ht(m) f Mi/(y(x) ) ipt(xo, x) dx, 

On majore par Cauchy-Schwarz, on prend le logarithme et on fair tendre t-+ + ~o. 

7.2. Caleuls expllcites des repr$sentatlons de N~. z 

(a) cas du groupe d'Heisenberg H~n+l. 

Rappelons (voir [29]) que pour eonstruire les representations irr6ductibles de H2n+l on 

eonsidbre les fonctions satisfaisant 

](gw -~) =Z~(w) l(g) 

pour tout g E H2,+~, w E H2,+l tel que w E W off 

W ={w = (x,, y,, t)eH2~+~ ix, = 0 Vi} 

et off Z~(w)=exp (-i2tl4).  Alors I/(g)l ne d6pend que des eoordonn6es xt de g. On sup- 

posera de plus que I/I est alors L2(R n) quand on la eonsid~re eomme fonetion de xtER n. 

Soit alors la repr6sentation r4gulibre de H~,+l agissant sur ees fonetions. Cela revient 

consid6rer L~(R n) et la reprfisentation Ua de yon Neumann ([29]) 

�9 I- " t 1 n 1 
( u , ( x ,  y,  t ) / ) ( f )  = e x p , 4  / 5 f ,  y, - S + - 5 x, y, / / (~  + x). 

u-1 ~ 2~_1 J 
(7.2) 

Nous allons maintenant  vers /e  calcul explicite complet de routes les reprdsentations irrd- 

ductibles de Nn. ~. Le th~ior~me des orbites de Kirillov classifie ees repr~sentations; mais iei, 

comme nous avons besoin des diagonalisationsexplicite~ des op~rateurs hypoelliptiques, 

il nous faut  une r6alisation explicite de ees representations. L'dldment de base sera toujours 

la structure des reprdsentations du groupe d'Heisenberg donnde par (7.2) et dvidemment l'ana. 
lyse de Fourier sur R n. 

Nous utiliserons de fa~on constante le th6orbme suivant (beaucoup plus simple que 

le th6orbme de Kirillov complet). 
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TH~OR~:M~.. Soit G u n  groupe nilpotent de centre Z de dimension 1, T u n e  reprdsentation 

irrdductible de G dont la restriction h Z n'eat pas l'identitd. Alora T eat induite par une reprgaen- 

ration unitaire irrdductible d'un aous groupe de codimension 1. 

Ceci signifie qu'il existe un sous groupe (71 de codimension 1 de G, une representations 

unitaire irr6ductible U de G 1 dana un eapaee d 'Hilber t  H 0 tels clue T soit ainsi obtenue : 

on consid~re l 'espace H des fonctions / : G-~H o telles que 

(i) U(~/1)/(g)=/(g:g) pour g~ e G x et pour (g)EG 

(ii) notant  l e g  N Cgt, / satisfaisant (i) devient alors fonction/(t)  =1 (exp lt). 

On suppose que 

fill( t) I1 .. dt < 

Alors T est representation dana H d6finie par  

T(gl exp (/8))/)(t) = U (exp (lt)g 1 exp ( - l t ) ) / ( t  +s). 

De plus le groupe G 1 est ainsi obtenu : il exiate une d$eomposition en somme direete. 

off $ est l'alg~bre de Lie du centre de G engendr~e par Z, [X, Y] =Z,  et alors on a 

qui est l'id6al de g form6 des 1Eft avec [l, Y] =0.  (Voir [29].) 

(b) prdliminaire~ d'alg~bre lindaire 

Soient u, vEN, .2  de eoordonn~es exponentiellea u-~(uz, Ukl), V =(Vz, Vkl), (k </). Alora on a 

trivialement par Campbell Hausdorff. 

L E M M E. La loi de groupe de N, .  ~ en coordonnges exponentieUes est : 

u.  v = (u~+vl, Ukz+V~z+�89 

Remarque. La normalisation utilis6e ici diff~re d 'un facteur num~rique de celle 1.1. 

Posons G =N,.s ,  Z son centre qui a les  coordonn$es (0, ukz). Soit alors T u n e  repr6senta- 

tion unitaire irr~ductible de 6 /dans  un espaee de Hilbert  H. On a tr ivialement que T[z  
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est repr4sentation irr6duetibIe de Z puisque tout  op4rateur qui commute aux (T(z))~,z 

commute aux T(g) pour tout  e ~ G. Par  suite, on peut  trouver ~ ,  ~ R k < l tels que 

T(0, u~) = exp i (~ ~ u ~ ) I d .  

Notons alors $o le noyau (de codimension 1 car ~kl non tous nuls) de la forme lin6aire 

uktEz~ ~ ~eklUkl et faisons la d~composition ~ = ~ 0 |  d6finie par  ukl =vkt +wkt off (vkt) E$o , 

(wk,)e~6. On a alors Wk,=2tk , avec ~t=~. uz,~zffl/dj[' oh I t ] z=E~ ,  It~,l'; soit Go=G/Zo, go 

son alg~bre de Lie. Notons alors J[, l ' image de X, dans go, de sorte q u e e n  posant  ~ =  

E tutJ~uI/ltl 2, {J~,, Y} forment une base de g0 avec la loi pour i<lc. 

[X~, X~] = X ~  = ~ Y. (7.3) 

Soit T o la representation.quotient de T sur Go; elle est tr ivialement irr6ductible. 

Maintenant, il existe une matrice orthogonale ~ tel que si on note A la matrice anti- 

sym~trique ayant  les ~ pour 616ments au dessus de la diagonale principale, ~ l  en dessous 

et 0 sur la diagonale principale, on a 

t ~ A ~  = P  (7.4) 

oh P e s t  la matrice antisym~trique d6crite en 4.3. On s 'arrangera toujours pour que Pn-1 ~=0 

ou Pn_~=0 selon la parit6 de n d~s que A ~ 0  6videmment. 

Remarque. Les fonctions sym6triques des P2n-1 sont fonctions uniformes des ~ l .  

On supposera aussi comme en 5 que les P~ nuls si il y e n  a sont exactement 

Pz~-I - . . .  - P 2 v - s  = 0 ,  #t < v  

oh v = [n/2]. Si / t  = v il n 'y  en a aucun de nuls. 

ler ca, : n = 2v e,t pair 

Posons ~',  = t ~ X i ;  ) ~  =eouXz, d 'oh 

m B 
[X~, X~] = ~ (~ouo~,- o~.,cozk) r Y. 

l < n  
(7.5) 

On utilisera dans la suite la base (51 .. . . .  ~:n, Y) de sorte que par  (7.3) et (7.5) 

t r , . , , r , a=P, . ,  r (7.6) 

et tous les autres crochets sont 0. D'autre  par t  la formule de changement de coordonn6es 

est 

~ ,  .~, = oJu ~ v (7.7) 
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On a par hypoth~se 

P,~-x * 0 (7.8) 

P~.- i  = . . .  =P~-~  ~-0, ,u ~v. 

Dana ees conditions, ~ z - ~ ,  X~,, ..., X,~-s, Xe,- ,  engendrent un sous groupe ab61ien central 

de Go et on a une d6composition en produit direct 

et donc la repr6sentation T o se faetorise en 

T0(gx, g') -- Tt(~) T'(g')gt ~G~, g' eR  ~('-~>. 

Maintenant To ~tant irr~ductible et g' commutant s tous lea g0e Go, on a T'(g') multiple 

de Id, d'o/~ 

"/~-~_ ~ ' ~ )  (7.9) Tt(,~9.g- 1 . . . . .  ~2~.-2) "~-" e g p  ~. | 2 Z 1  Id, 

et par suite, il suffit de d6terminer T1, G 1 6tant alors le sous groupe de G O engendr6 par 

{ ~  ..... Xe~-2, ~'2,-1, Xe,, Y} sous groupe dent  le centre est r6duit s r et il suffit de calculer 

TI= Tel a,. Mais T x eat irr6duetible car si un op~rateur lin6aire A commute aux Tl{gl) , 

alors comme par {7.9) il commute trivialement aux T'(g')g' eR  ~(v-u) , il s'ensuit qu'il com- 

mute aux To(go)go E fl0, done qu'il eat multiple de Id ear T O est irr6duetible. 

Nous suivons alors la m6thode des representations induites de Kirillov pour calculer 

T r Pour cela on eherche un id6al de gl de codimension 1. Soit ~ la sous-alg~bre engendr~e 

par -~1 ..... X~_9.(# >2), (t~2=0 si/u~< I) (dans ce dernier cas d'ailleurs, on a affaire/k G 1 -- 

groupe d'Heisenberg dent  on connait d~& la repr6sentation de yon Neumann voir (a)). 

Comme [~,,  X~,] ~ 0 si i < 2~ - 1, le commutateur g~ de ~'~ dans g~ est g~ = ~ |  |  

et I~l=l]~| et trivialement lit est ideal de g0, ear [~t,  Xg,_~]---0, i < 2 ~ - 1  et 

[ ' ~ - t ,  ~n] =P~-x ~- Enfin noua noterons s  |  |  ]r qui eat alg~hre d'Heisen- 

berg d'apr~s la relation pr6c6dente car P~_I~=0 par hypoth~se et par L l e  groupe assoei6. Le 

th6or~me de Kirillov pour les groupea/k centre de dimension 1, dit  que T x est induite par 

une repr6sentation irr~ductible U~ de G~ (voir [29] et ee qui pr6e/~de au (a)). On va poser 

yt = X,, y~ = X~ . . . .  , y~_~ -- X~.,_~ (7.10) 
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de sorte que [x~, y,] = C et les autres crochets sont 0; donc g2 est alors 

g2 = 7L  - 1 | R : ~ .  

a v e c  ~ / ~ - 1  alg~bre d'Heisenberg de dimension 2 # -  1 r6elle. Maintenant le centre $3 de g2 

est engendr~ par Yet Xn, Us est irr~ductible, donc sa restriction au centre est du type 

(U2((0 ..... 0, x~, 9)) = exp (i(~,~+~9))Id. 

Quotientons alors par $3.0 noyau de la forme lin~aire 

(~,  9) -~ ~ , ~  +~9. 

Posant alors C =(~nXn+~/y) / (~  +~2)112 et xi, 9~ les quotients, de ~ et Yt, on a 

[x~, Yt] = Y(mod $9.0) =~C.  

(i) Posons ~ =x~, y~ =y~-i  si ~/=#0 ce qui est clair car sinon Skz =0  pour tout  k <l, C = C et [7 3 

la rcpr6sentation sur GJZ2.0 = G3 : ceci est une alg~bre d'Heisenberg et U2 est irr6duetible, donc 

d'apr6s von Neumann, il existc 2~=0 avcc pour [EH =L2(R ~-1) 

. . . .  X,, 1, ~1 . . . . .  ,~p-1, ~)f)(81 . . . . .  8,u-1) 
. -I  I " ~ 1  . \ ]  

Remontons alors la chaine, avec } t = ~ = ~ ,  ~ t -  -" -~y~ =~0~, t= ~= ~.~. + ~ = ~ .  +,]9, 
Par consequent la representation U S de G 2 est 

(U2(~l, .-., xp - l ,  91 . . . . .  9. -1,  ~n, Y)/)(81 . . . . .  8.-1) 

[Co )] 
(ii) Revenons en coordonn~es (~, 9) dans G2, pour avoir d'apr~s (7.10) et =P2~-~2~_1, ~ =~2~ 

[C1 1 _1 )] 
= " -~1 * E ~2 |T]P2 t - l ;~21-1  /(s~+P~, . . . . .  8t*-lq-P2. ~.~2.-~). exp ~ , s ,~ /x2 ,+~ .~ .+~9+~ 1=1 

(7.12) 

Rcprenons maintenant le caleul de la representation T~, tout  g~ ~ G~ s'~erit de fa~on unique 

gl=g2exp (~ , -~n-1 )  puisque ~l=g2@R~n_l o1'1 g2EG2; alors  T 1 est induite par une 

representation irr~ductible U S de G~, i.e. en posant H' =L~(R, H), on a si ] ~H'  
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(To(g9 exp(~n l "  ~n_l)) / ) (a)  = (U , (exp(a~n_ l )g ,  exp( - a ~ n _ , ) ) / ( a  + ~,__l)). (7.13) 

Le second m e m b r e  ii un sens car G2 est  sous groupe distingu6 de G 1. Dans  le cas V/=4=0, 

comme 

(exp(a~n_l)  g~ exp( - a ~ . _ , )  = (-~1 . . . . .  *~2,i- 2 . . . . .  0 . . . . .  -~il, ffz + a~n Pn -,) 

et  comme l '~ldment gdn~rique de G 1 v i i  s'~erire 

= (~1 . . . . .  "~'21' - 1 . . . . .  0 . . . . .  ~ n _ l , , ~ n ,  if) 

on a done pa r  (7.12) et  (7.13) 

( TI(~, , . . . .  , ~ _ ~  . . . . .  0 . . . . .  ~,,-1, x , ,  y)  / ) (a)  

= U2(xl . . . . .  ~ u - 2  . . . . .  0 . . . . .  ~n, Y +  �89 "q- a~nPn-1)]((~-~- ~n-1) 
u-1 

t t 

• #(sl+ Pl~x . . . . .  z~_l + P ~  -8 ~. , -a ,  a +  ~,_ 1)- (7.14) 

Mainteniint  sur le centre Y, i.e. ~ = 0 ,  i = 0 .  TI(0 ... 0 i ) = e x  p (/)iv/if)Id d'iipr~s (7.14). 

Mais par  d~finition, de Y, i = ~k<t Uk,~kl et  on sait  que T coincide sur Z iivee exp 4(~ ukz ~kz) 

par  d~finition, d'ofi 2 =V/-1. Ensui te  sur le centre de L, T 1 coincide iivee exp  (iS) I d  d'iipr~s 

In eonsid~riition pr~e~dente, d 'apr~s yon Neumiinn comme L est alg~bre d 'Heisenberg ,  

elle est  somme direete de representa t ion irr~ductible de m~me param~tre  g. L '~l~ment  

g~n~rique de L est  

~=(0  . . . . .  0 ,~ .  ~ ,~ . , i )  
et  on ii par  (7.14) 

(TI(/)/)(s I . . . . .  s ,_l ,  a) 

= exp [42($, ~n + v/i + �89 ~n V/Pn-1 + av/~n Pn-~)] f(sa . . . . .  sl,_ 1, a -~- "~n-1).  

Iei  2 =V/-1. Celii ne coincide done avec une somme direete de repr~sentiit ions irrfiduetibles 

de piiriimbtre ~, que lorsque ~ = 1 et ~n =0.  (Tenant  compte  de ee que la loi de L est  

[ -~-1 ,  -~,] = P , - 1  17.) D'oiz ~,  = 0  et 2 =V/-1 dan~ (7.14). 

Remont i in t  miiinteniint ~ T O viii (7.14) et  (7.9), on ii V/#0 que 

(T0(~ . . . . .  ~ , , ,  i ) l ( s l  . . . . .  s,,_~, a) 

/ 2,,-3 \ I" /~, -1 1 ~ ' - I  'l-I 
= exp / 4 y ~ l~ / e .p  / 4 / Y s, is, + i + �89 _, in en- ,  + ~ i .  Pn - ,  + - V ~=, is , - ,  P~,-, 

\ 2,u-1 / i. \11=1 2 t = 1  ~ ]  

•  + P l ~ x  . . . . .  s~_~ + P ~ , - a ~ - a ,  a + ~n-x). (7.15) 
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R e m o n t a n t  alors ~ T par  y = ~  ukl~ki ( = ~  U~-L=iP~f-1 dans  le cas part icul ier  de coor- 

donn~es choisies) puis ut i l isant  (7.7) et le fai t  que ~ = u ~ ,  on a 

(T(g) l)(Sl . . . . .  s._~, ~) 

)] + ~ ~ P2~- l mz,2~- l oJe, 2~ uz u~ + �89 P n -  l o)t, ~- i me, . uz u~ 
t=l 

• ](sl + P1 wt, I ut . . . . .  s ._ 1 + P 2 . - s  wl, 2.-a uz, a + o~l, . -  1 uz) (7.16) 

off w u et  P2k-z sont  donn~s pa r  (7.4) et  les convent ions  ~tablies ei-dessus et  sommat ion  pour  

routes  valeurs  de 1. 

2nd cas b = 2~ + 1 est i m p a i r  (v >~ 1). 

Commen~ons le m~me calcul qu ' au  d~but  du ler eas : on a alors [1~2~_1, ~=~] =P2i_l  ~ (i >~ r) 

et  t o u s l e s  aut res  crochets sont  nuls, on suppose que si i = ~ ,  P~_I~=0 et  O 0 a pour  centre 

{~2~-1, X2u . . . . .  ~2. -s ,  ~2r 2, i-2~,l, Y}, d'ofi une d~composit ion en produi t  direct  

G O = G 1 • R T M  

off S 2(~-~)§ est le groupe ab~lien central  engendr6 pa r  ~2~-1, X2~ . . . .  X~-a ,  ~2~-~, ~ + ~ .  

La  representa t ion quot ient  T O sur G O se faetorise en 

T0(glg #) I TI(~I ) T(~ #) O6 gz E G~, g' E R 2('-~')+ z. 

Le ra i sonnement  est  le m6me qu 'au  ler cas. On a 

T~(~2/~- 1 . . . . .  ~2~-2, ~2~+1)~ e x p  [ ~ t 2 ~ l  ~k~ k -~ ~2~+1 ~2~+1~_~ ]d 

et  on calcule T~ = T0]~,, Gz ~tant  le sous groupe engendr~ pa r  { ~  . . . . .  ~=~_~, ~ . _ ~ ,  ~2.,  17} 

don t  le centre est  alors rd~duit ~ ~7, T~ est  irr~ductible e t  on est  ramen4 exac t emen t  h la 

s i tuat ion du ler cas, le groupe G~ est  le m~me que celui du le r  cas. Le r~sultat  (7.17) du 

l e r  cas devient  alors 

(T(~)/)(Sl . . . . .  r a) 

r / ~ , ' - "  .,,-~ 

R6suman t  les r6sultats  du (b) et  (c), on a done 
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T H ]~ O E ]~ M E 2. Lea reprdsentations irrdductibles de Nn. ~ se clasai/ient explicitement de la 

/agon auivante : 

( ) - u p l e t  n (i) On ae donne un 2 (~z)k<t de rdela non tous nuls et on dd/init la matrice 

A(~kl) antiaymdtrique asaoeide. On dd/init alora lea/onctions algdbriquea P ~ _ l  k <.[n/2] et lea 

]onctions algdbriques o) u dea ~k~ de aorte que la matrice ~ = (o~j) soit orthogonale et que l'on 

ait lea relations (7.4) et que de plus on ait lea conventions (7.8) (selon la paritg de n). 

(ii) Si  n pair, on note V~_~ la varidtd algdbrique P~_ l=O.  S i  $~ ~ V~u_~ 0 ... N V~,-a, on 

ae donne un (n-2/~)-uplet  ( ~ _ ~  ... . .  ~,-2) de rdels et alora on obtient une reprd~entation 

U(~n.~.~u_~ ..... ~_~) donnde par (7.16). Si  ~ ~ Vn_ ~, alora la reprdsentation est dgterminge par ~ 

par (7.16). 

(iii) 8i  n est impair, on ae donne un rdel ~n. S i  ~ V2u-1 ~ ... ~ V2,-a on ae donne un 

~:~-x . . . . .  ~n-s et on obtient une reprdaentation donnde par (7.17) Sinon, alors la reprdsentation 

est ddterminde par (7.17) aeulement grdce aux ~ et $~. 

Remarque. Bien entendu,  cela n'est qu'une reformulation de la structure des orbites 

de la repr6sentations duale de la repr6sentation adjointe de ~rn. 2 sur  ~n.~. Mais ici la 
forme explicite de la reprdsentation a dt~ mise en dvidenee. 

7.3. Diagonalisation des laplaciens de N,,.z 

(a) Diagonalisation des champs horizontaux. 

L~MM~. 1. S i n  est impair et ai T e s t  reprgsentation de Nn.2 donnde par (7.17), on a 

dT( Xt)(/)( aa . . . . .  8.~71, (~) 

~-a Of D ~o O/ / 2,-2 i~-I ) 
= ~ ~ J .  2k-1 i ,2k- l '~-b?OJLn-2-~i  { ~ ~kCJJik"}-~.rl. CJ.I|,rl ~1- ~ akfA)l,2k~-O'(Mtt .... 1Pn--2 1" 

k=l \k-2p-1 k~l 

L E ~ M E  2. S i n  est pair  et ai T eat reprdaentations de Nn. ~ donn& par (7.16), on a 

dT(Xl(/)(al . . . . .  an-l, a) 

=u~l  P2~-le~'2k-1 0 1 c ~  2 ~ w , ~ + ~ w , . 2 l s z + a o ~ , , P , _ l  1. 

Preuve. Calcul direct. 

(b) Diagonalisation des laplaciens 

LEMME 1. S i n  eat impair e~ T eat donn~e par (7.17), on a 

(dT)(A)(/)(s 1 . . . . .  a ,_ l ,a )= Y. ~s~=2~_l T ~ -  ~k ~n 
k- I  k \k=2/~- 1 k~l 
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L ~ . ~  2. S i n  est pair et T donnde par (7.16), on a 

g - l a 2 / p 2  , _ _  02f ( 2 2 . -1 2 2 ) 
(dt)(A)(/)(s~ . . . . .  s . _~ , a )=  ~ 082 2 ~ _ 1 " r  ~ ~ +  2 s ~ + a P n - :  /. 

k=l \k=2t~-I kffil 

Preuve. Calcul direct  pa r  (a) et  en ut i l isant  l 'or thogonali t~ de C~. 

N.B. On obt ient  ainsi des ocillateurs harmoniques  g6n6ralis6s avec force de frot te-  

men t  (i.e. le t e rme (~2~:-22_ 1 ~ )  / ou t~2,,-~'v2~- 2' ~2 + ~2) / lorsque la representa t ion  est d~termin~e 

par  un ~kl d 'une  des vari~t6s alg6briques Vz int rodui te  en w 7.2. 

Remarque. On peut  se demande r  si pa r t an t  de la diagonal isat ion des laplaciens et  de 

l 'expression explieite des representa t ions  on peu t  par  inversion de Fourier  obteni r  la solu- 

t ion fondamenta le  de la chaleur pour  An. 2 comme dans  [15] et  [32]. Le premier  po in t  

serait  de  calculer la mesure  de Planeherel.  Le calcul de [32] clans le groupe d 'Heisenberg  

repose sur une identit6 de fonct ion g6n6ratrice pour  les po lyn5mes  d 'Hermi te .  I1 semble 

ici que la s i tuat ion soft plus complexe.  

7.4. Holonomie stochastique de certaines s~ries de representations 

Consid~rons l 'appl icat ion 

g = (uz, ukz) e ~V~, 2 -~ 9' = (u ,  e ~ )  ~ ~V'n. 2. 

T(2) 
n ( ) n 

t n de sorte que zt : Nn.2-~R est alors une f ibrat ion cn et  p o u r m  (mk,)k<~eZ "2" ;on 

in t rodui t  la notion de fonct ion m ~quivar iante  

/ : lV'n.2-* C 

par  ](9.t) = exp (imklukz)/(g) (7.18) 

et  on note  L~(N'n.2) los fonct ions m 6quivar iantes  dans  L2(N'n.2) et  2p(m)~>0 l ' in f imum 

du spectre de -An .2  sur cet te  classe de fonctions. On d6finit enfin l'holonomie stochastique 

de la repr6sentat ion m de T (2) par  

ht(m ) = max  l~'("(U~.'(t))'x)l"~m~ Uk"'(th (7.19) 
xERn 

exac temen t  comme dans le cas des fibres G-principaux g~n~raux (voir [8]). On a alors le 

r~sultat  su ivant  

TH~ORi~M~. 3. On a pour tout  m E Z  ( 2 ) / a / o r m u l e  exacte 
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p(m) lim log ht(m) ~ = -  ~. 21P,~-a(m) I 
$-~+ o0 t k=l 

(7.20) 

o~z P**_~(m) est la /onction univer8elle de m introduite au w 4.3 et au 6.2. 

Preuve. Faisons la dans le c a s n  = 2v pair. 

(i) Maloration de p(m) 

Soit L~(N~.,) la classe des fonctions /EL~(Na.,) ayant  

suivante 

/(ao~') =x~(~')/(g) 

la propri4tA d'~quivariance 

(7.21) 

oh gEN, . ,  et 9"EG' off G' est le sous groupe d'alg6bre de Lie ~' engendrSe par ~ , ,  ..., 

~Ik--2 . . . . .  ~'~2g-2) ~2/~-l)X==2t,, X==*2t~+l . . . . .  "~2)'-3, ~ , - ' ,  Xu,, oth on a posd 

~ =~0:~X~ (voir 7.2) 

= (~ou) ~tant la mat, rice orthogonale assocife s m =(mk,) comme d'habitude et off 

xm(g') = exp (i( ~ mk, uk,)) (7.22) 
k<l 

si g '=(~l,  ukl) dans ]a base pr~eg<lente. Alors par construction [fig)[ ne dSpend que de 

~ ,  ~a ..... ~,~-~, ..., ~2"-s, ~n (eomposante de g sur la base des ~ , ,  ~tk), et ]]] eL*(R") 

eomme fonetion de ees nombres. 

Nous identifions done /EL~(N,. , )  ~ /EL*(R ") et nous regardons la representation 

'EG' r~gulibre R de N, . ,  sur de relies fonctions. Si g , 

~-1 m ) 

g = exp ~k ~ ,  + ~ x,z X,, , on a la table de multiplication 
k<l 

~ - 1  m ~ - 1  

k*n 
( , . - ,  . . . .  ) 

+ (~'n + ~'n)in + k~<X[, *,J + ~ k~=l ~ 3~2k-I ir,,(O)l, 2k_ l Oil -- (,O],k_ 10)l, ) 

de sorte que 
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1 . ,  . 
R(g)/(~'2~_~, ~ : ) = e x p  i mt~ Xlk'~ ~ E~2k_lX|((.Ol, 2lc_l(.Oil--(.Ot, 2k+lOJl| ) 

l k=l | 

Mais par  construct ion 
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(ii) minoration de p(m) 

Utilisons le th~or~me 6none~ en w 7.1 (Th4or~me 1). Comme le Pt du bas est le pt-euclidien, 

on a donc 

p(m) >1 - -  lira log h,(m) 

mzt o~l. 2k-1 o)jt -mz~ wj.+k-1 oJu = Pg.k-1 O,.mk 

de sorte que l 'exposant  dans l 'exponentielle est 

mozlt-}- ~ ~. ~ 2 k - 1 ~ 2 / c P 2 k - l +  �89 
l k=l 

et la representat ion r~guli~re R sur / revient ~ faire agir la representat ion U ainsi d~finie 

(U(g)/)(s~ . . . . .  s,,,_~, a) 

E mltx,t+ ]~ E ~2kskP2k-l-F �89 (y 1(81+~I . . . .  ,8/~-1+~2a-3,~n - l+(y)  ~ e x p  ~ 
g=l 

off g a 6t6 d~finie ci-dessus. 

Dans cette representation, A..~ se lit comme 

I - I '  - 1 1 
"- '  a:l + a:t l [~+ a~ ~k-,+a'P~-,] I. 

Done eeei est encore une somme de t ~ oseillateurs harmoniques ind~pendants  de fr~quenee 

�89 l et  �88 1 et  done l '~tat d'dnergie le plus bas dU(An.~) est 

l / J - 1  

- E IP2, - , I+ �89 
2 k - I  

et ceci est donc l ' inf imum du spectre de - A n .  2 sur les fonctions de L~(N,.2) (i.e. satis- 

faisant (7.21)). Mais toute  fonction de L~(Nn.,) est a f o r t i o r i  m-~quivariante au sens de 

(7.18), donc on a 
/*-1 
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Mais la formule  de 7.3 ei-dessus donne  le calcul exac t  su ivan t  

l im l ~  ~ l im ~ l o g  s ~P2k-1 
s-*t oo 8 k-1 s-~+oo k~l 2 

d'oth 
1 ~ 

et  en par t i cu l ie r  la formule  de l 'ho lonomie  s tochas t ique  est  une ~galit~. 

Remarque. La conjec ture  g~n~rale est  que la formule  de l 'ho lonomie  s tochas t ique  de 

[21] (rappel~e en 7.1) est  une ~galit~ pour  t o u s l e s  fibres G-pr ine ipaux  g base s imp lemen t  

connexe.  

7.5. Cas pa r t i cuHer  des groupes d ' H e i s e n h e r g  

Ce cas par t i cu l ie r  fa i t  l ' ob je t  de [10]. On consid~re le g roupe  d 'H e i s e nbe rg  fibr~ en 

cercle i.e. image  de H2n+1 pa r  (x~, y~, 0-~(x~, y~, e't). Alors  les caract~res  de la f ibre sen t  les 

entiers.  On a alors 

COROLLAIR~.. Pour le groupe d' H eisenberg H'2n + l ]ibr$ en cercles sur C ~, on a 

p(m) =21ml .n, vmez 

el la /ormule de l'holonomie stochastique est une dgalitg. 
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