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Nous nous intdressons, dans les pages qui suivent, aux opdrateurs T, lindaires con- 

tinus, d ' u n  espace de Banach  E dans lui-mSme, poss~dant la propri&6 suivante, que nous 

notons ~ (le symbole +-> significant (~ ne tend  pas ~)) : 

 :HTH=I et 3x0 Z, telqueT xo++0, 

La question de savoir si un  tel opdrateur poss~de ndcessairement un sous-espace in- 

var iant  non trivial est assez ancienne et reste ouverte  (rappelons qu 'un  sous-espace vec- 

toriel fermd F est dit  invariant  par  T si T F c  F; il est non trivial si F4={O) et F # E ) .  

Nous allons montrer  qu 'avec  une hypoth~se suppldmentaire sur T, que l 'on peut  juger 

assez faible (qui est, en tou t  cas, beaucoup plus faible que celles ddjs connues), elle admet  

une rdponse positive; les sous-espaces invariants  ainsi construits seront en outre d ' u n  type  

tr~s partieulier; nous reviendrons sur ce point  par  la suite (au w 5). 

Comme c'est l 'usage, les sous-espaces invariants  que nous construirons seront en fair 

hyper-invariants,  c'est-s invariants  par  tou t  opdrateur qui commute  avec T. C'dtait  

d6js le cas pour  les rgsultats obtenus par  divers auteurs darts cette direction. Mentionnons- 

les : - -  Si T et tT vdrifient ~,  dans E et E' respectivement,  et si E est rdflexif, T poss~de 

un sous-espace hyper- invar iant  non trivial (en abrdg6 S.H.N.T.) (Colojoar~-Foia~ [3], 

p. 136, cor. 1.10; voir aussi B. Beauzamy  [2]). 

- -  Si le spectre de T e s t  contenu dans le cercle unit6, n 'es t  pas rdduit s un  point, et si 

y logllT"ll < ~ (1)  
nez l + n  2 

T a un S.H.N.T. (Wermer [9] avec quelques hypotheses techniques suppldmentaires; 

Colo]oar~-Foia~ [3], p. 154, cor. 3.3). Le cas o5 le spectre de T e s t  rdduit ~ un  point  a 4t4 

traitd, mais sous une hypoth~se un  peu plus forte que (1), par  A. A tzmon  [1]. 

5 -  792901 Acta mathematica 144. Imprim6 le 13 Juin 1980 



66 B.B~AVZAMY 

La condition (1), dite (( Condition de Beurling >) a l e  ddfaut de porter  sur les normes 

]] TnJl (n E Z), et non sur les normes des itdrds d ' tm point Y0 E E, c'est-A-dire snr les quantitds 

liT'~yoil(nEZ). C'es~ premi~rement ~ ce ddfaut que remddie notre condition. EIle nous 

permet  aussi d 'abandonner route condition d'inversibilit6 ou de spectre. Enfin, elle ne 

porte pas directement sur l 'opdrateur T lui-m~me, mais sur un opdrateur ((asymptotiquement 

voisin >> de T, ce qui parait  raisonnable, car le comportement asymptotique des itdrds 

(Tnx)n~+~ devrait  suffire & earactdriser les sous-espaces invariants. Ces remarques dtant 

faites, passons au rdsultat proprement dit. Nous l 'avons divisd en deux parties, dnoncdes 

respectivement aux thdorbmes 1 et 2. Le premier rdclame une inversibilit6 locale pour ~/; 

ce n 'est  pas le cas du second, mais fl demande s la place clue ~ soit faiblement compact  

(ce qui se produira, par  exemple, si l 'espace E est rdflexif). 

Remarquons enfin qu'on ne fait aucune hypothbse de commutat ion entre T et ~/. 

T ~ O R ~ M v .  1. Soit E un espace de Banach, et T un opdrateur de E dans E,  non ~gal h 

un  multiple de l'identitd, et vdri/iant ~ .  

Ou suppose qu'il existe uu opdrateur ~l, tel que : 

Vx, "l l~x-  Tnx ~O,  n ~  + 0% 

qu'il existe une suite croissante (gn)~N vdri/iant : 

~,>~I, VnEN, Qm+.<t),~'Qn Vm,  V n E N  I 
/ 

~>o I + n 

(2) 

et une suite de points (Yk)keN avee : 

~/Yk = Yk-i, Vk >~ 1 } 

llyoll = l ,  lly ll <Q,:, vk >l. (3) 

Alors T poss~de un sous-espace hyper-invariant non trivial. 

TH~ORb, M~ 2. Soit E un  espace de Banach et T u n  opdrateur de E clans E,  non dgal h 

un multiple de l'identiM, et vdri/iant ~ .  

On suppose qu'il existe un op~rateur /aiblement compact "tl, avec 

tl T%p o, + 
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qu'il existe une suite croissante ( ~ ) ~  vdri/iant (2), un point Yo E E avec Hyoll = 1 et que, pour 

tout e >0, on peut trouver un nombre C(e)>0 et une suite (Y~)~>~I de points de E, avec : 

J 
(3') 

Alors T poss~de un sous-espace hyper-invariant non trivial. 

L'hypoth~se du th~or~me 1 signifie qu'un certain point Y0 admet une chalne d'inverses 

par ~ dont les normes ne croissent pas trop rite; celle du thdor~me 2 a l e  m~me sens pour 

des inverses approchds. I1 faut noter que dans ee second cas, il n ' y  a pas a priori de relation 

entre Yk et Yk-1. 

Avant  d'aborder la d~monstration des th~or~mes, donnons un corollaire 4videi~t du 

thdor~me 1 : 

COROLLAIRE. Si  T v6ri/ie ~ ,  est inversible, et si, pour un certain point y0EE, on a 

]] T-'yo] ] ~ ,  pour une suite (~n)~eN du type prdcddent, T a un sous-espace hyper-invariant 

non trivial. 

I1 suffit en effet de prendre ~ = T et y~ = Tkyo. 

Un certain nombre de fairs simples sont bien connus; nous Mlons les rappeler bri~ve- 

ment. Dans les ~nonc~s qui suivent, le mot <( doit ~) signifie que dans le cas contraire le 

probl~me est rdsolu. 

(1) T n e  doit pas possdder de vecteur propre : si 32 et x 4 0  tels que T x  =2x, l'ensemble 

{ zEE,  Tz=~z}  est un sous-espace fermd, hyper-invariant pour T, non rdduit ~ 0, et non 

~gal ~ E si T n'est pas un multiple de l'identit~; T n e  peut donc v~rifier d'6quation fonc- 

tionnelle du type ~N ak T k= 0. 

(2) T doit 6tre injectif et d'image dense, faute de quoi Ker T ou Im  T sont des sous- 

espaccs hyper-invariants non triviaux. 

(3) Si l 'on consid~re F = { x E E ,  Tnx-+O, n--> + ~},  on a un sous-espace fermi, non 

~gal ~ E si on admet ~, et hyper-invariant pour T. I1 doit donc ~tre r~duit ~ {0}. Autrement 

dit, ~ implique que Vx~=0, Tnx+-->O, n-+ + ~ .  

Nous allons maintenant passer a la dgmonstration des thgor~mes 1 et 2. La plus 

grande partie concernera les deux th~or~mes simultan~ment : nous allons d~velopper un 

crit~re permettant d'assurer l'existence de S.H.N.T. Cette approche nous a initialement 

~t~ sugg~r~e par P. E1fflo. 
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w l.  Representation d'un op~rateur star l'orbite d'un point 

Soit x o un  point  de E,  avec [[xoH =1.  Posons Fx~=span (:co, Tx  o ..... T~xo . . . .  }. Les 

combinaisons lin4aires finies ~k>o ak Tkxo sont  denses dans Fxo; sur celles-ci, T agit comme 

un shift : T(~k~>o ak T~. Xo) = ~ ak Tk+lxo �9 On peut  donc repr4senter T comme la multiplica- 

t ion par  x sur un espace de polyn6mes, en identifiant 

p(x)= ~ akxP ~ ~ akTkxo 
k~O k~O 

et en posant  
I[Pll = II ~ ~ T~x0[[z �9 

k~O 

L'espace ~o  s'ident~ie ainsi isom~triqueme.t ~ la compl~tio., pour 1a norme II II, d'u~ 
espace de polyn6mes; cet espace compl~t~ sera not~ Bxo, ou simplement B, si aucune con- 

fusion n 'es t  h crainch-e. 

En  particulier, si ~ o  [~kl < 0% la sdrie ~ o  akx k d6finit un dldment de B. 

Pour  un polyn6me p =~k>~0 a~k xk, on pose 

lIME= ~up IIp• sup I1(~: ~kTk)(:~YT%)ll~, 
I lqlK<l IlE~Tixoll41 k>~O 

et eette d~finition s '~tend aux ~l~ments avee ~ o  [ ak[ < oo. Chaeun d 'eux  a ainsi une norme 

llp]l et une norme IIPHoD, et on a dvidemment  : 

Ilpll = lip • 11I ~< Itplloo I]lll, 
et c o m m e  Illll = II~011~ = ~, 

II~II < I[~IIoo. (4) 

Nous pouvons,  dSs s prdsent, fixer le point  sur l 'orbite duquel  la reprdsentat ion de T 

sera faite : il s 'agit  du  point  Y0 donnd dans l '4nonc4 des thdorSmes 1 et 2. En  ver tu  de la 

remarque 3, l 'hypoth~se ~ se t radui t  dans B~, = B par  : 

I/xLo = ~ 1 
x~+->O, n ~  + o~ (5) 

et, toujours en ver tu  de cette remarque 3, on a, Vp 4=0, xnp+'->O, n ~  + ~o. 

w 2. S~ries de Four ie r  ahsohmaent convergentes 

Nous notons A(T) l 'ensemble des fonctions, ddfinies sur le tore, dont  la s~rie de 

Fourier  est absolument  convergente : 

~-00 --00 

/ (0)= ~ ~ e  ~~ ave~ ~ I ~ l <  ~ .  
--00 --OO 
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Cet espace est  muni  de la  norme 
+oo 

II111~<~ = Z I~,1. 
--ClO 

Pour  rou te  f o n c t i o n / E A ( T ) ,  si +~ ~k0 /(0) = ~ _ ~  cke , nous poserons,  pour  m/> 0 : 

~ ( l )  (0) = ~ c~e ~('~§176 
k>~ m 

(e 'est  une suite  d '~ ldments  de A(T)) e t  

'~.,(1)= ~, c~d ~+'' 
k ~ > - m  

(c 'est  une suite  d '~l~ments  de B). 

Remarquons que puisque I1~11o~= l ,  on ~ -  

et  done a f o r t i o r i  

+oo 

I1~(1)11oo~< Z Ic, I = II/ll~<~>, w e ~ ,  (6) 
--(30 

IIv.(l)ll < Illll~<~), v~eN,  

ce qui  signifie que les ~m(/) sont  un i fo rmdment  borndes, en norme  et  en norme  d 'opdra teurs .  

P R O P O S I T I O ~  1. Soit (Qn)~eN une suite de nombres rdels vdri/iant les hypoth~se~ (2). 

On peut trouver deux /onctions ]e t  g, dd]inies sur le tore, ~ supports disjoints, appartenant h 

A(T),  avec : 

{ ~m(/)+->0, -~ § c% dans  B 

yJm(g)+->0, m-~ + ~ ,  dans  B 

et si cn(g) sont les coe//icients de Fourier de la /onction 9, 

5 e~llcn(g) l < ~ .  
n e E  

Ddmonstration. Les fonct ions g e t  / seront  const rui tes  successivement .  

L w ~ ] ~  1. Pour tout N E N, on peut trouver une /onction gN, a support clans un  intervalle 

de largeur 47~/N, telle que 

( yJm(gN)+'->O, m-+ + co 

�9 n e Z  
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Ddmonstration. On sait que si une suite ( ~ ) ~ N  vdrifie les conditions (2), le sous-espace 

de A(T) constitu6 des / telles que 

E I n(/)le, J < co (7) 
n e E  

est une alggbre de Beurling non quasi-analytique (voir par  exemple Y. Domar  [4], p. 18) : 

il rgsulte en effet de Paley-Wiener  ([8], th. X I I )  que l 'on peut  t rouver  dans cette classe 

des fonetions dont  le support  est arbi t ra i rement  petit  et qui ne sont  pas ident iquement  

n u ] ] e s .  

On en ddduit alors ais6ment l 'existence de part i t ions de l 'unit6; pour  t ou t  hrEl~, 

notons  (g~.j)j=l.....g une telle parti t ion, dans laquelle chacun des supports  est de largeur 

au plus 4ze/N, chacune des fonctions vdrifiant (7). 

On a done N , , e~0 ~j=l ~m(gN, j ) =  , VmEN. I1 en rdsulte ~ j = l g ~ . j = l ,  et par  consdquent N 

que, dans B : 
N 

~(gN.j) =xa -  
t=1  

Puisque xm+->O, m---~ + ~ ,  pour un j au moins ~m(gm j)+->0, m-~ + ~ .  Ceci prouve le lemme, 

la fonction gN dtant  le g~. j correspondant.  

Remarquons  que l 'on obt ient  facilement, pour  cet indice ?" : 

lira inI II~0m(ffm,)ll >/ 
m--'>+ O0 

oa %=limm~+m [[Xmll. 

Pour  chaque N = 1, 2 . . . .  , ehoisissons une fonction gs donnge par  le lemme 1, et notons  

as  le point  du tore qui est le centre de l ' intervalle off gs = 1. 

Soit a un point  d ' accumula t ion  de la suite des (a~)n~N. Pour  tou t  voisinage ] a - e ,  a +e [  

du point  a, on peut  t rouver  une fonetion gs, donnge par  le lemme 1, pour  N assez grand,  

don t  le support  est ent igrement contenu dans ee voisinage. Posons a = e '~ 

Posons p o = a - x .  D'aprgs  la remarque 1, on a p 0 # 0 ,  ear p 0 = 0  signifierait, revenant  

E,  que a Y0 = TYo et Y0 serait veeteur  propre. 

D'aprgs  la remarque 3, on peut  supposer xmpo+'->O, m---> + 0% dans B, il existe done un  

? > 0 tel que 
Vm N, II mpoll /> > O. (S) 

Posons [o(O)=e ~~ - d  ~ La fone t ion /o  s 'annule  au seul point  0 =0  o. I1 r6sulte alors du 

thdorbme de Wiener-Ditkin (voir J.  P.  Kahane  [7]) que l 'on peut  t rouver  une suite ([k)keN 

de fonctions de A(T), eonvergeant  ve r s /o  dans A(T), ehaeune 6tant  ident iquement  nulle 

sur un  voisinage de 0 = 00. 
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LEMME 2. On peut trouver des entiers ko et m o tels que 

w / >  ~o, IIv,.,(l.,)ll~ i> y/2. 

Ddmonstration. Puisque /k-+/o, k-+ + ~ ,  dans A(T), on peu$ trouver k o assez grand 

pour que : 

IID,.-Soll.,<~> -<~,14. 
On a alors, Vm~l~ 

II~'%0(o) - ~''%(o)II,,<-,> ~ ~,14, 

Si on choisit m 0 assez grand pour que Vm >~m 0 

11r (O)llA<~) ~< r /4 ,  
on aura alors, Vm>~m o 

et done 
II~.,(/,,o) (o)-  r ~< 7/2 

Mais d'aprbs (8) IIx=r011B~>~, Vm, et done II~m(fk.)l[~>7/2 si m>~mo; le lemme 2 est done 

d4montrd. 

Soit Vle  voisinage de 0 =00 sur lequel ]k~ s'annule identiquement. D'apr~s le lemme 1, 

pour 27 assez grand, on peut  trouver une fonction gN dont le support  soit tout  entier contenu 

dans V; les fonctions ]k~ et gN ainsi obtenues seront alors ~ supports disjoints : ce seront 

respectivement les fonctions / et g annonedes par  la proposition 1, dont  la ddmonstration 

est ainsi achevde. 

Nous allons maintenant  nous int4resser ~ l 'opdrateur ~/. 

w 3. Opfirateurs asymptotiquement fiquivalents 

Nous avons faR, aux thdor~mes 1 et 2 respectivement, l 'hypoth~se de l 'existence d 'un 

op6rateur ~ satisfaisant : 

Vx, T ~ x - ~ " x ~ O ,  n ~ + ~  

o n  

l I T = - ~ = l l o p ~ 0 ,  n-~ + ~ .  

La premiere condition ne se r4duit pas s la seeonde (on petit par  exemple, eomme nous 

l 'a fair remarquer C. Foia~, t rouver un opdrateur T v4rifiant II mill = 1 v n  et vx, T~x~0,  

n-~ + ~ )  : elle est strictement plus faible. La seconde est plus faible que la notion d'dqui- 
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valence asymptotique introduite par C. Apostol (voir [3], p. 28) qui demandait  

11T~-%/~1] 1I~-~0; elle diffbre done de celle de (( quasi-Nflpotent-4quivalence )~ ([3], p. 11). 

Nous allons maintenant  distinguer entre les d4monstrations des th4orbmes 1 et 2. 

Pour all6ger les notations, nous posons : 

1 

P~'- IlgllA(~, ~ ( g )  
1 

h~- II111~(~)~(1), 
pour les deux fonctions g e t / ,  s supports disjoints, que nous avons trouv4es, et  soit ~ > 0 

tel que : 

limm~+~inf Ilhdl/> ~ > o } 
lim inf IIP~II >/~ > 0 (9) 

m--~+ O0 

Nous notons (aj)jEz les coefficients de Fourier de g/llgllA(w), si bien que p m = a _ m +  

a_m+lX + ... + a _ m +  j XJ + ..., dans B. 

Du fair de l ' introduction de l 'op4rateur %/, nous ne pourrons pas nous limiter s l 'espace 

B, et, dans E, nous utfliserons la notation : 

Pro(T) = a_ m I + a_m+ 1 T +. . .  + a_m+ j T i +. . .  

avec les notations [[pm(T)l[o~, e t  [[pm(T)(Y0)HE, dont le sens est dvident. 

Nous nous plaqons maintenant  sous les hypotheses du th4or~me 1. 

PROPOSlT~O~ 2. Sous les hypothgses du thdor~me l ,  il existe un  point  %4=0 darts E 

tel que 

p , n ( T ) ( y o ) -  T"zo-->O, m--, +oo.  

Ddmonstration. Dans l 'espace E, posons, si m 6 N  : 

qm = a-m Ym + ' "  + a-m+j Ym--j + ' "  + a-1Yl + ao Yo + al llYo +. . .  + as ~tlJyo +.. . ,  

off les (Yk)k~N sont les points donnds par les hypotheses du thdor~me 1. 

LEMMJ~ 3. La  suite qm converge vers un  point  z o de E.  

oo a Ddmonstration. I1 suffit dvidemment de dgmontrer que ta sdrie ~0 -JYs est normale- 

ment  convergente (remarquons au passage que c'est ici qu 'on utilise le f a r  que l 'espaee E 

est complet, fair sans lequel la conclusion du th4or~me 1 ne subsiste pas). 
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Mais on a par  hypoth~se IlY,II ~<Q~, et d'apr~s la proposition 1, ~,~0 la_,l ~,< oo, a 'oh  

le lemme. 

Remarquons que, puisque V x ,  l l n x -  T '~x+O,  on a, Vx, SUpn II u"~ l l  < ~ ~t, d'apr~s 

Banach-Steinhaus, il existe M > 0  tel que 

Toujours dans l 'espace E ,  posons 

Dans E, p~ s'~crit : 

w e N, II ~"11 < M. (10) 

, Nm 
P m =  qm m ~ O. 

Pm = a--m YO + a--m+1 Tyo  + . . .  + a_m+j TJyo + . . . .  

LEZ~ME 4. On a, d a n s  E ,  p "  -p in-+O,  m--> + ~ .  

Ddmons t ra t ion .  On peut  dcrire : 

]=1 

Le lemme en rdsulte aussitSt. 

LEMME 5. D a n s  E ,  on  a 

[[pm--T~zol[E-~O,  et z o . 0 .  

Ddmons t ra t ion .  On a, d'apr~s le lemme 3, 

qm -> zo, m - ~  + ~x~ 

et donc, d'apr~s (10) : 

lip&- Ztmzol[ -~  O, m - ~  + o o  

Mais on a 

et 

~ m z  o -  Tmzo -+ O, m ~  + ~ (par hypoth~se) 

et donc 

IIp~- T%II ~ o, ~ - ~  + ~ ,  
comme annonc6. 

Supposons maintenant  z 0 =0.  Alors p m ~ O ,  m--> + ~ ce qui contredit la proposition 1. 

Ceci ach~ve la preuve de la proposition 2. Remarquons que z 0 peut  ne pas appartenir  

2'y~ mais, bien stir, 
dist (Fu~ T%o)  ~ O, n ~ + co. 
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Nous allons ma in t enan t  ddmontrer  l 'analogue de la proposi t ion 2 dans  le cadre des 

hypotheses  du thdor~me 2. 

PROPOSITION 3. SOUS le8 hypothgse~ du thdor~me 2, il existe un  point  zoEE,  avec 

z o 4=0, une suite d'entiers (mn)nEr~, strictement croissante, une suite de scalaires (a~)t~N, a~ >~0, 

"~ + ~ = 1, et un  entier ~ E N tels que Vi,  avec Vn,  ~mn+ 1 a t 

mn+l 

~kpk+j(T)(1,lm,+~+Xy~)- T'~+~zo~O, n-~ + ~ 
k:mn+l 

o~ lea points  y~ ~ E sont ceux donnds par  les hypotheses du th~or~me 2, pour la valeur e = 

a / S M  ~ (a donn~ par  la proposition 1, M donn~ par  (10)), et ropdrateur pa+r est, selon nos 

notations pr~c~dentes : 

p~ + ~( T)  = a_(~+ ~) I +. . .  + a_(~ + ~)+m T "~ +. . .  

D~monstration de la proposition 3. 

L ~  6. I1 existe un  entier ~ 5 1  tel que 

et  

]]p~+J(~) (~u~)- vJ(~)( u0)ll w .  

Ddmonstration. On sait  (prop. 1) qu' i l  existe a > 0 tel que 

On en ddduit, d 'apr~s  le l emme 4; qu' i l  existe m 1 tel que Vm>~ml, 

, ,/~ 3 ~  
IIp ( 

Mais comme p~+ 1(~/) (Yo) --P'~(~/) (~/Yo) = a-(m+1) Yo, il existe m 2 tel  que si m ~> ms, 

, 
IIp ( ) (Uy0)ll 

On peut  dcrire, Vk, ~ EN 

' a m 
Pk+j(%/) (y~) = a_~+j) Yk +. . .  + a_j %/k Yk +-. .  + -(~+j)+~ ~ Yk +. . .  + ao ~k+iYk +. . .  

(~2) 
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Mais on a, par  hypoth~se 

et done, Vl~>0, 

d'ofi l 'on d4duit : 

I1~%- yoll < ~ <  aM 

k+l  l o L M  O~ 

IlU y~-  u yoll ~< s~-~ = sM' 

I I (a- ,~y~+ ... + -,+,~ ~ +  . . . ) - (a - r  . . .  + a - , + / U ' y o +  --.)]1 

<~ ~ -j+z Y k -  8 M '  
/=0 

et ee, pour  tou t  ]EN. 

On a done : 

]](a_,Nky,~ + . . .  + .,,k+z , ~-j+,~ y ~ + . . . ) - p , ( ~ ) ( y o ) l l < ~ ,  v~,~'e~. 

Mais par  aflleurs : 

QO 

Ha--(k+,)yk+a-,~,+,)+~ "Uyk+...+ _r Y~II < C(~) Y 0~1~-(~+,1 
k = l  

et fl r4sulte imm6dia tement  des est imations faites sur les coefficients (an),~N que cette 

quant i t4  tend vers 0 lorsque ]-+ + co; on pent  donc la rendre infdrieure ~ cz/SM en prenant  ] 

assez grand.  Pour  eet entier ], on a done, V k e N  : 

et done 

' (Yk)--PJ() (Y0)[[ < 4M, (12') 

Ilpi§ (~y~) - p;(~) (~y0)ll < -~; 

le lemlne en r4sulte aussit6t, si on choisit ] ~> m 2. 

La  suite {P~+J(~/)(Yk)}k~N est done born4e, d'apr~s (12') si ] e s t  ainsi choisi. Si ~ / e s t  

faiblement compact ,  les images {Pk+J(~/)(~/Y~)}~eN poss~dent une sous-suite faiblement 

convergente vers un z 06 E; ce point  z 0 v~rifie aussi 

ll~0-p;(u) (uy0/ll < ~ 

et il rgsulte de (12) que % 4 0 .  
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On en d6duit qu'il existe une suite d'entiers (m~)neN strictement croissante, une suite 

~'+~ 1, tels que de rdels x~>0, avec u ~,~+~ ~ =  

Mais 'um'+lZo-- Tm~+lzo~O, et 

MMs 

n--> + c~ 

t?In+ 1 mn+l m +I 
% ~.~p;+j('U)('l/"'+X+~yk)- ]L ockpk+,(T)('U ~+~ Yk) 

m~+l m n + l  

mn+l 

' U -  w+,(T)llo, ll~ y~ll-- 
tt~+l. 

et 

prouve la proposition 3. 

Si m~ + 1 < k ~mn+l, nous poserons : 

y~ = ~ m - + l y  k. 

On a vu que 

lly~ll <2M, w~N.  

ll~m.+-~w~ll < II~.+~-~-tlo, llU%ll < 2M, 

I[p'k+j('U)--pk+AT)llo,-*O, k-;  + ~  par un calcul analogue s celui du lemme 4. Ceci 

(13) 

w 4. Sous-espaces hyperinvariants 

Nous allons maintenant  reprendre la ddmonstration simultande des th6or~mes 1 et 2. 

~ROPOSITION 4. Soient / e t  g deux /onctions de A(T), ~ supports disjoints. On note 

(bk)~z les coe//icients de Fourier de/,  (aj)j~z ceux de g. On a, dan* B, Ym, n E N :  

II~(/)-w.(g)llo~ II/II~(~). ~: la~-~l + llgll~(~, ~: Ib,-~l. 
k<O j<O 

Ddmonstration. Posons 

r Z bk e"~+'~ 
k <  - m  

q/~(g)(O)= ~ aje ~(j+n)~ 
1"< n 

Puisque ] e t  g sont h supports disjoints, on a : 

' + ' (~m(/)+~(/))@~(g) ~(g))  = 0 ,  Yn,  nEN, 
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et donc, puisque A(T) est une alg&bre : 

Ilvm(/). W(g)IIA(T, < II~(/)IIA~,," IIgIIA(T, + II%n(l)llA~," II~'~(g)llA~,, 

d'ofi la proposit ion rdsulte immddiatement ,  puisque 

et~ 

I1~, ,~(1)  �9 ~,~(g)llo~ < I1%~(1) �9 ~ ( g ) l l A ( ~ )  �9 

I1 rdsulte donc de la proposit ion 4 que, avee nos notat ions pr6cddentes : 

ou encore 

Hhm(T).p~(T)lloo~O, m, n ~ + ~ .  

LEMME 7. On a, pour toute suite croissante d'entiers v,,, 

o~ 

Ddmonstration. D'aprbs  la proposit ion 1, on a II broil. > -  si m > m 0. Mais on peut  6crire : 

t < - m  

et ce second membre  peut  &re rendu infdrieur ~ a/2 en choisissant m assez grand, 

Nous pouvons  m~intenant  achever les ddmonstrat ions des th4or~mes 1 et  2. 

Fin de la ddmonstration du thdor~me 1. Considdrons ]e sous-esp~ce vectoriel de E : 

F = { z e E ;  T'~hm(T)z--,'.O, m ~ , ~ } .  

C'est un  sous-esp~ce faring (c~r ]] Tmh,~(T)l]op ~< 1, Vm), hyper- invar iant  pour  T. I1 ne con- 

t ient  pas le point  Y0, d 'aprbs le lemme 7, et n 'es t  donc pas l 'espace tou t  entier. Reste 

voir qu'il n 'es t  pas rdduit  ~ {0}. Pour  cela, nous allons mont re r  qu'il  contient  le point  z 0 

donnd par  la proposit ion 3. 

On a en effet : 

[] Tmhm( T)zoll < IIh~(T)llo~ IIP~(T)(y0)- Tmzol] -F []h,,( T)p,~( T) llo~ Ily011. 

M~is Hhm(T)[[o~< 1,pm(T)yo-Tmzo-+O d'apr~s la proposit ion 2 et  IIhAT)pAT)IIo~-~O 
d'apr~s la proposition 4; ceci ach~ve la ddmonstrat ion du thdorbme 1. 
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Fin de la dgmonstration du thdor~me 2. De la  m~me fagon, consid4rons : 

G = {z, T'~e~h~(T)z-->O}, 

off les (ran) sont  les ent iers  donn4s p a r  la propos i t ion  3. C 'est  un  sous-espace ferm4 hyper -  

invar ian t ,  qui  ne eont ien t  pas  Y0 d 'apr~s  le l emme 7, mais  qui  cont ien t  le po in t  z 0 donnd 

p a r  la  propos i t ion  3, car  : 

Mais le p remier  t e rme  t end  vers  0 en v e ~ u  de la propos i t ion  3, et,  pour  le second, on peu t  

4erire : 

hn(T) 2 ~kpk+,(T)(yk) < • laklHh,~(T)Pk+,(T)[lo, llYk[[ 
mn+l mn+l 

et lluiH <eM d'apr~s (13), tanas que 

d'apr~s ]a proposition 4. 

Ceci ach~ve la d4monstration du th4or~me 2. 

Si on s ' int4resse seulement  s l ' op4ra teur  T lui-m~me, on peu t  faire la cons t a t a t ion  

su ivan te  : le sous-espace i n v a r i a n t  non t r iv ia l  que nous ob tenons  pour  cet op4ra teur  est  

engendr4 p a r  les it~rds d ' u n  414ment p 6 B ,  p =4:0, pour  lequel fl existe  une sui te  (h~)m~N 

avee lihmllo~-<<C, I1~11 >1 ~, et h ~ p ~ 0 .  
Dans le cas par t ieu l ie r  du  shif t  sur  12(Z)(T e~ = e~+t, Vn E Z), les sous-espaees inva r i an t s  

ob tenus  pa r  ee t te  m6thode  sont  les su ivan ts  : ee sont  les sous-espaces engendrds pa r  les 

itdrds d ' une  suite  (a~)~z,  qui  est  eonst i tude des coefficients de Four i e r  d ' une  fone t ion  [ 

s ' annulang iden t iquemen t  sur  un  in terva l le  du  tore; ee ne sont  pas  les sous-espaees cons- 

gitu4s des sui tes  (a=)~ ~N pour  lesquelles an = 0 s i n  ~< n o (n o 6 Z). 

Nous  allons m a i n t e n a n t  donner  les l imi tes  de la  m6thode  que nous venons  de d4velop- 

per.  

w 5. Sous-espaces invariants ou hyper-invariants de type tonctionnel  

Soit /6A(T),  non identiquement nulle. On derit sa s4rie de Fourier : 

1(0) = Z a~e% 
k e Z  
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Si T e s t  de norme 1, on ddfinit une suite d'opdrateurs en posant 

et on a 

Le sous-espace vectoriel 

h.(T)= ~ a k T  k+n, nEN,  
k ~ - n  

llh:(T)lloo IIIII,,( , Vu N. 

F = {zEE,  h ~ ( T ) z ~ O ,  n-~ + co} 

est alors ferm6, et, de toute 6videnee, fl est hyper-invariant pour T. 

Ce sous-espace n'est pas E tout entier s'il existe Y0 tel que h~(T)yo+->O (et ceci peut 

toujours 6tre rdalis4 si T v6rifie ~, comme le montre la proposition 1); il n'est pas rdduit 

s {0) s'il existe z0=~0 tel que h~(T)zo-->O. Si ees conditions sont satisfaites, nous dirons 

que nous sommes en pr6sence d 'un sous-espace hyper-invariant non trivial de type fonc- 

tionnel. 

Les th6or~mes 1 et 2 nous ont permis d'obtenir des sous-espaces de type fonctionnel. 

On peut 6videmment se demander si tout op6rateur vdrifiant (~) lie poss~de pas ce type 

de sous-espace invariant, et si les restrictions (2) et (3) que nous avons impos6es sont bien 

n6cessaires. 

Le th6or~me qui suit rdsout ce probl~me : non settlement ces conditions sont ndces- 

saires (pour obtenir ce type de sous-espace, r6p6tons-le), mais encore elles sont les meil- 

leures possibles (ce qui r6pond ~ une question pos6e par C. Foia~). 

TH~OR~M]~ 3. Pour toute suite croissante ( ~  )n ~ N, satis/ aisant 

el 

0,~+~ <~ Qm'~ Vm, n E N, Q. ~ 1 Vn  E N, 

log ~ 

hen  1 -~- ~2 

on peut trouver un opgrateur T,  vgri/iant ~,  inversible, tel que 

V ZN, IIT-kll =e,<, Vx, in/lit " 11> o, 
ken  ~ 

et qui ne poss~de aucuu sous-espace invariant non trivial de type/onctionnel. 

Ddmonstration. Soit (Qn),eN une suite v6rifiant les conditions prdc6dentes. Convenons, 

pour simplifier les notations, que ~0 = 1. Posons v 1 = 1/~ 1 .. . . .  vl =~k-1/~k ..... (on a 0 <vk ~< 1, 



80 B. BEAUZAMu 

Vie). L 'op~rateur  annonc~ sera un  (~ shift ~ poids ~) sur/~(Z), e'est-s un  op~rateur d~fini 

par  : 
Tek =w~e~+~, V]~EZ 

((%)k~z est la base canonique de/2(Z)). 

Pour  notre exemple, les coefficients w~ valent  : 

w k = l  sik~>0 

w~ v_ k s i k < 0 .  

I1 est dvident que T e s t  de norme 1 et qu'il  vgrifie ~ (les poids va lant  1 du c5t4 positif). 

L E M ~ E  8. On a, pour tout kEN,  liY-ki] =~k, et, Vx:~O ~ C(x) > 0  tel que 

vk, llT-~x]l i> C(x)Q~. 

D~monstration. Soit x = ~ n ~ z  ~nen �9 On v6rifie imm6diatement  que 

1 

n W n - 1  """ W n - k  

et donc que 

liT ~II ~= 5: Io~I~ (Q~-~ ~ -  ,<o ~-~7-.i +I ~I e ~ - , + - - . + l ~ - ~ l ~ +  ~ I~ ~ . ~  

Les assertions du ]emme en r~sultent imm~diatement ,  en util isant la eroissanee de la 

suite (~k)k~N et ]a propridtd Q~+n~<~.~.  I1 nous reste ~ mont re r  que T, ainsi ddfini, ne 

poss~de aucun sous-espace invar iant  non trivial de type  fonctionnel. 

Soit ] eA(T), non ident iquement  nulle; et h,~(T) = ~k>~-,~ a~ T k+~. Supposons qu'il  existe 

zE/2(Z) tel que hn(T)z-->O, n-~ § nous allons voir que z = 0 ,  ce qui d~montre bien le 

thdor~me. 

Pour  tou t  p E/2(Z), nous notons (Qk)k~z ses coordonndes, et nous ddsignons par  p '  

l'~14ment de/2(Z) ddfini par  : 
p~ =p~  si ]c~>0 

=w_~ ... w~p~ s i / c<0 .  

Notons  T o le shift usuel sur [e(Z) (T o e~ = e~+l, Vn). 

L ] ~ E  9. Pour  tout p~l~(Z), on a : 

h~( T ) p  -~ 0, n-~ + ~ ~:,h~( To)p'  ->0, n-* + ~ .  

Ddmonstration. La ]-~me eoordonnde de TZp, notde (Tzp)(?'), vau t  : 

Pl- -k  W j - k  W i - k + l  "'" W]-I"  
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La ]-~me coordonnde de h~(T)p vau t  done : 

(h,(T)p) (j) = a ~p~ +... + a-n+k Pj-k wj_~.., wj_ 1 +... 

et, si ~>0,  ceci s'~crit : 

(h~(T)p) (j) = a_~ p~ +... + a ~+jpo + a-~+~+x P-1 w-1 - ~ " .  ~- a-n+)+tP-lW-z ""  W - 1  Jr . . . .  

I1 est immgdiat  de vgrifier que, pour/"/>0, la ~-~me coordonnge de hn(To) p'  est donnge par  

la m~me formule. Mais comme par  ailleurs 

f ~ o  [ ( h ~ ( T ) p ) ( j ) ' 2 ~ O ' n - ' + ~ ' j  

I(h~(To) P') (i)I ~-~ O, n-~ + ~ ,  
( i < 0  

le lemme en rdsulte aussit6t. 

I1 r~sulte du lemme que h~(To)z'~O, n o  + oo. 

L~MM~. 10. On a, pour tout mEZ,  ~J~z a,n_jZ~ =0.  

Ddmonstration. Pour  m ~ Z, la n + m-~me coordonn4e de h~(T0) z' s'~crit : 

(h , (To) z ' ) (n+m)= Z a~_jg 
]<~m+n 

et, comme I(hn(To)z')(n+m)]-->O, n--> + ~  le lemme en r~sulte aussitSt. 

Posons ~(0) = ~ k e z  z'~ e *k~ On obtient  une fonction de L2(T), e t ] e  lemme 3 signifie que 

eette fonction est orthogonale, dans L~(T), aux ~onetions eta~ Vm E Z. Comme ] E A  (T), / es~ 

continue, et ~fGL 2. On dolt  done avoir  ~]---0 p.p. Mais on a supposd / non identique- 

ment  nulle : il y a done un intervalle ouver t  sur ]equel ] ne s 'annule pas; T est done nulle 

p.p. sur cet intervalle. I1 nous reste ~ voir que ceci implique que ~ est ident iquement  nulle. 

On a, si k < 0 ,  
r z~=w_l . . .  WkZ ~, et (z~)El ~ 

1 
Zk. 

Consid6rons la fonction ddfinie sur R + par : 

~ ( t ) = l o g ~  s i n < ~ t < n + l  (n=O, 1 . . . .  ), 

6-792901  Acta mathematica 144. Imprim6 le 13 Juin 1980 
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on obtient une fonction positive croissante, vdrifiant 

; o~(t) 

et on a [z'-k[ <.Ce -~(k), pour k>~0. 

I1 rdsulte alors d 'un thdor~me de N. Levinson ([5]) p. 74, ou [6]) que q est identique- 

ment nulle. 

Nous voyons ainsi que, pour obtenir des sous-espaees de type fonctionnel, les hypo- 

thbses ~ imposer sont bien des restrictions sur la eroissance d'une suite de points qui sont, 

en gros, les itdrds par T -1 (lorsque celui-ei existe) d 'un point donnd. I1 faut noter, ~ cet 

dgard, que le rdsultat de Colojoar~-Foia~, dans le cas off T et tT vdrifient ~, n'est qu 'un 

eas partieulier du thdor~me 2 : il est en effet facile de ddmontrer (comme nous l 'avons 

fair dans [2]), que dans ee eas, il existe un point Y0 de norme 1 et une suite de points y~, 

de norme bornde, tels que T ~ y ~ y o ,  n ~  + ~ .  

Je tiens ~ remereier MM. A. Atzmon, C. Foia~, J. L. Krivine, M. Zeller-Meier, B. Mau- 

rey pour leurs observations et eommentaires, g. P. Kahane, qui m'a  aidd ~ mettre les 

pages prdeddentes sous leur forme prdsente, et surtout, bien stir, P. Enflo, qui m'a introduit 

~. ees questions et m 'a  suggdrd l'approehe ddveloppde iei. 
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