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Introduction 

Le contr61e de processus de diffusions stopp~s s la sortie d 'un ouvert O ( O c R  N) 

conduit, via la programmation dynamique, i~ l 'dtude de probl~mes de I)iriehlet non lindaires, 

elliptiques du 2 ~ ordre. Dans ce travail, nous pr~sentons une mdthode de rdsolution de 

ces probl~mes s l 'aide de techniques d'dquations aux ddrivdes partielles. 

Ainsi nous montrons notamment  que le probl~me suivant 

max {A tu - ]~}=O p.p. dans O, u = O  sur F, (1) 
l~<i~<m 

admet une unique solution dans W 2' ~176 off 0 est un ouvert de R N, de fronti~re I ~ rdguli~re, 

oil A 1 ..... A m sont des opgrateurs uniformdment elliptiques du deuxi~me ordre A coefficients 

rdguliers et oil/1 ... . .  /m song des donndes rgguligres. Nous supposons uniquement que les 

coefficients d'ordre z~ro des opgrateurs At sont assez grands (volt pour l'dnoncg et les 

hypothgses prdeises le paragraphe 2, ainsi que les r6sultats compldmentaires du para- 

graphe 4). 

La classe des probl~mes (1) a dtg introduite par  N. V. Krylov qui dans [11] et [12] 

traite le cas 2V = 2 et le cas O = R N. Par  la suite le cas m = 2 a 6t6 rgsolu par  I-I. Br~zis et 

L. C. Evans [3], puis le cas d'opdrateurs s coefficients constants, simultangment, par  L. C. 

Evans et A. Friedman [7], et P, L. Lions et J.  L. Menaldi [16] oil d 'autre  rgsultats partiels 

de rdsolution sont donnds. 

Ainsi que nous l 'avons dit ci-dessus, le problgme (1) correspond ~ un probl6me de 

contr61e stochastique qui est ddtaill4 au paragraphe 1. Le paragraphe 2 comporte les 

rdsultats principaux, dont les ddmonstrations sont faites au paragraphe 3. Enfin au para- 

graphe 4 nous donnons quelques rdsultats complgmentaires concernant la rgsolution de 

(1) (sans supposer les termes d'ordre zdro des opdrateurs A t assez grands). 

Cet article fair suite s un prdcddent article [14] oil l 'auteur 6tudie le cas dggdndrg 

pour O = R N par des mgthodes probabilistes. Dans une gtude ultgrieure nous nous intdres- 
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serons aux probl~mes analogues pour des dquations paraboliques, des problbmes d'obstacle, 

des probl~mes elliptiques d~g6n6rfis et au eas oh la condition de Dirichlet est remplacde 

par d'autres conditions. 

1. Notat ions  et hypotheses  

Soft 0 un ouvert bom~ de R N de fronti~re F r~guli6re. On se donne une suite (Ak)k~>l 

d'op6rateurs d6finis par 
Ak = -- a~ a,~j + b~a~ + 6Jr (2) 

OCX les coefficients a~, b~, d ~ v6rifient les conditions suivantes : 

a~, b~, c~eC~({~), et restent bornds dans V~(()) si k-~ 0% (3) 

ck(x)>lX>O, VxeO, Vk>ll ,  (4) 

a~(z)~,~j>~v]~t~, VxeO, u V~ER ~. (5) 3v > 0, 

NOUS noterons : 
2= inf c~(x). (6) 

k > l ,  xe 

Enfin, nous supposerons donn4e une suite de fonctions (/k)k~>l vgrifiant 

~eW~'~176 s resf~ born~e dans W2'~176 si k-+ co. (7) 

Nous considdrons alors le probl~me suivant : trouver u solution de 

snp(Aku--]k)=O p.p. dansO,  u = 0  s u r F ,  ufiW2'~176 (8) 
k/>l  

Ces ~quations (appel~es dquations de Hamiltou-Jacobi-Bellman) sont &roitement 

lides ~ un probl~me de contr61e stochastique : le raisonnement heuristique de la program- 

mation dynamique indique en effet que le crit~re (ou fonction cofit minimum) d 'un pro- 

blame de contr61e stoehastique eonvcnable (~ dolt ~) &re la solution de (8) (le lecteur, pour 

plus de prdcisions, pourra se reporter & [1], [11], [14] par exemple). 

2. Le resultat  principal 

T H ~ O ~ M E  2.1. SOU~ les hypotheses (3)-(4) et (5) (rdgularitd des coe//icients et des 

donndes et ellipticitd uni/orme) et si on suppose de plus 

;t > 20/> 0 (9) 

(1) Nous emploierons la convention de l'indiee r6p&& 
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(0~ 2O ne ddpend que des norme~ C2(0) dee eoe//icients d'ordre 1 et 2 des opdrateurs et de 

dana (5)) alors il existe un unique u ~ W ~" ~~ solution de 

sup (Aku--/k)=O p.p. dans O, u = 0  sur F. (8) 

Remarque 2.1. En fair l'unicit~ a lieu dans la elasse W~4~(O) N C(O). 

Remarque 2.2. De plus 3C >0  (ind~pendante des ]k) telle que 

Ilull c sup II1 11 
k 

(lo) 

Remarque 2.3. Le Thdor~me 2.1 est conservd sous les m~mes hypotheses pour des ouverts 

non born~s, ~ condition toutefois de remplacer dans (1) C2(()) par C~(O)=(uEC2(O), 

D~ueL~(O) , [al <2). 

Remarque 2.4. Nous ne savons pas si l'hypoth~se (9) est indispensable, remarquous 

qu'une hypoth~se analogue est employde dans [11], [14]. Daus le cas non-uniformdment 

elliptique, une telle hypoth~se est justifi~e par le eontre-exemple de [8]. Ndanmoins dans 

le eas off a~ ne d$pend pas de x, nous verrons (cf. Corollaire 4.1) que (9) peut ~tre supprimge. 

t~emarque 2.5. En ce qui concerne la rdsolution du problbme de contrSle stoehastique 

il est classique de ddduire du Thdor~me 2.1 les rdsultats suivants (volt pour cela la dd- 

monstration du Thdorbme 5.4 dans [1] ou bien [16], [17]) : 

I1 existe un eontrTle markovien optimal ~ e-prbs et si la suite (Ak) est finie il existe 

un contrTle markovien optimal. 

Signalous que la ddmoustration du Thdorbme 2.1 (qui est f a re  dans le paragraphe 

suivant) est enti~rement analytique. 

3. D e m o n s t r a t i o n  du  T h ~ o r ~ m e  2 .1  

La d~moustration sera divisge en plusieurs ~tapes : 

(a) introduction d 'un syst~me approximant (8) et premieres estimations, 

(b) estimation des dgrivges secondes sur F, bord de O, 

(e) estimation W2.~~ 

(d) passages ~ la limite, 

(e) unicit~. 

Les Stapes (a), (b), (e) seront consacrges ~ la rgsolution de (1), on fixe done m. 
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3 (a). Introduction du syst~me approch~ et premieres estimations 

Comme dans [7] on introduit le syst~me p~nalis~ nonlin~aire suivant(~) 

A~ui +fl~(ul-ul) =/1 

A~u~ +fl~(~ -u~) =/~ 

A,nu~ +fl~(u~-ul) =/m 

p.p. dans O, u[ = 0 sur F 

p.p. d a n s O ,  u~=O s u r I  ~ 

p.p. dans O, u~ = 0 sur F 

(11) 

oh f18 est une fonetion croissante convexe de classe C ~ sur R telle que fie(t) =0 si t ~ 0  et fl~ 

(quand e-~0) converge au sens des graphes vers la fonction multivoque fl ddfinie par  : 

domaine (fl)= (-- 0% O) et 

fl(t)=O s i t < 0 ,  r iO)=[0 ,  + ~ ) .  

L'idde d 'approximer le probl~me (1) par  le syst~me pdnalisd (11) est tr~s naturelle 

du point de vue stochastique, voir pour une explication plus ddtaill~e de ce fair, A. Bensous- 

san et P. L. Lions [2]. 

La  rdsolution de (11) ne pr~sente aucune difficultd (voir pour eela [7], [16] et [2]) : 

fl existe un unique m-uplet (u~h<~<~ solution de (11) tel que u~ E C2(()). Notre but  dans les 

~tapes (a), (b), (c), est de montrer  

IluTllw.,oo(o) < const. (indep. de s, i e t  m). 

Par  rggularisation nous pouvons supposer que (a~l)EC~(()),/,ECoo(O) pour 1 <~i<~m, 

Nous avons alors par des r~sultats classiques de rggularitg du probl~me de Diriehlet 

D 'aut re  part ,  d'apr~s [7] ou [16], nous savons d~js que 

[[u~llw, oo(o ) <~ const. (ind4p. de e, i e t  m). (12) 

Toutefois afin de faire un expos~ complet, nous pr~sentons de mani~re eondens~e la 

d~monstration de (12) donn~e par  P. L. Lions et J .  L. Menaldi [16]. Elle consiste en quatre 

~tapes : 

(~) L'id6e de cette p6nalisation m'avait 6galement St~ indiqu6e par M. L. Tartar. 
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(i) construction d 'une  sous-solution, 

(ii) est imation L~~ 

(iii) est imation de Vu~ sur F, 

(iv) est imation W 1'~(O). 

(i) Construction d'une sous-solution. Comme nous supposons en partieulier que O 

poss~de la propri$t~ de sphere ext~rieure uniforme, nous avons 

3~ > O, V y e F ,  3 ~ e R  N -  O tel que {zeRN; [z--~] ~< e} f) 5 = {Y}. 

Alors bien stir [~)-Yl =~" On int rodui t  w donnde par  

w(x) = e -~ '  - e  -~1~-91~, 

off ~u est une eonstante positive qui sera d4termin4e dans la suite. Un ealcul de A~w donne 

Mais pour  x~( ) ,  w(x)>10 et 

A,w(x) >1 (4/~ue~v - 2#a~ § 21ab~(x ~ - ~a) } exp ( -~u I x - ~ ] ~) 

d'ofi, en ehoisissant # assez grand, A~w(x)>~a>0 off ~ est ind~pendant  de i. Done pour  G 

assez grand (inddpendant de i) nous avons 

A~( -Cw)  < /~ sur (); - C w ] r  <- O, -Cw(y )  =O, 

A~(Cw)>/t  sur (~; CWlr>~O, Cw(y)=O. 

(ii) Estimation L~176 Nous allons mont re r  que -Cw<~ u~ <~ Cw sur (). Montrons par  

exemple u~ > - Cw. Soient i E ~1 . . . . .  m}, x 0 E ()  tels clue 

min (u~ + Cw) (x) = (u~ + Cw) (xo). 
1, x 

Si x0EF alors (u~+Cw)(x0)~>0 et  u~>~-Ow sur (~. Sinon xoEO; supposons alors que 

u~ + Cw(xo)<0. Le prineipe du max imum donne alors (on eonvient  u~+l = u~) 

0/> A,(u7 + Cw) (x0) =/~(xo) - A , (  - q w )  (x0) - ~(u~ - u~§ 

mais ]~>Ai ( -Cw)  et  u~(xo)<~u~+l(Xo) done fl~(u~-u~+l) =0 .  On obt ient  une contradict ion 

qui prouve 

De mgme a-t-on u~ ~< Vw. E n  partieulier ]]u[]tLW,o , <~ eonst. 
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(iii) Estimation de Vu~ sur F. On remarque  t ou t  d ' abo rd  que ]Vu~(y)[ = [~u~(y)[ oh 

v est  la normale  ext~rieure ~ 0 au point  y de I ~. De plus de l'in~galit~ [u~[ ~< Cw, on d~duit  

a isdment  

(iv) Estimation W1'r176 Soit  C une constante  ma jo r an t  [lu~l[L~(O), on consid~re 

z, = ] w ~ [ ~  + ~ ( r  

oh # est  une constante  posit ive qui sera ddterminde dans  la suite. 

Nous allons mont re r  que maxj.x zj(x) <eons t .  Pour  eela soien$ (i, x0) E {1, . . ,  m} • 

tels que maxj, x zj(x)=z~(Xo). Si xoEF, d 'apr~s  (iii) l ' es t imat ion  est prouvde. Si xoEO,  on 

caleule A~z~ : 

A~z~ = - 2a~z(~Oqu~) (OtOqu~.) - 2/aa~(~k u~) (~l u~) + (2A,(Oqu~) -c~(~qu[)) (Oqu~) 

- 2/~(C - ~u~) A~ u~ +/~(C ~ - (u~) 2) d. 

E n  choisissant/~ assez grand,  on en ddduit  en ddr ivant  (11) 

A, z~ (xo) ~< - /~v]  Vu~ [~(xo) + eonst.  - 2fl~(u, - u,-x) 

• (~u~  �9 ~ u ~  - ~ u ~ .  ~ u~+~ + ~ ( C  - u~) ~ - / ~ ( C -  u~) ( C -  u~+~)) 

2~ 2 f l ( C  - -  U~) (#~(U~ - -  U~+I)  - -  # ' ( U ~  - -  U~+I)  (25~ - -  U~+I)  ) 

mais  pa r  la convexit~ de fl~ 

#,(u~ - u~+~) - #:(u~ - u~+~) ( u ~ -  u~+~) < #,(o)  = o 
d'ofi  

A,  z, <~ - l~vlVu ~ 12(x0) + eonst.  - fl',(u~ - u~+i) (z~(x0) - -  Z~+I(~0) ) 

Or de pa r  le ehoix de xo, A~z~(Xo)>10 et  done 

z~(x0) < [ Vu~ ] ~ (x0) + cons~. < cons t .  

E n  conclusion nous avons  mont r4  

II ;llw,. <o) < r (ind~p. de e, m). (12) 

3 (b ) .  E s t i m a t i o n  des dSriv~es s econdes  sur le bard de 0 

Nous no~erons M =sup~<,<~ I l D ~ l l ~ ( o , .  ~ o u s  aUons mon t r e r  que nous avons  

[D2u~(x)] <~ C + C M  ~'~, u  (13) 
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(dans (13) et dans les paragraphes 3 (b), 3 (c), C d6signera diverses constantes ind~pendantes 

de m e t  de ~). 

Pour dgmontrer (13), nous aUons utiliser une technique de J .  J.  Kohn  et L. Nirenberg 

[9],(1) dont  une autre application aux probl~mes de BeUman-Diriehlet est donate  dans 

P. L. Lions [15]. 

Dans ce qni suit nous supprimerons l'indice e. Soit x e F ,  nous allons montrer  (13). 

Remarquons tout  d 'abord que par  une transformation simple nous pouvons nous ramener 

au cas oh x = 0 ,  0 C {xN>0}, 3V voisinage sur F de 0 tel que V ~  {xN=0} (volt Figure 3.1). 

Nous poserons Q = {1 '1 < 0 =M-1/2} et an supposant M assez grand et ~ con- 

venablement choisi nous avons Q c  O. 

Soit 1 <~q<~N-1, en ddrivant (11) par  rapport  ~ xq, nous obtenons 

I.AlO~u~+~'(u~-u,+l)(O~u~-O~u~+l)l <<. CM +C, 1 <~ i <~ m, (14) 

off par  convent ion  urn+ 1 = u  I e t  oh ~ t  est l'opdrateur 

.~  = -a~z~k~z+c ~. 

Soit b > 0  tel que b6 a >~ 1, on introduit 

w=2M1/2xN-Ma/4x~2 +b ~ IzJl ~ 
]~N-1 

et on vdrifie que ron  a (on pent  toujours supposer M assez grand) 

w~>l  sur (~Q)n0 ,  w>~0 sur 

. ~w  >~ coM +c o oh 0 < % < 1 ,  
(15) 

(1) L'auteur tient ~ remercier le prof. L. Nirenberg pour lui avoir communiqu6 cegte m6~hode. 
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ce que l 'on peut rddcrire 

> OM +O, 1.<i<m; 
Co L Co Co J 

(15') 
Cw Cwl>o=~qu~ sur Q N 8 0 ;  - ->/C/>~qu~ sur (~Q)~O. 

Co Co 

Nous voulons alors en ddduire la u,I <Cw/co sur Q, pour ce faire soit x0E ~ ) tel que 

Cw/c o -max~ ~qut atteigne un minimum strictement ndgatif. Ndcessairement d'apr~s (15') 

x 0 EQ, d'autre part  par un raisonnement classique de principe du maximum, nous obtenons 

une contradiction avec (14) et (15') appliquds aux point x oe t  pour j tel que maxi Oqu~(x0) = 

~quf(Xo). Done ]~qui[ <~Cw/c o sur Q, on en d~duit 

[aq~Nu,(O) l < C aNw(O)= 2C (16) 

D'autre part  pour k, l < / V - 1 ,  nous avons dvidemment 3 ~ u ~ ( 0 ) = 0  Enfin d'aprbs 

(11), appliqude au point x =0,  puisque fl~(0) =0,  nous avons 

O~O~u,(O) f ~ [--~=~ 2a'N(O)~,O~u,(O) + b~NONU(O)-- /,(O)] , 

ce qui permet d'obtenir (13) & partier de (16). 

3 (c). Estimation W2,'~(O) 

C'est l'~tape la plus importante de la d~monstration. Essentiellement nous ddrivons 

deux lois le syst~me (11) par rapport ~ un nombre suffisant de directions unitaires et 

appliquons <~ une sorte ,~ de principe de maximum, au syst~me obtenu. L'id~e de ddriver 

deux fois une dquation avec une nonlin~arit~ convexe (ici #~(t)) a @t~ utilis~e par H. Br~zis 

et D. Kinderlehrer [4], et par S. N. Kruzkov [10] (dans le cadre de probl&mes non lin~aires 

qui sont ~galement des ~quations de Hamilton-Jacobi-Bellman).  

Le plan de la d~monstration de l'estimation W2"~176 est le suivant : 

(i) choix d 'un point x 0 E O, d'une base orthonormale (gl ..... ZN), 

(ii) construction d'un ensemble T de vecteurs unitaires et de coefficients, 

(iii) application du principe du maximum & une fonction auxiliaire, 

(iv) conclusion. 

Avant d 'entamer la d~monstration proprement dire, signalons que nous allons, pour 

simplifier la pr@sentation, omettre les indices e et supposer que b~(x)-O, c'(x)=A>~O. De 
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plus nous noterons  ~ la d6riv6e par  r appor t  ~ x, de ~0 (et 9j., la d6riv6e de ~0~ par  r appor t  

x~). Enf in  nous noterons  u~--Di~tu*k. 

(i) Choix d'un point et d'une base orthonormale. On choisit d ' abo rd  xoE() tel  que 

sup ]u~(xo) ] = M ,  pour  1 ~<i, ~ < N ,  1 <~k<m. E t  on suppose,  ee qui ne res t re in t  6videm- 

m e n t  pas  la g6n6ralit6, que M - - s u p ~ j  ]u~(Xo) ] . 

Si XoEF , nous avons  grs g (13) : 

M < C M  1Is + C. 

et  l ' es t imat ion  est  prouv6e. 

Supposons done que x 0 E 0 : alors en diagonal isant  la matr ice  Hessienne de u 1 au 

point  x 0 nous avons l 'existence de (Z1 . . . . .  ZN) base or thonormale  de R N telle que 

u~xj(Xo) = 0 si i =~?" (17) 
e t  done 

-- a~(xo) u~(Xo) = -- X I ~, ul, z~(Xo) 
i 

oh v<~l~,<tz=N sup I[a~H,~o. 

(ii) Construction d'un ensemble I de vecteurs unitaires et de coe//ieients. Soit I l 'ensemble 

des a = ( k ,  i, ~) off 1 ~<k~<N et  ou bien 1 < i < ] < N ,  ou bien i = ] = l .  Posons Za=Z~ saul  si 

i < ]  et  k = i  ou k=]. Dans  ces deux  cas on pose 

z~ = (z,  + z j ) / V 2 ,  z~ = ( z , - z ~ ) / V 2 ,  

quand k = i  et  k = j  respect ivement .  Alors, pour  i et  ] fix6s, l 'ensemble des Za est  la base 

or thonormale  (Z1 . . . . .  ZN) saul si i < j ,  off dans  ce cas Z* est  remplac6 par  (Z~ +Z~)/V~ et  Zj 

pa r  (g*-ZJ)/]/~. Ceei nous donne 1 + � 8 9  bases or thonormales .  

On in t rodui t  enfin, pour  ~ dans  I 

/ za= ,u  k si i < j  et  k~=i, j  

et  enfin 

/ ,~=  inf /*l si i < j  et  k = i  ou j 
l<~l<N 

/ ~ = N / ~ k - ( N - I  ) in f / ,~  si i = j = l .  

On util isera les deux  relat ions suivantes  

0 < v -<<,u~ < N , u - ( N -  1)v 

X ,u~ ui~,z~,(xo) = (1 + { N ( N -  1)(X #,ui,~,(Zo)). 
r162162 i 

(18) 

(19) 
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Les indgalitds de (18) sont  claires au vu  du ehoix des ix~ e t  des propridtds des ix~. Vdri- 

lions done (19) : pour  cela remarquons  tou t  d ' abo rd  que grs ~ (17) nous avons 

u~x~z~(x0) =ulz~(x0)  si i < ~  e t  k # i ,  ~, ou bien si i = ]  = 1 
1 1 ux~x~(Xo)=�89 ] si i < ]  et  k = i  ou i. 

Done 1 = ~ t  CtU~,g~(X0)" ~ o : e l  i xaUgaga(XO ) 1 

Montrons pa r  exemple  c ~ = ( I + � 8 9  1 : en effet 

( a  tels que k = i = ] = l ,  ou k = l < i < ] ,  ou k = i = l < ~ }  et  done 

C l = ~ e l l i x a  0~I I 1 =  

C 1 = ( N I X  1 - -  ( N  - 1) inf  u,) + �89 - 1) (N  - 2) ixl + ( N  - 1) inf ixt = (1 + � 8 9  1)) ix~. 
l<~l<~N l<~l<~N 

(iii) Application du principe du maximum. Pour  simplifier l 'dcriture, nous noterons  
k k 

L ~ M ~  3.1. Sous les hypotheses du Thdor~me 2.1 (sau/ (9)), il existe b ~'~'~, c ~'~'~ 

(1 ~<i~<N, 1 <~k~m, ~, 7 E I )  dans C(O) dont les normes L~(O) ne dgpendent que des normes 

L~176 O) des dgrivges premieres et secondes des a~, de v, IX et N,  telles que le syst~me suivant 

d'indgalitds soit vdri/id :(1) 

k ~ k,~r 7 k k ~ 7 k -- a~jix~ v~j + ~ ~ + ]~ix~ v~ b~ ixr vr~ + c " ' ixr vr 
7eI ~eI 

.~_ ~ ' ( U  k _  uk+l )  /c k+l _< (ix~v~-ix~v~ )~ixJk.x~x~ 
(20) 

pour l <~k<.m, a E I .  

Dgmonstration du Lemme 3.1. I1 suffit  de mont re r  (20) pour  ixa=-l. Pour  cela on dif- 

fdrentie deux fois par  r appor t  ~ Z~ le syst~me (11) e t  on obt ient  

_ ~ ~ ~ , ~ ) ~ . , ~  ~ + 1 , ~  a ~ j % ~ j + 2 % + f l . ( v ~ - v  ~+~ + " t u x - % ~  

__ k k k k --/k. xa g~ + a*t, za z~ u*t + 2a,1. xa utj. za, 

pour  1 < k ~< m, a E I ;  et  oh u k .  u k+l est  l ' a rgumen t  de fl' e t  fl". 

Pour  eonelure il suffit de r emarquer  que d 'une  pa r t  fl a dtd choisi convexe et  done le 

dernier  t e rme  du m e m b r e  de gauche est  positif; e t  que d ' au t r e  p a r t  on peu t  expr imer  les 

te rmes  uS, u~z~ en fonction des v~. On conclut alors aisdment.  

(x) Rappelons que ux~x~t=O~Ot(OSu/Oz~). 
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On pose alors 

et on introduit  

K = max  {sup ( 2  (/~v~)2) *'e} 
l<~k<<.m xeo  gel 

w~(~) = 2 ( K + ~ = ~ )  ~. 

Nous allons montrer  dans ce qui suit que 

w~(x)<~ ~ (KT~KA-Cq-CK1/~)  2, V x ~ ) ,  1 <<.k<<.m, (21) 

oh ~ est arbi t rairement  peti t  si ~t est suffisamment grand (les normes C ~ des coefficients 

res tant  born4es). 

a k w ~ Pour  cela/ ixons k et x,  tels que w~(x,) --max~.~ w~(x) et ealeulons - ~ ~ : 

k k - - 2  k k k k k 

mais K+~u~v~>~O, done de (20) nous d~duisons 

k k k k k - a~ w~ ~ -- 2 ~ a~(K + ]a~ v~)~(K +,u~ v~)~ + 2 ~ (K + [a~ v~) B~ (22) 

off, fl' ayan t  son a rgument  habituel,  

B ~ , = ~ / k . z ~ z - - ~ l ~ , v ~ - - 5  ~ '  ~ 

1 er cas : x,  e O .  E n  ce cas comme wkEC2(O), nous avons -a~w~(x,)>~O , d'ofi nous 

ddduisons d'apr~s (22) appliqu4 au point  x, 

a~(K -4- k k k k ~ ~+1, l~v~,)~(K + /~v~)j+ A -I-,~ ~ (K-t-la~,v~)2 + 2fl ' �9 (K+[a~v~)(/~,v~-la,,v ~ 
o~ Gr 

~ ( K + ~ v ~ ) ( 2 K +  K ( ~  c k'~'v) +~uJk.x~x~) (22') 
V 

off A k est bflin~aire en (K +/~av~) et (K +/zav~)~ et son gradient  ~ coefficients c k' ~" ~e t  b~" ~'~. 

Or en 3C 1 n u n s  a v o n s  

k+l  ~ 1 1 k+l  ~. ( K  + #~v~) (#~v~-  ~u~v~ ) ~ ~wk(x i )  - -  2w (Xl) ~ �89 m a x  W k ( ~  ) ~ n l a x  w k + l ( x )  ~ 0 

et aussi fl'(u k - u  k+l) >/0, done f l ' ( u k - u  k+1) ~,~ k ~ k+x >10. (K +~u~u,~,~) (/~u,~ ~ -~u~ u,~ ,~) 
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D ' a u t r e  par t ,  de pa r  l 'ellipticitd de a~, 3~t x > 0 ddpendant  de v e t  des normes  L + des 

b~ '~'~, c ~':'v tel  que u  ~ : ) ~ R  •  ~ pour  ~ I  on air 

c ~eo ~o + 2~ ~ ~ ~/> o. 

Done (22') peu t  &re  rddcrit si 2 >21 + 1 

wk(xl) ~< ~ (K + ~t~ v~) @1) ((2 - 21)-1( 2 + C1) K + G2), 
at 

(23) 

off C' 1 ne ddpend que de II+ ~.:.~11~+<o, ~t o: de II/~11 w,.:o,o,. On en d~duit  

wk(x)<-.(~)(K+zK+C~) 2, VxEO (off T.-." '=(~I§ (23') 

2 ~ cas : On suppose ici que xlEF, alors d 'aprbs  (13) 

mais  

w~(xl) < (~) (K + CMll2) ~ 
a~ 

M < N ~uv I ~  ~(x)[ < e ~  sup Ivy(z)[ 
~,],k r162 k 
xe~ xeo 

(utiliser la relat ion : si i=#j, uz~zj(x)=uzx(x)-�89189 off Z=(X~§ d'ofi 

une majora t ion  de M par  C3K oh C a ne ddpend que de IV, u e t  #.  

Ainsi dans  tous les cas on en d~duit  la ma jo ra t ion  (21) : 

wk(x)<..(~)(K+'eK+GKll2+C) VxE() ,  l~<k~<m, ( 2 1 )  
6r 

O1~1 "K= ( ~ 1 + C 1 ) / ( ~ - - ~ 1 )  e t  C ne ddpend pas  de 2. 

(iv) Conclusion. Nous allons appl iquer  (21) au point  x 0 (ehoisi en (i)), nous obtenons  

en d6veloppant  

~ {#~v~(xo)} ~ <~ (5) (K + TK + CK lt~ + C) (~g + CK x'z + C) 

+ 2 K  ~ ( - / z=  vl) (Xo) + (~) (~K 2 + CK si2 + GK). 

puisque 

Mais d 'apr~s (19) 

- -  ~/x,~V~(Xo) = - (1 + �89  1)) a~u~(xo) <~ C 
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De plus 

s u p  I = 

par  ddfinition de x 0. 

Enfin K<~CaM off C a ne ddpend que de ~,/~, N;  done en conclusion nous avons 

M 2 ~< C~ 1:(2 + T) M 2 + CM at2 + C 

et si 2>20  off 20 est tel que C ~ ( 2 + ~ ) < 1 ,  nous obtenons une est imation de M. 
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3 (d). Passage h la limite 

Nous allons faire un  double passage ~ la limite : tou t  d ' abord  fake  tend_re e vers 0, 

puis faire tendre m v e r s  l'infini. 

Pour  effectuer ces passages ~ la limite, deux ddmonstrat ions sont possibles, introduites 

l 'une par  P. L. Lions et J .  L. Menaldi [16] et l ' autre  par  L. C. Evans  et A. Fr iedman (voir 

[6] et [7]). La  premibre, bien que plus dldmentaire, utflise des arguments  probabflistes; 

aussi prdsenterons-nous la mdthode de L. C. Evans  et A. Fr iedman qui est entibrement 

analytique.  N6anmoins comme il ne s 'agit  que d 'une  redite des ddmonstrat ions de [7], 

nous ne ferons qu'esquisser la ddmonstrat ion.  

Montrons tou t  d ' abord  que si, pour  m fixd, e-+0, u~-+u,~ duns C1(()), l<~k<m et 

u,~E W2.~(O) et uz  vdrifie : 

m a x  (Alum-/~)=0 p.p. duns O, um=O sur U. (1) 

Admet tons  cela provisoirement,  alors d'apr~s 3 (a), (b), (c) nous avons IluA w,,oo(o, < coast.  

(inddp. de m); alors un  raisormement identique au prdcddent permet  de ddmontrer  que 

Um'-->u duns C1(()) si m-~ ~ ,  off uE W2'~176 et est solution de 

s u p ( A ~ u - / ~ ) = 0  p.p. d a n s O ,  u = 0  s u r F .  (8) 
i eN  

En  raison de la simflaritg des raisonnements nous ne dgmontrerons pas le deuxi~me 

passage s la limite (voir [7]). 

I1 ne nous reste plus done qu'~ montrer  que si en-+0 et u~"---',ukE W2"~~ la conver- 

gence a y a n t  lieu duns C1(O) alors u~=u pour  tou t  k et u v~rifie (1). 

La  d~monst ra t ion  de la premiere assertion est aisde : en effet puisque ~,,(uT~"-u~+l) 

est bornde dans L~176 nous avons uk ~< uk+l, Vk = 1 .. . . .  m e t  done u k = u pour  tou t  k. 
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Montrons  m a i n t e n a n t  que u vdrifie (1). Pour  cela, su ivan t  une mdthode de (~ t ype  

Minty  ~) (voir [6] ou [7]), on in t rodui t  le crochet  [/, g]+ pour  ~, g E C(O), / ~ 0 : 

[L g]+ = sup g(x). sgn/(x). 
{z~5:lf(x)l=llfllc(5)} 

On rappelle clue (/, g)-~ [/, g]+ est  s.c.s, sur C((~) • C((~). Nous  allons mont re r  succes- 

s ivement  que 

(a) V~ e C~((~), ~ > u sur 6 ,  nous avons 

[ u -  9, - m a x  [Ak9 --/~]]+ >t 0, 
k 

(b) m a x  [Aku-- ]k] >1 O, 

(c) m a x  [Aku--/k ] =O. 

(a) Puisque q > u ,  pour  n assez grand  nous avons q>u~'~ sur O, et  du principe maxi-  

m u m  nous ddduisons (comme dans  [6]) 

0 ~< sup { ( A ~ - / ~ )  (x); pour  t o u s l e s  x e$ k vdrifian$ ( q -  u~ ") ( x )=  m a x  ] l ~ -  u~"]]c(5)) 
k 

d'ofi ~ fortiori  
O < [~ - inf u~ ~, m a x  (A~9 -/~)]+. 

k k 

Par  passage ~ la l imite on en ddduit  

[u - -  ~, - m a x  (Akq --/k)] + ~> O. (25) 
k 

(b) On en ddduit  que max~ (Aku--/;,)>~0 p.p. dans  (~, grs au lemme suivant  dfi 

L. C. Evans  [6] : 

L~MM~ 3.2. Si uE W2'~176 alors p.p. xoEO, 3q~nEC2(O) tel que 

(i) ?~(xo)~u(xo), V~(xo)~V~(x0)  , D~(Xo)~D2u(xo) si n-> ~ ,  

(ii) - (u-%~)(~o) = I lu-~,, l l~(~, 
(iii) O>(u-99~)(x)>(u-~.)(xo) pour xe~), x # x  o, 

d'oi~ 

E n  p renan t  alors dans  (25) ~0 =~n, on obt ient  

p.p. xoeO,  w ,  max (A,,~, ,(~o)-/ , , (%))>~O 
k 

p.p. z o e 6 ,  max (A~u(~0)-s 
k 

6 ~  (c) Comme Aku~--~]k, on a bien stir A~u<~ p.p. dans  (~, 

maxk (Aku--/k)=0 p.p. darts (~. 

d 'oh  en conclusion 
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a (e). U ieit  
L'unicit6 de u solution de (8) s'obtient dans la classe W ~'Nloo (O) f3 C((~) par la m~thode 

probabfliste de N. V. Krylov [13] (voir dgalement l'exposd dans [16]). Dans la classe 

Wle~ (O) N C(O) (avee p >N)  on peut d4montrer l'unicitd grs au prineipe du maximum 

de J. M. Bony [5]. En effet soient u, ~ deux solutions de (8) dans Wz'v(O) N C(O) et sup- 

posons qu'fl existe x E O tel que : 

( u - ~ ) ( x )  = m a x  ( u - a )  = ~ >0 .  

Alors bien stir x E O. D'autre part  il existe une application mesurable (y~m~) (voir 

par exemple [17]) de O dans N telle que p.p. y E( )  

donc 
Am~(y) >~/m~(y) - � 8 9  

A, ,~(u-~)(y)  <~ �89 p.p. yE().  

D'ofi lira sup ess~-~x A~y(u-~ t ) (y )~ �89  ce qui contredit [5]. La contradiction prouve 

donc l'unicit~. 

4. Quelques complements relatifs a l'hypothese (9) 

~qous conjccturons que l'hypoth~se (9) n'est pas necessaire : le Thdoreme 2.1 devrait 

rester vdrifid uniquement sous l'hypoth~se 2 >/0. Nous donnons ci-dessous deux rdsultats 

partiels dans cette direction qui semblent confirmer cette conjecture. Un autre cas (tr~s 

simple) off on pent montrer que ~t>~0 suffit est le cas oh les op~rateurs A m satisfont : 

a~ est indgpendant  de m. 

TH]iOR~ME 4.1. Sous les mgmes hypotheses qu' au Thdor~me 2.1 sau/ ( 9 ) et si on suppose 

de plus que : 

ou bien 
: diam (O) < ~0 (9') 

(et ~o ne ddpend que des normes L~( O) des ddrivges premieres et secondes des eoe//icients); 

ou bien 
ID  ( )l<e0 v eS, Vk: l ,2 ,  Vq :a ,b  (9") 

(o~t e one ddpend que de ~ dans (3), et de ~), alors il existe un unique uE W~'~( O) solution de 

sup ( A m u - / m ) = O  p.p. dans O, u : 0  sur F. 
m~l 
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COROLLAIRE 4.2. SOUS les hypoth@ses (3), (4) et (5) et si on suppose de p lus  

a~ ne ddpend pas  de x, pour tout m >I 1, 1 <. i, ] <~ N ;  (26) 

alors il existe un  unique u 6  W2"~(O) solution de 

sup ( A m u - / m ) = O  p.p. dans O, u = 0  sur F. 
m~>l 

Remarque 4.3. Le Corollaire 4.2 g4n4ralise le r4sul tat  principal  de [7], oil sous les 

W~oo n wi.~176 m@mes hypotheses fl est d4montr@ l 'existence d ' une  solut ion dans  2.oo 

Nous ne donnons  pas les d4monstra t ions  de ces deux r4sultats,  qui sont  tr@s semblables 

celle du Thdor~me 2.1. 
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