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w O. Introduction 

Dans un rdcent travail, Hartshorne demande (en particulier) le degrd des surfaces de 

P3 contenant une courbe ratio~melle suffisamment g4n~rale ([H1] Remark  3.3.1). L 'obje t  

du prdsent travail  est de ddmontrer le rdsultat conjectur6 par t tar tshorne en prouvant  ]e 

T ~ O R ~ M ~  0.1. Soient d et m deux entiers naturels vdri/iant dm+l>~(m~a). Alors 

il existe une courbe rationnelle lisse de degrd d darts P3(C) et (m~s) points sur cette courbe 

tels que la seule section globale de Op.(m) s' annulant sur ces points soit la section nulle. 

On peut observer que cet gnoncd gdomdtrique admet  la traduction algdbrique suivante : 

T ~ O R ~ M ~  0.2. Soient d et m deux entiers naturels vdri/iant dm+l>~(m~s). Alors 

il existe quatre polyn6mes, P1, P2, P3, P4 a une variable de degrd au plus d, tels que pour tout 

polyn6me homog~ne non nul t~ ~t quatre variables et de degrd au plus m, le polyn6me 

R(P1, P2, P3, P4) soit non nul. 

La d4monstration se fair par  rdeurrence sur m conform~ment au schdma suivant : 

on fixe une quadrique Q dans P3 (avec un plan, s la place de la quadrique, la m~thode 

semble plus difficile ~ mettre  en oeuvre). Si C est une courbe rationnelle de degrd d coupant 

Q en (m+ 1) e points en (~ position gdndrale ~) alors route section de Opt(m) s 'annulant  sur C 

s'annule sur Q. La division par une dquation de Q fournit alors une section de Op. (m-2)  

laquelle on essaie d 'appliquer l 'hypoth~se de rgcurrence. Les difficultds de ce programme 

nai'f sont les suivantes : une courbe rationnclle irr~ductible de degrd d coupe Q en 2d points 

et non en (m+ 1) 2. On doit donc consid~rer des courbes r~ductibles pour augmenter arti- 

ficiellement le nombre de (( points d'intersection ~. La principale difficultd consiste pr~cisd- 

ment  s ajuster ce nom bre :  elle est rdsolue aux w167 4 et 5 avee la ddfinition des schdmas U : 

ici on a recours & des courbes rationnelles avec nilpotents. La deuxi~me difficultd est 

constitude par le probl~me de position g6n4rale sur la quadrique dent  la solution, qui 
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ut i l i se  aussi  des  courbes  r a t i onne l l e s  d4gdn~rges, es t  exposde  au  w 2.6. L a  t ro i s i~me di f f icul t~  

a p p a r a l t  l o r s q u ' o n  v e u t  a p p l i q u e r  u n e  h y p o t h ~ s e  de  rdcur rence  ea r  on  n ' a  p lus  a f fa i re  

u n e  s imple  courbe  r a t i onne l l e  ma i s  ~ u n  schdma u n  p e u  p lus  compl iqu6 .  Le  eon t rS le  de  

ce t t e  eomp lex i t 6  es t  o b t e n u  p a r  la  f o r m u l a t i o n  d ' h y p o t h b s e s  de  r6eu r r ence  a d 6 q u a t e s  (w 3). 

S u i v a n t  les va l eu r s  de  m, le r a i s o n n e m e n t  p a r  rdcur renee  p r e n d  s ix  fo rmes  (w167 4 e t  5) 

c o r r e s p o n d a n t  a u x  s ix  f igures  s u i v a n t e s  : 

m / 

bl 

d ~  = 6k2+  1 6 k +  11 

b 

1 
Fig. 1. Courbe rationnelle de degr~ 6k2+ 20k + 17 coupant Q (( suffisamment *> et dont le sch6ma r6siduel 

Q est une courbe ratiormelle de degr~ 6k 2 + 16/~ + 11 (cf. w 4.3). 

d ~  = 6 k  ~ + 12k + 6 

X 2 k + l  

a 4k § 4 a 6 k  + 6 

Fig. 2. Courbe ratiormelle de degr4 6k 2 + 16k + 11 avec ses nilpotents (cf. w 1.4 pour les notations), coupant 
Q (~ suffisammenv ~) et dont le sch6ma r6siduel k Q est r~tmion d'une courbe rationnelle de degr4 6k2+ 

12/c + 6 avec 2/c + 1 points (cf. w 4.2). 
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d~ = 6k ~ + 8k + 3 / 

X2k ~ 1 

, 

b I ,- ,  \ 

Fig, 3. Rduriion d 'une courbe rationnelle do degr6 6/02 + 12k + 6 avee 2/0 + 1 points ,  coupant  Q (( suffisam- 

m e n t ,  eL don$ le sch6ma r4siduel ~ Q est une  courbe ratiorm elle de degr6 6 (k - 1)3 + 20(/0 - 1) + 17 (cf, w 4,1 ). 

,+ 

n d '  eao  r a t  rm It r r ,3 /0, Fig. 4. R~ualo u~ u rbe  io e e de ~ g ~ 6/0 + 26 + 28 avec 3k' + 5 points ,  coupan t  Q (~ sufflsam- 

men t  ~ et dont  le schema r~siduel & Q esb r~tmion d 'une  courbe ratiormelle de degr6 6k '~ + 22/0' + 20 avec 

3/0' + 4  pohats (cf. w 5.1 avec ~0=M-l). 
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d~ = 6k z + 18k + 13 

( X 2 

X2k ~ 1 

Q\ 

S,, 

a4k+5 

. F c D , # F = 3 k + 4  / x  

Fig. 5. R6union d'une courbe rationnelle de degr6 6k 2 + 22k + 20 (non r6duite) avec 3k + 4 points, coupant 
Q (( suffisamment )~, et dont le sch6ma r6siduel ~ Q es$ r6union d'une courbe rationnelle de degr6 6k 2 + 

d ~  = 6 k  2 + 1 4 k  + 8 

18k + 13 avec 5k + 5 points (cf. w 5.3). 

.g ff o" S '  

bl bk+ 1 s I ss ,+  2 bk+ ~ bsk+ 4 

Fig. 6. r R~union )> d'une courbe ratiormelle do degr6 6k ~ + 18k + 13 aveo 5k + 5 points (alignfis!), coupant 
Q (, suff isamment ,  et dont le sch6ma r6siduel ~ Q est r6union d'une courbe rationnelle de degr6 6(k - 1) 3 + 

26(k - 1) + 28 avec 3(k - 1) t 5 points (cf. w 5.2). 

C e t t e  d d m o n s t r a t i o n  i l lus t re  le t h d o r ~ m e  de  s e m i - c o n t i n u i t d  p o u r  les f a i s e e a u x  p l a t s ,  

qu i  a s su re  que  les p r o p r i d t d s  d u  t y p e  H~ Y r ( m ) ) = 0  s o n t  o u v e r t e s  d a n s  le s c h g m a  de  

H i l b e r t  : C'est ce qu i  p e r m e t  en  pa r t i cu l i e r ,  en  f in  de  d d m o n s t r a t i o n  (w 3), de  r e p a s s e r  des  

c o u r b e s  s ingul i~res  a u x  c o u r b e s  lisses.  E l l e  i l lus t re  auss i  le fa i r  que  d a n s  u n e  var id td ,  l ' i n t e r -  
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section de deux ouverts de Zariski non vide est non vide; il faut  observer qu'en aucun cas 

elle ne fournit une courbe explicite (ffit-elle singuli~re) ayant  la postulation gdn@rique, 

Enfin elle illustre combien il est profitable de compldter les vari~t@s de modules par la 

consid@ration de schdmas avcc nilpotents, m~me pour l '6tude des courbes lisses. Apr~s 

avoir prdcis6 les notations (8 1), on expose au 8 2 la m6thode commune aux six raisonne- 

ments avec son mode d'emploi et ses accessoires. Puis on formule les hypotheses de rdcur- 

rence en montrant  qu'elles impliquent le th6or~me (8 3). Enfin le coeur de la ddmonstra- 

tion est exposd aux 88 4 et 5. 

Je  remercie R. Hartshorne, le referee, et J .  C. Gontard, qui pour des critiques utiles, 

qui pour m'avoir ,  jadis, f a r  ddcouvrir la quadrique. 

w 1. Notations, conventions 

1.1. Vari6t~s, sch@mas. Par  pr6caution, nous prenons C commc corps de base mais nos 

propos semblent devoir s 'adapter  au cas d 'un corps infini qnelconque. Tous les sch4mas 

considdrds sont quasi-projectifs. Les varidtds sont les schdmas rdduits et irrdductibles. La 

seule topologie utilisde est celle de Zariski. 

1.2. Sous-sch@mas. Les sous-schdmas considdrds sont propres. Si Y est un sous-schdma 

de Pa, on note Or  son faisceau structural, J r  son faisceau d'iddaux et T x Y son espace 

tangent (de Zariski) au point x. Si Q est un autre sous-schdma de P3, on dit que Q et Y 

sont transverses (rcsp. quasi-transverses) en un de leurs points communs x, s'fls y sont 

non singu]iers et si l 'application naturel]e de T~:Q(~T~: Y dans TxP 3 est surjective (resp. 

de rang maxinmm).  Si Y est contenu dans Q, on note Jr.Q son faisceau d'iddaux dans OQ. 
Enfin le schdma r4siduel de Y s Q est ddfini par l'iddal noyau du morpbisme naturel de 

OPa dans H e m  (UQ, Or). 

1.3. L'espace projectif. On appelle m-polynSme route section globale de Op3(m). On note 

Grass la varidt4 grassmannienne des droites de P a e t  Drap la varidt4 d'incidence dans 

Pa • Grass. 

1.4. Sous-schdmas de Pa. On note Q une quadrique non singulibre de P3 fixde une lois 

pour routes. S i x  est an  point de 1)3, on note aussi ~(x) le sous-schdma assoei6 et y~(x) son 

premier voisinage infinitdsimal (d4fini par y~(x)). Si P e s t  un plan contenant x, on note 

T(x, P) le sous-schdma ddfini par Jp + Yz(~) : e'est le premier voisinage infinitdsimal de x 

dans P. Si D et D '  sent deux droites distinctes eoncourantes, on no~e [D, D']  le plan qu'elles 

engendrent. De re@me si x et x'  sent deux points distincts, on note [x, x'] la droite qu'ils 

engendrent. Toutes ces conventions s 'dtendent de fagon 4vidente au cas avec param~tre. 
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1.5. La quadrique. On note S'  et S" les deux syst~mes de gdndratrices de Q et (z', ~") : 

Q ~ S '  • S", l'identification naturelle. Si x, y, z .... sont des points de Q, on note x', y', z', ... 

et x", y", z", ... respectivement leurs projections sur S' et S". On fixe une lois pour toutes 

une suite de points (injective), %, a 1 .... duns S' et une ~utre b0, b 1 .... duns S". Pour s' 

dans S', on pose A~, :=z ' -~(s ' )  et pour x dans Q, A~ :=A'z,. On ddfinit de fa~on analogue 

A~". et A~. E~fin pour s' et s" dans S' et S", on pose abusivement (s', s") =A~. N A~'.. Ces 

conventions s'dtendent elles aussi de fa~on dvidente au cas relatif. 

1.6. Propri6t~s g~n~riques. Soit S une varidtd. Nous disons qu'une propridtd est gdndrique 

sur S si elle est commune aux points d 'un ouvert de Zariski non vide de S. En particulier, 

nous attribuons une:propridtd s la fibre gdndrique d 'un morphisme X ~ S  si l'ensemble 

des points s de S oh la fibre X(s) poss~de cette propridtd est un ouvert de Zariski non vide. 

1.7. Schemas de Hflbert de points. Si X est nn S-schdma, on note Hflb~X/S le S-schdma 

de Hilbert des sous-schdmas de colongueur p des fibres de X ~ S .  Si X ~ S  est une fibra- 

tion en droites projectives, on salt que Hilb~X/S--->S est une fibration en espaces projectifs 

de dimension p. 

1.8. Schemas de Hilbert de courbes. On note Zd la fermeture dans le sch6ma de Hilbert 

des sous-schdmas de P~ de l'ensemble des courbes rationnelles non singuli~res de degrd d. 

On appelle ici courbe rationnelle de degrd d tout sous-schdma de P3 correspondant ~ un 

point de Zd (voir en 2.5.4 quelques remarques concernant cette ddfinition peu usuelle). 

Pour l<~d+ l, on note Zd, z le schdma des couples (~; x 1 ..... xz) dans Z~• ~ constituds 

d'une courbe 7 rationnelle de degrd d e t  de l points distincts de Q tels que 7 et Q soient 

transverses en chacun des points xz. On verra (w 2.3) que les schdmas Z~ et Z~., sont ir. 

rdduetibles moyenn~nt quoi on les eonsid~rera comme des v~ridtds. On notera C~ et C~, 

la courbe universelle dans Z~ • P~ et Z~. z • P~; lorsqu'il n 'y  aura pas ambiguitd on la noter~ 

simplement C. Enfin on commettra systdmatiquement l'abus qui eonsiste ~ identifier un 

morphisme g valeurs dans un schdma de tIflbert avec le sous-schdma correspondant. Ainsi 

Cd. ~, ou simplement C, ddsigne aussi le morphisme naturel Z~. z-~Z~. 

1.9. La notation H,n (T /S )=O.  Si S est une varidtd et T u n  sous-schdma de S • on 

note H ~ ( T / S ) ~ 0  l'dnoncd suivant : H~ YT~s)(m)) est gdndriquement nul. 

w 2. La m~thode 

Le coeur de notre ddmonstration comporte six raisonnements assez voisins les uns 

des autres. Dans le prdsent paragraphe, nous prdsentons 1~ mdthode commune ~ ces six 

raisonnements. Son point de ddpart est le Lemme 2.1 qui est une variante avee nflpotcnts 
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et param~tres de la remarqu ~ suivante : soit m un entier, U u n e  courbe rdduite de Pa, U' 

son intersection avec Q et U" la rdunion des composantes irrdductibles de U non con- 

tenues dans Q. On suppose que  He(Q, Ytr..Q(m)) est nul. Si Ho(Pa, Ytr,(m-2))=0 alors 

Ho(r'3, 3din))=0. 

2.1. Le lemme-eadre. Soit m un entier, W une varidtd et U, U', U" trois sous-sehdmas de 

W • avee U' contenu dans W • tels que pour w gdndrique dans W, U'(w) soit dgal 

(ou contenu dans) Q N U(w) et U"(w) dgal au (ou contenu dans le) schdma rdsiduel ~ Q de 

U(w). On suppose qu'il existe un point w' au-dessus duquel U" est plat et vdrffie 

H~(P3, Ye.(~,).Q(m))=0. Si Hm_2(U"/W)=0 alors H,,(U/W)=0. 

Ddmonstration. Par  semi-eontinuitd, la condition H~ Yv,(I~). Q(m)) ~ 0 est gdndrique. 

Soit alors w vdrifiant les deux inclusions gdn~riques de l'dnoncd, la condition prdcddente et 

H~ Yu.(~)(m-2))=0. Si P e s t  un m-polynSme s'amaulant sur U(w), fl s'amaule sur 

U'(w) done sur Q. Si q est une dquation de Q, alors, comme Yw(~)(m-2) contient le 

noyau de Op, (m-2) -~ t tom (YQ(2), Yu(~)(m)), P[q es t  un (m-2)-polyn6me s'annulant sur 

U"(w) done identiquement nul. 

2.2. Le mode d'emploi. Ce lemme s'applique aux w167 4 et 5 pour montrer six dnoncds du 

type 

trlm_s(Yrn-~/zm"2) = 0 ~ ttm(Ym/Zm) = O. 

Pour se mettre en position d'appliquer le lemmc, on d4finit des sch4mas W, U, U', U" : 

en v4ritd, ce ehoix est inspir4 par les figures 1 & 6 et e'est le point de ddpart de route la 

ddmonstration bien que dans l'exposition les hypotheses de r4currence apparaissent 

ant4rieurement. 

I1 faut alors v4rifier les hypotheses du lemme-cadre : 

- - s  chaque lois l'irr4ductibilit6 de W rdsulte sans commentaire des pr4liminaires 

du w 2.3. 

- -  & chaque lois les inclusions g4n4riques rdsultent sans commentaire des pr41iminaires 

du w 2.4. 

- -  pour choisir le point w', fl nous faut des prdliminaires concernant la platitude et 

le caIcul de fibres (w 2.8) et surtout il nous faut contr61er l'intersection de la eourbe ration- 

nelle gdndrique avec Q. C'est le second point d41icat de la d4monstration, qui n4cessite la 

connaissance de certaines courbes rationnelles ddg4ndrdes (w 2.5). Ce point d41icat est traitd 

au w 2.6. 

14-802908.4eta mathematica 146. Imprim6 Iv 24 Juin 1981 
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Une fois vdrifides les hypotheses du lemme-cadre, il reste s prouver les deux implica- 

tions : 
Hm_2( ym-2/zm-2) = 0 ~> Hm_2(V"/W) = 0 

et  
Hm(U/W ) = 0 ~ Hm(Ym/Z m) = O. 

C'est pourquoi on doit 4tudier au w 2.7 comment se comporte la propridtd Hk=O vis-a-vis 

des ehangements de base. 

Grs s tous ces pr4paratifs, chacun des six raisonnements ne comportera que les 

quatre drapes suivantes : 

(1 ~ D4finitions de W, U, U', U". 

(2 ~ Validitd de U (i.e. H m ( U / W  ) = 0  ~ Hm(Ym/z  m) =0). 
(3 ~ Validit4 de U' (i.e. recherche de w'). 

(4 ~ Validit4 de U" (i.e. Hm_2( ym-2/zm-z) =0 =~ Hm_2(U"/W ) =0). 

2.3. Irr6ductibilit~. Nous dnongons ici les rdsultats d'irrdductibflitd qui nous seront utiles. 

Au passage on montre ClUe les morphismes Za, l-->Za son% dominants. 

La d4monstration de la proposition suivante est laiss4e au lecteur : 

PI%OPOSITION 2.3.1. Soit X-->S un morThisme ouvert. Si S e t  la fibre ggndrique sent 

irrdductibles, alors X est irrdductible. 

PROPOSITXON 2.3.2. Le schema Ze est irrdductible. 

Indication de ddmonstration. On consid~re dans l'espace vectoriel des applications 

polynomiales homog~nes de degr4 d de C 2 dans C 4 l 'ouvert Vd de celles qui induisent un 

plongement de C2\0 dans Ca\0. Cette varidtd Va est munie d 'un morphisme naturel p dans 

Za, morphisme qui est dominant par ddfinition de Za. 

P~OPOSITION 2.3.3 (Ze. z/Z~). Pour l <~d + 1, le schdma Z~. zest irr~ductible et le morph- 

isme naturel Za. z ~ Zd est dominant. 

Dgmowstration. On reprend les notations prdcddentes et on note q un polyn6me de 

degrd deux sur C 4 s 'annulant sur le cSne (~ de Q. On consid~re dans Va • (C2\0) l le sous- 

schdma localement fermd 

Vd., : ={(~; xl ..... zz) 6 Vd x (C2\O)'[qo~(x,) = 0 et dx,(qoq~) :4:0 pour 4 = I,...,/} 
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off dx~ ddsigne la diffdrentielle au point  x~. Sim ddsigne la projection de C4\0 sur Pa, l 'ap- 

plication (~0; x z . . . . .  xz)~->(p(~0); go~0(xl) . . . . .  go~(xz)) ddfinit un  morphisme Pz de V~, z dans 

Zd. z. Nous  allons mont re r  suecessivement que Pz est dominan t  et  clue V~. l e s t  irrdductible. 

Pour  ddmontrer  que Pz, dont  l ' image est l 'ensemble des (7; Yl .. . . .  Yl) avec 7 lisse, est domi- 

nant ,  nous montrons  que Zd. z-+Z,, est ouver t  (done dominant!) .  Posons M :=C~ N (Z d x Q) 

et notons M ~ l 'ouver t  de M des points (~; x) tels que ~ coupe Q transversalement  en x. 

La  transversalitd assure que M~ est dtale. Or Z~. ~ s'identifie s un  ouver t  du produi t  

fibrd au-dessus de Z~ de I copies de M ~ Pa r  suite Z~. ~-~Z~ est dtale done ouvert .  

Pour  montrer  que Vd. ~ est irrdductible, considdrons le morphisme 0 de V~. ~ dans 

(Ce) ~ xQ z qui & (~; x~ .. . . .  x~) associe (x 1 .. . .  , x 5 ~(x~) . . . . .  ~0(x~)), et montrons  que 0 est ouver t  

en tou t  point  (~o; Xl o . . . . .  x~ Pour  cela compldtons x ~ .. . . .  x ~ en un  syst~me x ~ . . . . .  x~ de 

points deu~ A deux inddpendants  de C ~ et d6finissons un germe de section ~ de 0 par  

a(x~, ..., xz; q~ ..... q~) =(a; x x .. . . .  x,) et  a(x~)=q~ pour  i <~l, a(x~).~O(x~) pour  ] > l .  I1 reste 

observer que les fibres de 0 sont  des ouverts  d 'espaces vectoriels ce qui permet  d 'appl iquer  

la Proposit ion 2.3.1. 

Les rdsultats prdcddents donnent  immddiatement  le 

COROLLAIR]~ 2.3.4. Les schdmas Ca et Ca, z sont irrgductibles. 

2.4. Les inclusions g~n~riques. Elles se ddduisent six fois sans commentaires des lem- 

mes suivants dont  nous laissons la ddmonstrat ion au lecteur. 

Pour les inclusions concernant U' : 

L ~ M ~  2.4.1. Soient ]71 ... . .  Yk des sons-schdmas de S • X,  oh S est une varidtg et X 

est propre. Alors la fibre gdndrique de Y1 U ... U Y~ est la rgunion des/ ibres de Y1 . . . . .  Yk. 

De plus la fibre de l'intersection Y1 N ... fi Yk est l'intersection des fibres de Y1 ... . .  Yk. 

LwM~V, 2.4.2. S i  Y1 ... . .  Yk sont des sons-schemas de P3, alors (Q 0 ]71) U ... U (Q N Yk) 

est contenu dans Q 0 ( Y1 U ... U Yk). 

Pour les inclusions concernant U" : 

LV.M~]~ 2.4.3. Le schdma rdsiduel h Q d'une rdunion de sous-schdmas est la rgunion des 

schdmas rdsiduels. 

L E M ~  2.4.4. Si  X est un  sous.schgma rgduit et irrgductible de Pa non contenu d a m  Q, 

alors il est ggal ~ son schgma r~siduel h Q. 
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L w ~ w  2.4.5. Le support du schgma rgsidusl h Q de X sat l'ensembls des points x o~ 

la /ibre du /aisceau ~ n' est paz contenue dana cells du ]aisceau Yx. 

2.5. Courbes rationnelles dSg~n~r~es. Les courbes rationnelles que nous consid~rerons 

n 'auront  que des d~gdndrescences mod4rges obtenues par  application (4ventuellement 

itdrde) des trois observations suivantes : 

PRO~OS~TIO~ 2.5.1. Soit E une courbe rationnells de degrd d et D u n e  droite coupant 

E en un seul point st cs quasi-transversalement. Alors E U D est une courbe rationnelle de 

dsgrd d + 1. 

Indication de dgmonstration. Le cas g6n4ral se r6duit au eas oh E est lisse, lequel se 

traite & l'aide de polynbmes : si (P~(x, y))0~<t<s et (Q~(x, y))0~<~<a param&trent deux courbes 

rationnelles E et F lisses de degrds d et d + l ,  Mors (xP~+tQt)o<~<.a d~finit une famille de 

courbes rationnelles dont la fibre en t = 0  a pour support  la rgunion de E avee la droite 

joignant (P0(0, 1) ..... P~(0, 1)) & (Q0(0, 1), ..., Q~(0, 1)), du moins si ees deux points sont 

distincts. 

PROPOSITIOfi 2.5.2. Soient D I ..... Da des droites distinctes de rdunion connsxe. Alors 

il exists une courbe rationnelle de degrd d ayant mdme support st m$ms lieu singulier que 

D1 O D2 U ... U D~. 

Dgmonstration. Soit m(i, ~) le minimum des degr~s des courbes connexes C vdrifiant 

D~U Djc Cc DI U ... U D a. 

On note C~j une telle courbe de degr~ re(i, ~). Si Dk (avec i~:k~:?') est contenue dans C~j, 

alors C -  Dk est non-connexe et si C~ ddsigne la composante connexe de D~ dans C ,  D k, 

le degr4 de C~ est au plus re(i, ~) - 2 .  Comme Dk rencontre C~, on a m(i, k) <m(i, ~). Sup- 

posons, ce qui est ~videmment l~gitime que m atteint  son max imum en (i, d). D'apr~s ce 

qui pr4c~de, pour ? ' ~ d - 1 ,  G~ ne contient pas Dd, donc D 1 U ... U D~_ 1 est connexe. On 

peut  donc raisonner par  r4currence (le cas initial est trivial). Si Y est une courbe ration- 

nelle ayant  m~me support et m~me lieu singulier que D 1 U :.. U Dd_l, et si D~ rencontre D~ 

en x0, on consid~re une droite variable L(x) paramdtrde par 1 e point courant x de D~, 

rencontrant D~ en x, vdrifiant L(x0) = D~, et pour x g~ndrique, ne reneontrant  pas Y ailleurs 

qu'en x. Alors (D~ • Y)UL-+D~ est plat  (car sans torsion) et sa fibre gdndrique est une 

courbe rationnelle de  degr~ d d'apr~s la Proposition 2.5.1 (et le Lemme 2.4.1). Pa r  suite 

sa fibre en x 0 est la courbe rationnelle cherchde. 



SVR LA POSWm~ATIOZe GEZqERXQV~ DES COVgB~S RATZONZ~E~ES 219 

PROPOSIWION 2.5.3. Soit E une eourbe r~duite et D u n e  droite de P~. Soit L une droite 

distinete de D ne eoupant E qu'en x, et eoupant D e n  un Toint g distinet de x. S i  F est une 

courbe rationnelle de degr~ d, de support E U D coupant L fuasi-transversalement en x et y, 

alors F U L U x(g) est une eourbe rationnelle de de~r~ d + 1. 

D~monstration. Elle rdsulte de la Proposition 2.5.1, paree que D U L U Z(Y) se ddforme 

en D U L '  oi~ Z '  est une droite passant par x sans rencontrer D (el. [H0] I I I ,  9.8.4 et 

Fig. 11 p. 260). 

t~emarque 2.5.4. Les trois propositions prdcddentes peuvent ~tre considdrablement 

gdndrMisdes : on peut  par  exemple montrer  comme en la Proposition 2.5.1 que la rdunion 

de deux courbes rationnelles lisses se coupant en un seul point et ce quasi-transversMe- 

ment  est encore une eourbe rationnelle. I1 en rdsulte que route rdunion connexe et simple- 

ment  connexe de courbes rationnelles lisses dont les tangentes en les points d'intersection 

sont ind@endantes est une courbe rationnelle. Telles sont d'ailleurs les seules courbes 

connexes rdduites de genre arithmdtique nul. Donnons enfin un exemple coneernant le cas 

non rdduit : soient A, B, C, D quatre points non coplanaires de Pa et E un troisi~me point 

de [A, B]. Posons F = [ A ,  B] U [B, C] U [C, A] U [D, E]. Alors F U z(A), F U z(B), F UZ(O) 

et P U x(E) ont leur genre arithmdtique nul rams seuls les trois premiers de ees schdmas 

sont des courbes rationnelles. 

2.6. Position sur la quadrique. I1 nous faut  eontr61er l 'interseetion C N Q de la courbe 

rationnelle gdndrique C avee Q non seulement pour prouver H~ :Ju.(~).Q(m))=O mais 

aussi, dans les constructions des w167 4 et 5, off on consid~re la rdunion de la courbe ration- 

nelle gdndrique avec certaines gdndratrices de Q, pour dviter les intersections parasites 

qui pourraient compromettre la rationMitd, ou la platitude. Ce contr61e prend deux formes : 

le premier dnoncd assure qu'on peut  imposer ~ C N Q une allure tr6s spdciale, le second 

assure qu'on peut  interdire ~ C N Q eertaines configurations trop spdciMes. Le second est 

une consdqnence facile du premier, dont la ddmonstration repose sur la considdration de 

courbes rationnelles ddgdndrdes. 

PI~OPOSITIOI~ 2.6.1 (Pos. Spec. quad.). Soit m : S'-->N une /onction de support / in i .  

On note 1 le cardinal du support et on suppose flue la somme des valeurs prises par m est un  

entier pair  notd 2d. On suppose vgri]ide l 'une des deux hypotheses suivantes : 

(i) m < d -  1 et m prend au moins deux lois la valeur 1. 

(ii) I>~5 et m~<d-2 .  

On se donne encore une partie ]inie B de S". Alors il existe une courbe rationneUe Y de 

degrg d, eouTant Q transversalement en 2d points et vdri/iant les deux conditions suivantes : 
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(a) la projection 8ur S ~ de Y N Q est constitute de 2d points distincts, tous hor8 de B, 

(b) les fibres de la projection de Y ~ Q 8ur S" ont pour cardinal la /onction m. 

Ddmonstration. On utilise les courbes rationnelles donn~es par  la Proposi t ion 2.5.2 

et le fair que trois droites disjointes ont  une infinitd de s$eantes communes.  On eherche 

done le support  de Y sous la forme D 1 U ... U De. 

(i) Supposons que m(sl)=m(8~)=l et soit D 1 une droite non eontenue dens Q et 

eoupant  A~, et A~ en des points se proje tant  hors de B. On raisonne alors par  r~eurrence 

sur d : 

- -  Si d =2 ,  on a m(sa)---m(Sa)= 1 et on prend pour  D~ une droite g~n~rale eoupant  D1, 

A'  A'  s~ et s4. 

- -  Si d > 2, soient 8 a et s 4 deux points oh m prend ses plus grandes valeurs et d6finissons 

m'  par  m'(sa) = m ( s a ) -  1, m'(84) =m(84) -- 1 et m'  = m  ailleurs. Si m(sa) =m(84) = d -  1 alors 

I=4 et dens t o u s l e s  eas, m'  ~<d-2 .  L 'hypoth~se  de r6eurrenee fournit  D 2 . . . . .  De-1 et on 

peut  choisir De g6n~rale coupant  D1, A'8, et A~,. 

(ii) Soient Sl, s2, sa, s4, s 5 des points  off m prend ses plus grandes w t e u r s  avee 

re(s1)/> ... >~m(ss). 

D'apr~s (i) on peut  se eontenter  de trai ter  le cas off re(s4)>~2. Choisissons la droite D 1 

eoupant  A~, et A~ et compatible avee (a). Choisissons De eoupant  D1, A~, et A~, et com- 

patible avec (a). Choisissons D 3 eoupant  D1, A j, et A j, et compatible avee (a). Enfin choisis- 

sons D4 coupant  Dz, A~ et A~, et compatible avee (a). D6finissons d ' = d - 4  et m' par  

m'(81) =m(sz) - 2 ,  m'(s~) =m(%) - 2, m'(ss) =m(sa) - 2 ,  m'(s4) =m(84) -- 1, m'(85) =m(ss) - 1 et 

m' =m ailleurs. On a m'  ~<d' et ~ m'(x) =2d'. On va alors montrer  par  r~eurrence sur d '  

qu 'on  peut  ehoisir D 5 .. . . .  De.+4, chacune de ces droites rencont ran t  D 1 0 D~ U Da U D 4 

et telles que D 1 0 ... U Dd.~4 v6rifie (a) et  (b). 

Pour  d'=O, il n ' y  a rien ~ ddmontrer.  Soit done d'>O et choisissons deux points  t 1 

et t~ off m'  prend ses plus grandes valeurs. Si on d6finit m" par  m"(tl)=m'(h ) - 1 ,  m"(t~)= 

m'( t2)-I  et m'=m" ailleurs, on a m"<~d'-I  et ~8 m"(s)=2d'-2 .  L'hypoth~se  de r6cur- 

rence donne alors Ds, De.+s et fl reste s choisir De,+4 coupant  les trois droites A '  A'  

et  D~ off i, v~rifiant i ~ i ~<4, est choisi de sorte que D~ ne rencontre ni A't~ nl" Ate.' 

t~emarque 2.6.2. Cet dnoncd sere employd de fagon ~ permet t re  l 'utilisation des deux 

dvidences suivantes : 

- -  Tout  m-polynSme s ' annulan t  en m + 1 points d 'une  droite s 'annule en tou t  point  

de eette droite. 

- - T o u t  m-polynSme s ' annulant  ident iquement  sur m + l  g~n~ratriees d ' u n  m~me 

syst~me de Q s 'annule ident iquement  sur Q. 
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Dd/inition 2.6.3. Nous dirons que la courbe rationnelle Y de:degrd d coupe Q sainement 

si l 'intersection est transverse et se projette injectivement sur S' et stir S". 

COROLL~,IR~ 2.6.4 (Pos. Sain. Quad.). Soient Di, .... D~ des gdndratrices de Q. Alors 

la courbe rationneUe gdndrique de degrd d ne rencontre pas D 1 U ... U Dvet  coupe Q sainement. 

Dgmonstration. I l  suffit d 'appliquer la Proposition 2.6.1 avec B e t  m convenablement 

choisis (en particulier m~< 1) en observant que les conditions requises sont ouvertes. 

2.7. t]hangement de base. Les propridtds Hm=O avant  et aprbs un changement de base 

peuvent  ~tre relides ~ l 'aide de la remarque suivante : 

Soint Z et Z '  deux vari6tds et Y e t  Y" des sous-sch6mas respectivement de Z • Pa 

et Z '  • P3- On note Pla t  (Z ' /Z ' )  la restriction de la projection de Y' dans Z' ~ l 'ouvert  de 

Z' off elle est plate. Si la fibre gdndrique de Y - ~ Z  est une fibre de Plat  (Y']Z') alors 

H,n( Y/Z) = 0 =~ Hm( Y'/Z')  = O. 

Cette remarque s 'applique en particulier lorsque Y'  se ddduit de :Y par  un changement de 

base Z ' ~ Z  dominant (par platitude gdndrique); ou encore quand Y'-+Z' est plat  et que Y 

se ddduit de :Y' par  un changement de base Z-+Z' quelconque. 

Ces deux situations peuvent  se combiner et fl nous arrivera (w 5) de montrer  que 

H~n(Y/Z)=O implique H,~(Z'/Z')=O en prouvant  que la fibre gdndrique de Y-+Z admet  

une ddformation (plate) dans Pa dont  la fibre gdndrique est fibre de Pla t  (Y'/Z') .  

2.8. Platitudes. Pour reconnaltre la platitude et calculer les fibres de terrains schdmas 

explicites, nous utfliserons les dnoncgs suivants : 

P R O P O S IT I O N 2.8.1 (plat. et transv.). Soit U c S • Pa une /amille plate de courbes 

paramgtrge par le germe de varigtg (S, s). On suppose que U(s) coupe Q transversalement en t. 

Alors U A (S •  est plat en (s, t) et sa fibre en s est U(s) A Q. 

Ddmonstration. Elle rdsulte du fair que U-+S est une submersion en(s ,  t). 

PROPOSITION 2.8.2 (plat. et quasitransv.). Soient U i e t  Us deux sous-schgmas S-plats 

de S • Pa, avec S varidtg. On suppose qu'il existe une section a : S ~ S  x Pa telle que, pour tout 

s, Ui(s ) et Us(s ) se coupent quasi-transversalement en (r(s). Alors U 1 U U~-~S est plat le long 

du graphe de ae t  pour tout s, les germes en a(s) de (U i U Us) (s) et de Ui(s ) U Us(s ) sont dgaux. 
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D~monstration (soufflde p a r  Peskine).  I1 suffi t  d 'dcr i re  la sui te  exac te  des Tor  pour  

0-~ Ov, u~.-~ 0~, | 0~, ~ O~,n~,~ 0 

P R o P o s I m I o N 2.8.3 (Collision dro i te -p t ) .  Soit D ~ A x P2 une droite de P2 paramdtrge 

par  une courbe lisse A,  Soit x un  point de P2 non eontenu clans la /ibre gdndrique de D. Alors 

D O (A x {x}) est plat sur A e t  si une/ ibre  D(8) contient x, alors la/ ibre en (~ de D O (A x {x}) 

est la rdunion de la ]ibre de D avee le premier voisinage in/initdsimal de x dans P~. 

Ddmonstration. L a  p l a t i t ude  r6sulte de l ' absence  de torsion.  Posons  F = D U (A • {x}). 

L a  f ibre / v ( ~ ) v 6 r i f i a n t  H~(F(8), 0~(~))=0 doi t  v6rifier H0(F(6),  O~(~))=2. Elle  dol t  

donc 6tre singtfli~re en x et  p a r  cons6quent  contenir  le p remier  vois inage inf ini tdsimal  

O(x) de x. Comme H~ O(x), OD(a)u~(~)) est  ddj~ dgal ~ 2, F(~) ne peu t  pas  6tre 

s t r i c t emen t  plus  grand .  

w 3. Les hypotheses de r~eurrence 

Dans  ce pa ragraphe ,  nous ~nongons en la  Propos i t ion  3.1 sous forme de propos i t ion ,  

les hypothgses  de r6currence qui  sont  a u t a n t  de va r i an te s  du  th6orgme. Nous  d6mont rons  

en w 3.3 ces hypothgses  de r~currence dans  les deux  eas in i t i aux  et  nous mont rons  en w 3.2 

que ces hypotheses  de r6currence impl iquen t  le Thgorgme 0.1. 

PI~OPOSITIO~r 3.1. On a, pour tout entier m>~ 1, Hm(ym/zm)=o,  o~t Z me t  ym sont 

d~/inis ci.dessous. 

3.1.1. S i m  est de la /orme 61~ + 1. Z m : = Zek,+s~+a, ym : = C. 

3.1.2. S i m  est de la ]orme 6k § 2. On pose d : = 6k ~ § 10k § 4, A : = C~ • p, Drap .  Comme 

A est  un  fibr6 en p lans  projec t i fs  sur  Cg, c 'es t  une vari~td d 'apr~s  le Corollaire 2.3.4 et  le 

L e m m e  2.3.1. On no te  B le sous-fibrd en droi tes  pro jec t ives  na tu re l s  de A • Pa (il p rov ien t  

du  morph i sme  compos6 A ~ D r a p - + G r a s s ) .  C 'est  encore une var id td  tou jours  d ' apr~s  

L e m m e  2.3.1. On pose  alors Z m : = Hflbak+lB/A. C'est  une var id t6  d ' apr~s  le L e m m e  2.3.1 

(cf. aussi  w 1.7), qui  est  munie  d ' u n  morph i sme  vers  Z~ et  d ' u n  au t re  vers  Hilbak+lP a. P a r  

ddfini t ion ym est  la rdunion des sous-sch6mas de  Z m • P3 associ6s ~ ces deux  morphismes .  

3.1.3. S i m  est de l a /o rme  6 k §  On pose Z m : =Zek*+12~+B.2k+~i On no te  x0, .,., x2k+l 

les pro jec t ions  de  Z m sur  Q e t  on  pose ym : = C U a(x~, x0) U ... u ~(x~k+l, x0). 

3.1.4. S i  m est de l a / o r m e  6 k + 4 .  On pose Z ~ :=Zek,+14k+s.1 •  "sk+~. On no te  x la  

p ro jec t ion  na ture l le  de Z ~ sur Q, s I . . . . .  ssk+2 les pro jec t ions  sur  S", et  on pose 

ym : = C U r sl) U ... U ~(X', ssk+2). 
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3.1.5. S i  m est de la /orme 6k+5 .  On pose Z m ::Z6k=+16k+l 1 et ym :=C.  

3.1.6. S i m  est de la ]orme 6k+6 .  On pose Z m :=Z6k,+lsk+zW2k+~• "8k+4. On note 

(% . . . . .  x2k+l; sl .. . . .  ssk+a) la projection de Z m vers Q2~+2 • S,,ak+a et on pose 

t t !  I v/ ! t 

ym : = C 0 a(Xo, xl) 0 .., U ~(x0, x2k+l) 0 ~(x0, s~) U ... U ~(Xo, s3k+4). 

3.2. Rfiduetion du th~or~me. Dans ce paragraphe, on rdduit d 'abord le thdor6me ~ une 

proposition voisine (3.2.0) puis cette proposition ~ l 'hypothbse de rdcurrence (Proposition 

3.1). 

PROPOSITION 3.2.0. Soit m un entier au moins ggal h u n  et d mle plus petit entier 

vdri/iant md m + 1 >1 (m-~8). Alors il existe une courbe rationnelle y de degrg d~n et (m~8) points 

dans la partie lisse de ~, tels que tout m-loolyn6me s'annulant sur ces points soit identique- 

ment nul. 

Pour rdduire le Thdor~me 0.1 ~ cette proposition, on observe que si d majore dm, on 

peut  construire d'apr~s la Proposition 2.5.1 une courbe rationnelle de degr4 d contenant 

y e t  restant  lisse aux (m~3) points considdrds. Pour achever la rdduction, il nous suffit, 

gr's au thdor~me de semi-continuit6 d 'observer qu'on peut d&ormer (platement) ces 

(m~S) points en autant  de points d 'une eourbe ratiormelle lisse de degrd d, car un produit 

fibrd de morphismes lisses est encore lisse. Dans la suite on rdduit done la Proposition 

3.2.0 aux hypothbses de rdeurrence. 

3.2.1. S i  m est de la /orme 6k + 1. Ici dz = 6k2+ 8k +3.  Comme Hm(Ym/zz)  =0,  il existe 

une courbe rationnelle lisse 9' de degrd 6k2+8k+3  vdrifiant H~ yv(m))=0.~Si F est 

une patt ie finie ~ (m~s) 61dments de ~, alors toute section de Ov(m ) s 'annulant  sur F est 

nulle parce que (m~3) est dgal ~ (6]C2 + 8k + 3 ) m  + 1. Par  suite H0(P3, Yr(m)) est nul. 

3.2.2. S i  m est de la /orme 6k + 2. Ici d m = 6k~+ 10k + 5. Comme Hm( Ym/Z~) = 0, il existe 

une courbe Yo rationnelle de degrd 6k2+ 10k +4,  une droite D reneontrant Yo et une partie 

finie F ~ 3 k + l  dldments de D telles que H~ :/r~ soit nul. Comme le morphisme 

naturel de Z ~ dans Zek,+zok+~ est dominant (car plat), on peut  supposer que Y0 est lisse. 

On peut  de plus supposer que D coupe Y0 en un seul point x et ce quasi transversalement. 

Enfin on peut dvidemment supposer que F et Y0 sont disjoints. Soit F '  une patt ie 

(6k2+ 10k + 4 ) m  + 1 dldments de Y0-{x}. Alors 7'0 U D est une courbe rationnelle de degr6 

dm (ef. la Proposition 2.5.1) et 2' U F '  est une patt ie  de la partie lisse de cette eourbe, de 

cardinal (6k +2) (6k 2 + 10k+4) +3k  +2,  c'est-/~-dire (~8). Tout  m-polynSme s 'annulant  

sur F (J F '  s 'annule sur F '  done sur Yo, done sur Yo U F.  I1 est alors identiquemcnt nul 

puisque H~ YroUF(m)) est nul. 
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3.2.3. Si m est de la /orme 6k+3.  Ici drn=6k~-kl2lc+7. Soit z---(70; x 0 ..... x2k+l) un 

point de Z m tel que H~ Yrm<z)(m)) soit nul. D'apr~s la Proposition 2.3.3, on peut sup- 

poser que 7o est lisse et d'apr~s le Corollaire 2.6.4 qu'elle rencontre Ax"~ seulement en x o. 

On peut aussi supposer, d'apr~s le Corollaire 2.6.4, que pour 1 ~< i ~<2k + 1, le point (x~, x~) 

est distinct de %. Soit _F l'ensemble des (x~, x~)~<~<~k+l et •' une partie h m(6k 2 + 12k + 6) + 1 

4ldments de 70-{xo}. Alors 7=7o 0 A~~ est une courbe rationnelle de degr6 d~ d'apr~s la 

Proposition 2.5.1, et F U F'  est bien une partie de la partie lisse de 7 et de cardinal (m~8). 

Si un m-polyn6me s'annule sur F (J F',  il s'annule sur F'  done sur 70, done sur 7o tJ F qui 

est Y~(z). Ce m-polyn5me est done nul. 

3.2.4. Si m est de la/orme 6]c+4. Ici dm~6/c~+14k+9. Nous ne d~taillons pas ce cas 

qui se traite comme le prdcddent grs ~ l'~galitd 

(m 3 3 ) =  (6~2 + 14/c+8) (6/r +3/c +3" 

3.2.5. Si m est de la/orme 6k§ Ici dm=6k~+16/c+l l .  Nous ne ddtaillons pas ce cas 

qui se traite comme le premier grace i~ l'6galit6 

( m ~  3 ) =  (6k2+ 16k+ 11) (6/c+5) § 1" 

3.2.6. Si m est de la/orme 6/c + 6. Ici dm-- 6/c ~ + 18k + 14. Nous ne d6taillons pas ce cas 

qui se traite comme en w 3.2.3 grs s l'6galit6 

(m 3 3 ) =  (6]c2+ 18k+ 13) (6k+6) +51c+6" 

3.3. Initialisation. L'~nonc~ HI(Y1/Z1)=0 signifie que la cubique rationnelle (gdndrique) 

n'est pas plane, ce qui est bien connu. L'dnoncd H~(Y~/Z2)=O signifie que la quartique 

rationnelle gdn6rique est contenue dans u~e seule quadrique : c'est bien le cas des courbes 

de bidegr~ (1, 3) sur une quadrique non-singuli~re. 

w 4. Les cas impairs 

Dans ce paragraphe, nous d~montrons la Proposition 3.1 dans le cas or m est impair, 

ce cas grant sensiblement plus facile que l'autre. 

4.1. Le eas 6k+3.  Ici on montre que, pour k>~0, 

H6g+I(Y6k+I/z6k+I) = 0 implique Ha~+~(Y~+a/Z ~+~) = O. 
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4.1.1. Les dg/initions. On pose W :=Z~,+s~+a.2~+a. On note (C; x 0 ... . .  x2~+~, x) le 

morphisme naturel de W vers Z6z,+sz+s x Q~+3 et on pose {voir Fig. 3) 

F : =  A'~ U A~, U ... U A~,~+~ U a(x~, x0) U ... U ~(x2~+~, Xo) 

U : = C U F  

U ' : = ( C u ( W •  

U" : = C .  

4.1.2. Validitd de U. Lorsque C(w) coupe Q sainement et ne rencontre pus F(w) ailleurs 

qu'en x, ce qui est g~n~rique d'apr6s le Corolluire 2.6.4, alors, d'apr~s la Proposition 2.8.2, 

on a U(w)=C(w)UF(w). D'apr6s lu Proposition 2.5.1, C(w)UA',(~)UA" ... " b~ U U A~4~+2 est 

une courbe rationnelle de degr4 6k~+12k +6  qui coupe Q trunsversulement en Xo(W ) ..... 

x~k+l(w). Par  suite U(w) est une fibre de Y~k+S~Zek+3. 

4.1.3. Validitg de U'. On applique la Proposition 2.6.1 uvec d : = 6 k 2 + S k + 3 ,  1 :=6k+4, 

m(ao) :=1 ,  m(al) : . . . .  :=m(a2k+l) : = 2 k +  1, m(a2k+2) : . . . .  :=m(a~k+3) : : 2 k + 2 ,  et B :=  

{ b l  . . . . .  b4/c+2}. On v~rifie que 1 + (2k + 1) 2 + (4k +2)  (2k +2)  = 2d. On note C(w) la courbe 

obtenue et on choisit, pour i = 1 ... . .  2/c+ 1, x,(w) dans C(w) 13 Aa~ et xo(w ) duns C(w) fl Aas~+~- 

Enfin on pose x(w):=C(w)fi  A'a0. Lu platitude de U' au-dessus du point w ainsi ddfini 

r4sulte des Propositions 2.8.1 et 2.8.2. Tout  (6k+3)-polynSme s 'annulant  sur U'(w) s'un- 

nule sur A'a ...... A'a6k+ ~ donc s'annule identiquement sur Q. 

4.1.4. Validitd de U". Elle r~sulte de la Proposition 2.3.3 et de w 2.7. 

4.2. Le cas 6k+5 .  Ici  on montre que, pour k ~ 0 ,  

Hek+~( Y6~+8/Zek+8) = 0 implique Hsk+~(Y6k+5/Z6k+~) = O. 

4.2.1. Les d6/initions. On pose W : =  Z6k,+12k§ On note (C; x 0 . . . . .  X2k+l ) le morph- 

isme naturel de W dans Zek,+12~+e • Q2k+2, et on pose (voir Fig. 2) 

, . ,  I I A I  - - n  F : = A'~ U U A~+I U A~,+~ U U '~o~+~ U A~o 
r u U : = C U F U Z(x~., Xo) U ... U Z(x2k+1, Xo) 

U' :=(on (W xQ)) u F 
! Ip 

U" : = O U ~(x~, x0) U ... U a(x2k+l,  ~0). 

4.2.2. Validit6 de U. Elle r~sultm comme duns le cas precedent du Corolluire 2.6.4 

et des Propositions 2.8.2, 2,5.1 et 2.5.3. 
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4.2.3. Validitg de U'. On applique la Proposit ion 2.6.1 avec d : = 6k 2 + 12k + 6, 1 : = 4k + 4 

m(a0) : . . . .  :=m(a2~+l) : = 1 ,  m(a2~+2) : . . . .  :=m(a4k+3 ) : = 6 k + 5 ,  B : = O .  On vdrifie que  

2k + 2 + (6k + 5) (2k + 2) = 2d. 

On note  C(w) la eourbe obtenue et on pose, pour  i = 0  . . . . .  2 k +  1, x~(w):=C(w)(I A~. La  

plat i tude de U' au-dessus du point  w ainsi ddfini rdsulte des Propositions 2.8.1 et 2.8.2. 
! . . . ,  ! ! / t ~ "  Tout  (6]~ + 5)-polyn6me s ' annulant  sur U'(w) s 'annule sur Aa, A~k+~, A~2k+2 .. . .  , a~+~, 

A ~ a4~+4 ... . .  A~6k+ 6 donc s 'annule ident iquement  sur Q. 

4.2.4. Validitd de U". Elle est dvidente car U " ~  W e s t  dgal ~ :IZ6~+3-~Z 6z+s. 

4.3. Le eas 6k + 7. Iei on mont re  que pour  k >~ 0, 

Hek+5(Yek+5/Z 6~+5) = O implique H~+7(Y~+~/Z 6~+7) = 0. 

4.3.1. Les dd/initions. On pose W : =Z6~,+le~+n.~. On note (C, x) le morphisme nature]  

de W dans Ze~,+le~+n •  et on pose (voir Fig. 1) 

F : = A'~ u A~:, U . . .  u A~"~+~ 

U : = C U F  

u ' : = ( c n ( W x Q ) ) U F  

U " : = C .  

4.3.2. Validitd de U. Elle se ddmontre  comme dans les cas prdcddents. 

4.3.3. Validitg de U'. On applique la Proposit ion 2.6.1 avec d : = 6 k 2 + 1 6 ] c §  l : =  

6k + 8, m(al) : =  1, re(a2) := ... :=m(aek+s) :=2k + 3 et B : =  {b 1 .. . . .  b4~+5}. On v~rifie que 

1 + (6k + 7) (2k + 3) = 2d. 

On note  C(w) la courbe obtenue et on pose x(w):=C(w)f i  A'a 1. L a  plat i tude de U'  au- 

dessus de w rdsulte de la Proposit ion 2.8.2. Tout  (6k + 7)-polyn6me s ' annulant  sur U'(w) 

s 'annule sur A'al, A' donc s 'annule  ident iquement  sur Q. 
�9 " ~  a6k+8~  

4.3.4. Validitd de U". Elle r~sulte de la Proposit ion 2.3.3 (cf. w 2.7). 

w 5. Les eas  pairs 

Dans  ce paragraphe,  nous dgmontrons  la Proposit ion 3.1 dans le cas off m est pair. 

5.1. Le cas 6k + 4. Ici  on mont re  que, pour  tou t  k ~> 0, 

He~+2(Ye~+2/Z 6k+e) = 0 implique Hek+4(Y~g+*/Z ek+*) = O. 
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5.1.1. Les dd/initions. On pose d :=  6k2+ 10k+ 4 et on consid~re la varidtd (cf. le Corol- 

laire 2�9 K :=(Ca.~-(Za.I• Elle est munie d 'une  projection not6e x sur Q 

(via Za.~->Q) d'une projection horde y sur P a - Q  (via Cd,1-->P3) et d 'une projection sur le 

second facteur Q notde z. On pose D :=[y ,  z]. C'est un sous-fibrd en droites projectives 

de K x P  a e t  on pose W :=HilbS~+~D/K. On note encore (C, x) la projection naturelle 

de W vers Za, x (via K et Cs. x) et F la projection naturelle de W vers Hilb s~+l P3- On pose 

(voir Fig. 4) 
�9 - -  A v ~! . . .  ~v F .  - . U A~, U U A~**+3 

U :=CU FU 2'Ua(z) 

u '  : = (C n ( w  X Q)) u F u ~(z) 

U" :=CU F. 

5.1.2. Validitd de U. Chaque condition requise dtant gdndrique, on peut  trouver w 

tel que H~ Yv(w)(6k+4)) soit nul, que U(w) soit rduniou disjointe de C(w) U F(w), F(w) 

et a(z(w)) et que C(w) et D(w) soient quasi-transverses en y(w). Soit g une transformation 

projective telle que gC(w) soit transverse ~ Q en g(y(w)) et que gD(w) soit ~gal ~ A'~(y(w)). 

Si on numdrote ]1 ..... ]3~+1 les ~l~ments de  F(w), alors Y6k+4-~ZSk+~ est plat  au-dessus du 

point t : = (gC(w) U gF(w), g(y(w)); (g/l)", .,., (glad+l)", (gaz(w))") et Yek+4(t) est ~gal ~ gU(w). 

On a done H~ Yr6k+4(t)(6k + 4)) = H~ Ygv(w)(6/c + 4)) -~ H~ yv(w)(6k + 4)) = 0. 

5.1.3�9 Validitd de U'. On applique la Proposition 2.6.1 avec d : = 6 k ~ + 1 0 k + 4 ,  l : -  

6k+6,  m(ao) :~1, re(a1):-...:=m(aek+4):-2k+2, m(a6~+5) :=2k + l, et B={b~ ..... b4~+s}. 

On v6rifie que l + ( 6 k + 3 ) ( 2 k + 2 ) ~ - 2 k + l = 2 d .  On note C(w) la courbe ainsi obtenue et 

x(w) son intersection avec A'a,. On choisit z(w) sur A' hors de C(w)U F(w). Enfin on 
a6k+5  

choisit y(w) arbitrairement sur C(w)-Q et iV(w) arbitrairement dans [y(w), z(w)]. La plati- 

tude de U' au-dessus du point w ainsi ddfini r4sulte des Propositions 2.8.1 et 2.8.2. Un 

(6k + 4)-polyn6me qui s 'annule sur U'(w) s'annule sur A' A' done s'annule sur Q. 
al~ . � 9  a61~+ 5 

5.1.4. Validitd de U". On observe que W e s t  muni d 'un morphisme naturel ] s valeurs 

dans Z 6k+2 et vdrifiant U" =/.:y~k+~. Ce morphisme est dominant  pnisque son image contient 

l ' image rdciproque de l 'ouvert  dense (C a - (Zn • Q)) • p~ Drap dans la fibration Z6~+2-->A. La 

validitd de U" r~sulte alors de w 2.7. 

5.2. Le cas 6k + 6. Ici on montre que, pour tout  k >~ 0, 

Hsg§ = 0 implique H6k+6(Yek+6/Znk+n) = 0. 
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5.2.1. Les dd/initions. On pose W : = Z  6k+4 =Z6k,+14~+8.1 • S ~8~§ On note  

(C, x; s~ .. . . .  sa~+2) le morphisme de W dans Z ~ , + ~ + s  • Q • S "~+~, et on pose (voir Fig. 6) 

F : =  A'a, U Ab," U ... U A ~ .  1 "  U 5~ U A,", U ... U A~+s U ~(x', ba.~) U ... U ~(x', b3~.a) 

U : = C U F U T(z', sl, [A~, A~,]) U ... U =(x', 8a~+=, [Aao, Asa~+=]) 

U ' : = ( C ~ ( W •  

U" : = C U a(x', sl) U ... U ~(x', s3~+2). 

5.2.2. Validitd de U. Ici on va  montrer  que, pour  w gdn~rique, U(w) se d~forme en 

fibre de Ye~+e-+Ze~+e. Choisissons donc w de fagon que sz(w ) . . . . .  s3k+2(w) soient distincts et 

que C(w) ~ Q se projet te  sur S" en dehors de {b 1 . . . . .  b3k+~, s~(w) . . . . .  s3~+e(w)} et sur S '  en 

dehors de a 1. Ces conditions sont  g~ndriquement satisfaites d 'apr~s le Corollaire 2.6.4. 

D'apr~s le Lemme 2.4.1, on peut  de plus supposer que 

i i l !  ,., / ~ i  i! 
V(w) = C(w) U F(w) U T(X (W), 81(W), [ i a .  , As,(w)] ) [J U T(Xt(W), 83k+2(W), [ ao, As3~+2(w)])" 

Posons G : =  (A'al) 3k+3 et notons go .. . . .  gsk+2 les projections naturelles de G sur A'a,. Posons 

H : =  (G • C(w)) U A'a, U [go, (x'(w), 51) ] U A~ U ... U A~"k+ ~ U A~(~) 

U [el, (ao, s~(w))] U ... U [gak+z, (ao, s3k+2(w))] U a(x'(w), bk+2) 

U ... U a(x'(w), bsk+4) U a(x'(w), s~(w)) U ... U a(x'(w), ss~+2(w)). 

Observons d ' abord  que H((al,  bl) , (al, sl(w)) . . . . .  (az, ssk+2(w))) est dgal $ U(w) : cela 

rdsulte des Proposit ions 2.8.2 et 2.8.3 : pour  appliquer la Proposit ion 2.8.3 il fau t  remarquer  

qu ' au  voisinage du point  ((az, bl) , (al, sx(w)) , ..., (al, sak+~(w)); (x'(w), st(w))) de G xP3, H 

s 'obtient,  apr~s changement  de base par  g~, & part i r  de la rdunion d 'une  droite et d ' un  

point  paramdtrds par  A'a,. Si go est distinct de (a 1, bl) et si pour  j = l  .. . . .  3 k + 2 ,  g~ est 

distinct de (al, sj(w)), alors H(g) coupe Q t ransversalement  en (x'(w), bx) et pour  j = 1 . . . . .  

3 k + 2 ,  en (a0, sj(w)). Si de plus les fibres en g des composantes irrdductibles de H n ' o n t  

pas d ' intersection trois K trois et ont  pour  seules intersections deux ~ deux les points 

X(W), go . . . . .  gak+2, (a l ,  b~) . . . . .  (a  1, bk+z) et (al, x"(w)), alors H(g) est une fibre de ~k+6-->Zek+~ 

d 'aprbs les Propositions 2.8.2 et  2.5.1. Toutes ces conditions sur g d tant  gdndriques, la 

validit6 de U rdsulte de w 2.7. 

5.2.3. Validit6 de U'. On applique la Proposit ion 2.6.1 avec d : = 6 k 2 + 1 4 k + 8 ,  1 : =  

6 k + 6 ,  m(a2):=1,  m(aa) : . . . .  :=m(a~k+7) : = 2 k + 3 ,  et B : = { b  1 . . . . .  b3~+~}. On v~rifie qne 

(2k + 3)(6k + 5 ) +  1 =2d.  On note C(w) la courbe obtenue et x(w) son intersection avec A'  a2. 

On choisit sl(w ) . . . . .  ss~+~.(w) distincts entre eux, hors de B et de la projection sur S" de 
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C(w) fi Q. On d~finit ainsi un point w de W. La platitude de U' au-dessus de w est assurde 

par  les Propositions 2.8.1 et 2.8.2. Un (6k+6)-polynSme s 'annulant  sur U'(w) s'annule sur 

A'a, A' done s'annule sur Q. 
""" ~ a 6 k +  7 

5.2.4. Validitd de U". Elle est triviale car U " ~  W e t  Y~+~-~Z 6~+~ sont dgaux. 

5.3. Le eas 6k + 8. Ici on montre  que, pour tout  k/> 0, 

H~+e(Y~+e/Z~+~) = 0 implique He~+s( Y~+s/Z ~+s) = O. 

5.3.1. Les dg/initions. On pose d : - -6/cs+18k+13 et on consid~re la vari4t6 (cf. le 

Corollaire 2.3.4 et la Proposition 2.3.1) A :-~Cd.z~+~, Xp, Drap. Elle est munie d 'un sous- 

fibrd en droites projectives (provenant de Drap) de A • P3- On note K-+A cette fibration 

et on pose W :=Hilb~+~K[A. On note (C, x 0 ... . .  xs~+~; x, D, F) le morphisme naturel de 

W dans Z~ x QS~+s x Ps x Grass x I-Iilb~+r et on pose (voir Fig. 5) 

t ! r H 

u : = c u r u z(x;, ~;) u ... u z(x'~+~, Xo) u F 

u ' : = ( o n ( W •  

U" : =  ~ u Y u ~(x~, x~) u ... u ~(xi~+~, x~). 

5.3.2. Validitg de U. Choisissions w tel que F(w) soit disjoint de C(w) U Q, que C(w) N F(w) 

soit r~duit s {Xo(W ) ..... x2k+l(w)}, que les projections de Xo(W ) ..... x2k+l(w) sur S" (respective- 

ment  S") soient distinctes, que U(w) soit dgal s C(w) UF(w)Uz(x~(w),xo(w))U... 

UZ(x~+l(w),xo(w))UF(w), et enfin que H~ Yv<w)(6k+8)) soit nul. Un tel choix est 

possible parce que toutes les conditions requises sont g4ndriques (cf. le Corollaire 2.6.4 

et le Lemme 2.4.1). Alors U est plat  au-dessus de w d'apr~s la Proposition 2.8.2 et U(w) 

est une fibre de Y~k+8--~Z6k+s d'apr~s les Propositions 2.5.1 et 2.5.3. 

5.3.3. Validitd de U'. On applique la Proposition 2.6.1 avec d :=6]c~+18k+13,  1 :=  

41c + 5, m(ao) : . . . .  : ~ m(a2~+l) : = 1, m(a2~+2) : . . . .  : = m(a4~+4) : ~ 6k + 8, et B : = O. On vdrifie 

que 2 k + 2  + (2k +3) (6k +8)  -~2d. 

On note C(w) la courbe obtenue et, pour i = 0  .. . . .  2k+1 ,  on pose x~(w) :=C(w) N A' a l o  

Enfin on choisit arbitrairement x(w) sur C(w), D(w) passant par  x(w), et 2'(w) dans 

Hilb 8~+4 D(w). La plati tude de U' au-dessus du point w ainsi d~fini est assur~e par  les 

Propositions 2.8.1 et 2.8.2. Un (6]r + 8)-polynSme s 'annulant  sur U'(w) s'annule sur A' 

A'a4~+~ et sur Aaa+~,' ..., A~6~+9 done s'annule sur Q. 
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5.3.4. Validitd de U". On applique l'hypoth~se l~ek§ /vs~+6~Zek+8'l / ) = 0  en 6ehangeant 

les r61es de S'  et S" : on obtient ainsi une courbe qu'on note C(w}, des points de Q qu'on 

note Xo(W ) ..... x2k+i(w) et des points si, ..., s3~+4 de S' tels que tout  (6k+6)-polynSme 

s'annulant sur C(w), sur (x;(w), Xo(W)) pour i = l  ..... 2 k + l ,  et sur (st, Xo(W)) pour ]--1 ..... 

3k § s'annule identiquement. D'apr~s la Proposition 2.3~3 et le Corollaire 2.6.4, on peut 

supposer que les 5]c+5 points consid~r6s sur A:,(w) sent distincts et hers de C(w). Cela 

signifie que si on complete la d~finition de w par x(w) : =xo(w), D(w) :=A:(W), et F(w) : =  

((s~,x"(w))j=i.....3k+4}, alors U" est plat au-dessus de w et tout  (6k+6)-polynSme 

s'annulant sur U"(w) est identiquement nul. 
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