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Introduction 

Soit G u n  groupe de Lie. C 'es t  un probl~me classique de d6crire le dual unitaire G de 

G. G. W. Mackey  [Ma] a propos6 une m6thode pour  r6soudre ce probl~me. Lorsque  G 

contient  un sous-groupe invariant ferm6 nilpotent connexe non central, et lorsque 

certaines conditions de r6gularit6 sont satisfaites, la m6thode de Mackey r6duit le 

calcul de (~ ~ celui du dual unitaire de groupes plus petits. En appliquant ce proc6d6 

autant de fois qu'il  le faut, en supposant  que les conditions de r6gularit6 sont toujours 

satisfaites, le calcul de G se ram~ne donc ~ celui du dual unitaire de certains groupes 

r6ductifs. Le  but  de cet article est de d6crire, pour  un groupe alg6brique G, la 

param6trisation de (~ qui en r6sulte. 

Plus pr6cis6ment,  soit k un corps local de caract6ristique 0 (i.e., k est 6gal ~ R, C, 

ou ~ une extension finie de Qp, cf. [WelD, et soit G un groupe lin6aire alg6brique d6fini 

sur k. On note G=Gk le groupe des k-points de G. C'est  un groupe de Lie (sur k). Nous  

donnons une param6trisation de G en fonction du dual unitaire projectif  de certains 

sous-groupes r6ductifs de G. 

Notre  param6trisation de G g6n6ralise celle de Kirillov [Ki] pour  les groupes 

unipotents,  et utilise donc le dual g* de l 'alg~bre de Lie ~ de G. Soit g E ~*. On note 

G(g) le stabilisateur de g dans G, ~(g) son alg~bre de Lie, UG(g) le radical unipotent  de 

G(g) et U~(g) son alg~bre de Lie. A l 'aide de la structure symplectique sur ~/~(g), nous 

d6finissons un 2-cocycle d 'o rdre  2 sur le groupe r6ductif  G(g)/UG(g), et nous notons 

yirr(g) l 'ensemble des classes de repr6sentations projectives irr6ductibles de 

G(g)/UG(g) associ6es ~ ce cocycle.  Nous d6finissons un ensemble de formes lin6aires 

sur g, appel6 l 'ensemble des formes lin6aires de type unipotent.  Disons simplement ici 

que si G est unipotent ,  tout  616ment de ~* est de type unipotent,  et que si G est 

r6ductif, 0 est le seul 616ment de ~* de type unipotent.  On note ~ l 'ensemble des 

couples (g, r) o~ g est une forme sur ~ de type unipotent,  et o~ r est un 616ment de 

I0r~(g). Le  groupe G op~re naturel lement dans ~. A tout 616ment (g, r) de ~, nous 

allons associer une classe de repr6sentations unitaires i rr6ductible Tg, ~ de G, et nous 

montrerons  que l 'application (g, r)~-~Tg, ~ induit une bijection de ~/G sur G. 
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Lorsque G est unipotent, ~ est 6gal ~t g*, et la bijection ci-dessus n'est autre que 

celle de Kirillov [Ki] (pour k=R) et de Moore [Moo] (pour k=Qp). 

Supposons G r6soluble connexe et d6ploy6 sur k. Lorsque k=R, Bernat [Be] 

param6trise G (en fait Go, o0 Go est la composante neutre de G) ~t l'aide de g*. Lorsque 

k=Qp, Howe [Ho] param6trise ~ en utilisant u*, oil u est l'alg6bre de Lie du radical 

unipotent de G. Contrairement aux apparences et bien que nous utilisions des formes 

lin6aires sur g, notre param6trisation est essentiellement identique ~ celle de Howe, et 

diff6re de celle de Bernat. 

Nous donnons deux constructions des repr6sentations Tg,,:. Dans tousles cas, on 

est amen6 ~t appliquer la th6orie de Mackey ~t un sous-groupe invariant unipotent de G. 

I1 faut pour cela calculer une certaine obstruction cohomologique, ce qui est fait dans 

[Dul] pour k=R, et dans Lion et Perrin [Li-Pe] dans le cas g6n6rai. Rappelons que dans 

cette affaire, la repr6sentation m6taplectique joue un grand r61e. Un des points impor- 

tants de notre construction est la d6finition de  yirr(g), qui incorpore toutes les obstruc- 

tions cohomologiques intervenant dans les applications successives de la th6orie de 

Mackey. 

Si l 'on 6tudie les groupes de Lie r6els, il n'est pas naturel de se restreindre aux 

groupes alg6briques. Si G est un groupe de Lie r6el ayant un nombre fini de compo- 

santes connexes et localement isomorphe ~t un groupe alg6brique, il n'est pas difficile 

d'adapter notre m6thode pour obtenir encore une param6trisation de G. Si G est un 

groupe de Lie quelconque, d'une part la th6orie de Mackey n'est pas applicable sans 

pr6cautions, et d'autre part, la notion de forme de type unipotent n'a pas de sens. 

Cependant, les id6es expos6es ici, convenablement modifi6es, restent tr6s utiles dans 

l'6tude de (~. Pour une description de ces r6sultats, je renvoie les lecteurs h mon article 

[Du4], qui contient aussi un r6sum6 du pr6sent travail. 

Consid6rons une alg6bre de Lie alg6brique g sur un corps alg6briquement clos de 

caract6ristique 0. Notons U(g) son alg6bre enveloppante. Pour toute forme lin6aire g 

sur g de type unipotent, et pour tout id6al primitif ~ de U(g(g)/Ug(g)) nous construisons 

un id6al primitif Ig, r de U(g), g6n6ralisant la construction de Dixmier [Dil] lorsque g 

est unipotente. Si G est un groupe de Lie alg6brique connexe d'alg6bre de Lie g, G 

op6re dans l'ensemble 0% des paires (g, ~) comme ci-dessus, et I d6finit une application 

de ~ / G  dans l'ensemble des id6aux primitifs de U(g). Gr~tce aux travaux de Dixmier et 

Moeglin sur l'analogue de la th6orie de Mackey, on montre que cette application est 

surjective et de fibre finie. (I1 est probable que c'est une bijection.) 

La comparaison des repr6sentations Tg, ~ et des id6aux primitifs Ig, ~ permet, dans 

le cas r6el, le calcul du caract6re infinit6simal des repr6sentations Tg, 3. 
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Wigner pour d'utiles 

Chapitre I. Formes lin6aires de type unipotent 

Sous-alg~bres coisotropes 

1. Dans ce chapitre,  k est un corps de caract6ristique 0, G u n  g r o u p e  alg6brique 

lin6aire d6fini sur k, Gun sous-groupe d ' indice fini du groupe Gk des k-points de G. On 

note 9 l 'alg~bre de Lie  sur k qui est l 'alg6bre de Lie de G. 

Une sous-alg~bre b de 9 est dite alg6brique s'il existe un sous-groupe alg6brique B 

de G d6fini sur k dont  b e s t  l 'alg6bre de Lie. Si B e s t  un tel sous-groupe, on note UB son 

radical unipotent.  I1 est d6fini sur k. On note u~ son alg6bre de Lie, et l 'on dit que c 'es t  

le radical unipotent  de b. Rappelons que l 'on dit que B e s t  r6ductif si UB est le groupe 

{1}. Rappelons qu 'en  g6n6ral, d 'apr6s [Mos], B admet des sous-groupes r6ductifs 

maximau• d6finis sur k, que deux tels sous-groupes sont conjugu6s par un 616ment de 

UB k, et que si R e s t  un tel sous-groupe, le g roupe  Bk est isomorphe au produit  semi- 

direct Rk• L'alg6bre de Lie  r de R sera appell6e un facteur r6ductif de b. 

2. Si G op6re dans une vari6t6 alg~brique V d6finie sur k par uric action rationnelle 

d6finie sur k, on note G(u) le stabilisateur dans G d 'un point v de V. S iv  est un k-point, 

on note G(v) le stabilisateur de v dans G. C 'es t  un sous-groupe d' indice fini de G(v)k. 

On note 9(v) l 'alg~bre de Lie correspondante .  Tout  ceci s 'applique en particulier aux 

repr6sentations adjointes dans les id6aux G-invariants de ~ et dans leurs duals. 

On note a* l e  dual d 'un  espace vectoriel  a. Si b e s t  un sous-espace de ct et si a E a*, 

on note alb la restriction de a ~t b. S i c  est un sous-espace de b e t  s i x  est un 

endomorphisme de a stabilisant b e t  c, on note x~/c l ' endomorphisme de b/c qui s 'en 

d6duit. 

Si g est un 616ment de g*, on note Bg la forme bilin6aire sur g x  9 d6finie par  la 

formule Bg(X, Y)=g([X, Y]). Si b e s t  un id6al de  9, l 'alg6bre g(g[b) est 6gale h l 'ortho- 

gonal de b dans g par rapport  ~ Be,. 

3~ DOfinition. Soient g u n  616ment de g* et b une sous-alg6bre de 9. On dit q u e  1~ 

es t  coisotrope (ou coisotrope relat ivement ~t g s'il y a ambiguit6) si l 'orthogonal de D 

dans 9 par  rapport  ~t Bg est contenu dans  b 

Des exemples extr6mes de sous-alg6bres coisotropes sont les polarisations (ce sont 

les sous-alg~bres 6gales f~ leur orthogonal),  et l 'alg~bre 9 elle-m~me. 
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4. Soient g u n  616ment de 6" et b une sous-alg6bre de ~. Nous poserons b--glb, 

nous noterons b • l'orthogonal de b dans fi* et b g l'orthogonal de b dans ~ par rapport 

Bg. Remarquons que 1~ g f)b est 6gal ~t b(b), de sorte que c'est une sous-alg6bre de b. 

D'autre part, b(b)g est un sous-espace de fi* contenu dans 19. 

LEMME. L' algObre bes t  coisotrope si et seulement si b(b) g est Ogal gt b • 

Dans ce cas, notons to l'ensemble des g' Eg+b • tels que dim fi(g') soit minimum 

(quand g' parcourt g+b• C'est un ouvert de Zariski de g+b • contenant g. L'alg6bre 

b est coisotrope relativement h un point g' de g+b • si et seulement si g' est dans to. 

L'alg6bre b(b) est alg6brique. Notons B(b) le sous-groupe alg6brique connexe de G 

d'alg6bre b(b). Alors to est l 'ensemble des k-points de l'orbite B(b)g. 

DOmonstration. Toutes ces propri6t6s sont bien connues pour les polarisations (cf. 

[Be] ch. IV, w 3) et les d6monstrations s'6tendent sans difficult6s. C.Q.F.D. 

5. D~finition. On dit que la sous-alg6bre coisotrope b v6rifie la condition de 

Pukanszky si, dans les notation du lemme 4, ~o est 6gal ~t g+b • 

Remarque. Supposons que b v6rifie la condition de Pukanszky. Alors on a 

UB(b)kg=g+b-t. En effet, soit R un sous-groupe r6ductif maximal de B(b) d6fini sur k. 

Le groupe Rk, qui agit par affinit6s dans g+b • laisse fixe un point g' de g+b • La 

condition de Pukanszky montre que g+b • est l'ensemble des k-points de l'orbite de g' 

sous l'action du groupe unipotent UB(b). Mais cet ensemble est 6gal ~t l'orbite de g' sous 

l'action du groupe UB(b)k, d'ofi notre assertion. 

6. D~finition. On dit que la sous-alg~bre coisotrope bes t  de type unipotent si elle 

v6rifie les conditions suivantes : elle est alg6brique, elle v6rifie la condition de Pu- 

kanszky, et il existe un facteur r6ductif de b stabilisant la restriction de g ~t Ub. 

7. DOfinition. On dit que la sous-alg6bre coisotrope b est de type fortement 

unipotent si elle est alg6brique et si l'on a b= ~(g)+~b. 

8. D~finition. On dit que la sous-alg6bre de type unipotent bes t  acceptable si la 

dimension de ses facteurs r6ductifs est maximale (quand 19 parcourt l'ensemble des 

sous-alg~bres de type unipotent relativement h g). 

9. Remarques. I1 est 6vident qu'une alg6bre coisotrope unipotente est de type 

fortement unipotent. 

Montrons qu'une alg6bre de type fortement unipotent est de type unipotent. I1 
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suffit pour cela de voir qu'elle v6rifie la condition de Pukanszky. Notons UB le sous- 

groupe alg6brique connexe d'alg~bre ub. L'ensemble ~0 du lemme 4 est 6gal ~t l 'ensem- 

ble des k-points de l'orbite de g sous l'action du groupe unipotent B(b) n UB. C'est donc 

un ferm6 de Zariski. I1 est doric 6gal b, g+b • 

Remarquons d'autre part qu'une alg~bre coisotrope alg6brique b v6rifiant la condi- 

tion de Pukanszky et la relation b=b(b)+Ub, est de type fortement unipotent. C'est le 

cas en particulier des polarisations v6rifiant la condition de Pukanszky. En effet, soit R 

un sous-groupe r6ductif maximal de B(b) d6fini sur k, et soit r son alg6bre de Lie. Le 

groupe Rk, qui agit par affinit6s dans g+b' ,  laisse fixe un point g' de g+b  • La 

condition de Pukanszky montre que g et g' sont conjugu6s par B(b)k. On peut donc 

supposer que R a 6t6 choisi fixant g. Alors ~(g) contient r. Comme on a b=r+ub,  on 

obtient b= fi(g)+Ub, ce qui prouve notre assertion. 

Formes de type unipotent 

10. D~finition. Un 616ment g de ~* est dit de type unipotent si les deux conditions 

suivantes sont r6alis6es. 

(U1) I1 existe un facteur r6ductif de ~(g) contenu dans kerg. 

(U2) I1 existe une sous-alg~bre de type fortement unipotent relativement ~t g. 

11. Exemples. Si g est unipotente, tout 616ment de ~* est de type unipotent (c'est 

6vident). Si g est r6ductive, 0 est l 'unique forme lin6aire sur g de type unipotent (cela 

r6sulte des lemmes 13 et 14 ci-dessous). Le cas des alg6bres r6solubles est 6tudi6 au n ~ 

25. 

12. Remarque. La condition (U1) entraine que g s'annule sur tous les  facteurs 

r6ductifs de g(g), car ils sont tous conjugu6s par G(g). 

13. Dans ce n ~ on suppose ~ semi-simple. On note K la forme de Killing, au 

moyen de laquelle on identifie ~ et ~*. Cela a donc un sens de dire qu'un 616merit de g* 

est semi-simple, ou nilpotent. On fixe g dans ~*. 

LEMME. La condition (UI) est v~rifi~e si et seulement si g est nilpotente. 

DOmonstration. Soit S u n  616ment semi-simple de ~. On a ~(S)=a+b,  oh b est 

semi-simple, et oh ctest le centre de g(S). De plus a et b sont orthogonaux pour K, et la 

restriction de K hct est non d6g6n6r6e (cf. [Bou2] ch. VII, w 1). Soit X l'616ment de 

correspondant h g. Ecrivons X=S+N, oh S est semi-simple, N nilpotent, et oh S e t  X 
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commutent .  Avec les notations ci-dessus, N est dans b, de sorte quect est contenu dans 

g(X). De plus, on a K(X, a)=K(S, n). Mais si X v6fifie la condition (Up,  cela implique 

S--0. C.Q.F.D.  

14. Les notations sont celles d u n  ~ 13. 

LEMME. Soit b une sous-alg~bre coisotrope relatioement gtg. 

(i) (Dixmier [Di2]) L'algkbre t9 est parabolique. 

(ii) L'alg~bre b est de type fortement unipotent si et seulement si g(g) est un 

facteur rkductif de 1~. Dans ce cas, g est semi-simple. 

D~monstration de (ii). Supposons b de type for tement  unipotent.  Alors Ulbg 

contient b • Mais comme b e s t  parabolique,  ~b et b • ont m6me dimension. On a donc 

ub fl ~q(g)= {0}, et donc b=  g(g)G~b. Ceci entraine que g(g) est un facteur r6ductif de b. 

La  r6ciproque est 6vidente. C.Q.F.D.  

Techniques de r6currence 

15. Soit u un id6al unipotent  G-invariant de g e t  soit u Ctt*. On pose b=q(u) ,  H=G(u) .  

On note U le sous-groupe unipotent  de G d'alg6bre u. On pose U=Uk. Comme U n 'a  

pas de sous-groupe propre  d ' indice fini, U est un sous-groupe de G. On pose H=G(u). 

16. Les  notations sont celles d u n  ~ 15. Soit g un eI6ment de g* dont la restriction 

11 est 6gale ~t u. On pose h=gl~. 

LEMME (cf. [Pu] p. 500-501). On a It(h)=G(g)U(u), H(h)=G(g)U(u), et 

~(h)= g(g)+tt(u). On a U(u) g=g+(~)+u)  • 

17. Les notations sont celles du n ~ 16. 

LEMME. (i) Soit b une sous-alg~bre de ~ coisotrope relativement gl g. On pose 

r  fl ~). AIors cest une sous-alg~bre de ~ coisotrope relativement ~ h. Si b v~rifie 

la condition de Pukanszky (resp. est algObrique, de type unipotent, de type fortement 

unipotent, acceptable), il en est de m~me de c. Si bes t  de type unipotent, il existe un 

facteur r~ductif de b contenu dans c, et l'on a uc=(ub+tt)N ~. 

(ii) Soit cune  sous-alg~bre de ~, coisotrope relatioement a h. Alors l'algbbre 

b = c+u  est coisotrope relativement f g. Sic  vOrifie la condition de Pukanszky (resp. est 

alg~brique, de type unipotent, de type fortement unipotent, acceptable), il enes t  de 

m~me de b. 
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DOmonstration. (i) Soient b e t  c comme dans l '6nonc6. I1 est facile de v6rifier que c 

est coisotrope,  et que si lb est alg6brique, ou v6rifie la condition de Pukanszky,  il en est 

de m~me de c. 

Supposons b de type unipotent.  Soit r un facteur r6ductif de b stabilisant la 

restriction de g h Ub. Soit m un sous-espace r-stable de 1I, suppl6mentaire de b dans 

b+u .  Soit g'  un 616ment de g*, nul sur m, et dont  la restriction ~ bes t  6gale ~t celle de g. 

I1 existe, d 'apr6s la condition de Pukanszky,  un 616ment x de B(b)k tel que x g = g ' .  

D'autre  part, r, stabilisant la restriction de g'  ~t ub et ~ m, stabilise la restriction de g'  

u. Rempla~ant r par x - l r ,  on voit que l 'on peut de plus choisir r dans ~. Alors r e s t  un 

facteur  rdductif  de b + u  stabilisant la restriction de g ~t ub+tt=~(b+tt).  Donc r e s t  un 

facteur  r6ductif de r ce qui entraine l'6galit6 ~c=~)tq u(b+ c). Naturel lement,  r stabilise 

la restriction de g ~ uc, et d o n c c  est de type unipotent.  

Supposons b de type for tment  unipotent.  Soit r u n  facteur r6duct i fde  g(g). D'apr6s 

le lemme 16, c 'es t  un facteur  r6ductif  de b(h). Comme on a b=r+Ub,  on a b + u =  

r+Ub+u,  et donc c=r+Uc. Donc  ce s t  de type for tement  unipotent.  

De ce qui pr6c6de, on d6duit que la dimension maximale d 'un  facteur  r6ductif 

d 'une  sous-alg6bre de type for tement  unipotent relat ivement h g est minor6e par celle 

relat ivement ~t h. Nous  verrons dans la d6monstration de (ii) qu'elle est en fait 6gale, ce 

qui entraine que si b est acceptable,  c l 'est  aussi. 

(ii) Soient r et b comme dans le lemme. I1 est facile de voir que b e s t  coisotrope 

relat ivement 5. g. I1 r6sulte du lemme 16 que si c v6rifie la condition de Pukanszky,  il en 

est de m6me de b. I1 est clair qu 'un  facteur  r6ductif  de ces t  un facteur  r6ductif  de b, ce 

qui entraine les autres assertions de l '6nonc6. C.Q.F.D.  

18. Les notations sont celles d u n  ~ 16. 

LEMME. La f o r m e  g est  de type unipotent (resp. vOrifie la condition (U0,  v~rifie la 

condition (U2)) si et seu lement  s'il en est de m~me de h. 

D~monstrat ion.  D'apr~s le lemme 16, g(g) et D(h) ont des facteurs r6ductifs 

communs,  ce qui d6montre  l 'assert ion relative h la condition (UI). L 'asser t ion relative 

la condition (U2) r6sulte du lemme 17. C.Q.F.D.  

19. Les  notations sont celles d u n  ~ 15. 

LEMME. On suppose que tt est le radical unipotent de g, et que l' on a ~= g. Alors 

il existe une, et une seule, f o r m e  lindaire g sur g de type unipotent qui prolonge u, et 

l 'on a g(g)= g. 
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DOmonstration. Soit r un facteur  r6ductif  de ~. Soit g la forme lin6aire sur 

prolongeant  u et dont  la restr ict ion ~t r e s t  nulle. On v6rifie imm6diatement  que g ne 

d6pend pas  du choix de r,  que ~(g) = g, et que g est de type unipotent.  R6ciproquement ,  

soit g une fo rme  sur ~ prolongeant  u et de type unipotent.  Posons r=glr. On a 

~(g)=r( r )+H,  ce qui entraine que r v6rifie la condition (U0.  Soit 19 une sous-alg~bre de 

d e  type for tement  unipotent  re la t ivement  ~t g. C o m m e  b contient ~(g), IJ contient 11. 

Donc b N r e s t  une sous-alg6bre de type for tement  unipotent  re la t ivement  h r, et r v6rifie 

la condition (Uz). I1 r6sulte du n ~ 11 que r e s t  nulle. C .Q.F .D.  

20. Soit g u n  616ment de ~*. Nous  construisons dans ce num6ro une sous-alg~bre 

b de ~, acceptable  re la t ivement  ~ g. La  construct ion est canonique,  de sorte que nous 

appelerons  b la sous-alg~bre acceptable  canonique.  Elle est  invariante par  tout auto- 

morph i sme  de fi stabilisant g, el donc en particulier par  G(g). 

L a  const ruct ion se fait par  r6currence sur la dimension de ~. Si dim ~=0,  la 

construct ion est 6vidente.  On suppose  dim g>0 ,  et la construct ion faite pour  les 

alg~bres de dimension s t r ic tement  inf6rieure. On note u le radical unipotent  de ~, on 

pose  u=glu, et on emploie  les notat ions b et h des n ~ 15 et 16. On distingue deux cas. 

1 er C O S .  ~= ~. On pose  alors b =  ~, et il est 6vident que b est acceptable .  

2 e cas. ~= ~. Soit c la sous-alg6bre acceptable  canonique rela t ivement  h h. On pose  

15= c+u .  Alors b e s t  acceptable  re la t ivement  ~t g d 'apr6s  le l emme 17. 

Remarquons  que si g est de type  unipotent ,  la sous-alg~bre acceptable  canonique 

est  de type for tement  unipotent  (cela r6sulte des l emmes  17 et 19). En particulier,  g 

admet  une sous-alg~bre de type for tement  unipotent invariante par  G(g). Ce r6sultat 

joue  un r61e essentiel  au chapitre  III .  

21, En proc6dant  de mani6re analogue au n ~ 20, les lemmes  18 et 19 permet ten t  

(en principe) de d6terminer  l ' ensemble  des formes  de type unipotent sur ~ par  r6cur- 

rence sur la dimension de ~. 

22. A la fin d u n  ~ 20, nous avons  vu un cas particulier du l emme ci-dessous,  qui se 

d6montre  de mani6re analogue par  r6currence sur la dimension de ~. 

LEMME. Soit g une forme de type unipotent sur ~. Toute sous-algkbre de type 

unipotent relativement ~ g est de type fortement unipotent. 

23. Le  l emme suivant  donne caract6risat ion diff6rente des formes  de type unipo- 

tent. 
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LEMME. Soit g ~ g*. On suppose qu'il existe une sous-algbbre 19 de type unipotent 

relativement gl g, et un facteur  rdductif  r de 19 stabilisant la restriction de g ~Ub sur 

lequel g s'annule. Alors g est de type unipotent. 

D~monstration. Soient 19 e t r  comme dans l '6nonc6. Dans le n ~ 9 nous avons 

montr6 que g(g) contient  un conjugu6 xr  de r par un 616ment x de B(b)k. Donc x~: est 

contenu dans le noyau de g e t  g v6rifie la condition (U1). I1 r6sulte d u n  ~ 9 que 19 est de 

type for tement  unipotent ,  et donc g est de type unipotent.  C .Q.F .D 

24. Soit ct un id6al unipotent  de fi sur lequel g s 'annule.  Posons fi '= g/q et notons 

g'  l'616ment de g'* d6duit de g par passage au quotient. Comme c~ est contenu dans 

fi(g), toute sous-alg~bre coisotrope 19 de fi contient el. On v6rifie facilement que 

l 'application 19~19/q est bijective entre les ensembles d'alg6bres coisotropes (resp. 

alg6briques, de type unipotent ,  de type for tement  unipotent,  acceptables) relat ivement 

fi g e t  g ' .  De m6me, g est de type unipotent  si et seulement s'il en est de m6me de g ' .  

Formes de type unipotent pour ies alg~bres r~solubles 

25. Dans c e n  ~ on suppose g r6soluble, et on note u son radical unipotent.  

PROPOSITION. (i) La condition (U2) est toujours v~rifi~e. Done un ~l~ment g de 

g* est de type unipotent  si et seulement s'il v~rifie Io condition (U0.  

(ii) L'application de restriction de g d 11 induit une bijection entre l 'ensemble des 

G-orbites de type unipotent dons g*, et l 'ensemble des G-orbites dons u*. 

D~monstration. (i) D'apr~s le n ~ 20, il suffit de montrer  que toute sous-alg6bre b 

de type unipotent  relat ivement ~t un 616ment g de g* est de type for tement  unipotent.  

Soit r u n  facteur  r6ductif  de 19 stabilisant la restriction de g ~ u19. Comme r e s t  ab61ien, 

on voit que r e s t  contenu dans 19(g119). Notre  assertion r6sulte alors d u n  ~ 9. 

(ii) Montrons  que deux formes g e t  g' sur g, de type unipotent,  et dont  les 

restrictions u et u' ~ 11 sont dans la m6me G-orbite, sont Piles aussi dans la m~me G- 

orbite. On peut  supposer  que l 'on a u=u' .  Soit ~= g(u), et soit r u n  facteur  r~ductif de 

g(u). Le  radical unipotent  de [~ est 6gal ~ I~ n u=u(u) .  Notons  h et h' les restrictions de g 

et g'  A b. D'apr~s le lemme 18, h et h' sont de type unipotent,  et d'apr~s le lemme 19, h 

et h' sont 6gales. I1 r6sulte du lemme 16 que g et g' sont conjugu6s par U (cf. n ~ 15) et 

donc par  G. 
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R6ciproquement ,  soit u Ett*. Posons ~= fi(u), et soit r u n e  composante  r6ductive 

de ~. On a D + u = r 0 ) u .  Soit g u n  616ment de g* nul sur r et prolongeant u. Alors g est de 

type unipotent.  C.Q.F.D.  

Une partition de l'ensemble des orbites de la representation coadjointe 

26. Soit g une forme de type unipotent  sur g. Nous  notons L(g) l ' ensemble  des formes 

lin6aires 2 sur g(g) dont  la restriction au radical unipotent Ug(g) de g(g) est 6gale ~ celle 

de g. Si r est une composante  r6ductive de g(g), la restriction est une bijection de L(g) 

sur r*. On note  @ l 'ensemble  des couples (g, 2) o0 g est une forme de type unipotent  sur 

g, et o0 2 est un 616ment de L(g). Le groupe G op~re naturellement dans ~.  

Soit (g, 2) un 616ment de ~.  Soi t  b une sous-alg6bre de type unipotent relat ivement 

g. Soit f u n  616ment de g* dont  la restriction ~ ub est 6gale ~ celle de g, et dont la 

restriction ~ g(g) est 6gale ~ ~. Un tel 616ment f existe, par d6finition de L(g). 

PROPOSITION. (i) L' orbite Gf de f dans g* ne d~pend pas des choix de b et f. On la 
note 0~,~. 

(ii) L'application (g, 2)~-~Og.~ induit une bijection de ~/G sur g*/G. 

D~monstration. (i) Soit u le radical unipotent  de g. Montrons qu'il existe un 

conjugu6 f '  de f tel que l 'on ait f ' [ u  =g[u et f'll3 =fib. 
Consid6rons un 616ment g'  de g* tel que l 'on ait g'l~=glb, et g'lu=fiu. Un tel 

616ment existe car,  comme tt N b e s t  contenu dans ~b, f e t  g ont m~me restriction ~ u N b. 

Posons b=glb. Comme 19 v6rifie la condition de Pukanszky,  il existe x E UB(g) k tel que 

l 'on ait xg=g'. Posons x - l f= f  '. II est clair q u e f '  et g ont m6me restriction ~ u. Pour 

d6montrer  que f et f '  ont m6me restriction ~t [~, on va montrer  que l 'on a f(xX)=f(X) 
pour  tout X E b .  On 6crit x = e x p  Y avec YEUb(b), de sorte que l 'on a xX=X+[Y,X]+ 

~[Y, [Y,X]]+...=X+[Y,X'], avec X'  E b. On a f([Y,X'])=g([Y,X'])=O, car, comme b 

est 6gal ~ b(b)+Ub, ~b(b) est contenu dans ub, et [Y, X'] est dans ~b. Comme G contient  

le groupe ~B(b)k, f et f '  sont conjugu6s sous Faction de G, ce qui prouve notre 

assertion. 

Nous  pouvons donc supposer  de plus que f et g ont m6me restriction u ~t tt. On 

emploie les notations [~, H,  h et c des n ~ 15, 16 et du lemme 17 (i). On pose k=fl~. On 

raisonne par r6currence sur la dimension de g comme clans le n ~ 20. On distingue deux 

c a s .  

1 er cas. ~=g.  D'apr~s le lemme 19, b est 6gal ~ g, de sorte q u e f e s t  d6termin6 sans 

ambiguit6. 
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2 e cas. ~=g. L'hypoth6se  de r6currence montre que l 'orbite Hk de k dans 0" ne 

d6pend pas des choix faits. Le lemme 16 montre qu'il en est de m6me de f .  

(ii) La  d6monstration de la bijectivit6 de l 'application ~/G-- ,g*/G se fait par 

r6currence sur la dimension de fi comme ci-cessus. Je laisse les d6tails au lecteur. 

27. Disons que deux 616ments f et f '  de fi* sont  u-6quivalents s'il existe (g, 2) et 

(g, 2') d a n s @  tels que l 'on a i t f E  Og, a e t f ' C  Og, z,. On notera que chaque classe d'u- 

6quivalence contient exactement une orbite de type unipotent, et que l 'ensemble des 

orbites dans une classe d'u-6quivalence donn6e (disons celle qui contient un 616ment g 

de type unipotent donn6) est en bijection avec l 'ensemble des orbites de G(g) dans 

L(g). 

Exemple.  Si g est r6soluble, deux 616ments f et f '  de g* sont u-6quivalents si et 

seulement si leurs restrictions au radical unipotent sont conjuguSes sous l 'action de G. 

28. Soit (g, 2) E 9.  So i t fE  Og,~. On choisit un facteur r6ductif 1" de ~(g), et on note 

/x la restriction de 2 ~a r. 

PROPOSITION. (i) On a dim .q/g(f)=dim ~(g)+dim r/rOx). En particulier, s i f e s t  

rkgulier, il en est de mdme de :z. 

Dans  la suite de la proposition, on suppose le corps de base algObriquement clos. 

(ii) Les conditions suivantes sont ~quivalentes : 

(a) f admet  une polarisation r~soluble. 

(b) ~ admet  une polarisation r~soluble. 

(c) /x est rOgulier. 

(iii) Les conditions suivantes sont ~quivalentes : 

(a) f admet  une polarisation rOsoluble vkrifiant la condition de Pukanszky.  

(b)/x admet  une polarisation r~soluble vOrifiant la condition de Pukanszky.  

(c) r(/x) est une sous-algkbre de Cartan de r. 

(iv) Les conditions suivantes sont ~quivalentes : 

(a) f vOrifie la condition (U2). 

(b) /x v~rifie la condition (U2). 

(c) r ~ )  est rdductive. 

DOmonstration. (i) Soit b la sous-alg6bre acceptable canonique relativement ~ g 

(cf. n ~ 20). On choisit f t e l  que fl~(g) soit 6gal ~ 2 et flub ~ gl %. Montrons que b e s t  

aussi la sous-algSbre acceptable canonique relativement h f .  On le fait par r6currence 

sur la dimension de g. Comme 15 contient H, f el g ont m6me restriction u ~ n. On 
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emploie les notations ~, H, h, k, c de la d6monstration de la proposition 26 (i). On 

distingue deux cas. 

1 er cas. b=g .  Alors on a b=fl  d 'apr6s le lemme 19, et b e s t  l 'alg6bre acceptable 

caninique relat ivement ~t f d 'apr6s le n ~ 20. 

2 e cas. ~4:g. On voit facilement que l 'on a b = c + u  et que c e s t  la sous-alg6bre 

acceptable canonique relat ivement ~ h. L 'hypoth6se  de r6currence montre que ces t  la 

sous-alg6bre acceptable canonique relat ivement ~t k, et donc,  d 'apr6s le n ~ 20, que b est 

la sous-alg6bre acceptable canonique relat ivement ~ f .  

Posons b '=f [b .  Comme b e t  b' ont m6me restriction ~t ub, on a Ub(b)=Ub(b'). 

Comme b v6rifie la condition de Pukanszky relat ivement ~t g e t  ~tf, on a ubf=Ubg=b, et 

donc dim ub( f )=d im ~b(g). 

Pour  d6montrer  la proposit ion (i), il suffit donc de d6montrer  que l 'on a 

g(f)+Ub(b)=g(g) (2)+Ub(b). II est facile de montrer  que chacune de ces deux alg6bres 

est 6gale ~t b(b'), d'oO le r6sultat. 

(ii) Pour  l '6quivalence de b e t  c, voir par  exemple [Dil]], 1.12.18. On d6montre 

l '6quivalence de a et b par r6currence sur la dimension de g. On choisit f c o m m e  dans 

la d6monstrat ion de (i). On emploie les m6mes notations. On distingue les deux m6mes 

cas. Dans le premier  cas, o n  a f = 2 ,  et le r6sultat est 6vident. Pla~ons nous dans le 

second cas. A l o r s f a d m e t  une polarisation r6soluble si et seulement si il en est de m~me 

de k (cf. [Dil], 1.12.13). L 'hypoth6se  de r6currence permet  de conclure.  

(iii) L '6quivalence  de b et c est d6montr6e en [Du3], II.7. L '6quivalence de a e t  b 

se montre  comme en (ii) ci-dessus. 

(iv) Le  fait que b entraine c r6sulte du lemme 14 (ii), et la r6ciproque est facile. 

Compte tenu du lemme 17, l '6qnivalence de a e t b  se montre comme en (ii). 

Remarque. A v e c  les notations de la d6monstrat ion,  on a G(f)~B(b)= 

G(g) (2)~B(b). On peut  le d6montrer  par recurrence sur la dimension de g. 

Chapitre lI. Extensions des representations des groupes unipotents 

1. Ce chapitre est surtout destin6 ~ faciliter la r6daction et la lecture du suivant, en 

introduisant les convent ions et les notations, e t  en rappelant les r6sultats dont nous 

aurons alors besoin. 
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Conventions 

2. Dans tout ce chapitre,  k est 6gal soit ~t R, soit ~t Qp (le cas des groupes sur un corps 

local de caract6ristique 0 se ram6ne a celui-l~ par restriction du corps des scalaires). On 

fixe un caract6re unitaire non trivial u de k. Si a est un espace vectoriel  sur k de 

dimension finie, l 'application a ~ x o a  est un isomorphisme de groupes localement 

compacts  de ct* sur d (cf. [Well) .  

Soit A un groupe localement  compact  s6parable. Par repr6sentation unitaire de A 

nous entendons repr6sentat ion unitaire continue dans un espace de Hilbert  s6parable. 

Soit rc une repr6sentat ion unitaire d 'un  sous-groupe ferm6 B de A dans un espace de 

Hilbert  ~ .  On note Ind a (Jr) la repr6sentat ion induite. Dans cet article, nous la r6aliser- 

ons toujours par translations ~ gauche dans l 'espace des fonctions a sur A, ~t valeurs 

dans ~ ,  mesurables,  v6rifiant les relations 

a(xy) = c~(y)l/2az(y-1)a(x) pour  x f iA ,  y f iB ,  et f la(x)12dx< 
JA /B 

(cf. [Be] ch. V par exemple).  Ici, 6 est le quotient  des fonctions module de A et de B. 

Repr6sentations des groupes unipotents 

3. Dans tout ce chapitre,  U est un groupe alg6brique unipotent d6fini sur k. On note u 

son alg6bre de Lie  (sur k). On pose U=Uk. C'est  un groupe localement compact ,  

hom6omorphe  h u par  l 'application exponentielle.  

A tout 616ment u de u*, la th6orie de Kirillov (cf. [Ki] et [Moo]) associe un 616ment 

Tu de O. I1 nous faut rappeler  quelques d6tails de cette construction.  

Soit u E u*. On choisit  une polarisation [ relat ivement h u (il en existe). Notons  L l e  

sous-groupe unipotent  de U d'alg6bre [, et posons L=Lk.  On note T, it le caract6re 

unitaire de L d6fini par  la formule T,l~(expX)=x(u(X)) pour  tout X 6  L Nous dirons 

dans la suite que T,I~ est le caract~re de L associ6 ~ ul[. On note ~([) l 'espace de la 

repr6sentation induite IndL v (Tult), et on note T, it cette repr6sentation. 

Alors, la repr6sentat ion T,I t est irr6ductible et sa classe d '6quivalence ne d6pend 

pas de L On la note  T,. De plus, l 'application w->T, induit un isomorphisme d 'espaces  

boreliens de u*/U sur U. C 'es t  m~me un isomorphisme d 'espaces  topologiques ([Br] et 

[HoD mais nous n 'aurons  pas A utiliser ce fair. 

4. Soit uEu*,  et soient ~ et [' deux polarisations relat ivement ~t u. D'apr6s Lion- 

Perrin [Li-Pe], il existe un op6rateur  d 'ent re lacement  canonique,  que nous noterons 
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F~,,~ de gt~ sur Yg(['). II est d6fini par la propri6t6 suivante : il existe une mesure 

invariante sur L'/L flL' telle que, pour  tout 616ment a de gg([) lisse et ~t support  compact  

modulo L, on ait : 

f~ ct(xy) T.l~,(y) dy Fv,~a(x)  = '/L'~L 

pour  tout x E U. 

5. Les  notations sont celles d u n  ~ 3. Soit H un groupe op6rant dans u par des 

automorphismes.  En composant  avec l 'exponentiel le,  H op6re darts U. On suppose que 

H stabilise u. Soit xEH.  On note  A(x) l 'op6rateur  de Y(([) darts 9~(x[) d6fini par la 

formule A(x)a(y)=a(x-l(y)) pour  tout  a E Y((D et tout y E U. On d6finit un op6rateur  

unitaire S',, ~(x) dans Y(([) en posant  S',, t = I IA(x)li-lF~,x~A(x). Plus g6n6ralement, si on a 

choisi un mod61e (not6 encore  T,) de T, darts un espace de Hilbert 9E, et si P est un 
r __ t --1 op6rateur d 'en t re lacement  de Y(([) sur gg, on pose encore S,, t(x)-PS,, ~(x)P . 

D'apr~s [Li-Pe], S',, t e s t  une repr6sentation projective de H dans Y(, et, pour  tout 

x E H  et tout yE  U, on a 

r r --1 S,,, ~(x) L ( Y )  s . ,  c(x) = L (xb ' ) ) .  

Le groupe m6taplectique 

6. Soit m un espace vectoriel  symplectique non nul sur k, i.e. un espace vectoriel  non 

nul de dimension finie muni d 'une  forme bilin6aire B altern6e non d6g6n6r6e. On note n 

l 'alg~bre de Lie  m+kE, ofJ le crochet  est ainsi d6fini [v+tE, v'+t'E]=B(v, v')E. On note 

Sp(m) le groupe des automorphismes symplectiques de m. Il op~re dans rt par  la 

formule x(v+tE)--xv+tE. On note N le groupe unipotent d'alg~bre de Lie n; on pose 

N=Nk. Le  groupe Sp (m) op~re dans N. 

On note E* l'616ment de n* nul sur m e t  tel que E*(E)= 1. Il est stable par Faction 

de Sp (m). On pose T= irE., et on choisit un mod61e de T dans un espace de Hilbert gg. 

On note M p ( m ) -  l 'ensemble  des op6rateurs A unitaires dans Y( tels qu'il existe 

x E S p ( m )  tel qu~ l 'on ait AT(y)A-I=T(x(y)) pour  tout y E N .  L'616ment x est unique- 

ment d6termin6 par A. On note Mp (m) le groupe des commutateurs  de Mp (m)- .  On le 

munit de la topologie de la convergence  forte. D'apr~s,  Shale [Sh] pour  k=R, et Weil 

[We2] en g6n6ral, l 'application A~->x de Mp(m)  darts Sp(m) est un homorphisme 

surjectif, et son  noyau a deux 616merits. Nous  noterons S la repr6sentation identique 
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(SC0=~) de Mp (m) dans ~.  Le groupe Mp (m) s'appelle le groupe m~taplectique, et la 

representation S la repr6sentation m6taplectique, associ6s ~ in. 
t _ _  t Soit [une  polarisation en E*. Posons S , -Se .  ,~. C'est  une repr6sentation projective 

de Sp (m) dans Y((cf. le n ~ 5). Soit ~ E Mp (m) un 616ment dont l 'image dans Sp (m) sera 

not6e x. Alors il existe un nombre complexe de module 1, not6 q~([) tel que l 'on ait 

s(~) = 9~(0 S~(x). 

Sip est un sous-espace lagrangien de m, alors p+kE est une polarisation en E*, et nous 

poserons tpe(lo) = ~(~ + kE). 

Donc, si ~ E Mp (m), tp~ est une fonction sur l 'espace des sous-espaces lagrangiens 

de m, ~t valeurs dans les nombres complexes de module I. Cette fonction a 6t6 calcul6e 

par Lion (pour k=R)  et par Perrin (pour k=Qp) (cf. [Li], [Pe], ou [Li-Ve]). 

L'application ~->(x, tp~) de Mp(m) dans le produit de Sp(m) par l 'ensemble des 

fonctions ~t valeurs complexes sur l 'ensemble des lagrangiens de m est injective. Dans 

la suite, nous identifierons Mp (m) et son image par cette application, ce qui veut dire 

que nous noterons (x, q~) l'616ment .f de Mp (m) dont l 'image dans Sp (m) est x, et tel que 

cp~=cp. Soient (x, cp) et (x', q~') des 616ments de Mp (m). La  fonction q~" telle que l 'on ait 

(x, cp) (x', q0')=(xx', qg") est calcul6e dans les r6f6rences ci-dessus. 

Remarquons qu 'avec ces notations, l'616ment non trivial du noyau de la projection 

de Mp (m) sur Sp (m) s'6crit (1, -1 ) ,  et que la repr6sentation m6taplectique S v6rifie la 

relation 

s(x,  9) = 9(I) S~(x) 

quels que soient (x, ~) dans Mp (m) et la polarisation L 

7. Soit m un espace vectoriel de dimension finie sur k, muni d 'une forme bilin6aire 

altern6e B (nous ne supposons plus que B e s t  non d6g6n6r6e). Soit H u n  groupe op6rant 

lin6airement dans rrI en pr6servant B. Notons m • le noyau de B. Alors B induit une 

structure symplectique sur m/m • invariante par Faction de H. Si m4=m J-, le groupe 

Mp(m/m • a 6t6 d6fini au n ~ 6. Si m = m  -L, nous posons M p ( m / m •  Nous 

noterons /4 ~ l 'ensemble des couples (x,m) ofa x E H  et m E M p ( m / m  • ont m~me 

image dans Sp(m/m~-). Soit m EMp(m/m• Si [ e s t  un sous~espace totalement 

isotrope maximal de m, alors [/rn • est un sous-espace lagrangien de m/m • et nous 

poserons ~Om(f)=~lgm(~/ll'IJ- ), 
On peut donc d6crire H m comme l 'ensemble des couples (x, qg), ofa x E H ,  et ou 9 
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est une fonct ion ~ valeurs  complexes  sur l ' ensemble  des sous-espaces  to ta lement  

isotropes max imaux  de m,  tels que, notant  �9 l ' image de x dans Sp (m/m• et identi- 

fiant comme  ci-dessus q~ & une fonction sur l ' ensemble  des lagrangiens de m / m  • l 'on  

ait (~f, q~) E Mp (m/m• 

On remarquera  que l ' on  a H m = / T  "/a pour  tout sous-espace a de m H-invar iant  

contenu darts m • D ' au t r e  p a r t , / T "  est  un rev~tement  d 'o rd re  deux de H ,  naturelle- 

ment  muni d 'une  topologie si H lui-m6me est un groupe topologique. 

Soit F u n  sous-groupe de H op6rant  t r ivialement dans m. Alors l 'appl icat ion 

7 ~ ( 7 ,  1) de F d a n s / 4  ~ est  un h omomorph i sme  et identifie F ~ un sous-groupe d e / 4  ~". 

8. Les  notat ions sont celles d u n  ~ 7. Soit ct un sous-espace  vectoriel  H-invar iant  de 

m. On suppose  que l 'o r thogonal  a • de a dans m est  contenu dans a + m  J-. Les  groupes  

H m e t  H a sont d6finis. Un 616ment de H a s '6cri t  (x,~p), ofJ x E H ,  et oO~p est une 

fonct ion sur l ' ensemble  des sous-espaces  to ta lement  isotropes maximaux  de a. Si ~ est  

un sous-espace  to ta lement  i so t rope  maximal  de a, alors f + m  ~- est  un sous-espace 

tota lement  isotrope maximal  dans m. 

LEMME. (i) Soient ( x , q ~ ) E I ~  et (x ,~p)EH a. Le  nombre cp(f+ml)~p(D -1 ne 

d~pend pas du sous-espace totalement isotrope maximal  ~ de a. On le note cp~p -1. 

(ii) Soient (x,q~), (x ' ,q~ ' )EH m e t  (x,~p), (x ' ,~p ' )EH a. On pose  (x, cp)(x' ,cp')= 

(xx', qY') et (x, ~p)(x', ~p')=(xx', ~p"). On a qr (q~,~p,-l). 

D~monstration.  On peut  d6duire ces r6sultats des formules  de [Li-Ve] calculant 

q~(D r lorsque ~ et ~' sont deux sous-espaces  to ta lement  isotropes maximaux  de m, 

et des formules  analogues pour  ~p, en fonction de l ' indice de Maslov.  Pour la commo-  

dit6 du lecteur,  j '6cr i s  une d6monstra t ion n 'uti l isant  que les d6finitions du n ~ 6. 

Compte  tenu des remarques  du n ~ 7, on peut  supposer  que m I est nul, ce que 

nous faisons ci-dessous.  On suppose  de plus que m est non nul (sinon les r6sultats sont 

6vidents). On adopte  les notat ions du n ~ 6. On pose b=a+kE.  C'es t  une sous-alg6bre 

de n, coisotrope re la t ivement  ~t E*. On note B le sous-groupe cor respondant  de N. Le  

sous-espace ct • de m est contenu dans a, et c ' e s t  un id6al de b. Posons nl=ct/a• 

notons N1 le groupe cor respondant ,  et T1 la repr6sentat ion unitaire irr6ductible co r r e -  

s p o n d a n t e  de N1 (construite c o m m e  au n ~ 6). Dans l ' e space  Y(1 de TI, le groupe 

M p ( a / a  x) op6re par  la repr6sentat ion m6taplectique que nous noterons  S~. Nous  

notons encore  $1 la repr6sentat ion de H a obtenue par  composit ion.  Notons  A • le 

sous-groupe de B cor respondant  ~ a • Alors N1 s'identifie naturel lement h B/A• on 

note e n c o r e  T 1 la repr6sentat ion de B obtenue par  composit ion.  C o m m e  [~ contient des 

12-822908 Acta Mathematica 149. Imprim6 le 25 Avril 1983 
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polarisations relat ivement h E*, le th6or6me d ' induction par 6tage montre que T e s t  

6gale ~t Ind N T r Dans la suite, nous notons Y( l 'espace de la repr6sentation Ind N T l, 

comme d6fini au n ~ 2. 

Soit x un 616ment de H.  Soit P u n  op6rateur unitaire dans l 'espace Y(~ tel que l 'on 

ait PTI(y)p-I=T~(x(y)) pour  tout yEB.  I1 existe une constante c>0  telle que la 

formule (P-a) (y)=cPa(x(y)), (avec a E Y(, et y EAr), d6finisse un op6rateur unitaire P -  

dans Y(. I1 est facile de voir que P -  verifie la relation P-T(y)P--l=T(x(y))  pour  tout 

yEN.  

Soit ~ une polarisation en E*, contenue dans a. Alors [~=[/a est une sous-alg6bre 

de n~, polarisation relat ivement ~ E*. Au n ~ 6, nous avons d6fini la repr6sentation 

projective S~ de Sp(m)  dans ~ .  Par composit ion,  on obtient une repr6sentation 

projective de H dans 9~ not6e encore  S~. De mani6re analogue, on obtient une 

repr6sentat ion project ive S' de H dans ~1. On v6rifie (c 'est  essentiellement une 

application du th6or6me d ' induct ion par 6tages) que l 'on a S[,(x)-=S[(x)pour tout 

xEH.  

Par d6finition de cp et de ~p, si (x,q~)EH ~ et si (x,~p)EH ~, on a 

~o(O S~(x)=S(x, cp) et ~p(1) S~(x)=Sl(x, ~p). De la seconde relation, on tire 

~p(l) S~(x)=Sl(x, ~p)-, et de la premiere Sl(x, ~p)-=~p(l)cp(D-lS(x, cp). 

Les deux assertions du lemme r6sultent de cette formule. C.Q.F.D.  

9. Les  notations sont celles d u n  ~ 7. Soit a un sous-espace vectoriel  H-invariant de 

m. Notons  b l 'or thogonal  de a dans m. I1 est aussi H-invariant,  de sorte que sont d6finis 

les groupes/ar  m, H a, et (Ha)b. Des 616ments typiques de ces groupes s '6crivent (x, q0), 

(x, ~p) et (x, V2, 0), o f l xEH,  et o0 q0, ~p et 0 sont des fonctions sur l 'ensemble des sous- 

espaces totalement  isotropes maximaux de m, ct et b respectivement.  Si f e t  r sont des 

sous-espaces totalement  isotropes maximaux de ct et b respect ivement ,  alors f+ r est un 

sous-espace totalement  isotrope maximal de m. 

LEMME. (i) Soient (x, q~)EH met  (x, ~0, O)C (Ha) b. Le nombre qv(f+c)lff(~)--10(C) -1 

ne dOpend pas des sous-espaces totalement isotropes maximaux f e t  c de a et b 
respectivement. On le note q~O-lO -~. 

(ii) Soient (x, q~), (x', q~') E I-I m et (x, V2, 0), (x', ~p', 0') E (Ha) b. On pose 
(x, qJ) (x', q~')=(xx', ~o") et (x, ~, O) (x', ~', O')=(xx', ~", 0"). On a ~on~.)"-lo ' t - l =  
((p~/)-- 10-- 1) ((p '~)'-- 10' -- 1). 

DOmonstration. Le lemme 8, appliqu6 au sous-espace ct+b de m, permet  de se 
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ramener  au cas oO r r t=a+b .  De plus nous pouvons supposer que m • est nul. Chan- 

geons les notations et posons a = m l  et b=m2. Alors m est somme directe de m l e t  de 

m2, et ml et m2 sont des espaces symplectiques dans lesquels H op~re. Nous  pouvons 

supposer m l e t  m2 non nuls (sinon le lemme est 6vident). Comme dans le n ~ 6, on peut  

d6finir l 'alg~bre de Lie  n~, que l 'on peut  identifier ~ une sous-alg~bre de n, le groupe 

N1, la repr6sentat ion irr6ductible T~ de N~ dans un espace de Hilbert  ~ ,  et la 

repr6sentat ion m6taplectique Sl de M p ( m 0 .  Si 1~ est une polarisation dans l 'alg~bre 

nl,  on d6finit la repr6sentat ion projective S[, de Sp(ml) .  Nous notons par les m6mes 

lettres les repr6sentat ions de H m-, et la repr6sentation projective de H,  obtenues par 

composit ion.  On fait de m~me pour  n2, N2, etc . . . .  On consid~re N~ et Nz comme des 

sous-groupes de N. On a N = N t  N2, et T e s t  6quivalente ~ la repr6sentation obtenue 

dans le produit  tensoriel ~ 1 |  par la formule T(nl n2)=Tl(nl)| Soient fl et 

12 des polarisations dans n~ et n2, et posons f=[~ +12. C'est  une polarisation dans n. On 

v6rifie facilement que l 'on a S~(x)=S[~(x)| pour  tout x E H. 

Soient (x, q~) E/T" ,  et (x, ~q, q~) E (nm') mz. On a (x, ~) E H ~ pour i= I et 2. Ap- 

pliquant la d6finition de q~, ~ ,  q02, on trouve ~0~(fl)~2(f2)~0(1)-~S(x,q~) = 

Sl(x, qh)| 72). Le  lemme r6sulte facilement de cette formule. C.Q.F.D.  

Extensions des repr6sentations des groupes unipotents 

10. Les  notations sont celles d u n  ~ 5. L ' e space  n est muni de la forme bilin6aire 

altern6e Bu, de sorte que le g r o u p e / / "  est d6fini comme au n ~ 7. Pour  (xl ~)E  H u, on 

pose Su, l(x, ~)=q0([) S'u, ~(x). 

PROPOSITION (Lion-Perrin [Li-Pe]). (i) Soit (x, ~) E H  H. L'op~rateur S,, ~(x, go) ne 

dOpend pas du choix de la polarisation [ en u. On le note S,(x, q~). 

(ii) S~ est une representation de H u. Elle vOrifie : 

S~(x, cp) T~(y) Su(x, of)- 1 = T~(x(y)) 

pour tout (x, cp) ~ H u et tout y E U. 

Lorsque  k=R,  une d6finition 6quivalente de S~ se t rouve dans [Dull .  

11. La  d6monstrat ion du lemme ci-dessous m 'a  6t6 indiqu6e par  D. Wigner. 

LEMME. Soit U comme au n ~ 2. Soient V un groupe localement compact 

s~parable, F u n  sous-groupe central fini de V, et Jr un homomorphisme de V sur U de 
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noyau F. I1 existe dans V un sous-groupe ferm~, et un seul, tel que la restriction de z~ d 

ce sous-groupe soit un isomorphisme de ce sous-groupe sur U. 

Remarque .  Dans les conditions du lemme, nous identifierons en g6n6ral U au sous- 

groupe de V qui lui est canoniquement  isomorphe. 

D~monstration. Si k=R,  le r6sultat est clair. Nous  supposons ci-dessous que k est 

6gal ~t Qp. On raisonne par  r6currence sur la dimension de u. 

On 6tudie d 'abord  le cas ofa u est de dimension 1. On a alors une extension centrale 

1--~ F - ~  V--~ Qp---~ 1. 

Montrons que V e s t  commutatif .  Comme Qp est r6union de groupes isomorphes ~t Zp 

(le groupe des entiers p-adiques),  il suffit de montrer  qu 'une extension centrale finie de 

Zp est commutat ive.  Soit W une telle extension. Soit w un 616ment de W dont la 

projection sur Zp est 6gale 'h 1. Le  sous-groupe de W engendr6 par F et Wes t  ab61ien, et 

dense dans W. Donc W e s t  ab61ien. Soit n l 'ordre de F. On consid6re le morphisme de 

suites exactes  : 

0--~ F----~ V---~ Qp---~ 0 

0---, F ~  V ~  Q p ~  0 

o~ les groupes sont not6s additivement,  et ot~ chaque fl~che verticale est la multiplica- 

tion par n. La  premiere  fl~che est nulle, la troisi~me est un isomorphisme. Le  lemme du 

serpent montre  que l ' image de la seconde fl~che est un suppl6mentaire de F dans V. 

Comme Qp n 'a  pas de caract~re non trivial d 'ordre  fini, on voit que V contient au plus 

un sous-groupe isomorphe ~ Qp par la projection. 

Supposons maintenant  la dimension de u strictement positive, et le r6sultat 6tabli 

pour  les alg~bres unipotentes de dimension inf~rieure. Choisissons une sous-alg~bre 

invariante u '  de codimension 1 de u, et une sous-alg~bre suppl6mentaire u". Notons  U' 

et U" les sous-groupes correspondants  de U, de sorte que U est isomorphe au produit  

semi-direct U' U". L'hypoth~se  de r6currence permet  de relever U' et U" en des sous- 

groupes 0 '  et 0" de V. L 'unici t6 du rel~vement entraine que t)' est invariant, et donc 

que 0 '  0"  est  un sous-groupe de V qui, 6videmment,  convient.  C.Q.F.D.  

12. Soit U comme au n ~ 2. Soit G un groupe localement compact  s6parable 

contenant  U comme sous-groupe invariant ferm6. Alors G op6re dans U par automor-  
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phismes int6rieurs, et ceux-ci sont analytiques (pour la structure de groupe analytique 

de U sur k), d'apr~s [Boul] ,  p. 225. Donc G op~re dans u et n*. II op~re aussi dans U. 

LEMME. Soit u E ~*. Le stabilisateur de T,, dans G est le groupe G(u) U. 

D~monstration. Soit A un automorhisme du groupe localement compact  U. Mon- 

trons que A est restr ict ion ~t U d 'un  automorphisme ft. du groupe alg6brique U, d6fini 

sur k. D'apr6s [Boul] ,  p. 225, A est analytique. Comme U est unipotent,  il existe un 

unique automorphisme/~ de U induisant le m6me automorphisme de tt que A. Notons B 

la restriction de/~ ~ U. II faut montrer  que A et B sont 6gaux. C'est  6vident si k=R.  On 

suppose k=Qp. On raisonne par r6currence sur la dimension de tt. Supposons d 'abord  

U ab61ien, et notons le addit ivement.  Soit x E U. S i n  est assez grand, pnx est voisin de 

0, de sorte que : A(pnx)=B(pnx). On en d6duit p~A(x)=p~B(x), et A(x)=B(x). Si U n 'es t  

pas ab61ien, soit Z le centre  de U. L 'hypoth~se  de r6currence montre que A et B sont 

6gaux sur Z et U/Z, et donc sont 6gaux. 

Par  t ransport  de structure,  on a TAu=AT,. I I e n  r6sulte que AT, est 6gal ~ T, si et 

seulement si Au appart ient  ~ Uu. C.Q.F.D.  

13. Soient G e t  U comme au n ~ 12. On fixe un sous-groupe F du centre de G, et un 

caract6re unitaire q de F. Soit u Ett*. Notons  Xu le caract~re de U(u) correspondant  ~t 

uln(u). On dit que u est r/-admissible si Z, et q ont m6me restriction h F n U. (Ceci est 

toujours le cas si Fn  U={1}).  

On note  clle noyau de u dans n(u), Q le sous-groupe unipotent correspondant  de 

U, Q=Qk- Le  groupe G(u) op6re dans tt en stabilisant la forme B,,. Le groupe G(u) ~' est 

donc d6fini. On le note H.  D'apr~s le lemme 1 I, H contient un unique sous-groupe 

isomorphe ~t U(u) par la projection. Nous  identifierons ce sous-groupe ~t U(u). On note 

F' l ' image r6ciproque de F dans H,  et q' le caract6re de F' d6fini par la formule 

q'(y, + 1)= +q(y). Si  u est q-admissible, il existe un unique caract6re du groupe F' U(u) 

qui prolonge X, et q ' .  Nous  le notons encore q '  
�9 " 

On pose GI=H/Q, FI=F'U(u)/Q. Alors FI est un sous-groupe central de G1. Si de 

plus u est q-admissible, on note ql le caract~re de F1 obtenu ~ partir de q' par passage 

au quotient.  

14. Les  notations sont celles du n ~ 13. Si E est une representat ion unitaire de H 

dont la restriction ~t U(u) est le caract~re X~, et telle que l 'on ait E ( I , -  1 ) = - I d ,  on 

d6finit une repr6sentat ion unitaire, not6e E|  T~, du groupe G(u) U. Cette repr6sen- 

tation op~re dans le produit  tensoriel de l ' e space  de E et de l 'espace de T~ par la 

formule, 
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(E | Su Tu) (xy) = E(.~) | Su(.~) T,,(y), 

ofa y est dans U, x dans G(u), et $ u n  repr6sentant de x dans H. (On v6rifie que cette 

d6finition a un sens, of. [Li-Pe].) 

Si T~ est la repr6sentat ion de G~ d6duite de E par passage au quotient,  on pose 

T I |  

On consid6re la repr6sentat ion 

T = Ind,(u) v (E | Su Tu). 

Dans la proposi t ion ci-dessous, on suppose que u est r/-admissible (ce qui est 

toujours vrai si U n F = { 1 ) ) .  

PROPOSITION. (i) L'applieation TI~-->T (resp. E~-~T) induit une bijeetion entre 

l'ensemble des classes de representations unitaires de G1 (resp. H) dont la restriction 

F 1 (resp. F'U(u))  est un multiple de t h (resp. q'), sur l'ensemble des classes de 

representations unitaires de G dont la restriction ~ F est un multiple du earactbre 7, et 

la restriction ~ U pot t le  par l' orbite de Tu duns 0 sous l'action de G. 

Cette bijection induit des isomorphismes des espaces d'op~rateurs d'entrelace- 

ment. En particulier, T et T1 ont des eommutants isomorphes. Done T est irr~ductible 

si et seulement s'il en est de mbme de Tl. 

(ii) Supposons de plus que les orbites de G dans It* soient localement ferrules. 

Toutes les reprdsentations factorielles de G dont la restriction ~ F est un multiple de ~1 

sont obtenues par le proc~d~ ci-dessus ~ partir d' un choix convenable d'un ~l(ment 7- 

admissible u de u*. 

Remarque. Cette proposit ion r~sume la ~, th~orie de Mackey >> pour  le groupe 

unipotent  U. C o m m e j e  l'ai dit dans l ' introduction,  le but de cet article est d 'extraire  de 

cette proposit ion le maximum d' informations sur le dual  unitaire d 'un  groupe alg6- 

brique sur le co rps  k. 

D~monstration. Compte  tenu de la proposit ion 10, tout ceci provient de la th6orie 

de Mackey [Ma], de ce que U est de type 1, et de ce que la bijection de Kirillov 

u*/U--~O est un isomorphisme d ' e spaces  bor~liens. C.Q.F.D.  

15. Les notations sont celles du n ~ 141 Soit B u n  sous-groupe ferm6 de G 

contenant  FU. On note  B l l e  groupe B(u)U/Q; c 'es t  un SOUs-grouPe ferm6 de Gl 

contenant  F1. Soit RI une repr6sentat ion unitaire de B~ dont  la restriction ~ F~ soit un 



THI~ORIE DE MACKEY POUR LES GROUPES DE LIE ALGI~BRIQUES 175 

multiple de r/~. On peut former la repr6sentation R=Ind~(u)v(R~| B, et la 

repr6sentation T'=Ind~(R) de G. D'autre part, on peut former la repr6sentation 

Ti=Ind~i (R 1) de G1 et la repr6sentation T=Ind~t~)v(T1| G. 

PROPOSITION. Les representations T et T' sont Oquiualentes. 

Dbmonstration. L e  th6or6me d'induction par 6tages montre que l'on a 
T ' -  c -Inds(u) v (R1 | T.). Le m6me th6or6me montre qu'il suffit de d6montrer que l'on a 

T 1 @ S u T. = Ind~."~ W (R 1 | Su T.). On est donc ramen6 ~ d6montrer la proposition lorsque 

G est 6gal ~t G(u)U. Nous supposons ci-dessous que l'on a G=G(u)U. On a alors 
P__ G T= T1 | Tu et T -IndB(.~ u (R~| S u T.). Nous noterons Y( l'espace de R~ et ~ l'espace 

de T.. 

La reprdsentation T e s t  r6alis6e dans l'espace des fonctions ct sur G1 qui sont 

mesurables, ~t valeurs dans Yr@ Y(, et v6rifient les relations 

(2(Z0) = ~ ( 0 )  1/2 (R1(O) - l  | Id) a(D, 

pour tout ~EG~ et tout OEB~, et 

G,/8, la(Z)lZdz < ~" 

Ici, ~ est le quotient des fonctions modules de G~ et Bj. La repr6sentation Test donn6e 

par la formule, 

(T(xy) a)(z) = Id | S~(~) T~(y))a(~-~2) 

ofa x E G(u), y E U, .f E H est un 6Mment repr6sentant x, et ~ l'image de ~ dans G~. 

Compte tenu de la relation G(u) U--G, T' est r6alis6e dans l'espace des fonctions/3 

sur G(u) ~ valeurs dans 9/| Y~, qui sont measurables, et qui v6rifient les relations 

/3(ZU) "~- I~(U) 1/2 (RI(0)-1 | Su(O ) -  1)/3(Z), 

pour z E G(u), v EB(u), 0 un 616ment de B(u) ~ repr6sentant v, 0 l'image de v dans B~, et 

f~.~/~.~ t/3(z)l 2 d z  < 00. 

Ice, 6 est le quotient des fonctions modules de G(u) et de B(u). Soient x E G(u), y E U, 

z E G(u). Ecr i van tyT lx ' l z=x- l z z - l xy - ! x - l z ,  on obtient, 
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(T' (xy) fl) (z) = (Id | T, (z -  lxyx-  l Z ) ) / ~ ( X  -- I Z) .  

Etant  donn6 a dans l 'espace de la repr6sentation T, nous posons,  pour tout z E G(u) 

fl(z) = (id | S.(2)-~)a(~), 

oil ~ est un repr6sentant  de z dans H,  et s son image dans Gl. II est facile de v6rifier que 

l 'application a~--~fl est un op6rateur  d 'entre lacement  unitaire et inversible entre T et 

T'. C.Q.F.D.  

Application aux repr6sentations de carr6 int6grable 

16. Les  notations sont celles d u n  ~ !4. On suppose F ferm6 dans G. On rappelle 

qu 'une  repr6sentat ion irr6ductible T de G dont la restriction ~ F est un multiple de ~1 est 

dite de carr6 int6grable modulo F si T intervient discr~tement dans la repr6sentation 

Indr~0l). Nous  noterons A=FN U, D l 'adh6rence de Zariski de F dans U, b son alg~bre 

de Lie, D=Dk, d=ulb.  On note u~ l 'ensemble des formes lin6aires sur u dont  la 

restriction h b e s t  6gale ~ d. C 'es t  un sous-espace affine de u*. On le munit d 'une  

mesure de Haar.  

PROPOSITION. On suppose que F et FU  sont fermOs dans G. 

(i) La groupe F l est fermO dans Gi. 

(ii) Soit  T1 une representation irrOductible de GI dont la restriction d F 1 est un 

multiple de ~h. On pose  T=Indg<,)v(TI|  La representation T e s t  de carrO 

intdgrable modulo F si et seulement  les conditions suivantes sont rOalisdes : 

(a) TI est de carrO int~grable modulo F1, 

(b) le sous-ensemble Gu de u~ est de measure non nulle, 

(c) D/A est compact .  

Remarques .  (i) A des d6tails de notation pros, cette proposit ion se trouve dans [KI- 

Li] et dans [Anl].  Pour  la commodit6 du lecteur, nous 6crirons cependant  la d6mon- 

stration. 

(ii) Lorsque  k=R,  la condition c est toujours v6rifi6e. Lorsque k=Q~,, DIA est 

compact  si et seulement si D = A .  

DOmonstration. Le  groupe FU(u) est 6gal au stabilisateur de u dans le groupe FU. 

II est doric ferm6, ce qui entraine que F~ est ferm6. 
v On consid6re le groupe V=FU,  et la repr6sentation Q~=Ind r (q) de V. Notons  17~ le 
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sous-ensemble de V form6 des repr6sentations dont la restriction ~t F est un multiple de 

~/, e t / ~  la classe de mesures sur 1~'~ qui est associ6e h la repr6sentation 07- Notons lr, 

l'616ment de V~ qui prolonge la repr6sentation T,, de U. Notons co l 'orbite sous G de T,, 

dans ~'~, est co' son compl6mentaire dans V,. a cette partition de V~ en ~o et co', 

correspond une d6composition ~'~=~,O0' de 0~ en deux sous-repr6sentations dis- 

jointes. Posons o~=Indv ~ (~/). Comme o, 1 est 6quivalente ~ IndCv (~,~), on voit que l 'on a 

o ~ = a O a ' ,  ot~ ~ e t  o' sont les repr6sentations de G induites par 0 et 0'.  Comme ~ et O' 

sont stables par G, les restrictions de o et o' ~ V sont quasi6quivalentes ~ ~, et ~,' 

respectivement, de sorte que c; e t a '  sont disjointes. On voit donc que T e s t  de carr6 

int6grable modulo F si et seulement si T intervient discr~tement dans ~; (ce qui implique 

en particulier que ~, est non nul, c'est-~-dire que o~ n 'est  pas de mesure nulle pour /~) .  

Supposons donc que/%(co) est non nul. La  repr6sentation ~ est isomorphe ~ la 

repr6sentation f~,Ind~(~)d~(~).  Mais, pour ~ dans co, toutes les repr6sentations 

IndvC(~) sont 6quivalentes ~ la repr6sentation Ind~(T,). Donc, pour que T apparaisse 

discr~tement dans o, il faut et il suffit que T apparaisse discr6tement dans Indav (T~). 

Posons a=IndrC~(ql). D'apr~s la proposition 15, Ind~v(/~,,) est 6quivalente 

Inda~,)u(a|  ~ T~). I1 r6sulte de la propositon 14 que T intervient discr~tement dans 

Ind~(T,) si et seulement si T~ intervient discr~tement dans a. 

Pour terminer la d6monstration de la proposition, il reste h voir que/~(co) est non 

nul si et seulement si les conditions b e t  c sont v6rifi6es. Notons 6 la restriction de r/ 

A, et 61~ le sous-ensemble de 0 form6 des repr6sentations dont la restriction ~ A est un 

multiple de ~. Notons kt, la mesure sur 6'~ associ6e ~ la repr6sentation Ind , (6) .  

L'application de restriction est un isomorphisme de 'V, sur/3~ qui transforme ~n en ~ .  

Notons ~q l 'orbite de T, dans /3~. Alors/~(co) est non nul si et seulement s'il en est de 

m6me de/~(f~).  

Le groupe D es t  contenu dans le centre de U. Notons Xd le caract6re de D 

correspondant ~t d. Un raisonnement analogue ~ celui fait plus haut montre q u e / ~ ( ~ )  

est non nul si et seulement si les deux conditions suivantes sont r6alis6es : 

(b')/~x~(~) est non nul, of~/~z~ est la classe de mesures sur /)~ associ6e ~ la re- 

pr6sentation Ind~ (~a), 

(c') Z,~ intervient discr~tement dans la repr6sentation Ind~ (6). 

I1 est clair que les conditions c et c' sont 6quivalentes. D'autre part, l 'application 

de Kirillov identifie u~/U et Uz~' e t / ~  est l 'image de la mesure de Haar de tt,~ ([Ki]). 

Les conditions b e t  b' sont donc 6quivalentes. C.Q.F.D. 
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Quelques propri~t~s de l'application E~-->T du n ~ 14 

17. On emploie  les nota t ions  du n ~ 13. Soit  b une sous-alg~bre de u G(u)- 

invariante,  et coisot rope  re la t ivement  A u. On note  D l e  sous-groupe cor respondant  de 

U, et d la restr ict ion de u A b. 

Rappelons  que l ' on  a pos6 H=G(u) u. Nous  consid6rons aussi le groupe G(u) b. Soit 

x E G(u), et soient (x, q~) et (x, ~) des repr6sentants  de x dans G(u) u et G(u) b respect ive  7 

ment .  Done  q~ et V sont des fonct ions sur l ' ensemble  des sous-espaces  to ta lement  

isotropes m a x i m a u x  de u et b respec t ivement .  Rappelons  que le scalaire ~vV -1 a 6t6 

d6fini au n ~ 8. 

Soit E une repr6sentat ion de H dans un espace  de Hilbert  ~ .  On suppose c o m m e  

au n ~ 14 que la restr ict ion de E ~ U(u) est le caract6re Zu, et que l 'on a E(1, - 1 ) = - I d .  

Soit (x, ~p) E G(u) b on pose  

E'(x, ~p) = qw-IE(x, ~v), 

oh (x, q~) est un repr6sentant  de x dans H.  D 'apr6s  le n ~ 8, E '  est une repr6sentat ion de 

G(u) b, et nous laissons au lecteur  le soin de v6rifier que la restriction de E '  a u  sous- 

groupe U(u) est  6gale ~t Z-, et que l ' on  a E ' ( 1 , - l ) = - I d .  C o m m e  de plus, on a 

G(u) OD= U(u), on peut  d6finir, c o m m e  dans le n ~ 14, la repr6sentat ion E'|  Ta du 

groupe G(u) D. 

G(u) U LEMME. Les representations E |  T, et Indo(,) o (E |  a) du groupe G(u)U 

sont dquivalentes. 

Dbmonstration. Soit [ u n e  polarisat ion dans b, re la t ivement  h d. C o m m e  b est  

coisotrope,  c ' e s t  une polarisat ion dans u re la t ivement  ~t u. Utilisant c o m m e  module de 

T, la repr6sentat ion T,,I d6finie au n ~ 3, et comme  modEle de Ta la repr6sentat ion 

Ta, ~, on voit,  d ' apr6s  el th6or~me d ' induct ion par  6tages, que l ' on  peut  identifier Tu et 

la repr6sentat ion IndoV(Ta). Notons  Y( l ' espace  de la repr6sentat ion Ta. L a  repr6senta-  

tion T, op~re donc par  translat ions ~t gauche dans l ' e space  de Hilbert  5f form6 des 

fonctions mesurables  fl sur U, ~ valeurs  dans Y(, v6rifiant les relations 

= Td(t)-lfl(Z) pour  zE U, tED, et fv/Dlfl(z)12dz< o~. /3(zt) 

Consid6rons la repr6sentat ion R = E |  T,. Elle op~re dans l ' e space  ~ des fonc- 

tions mesurables  a sur U, ~ valeurs  dans Y(| qui v6rifient les relations 

a( z t )=( Id |  Td(t)-l)a(Z) pour  ZE U, tED, et f la(z)12dz< oo 

.Iv/ D 
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O n  a 

(R(y) a) (z) = a ty- 'z )  

(R(x) a) (z) = [(E(x, ~)-1 | So(x, q~)-l) a] (z), 

oil z et y sont dans U, x dans G(u), et (x, qg) un repr6sentant  de x dans H.  

Consid6rons la repr6sentat ion ' ~u)u , R =Indc(,)o(E | C o m m e  on a G(u)U/ 

G(u)D=U/D, la repr6sentat ion R '  est  aussi r6alisde dans l ' e space  ,~. Elle y op6re par  

les formules  : 

(R'(y) a) (z) = afy-lz) 

(R'(x) a) (z) = c(E'(x, ~)-1 @ S d(X ' ~)-~) a (x-lzx), 

ot~ z et y sont dans U,x dans G(u), (x, ~) un repr6sentant  de x dans G(u) b, et 

c =  Idet Ad (x)u/b[-1/2. 

C o m m e  les restr ict ions de R et R '  h U sont 6gales, il nous reste h v6rifier qu' i l  en 

est de m6me des restr ict ions h G(u). Soit x E G(u). Soient (x, ~0) et (x, ~p) des repr6sen- 

rants dans h et G(u) b respec t ivement .  On d6finit un op6rateur  unitaire S~(x, ~p) dans 5r 

en posant  

(S'k(x, ~p) ~) (z) = c-~ Sd(X, V/) ~(xzx-I),  

oO c est  d6fini c o m m e  ci-dessus.  Pour  d6montrer  que R(x) et R'(x) sont 6gaux, il nous 

suffit de p rouve r  la relation suivante : 

Su(x, ~v) = q~W-1s~( x, ~ ). ( t ) 

Rappelons  que nous avons  d6fini les repr6sentat ions project ives  S'a,l et S', 1 de 

G(u) dans les espaces  9t et 5f respec t ivement  (voir le n ~ 5). II n ' e s t  pas tr6s difficile de 

d6duire du th6or6me d ' induct ion  par  Stages que l 'on  a 

(S',~(x)fl)(z) = c-lS'd,~(x)fl(xzx-1), pour  f l 6 L  e, zE U. 

Je laisse la v6rification au lecteur.  

Utilisant la d6finition de Su(x, qJ) et de Sa(x, ~p) donn6e au n ~ 10, on obtient la 

relation 03. C .Q.F .D.  

18. On emploie  les notat ions d u n  ~ 13. Soit n u n  id6al de u, stable par  G(u). On 

note N le sous-groupe cor respondan t  de U, n la restriction de u h n, l~---u(n), V le sous- 

groupe co r respondan t  de  U, v la restr ict ion de u ~ ~3. 
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Soit x E G(u). On notera  (x, q)) E H=G(u) u, (x, ,~ ) E G(u) ~, (x, 2, 0) E ( G(u)n)" des 

616ments repr6sentant  x. Donc  cp, 2 et 0 sont des fonctions sur l ' ensemble  des sous- 

espaces  to ta lement  isot ropes  max imaux  de u, n e t  13 respect ivement .  Rappelons  que le 

scalaire ~2-10  -1 a 6t6 d6fini au n ~ 9. 

Soit E une repr6sentat ion de H dans un espace  de Hilbert  Y(, telle que la restriction 

de E h U(u) soit 6gale au caract6re  Z,,  et telle que l 'on  ait E ( 1 , - 1 ) = - I d .  Soit 

(x, 2, O) E (G(u)n) D. On pose  

g"(x,  ,~, O) = q),~,-lO-1E(x, qg), 

o0 (x, ~) est un repr6sentant  de x dans H.  Il r6sulte du lemme 9 que E" est une 

repr6sentat ion de (G(u)n) ~. Je laisse au lecteur  le soin de v6rifier que la restriction de 

E' fi U(u) (identifi6 fi un sous-groupe de (G(u)n) ' )  est le caract6re Z.,  et que l 'on  a 

E"(1, 1 , -  1 ) = - I d .  

Remarquons  que le groupe G(u) V est  le stabilisateur de n dans G(u) U, et que, 

identifiant V ~t un sous-groupe de U(n) n, on a (G(u) V)n=G(u)nV. C o m m e  au n ~ 14, on 

peut  d6finir la repr6sentat ion E'|  To du groupe G(g)nV. On v6rifie que sa restr ict ion 

fi U(u) est  6gale h Z,,  et que l ' on  a (E 'QSvTv) (1 , -1 )=- Id .  On peut  donc d6finir la 

repr6sentat ion (E"| To)| Tn du groupe G(u) VN. 

ind,(U) t: , r , , c ~  To)| Tu ) du groupe LEMME. Les reprOsentations E |  u Tu et ~ C(~)VN~ ~ 

G(u) U sont dgales. 

D~monstration. Posons  b=l~+rt.  On emploie  les notations d u n  ~ 17. I1 r6sutte du 

lemme 17 et du th6or6me d ' induct ion par  6tages qu'il  suffit de d6montrer  la relation 

E' |  Td = (E"| To)| T~ 

entre repr6sentat ions d u  groupe G(u)D. 

Choisissons des polarisat ions [ d a n s  n re la t ivement  ~t n, et f dans t~ re la t ivement  h 

v. On pose  m = [ + L  C ' e s t  une polarisat ion dans b re la t ivement  ~t d. On note L, K et M 

les sous-groupes  cor respondants  de U. On note Z le caract6re unitaire de M correspon-  

dant  h u[m, et Z'  et X" les restr ict ions de Z h L et K respect ivement .  

On note ~ l ' e space  de la repr6sentat ion T,, r6alis6e comme  ta repr6sentat ion 

Indg(z i ) ,  c o m m e  au n ~ 3. C ' e s t  donc l ' e space  des fonctions num6riques mesurables  fl 

sur N,  v6rifiant les relations 

f l (qz)=z(z)-!  fl(q) pour  q E N ,  zEL,  et l [ f l ( q )12dq< oo. 
JNIL 
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De m6me, on note YFl'espace de la repr6sentation To, r6alis6e comme la repr6sentation 

IndrV (Z"). C 'es t  un espace de fonctions a sur V. On noted/ / l ' espace  de la repr6sentation 

Td=Ind~t (Z). C 'es t  un espace de fonctions 7 sur D. 

Soient fl E w, e t a  E 5f. On d6finit une fonction ), sur D =NV en posant,  pour  p E Ve t  

qEN,  

y(qp) = a(p) fl(q). 

On v6rifie que l 'application (a,/3) ~ V  se prolonge en une isom6trie, que nous noterons 

A, de ~ |  sur :tt. 

Rappelons que nous identifions V ~t un sous-groupe de U(n) n. Le groupe V op6re 

clans ~ par la repr6sentat ion Sv. II r6sulte de [We2] que, pour  y E V, fl E 27, q E N, on a 

(Sn(y) fl) (q) = fl(y= ' qy). 

Le groupe D = V N  op6re dans 5~| par la repr6sentation Tv| T.. Il est facile de 

voir que A entrelace les repr6sentations Tv| T. et Td. 

Consid6rons la repr6sentat ion R=(E"(~SvTv)| Tn. Elle op6re dans l 'espace 

Y(|174 par  les formules suivantes. Soit y E D. On a 

R(y) = Id | (Tv | S,  7",) (y). 

Soit x E G(u). Soient (x, 2) E G(u) ~ et (x, 2, 0) E (G(u)n)" repr6sentants de x. On a 

R(x) = E"(x, 2, O) | Sv(x, 2, O) | S,(x, 2). 

Consid6rons la repr6sentat ion R'=E' |  Td. Elle opere dans l 'espace ~ |  par 

les formules suivantes. Soit y ED. On a 

R'(y) = Id | Td(y). 

Soit x E G(u), et soit (x, ~p) un repr6sentant  de x dans G(u) b. On a 

R'(x) = E'(x, q;) | Sa(x, ~p). 

Nous allons d6montrer  que l 'opdrateur  Id |  entrelace les repr6sentations R et R' .  

Nous avons d6j~ remarqu6 qu'il  entrelace les restrictions de R et R '  au groupe D. Pour 

voir qu'il entrelace les restrictions ~ G(u), il suffit de d6montrer  l 'assert ion suivante. 

Soient x, (x,~p), (x,2) et (x,2, O) comme ci-dessus. Alors A transforme l 'op6rateur  

2(~)-lO(~)-lSv(x,2,0)| en l 'op6rateur  ~p(m)-'Sa(x,~,). D'apres  le n ~ 10, et 

avec les notations de ce n ~ on a q,(m)-lSa(x, ~p)=S~,m(x), )~({)-'S,,(x, 2)=S'~(x) et 
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O(~)-lSv(x, 2, O)=S',e(x, 2). Remarquons  que, puisque (x, 2) et x ont mrme  image dans 

le groupe des automorphismes de t~, on a S',  ~(x, 2 )=S ' ,  ~(x). Finalement,  la vrrif ication 

de la relation (*) se rem~ne ~t celle de la relation 

S k ~(x) | S" ~(x) -~ ' (**) , = A  Sd,,n(x)A. 

La  relation (**) rrs, ulte facilement des d6finitions d u n  ~ 5. Je laisse les drtails au 

lecteur. C.Q.F.D.  

19. Les  notations sont celles du n ~ 18. On pose K=G(n) n. 

Le  groupe K contient  le groupe V. On a K(v)=G(u)r'N(n) et V(v)=U(u)N(n). En 

effet, d ' apr r s  le lemme 1.16, on a N(n)u=u+(l~+n) • ofa (t~+n) j- est l 'orthogonal de 

D+n dans u*. 

Soit E une reprrsenta t ion  de H dont la restriction ~t U(u) est 6gale h Xu et telle que 

l 'on ait E(1, - 1 ) = - I d .  On drfinit  la reprrsenta t ion E" de (G(u)n) D comme au n ~ 18. On 

note encore  E '  la reprrsenta t ion  du groupe K(v) D qui prolonge la reprrsentat ion E" de 

(G(u)n) D et le caract~re Z,, de N(n) correspondant  ~t uln(n ). On vrrifie que la restriction 

de E" au groupe V(v) est le caract~re Zo correspondant  h ulD(o), et que l 'on a 

E"(1,-  1) - - - Id .  Posons,  comme au n ~ 14, 

_ _  K t F - Indr(v) v (E' | S o To). 

On vrrifie que la restriction de F ~t N(n) est le caract~re Zn, et que l 'on a F(1, - 1 ) = - I d .  

Comme au n ~ 14, on peut  drfinir la reprrsenta t ion Ind~tn)N(F| Tn). 

G THI~ ORI~ ME. Les representations Ind,(u) v (E| S. T u) et Inda(.) N ( F |  S n Tn) sont 

~quivalentes. 

DOmonstration. Posons W=Ind~(.)N(F| Tn). II r rsul te  du lemme 15, appliqu6 

aux groupes N e t  G(u) VN, que l 'on a 

W = Ind~(~) VN ((~r | So To) | S. T.). 

II rrsulte du thror~me d ' induct ion par 6tage que l 'on a 

W - i . n c  tl,.nc(~)v . ~ ' | 1 7 4  

Le t h r o r r m e  rrsul te  du lemme 18. C.Q.F.D.  
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Chapitre III. Representations unitaires des groupes aig~briques 

sur un corps local de charact~ristique 0 

Groupes de classe Ck 

1. Notre  but est de classer les repr6sentations unitaires irr6ductibles du groupe des 

point rationnels d 'un  groupe lin6aire alg6brique d6fini sur un corps local de caract6ri- 

stique 0, en supposant  le probl~me r6solu pour  les groupes r6ductifs. Comme tout corps 

local de caract6ristique 0 est extension de degr6 fini de R ou de Qp, il suffit, par 

restriction du corps des scalaires, de supposer  que le corps de base est R ou Qp. 

D'autre  part pour  les besoins du raisonnement  par r6currence,  et parce que cela ne 

demande gu~re d 'effor ts  suppl6mentaires,  nous consid6rerons une classe de groupes un 

peu plus large. 

Dans tout ce chapitre,  k d6signe un des corps R ou Qp. 

2. D~finition. Un groupe de classe Ck est un triplet (G, F, G), oO G est un groupe 

localement compact ,  F u n  sous-groupe fini du centre de G, G un groupe lin6aire 

alg6brique d6fini sur k. On suppose que G/F est un sous-groupe d ' indice fini de Gk, 

dense pour  la topologie de Zariski. 

Comme G/F est d ' indice fini dans Gk, il est ouver t  dans Gk. Comme G/F et Gk sont 

localement isomorphes,  G a une structure de groupe de Lie sur k, et son alg~bre de Lie 

est canoniquement  isomorphe ~t l 'alg~bre de Lie de G. Nous noterons g cette alg~bre de 

Lie. 

Un m6me groupe de  Lie G sur k peut avoir plusieurs structures de groupe de classe 

Ck. Par exemple,  si k=R,  on peut  consid6rer R comme le groupe des points r6els du 

groupe additifs, ou comme sous-groupe d ' indice 2 du groupe des points r6els du groupe 

multiplicatif. Bien que nous nous interessions aux repr6sentations unitaires de G, 

certaines des notions que nous introduirons d6pendent  du choix d 'une  structure de 

classe Ck pour  G. 

3, Soient (G, F, G) un groupe de classe Ck, a un id6al G-invariant de .q e t a  E a*. 

Le  groupe G(a) stabilise la forme bilin6aire altern6e Ba sur a, de sorte que le groupe 

G(a) a est d6fini (n ~ I1.7). On note  H=G(a) a, F' l ' image r6ciproque de F dans H, H 

l 'adh6rence de Zariski de G(a)/F darts G(a). On v6rifie que (H, F', H) est un groupe de 

classe Ck. 

4. Soit (G, F, G) un groupe de classe Ck. Soit U une sous-alg~bre unipotente de 

(il est entendu que lorsque nous employons les notions ,, unipotent ,,, ,, r6ductif  ,,, 

etc. . ,  nous consid6rons g comme alg6bre de Lie du groupe alg6brique G). Soit U le sous 
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groupe unipotent  de G correspondant .  Comme Uk n 'a  pas de sous-groupe propre 

d ' indice fini, G/F contient  Uk. D'apr6s le lemme II.11, G contient un unique sous- 

groupe ferm6, que nous noterons  U, isomorphe h Uk par la projection de G sur G/F. 

Nous dirons que U est le sous-groupe de G correspondant  ~ u, et nous identifierons U 

et Uk. 

5. Nous  allons voir que le groupe. U d6fini dans le n ~ 4 ne d6pend que de tt, et pas 

de la structure de groupe Ck sur G. (Ce n ~ peut 6tre saut6 sans inconv6nient.) C 'es t  

6vident si k=R,  car alors U est le sous-groupe analytique de G d'alg6bre de Lie u. 

On suppose ci-dessous que K est 6gal h Qp. Soient (G, F, G) et (G, F', G') deux 

structures de groupe de classe Ck pour  le m6me groupe de Lie G. 

LEMME. (i) Soit U un sous-groupe unipotent de G, et soit u son algObre de Lie. 

Alors u est l'algObre de Lie d'un sous-groupe unipotent U' de G'.  

(ii) Notons U (resp. U') le sous-groupe ferm~ de G isomorphe gt Uk (resp. U'k)pa r  

la projection de G sur G/F (resp. G/F'). Alors U= U'. 

D~monstration. En modifiant G, G e t  G'  (en prenant  des sous-groupes ou des 

quotients d ' indice fini), on se ram6ne au cas o0 G est un sous-groupe d' indice fini dans 

Gk et dans G~,, et o0 G e t  G'  sont irr6ductibles. Soient Z et Z' les centres de G e t  G'  

respect ivement .  Ces deux groupes ont pour  alg6bre de Lie le centre ~ de g, et les 

groupes G/Z et G'/Z' sont isomorphes,  car ce sont des sous-groupes de Aut(g) ,  

irr6ductibtes, avec  la m6me alg6bre de Lie. On se ram6ne donc facilement au cas o~ 

est commutat ive,  ce que nous supposons ci-dessous. 

On 6crit G = T •  o/l T e s t  un tore connexe d6fini sur k, et o0 V es t  unipotent.  Si A 

est un groupe ab61ien, on note A n l ' image de A par l 'application a~-~a n. Consid6rons le 

groupe t'ln~ 1 (Tk) n. Nous  allons montrer  qu'i[ est r6duit ~t { 1 }. Choisissons une extension 

de degr6 fini k' de k sur laquelle T est d6ploy6e. Alors Tk est un sous-groupe de Tk,, et 

Tk, est isomorphe h u n  produit  fini de groupes k '• de sorte qu'il suffit de montrer  que 

l 'on a N(k'• On sait (cf. [Well  p. 32-33) que k TM est produit de groupes 

isomorphes ~t Z, ~t Zp, et d 'un  groupe fini. Not re  assertion est donc d6montr6e. I1 en 

r6sulte que l 'on  a I"l(G~)n=Vk=t'lG n. 

Ecrivons de m6me G ' = T ' •  On d6duit de ce qui pr6c6de que l 'on a Vk=V'k. I1 

en r6sulte que V et V' ont m6me alg6bre de Lie. Notons  la t~. 11 enr6sulte qu'il  existe un 

unique isomorphisme de V sur V' qui est l ' identit6 sur V~. Les assertions du lemme 

sont maintenant 6videntes. 
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6. Les notations sont celles d u n  ~ 4. On suppose de plus que u est G-invariant. 

L'unicit6 de U montre  que U est un sous-groupe invariant de G. On note F '  l ' image de 

F dans G/U, on pose G' =G/U, et on note G'  l 'adh6rence de Zariski de G' /F '  dans G/U. 

On voit facilement que (G', F ' ,  G') est un groupe de classe C~. 

7. Dans toute la suite de ce chapitre,  (G, F, G) est un groupe de classe Ck, F est un 

sous-groupe central de G, et r / un  caract~re unitaire de F. On note t~v l 'ensemble des 

classes de repr6sentations unitaires irr6ductibles de G dont la restriction ~t F est un 

multiple de ~/. 

Soit g un 616ment de .q*. Le  groupe  G(g) ~ est d6fini (n ~ 11.7). On note U~(g) le 

radical unipotent  de ~(g) et UG(g) le sous-groupe correspondant  de G(g), ou de G(g) ~ 

(malgr6 un certain abus de notations),  comme d6fini au n ~ 4. On note Zg le caract~re 

unitaire de UG(g) correspondant  h la restriction de g h ufi(g). On note Y(g) l 'ensemble 

des classes de repr6sentations unitaires r de G(g) ~ dont la restriction ~t UG(g) est un 

multiple de Ze, et telles que l 'on ait r(1, - 1 ) = - I d .  On note yirr(g) le sous-ensemble de 

Y(g) form6 des 616ments irr6ductibles, et Y(g, ~l) le sous-ensemble des 616ments de Y(g) 

dont la restriction ~t F (cf. n ~ 11.7) est un multiple de ~/. On pose yir~(g,~)= 

yir~(g)n Y(g, rl). S'il est utile de faire figurer G dans la notation, nous 6crivons 

Y(g) = Yc(g). 

On remarquera  que Y(g) est toujours non vide, et que Y(g, q) est non vide si et 

seulement si Zg et r / on t  m6me restriction ~t FAUG(g). Dans ce cas, nous dirons que g 

est r/-admissible. 

Soit R u n  facteur  r6ductif  de G(g), et notons R l'image r6ciproque dans G de 

R~NG/F. Alors G(g) .q est produit  semi-direct de R ~ et de UG(g), et l 'application de 

restriction identifie Y(g) ~ l 'ensemble des classes de repr6sentations unitaires r de R e 

telles que l 'on ait r ( 1 , -  1 ) = - I d .  

Nous  noterons ~ l 'ensemble des couples (f, r), o0 g est une forme de type 

unipotent sur ~ (voir le chapitre I) et o0 r e s t  un 616ment de yirr(g). Nous noterons ~ 

le sous-ensemble de ~ form6 des couples (g, T), o~ g est r/-admissible de type unipotent,  

et oO r est dans yirr(g, r]). Le  groupe G op6re naturellement dans ~ et dans ~ .  

Pour  justifier ces d6finitions, disons que nous allons d6finir au n ~ 11 une bijection 

de ~/G sur (~. 

Remarque, I1 r6sulte du lemme 5 que si k=Qp, l 'ensemble ~ ne d6pend que de la 

structure de groupe de Lie de G (et non pas du choix d 'une structure de groupe de 

classe CD. L ' exemple  donn6 h la fin d u n  ~ 2 montre qu'il n 'en  est pas de m6me si k=R.  

13-822908 Acta Mathematica 149. Imprim6 le 25 Avril 1983 
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Techniques de r6currence 

8. Soit u une sous-alg~bre unipotente G-invariante de ~. Soit U le sous-groupe corre- 

spondant  de G. I1 est ferm6 et invariant (n ~ 4). On emploie les notations de n ~ II. 13. De 

plus, on note H l 'adh6rence de Zariski de G(u)/F dans G(u), on pose [) = ~(u), On note F '  

l ' image r6ciproque de F dans H,  de sorte que (H, F ' ,  H) est un groupe de classe Ck (n ~ 

3) d'alg~bre de Lie  b. On note F1 l ' image de F '  dans G1, G1 l 'adh6rence de Zariski de 

GI/FI dans H/Q, ~l=[)/q. Alors ( G I , F 1 , G 0  est un groupe de classe Ck (n ~ 6) 

d'alg~bre de Lie ~l. 

9. Les notations sont celles d u n  ~ 8. Soit g u n  616ment de ~*. 

LEMME. Si g est tl-admissible, il en est de mdme de sa restriction it u. 

C'est  6vident. 

10. Les notations sont celles d u n  ~ 8. Ou suppose que u est r/-admissible. Soit g u n  

616ment de g* prolongeant  u. On pose h=g[~, et on note gl l'616ment de ~i ~ obtenu par 

passage au quotient.  Nous  voulons comparer  les ensembles Y(g, t 1) et Y(gl, th). Dans 

ce but, nous commen~ons par comparer  les groupes G(g) ~ et Gl(gl) gj. 

Comme ctest  une sous-alg6bre de b(h), nous notons encore Q le sous-groupe de 

H(h) ~ correspondant  ~ q (il est isomorphe ~t son image dans H par l 'application 

naturelle de H(h) ~ dans H). I1 est facile de voir qu'il y a un homomorphisme surjectif :r 

de H(h) ~ sur Gl(g0~l,et que le noyau de : r e s t  Q. 

De m6me, nous notons U(u) le sous-groupe de H(h) ~ correspondant  ~t u(u). Le  

groupe H est 6gal h G(u) u et contient  donc le groupe G(g) u. Le  groupe H(h) ~ contient  

donc le groupe (G(g)U) ~. I1 r6sulte du lemme I. 16 que l 'on a 

H(h) ~ = (G(g)U) 0 U(u). (*) 

Rappelons qu 'un  616ment de G(g) ~ (resp. (G(g)U) ~) est de la forme (x, ~0) (resp. 

(x, ~, 0)), ofa x E G(g), et oil ~v, ~0, et 0 sont des fonctions sur l 'ensemble des sous- 

espaces totalement  isotropes maximaux de g, u, et ~ respect ivement  (cf. le n ~ 11.9). 

Si r e s t  une repr6sentat ion de G(g) ~, on pose, pour  tout 616ment (x, ~0, 0) de 

(G(g)U) ~, 

r '(x, % 0) = ~v~-lO-lr(x, qJ), (**) 

of 1 (x, ~) est un repr6sentant  de x dans G(g) "~, et oh le scalaire ~v~0-10 - l e s t  d6fini 

comme au n ~ 11.9. I1 est clair que r '(x, ~p, 0) ne d6pend pas du choix de (x, qg). I1 r6sulte 

d u n  ~ 11.9 que la formule (**) d6finit une repr6sentation de (G(g)U) ~. 
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LEMME. Etant donnd rE Y(g, q), il existe un unique dlOment rt E Y(gl, ql) tel que 

l'on air rl(ar(x, % O))=r'(x, ~p, O) pour tout (x, ~p, O) E (G(g)U) ~. L'application r~-+rl est 

une bijection de Y(g, q) sur Y(gl,qO. 

Remarques. Les  repr6sentat ions r et rl op6rent dans le m6me espace,  et engen- 

drent la m6me alg6bre d 'op6rateurs .  Notons  que le lemme dit en particulier que (sous 

l 'hypoth~se,  rappelons-le,  que la restriction de g ~t tt est 6gale ~t l'616ment q-admissible 

u), g est q-admissible si et seulement g~ est ql-admissible. 

Remarquons  que l 'application r ~ r l  envoie toujours Y(g) dans Y(gO, mais pas 

surjectivement.  En fait, l ' image consiste des repr6sentations r~ de Gl(g~) ~ telles que 

l 'on ait rl(e, 1 ) = - I d ,  ofl l 'on a not6 e l ' image dans G~ de l'616ment (1, - 1 )  de H (notez 

que e est central), Cette  assertion est le cas particulier du lemme correspondant  ~t 

r=(1}. 

DOmonstration. Supposons Y(g,q) non vide, et soit rE  Y(g,q). Consid6rons le 

groupe (G(g)U) ~ n U(u); c ' es t  le sous-groupe de (G(g)~1) ~ correspondant  h l 'a lg~bre de 

Lie u(g). I1 est donc not6 U(g). C'est  un sous-groupe du sous-groupe UG(g) de (G(g)U) ~ 

d'alg~bre de Lie Ug(g). Montrons  que r '  et Z, ont m6me restriction h U(g). Vu la 

d6finition de Y(g) et de r ' ,  ceci revient  h l 'assert ion suivante : soit (x, ~p, 0) un 616ment 

du groupe U(g), consid6r6 comme sous-groupe de (G(g)U) ~, et soit (x, q~) l'616ment du 

groupe U(g), consid6r6 comme sous-groupe de G(g) ~, qui a la m6me image x dans 

G(g). Alors on a cp~p-10-t=l.  En effet, soient f et b des sous-espaces totalement 

isotropes maximaux de u et ~) respect ivement ,  invariants par u(g). De tels sous-espaces 

existent, car tt(g) est  unipotente.  Alors on a ~0(f )=~(b)=0(f+b)=l .  Ceci r6sulte des 

formules pour  la repr6sentat ion m6taplectique [We2]. 

I1 existe donc une repr6sentat ion r", et une seule, de H(h) ~ qui p ro longe r '  et Z,. I1 

est facile de voir que z a' provient  par composit ion d 'une unique repr6sentation r~ de 

Y(gl, ql), ce qui montre  que gl est ql-admissible, et que la repr6sentation r~ du lemme 

existe. 

Les autres assertions du lemme se d6montrent  de mani6re analogue. C.Q.F.D.  

Construction des repr6sentations Tg,~ : premiere m6thode 

11. Les notations sont celles du n ~ 7. Pour  toute forme lin6aire g sur g de type 

unipotent,  et tout  r E  Y(g) nous allons associer une classe Tg,~ de repr6sentations 

unitaires de G ayant  les propri6t6s suivantes : 

(1) Pour  tout automorphisme a de (G,F, G), on a : Tga="Tg,~; 
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(2) La  restriction de Tg, ~ ~ F est un multiple de r/ si et seulement s i r  est dans 

Y(g, ~/); 

(3) Tg,~ et r o n t  des commutants  isomorphes;  

(4) Soit r '  E Y(g); l ' espace des op6rateurs d 'ent re lacement  entre Tg,~ et Tg,~, est 

isomorphe h l 'espace des op6rateures d 'ent re lacement  entre r e t r ' ;  

(5) Soient g '  une forme de type unipotent sur g, et r '  E Y(g'); on suppose que g e t  

g'  ne sont pas dans la m6me G-orbite; alors Tg,~ et Te,~, sont disjointes. 

La  construct ion se fait par  r6currence sur la dimension de g. Si g est de dimension 

0, on a g = 0  et G(g)=G, et l 'application x~-->(x, 1) identifie G tt un sous-groupe de G(g) ~. 
On d6finit Tg, ~ comme la restriction de v h G. Les propri6t6s (1) fi (5) sont trivialement 

v6rifi6es. 

On suppose la dimension de g strictement positive, et la construction faite pour  

t o u s l e s  groupes de classe C~ de dimension inf6rieure. Soient g une forme de type 

unipotent sur g e t  rE  Y(g). On note tt le radical unipotent de g, on pose u=gltt, et on 

emploie les notations d u n  ~ 8. On distingue deux cas. 

1 er cas. [?=g. D'apr~s le lemme 1.19, on a g(g)=g et G(g)=G(u). L'applicat ion 

x~-->(x, 1) identifie G(g) ~, un sous-groupe de G(g) ~. Notons r '  la restriction de v fi G(g). 
Le groupe G(g) est d ' indice fini dans G. On pose 

Tg, r = Indg(g)(r'). 

2 r cas. ~:~g. On d6finit r! E Y(gO comme dans le lemme 10. D'apr~s les n ~ 1.18 et 

1.24, la forme gl est de type unipotent.  L 'hypoth~se  de r6currence nous permet  de 

construire la repr6sentat ion Te~ ' q de G~. Appliquant le lemme 10 (dans le cas oh F=  { 1 }) 

et la propri6t6 (2) au sous-groupe F~ de G~, on pose, comme darts le n ~ I1.14, 

Tg, ~ = Indo6(,) t~ (T1 | S, T,). 

V6rification des propri6t6s (1) h (5) 

La premiere propri6t6 est du ~< transport  de structure ,>. 

Les propri6t6s (2) h (4) se d6montrent  par r6currence sur la dimension de g. Dans 

le premier  cas ci-dessus, e l l e s  sont 6videntes, et dans le second r6sul tent  de la 

proposit ion II. 14. 

D6montrons  la cinqui~me propri6t6. Soient (g, r) et (g', r ' )  comme dans l '6nonc6 

de cette propri6t6. Supposons Tg,~ e t  Tg, 3, non disjointes. Leur  restriction fi U sont 

non disjointes. Notons  u et u' les restrictions de g e t  g'  respect ivement  t tm I1 r6sulte de 
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la construct ion de Tg,, que sa restriction ~ U est port6e par l 'orbite sous G de T, dans 

O. Un r6sultat analogue est valable pour  Te,, ~,. Les formes u et u' sont donc dans la 

m6me G-orbite. Quitte ~t remplacer  g' par un conjugu6, ce qui est possible gr~tce a la 

propri6t6 (1), on peut  supposer  que l 'on a u=u'.  Nous voulons montrer  que g et g' sont 

conjugu6s. Nous  le faisons par r6currence sur la dimension de ft. Comme ci-dessus, on 

distingue deux cas. Dans le premier  cas, il r6sulte du lemme I. 19 que l 'on a g=g'.  Dans 

le second cas, d6finissons g] E ~]' et r ]E  Y(g]) de mani~re 6vidente. I1 r6sulte de la 

proposit ion II. 14 que les repr6sentations Tgl, ~ et Tgl, ~i sont non disjointes. L 'hypoth~se  

de r6currence assure que gl et g] sont conjugu6s sous G~. Notant  h' la restriction de g' 

~t [), il en r6sulte que h et h' sont conjugu6s par le groupe H,  ou, ce qui revient au m6me, 

par le groupe G(u). I1 r6sulte du lemme I. 16 que g e t  g'  sont conjugu6s. C.Q.F.D.  

12. Les  notations sont celles des n ~ 7 et 1I. 

THI~ORI~ME. L'application (g, r)~--~Tg,~ de ~ dans G induit une bijection de ~/G 

sur G. Cette bijection envoie ~,/G sur Go. 

Dkmonstration. Nous avons vu au n ~ 11 que l 'application (g, r)~--~Tg,~ envoie 

injectivement ~/G dand 0 ,  et ~ / G  dans (~q. R6ciproquement,  soit TE G. Nous allons 

montrer  qu'il existe (g, r) C ~ tel que T soit 6gal ~t Tg, ~. Notons toujours U le groupe 

correspondant  au radical unipotent  tt de ft. Les  orbites de G dans t~* sont localement 

ferm6es, car ouvertes  dans les orbites de Gk dans tt*. D'apr~s la proposit ion II. 14, et 

avec les notations de cet te  proposit ion,  il existe un 616ment q-admissible u E tt*, et un 

616ment T~ de (~1 dont  la restriction ~a F1 est un multiple de rh tels que l 'on ait 

T=Ind~u)v(Tl |  , T,). On raisonne par r6currence sur la dimension de ~, en distin- 

guant deux cas comme dans le n ~ 11. 

1 er cas. ~= g. Soit g l 'unique forme de type unipotent sur ~ qui prolonge u (lemme 

1.19). On a G(g)=G(u). Notons  r l 'unique 616ment de Y(g) tel que r(~f)=Tl(Jt(~f)) pour  

tout ~CG(g) ~, of a Jr est la projection de G(g) ~ sur G1 (remarquez que l 'on a 

G(g)~=G(u)~). On a bien T=Tg, ~, et rE  Y(g, ~1). 

2 ~ cas. ~=~g. L'hypoth~se  de r6currence nous montre qu'il existe (gl, rl) dans ~ ,  

tel que l 'on ait T~=TeI,~ ~. Soit g une forme lin6aire sur ~ dont la restriction h H est 6gale 

u, et dont la restriction h b e s t  la forme h d6duite de g~ par composit ion avec la 

projection de D sur ~ .  On d6finit r ~  Y(g, r 1) comme dans le lemme 10. Alors g est de 

type unipotent  (lemme II.18), de sorte que (g, r) est un 616ment de ~ .  De plus, on a 

T=Tg, r. 
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13. Examples. Si G est le groupe des points rationnels d 'un  groupe unipotent 

d6fini sur k, on a ~=g* ,  et la param6trisation de G donn6e dans le th6or6me 12 n 'es t  

autre que celle de Kirillov (cf. [Ki] et [Moo]). 

Si g est r6ductive,  0 = g  est la seule forme de type unipotent,  et l 'on a 

G(g)~=G• { + 1 }, de sorte que ~ s'identifie naturel lement ~t (~, et que la param6trisation 

de (~ du th6or6me 12 est tautol0gique. 

Supposons que G est le groupe des points rationnels d 'un  groupe alg6brique 

r6soluble connexe  d6fini sur k. Soit n l e  radical unipotent  de g. Soit u C u*. Soit g E g* 

un 616ment de type unipotent  prolongeant  u (son orbite est bien d6termin6e, cf. le n ~ 

1.25). Soit R u n e  composante  r6ductive d6finie sur k du groupe G(g). Alors R e s t  

commutatif ,  et il existe une section ~ de Rk dans dans G(g) "q ([Ho]). L 'appl icat ion 

r ~ r o ~ =  Z e s t  une bijection de yirr(g) sur l 'ensemble des caract6res unitaires de Rk. 

Posons ~.z=Tg,~ pour  tout caract~re unitaire Z de Rk (la notation souligne que la 

d6finition de ff,,,z d6pend du choix d 'une  section ~). On obtient la param6trisation de 

donn6e Howe  [Ho] (dans le cas ultram6trique). 

Application aux repr6sentations de carr6 int6grable 

14. On emploie les notations du n ~ 11. On suppose de plus que F contient F et qu'il 

existe un sous-groupe alg6brique r du centre de G, d6fini sur k, tel que F/F soit d ' indice 

fini dans Fk (le cas int6ressant est celui oil F est le centre de G, mais pour  les besoins du 

raisonnement  par r6currence,  il est commode  de g6n6raliser un peu). 

THI~ORI~ME. Soit (g, r )E ~. La representation Tg,~ de G est de carr~ intkgrable 

modulo F si et seulement si la representation r de G(g) "q est de carr~ int~grable modulo 

F (rappelons que F est identifik gz un sous-groupe de G(g) ~ par l'application 7~--~(7, I)). 

Ceci est encore ~quivalent gl I'ensemble des deux conditions suivantes : 

(a) Le radical unipotent U~(g) de g(g) est ~gal glla partie unipotente du centre de 

~, et F contient UG(g). 

(b) Si R e s t  un facteur  r~ductif de G(g) comme dans le n ~ 7, la restriction de r 

R e est de carrd int~grable modulo F n R  g. 

Ddmonstration. On raisonne par r6currence sur la dimension de .q. Le  th6or6me 

est 6vident si dim ~ est nulle. On suppose la dimension de g strictement positive, et le 

r6sultat 6tabli pour  les groupes de classe Ck de dimension strictement inf6rieure. On 

consid6re les deux cas d u n  ~ 11. Dans le premier  cas, il est 6vident que Tg,r est de 
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cart6 int6grable modulo F si et seulement s'il en est de m6me de r. D'autre  part, il est 

facile de v6rifier (que ce soit dans le premier  ou le deuxi6me cas) que r est de carr6 

int6grable modulo F si et seulement si les conditions (a) et (b) sont v6rifi6es. 

On suppose maintenant  que l 'on se t rouve dans le second cas d u n  ~ 11. On emploie 

les notations d u n  ~ II.16. Les  conditions impos6es ~t F impliquent que l 'on a A = D ,  et 

que les hypoth6ses de la proposit ion 11.16 sont v6rifi6es. D'autre  part,  le groupe F1 

v6rifie les conditions analogues h celles de F. I1 r6sulte de la proposit ion II. 16 que Te,,: 
est de carr6 int6grable modulo F si et seulement si les deux conditions suivantes sont 

v6rifi6es : 

(ct) Tg~,~ est de carr6 int6grable modulo F1; 

(~) Gu est de mesure non nulle pour la mesure de Haar  de tt~. 

Comme Gk u est r6union finie de conjugu6s de Gu, la condition (ct) est 6quivalente 

la condition : f iu=b • oil b x est l 'orthogonal  de b dans u*. Passant aux or thogonaux 

dans u, on voit que ceci est encore  6quivalent ~t la condition : 

(~ ' )  tt(g)= b. 

L 'hypoth~se  de r6currence montre que la condition (~) est 6quivalente tt l ' ensem-  

ble des deux conditions suivantes : 

(aO Le radical unipotent  de ~ (g l )  est 6gal tl la pattie unipotente du centre de gl; 

et F~ contient  UGl(gl). 

(b0 Si R1 est un facteur  r6ductif  de Gl(g) comme dans le n ~ 7, la restriction de r l  

/~ R~ ~ est de carr6 int6grable modulo F l nR~'. 

I1 r6sulte d u n  ~ 10 que les conditions (b) et (b~) sont 6quivalentes. 

La  condition (al) est 6quivalente ~ la condition : FU(u) contient UG(g)U(u), ou 

encore  ~t la condit ion : UG(g) est contenu dans FU(g). On voit donc que la condition a 

est 6quivalente ~t l 'ensemble des conditions (ad et (~3'), C.Q.F.D.  

15. Lorsque  k = R  et lorsque G est unimodulaire, Anh [An2] a montr6 que, si G a 

des repr6sentations de carr6 int6grable modulo F, il a une structure bien particuli6re. 

Notamment ,  le centre 3 de u est 6gal ~t la partie unipotente du centre de .q, et si g est 

une forme d e  type unipotent  telle que U~(g) soit 6gal h 3, on a (en notant comme 

d 'habi tude u la restriction de g au radical unipotent  u de g) u(u)=3. De plus, il existe un 

facteur r6ductif  r de ~ contenu dans u(u). 

I1 en r6sulte que si g '  est un 616ment de type unipotent de g ayant m~me restriction 

b, ~ que g, alors g e t  g'  sont conjugu6s (par U), et que si g et g' ont m6me restriction b, u, 

ils sont 6gaux. 

Dans les conditions du th6or~me 14, G centralise 3, de sorte que l 'on a G=G(u) U, 
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et G(u)=G(g), G(u)U=G(g) ~. La  repr6sentation Tg,~ est donc 6gale h laTepr6sentat ion 

r |  T,. 

Tous ces r6sultats sont encore  valables lorsque k=Qp. En fait, ils r6sultent de la 

proposit ion purement  alg6brique ci-dessous (visiblement inspir6e par le travail d 'Anh).  

Comme nous n'allons pas utiliser le contenu de ce n ~ j ' en  renvoie la d6monstration ~t 

un article ult6rieur qui devrait  contenir  une 6tude plus approfondie des alg~bres en 

question. 

PROPOSITION. (Darts cette proposition k est un corps quelconque de caractdri- 

stique 0.) Soit g l'algdbre de Lie d 'un groupe algdbrique G linOaire dOfini sur k. Soit g 

une forme de type unipotent sur 9. 

(i) Les  deux conditions suivantes sont  Oquivalentes : 

(a) Ug(g) est contenu dans le centre de 9; 

(b) il existe f E  g* dans ta classe d'u-dquivalence de g (cf. n ~ 1.26) tel que 

ad 9( f )  soit une sous-algdbre abOlienne et semi-simple de l'algObre de Lie des auto- 

morphismes de 9. 

(ii) On suppose que 9 est unimodulaire et que la condition a est v~rifiOe. Soit u le 

radical unipotent de 9 et soit 3 le centre de u. Alors 3 est Ogal ~ la partie unipotente du 

centre de 9. Posons u=glu. On a 3=Ug(g)=u(u) et 9(g)=g(u).  De plus, on a 

9 = 9 ( u ) + u .  

Une autre m6thode de construction des repr6sentations Tg, 

16. Les notations sont celles d u n  ~ 7. On fixe une forme g de type unipotent sur g, et r 

dans Y(g). 

Soit 1) une sous-alg~bre de type unipotent  relativement ~ g e t  invariante par G(g). II 

existe de telles alg~bres, d'apr~s le n ~ 20. Nous  notons U le radical unipotent de b, Vle  

sous-groupe correspondant  de G, et l 'on pose B=G(g)V .  D'apr~s le n ~ 1.22, on a 

b= 9(g)+m Le groupe B e s t  ferm6 dans G, car, ~ des groupes finis pros, B/F est 6gal au 

groupe des points rationnnels d 'un  sous-groupe alg6brique de G, d'alg~bre de Lie b. 

On note v la restriction de g ~ l~. Le  groupe G(g) op~re dans D en laissant stable v, 

de sorte que le groupe G(g) D est d6fini. Sont d6finies aussi la repr6sentation Tv de V, et 

la repr6sentation So de G(g) ~ dans l 'espace de la repr6sentation To. 

Rappelons qu 'un  616ment de G(g) ~ (resp. G(g) D) s'6crit sous-la forme (x, q~) (resp. 

(x, ~0)), oO cp (resp. ~p) est une fonction sur l 'ensemble des sous-espaces totalement 

isotropes maximaux de 9 (resp. t~), et oO x est dans G(g). 
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Soit (x, ~p)E G(g) ~. Soit (x, qO un 616ment de G(g) ~ repr6sentant  x. On d6finit le 

scalaire q~V -~ c o m m e  au n ~ II.8. On pose  

~(x, ~p) = q~V- %(x, qg. 

I1 r6sulte d u n  ~ II .8  que ceci ne d6pend pas du choix de (x, q0, et que f e s t  une 

repr6sentat ion du groupe G(g) ~. 

On d6finit une repr6sentat ion,  not6e f |  To, du groupe B dans le produit  ten- 

soriel de l ' e space  de r et de l ' e space  de To en posant  

(f | So To) (xy) = f($) | So(~) To(y). 

Ici, y est dans V, x dans G(g), et 2 est un 616ment de G(g) ~ repr6sentant  x. On v6rifie 

que cette d6finition ne d6pend pas des choix faits et qu'el le donne effect ivement  une 

repr6sentation.  

On d6finit une repr6sentat ion Tg,~, ~ de G en posant  

Tg,~, ~ = Ind G (f | S o To). 

T H I ~ O R I ~ M E .  On a Tg, r=Tg, r,~. 

DOmonstration. On raisonne par  r6currence sur la dimension de g. Le  th6or~me 

est 6vident si g est nulle. On suppose  donc la dimension de ~ str ictement positive, et le 

th6or~me 6tabli pour  t o u s l e s  groupes  de classe Ck de dimension inf6rieure. On note tt 

le radical unipotent  de 9, on note u la restr ict ion de g ~t u, et on emploie les notat ion du 

n ~ 8. On distingue deux cas. 

1 er cas. ~9=g. Dans ce cas,  les groupes  B e t  G(g) sont 6gaux, et le r6sultat est 

6vident (voir la cons t ruc t ion  de Tg, ~ dans ce  cas au n ~ I 1). 

2 ~ cas. ~)~:g. L a  d6monstra t ion compor te  plusieurs 6tapes. 

(1) On pose  b ' = b + u .  Alors b '  est  une sous-alg6bre de type unipotent  re la t ivement  

g, et b'  est  G(g) invariante.  L a  repr6sentat ion T~,~,~, est donc d6finie. Nous  allons 

mont re r  que les repr6sentat ions Tg,~,~ et Te,~, ~, son 6gales. 

On d6finit io',v', G(g )" , f  ', etc. . ,  de mani6re analogue ~t plus haut. D 'apr~s  le 

th6or~me d ' induct ion par  6rage, il nous suffit de d6montrer  que les repr6sentat ions 

f ' |  T ~, et Ind~ ' ( f |  de B' sont 6gales. On remarque  que l 'on a b ' n b = b ,  

b + ~q(g)= b e t  b ' +  ~(g)= b ' ,  de sorte que b e s t  un sous-espace de b '  to ta lement  isotrope 

rela t ivement  ~t v' .  On a B=G(g) V e t  B'=G(g) V'. Notre  assert ion est donc une cons6- 

quence du l emme 11.17, appliqu6 avec  t t = b '  et n = b .  
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(2) D'apr6s la premi6re 6tape, nous pouvons supposer,  et c 'es t  ce que nous 

faisons, que b contient  u. On pose c=b N ~, et b '=  c+tt. Alors b' est une sous-alg~bre de 

type unipotent  relat ivement  ~t g, invariante par G(g), contenue dans b. Le  m6me 

argument que dans la premi6re 6tape montre que l 'on a Tg,~,~=Te,~,~,. 

(3) D'apr6s les deux 6tapes pr6c6dentes,  nous pouvons supposer,  et c 'es t  ce que 

nous faisons, que l 'on  a b = ( b 0 b ) + u .  On pose c=bAb,  et hi=c/0.  L'alg6bre bl est de 

type unipotent  relativement/~ gl et invariante par G~(g~) de sorte que la repr6sentation 

Tg~,~l,b 1 de G~ est d6finie. L 'hypo th6se  de r6currence montre qu'elle est 6gale h TeI,~; 

Rappelons la d6finition de Tg,,~i ' ~1" A partir  de la repr6sentation rl de Gl(gl), on 

fabrique la repr6sentat ion fa de Gl(gl) ~I, oil 191 est le radical unipotent de b~. Posons 

R~=fl| T~t, oO v~ est la restriction de gl ~t 191. C 'est  une repr6sentation de B~, et 
_ G1 l 'on a Tg~,ri, o-IndB~ (RI). L 'hypoth6se  de r6currence et la d6finition de Tg,~ (n ~ 11) 

montrent  que l 'on _ o a Tg, ~-Indo(u) v (Tg~,r~, ~l| T,). La proposit ion II. 15 montre que l 'on  

a Tg,,:=Xnd~(R,| Tu). 

D ' a p r &  le th6or6me d ' induct ion par  6tages, et la d6finition de Tg,~,o, pour  d6- 

montrer  que Tg, ~ et Te, 3, ~ sont 6gales, il nous suffit de d6montrer  l'6galit6 suivante entre 

repr6sentations de B : 

Rl | S u T u = f  | SvTv . 

On pose 1-o=19 n c. On a 19=r0+u. Notre  assertion r6sulte du lemme II. i8, appliqu6 

avec 19=b, ru=19, et u=r t .  C.Q.F.D.  

Propri6t6s  fonctor ie l l e s  de l ' app l i ca t ion  (g, 3) ~ Tg,~ 

17. Les notations sont celles d u n  ~ 7. On fixe une forme de type unipotent  dans ~* et r 

dans Y(g). Soit u un id6al unipotent ,  invariant par G, de ~q (on ne suppose pas que u est 

le radical unipotent).  On emploie les notations des n ~ 8, 10 et 11. En particulier, la 

repr6sentation Tg,~ de G e t  la repr6sentation Tg1,~ de G~ son d6finies. Comme au n ~ 

II. 14 on consid~re la repr6sentat ion Ind~<,l u (Tgv~l| Tu). 

_ _  G THI~ORI~ME. On a Tg,~-Indo<u)v(Tgl,~ | T,). 

Remarque, Lorsque  u est le radical unipotent  de ~, le th6or~me est vrai par 

d6finition de Te, ~. 

D~monstration. On choisit une sous-alg~bre b~ de gl, de type unipotent relative- 
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ment fi g~. On note c l ' image r6ciproque de bl dans ~), et l 'on pose b = c + u .  D'apr6s le 

th6or6me 16 on a Tg,~=Te,~, ~ et Te, n=Tg~,~, ' ~l" La  troisi~me 6tape de la d6monstrat ion 
_ G du th6or6me 16 montre  que l 'on a Tg,~, ~-Indo(,)v(Tg~m, ~ |  T,). C.Q.F.D.  

18. Nous  allons faire une seconde d6monstrat ion du th6or6me 17. Elle n 'es t  pas 

fondamentalement  diff6rente de la premi6re, et elle est plus longue. Mais elle ne repose 

pas sur le th6or6me I6 (dont l 'emploi n'dtait d'ailleurs pas tr6s naturel), ce qui nous 

permet t ra  de la reproduire  dans une situation voisine (au n ~ 19) off l 'analogue du 

th6or6me 16 n 'es t  pas disponible. 

Seconde d~monstration du th~orOrne 17. On la fait par r6currence sur la dimension 

de g. Le  th6or6me est 6vident si la dimension de g est nulle. On suppose ta dimension 

de g strictement positive, et le th6or6me 6tabli pour  les groupes de classe C, de 

dimension str ictement inf6rieure. On distingue deux cas. 

1 er cas. dim g~=dim ft. Dans ce cas u est un id6al central de g de dimension 

inf6rieure ou 6gale h 1. On a G~=G(u)x {+ 1}, et G(u) est un sous-groupe d ' indice fini 

de G, contenant  G(g). Le  th6or6me signifie que Tg, ~ est la repr6sentation induite par la 

repr6sentation analogue, que nous noterons T~ t") du groupe G(u). Cela est imm6diat g , r  

sur les d6finitions d u n  ~ 11. 

2 ~ cas. dim gl~=dim g. Nous  noterons f l l e  radical unipotent de ft. Notons t~ la 

restriction de g ~ ft. De mani~re analogue au n ~ 8 et 10, on d6finit les objets ~, ~, ~ , / 4 ,  

(~, (~1, ~1, g~, r Par d6finition, Tg,~ est 6gale h la repr6sentation 

Ind~(a)o(Tr174 Notons  E la repr6sentation de G(t~) 6 obtenue h partir de la 

repr6sentation T~,r par  composit ion avec la projection de G(5) ~ sur (~.  Posons 

V=fi(u), et notons E" la repr6sentat ion de (G(t~)") ' obtenue par la formule E"(x, 2, 0)= 

cpit-~O-~E(x, qg) (cf. le n ~ II.18). Notons  V le groupe correspondant  h ~, et posons 

F=Indg(a) v (E" |  S~ T~), oh v e s t  la restriction de fi ~ ~. II r6sulte du th6or6me II. 19 que 

l 'on a Te, ~=Ind~(,)v ( F |  T,). Notons F~ la repr6sentation de G~ obtenue h partir de F 

par passage au quotient.  I1 nous reste ~t d6montrer  l 'assertion 

F I = Tgi.,. (*) 

Posons Ul=t~/q, notons ul la restriction de gl fi n~. On pose HI=GI(ul) ~'', ch = 

kergl  f )ul (u0,  QI le sous-groupe correspondant ,  G2=H1/QI, ~2 son alg6bre de Lie,  

g2 l'616ment de g~' d6duit de g~, r2 l'616ment de Y(g~) d6fini comme au n ~ 10. 
G~ 

L'hypoth6se  de r6currence montre  que l 'on a Tg ,~ =Inda,(,  )u (Tg ~ | T,,). 
. 2 '  2 i 



196 M. DUFLO 

Composant  avec la project ion de (G(t~)u)u--->G2, on obtient h partir de Tg2,~ 2 une 

repr6sentation de (G(t~)u) D que nous noterons E' .  Pour  d6montrer  la relation (*), il 

suffit de mont rer  que l 'on a E '=E" .  Pour cela, nous devons comparer  les repr6senta- 

tions T~I.~ 1 du groupe G1 et  Th, h du groupe G2. Ces deux groupes sont des rev~tements 

du groupe G(l~)/O. On a ~l=g2 et ~ l = g 2  . On 6crit les 616ments de G1 (resp. G2) sous  la 

forme :r(x, gv) (resp. :r(x, 2, 0)) ofa :r est la projection, oO q~, 2, 0 sont des fonction sur 

l 'ensemble des sous-espaces totalement isotropes maximaux de fi, tt et D respective- 

ment,  et x un 616ment de G(t~). On 6crit les 616ments de Gl(gl) ~ (resp. Gz(g2) g2) sous  la 

forme n(x, ~, ~) (resp. :r(x, 2, 0, 7)), of 1 Jr, q0, 2, 0 sont comme ci-dessus, x est dans G(g), 
et 7 une fonct ion sur l 'ensemble  des sous-espaces totalement isotropes maximaux de 

g2. On v6rifie que l 'on a 

TZ(3"g(X , 2,  0, 7)) = ~l~O--12--1~l(7"~(X' q~' 7))" 

On v6rifie, en utilisant les d6finitions de T~,~ et Te2,~2donn6es au n ~ l l ,  que l 'on a 

Te2,~2(:r(x, 2, 0))= qJ).-lO-lT~.~,(er(x, co)). 

II est clair que ceci est 6quivalent h la relation E'  =E". C.Q.F.D.  

Comparaison avec la m6thode des orbites ~< classique >> 

19. J 'ai  construit  dans [Du3] un ensemble de repr6sentations unitaires d 'un  groupe de 

Lie r6el quelconque G. Lorsque  G admet une structure de groupe de classe CR, les 

repr6sentations irr6ductibles ainsi construites suffisent ~ analyser la repr6sentation 

r6guli~re L2(G). La  construct ion de [Du3] g6n6ralise aussi la th6orie de Kirillov pour  

les groupes nilpotents, mais de mani~re diff6rente que celle du pr6sent article. Celle de 

[Du3] est classique, en ce sens qu'elle g6n6ralise les constructions de Bernat,  Aus- 

lander-Kostant ,  Kirillov, Pukanszky (pour ne citer qu 'eux) pour  des classes vari6es de 

groupes de Lie (e.g. r6solubles, compacts ,  etc.),  ce qui n 'es t  pas le cas de celle adopt6e 

ici (voir le n ~ 13). Nous  comparons  ci-dessous ces deux constructions.  Nous commen- 

~ons par rappeler  un minimum de choses de [Du3]. 

Dans c e n  ~ nous notons G u n  groupe de Lie r6el quelconque.  Soit g son alg~bre de 

Lie. Une f o r m e f E  g* est dite bien polarisable s'il existe une sous-alg~bre complexe de 

g |  qui soit une polarisation r6soluble v6rifiant la condition de Pukanszky relative- 

ment ~f ,  consid6r6 comme 616ment de (g |  S i f E  g*, on note X(f)  l 'ensemble des 

classes de repr6sentat ion unitaires o de G(f) ~ relies que l 'on ait o ( e x p X ) = e x p  (if(X)) 
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pour  X E g ( f ) ,  et ~r(1, - 1) = - Id. On dit que f e st admissible si Xf f )  e st non vide. Si f e st 

un 616ment admissible et bien polarisable de g*, et si o E X(f) ,  j 'a i  construit  dans [Du3] 

une classe Rf,~, de repr6sentations unitaires de G, ayant m6me commutant  que a. 

(Dans [Du3], cette classe est not6e Tf, o, mais il est pr6f6rable de changer de notation 

pour 6viter les confusions.)  

Soit u un id6al nilpotent G-invariant de g. On suppose que le sous-groupe analy- 

tique U de G correspondant  est ferm6. S o i e n t f u n  616ment admissible et bien polarisa- 

ble de g*, et a~X( f ) .  On pose u = f lu ,  b=q(u) ,  H=G(u) '~, q=keruNt t (u) ,  Q le sous- 

groupe analytique correspondant .  Le  groupe Q est ferm6 (cf. [Du3] ch. IV). On pose 

G1=H/Q, gl=()/q, on note f l  E ~T l'616ment d6duit de f p a r  restriction et passage au 

quotient. L 'e l6ment  f l  est  admissible et bien polarisable, et on note Ol l'616ment de 

X(fl)  d6fini de mani6re analogue au n ~ 10 (cf. [Du3] ch. IV). 

_ G THEORI~ME. On a Rf, o-Indc(,)v(Ril,ol| u T,). 

DOmonstration. Lorsque  u est le plus grand id6al nilpotent de ~, ceci est vrai par 

d6finition des repr6sentat ions Rf, ~ (cf. [Du3] ch. VI). Dans le cas g6n6ral, la d6mon- 

stration est analogue ~ la d6monstrat ion du th6or6me 17 faite au n ~ 18. C.Q.F.D.  

20. Dans ce n ~ (G, F, G) est un groupe de classe CIr. On suppose que le caract6re 

de R (cf. N ~ II.2) est le caract6re x ~ e  ix. 

Soit g une forme de type unipotent  sur fi*, et soit J. E ~(g)* un 616ment ayant m6me 

restriction que g ~ Ug(g). Soit b la sous-alg6bre de type unipotent,  canonique relative- 

merit ~t g (n ~ 1.20). Notons  D son radical unipotent,  et v la restriction de g ~ 19, V le sous- 

groupe correspondant  de G. Soit f une forme lin6aire sur g prolongenant v et 2 (la 

restriction defe r  b e s t  bien d6termin6e, et l 'orbite d e f e s t  bien d6termin6e, cf. le n ~ 26). 

Dans ce qui suit, nous consid6rons ~(g) comme l'alg6bre de Lie du groupe G(g) -q. 

Montrons que f est admissible et bien polarisable si et seulement s'il en est de 

m6me de 2. La  seconde assertion r6sulte d u n  ~ 1.28. Nous avons vu dans ce n ~ que l 'on 

a G(g) 03 V(v)=G(f) V(v). Soit B le groupe G(g) V, et soit b' la restriction def~t  b. On a 

G(f) V(v)=B(b'). On peut  d6finir le groupe (B(b')D) ~(~). C'est  un ensemble d'616ments 

(x,~,O) ofa xEB(b'),  ~p et 0 sont des fonctions sur l 'ensemble des sous-espaces 

totalement isotropes maximaux de 19 et 19(o) respectivement.  L 'applicat ion D--~[N g(g) 

est une bijection de l 'ensemble des sous-espaces totalement isotropoes maximaux de 

19(v) sur l 'ensemble des sous-espaces totalement isotropes maximaux de ~(g), relative- 

ment h la forme bilin6aire d6duite de 2. Un 616ment de G(g)-q().) g(g) s'6crit donc sous la 

forme (x, q~, 0), off x est  dans G(g) (2), q~ une fonction sur l 'ensemble des sous-espaces 
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tota lement  isotropes max imaux  de g (relat ivement  ~ la forme bilin6aire d6duite de g), et 

0 est  c o m m e  plus haut. On remarque  que si (x, q~, 0) est un tel 616merit, et si 

(x,~p, O)E(B(b')~) b~v) a m r m e  image dans G(g) ~g), le scalaire q~p-1 est drfini (n ~ 

I1.8). Un 616ment de G(f)~ s ' r c r i t  sous la forme (x, 7) ofl x est dans G(f) ,  et 7 une 

fonction sur l ' ensemble  des sous-espaces  totalement  isotropes maximaux  de fl relative- 

ment  h la forme d6finie p a r f .  Si (x, ~p, O)E (B(b')D) bto), repr6sente le m r m e  616ment x, 

le scalaire 7~0-~0 -1 a 6t6 d6fini au n ~ 11.9. 

C o m m e  d 'habi tude ,  on identifie V(v) ~ u n  sous-groupe de (B(b')~) ~  Soit 

o E X ( f ) .  Alors il existe une et une seule reprrsenta t ion,  no t re  or', du groupe 

(B(b')~)~ ~ dont  la restr ici ton ~ V(v) est  le caract~re Zo de diffrrentielle ifl~(v), et telle 

que l ' on  air 

O'(X, ~), 0) = 7~)-- 10--10"(X, 7) 

pour  (x, ~, O) E (G(f)~) ~(~ et (x, 7) E G(f)  ~ repr6sentant  x. 

Soit OEX(2). Alors il existe une et une seule reprrsenta t ion,  notde 6", du groupe 

(B(b')D) ~176 dont  la restr ict ion ~t V(v) est le ca rac t r re  Zv, et telle que l 'on  ait 

O"(x, ~p, O) = cp~-lO(x, cp, 0). 

Soit v E X ( f ) .  Alors  il existe un et un seul 616ment de X(2), que nous noterons O, tel 

que l ' on  ait a '=O" ,  et l ' appl icat ion e r g o  est  une bijection de X( f )  sur X(2). 

On suppose  ci-dessous que f est  admissible et bien polarisable. Soit a E X ( f ) .  On 

pose r=Ra, o. C'e s t  une repr6sentat ion de G(g) .q, et il r6sulte de [Du3] que c ' e s t  un 

616ment de Y(g). 

THI~ORI~ME. Les reprOsentations Te, ~ et Rf, o de G sont ~gales. 

D~monstration. On d rm on t r e  le t h r o r r m e  par  r6currence sur la dimension de ft. 

Lorsque  la dimension de ~ est  nulle, c ' e s t  6vident. On suppose la dimension de 

s t r ic tement  posi t ive et le r6sultat d rmont r6  pour  les groupes  de classe CR de dimension 

s t r ic tement  infrrieure.  On note u le radical unipotent  de ~, et u la restriction de g ~t 11. 

Notons  que la restr ict ion de f h u est 6gale ~t u (car b contient u). On emploie les 

notations gl,  Gl, g~, f l ,  r~, ~r~ des n ~ 8, 10 et 19. On distingue deux cas. 

1 er cas. b=  ~. Dans ce cas le th ror~me est 6vident. 

_ G 2 e cas. b#g .  On a Rf, o-IndG~)v(Rf~,o|  ~) d ' a p r r s  le th ror~me 19. On a 

Tg,~=Ind~)u(Tg ,~ |  ~ T,) par drfinit ion de Tg.~. On vrrif ie que les 616ments ( g l , r 0  
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et (fl, oh) sont dans la m6me relation que les 616ments (g, r) et (f, ~r). L'hypoth~se de 

r6currence nous montre que l'on a Rft,ol=Tgt, rt. C.Q.F.D. 

Chapitre IV. ld6aux primitifs 

Notations 

1. Jusqu'au n ~ 15, k est un corps alg6briquement clos de caract6ristique 0, G un groupe 

lin6aire alg6brique irr6ductible d6fini sur k, et ~ l'alg~bre de Lie de G. On identifiera G 

et le groupe G de ses points rationnels. Toutes les alg~bres de Lie consid~r6es sont de 

dimension finie sur k. Si ctest une alg~bre de Lie, on note U(a) son alg~bre envelop- 

pante, et Prim U(ct) l'espace des id6aux primitifs de U(a). 
Soit g E ~*. Nous notons Z(g) l'ensemble des id6aux bilat~res ~ de U(~(g)), 

propres, et qui contiennent les 616ments X-g(X), ofa X parcourt le radical unipotent 

U~(g) de g(g). On n o t e  zprim(g) le sous-ensemble de Z(g) form6 des 616ments primitifs. 

On note o%l'ensemble des couples (g, ~), oh g est une forme de type unipotent sur g, et 

dans zprim(g).  Le groupe G op~re dans ~. Le but de ce chapitre est de d6crire une 

application de ,~/G dans Prim U(~), surjective et de fibre finie. 

Quelques rappels sur la th6orie des id6aux primitifs 

2. Soit b une sous-alg~bre de g, et soit Jr une repr6sentation de b dans un espace 

vectoriel W. On note t~,~ la forme lin6aire X~�89 b. On note :~ la 

repr6sentation X~->er(X)+t~, ~(X) Id de ~ dans W. On appelle repr6sentation induite, et 

on note Ind~(:O la repr6sentation de g obtenue par multiplication h gauche dans 

U(~) |  oh fi op~re darts W par la repr6sentation :L (C'est la repr6sentation 

~, induite tordue , au sens de [Dil], ch. 5.) 

Soit ~ un id6al dans U(~). Notons a q,~ l'automorphisme de U(D) prolongeant 

l'application X~->X-t~, ~(X) de ~ dans U(~). On note Ind~ (~)le plus grand id6al de U(g) 

contenu dans U(fi)a~,~(~). Si ~ est le noyau de :r dans U(~), alors Ind~(~) est 

le noyau de Ind~ (:r) (cf. [Dill, ch. 5). 

Soit fun  id6al de ~, et soit IE Prim U(~q). Alors IN U(f) est un id6al premier de U(f). 

Il existe un 616ment JEPr im U(f) tel que l'on ait N~sox(J)=I. Si J '  EPrimu(f) v6rifie 

la m6me propri6t6, il existe x E G tel que x(J)=J' .  L'orbite G(J) de J dans Prim U(f) est 

donc bien d6termin6e. Nous dirons que c'est le support de IN U(f). Soit J dans le 
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support de IN U(f). Soit ~ le stabilisateur de J dans f. Alors il existe ~EPrim U(b) tel 

que l 'on ait ~ N U(f)=J, et Ind~ (~)=I. 

Ces r6sultats constituent l 'analogue de la th6orie de Mackey pour les id6aux 

primitifs. Ils sont d6montr6s dans [Moe-Re]. Notons que nous les utiliserons seulement 

lorsque ~ est nilpotent. Dans ce cas, ils avaient 6t6 obtenus ant6rieurement par J. 

Dixmier et N. Berline (voir les r6f6rences dans [Moe-Re]). Soit G(J) le stabilisateur de 

J dans G. Pour avoir un analogue complet de la th6orie de Mackey, il faudrait savoir 

que si ~' E Prim U(~)) v6rifie les m6mes relations que ~, alors il existe x E G(J) tel que 

l 'on ait x(~')=~. Malheureusement ceci ne semble pas connu, et c 'est  pourquoi la 

th6orie de ce chapitre est moins compl6te que la th6orie correspondante du chapitre III. 

3. Soit tt une alg6bre de Lie nilpotente. Sur le mod61e de la th6orie de Kirillov, J. 

Dixmier a d6fini une application u~-~I, de u* dans Prim U(u), qui induit une bijection de 

u*/U sur Prim U(u). Ici, U, est le groupe unipotent d'alg6bre n. Rappelons la d6finition 

de Iu. Soit u E u*. On choisit une polarisation ( relativement ~a u. Soit ~ l'id6al de U(D 

engendr6 par les 616ments de la forme X - u ( X )  oil X parcourt [. L'id6al Ind~ (~) est 

ind6pendant du choix de ~, et il est primitif. On le note I ,  (cf. [Dill, ch. 6). 

4. Soient b une alg6bre de Lie, u un id6al nilpotent de b, u un 616ment de u*, et 

une sous-alg6bre de D contenue dans b(u) et telle que l 'on ait b = ~ + u .  Soit XE ~. II 

existe un unique 616ment, not6 0(X), de U(u)/I, tel que l 'on ait, en notant 0(X)' un 

repr6sentant de O(X) dans U(u), 

O(X)'(y | 1) = ~ tr ( ad Xu/~) (y | 1) + ( Xy - y X) @ 1 

pour tout 616ment y@ 1 E Ind~ (ul[), o/1 ~est une polarisation relativement ~t u, stable par 

adX. (I1 existe de telles polarisations, et 0(X) ne d6pend pas du choix de celles-ci.) 

L'application 0 est un homomorphisme, et si X appartient ~t ~ N u, O(X)+u(X) est 

6gal ~t l ' image de X dans U(u)/I.. 

Notons ~ l'id6al de U(~) engendr6 par les 616ments X-u(X) ,  oil X parcourt ~ N u. 

On d6finit un homomorphisme r de ~ dans U(~)/~,,| U(u)/I. en posant 

r ( X ) = I |  s i X E u ,  

oil ~" est l ' image de X dans U(u)/I,,, 

r(X) = X |  1+1 | O(X) si XE ~, 

oO .~est  l ' image de X dans U(~)/~u. Alors r se prolonge en un homomorphisme de U(D) 
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dans U(g)I~.| U(u)/I~, notd encore  r. De plus, r e s t  surjectif, et son noyau est l'iddal 

U(b)I.. 

Pour tout ceci,  voir  par exemple [Dil], ch. 10. 

Notation. Si J e s t  un iddal de U(~) qui contient ~1, nous noterons J o l ,  l'id6al 

r-l(J/~,| de U(b). 

5. Soit it un iddal unipotent de g, et soit u E u * .  On pose ~=g(u),  et l 'on note ~, 

l'iddal de U(~)) engendr6 par les dldments X - u ( X ) ,  ofl X parcourt  tt(u). 

THI~ORI~ME. (i) Le stabilisateur de Iu dans fi est ~gal d ~+11. 

(ii) L'application J~--~Ind~+u(JoI~) est une surjection de I'ensemble des idOaux 

primitifs J de U(~) contenant ~, sur l" ensemble des idOaux primitifs I de U(~) tels que le 

support de I N U(u) soit ~gal d G(I~). 

D~monstration. (i) Voir [Dil], 6.2.8. (ii) rdsulte de (i) et des rappels ci-des- 

sus. C.Q.F,D.  

Construction d'id6aux primitifs 

6. Pour  toute forme lindaire g de type unipotent sur g, et tout ~ dans Z(g), nous allons 

construire un iddal Ig,~ de U(g) de telle sorte que les propri6t6s suivantes soient 

v6rifides. 

(1) Pour  tout automorphisme a de G, on a Iag, a(~)=a(Ig,~). 
(2) So i t  3 un id6al unipotent  de g tel que g stabilise la restriction de g A 6- Alors 

lg,~ contient  X - g ( X )  pour  tout XE~.  

(3) Si ~ est primitif, il e n e s t  de m6me de Is, ~. 

La  construct ion se fait par  r6currence sur la dimension de g. Si g est nulle, la 

construction est dvidente. On suppose la dimension de g strictement positive, et la 

construction faite pour  toutes les alg6bres de Lie algdbriques de dimension inf6rieure. 

Soient g une forme de type unipotent  sur g, et ~ EZ(g). Soit u le radical unipotent de g. 

On note u la restriction de g A it. On emploie les notations du n ~ 5. Nous distinguons 

deux cas. 

1 er cas. O=g. On a alors g(g)=g (n ~ 1.19). On pose Ig, g=~. 

2 e cas. O:~g. On note  h la restriction de g h t~. D'apr~s le n ~ 1.18, h est de type 

unipotent.  D'apr6s le n ~ I. 16, on a b(h)= g(g)+H(u), de sorte qu'il existe un 61dment et 

14- 822908 Acta Mathematica 149. Imprimd le' 25 Avril 1983 
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un seul, que nous noterons  ~', de Z(h), tel que l 'on ait ~' N U(g(g))=~. L 'hypoth6se  de 

r6currence nous fournit  l 'id6al ih, r de U(~). Celui-ci contient ~, d 'apr6s la propri6t6 

(2). On peut  donc poser  : 

Ig,r = Ind,+ u (Ih, r oi,,). 

V6rification des propri6t6s (1) ~ (3) 

La  premi6re propri6t6 est du transport  de structure. La  derni6re se d6montre par 

r6currence grace au th6or6me 5. La  seconde est claire sur la d6finition. 

7. 

THI~ORI~ME. L'application (g,~)~-~Ig,~ induit une surjection de ~/G sur Pri- 

m U(g). 

D~monstration.  Elle se fait par  r6currence en utilisant le th6or6me 5. 

Remarques .  Nous  reviendrons plus bas sur la question de l'injectivit6 de l 'applica- 

tion ~/G---~Prim U(g). 

Le  th6or6me ci-dessus ram6ne en partie l '6tude de Prim U(g) h celle des ensembles 

zprim(g). Si 17 est un facteur  r6ductif  de g(g), l 'application ~ N U(r) est une bijection 

de zprim(g) sur Prim U(r). Les  ensembles Prim U(r), d 'autre  part, commencent  ~t 6tre 

assez bien connus : bien qu'il  y ait eu des progr6s remarquables depuis sa parution, je 

me contenterai  de renvoyer  le lecteur ~t l 'expos6 [Bor]. 

8. Nous  donnons une seconde construct ion des id6aux Ig, ~. Soient g une forme de 

type unipotent  sur ~, et ~EZ(g).  Soit b une sous-alg6bre de g de type unipotent 

relat ivement ~t g (n ~ 1.20). On note 19 le radical unipotent  de b, et o la restriction de g ~t 

19. On a l)=g(g)+t~. Comme ~ est dans Z(g), l 'id6al ~olv de U(b) est d6fini (n ~ 4). On 

pose 

Ig, ~, 0 = Indg (~ o Iv). 

THI~ORt~ME. On a lg,r162 

Dkmonstrat ion.  Elle est analogue/ t  celle du th6or6me III. 16. 

9. Soient g une forme de type unipotent  sur ~, et ~ EZ(g). Soit u un id6al unipotent  

de g. On note u la restriction de g ~t u, et on d6finit D, h et ~' E Z(h) comme dans les n ~ 5 

et 6. On peut  d6finir l 'id6al Ih,r de U(b), et l'id6al Ih, e, olu de U(~)+u). 
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THI~ORI~ME. On a Ig,~=Ind~+u (Ih, ~, o I~). 

Remarque.  Lorsque  u est le plus grand id6al nilpotent de ~, ceci est vrai par 

d6finition de Ig, ~. 

DOmonstration. Elle est analogue ~t celle du th6or6me III. 17. 

Quelques propri6t6s des id~aux Ig, 

10. Soit g une forme de type unipotent  sur ~. 

PROPOSITION. (i) Soit ~i (i E I) une famille dklements de Z(g), et soit ~= t'l~i. On a 

I~,~=f')l~,~_; 

(ii) Si ~ E Z(g) est semi-premier (resp. premier, compl~tement premier) il en est de 

mOme de Ie, ~. 

DOmonstration, Soit b une sous-alg~bre de type unipotent de ~ relativement h ~. 

On emploie les notations d u n  ~ 8. Comme l 'application ~ o l v  commute  ~t l ' intersec- 

tion, et aussi l ' induction,  l 'assert ion (i) est claire. Si ~ est semi-premier, il est intersec- 

tion d ' ind6aux primitifs. La  pemi~re assertion montre que Ie, ~ est intersection 

d ' id6aux primitifs, et donc semi-premier.  Si ~ est compl6tement premier,  il en est de 

m6me de ~olv,  et donc aussi l'id6al qu'il induit (N. Berline, cf. [Dil] 5.6.3). 

Supposons ~EZ(g)  premier.  Soient x et y des 616ments de U(~) tels que l 'on ait 

xU(g)yCIe,  ~ et y~Ig.~.  I1 faut montrer  que x appartient ~ Ig, g. Ecrivons ~ comme 

intersection ~= fBi~z ~i, avec ~i E zPr im(g) .  I1 existe un 616ment c E G tel que c(y) ne soit 

pas dans l'id6al ~t gauche U(~)aq,~(~olv). On note I" l 'ensemble des i E l  tels que c(y) 

appartienne ~t U(~)a~,b(~iolo), et I '  le compl6mentaire.  On pose ~'=Ni~l,~i et 

~"=t'li~r,~i. Comme y appartient h Ig,r on a ~4:~", Comme ~ est premier  et 6gal 

~'N~", on a ~=~' .  Soit iEI ' .  L'id6al Ie, e~ est premier (car primitif), et contient  

c(x) U(g) c(y). Donc c(x) appartient ~t Ig,~, et il en est de m6me de x. D'apr6s l 'assertion 

(i), x appartient a Ig,~,=Ie, ~. C.Q.F.D.  

11. Soit k' une extension alg6briquement close de k. On pose g' = g |  Soit g une 

forme de type unipotent  sur g, et soit ~ E Z(g). On note g'  l 'extension k'-lin6aire de g, et 

~ '=~ |  On v6rifie que g' est une forme de type unipotent sur g',  et que ~' est un 

616ment de Z(g'). De plus on a lg,,~,=Ig,~Qk'. 
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12. Rappelons qu'~t tout 616ment f E  g* admettant  une polarisation r6soluble est 

associ6 un id6al primitif de U(g) que nous noterons Jr. La construction se fait de la 

mani6re suivante. On choisit une polarisation r6soluble ~ en f .  Alors le noyau de la 

repr6sentat ion Ind~ (f[~) est primitif et ne d6pend pas de ~ : c 'es t  l'id6al Jr. (On a donc 

I f=Jr  lorsque g est nilpotente.)  

Soient g une forme de type unipotent  sur 9, et 2 une forme lin6aire sur .q(g) ayant  

m6me restriction que g au radical unipotent de g(g). Soit fEOg,2 (cf. n ~ 1.26). On 

suppose que f admet une polarisation r6soluble, ou, de mani6re 6quivalente d 'aprbs le 

n ~ 1.28, que 2 admet  une polarisation r6soluble. On pose J~=~. C'est  un 616ment de 
zprim(g). 

PROPOSITION. On a Jf=lg.#. 

D~monstration. On peut  faire une d6monstrat ion analogue ~t celle du th6or6me III. 

20. II est peut-6tre plus simple (mais pas essentiellement diff6rent) de proc6der comme 

suit. Soit b la sous-alg6bre de type unipotent  canonique relativement ~ g (n ~ 1.20). On 

choisit f d e  telle sorte q u e f e t  g aient m6me restriction au radical unipotent 1~ de b, e t f  

et 2 rn6me restriction h g(g). Comme 2 admet une polarisation r6soluble , f ]b  admet une 

polarisation r6soluble [ (cf. [Dil] 1.12.13). Posons b=f[b .  L'id6al Jo de U(b) est donc 

d6fini, et le th6or6me d ' induct ion par 6tages montre que l 'on a J T I n d g  (Jo). Toujours  

d 'apr6s [Dil] I. 12.13, on peut  choisir [ de la forme ~+m, ofJ f est un polarisation en 2, et 

m une polarisation en v. II r6sulte de [Dil] 10.2.1 que l 'on a Jb=~Olv. C.Q.F.D.  

13. Si A est une alg6bre de type fini sur k, on note DimA sa dimension de Gelfand- 

KiriUov. Soit g une forme de type unipotent  sur 9, et soit ~ un 616ment premier  de Z(g). 

PROPOSITION. On a Dim U(g)/Ig, ~=dim g/g(g)+Dim U(g(g))/~. 

Dkmonstrat ion.  La  d6monstrat ion consiste en l 'application des r6sultats de C. 

Moeglin [Moe]. Comme [Moe] suppose k non d6nombrable,  nous remarquons que, 

grhce au n ~ 11, nous pouvons  nous ramener  h ce cas. On raisonne par r6currence sur la 

dimension de 9. Le  r6sultat est vrai en dimension 0. On suppose donc la dimension de g 

strictement positive, et le r6sultat 6tabli pour les alg6bres de Lie alg6briques de 

dimension inf6rieure. Comme dans [Moe], on distingue plusieurs cas, dont Fun au 

moins est r6alis6. On note t t le  radical unipotent  de 9, et 3 la pattie unipotente du centre 

de g. La  liste des c a s h  consid6rer est la suivante. 

1 ~ cas. dim (~ N kerg)>O. 
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2 e cas. d i m ( 3 0 k e r g ) = 0  et 8=~t. 

3 ~ cas. ~t est une alg~bre d 'Heisenberg  de centre ~, non rEduite ~t 3, et g ne s 'annule 

pas sur 8- 

4 ~ cas. On a dim 8 = 1, et g ne s 'annule pas sur 3. I1 existe un ideal abElien unipotent 

n de ~, contenant  8, tel que rt/8 soit un g-module simple, et tel que l 'on ait [tt, rt]=8. 

5 ~ cas. I1 existe un id6al unipotent  n de ~, qui est non central,  et qui est un .q- 

module simple. 

Nous examinons chacun des cas. 

1 ~ cas. On pose ~ ' = ~ / 8 0 k e r g .  On note g' la forme dEduite de g par passage au 

quotient,  ~' l'idEal de U(.q'(g')) dEduit de ~ par passage au quotient. On v6rifie que g'  

est de type unipotent,  que ~' est dans Z(g') ,  et que Ig,,~, est l'idEal de U(~q') dEduit de 

It,  ~ par passage au quotient.  Appliquant l 'hypoth~se de recurrence ~ ~', on en dEduit 

le rEsultat. 

2 ~ cas. On a fi(g)=~, et Ig.g, de sorte que le rEsultat est trivial. 

3 ~ cas. On a g = ~ ( g ) + u .  Posons u=gln.  Par definition de I~,~, U(~)/Ig, g est 

isomorphe h U(g(g) ) /~ |  Notons 2 t+ l  la dimension de u. Comme U(tt)/Iu est 

isomorphe ~t l'algEbre de Weyl  At (dont la dimension de Gelfand-Kirillov est 2t), on a 

DimU(9)/Ig, g=DimU(g(g)) /~+2t .  D 'autre  part,  on a d img /9 (g )=d imu/u (g )=  

dim n/8=2t, ce qui d6montre  le rEsultat. 

4 e cas. On pose n=gln ,  on note fi le stabilisateur de n dans ~, ~n l'idEal de U(fi) 

engendrE par les X - g ( X ) ,  ofa X parcourt  ft. On note fl l'idEal premier de U(rt)=S(n), 

annulateur du sous-ensemble Gn de n*. On pose h=g]b, et on note ~' l 'unique ElEment 

de Z(h) tel que l 'on  ait ~ '0U(f i (g))=~.  I1 rEsulte du thEorEme 9 que l 'on a 

Ig,~=Ind~(Ih,~,). L'hypoth~se  de recurrence montre que l 'on a DimU(~)/Ih,~,= 

dim [~/b(h)+Dim U(O(h))/~', Posons t=d im .q/~. Comme on a U(~(h))/~'=U(~(g))/~, et 

dim ~(h)/g(g)=t,  on voit qu'il suffit d'Etablir la relation suivante : 

Dim U(~)/I~,,  = 2 t+Dim U(b)/Ih. a'. (*) 

I1 est dEmontr6 au chapitre 2 de [Moe] qu'il existe un isomorphisme r de 

U(~)/U(g)f l  sur U(~))/~,,| qui a la propriEt6 suivante. Soit J un ideal de U(l~) 

contenant  ~ .  Alors r- l (J /~, , |  est 6gal ~ Ind~ (J)/U(g)fl ,  

En particulier, U(g)/Ig,~ est isomorphe h U(b)/lh,~,| ce qui dEmontre (*). 
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5 e cas. On emploie les m~mes notations que dans le 4 e cas, et, comme dans ce cas, 

on voit qu'il suffit d '6tablir la relation (*). 

Posons S = U(n)/fl- {0},/~= Fract  (U(n)/fl) = (U(n)/fl)- 1 (oil Fract  d6signe l 'anneau 

des fractions), et soit /~ un cl6ture alg6brique de /~. Notons  A l 'ensemble des 616- 

ments  de U(g)/U(fi)fl commutant  ~ n. I1 est d6montr6 dans [Moe], ch. 3, que, dans 

Fract(U(g)/U(~)fl), l ' ensemble  S-l(U(g)/U(fi)fl) est un sous-anneau (6gal 

(U(g)/U(g)[3)S-I), et que S-lA est le commutant  de n dans cet anneau. Comme/~ est 

contenu dans le centre de S-1A, on peut  d6finir l 'anneau S-!A|163 est d6montr6 

darts [Moe], ch. 3, qu'il existe un isomorphisme 0 de S-~A|163 sur U(~)/U(b)~, | 

(cf. [Moe] lemme 3.21), et que cet isomorphisme a la propri6t6 suivante. Soit J un id6al 

premier  de U(b) contenant  ~ .  Soit I l'id6al Ind, (J ) .  On a (I/U(g)fl)nA= 

Q-~(J| (cf. [Moe] lemme 3.27). De plus, on a Dim U(g)/I=2t+Dim U(~)/J 
(cf. [Moe], 3.24 et 3.26). C. Moeglin, pour  d6montrer  cette 6galit6, suppose que I e s t  

premier.  On sait que si J e s t  primitif, alors I e s t  primitif ([Moe] 3.27). Comme 

l 'application J---->l commute  aux intersections,  on en d6duit que si, J e s t  premier,  il en 

est de m6me de I, par  une d6monstrat ion analogue ~ celle de la proposit ion 10). 

Appliquant ceci ~ l'id6al J=Ihi~', on a I=Ig,~, de sorte que la relation (*) est 

d6montr6e. C.Q.F.D.  

14. On note x ~  l 'ant iautomorphisme principal de U(g). Soit g une forme de type 

unipotent sur fi, et soit ~ E Z(g). Alors - g  est une forme de type unipotent,  et ~ est un 

616ment de Z(-g).  

PROPOSITION. Supposons ~ semi-premier. On a (Ig,~)v =I_g,{. 

D~monstration. Comme la pr6c6dente,  cette proposit ion est une application des 

r6sultats de C. Moeglin [Moe]. On se ram~ne imm6diatement au cas oh k est non 

d6nombrable et ota ~ est primitif. On raisonne par r6currence comme dans la d6mon- 

strafion de la proposit ion 13. On examine les cinq cas. La  v6rification de la proposit ion 

est imm6diate dans les deux premiers cas. Dans le troisi6me cas elle r6sulte du lemme 

8.2 de [Dul],  dans le quatri6me cas de [Moe] 2.7. et dans le cinqui6me cas de [Moe] 

3.28. C.Q.F.D.  

L'application o~/G--->Prim U(g) est-elle injective? 

15. Notons  ~:min l 'ensemble des couples (g, ~) de ~ tels que ~ soft un id6al primitif 

minimal de Z(g). On sait (cf. [Dil] 8.4.4) que les 616ments minimaux de Z(g) sont les 
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id6aux J~, o0 2 est une forme lin6aire sur g(g)*, ayant m~me restriction ~ U q(g) que g, 

et admettant une polarisation r6soluble. Notons ~* l 'ensemble des formes lin6aires sur 

admettant  une polarisation r6soluble, et Prim lnd U(~) l 'ensemble des id6aux primitifs 

de U(~) de la forme Jr, avec f E  9" (cf. n ~ 12). 

On a donc une application 9 * ~ P r i m I n d  U(fi), qui est surjective par d6finition. C. 

Moeglin a montr6 que cette application induit une bijection de 9*/G sur Prim Ind U(~) 

([Moe], ch. 4). 

Compte tenu des n ~ 1.2 et 1.26, on voit que l 'application 0%/G---~Prim U(9) induit 

une bijection de ~in/G--*Pr im Ind U(~). 

I1 est donc naturel de conjecturer que l 'application 0%/G---~Prim U(~) est bijective 

(rappelons que nous savons qu'elle est surjective). II me semble que l 'on peut adapter 

la d6monstration de [Moe] de l'injectivit6 de l 'application fi*/G---~Prim U(~) pour 

obtenir le r6sultat partiel suivant : soient (g, ~) et (g', ~') des 616ments de 0%tels que l 'on 

ait Ig, ~=Ie,, ~" Alors g e t  g'  sont dans la m~me G-orbite. Supposons donc de plus que g 

et g'  sont 6gaux, Alors ~ et ~' ont m6me intersection avec l 'ensemble des points fixes 

de R dans U(r), o0 R est un facteur r6ductif de G(g) et r son alg~bre de Lie. (Etant 

donn6 ~, cela ne laisse pour ~' qu 'un nombre fini de possibilit6s, souvent r6duit ~ 1, 

surtout si l 'on tient comte de la proposition 13, cf. [Dil] 8.5.7 et 9.6.12.) Comme cela 

demanderait  beaucoup de travail pour un r6sultat (6ventuel) partiel, je me contenterai 

du r6sultat plus faible ci-dessous, facile ~ d6duire de [Moe]. 

THI~OREME. Les fibres de l'application 0%/G---~Prim U(g) sont finies. 

Ddmonstration. Comme dans la d6monstration de la proposition 13, on suppose k 

non d6nombrable. On va d6montrer, par r6currence sur la dimension de g, que l 'image 

r6ciproque dans 0%/G d 'un  ensemble fini de Prim U(g) est finie. C'est  6vident si la 

dimension de g est nulle. On suppose la dimension de g strictement positive et le 

r6sultat 6tabli pour les alg~bres de Lie de dimension inf6rieure. Soit (g, ~) E 0%. I1 faut 

montrer,  qu'~ conjugaison pr6s, il n 'y  a qu 'un nombre fini d'616ments (f, t/) tels que 

Ig, ~=Iy, 7. Soit (f, t/) un tel 616ment. On emploie les notations n et ~ de la d6monstra- 

tion de la proposition 13. Les restrictions de g e t f ~  11 sont conjugu6es par G, car le 

support de Ig, e N U(~) est G(Iglu), et 6gal ~t celui de Iy, e N U(D. On suppose donc que g 

et f o n t  m6me restriction ~ tt. On examine les cinq cas de la ddmonstration de la 

proposition 13. Le  seul qui, compte tenu des r6sultats rappelds dans la d6monstration 

de la proposition 13, ne soit  pas 6vident - -  et le seu| qui nous emp6che de d6montrer 

l'injectivit6 - -  est le cinqui~me. On suppose donc que l 'on est dans le cinqui~me cas, et 

on adopte les notations de la d6monstration de la proposition 13. On notera de plus p la 
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restriction d e f ~  ~, et t/' l 'element de Z(p) dont l'intersection avec U(~(g)) est egale ~ r/. 

On pose L=9-1(Ih,~,)et L'=9-~(Ip, q,). Ce sont des ideaux primitifs de l'alg~bre 

S-1A|163162 ayant m~me intersection avec A ( ~  savoir (Ig, JU(~)fl)NA).  Ils ont donc 

m~me intersection avec S-1A.  Notons la K. Alors L' est l'un des ideaux premiers 

minimaux contenant K| II n'y a qu'un nombre fini de tels ideaux, d'ailleurs tous 

conjugues de L par le groupe de Galois de/~ sur/~ (cf. [Dil] 3.4.2). L'hypoth~se de 

recurrence montre que, modulo conjugaison par Faction du groupe G(n), il n 'y a qu'un 

nombre fini de possibilites pour (P, ~/'). Compte tenu du lemme I. 16, il n 'y a qu'un 

nombre fini de possibilites (modulo l'action de G) pour (f, r/). C.Q.F.D. 

Application aux groupes de Lie reels 

16. Jusqu'~ la fin du chapitre, (G, F, G) est un groupe de classe CR. On suppose que le 

caract~re u de Res t  choisi comme au n ~ III.20. On note ~ l'alg~bre de Lie (reelle) de G, 

et l 'on note ~c le complexifie de ~. Si Test  une representation unitaire de G dans un 

espace de Hilbert 3{, U(gc) opere dans l'espace Yff des vecteurs differentiables. On 

note encore T cette representation de U(~c). 

Soit g une forme de type unipotent sur fi, et soit r E Y(g). On note ~ le noyau de ~" 

dans U(~(g)c). Il est clair que ig est une forme de type unipotent sur ~c, et que ~ est un 

element de Z(ig). 

THI~ORI~ME. Le noyau de Tg,~ dans U(~c) est l'id~al Nxeox(Iig,~). 

Pour demontrer le theor6me, nous avons besoin d'un lemme. Ce lemme est 

surement bien connu (cf. [Dil] 5.6.1), mais pour ~tre complet, j 'en ecrirai cependant la 

demonstration. 

LEMMME. Soient G u n  groupe de Lie, B un sous-groupe ferme, R u n e  reprOsenta- 

tion unitaire de B dans un espace de Hilbert ~(. On pos " T=Ind~(R) et on note J le 

noyau de R dans U(bc) et I le noyau de T dans U(~c). On pose I' =Ind~ c (J).Alors on a 

I=t'lx~x(I'). 

DOmonstration du lemme. Notons 9~l'espace de la representation T. C'est l'espace 

des fonctions mesurables a sur G ~ valeurs dans Y( verifiant les relations, 

a(xy) = IdetAd Yg/~i'/ZR(y)-~a(x) pour x E G ,  y E B ,  et ( I a ( x ) i 2 d x <  
JG/~ 



THt~ORIE DE MACKEY POUR LES GROUPES DE LIE ALGI~BRIQUES 209 

On sait que si a est un 616ment de Y{~, c 'es t  une fonction C = sur G, et que, identifiant 

fonctions et distributions grace h une mesure de Haar  invariante ~t gauche, on a 

T(u)=u~a pour  tout u E U(gc). On note Z l 'ensemble des u E U(gc) tels que (S-x-a)(1) 

soit 6gal ~ 0 pour  tout a ~ Y{~. C 'es t  un id6al ~t gauche de U(~c), et il est clair que l 'on  a 

i= n~Gx(Z). 
D6montrons la relation Z=U(~c)aq,~(J).  S o i t . u E U ( b c ) .  Si aEY{ ~, on a 

(u-x-a) (1)=R(a~, 0(u)) it(l), et donc (t~-x-c0 (I)=R(aq,  0(t~)) a(1). Soit donc u un 616ment 

de a.~,b(J). Alors t~ est un 616ment de a~10(J), et a q,~(t~) est un 616ment de J,  de sorte 

que l 'on a (/~-x-c0(1)=0. Donc Z contient U(.qc)a~,~(J). R6ciproquement,  soit u un 

616ment de U(~c) non contenu dans U(gc)aq,  0(J). On choisit un suppl6mentaire m de 

b dans g. o n  choisit une base vi de S(m), et on 6crit, gr~tce au th6or~me de Poincar6- 

Birkhoff-Witt,  u sous la forme E fl(o;) ui, of a t3 est la sym6trisation, et oil les ui sont des 

616ments bien d6termin6s de U(15c). I1 existe au moins un indice i0 tel que Uio ne soit pas 

dans a.q,~(J). Choisissons un vecteur  h E Y(~ tel que a~, 0(u~0)h soit non nul. Soit 2 une 

fonction C ~ ~t support  compact  sur rrt telle que (O~-x-2)(0) soit non nulle si et seulement 

si i=io. En r6duisant au besoin le support  de 2, on peut  supposer que l 'application 

(X,y)~--~exp(X)y est un diff6omorphisme de U• (ofa U est un voisinage du support  de 

2) sur un ouvert  de G, et l 'on d6finit une fonction a sur G, nulle en dehors de cet 

ouvert ,  et v6rifiant a (exp (X) y) = Idet (Ad Y~/~)I 1/22(X) R(y)-  ~h. Par un calcul analogue 

celui qui suit, on v6rifie que a appartient ~t Yg~. On a (t~-x-a)(1)= 

(6i-x-2) (0) R(a~, ~(ui) ) h = (Oio-~a) (0) R(a ~, ~(ui0)) h+0.  Donc,  u n 'appart ient  pas h Z. 

Consid6rons la repr6sentat ion contragr6diente R'  de R. Son noyau dans U(br est 

J. De m6me, le noyau de la repr6sentation contragr6diente T' de Tes t  [. D 'autre  part, il 

est bien connu que T' est 6gal ~ Ind~ (R'). 

Appliquant les r6sultats qui pr6c~dent h R '  et T', on obtient Ia relation, 

I =  13 U(gc)a~;b(J). 
x E G  

I1 est clair que l 'ensemble  Iqxec0 U(~q c) a~, ~(J) (o~ Go est la composante  neutre de G) est 

le plus grand id6al contenu dans U(gc)aq.~(J), c'est-~-dire I ' .  Le  lemme en r6- 

suite. C.Q.F.D.  

D~monstration du thkor~me. Soit b une sous-alg~bre de type unipotent relative- 

ment ~t g. D'apr~s les th6or~mes III. 16 et iV.8, et avec les notations de ces th6or~mes, 

Tg,~ est induite par  la repr6sentation R = f |  de B, et l~g,~ est induit par l'id6al 
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J=~olio de U(bc). Compte tenu du lemme ci-dessus, il nous suffit de d6montrer que J 

est le noyau de R dans U(bc). 

Nous noterons Y( l'espace de r, Y{ l'espace de To, et ~f le produit tensoriel 

hilbertien Yg| (c'est l'espace de R). Le noyau de To dans U(19c) est Iio (c'est un cas 

particulier du lemme ci-dessus, appliqu6 au mod61e de To et au mod61e de I;o associ6s 

une polarisation ~ en v, cf. n ~ II.3 et IV.3). Consid6rons le produit semi-direct 

G(g)D• V, et notons encore So To la repr6sentation de ce groupe dans Y{ donn6e par la 

formule (So To) (2, y)=So($) To(Y) (Yc E G(g) ~, y E V). I1 est d6montr6 dans [Dull, th. 6.1, 

que l'espace Y{~ des vecteurs C = de To est 6gal ~t l'espace des vecteurs C = de la 

repr6sentation So To, et que la repr6sentation correspondante du produit semi-direct 

g(g) x I~ est donn6e par les formules (S~ To) (X) = T~(X) si X E D, et (S~ To) (X) = To(O(X)) 
si XE ~(g). Ici, 0 est l 'homomorphisme de ~(g) dans U(Oc)/lio d6fini au n ~ 4. 

Consid6rons le produit tensoriel alg6brique ~g,o| I1 est form6 de vecteurs C ~ 

pour la repr6sentation f|  To du groupe G(g)D• V, et dense dans ~ .  Le noyau (dans 

U(fi(g)• l~c) ) de la repr6sentation f |  To dans &o~o est 6gal h celui de sa restriction 

~ |  Notons ~ le noyau de la repr6sentation f dans U(~(g)c). Compte tenu de 

[Dil] 10.1.8 (i), on voit que le noyau de R dans U(bc) est 6gal ~t ~Olio. Mais il r6sulte de 

la d6finition de f que ~ et ~ induisent la m~me repr6sentation de g(g), et donc que l'on a 

~5=~. C.Q.F.D. 

17. Notons Z(fic) le centre de U(gc), et Y(fic) la sous-alg~bre de S(fic) form6e 

des polyn6mes sur g* constants sur les orbites de la composante neutre Go de G. On 

note U(~c) c (resp. S(fic) G) l'ensemble des points fixes de G dans U(fic) (resp. 

S(gc)). On d6finit un isomorphisme a d'espaces vectoriels de U(gc) sur S(gc) par la 

formule a(u)=Dql(fl-l(u)), oh fl est la sym6trisation, q la s6rie formelle sur gc (conver- 

gente dans un voisinage de 0) q(X)=(det(sh i 1 i/2 (~ ad X)/~ ad X)) , e t  Dq l'op6rateur diff6- 

rentiel sur S(gc) qui lui correspond. On sait ([Du2]) que a induit un isomorphisme 

d'alg6bres de Z(fic) sur Y(fic)- Par restriction, il induit un isomorphisme d'alg6bres de 

U(gc) ~ sur S(gc) ~. 
Pour tout f E  ~ ,  on d6finit donc un caract6re ay de Z(fic) (et par restriction, de 

U(~c) a) en posant af(u)=a(u)(f). 
Nous aurons besoin du r6sultat suivant. Soit f u n  616ment de fi~ admettant une 

polarisation r6soluble, de sorte que l'id6al Jf de U(~c) est d6fini. Alors, pour tout 

u E Z(~c), on a u-af (u)E Jf. (Lorsque l e s t  r6gulier, cette assertion est d6montr6e dans 

[Du2]. Le cas g6n6ral s'en d6duit par continuit6 grace au lemme 4.7 de [Moe].) 
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18. Soit T une repr6sentat ion unitaire de G. On dit que T a un caract6re infinit6s- 

imal si, pour tout  u G U(Sc) ~, l 'op6rateur  T(u) est un scalaire. Dans ce cas, l 'applica- 

tion u~T(u)  d6finit un caract6re de U(Sc) c, qui est le caract~re infinit6simal de T. 

Soit g E S* une forme de t y p e  unipotent,  et soit r u n  616ment de Y(g) ayant  un 

caract~re infinit6simal. Nous  allons montrer  qu'il existe une forme lin6aire )t sur s(g)c, 

ayant  m6me restriction h Us(g) que g, et admettant  une polarisation r6soluble (dans 

s(g)c), telle que le caract6re infinit6simal de z- soit 6gal ~t ai2. S o i t f u n  616ment de Oe.z 
(n ~ 1.26). 

THI~ ORI~ME. La reprksentation Tg, ~ a un caract~re infinitOsimal. Celui-ci est ~gal 

d a~f. 

Dkmonstration. Soit R un facteur  r6ductif  de G(g), et soit r son alg~bre de Lie. On 

sait que S(rc) Ro est une alg~bre de polyn6mes,  et que tout caract~re de S(rc) R se 

prolonge en un caract~re de S(rc) R~ (car R/Ro est fini). Soit le noyau de r dans 

U(s(g)c),  et posons ~ '=  U(rc) N ~, et a =  U(rc) R N ~'. I1 existe donc un id6al maximal/3 

de Z(rc)  tel que l 'on  ait fin U(rc)R=a, et Z(rc)a=Nx~RX(fl). On sait qu'il existe un 

616ment/~ G r~, admettant  une polarisation r6soluble, tel que l 'on ait Ji,=U(rc)fl (cf. 

[Dil],  ch. 10), et l 'on  a NxeRX(Ji,)=UO:c)a, car U(~:c) est un module libre sur Z(rc) 

(cf. [Dil], ch. 8). On en d6duit que, notant 2 la forme lin6aire sur s(g) qui prolonge/~ et 

la restriction de g ~t Us(g), l 'id6al ~ contient  l'id6al I'lx~G~g)X(Ji~ ). 

Soit I le noyau de Tg,~ dans U(Sc). D'apr~s le th6or~me 16, il est 6gal ~t 

Nx~GX(Iig,~). D'apr~s la proposit ion 11, il contient l'id6al N~GX(Ji~). Si uE U(Sc) G, 

l'616ment u-air(u) appartient h Jif (comme il est rappel6 au n ~ 17), et donc aussi ~t x(Jif) 

pour  tout x E G. On a donc u-a~f(u) El. C.Q.F.D.  

19. S o i t f u n e  forme lin6aire sur g, admissible et bien polarisable, et soit oGX(,f) .  

Nous avons rappel6 au n ~ 111.20 la d6finition des repr6sentations Rf, o. 

TH~ORt~ME. La representation Ry, ~ admet un caractOre infinitOsimal. II est kgal 
gt a~y. 

Remarque. I1 est dans l 'esprit  de cet article de d6duire ce r6sultat du th6or6me 18, 

ce qui oblige ~t supposer  que G a une structure de groupe de classe CR. Avec un peu 

d 'effort ,  on peut  voir que les arguments employ6s dans la d6monstration du th6or~me 

18 permet tent  de d6montrer  le th6or~me 19 pour  un groupe de Lie quelconque.  

D~monstration. On emploie les notations g, v, 2, 0 du th6or6me 111.20. Compte 
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tenu du th6or~me 18 et du th6or~me 111.20, on voit  qu' i l  suffit de d6montrer  que la 

repr6sentat ion r admet  le caract~re infinit6simal a;z. Rappelons  que l 'on a r=R~, d avec  

OCX0,). Consid6rant  une composan te  r6ductive R de G(g), on voit qu 'on  est  ramen6 

d6montrer  le th6or~me dans le cas du groupe R ~. Changeant  les notat ions,  nous 

supposons  que g est  r6ductive.  Dans ce cas,  la construct ion de Rf, o est faite darts le ch. 

I I I  de [Du3]. 

I1 suffit de d6montrer  le th6or~me lorsque o est  factorieUe. En effet, en d6compo-  

sant cr en somme de repr6sentat ions factorielles,  on voit que Rf, o est somme de 

repr6sentat ions factorielles ayant  toutes le m~me caract~re infinit6simal a,y, ce qui 

entraine le m~me r6sultat pour  RU, o. Nous  supposons  donc que est  factorielle. 

Soit Go la composan te  neutre de G. II r6sulte de la formule (18) du ch. I I I  de [Du3] 
Go que la restr ict ion de Rf, o ~t Go est  somme  directe de repr6sentat ions de la forme x(R~Q), 

o0 x est dans G, et • d a n s X ~ ( f ) .  (L ' indice  ou l ' exposan t  Go indique l 'on  s ' occupe  des 

objels relatifs au groupe Go.) II suffit donc de d6montrer  le th6or6me lorsque G est 

r6ductif  et connexe ,  et o irr6ductible. Le  l emme 10 du ch. III .  de [Du3] identifie Rf, o ~t 

certaine repr6sentat ion unitaire irr6ductible de G construite par  Har ish-Chandra ,  et qui 

a ef fec t ivement  le caract~re infinit6simal indiqu6. C .Q,F .D.  
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