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I. Pr6sentation des r6sultats 

Pour 6tudier la r6partition, en moyenne,  dans les progressions arithm6tiques, de la 

suite de nombres r6els (Xn), on d6finit, pour a entier non nul, la somme S((xn), a, X, Q) 

par la formule : 

S((Xn) , a,  X, Q ) = Z 
q<-Q 

(q,a)=l 

E x. ---1 E x. I ~<x q0(q) ~<~x 
n~a[q] (n, q)= 1 

et on s'int6resse aux valeurs de 0, pour lesquelles on a : 

(*) V A >  0, Vr/> 0, on a S((xn),a,X, X~ a X (logX) -a. 

(On dira alors que 0 est un exposant de r6partition de (xn) relatif h a.) 

Lorsque (xn) est la fonction caract6ristique d 'une suite d'entiers,  la valeur de 0 est 

capitale dans les probl~mes de crible (condition R(u, a) de [11]), et toute am61ioration 

de la valeur de l 'exposant  de r6partition se r6percute imm6diatement sur les estima- 

tions obtenues. 

Le c61~bre th6or~me de Bombieri-Vinogradov ([1], [20]) entraine que (*) est vrai 

pour xn=A(n) et 0= 1/2 (majoration d'ailleurs uniforme en a). La  d6monstration de ce 

th6or~me a 6t6 simplifi6e ([10], [18], [19]) et 6tendue ~ d 'autres suites (xn) ([16], [21), 

tout en mettant en 6vidence l ' importance de l '6criture de (Xn) SOUS forme bilin6aire. La  

valeur critique 0=1/2, due essentiellement h l'in6galit6 de grand crible, n ' a  pas 6t6 

franchie pour xn=A(n), alors qu 'on suppose que 0= 1 est un exposant de r6partition 

([5]). 

(1) L a b o r a t o i r e  a s soc i6  au  C . N . R . S .  n ~ 226. 
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N6anmoins,  on a pu d6passer cette valeur critique dans certains cas particuliers : 

�9 Xn=fz(n) pour z<<.X 1/883 ([8]) (fz(n) d6signe la fonction caract6ristique de la 

suite des entiers n dont tous l e s  facteurs premiers sont >z). 

(xn) obtenue par convolution de deux suites de longueurs particuli~res ([6]). 

L 'objet  de ce travail est de d6crire une autre situation oh on franchit la valeur 

critique 1/2. Les r6sultats expos6s sont en fait des am61iorations de ceux du chapitre III 

de [7]. Les progr~s accomplis sont dus au remplacement,  dans la d6monstration, de la 

majoration classique de Weil des sommes de Kloosterman, par celle, en moyenne,  de 

telles sommes obtenue r6cemment par Deshouillers et Iwaniec ([4]). 

Le th6or~me 1 est h comparer au th6or~me 1 de [6] et 6tudie l 'exposant de 

r6partition de la convol6e de deux suites, dont l 'une est tr~s courte. Pour l '6nonc6 de ce 

th6or~me, nous aurons besoin des notations suivantes : 

(a,,,) et (fin) sont deux suites de nombres r6els, 

M e t  N deux nombres I> 2/3, a un entier non nul. 

On pose X=4MN,  v=logN/logX. 

La notation m u M  signifie : M<m<~2M et rt(n) est le nombre de repr6sentations de 

l 'entiet  n comme produit de I entiers. On pose r(n)=r2(n), habituelle fonction nombre 

de diviseurs. 

On montre le th6or~me suivant : 

THI~ORI~ME 1. Soient r ! et v0>0, ~' un entier >-1. On suppose les conditions 

suioantes rdalisdes : 

(i) Pour tousles entiers b, k et q tels que (b, q)---l, on a, pour tout B, et pour x>-2 

l'estimation : 

= 1 
2 ft. cp-(q) Z fl.+On(xr(k)(l~ 
n<~.x n<~x 

(n,k)=l,n~--b[q] (n, kq)=l 

(ii) lakl, I/ kl (logkr (k)) + 1 
( i i i ) .  v>~Vo. 

On a, alors, avec O=min(1/2+v/2, 5/8-3v/4) et 

Yt = 2 a m  ~n 
I=mn 

m~M,  n ~ N  
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l' estimation 

S((yt), a, X, S ~ <<y, ~, ~0.A X (IogX)-A 

valable pour tout A,  uniform~ment pour lal~<(logX) a. 

La condition (i) est satisfaite par toutes les suites classiques ~n = 1, 3(n), A(n), 

/~(n) .... quant ~t la condffion (ii) elle est purement technique. Par ce thEor~me, on voit 

que 0 est plus grand que 1/2 d~s que N vErifie X~~ w6)-v~ (dans [7], on obtenait 

l'inEgalitE plus forte X~~ ~l/lz)-v~ mais uniformEment pour 1 ~<lal~<X). 
Parmi le grand nombre d'applications du th6or~me 1, on n'a retenu que celles 

permettant de s'approcher du cas le plus intEressant : x~=A(n). Le thEor~me 2 apporte 

ainsi une tr~s nette amelioration au rEsultat de [8], d6j~t EvoquE : 

THt~ORI~ME 2. Soit Vo>0, il existe O=O(vo)> I/2, tel qu' on ait l 'estimation : 

S( ( fz(n)), a, X, X ~ <<v0.A X (logS) -a 

oalable pour tout A,  uniform~ment pour z~<X ~176 et la}~<(logX) A. 

La d6monstration qui en sera donn6e au paragraphe III, ne conduit qu'h la valeur 

0=min(442/883, 5/8-3Vo/4)-r/ (r/>0), valeur qui peut 6tre am61ior6e, au risque 

d'alourdir l'expos6. 

On passe maintenant au probl~me de l 'exposant de r6partition des fonctions rk. 

Les majorations de Weil, d6j~ cit6es, am~nent h 0=2/3 pour la fonction r2, et le grand 

crible ([15], [21]) h 0= 1/2 pour r3, r4 . . . . .  On pense aussi que les fonctions rk (k~>3) ont 

un exposant de r~partition > 1/2. Le th6or~me 3, cons6quence du th6or~me 1, dit que si 

cette conjecture est vraie--sous reserve d'une certaine uniformit6---pour rk (3~<k~<6) 

elle l 'est aussi pour rk (k>~7). 

Plus prEcisEment, notons ~(k) la conjecture, qui propose que non seulement la 

fonction rk(n) mais aussi sa convoMe avec toute suite tr~s courte (2m) aient un 

exposant de rEpartition > 1/2 : 

~(k) : I! existe des constantes Uk>0 et 0k>l/2, telles qu ' on ait, pour tout A et tout 

entier K ~  I, l 'estimation 

S((yt), a, X, X ~ <<k, A, r X (log X)-A (1.1) 

aoe c 
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Yt = X Am rk(n) I=mn 
rn~ k 

uniform~ment pour l~<lal~<(logXP et pour toute suite (Am) v~rifiant [L,,l~<rK(m). 

Remarquant que ~(0), ~(1) et ~(2) sont vrais, le th6or~me 3 s'6nonce ainsi : 

T H I ~ O R I ~ M E  3 .  On a l'~quivalence : 

~(k) vrai pour k = 3, 4, 5, 6 <:~ ~(k) vrai pour tout k. 

Les conjectures ~(k) ont aussi une cons6quence sur l'exposant de r6partition de la suite 

des nombres premiers : 

THt~ORI~ME 4. Si la conjecture ~(k) est vraie pour 3<~k<-6, il existe 0> 1/2 tel qu'on 

ait l'estimation 

(q,a~)=l : t (X;q ,a) -  ~ q )  <<a x (lOgX) -A 

q~<X 0 

valable pour tout A, uniform~ment pour lal~<(logXP. 

(Notons qu'on aurait sous les m6mes conditions, l'estimation 

q,~a)~ I~a[q]~(n) l<<AX(logS)-a') 
( , =1 nm 

q~<X 0 I n<'~X 

Cette am61ioration, quoique conditionnelle, du th6or6me de Bombieri-Vinogradov 

pr6sente ~t nos yeux, l'avantage d'ouvrir une voie d'attaque de cette question, dans la 

mesure oil les conjectures sur l'exposant de r6partition des fonctions rk se laissent 

facilement ramener ~ des majorations en moyenne, de sommes de Kloosterman multi- 

dimensionnelles. On peut, ~ ce sujet, noter que dans le cas de la fonction z'3, les 

majorations individuelles de sommes de Kloosterman dues ~ Deligne ([3], [17]) ne 

conduisent qu'~t la valeur 0= 1/2, si on les applique directement. 

Dans [9], H. Iwaniec et l 'auteur ont 6tudi6, au lieu de la somme 

E ]:t(X;q, a)-:r(X)@(q)], la somme E2(q)(:t(X;q, a)-:r(X)/9(q)) (oil 2(q) est ~ bien 

factorisable >>), pour tirer profit de la nature particuli~re des coefficients des termes 

d'erreur, dans les formules sur le crible lin6aire ([14]). Le th6or~me 1 fournit une 
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amelioration des constantes num~riques apparaissant dans [9]. En employant les 

d6finitions introduites dans cet article, on a : 

THEOR~ME 5. Pour  tout e>0, et pour  toute fonct ion  bien factorisable  ~, de niveau 

Q=X 07/32)-~ et d 'ordre fini,  on a l' est imation : 

valable pour  tout A ,  uni formdment  pour  la[~<(logX) A. 

Ce th6or~me conduit imm~diatement ~ une nouvelle majoration de ~2(X), cardinal 

des nombres premiers jumeaux ~<X. 

COROLLAIRE. Pour  tout e>0 et X>~Xo(e), on a la majoration 

~r2(X) ~< 2(~ +e)~>2 (1 (p_l-l~) X (logX)-Z. 

Sans aucun doute, le coefficient 64/17, pourrait 6tre diminu6 en utilisant la tech- 

nique de Chen ([2]). 

Ce travail est la suite du 3 e chapitre de la Th~se de Doctorat d'Etat de l'auteur, qui 

tient ~t remercier son directeur de recherche, le Professeur J.-M. Deshouillers et le 

Professeur H. Iwaniec, pour leurs conseils et leurs remarques. 

II. Lemmes 

Le lemme 1 sert h majorer la fonction caract6ristique I]M, 2M] de l'intervalle ]M, 2M] 

par une fonction ~o ,  dont la transform6e de Fourier tend donc tr~s vite vers z6ro 

l'infini. L'utilisation de cette fonction est un artifice technique, qui 6vite, par le biais de 

la formule sommatoire de Poisson, un d6veloppement en s6rie de Fourier. 

LEMME 1. Pour  tout M>>-I, il existe une fonct ion  r~eile a(x) de classe ~oo, telle 

qu 'on  ait : 

1]M, 2M](X) ~< a(X) ~ 1]M/2" 3M](X) 

et teUe que pour  tout entier l, on ait : 

0(x) <<t (]x[ M +  1)-tM. 

15-848289 Acta  Mathematica 152. Imprim6 le 29 mai 1984 
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En effet, on sait qu'il existe une fonction cr not6e a*, telle que 

ljl ,  21(x) ~< a*(x) <~ 1j~/2, 31(x). 

On pose alors a(x)=a*(x/M), on a donc, pour tout 1 

a( l ) (x )  < < l  M-t  

et aprSs ! int6grations par parties, on a, pour x~=0 et e(~)=e 2~'~ 

f[~ d(x) = (-2~/x) -t a(~ (Ix I M)-IM. 

Cette majoration, jointe h la majoration triviale l=O, ach6ve la d6monstration. 

Le lemme 2 rappelle les r6sultats classiques sur les fonctions rk ([15]) : 

LEMME 2. Soient k , l  et m trois entiers >~1;2, Y e t  III trois rdels tels que : 

( m , k ) = l ,  I<~Yg/1~ k <  ~ y~5, 2t>0" 

Sous ces conditions, il existe une constante C=C(2,/) telle qu'on ait l'estimation : 

E ~(n) << Yi k ' l  (log y)C+ 1. 
y -  Yl <n<~ Y 

n=--m[k] 

Le lemme 3 est l'identit6 d'Heath-Brown ([12]), qui exprime A(n) comme convolu- 

tion de suites dont certaines sont courtes et permet l'application du th6or~me 1. Cette 

616gante formule apparait comme beaucoup plus simple que celle obtenue par it6ration 

de l'identit6 de Vaughan ([18], [19]) comme cela a 6t6 fait dans [7]. Ce lemme se 

d6montre par la consid6ration de la s6rie de Dirichlet ( -~ ' / r162  J ofl 

F(s) = E.<z/x(n) n-S. 

On a une identit6 analogue pour p(n) en 6tudiant (1/r162 J. 

LEMME 3. Soient Z>~2 et J'un entier tel que 2ZJ>n. On ales  dgalit~s suivantes : 

A ( n ) = E  ( - I ) J  E p(m,).. .p(mj) E logn, 
j=l  J m I ..... mj<Z ml...minl...ny~n 

el 

/ ~ ( n ) = E  (--1)J-I J E I't(ml)'"la(mJ) E 1. 
j=l J m I ..... mj<Z tttl...mittl...ttj_l=tl 
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Du th6or~me 12 de [4], on d6duit le lemme 4, outil essentiel de la d6monstration du 

th6or/~me 1. 

I1 donne une majoration de sommes de sommes de Kloosterman-Ramanujan, et se 

montre plus efficace, dans certaines applications, que la classique majoration indivi- 

duelle de Weil ou m6me que l 'hypoth6se R* de Hooley sur les sommes de Kloosterman 

incompl~tes ([13]) (pour (a, b)= 1, on d6signe par d, dans d/b ou dans d[b] l'inverse de a 

modulo b). 

LEMME 4 ([4], 

nombres complexes, 

[C, 2C]x[D, 2D]• ~[3 telle que pour tout vi>-O (1~<i~<5) on air : 

th6or~me 12). Soient C,D,L,R,S>~I,  (bt . . . .  ) une suite de 

g(c, d, l, r, s) une fonction qg=, ~ support compact dans 

~V 1 +V2+V3+V4+V5 

I ~ g(c ,d , l , r , s  ) 
I OVtcOVZdOV3lOV4rOVSs 

<< c-Vt d-V21-V~r-V 4s -v5 

(la constante d~pendant au plus des vi). 

On note ~(C, D, L, R, S) la somme 

~ ~  Z ~ b,,r,s ~ g ( c , d , i , r , s ) e ( l ~ ) .  
I<~r<~R l<~l<~L c ,d  
1 <~s<~S (rd, sc )= 1 

(r,s)=l 

Pour tout e>O, on a la majoration 

~'(C, D, L, R, S ) <<~ (CDLRS)~K(C, D, L, R, S ) ~ ~t~L 

\ 1 <~r<~R, 1 ~ s ~ S  

K2(C, D, L, R, S ) = CS(RS+L) (C+DR)+D2LR+C2DS X~ (RS+L)R . 

otl 

2/2 

Le lemme 5 est l'habituel proc6d6 de sommation par parties, mais en plusieurs 

variables. 

LEMME 5. Soit f(x) une fonction de x=(xl . . . . .  xj), d~finie sur ]1/2, +o0[ s, telle que, 

pour e~ ... . .  ej valant 0 ou 1, la d~rio~e partielle 

fft+...+~j 
f (x )  existe et soit <<x~ ' '  ...xj -~J. 

O~x~ ... O~Jxj 
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Soit g(n) une fonct ion d~finie sur les entiers (n l ,  .... n j). On a, pour Nl  . . . . .  N j ~ I / 2  la 

majoration 

f (n)g(n)  <<sup ~ g(n) 
nj~Nj N) Nj<nj~N~ 

ogl le supremum est pris sur ies (N'I . . . . .  N'j) tels que N~<~2Nj. 

Le lemme 6 sera utilis6 au paragraphe VIII. En notant to(t) le hombre de facteurs 

premiers distincts de t, on a : 

LEMME 6. Pour to entier >11 et T~2, on note 

~E~(T) = {(t, t '); 1 ~<t, t ' ~  < T, (t, t') = 1, to(t) et to(t') ~.< to}. 

II existe une constante absolue Co, et une partition de ~ , ( T )  en au plus (Colog T) '~ 

sous ensembles ~ j (T)  ayant la propriOtO suivante : 

( t , t ' )  et ( t l , t~ )E~j (T)  ~ ( t , t ~ )= I .  

On commence par construire une partition de ~(T)={(p ,p ' ) ;p '<p<.T}  en sous 

ensembles ~.  tels que (p,p ')  et (pl,p~)E~.=~p4:p~ (la lettre p d6signe toujours un 

nombre premier). 

~p' 

T 

T T 
8 4 

~z 

0 3T T 5T 3T 7T T P 

8 2 8 4 8 
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On constate  que ~ 1 ,  ~/~2, ~ 3 , " : ,  d6finis sur le sch6ma, conviennent,  et que leur nombre 

est O(log T). A partir des ~.  on parvient ~ une partition de ~I(T) en, Ko~<C01og T, sous- 

ensembles Rj. 

Pour co quelconque,  on 6crit, d 'une fa~on unique, chaque 616ment (t, t') de ~o,(T) 

sous la forme 
t n (t, t ') = (nl ... n,o, n l . . .  no,) 

avec les conditions w(ni), w(n~)~<l et pour  i<j (ni, nj)=(n~, nj)= 1, ni<-nj et n~<~nj. 

A partir de cet te  d6composit ion,  on d6finit, pour toute suite double qk,/)=((J)) (oil 

k, l~<co etjk, t~<Ko) les sous-ensembles  R((j))  de ~o,(T) par la condition 

( t , t ' ) E R ( ( j ) )  r (nk, n~)ER&, ( l < . k , l < . w ) .  

En supprimant les 6ventuels R((j))  vides, on a obtenu la partition de ~o,(T) recherch6e, 

en sous ensembles  ~j(T) dont le nombre n 'exc6de pas K~ '~. Le  lemme 6 est ainsi 

d6montr6. 

Darts toute la suite e d6signera un nombre > 0  arbitraire, on notera aussi ~,~, ~'2 . . . .  

des fonctions du seul entier ~ de la condition (ii), fonctions qu'il est inutile de pr6ciser. 

HI. D6monstration du th6or~me 2 

On d6duit d 'abord  du th6or6me 1, une forme 6quivalente, plus agr6able pour  les 

applications 

THI~.ORI~ME 1'. Soient ~/>0, v"~>v'>0 et y un entier 

conditions (i), (ii) sont  v~rifi~es, et qu' on a l'in~galit~ : 

X ~ ' < N ,  <N, ,<~X e'. 

>-1. On suppose que les 

On a alors, avec O=min(1/2+v' /2,  5/8-31,"/4) et 

Yl = E am fin 
l = m n  

N '  <n<~N ', 

l' estimation : 

S((yt), a, X,  X ~ <<y,~,v',e'.A X (logX) -A 

valable pour  tout A,  uni form~ment pour  lal~<(logX) A. 
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D~monstration. Posons ~ = l o g X  et A = I + ~  -B ofJ B sera fix6 plus tard. Soit k le 

plus petit entier tel que N"<.N'A k, on pose alors 

et 

No=N', N j = N ' A  . . . . .  Nk_I=N'A k-I, Nk=N",  

Mr= A 1-1 (0~1 <~ l+~/ logA).  

Le nombre de couples (N~, Mj) est ainsi <<.o~ 2B+2. Avec ces notations on a l'in6galit6 

S((Yl),a,X, X~ E Si, j (3.1) 
i,j 

o~ 

I ' J Si,j ~" E E OLm~n ~?q)(mn~q)=| O~m~n 
q<~XO-q mn~a[q] 
(q,a)=l 

(3.2) 

les variables m e t  n v6rifiant en outre Mi<m<~Mi+l, Nj<n<~Nj+I et mn<~X. L'in6ga- 

lit6 (3.1) s'6crit 

S <~S~+$2+$3 

of J, pour B' constante fix6e ult6rieurement, on d~signe par 

Sl la contribution des Sid tels que Mi+l Nj+I<<-X,~ -n' 
$2 celle des Si, j tels que MiNj<<.X<Mi+j Nj+l 

$3 celle des Si, j tels que X~-B'<Mi+I Nj+I<.~X. 

D'apr~s la condition (ii) et le lemme 2, on a 

( l ~' / s,, E E Z 3,,(0 
q<.~XO-q ~lma(modq) '~ (/,q)=l ] 
(q,a)=l \ I<.~X,s ~ I<~-~-B' / 

<<~-n'+~, =x~_A pour B' = A +  Yl. 

Pour $2, on a de m~me 

q<.~XO-~ lEa[q] I 
(q, a)= I \XA-2<I<-~X X A-2</~" 

< < X ~  -B+~2 =X.L# -a avec B = A+ ~2. 
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L o r s q u e  Si, j contribue h $3, on peut, dans (3.2), supprimer la condition mn<-~-X, les 

variables sont ind6pendantes, et on applique le th6or~me 1; on a donc:  

d'oO 

Si,j << x ~ - A - 2 B - 2  

$3 << X s  e-a 

et le th6or~me 1' est d6montr6. 

On passe maintenant ~t la d6monstration du th6or6me 2. 

z<~zo=X 1/883 ([8]). On traite le cas oil 

ZO ~ Z  ~ X (l/6)-vo 

I1 est 6vident pour 

De l'6galit6 entre s6ries de Dirichlet 

Zfz (n)n-~ = l--I (1-p-S)-' = (Zfzo(n)n-~) I-'[ (1-p-~) 
p>Z Zo<P<<-Z 

on d6duit pour 

la relation 

n ~< X et J = (log z)/(log Zo) < 883/6 

J 

fz(n) =fz0(n)+Z ( -  lyf~/)(n) 
j=l 

oil 

fO)(n)= s fzo(nl(pl .. .P j)) 
pl ...pjJ~ 

Zo<pl <... <pi<~z 

= 1  Z fzo(n/(P,"'PJ))+O(fzo (n)(l-lz2(n))) jv "p~ ...,j[n 
Zo<Pi<~z 

=~.w (Z ~z~,zl-x-fz o) (n)+ O(fzo(n) (1 -/t2(n))) (3.3) 

o0 g~,z] est la j~me puissance de convolution de la fonction caract~ristique des nombres 

premiers de ]z0, z]. 

On applique le th6or~me 1' avec N'  =z0, N"=z, v '= 1/883, 1/'= 1/6-v 0, fl,=Z~zo,zj(n) 
et am=(Z~l)-~fzo)(m). Quant au terme d'erreur de (3.3), sa contribution a 
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S(fz(n), a, X, X ~ est O(XI+~ZoI)=O(x~-A), ce qui ach~ve la d6monstrat ion du th6or- 

~me 2. 

IV. D6monstration du th6or~me 3 

Ce th6or~me se d6montre  par r6currence,  on se contentera,  pour  simplifier, de prouver  

l ' implication 

~(/) vrai pour  3 ~< ! ~< 6 =~ ~(7) vrai. 

Il existe donc des constantes ut et 0~ (0~<l~6) telles que 

u~> 0 et 0 t>-~. 

On montre  que ~(7) est vrai avec, par  exemple 

u7 =~inf(u0 . . . . .  u6,]) 

et 

- (00 t 0 7 - ~ + ~ m f  ... - u7 . 

Notons Y=X "7 et Z =X ~/7 et prenons la puissance 7 e de convolution de l'~galit6 : 

llz,+~[ = l[i,+~[--ltl,r]--llr, Z I. 

Apr~s convolution par  2 de support  c [ l ,  Y], telle que IXml~<rh-(m), on obtient pour  

k<~X, l '6criture de (~,-X-r7) (k) comme somme de O(1) termes de la forme 

(/~ -'X" r i "X- l~ l  ~ y] -)(" l~y(?z] i -J))  (k )  

oh 0~<i~<6, O~<j~<7, i+j<~7. 
Pour  i+j<~6, on applique le th6or~me I' avec 

N ' = Y ,  N " = Z  

a m = (,~ ")(" r i ")(- l~J,'r] * l~r(6z{ -J~) (m) 

et 

fin = l l r ,  Z ' l ( n ) .  
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Pour i+ j=7 ,  on utilise l 'hypoth~se ~(O, puisque (2-x-1~,7~ -~ a son support c [ 1 , X  ~'] et 

v6rifie 

1(2 *1~,7~ ~ (m) I ~< TK_i+7(m), 

ce qui termine la d6monstration du th60r~me 3. 

V. D6monstration du th6or~me 4 

Sous les hypotheses du th6or~me 4, on sait, d'apr~s le th6or~me 3, que ~(7) est vrai 

aussi. On montre le th6or~me 4, avec, par exemple 

0 = ~+�89 . . . . .  07 , � 89  

oh v=(1/7) inf(ul . . . .  ,1/7, 1/4). 

On applique le lemme 3 avec J=7 ,  Z = X  I/v. On voit que A(n) (n~<X) s 'exprime 

comme somme d e  O(1) termes de la forme : 

(~l[l,zt)*J*log-~rj_O(n) (1 ~<j<~7). 

De 1' 6galit6 ~'(s) ~J71 (s) =j-  i ( ~J(s))', on d6duit la relation 

(5.1) 

log * r i_ 1 = J -  J log- rj. 

Par une int6gration par parties, on voit que (1.1) est v6rifi6e en remplagant rk(n) par 

(log n) rk(n). 

On 6crit alors, avec Y=X ~ 

ltt,z [ : 1Ii ' rq+llr, z[ 

pour transformer (5. I) en somme de termes de la forme 

(~ l t l  ' rl )~/-~ (~l]r,z[)~i-x- (log- rj)) (n), 0 ~< i ~<j. 

Pour i:~0, on applique le th6or6me 1', puisque la fonction de M6bius satisfait la 

condition (i). 

Pour i=0, on fait appel h ~(j) (l~<j~<7), puisque ~ l t l  ' n)*Jest de support c[1,X~J]. 
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VL D6monstration du th6or~me 5 

Soient Q et R~>2, aq et fl" des nombres v6rifiant la condition (ii). Le th6or~me 1 et 

l'inCgalit6 de Cauchy-Schwarz, entrainent qu'on a aussi l'estimation : 

E a'q fl; am fin cp(qr) m-M, n-N 
q~ Q, r <-~.R 
(qr, a )=l (mn, qr)=l 

pour 

QR <~ X -~ min (XV2N !/2, XS/8N- 3/4). 

Or la proposition 1 de [9], dit que (6.1) est vraie pour 

QR <~ X -'1 min (XI/2NI/4, XS/8N-3/8), Q = X-~/2N. 

On a donc am~lior6 le r6sultat de cette proposition lorsque N<<.X ~/8. I1 suffit alors de 

reprendre la d6monstration de [91 en rempta~ant au paragraphe 5, la valeur du para- 

m~tre 0=5/17 par 0=5/16. 

Vll. Calcul de dispersion 

Le but des paragraphes suivants est de prouver le th6or~me 1. En d6coupant l'inter- 

valle de variation de la variable q, on voit que, d6montrer le th6or~me, revient 

montrer que la quantit6 E(Q) d6finie par 

v6rifie 

E(Q) = _ a., fl~ qg-(q) - a m  fin 

(q,a)=! 

1 (mn, q )~!  

(7.1) 

E(Q) << X&e -A- 1. (7.2) 

Mais en utilisant [16], on peut supposer que Q v&ifie 

X I/2-~ < a <~ �89 ~ (7.3) 

La relation : to(n)~>~gv3=~ entraine r(n)~>2 r Ainsi ~---{ninoN, to(n)~>~) v6rifie 

I~1 << 2 -r (7.4) 
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On voit que la contribution h E(Q) des n E M est 

<< Z Z hB"]Mq-l*"~/' 
q~Q nEsd 

<< MNI/2I,~I i/z~', << X&O-a-~ (7.5) 

par l'in6galit6 de Cauchy-Schwarz. 

Grace h (7.4) et (7.5), on peut supposer que 

w(n) ~> ~ =~ fl,, = 0 (7.6) 

et pour all6ger les notations que 

n<~N o u n > 2 N  ~ fl, ,=0. 

La nouvelle suite ft, ainsi construite v6rifie toujours la condition (i). On d6finit la suite 

Cq par les formules : 

%= sgn{  Z a,,,fl, V, Z amen si q--Q et ( q , a ) =  1 
~ m~M, n~N q)l'q) m~M, n~N 
\ mnma[q] (mn, q)=l 

Cq = 0 dans le cas contraire. 

(On pose sgn (0)= 1.) 

Avec ces conventions la formule (7.1) se transforme, par une interversion de 

sommations, en 

m~M (q 1 n [ql qg(q) t,,q)=l 

On majore E(Q) en appliquant l'in6galit6 de Cauchy-Schwarz ~ la somme en m. Par 

utilisation de la condition (ii), de la fonction a(m) d6finie au lemme 1, et de la 

majoration du lemme 2, on 6crit l'in6galit~ 

o~ 

E2(Q) << M&:"{ W(Q)-2V(Q)+ U(Q)} 

U(Q)=~_~ a(m) (cq@(q)) Z ~n 
m (q ! (n,q)=l 

(7.7) 

(7.8) 

cql 'Cq2'  q2" ,7 , ,  
nl-~a~[ql] (q =I (n2,q2)= I 
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et 

Tout comme dans [6], on exprime chacun des termes de la dispersion en somme d'un 

terme principal et d'un terme d'erreur. Les termes U(Q) et V(Q) ne pr6sentent pas de 

difficult6 majeure. 

(a) Etude de U(Q). La formule (7.8) amine 

ql,q2 (nl,ql)= 1 (n2,q2)= 1 (m, qlq2)= 1 

D'apr~s la formule sommatoire de Poisson, on a 

(m, qlq2)= 1 a~qlq 2 m------0[d] a~qlq 2 h 

q l  q2 O<Ih[<~Q2M -1 4qlq2 a~qlq2 Ihl >~dM-I 
d>lhIg 

---- a ( 0 )  (q~(ql  q2)/ql  q2)  + O ( X e )  

par Ie lemme I. Reportant cette 6galit6 dans (7.1 l) et en sommant sur 6=(ql, q2), on  a 

F] \ klk2 / t3,, 
6 i,k2)=1 (n I =1 \(n2,6k2)=l / 

(7.12) 

(b) Etude de V(Q). La d6finition (7.9) de V(Q) s'6crit aussi 

(Cq'Cq2"~( ) l  ~ fl", ~ a(m)). (7.13) 
V(Q) = ~ \ ~-~-2) ,] ~ ~ n  2 ~(n l ,q l )= l  ql, q2 (n 2, q2 )= 1 m=--ati~[qt] 

(m, q2) = 1 

Pour (d, ql)= 1, appelons g un entier ten que 

g=--ahl[ql] et g=-O[dl. 
Par la formule sommatoire de Poisson, on a : 
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Z a(m)= Z /z(d) Z a(m) 
m==-afll[ql] a~q 2 mmg[dql] 
(m, q2)=l (d, ql)=l 

= Z la(d) hg 
al qx "~q l ~ q  l ~ q  l 

(d, ql) = 1 

_ a(o)~ ~ -~-+o(x') 
dlq2 

(d, ql)=l 

par le lemme 1. Il suffit de reporter cette 6galit6 dans (7.13), puis de comparer avec 

(7.12) pour avoir finalement 

V(Q) = U(Q)+O(N2QX2t). (7.14) 

VlIl .  Etude de W(Q) 

(a) Pr6paration des variables. D'apr6s la formule (7.10), on a 

W(Q) = ~ CqlCq: ' ~ flnlfln2 Z a(m). 
ql,q2 (nl,ql)=(n2,q2) = 1 m=-a~l[ql ] 

m=--ah2[q2] 

(8.1) 

On factorise d'abord chacune des variables ql, q2, nl et n2, pour contr61er l'ordre de 

grandeur de certains p.g.c.d. 

Ainsi la contribution des nl et n2 tels que d=(n~, nE)>~X ~est, (en posant nl=dVl, 
n2=dv2 et en utilisant (ii)) 

~ ~LS,,~,II~t ~ r(v, dm-a)r(v2dm-a) 
d>~X * vpv z M/2<m<~3M 

<< MX~/2 Z NZd-2 << MN2X-t/2" (8.2) 
d~,V 

On d6compose vl en Vl=Vidl o~1 (v l ,d)=l  et ddd | (cette notation signifie que 

p]dl =~p]d). De mSme la contribution des dl (dl>>-XO est 
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d < . V  dild ~ v~,v2 

d~>~X e 

Z Z 
d < X  ~ dl ld | 

dl>~l: 

Z r(vldm-a)r(v2dm-a) 
MI2<m<~3M 

N2d-2d-(I <<MN2X -~/2. 

On factorise maintenant ql et q2 en 

ql = 6kl, q2 = 6k2 

(8.3) 

avec 6 = (ql, q2). 

N6cessairement,  on a nigh2[6 ] et la contribution des 6 (6~>X ~) est 

<< X~/3 Z Z Z Z r(mn,-a) 
6>~X e k2 <~2Q6 -I  nl,n2 <~2N M/2<m<~3M 

nl_--n2[di] m=-aR2[t~k2] 

(n2, 6k2)= 1 

<<MXa2 Z N26-2 <<MN2X-'r2" (8.4) 
6 ~ X  �9 

On factorise alors kl et k2 en : 

kl=k~61, k2=k~62 avec 616216 ~ et (k~k~,6)=l. 

De m~me que pr6c6demment,  on montre que la contribution des 61 et 62 tels que 61 ou 

62~X ~ est 

<< MN2X -az. (8.5) 

Regroupant les relations (8.2) . . . . .  (8.5), l'6galit6 (8.1) devient, apr~s un change- 

ment de notations : 

W(Q) = Z wl( Q, d, dl,6, 61,62)+O(MN2X -~/2) (8.6) 
d, dp6 ,  61,6 z 

o6 la somme est faite sur les entiers tels que 

d, dl,6,61,62<X e, (6, ad)=(6662)=l, dlld | et 616216 ~176 

et o6 on a pos6 
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WI= X C~,~lktC,~,~2k2 X flad,",fld"2 X a(m). 
(kl, k2)= ! d I nl=--n2[6] m=-addl h11661 kl] 

(k I k 2 ,6d)= 1 (n l, dkl)=(n 2, k2)= I m=-adf12[b62k2] 
(d I nl, n2)=(nl n2, 6)= 1 

(b) Expression de Y. a(m). Dans (8.7), les conditions de sommation 

m -  addlfh[661k1] et 

sont 6quivalentes aux quatre conditions 

m =-- add1 h11661], 

m ---- add1 ril[kl], 

m - -  a d t i 2 1 6 6 2  k2] 

m - ad~21662] 

m - adfl2[k2]. 
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(8.7) 

(8.8) 

avec 

et 

ml -- u/~l/c2[D] 

m2 =- adFz2 /el /)[ k2] 

m3 =- add1 fh /~2 /)[ kl]. 

On applique alors la formule de Poisson et le lemme 1 (avec ! suffisamment grand); 

apr6s avoir pos6 H = M - 1 Q 2 X  ~, on a : 

a(m)= 
m~u'[kl k2D ] kl k2 D \ kl kzD ] a 

a(O) ~. 1 X e a +O(M-'~ (8.9) 
k I k2D k I k2D O<lhl-<H 

Le premier terme de cette expression fournit le terme principal de l'6valuation de 

W(Q). On reporte donc (8.9) dans (8.6) et (8.7). Pour le terme principal, on supprime les 

diff6rentes conditions sur d, d~,6, 61 et 62, au prix d'une erreur <<MNZX -~/2. On 

parvient ainsi 

u' = ml kj k2+m2 Dkl+m3Dk2 

La relation dl nl--n2[6] entraine la compatibilit~ des deux premi6res et leur 6quiva- 

lence h une seule congruence modulo D=6616z : m-u[D]  ofJ u ne d6pend que de la 

classe de dl nil661] et de n 2 1 6 6 2 ] .  

Ainsi m v6rifie l'unique congruence : m--u'[ki kED] oh 
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W(Q) = W2(Q)+ E i~2( Q, d, d,,6, 6,,62)+O(MN2X -`/z) 
d, dl,6 , 61,62 

(8.10) 

oil le terme principal W2(Q) vaut 

(c~klC6k~ 

6 (k I , k 2) = I 
\ (n l ,k l )= l  \ (n2,k2)=l 

(8.11) 

et of 1 I~2 est d6fini par 

f_~o e (h(u'-x).~dx c(k"k2) E fl(nl'n2 ) E \ klk2 D ] I~'2 = 0  -1 a(x)~ k,k~ o<i~l-~" 
kl ,k  2 nl,n 2 

(8.12) 

avec c(k~,k2)=cc~ikl C~2k2, fl(nl, n2)=flddjnlfldnz, et avec les m6mes conditions de somma- 

tion pour kl, k2, nl et n 2 que dans (8.7). 

(c) Transformation de if'2. D'apr6s la d6finition de u' donn6e en (8.8) on a : 

hum' _ hu ---~- * an k2 
k 1 k 2 D k 1 

(mod 1). (8.13) 

En utilisant la relation 

1 _ r t - s  ( m o d l )  
r s  s r 

valable pour (r, s)= 1, on a 

(mod 1) 
kl ddlnlklk2D ddlnlk2D 

1 ddlt~l D /11 kl/~2 
- ( m o d  1) 

ddlnlklkED nlk 2 ddiD 
(8.14) 

car (nl k2, ddlD)= 1. On a aussi, en posant D'=ddl D : 

d/~2 ]~ l / )  d d l  ]~l/~ / ) ' /~2 ]~l 

k2 nlk 2 =(dlnl-n2) nlk2 (rood 1). (8.15) 

On impose maintenant les conditions de congruences peu contraignantes : 

h---A[D'], kl - Dl[D'], k2 =- D2[D'], 

avec (Dl D2 AI, D')  = ( A 2 ,  (~) = 1 

n t - -  AI[D'], n2--= A21662] 

et A I=Az[6] .  
(8.16) 
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On regroupe les relations (8.12), (8.13), (8.14) et (8.15), et on d6coupe l'intervalle ]0, HI 

pour obtenir la majoration 

I~'2<<D-IM~ sup Z IW31 (8.17) 
M/2<x<~3M ̂  A A r~ n 
0< H" <~H/2 ~ ~l' ~2 ~l ~2 

avec 

c ( k  1 , kz) 
W3 = 2-, kl'k2 klk2 "1,.2 Z fl(n"n2)h-n'Z J(')e(') (8.18) 

o0 les variables kx, k2, nj,  n2 v6rifient les conditions de sommation de (8.7) et ainsi que 

h, les conditions de congruence (8.16). On a aussi pos6 

e(')=e(ah(dl nl-n2)~lk2 ]~1 \ 

et 

-hx ah 
J ( ' ) = e ( k ~ 2 D ) e ( n l k - ~ 2 D ,  ) " 

(d) Intggration par parties. La fonction j( . ) ,  fonction des cinq variables 

h, k~, k2, nl et n2, v6rifie, en raison de l'ordre de grandeur des coefficients a, x, D et 

D',  les conditions du lemme 5, ~ un facteur X t~176 pr~s. On a donc : 

W 3 <<X l~176 sup I 1~'3[ (8.19) 
K1,K2,NI,N2,H I 

oil 1~'3 est d6fini par la formule (8.18), ~t la diff6rence pr6s qu'on a supprim6 le facteur 

j ( . )  mais qu'on a ajout6 les contraintes suivantes : 

k l < ~ K 1 ,  k 2 < ~ K 2 ,  n l < ~ N 1 ,  n 2 < ~ N 2  e t  h<~H1. 

Avec la fonction a* du lemme 1, on d6finit les fonctions gi(x) par les formules 

gi(x)=a*(66ix/Q) (i= 1 ou 2). Ces deux fonctions ~t support c[Q/266i, 3Q/66i], v6rifient 

g~~ u 

On utilise le lemme 6 et la condition (7.6) pour voir qu'on peut d6composer ~g(2N) en 

moins de O(&'~e)=o(x ~) sous ensembles ~ ' .  Finalement on a l'in6galit6 : 

16-848289 Acta Mathematica 152. Imprim~ le 29 mai 1984 
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ff 's<<X4~Q-2Z Z g,(kl)g2(k2) Z ' fl(n,,n2'h)e(') (8.20) 
~ '  (kl,k2)= l nl,n2,h 

(k 2, D ' )=  1 (n I, kl) =(ha, kz) = 1 

off fl(nl,n2, h) est un coefficient v6rifiant les propri6t6s fl(nl,n2, h)=O(X~), 
fl(nl, n2, h)=0 lorsque l 'une au moins des conditions suivantes n'est pas r6alis6e 

nl~N/ddl, n2-N/d, 0<lh[~<H 

(dlnl,n2)E~', (dlnl,n2)=l, ( n t , D ' ) = l .  

(e) Application du lemme 4. On applique l'in6galit6 de Cauchy-Schwarz h (8.20), 

o n  a 

Z 
kl ,k  2 

nl,n2,h 1/2 Z <'Q Z fl(nl,n2,h)fl(n'l,nE,h') Z gl(kl)g2(k2)e(") (8.21) 
h, nl,n 2 (kl ,k2)=l  
h', n~,n~ (kl,nln~)=l 

(k2,n2n~D')=l 

off, puisque (dl nl, n2) et (dt n~, n~) appartiennent fi ~ ' ,  on a 

e(. .) =e (!/)'ti2ti2/r avec l=ah(dlnl-n2) n'lnE--ah'(dln'l--n2) nln2" (8.22) 
nl n'l k2 ,] 

Le membre de droite de (8.21) s'6crit aussi 

Q[~o+~l 1/2 (8.23) 

oh ~o et ~ sont les contributions des t e rmes /=0  et l=l=0. 

On a facilement 

@o << HN 2 Q2XL (8.24) 

Pour 6tudier ~,  on remarque d'abord que 

o < Ill <~ L = 8HN3,~ A 

et que 5~ s'6crit aussi 

~ =  
r~R,s~S I<~[ll<~L 

( r , s ) = l  

Z Z b',s Z g,(k,)g2(k2)e [l rl(l'~" 
" k,,k, \ sk2/ 

(rk I, sk2)= I 

Oi) R=D'NZd -2, S=N2d -2 d52 et off 
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bt.r. , = E fl(n,,n2,h)fl(n',,n'2,h') 

la somme 6tant faite sur les (nl, n], n2, n~, h, h') tels que r=D'n2n~, s=nl n] et v6rifiant 

(8.22). 

Pour appliquer le lemme 4, il reste donc ~ calculer 

= Xlbt .... I 2. 

(f) Application du lemme 4. La  somme ~ satisfait l'in6galit6 

~ << X2~l{(n, h); (h-h1)n~ n~(dl nl-n2) = (h'-h~)nl nz(dl ni-ng}l.  

I1 faut donc 6valuer le nombre de solutions d 'une 6quation diophantienne. Pour h=hl, 

on a, d'apr6s (d in '  n ' x -  h' l, 2j-1 l'6galit6 =h i  donc O(H2N 4) solutions. 

Pour h#hl,n'l et n~ fix6s, on voit que nln21(h-hOn'ln~ et que h ' - h i  est d6ter- 

min6 par les six autres valeurs, ce qui donne O(H3N2X ~) solutions. 

On a finalement : 
< <  n 2N4X 4e" 

Cette majoration report6e dans la majoration du lemme 4 conduit ~ l'in6galit6 

~2 < <  { QN2(N 4 + H N  3) (Q + QN 2) + Q2HN5 + Q3N2 ~/ (134 + HN 3 ) N 2 } H2N4XSO* 

soit encore, en utilisant la relation H=Q2M-tXC>~N I-* 

~2 < <  { HN7 Q2 + HI/2Ng/2Q3} H2N4X70t <<M-5/2NI7/XQ8xIOO,. 

On rassemble les relations (8.19), (8.20), (8.21), (8.23) et (8.24) pour 6crire 

W 3 << Q(M- I/2N + M-5/SN 17/8) X20O~ 

avec (8.17) et (8.10), on a pour W(Q), la formule 

W(Q) = W2(Q) + O( M N2 X -~c2 + ( MV2 N Q + M3/S NI 7/8 ~ ) S 300~) 

soit encore 

W(Q) = W2(Q) + O(MN2X -~/2) (8.25) 

par l'in6galit6 (7.3), en prenant e suffisamment petit par rapport ~t ~/. 

(g) Remarque. Le lemme 4, d6pend des valeurs propres exceptionnelles du Lapla- 

cien pour les groupes de Hecke Fo(rS). Si la conjecture de Selberg est vraie, c'est-h-dire 
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si toutes les valeurs propres sont sup6rieures h 1/4, on peut, dans ce lemme oublier le 

facteur C2DS X~ (RS+L)R . Sous cette hypoth6se, on obtiendrait le th6or~me 1 avec 

O=min(1/2+v/2,3/4-3v/2), valeur meilleure, mais qui ne d6passe 1/2 que pour 

0 < v <  1/6. 

IX. Le terme principal 

On regroupe les formules (7.12), (7.14) et (8.25) pour 6crire 

W(Q)-  2 V(Q)+ U(Q) = Wa(Q)- U(Q) + O(MN2X-~/2). 

Le terme principal est d 'apr~s (8.11) 

1 

(k  I , k 2) = 1 

(9.1) 

Dans cette expression, on voit que 

(6',6)=1 \ (nl,kl)= 1 \ (n2,k2)= l 

Pour majorer { }, on utilise soit la condition (i), soit des estimations triviales. Ainsi, 

d'apr~s (i) et (iii), on a, pour 6<N u2 et pour tout B 

{ ) << dr(kl) r(k2) N 2 (log N) -n  << 6r(kO r(k2) N 2 ~  -B 

mais on a aussi, ~t cause de (ii), la relation 

{ } < < N 2 6 - 1 ~  ~e6. 

Pour Nu2<~6<N, on a facilement 

{ } <<6(6-1NI+(e/3)+qg(6)-INI+(e/3)) 2 <<N2+e6 -1 

enfin, lorsque 6 ~ N ,  il y a au plus N classes 6' (rood6) telles fl6,4:0, on a donc 

/ Atl+(U3)\ 2 

t) 
(9.2) 
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Soit B '  un nombre  qui sera fix6 ult6rieurement.  EB utilisant chacune des quatre  

est imations pr6c6dentes ,  on a, d 'apr~s  (9.2) : 

T(Q)<<M ( ~ NZ~-a+r'+ ~ N2b-2~ '+  ~ N2+2et~-2+ ~ NI+2e~ -2 )  
\~<~B" ~.~B' <r NI/2<~<~N N<t~<~2Q 

donc 

T(Q) << MN2 &~'-n+eT + MN2 ~ '-8'. 

On revient ~ l ' express ion  (7.7) pour  consta ter  que l 'on  a 

M~;/ST(Q) << M2 N2 ~ - 2A- 2 

pour  B'=2A + 2 +y5+ys et B=2A +B+ 2 +ys+y7. 

L a  relation (9.1) et la majora t ion pr6c6dente indiquent donc que (7.2) est  d6- 

montr6,  ce qui ach~ve la preuve du th6or~me 1. 
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