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1. Introduction. Notations et conventions 

Soit  G un  g roupe  de Lie  u n i m o d u l a i r e  de type  I, r son dua l  un i ta i re ,  qui  est ,  dans  ce 

cas ,  mun i  d ' u n e  s t ruc ture  bor61ienne s tandard .  O n  salt,  depuis  G o d e m e n t  (cf. [God],  

1-858285 Acta Mathematica 154. Imprim~ le 27 Fevrier 1985 
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[Dix 1]), qu'il existe sur G une mesure/~, appel6e mesure de Plancherel de G, qui est 

compl6tement d6termin6e une fois fix6e la mesure de Haar dg sur G, telle qu'on ait : 

Vq~E C~(G), q0(e) = f 
Donner la formule de Plancherel pour un groupe ou une famille de groupes consiste ~t 

d6crire explicitement la mesure/~. 

Mais pour ce faire, il faudrait au moins a priori, avoir d6crit explicitement (~. Le 

cas semi-simple montre qu'un tel objectif est, encore aujourd'hui, loin d'6tre atteint. 

Mais en ce qui concerne la formule de Plancherel, il n'est pas en fait n6cessaire d'avoir 

d6crit tout (~; il suffit d'avoir obtenu un ensemble de compl6mentaire n6gligeable dans 

(~ pour la mesure/~. 

En pratique, les choses se passent de la mani6re suivante : on construit un 

ensemble bor61ien analytique X, une injection bor61ienne a de X dans (~, et une mesure 

v sur X telle qu'on ait la formule : 

Vcp E C~(G), qo(e).= f tr [o(x) (q0)] dr(x). 
Jx 

Un argument d'unicit6 (cf. proposition 17) montre qu'/i un exemple/~-n6gligeable pr6s, 

l'image de v par cr est/~. 

La question de la formule de Plancherel 6tant compl6tement r6gl6e depuis les 

fameux travaux d'Harish Chandra pour les groupes de Lie semi-simples connexes et de 

centre fini (of. [H-C 1,2, 3]), ainsi que par Charbonnel (cf. [Char 1]) pour les groupes de 

Lie r6solubles connexes, ce qui est/~ I'ordre du jour est de s'attaquer A des groupes de 

Lie g6n6raux. 

C'est un probl6me bien moins difficile que le pr6sent travail r6sout, en traitant le 

cas des groupes alg6briques complexes unimodulaires. L'6tude des groupes semi- 

simples montre qu'il est naturel de comprendre d'abord la situation des groupes 

complexes. L'hypoth6se d'alg6bdcit6 permet d'6viter les probl6mes li6s au type, /t 

l'action de G sur/~/ (N le radical nilpotent de G), ainsi que de nombreuses autres 

simplifications. D'autre part les m6thodes de Pukanszky (cf. [Puk2]) permettent de 

penser que, comme pour le cas r6soluble, (cf. [Char 1]), la r6solution du cas non 

alg6brique se fera par r6duction au cas alg6brique en consid6rant une enveloppe 

alg6brique G du groupe de d6part. Ce travail traite directement de groupes non 

connexes :dans les techniques de d6monstration, le cas des groupes connexes n'appa- 

rait pas comme un cas ~ part. 
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La formule de Plancherel qui est d6montr6e ici a 6t6 conjectur6e par M. Duflo (cf. 

[Duf4], appendice). Sa description utilise la ,, m6thode des orbites ,, de construction 

des repr6sentations unitaires irr6ductibles de G. La d6monstration des diff6rents 

r6sultats se fait essentiellement en deux temps : (1) r6duction, par r6currencr sur la 

dimension, au cas r6ductif, ce qui utilise la m6thode des petits groupes de Mackey dont 

l'application ~t la formule de Plancherel a 6t6 mise en 6vidence par A. Kleppner et R. L. 

Lipsman (cf. [KL 1,2]); (2) d6monstration du r6sultat clans le cas d'un groupe G 

r6ductif, ce qui revient/~ comparer avec les r6sultats connus de Harish Chandra (cf. [H- 

C, 1,2,3]). 

D6crivons maintenant de mani6re un peu plus pr6cise le plan et les r6sultats 

principaux qui vont ~tre expos6s. Le travail est divis6 en deux grandes parties. La 

premi6re est consacr6e ~t la construction des repr6sentations, la deuxi6me ~t la formule 

de Plancherel. 

Darts la partie I, G est un groupe de Lie dont l'alg6bre de Lie g est alg6briqur On 

consid6re une forme lin6aire f sur g, et on note G(f)  son stabilisateur (pour l'action 

coadjointe de G sur g*). Une bonne polarisation en f est une polarisation r6elle, 

r6soluble et v6rifiant la condition de Pukanszky. Une forme f e s t  bien polarisable s'il 

existe des bonnes polarisations en f. 

Soit G(f)  ~ la composante neutre de G(f). La forme f est entidre s'il existe un 

caract6re ~, de CKf) ~ dont la diff6rentielle est 2i:rflg ~ .  Soit f une forme bien 

polarisable et admissible, soit G(f) '  un sous-groupe de G(f)  contenant CKf) ~ On 

consid6re l 'ensemble PRPI(f) des bonnes polarisations G(f)m-stables, et l 'ensemble 

X(f, G(f)  I) des repr6sentations unitaires de G(f)  I dont la restriction ~ G(f)  ~ est un 

multiple de gr. Avec la donn6e d'un 616ment t~ de PRPI(f) et r/de X(f, G(f) I) on d6finit 

(cf. chapitre 2) une repr6sentation :t(G, f, G(f)  l, r/, t~) unitaire de G, qui est une repr6- 

sentation induite. 

Un exemple d'un groupe alg6brique complexe est donn6, au chapitre 3, darts lequel 

g6n6riquement il n'existe pas de polarisation r6elle G(f)-stable. Cet exemple prouve 

l'int6r~t de la construction entreprise ici. 

Le chapitre 4 regroupe les techniques de r6duction utilis6es tout au long de 

l'article. 

Le th6or6me 1 6nonce l'ind6pendance de la classe de ~r(G,f,G(f)l,l?, ~) par 

rapport /i r Il est d6montr6 au chapitre 6 lorsque g est r6soluble, et 7 darts le cas 

g6n6ral. On note ~r(G,f, G(f)  l, r/) la classe des repr6sentations correspondantes. (On 

convient que l'utilisation de cette notation suppose implicitement que PRPI(f) est non 

vide.) 
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Le th6or~me 2, d6montr6 au chapitre 8, montre que la classe de repr6sentations 

obtenues ne d6pend que de l'orbite de (f, r/) sous l'action naturelle de G, et qu'a 

contrario les repr6sentations :r(G, f, G(f)  I, r/) et :r(G, f ' ,  G(f'), rf) p o u r f e t f '  dans des 

G-orbites distinctes sont disjointes. 

Dans la suite de la premiere partie, on suppose que G est un groupe de Lie 

complexe dont on ne consid~re que la structure r6elle sous-jacente. Dans ces condi- 

tions, le th6or~me 3, d6montr6 au chapitre 9, montre que le commutant de la repr6sen- 

tation :r(G, f, G(f)  1, r/) est isomorphe ~ celui de Inda~f), t c~f)r/. 

Le th6or~me 3 permet donc de construire des repr6sentations unitaires irr6ducti- 

bles de G, mais il ne fournit pas de param~Strisation bien canonique de (~. On suppose 

dor6navant que f est trds bien polarisable (notion d~finie au chapitre 10), et on note 

PRPT(f) l 'ensemble des tr~s bonnes polarisations enf .  Soit t9 et t~' dans PRPT(f). On 
a construit au chapitre 10 un op6rateur d'entrelacement bijectif A~, entre 

:r(G,f, G(f)~ t~) et :r(G,f, G(f)~ t)'), canonique en un certain sens. Soit Xirr(f) 

l'ensemble des repr6sentations unitaires irr6ductibles de G(f) dont la restriction /i 

G(f)  ~ est un multiple de Zr. Supposons G alg6brique. Le commutant de 

:r(G, f, G(f)~ t)) est isomorphe ~t celui de la representation rf=Indatr)0 t a~f)Zf, qui est 

bien connu puisque maintenant G(f)/G(f) ~ est fini. Le th6or~me 4 (chapitre 10) montre 

l'existence d'une bijection du spectre de Indatr)0 r atr)Zf sur celui de :r(G, f, G(f)  ~ Zf, t~) 

qui commute avec les op6rateurs A~o,. Soit r E Xirr(f). Le th6or~me 4 permet d'associer 

/i r u n e  sous-repr6sentation irr6ductible bien d6finie de :r(G,f, G(f)~ repr6senta- 

tion qu'on note :r~.~. 

Dans [Duf4], M. Duflo a construit, pour un groupe alg6brique g6n6ral, une famille 

de repr6sentations. Dans le cas d'un groupe alg~brique complexe, les donn6es sont les 

m~mes et la construction de Duflo permet de d6finir la representation irr6ductible /~.r 

de G. Le probl~me se pose naturellement de savoir si les deux constructions coinci- 

dent, i.e. si ~f.~ et :r~.~ sont ~gales. Un r6sultat r~cent de Bouaziz [Bou] permet de 

r~pondre affirmativement ~t cette question. 

Dans la partie II, G est un groupe alg~brique complexe, consid6r~ comme groupe 

de Lie r6el. Soit Z un sous-groupe ferm6 et connexe du centre de G, Za un caract~re 

unitaire de Z, 2i:r2(2 E 8") la diff~rentielle de Za. On consid~re la sous-vari6t6 affine 

fl$={fE ~*, fl~=2}. En adaptant des d6finitions et r6sultats de Duflo ([Duf4]), on 

expose au chapitre 11 la notion de forme fortement 2-r6guli~re. En notant r l'ensem- 

ble des formes fortement 2-r~guli~res, et ~ l'ensemble des formes fortement ~.- 

r6guli~res et admissibles, l 'ensemble ~ / G  est d6crit de mani~re explicite. 
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Le chapitre 12 d6montre que les formes fortement 2-r6guli~res sont bien, et m6me 

tr~s bien polarisables, ce qui permet d'associer ~ tout couple (f, r), f E  ~d, r E Xir~(f), 

une repr6sentation unitaire irr6ductible :r~,~ de G. 

Soit ~ ( G )  l'ensemble des tels couples (f ,  r)E ~d xX(f) .  Une structure bor~lienne 

standard est d6finie au chapitre 13 (proposition 13) et on montre que l'application 

associant :r~,~ au couple (f, r) est bor61ienne (th6or~me 6). 

Le chapitre 15 rappelle la construction par M. Duflo, d'une mesure sur ~a(G)/G, et 

6nonce le th6or~me principal (th6or~me 7), le th6or~me de Plancherel. (Le th6or~me 

qui est d6montr6 est 16g~.rement diff6rent de celui qui est 6nonc6 au d6but de cette 

introduction, dans la mesure oi~ il correspond non ~t la representation r6guli~re gauche 

de G mais ~ la repr6sentation Indz ~ cZa.) Les chapitres 16 (dans le cas r6ductif) et 17 

sont consacr6s ~t la d6monstration du th6or~me. 

M. Duflo m'a sugger6 d'entreprendre ce travail et en a suivi les lents progr~s. Je 

suis heureux de reconnaRre ma dette vis-a-vis de J. Y. Charbonnel, G. Lion, J. 

Rosenberg, Y.-M. Visetti et surtout R. Azencott, L. Clozel, R. Godement et M. 

Vergne. Je les remercie chaleureusement de l'aide qu'ils m'ont apport6. 

Notations et conventions g~n~rales. (1) Si G est un groupe topologique, on note G o sa 

�9 composante neutre. Si G est de Lie, on note fi son alg~bre de Lie. 

(2) Soit Gun  groupe de Lie. I1 opt.re sur ~ et ~* par la repr6sentation adjointe et la 

repr6sentation coadjointe respectivement. Si f E  ~I*, on d6finit une forme altern6e Bf 

Bs(x, 13 =f([x, lq). 

Le noyau de Bzcoi'ncide avec l'alg~.bre de Lie g(f) du stabilisateur G(f)  d e f d a n s  G. Si 

Vest  un espace vectoriel, on note V y son orthogonal pour B s. Si a est un ideal, on note 

indiff~remment a s o u  ~(v) (v=fI~). 

(3) S i fE  ~*, une polarisation e n f e s t  une sous-alg~bre de ~ qui est aussi un sous- 

espace totalement isotrope maximal pour la forme B z. (Une telle polarisation s'appelle 

parfois aussi polarisation rdelle.) Une polarisation t~ en f v6rifie la condition de 

Pukanszky si et seulement si, H ~tant le sous-groupe analytique d'alg~.bre de Lie ~, on 
a ;  

H.f=f+~ ~. 

(4) Par passage au quotient, Bfd6finit une 2-forme sur {~/{~(f), et donc une 2-forme 

G-invariante tof sur l'orbite G.f. Soit 2s la dimension de G.f. La 2s-forme 
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(I/s!)tofAtofA...Atof est une forme volume G-invariante, appel6e mesure de Liouville 

sur l'orbite. 

(5) Le choix d'une mesure de Haar dg sur G entraine celui d'une mesure de 

Lebesgue d 0 sur I~, celle qui est d6finie par la m~me forme de rang maximum sur ~. 

Lorsqu'on a une mesure de Lebesgue dv sur V, on dira qu'une base ~ de V e s t  

univolumique si la forme volume qui lui est associ6e d6finit dr. 

(6) Soit N u n  sous-groupe distingu6 de G, et : tune repr6sentation de N. On d6finit 

une nouvelle repr6sentation de N par la formule : 

St(n) = ~t(g- i ng). 

L'application (g, :t)--->g~z d~finit une op6ration de G sur RepN,  et, par passage au 

quotient, sur N. 

(7) Soit K un sous-groupe ferm~ de G, et Tune representation unitaire de K. Par 

repr6sentation induite on entendra toujours repr6sentation unitaire induite, notre 

Indr  t a T. Son espace est l'adh6rence de l'ensemble des fonctions continues sur G 

support compact modulo K,/~ valeurs dans l 'espace de T et qui v6rifient 

cp(gk) = T(k)-l A(k)l/2cp(g) 

(A est la fonction module de G/K) pour ! a n o r m e  L 2 d6finie par : 

-- [ [l~P(g)ll2dg �9 11 ll2 
JG/ K 

I. Construction d'une famille de representations irr~luctibles 

Dans cette pattie, ~ est l'alg~bre de Lie d'un groupe alg6brique r~el, et G est un groupe 

de Lie d'alg~bre de Lie ~. 

2. Description des donn6es 

Soit f u n  61~ment de t;*. On dit q u e f e s t  entidre s'il existe un caract6re ~ d e  G(f)  ~ de 

diff6rentielle 2i~zfla~. On dit que f est bien polarisable s'il existe une polarisation 

r6soluble tj enfv6rifiant la condition de Pukanszky. Cette d6finition est moins g6n6rale 

que celle qui figure dans [Duf4] : Duflo n'exige pas que la polarisation soit r6elle. 

Soit f une forme enti6re et bien polarisable. Soit G(f)  l un sous-groupe de G(f)  

contenant G(f)  ~ On note X(f ,  G(f)  1) l 'ensemble des repr6sentations unitaires de 
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G(f)  ] dont la restriction ~ G(f)  ~ est un multiple de Zr, et PRP~(f) l 'ensemble des 

bonnes polarisations e n f q u i  sont G(f)~-stables. Lorsque G( f ) l=G( f )  ~ toute polarisa- 

tion 6tant G(f)~ on note simplement PRP(f). D'autre part, X(f, G(f)  ~ est 

r6duit au seul 616ment ~ .  Lorsque G( f ) l=G( f ) ,  on notera PRPs(f) et X(f)  les 

ensembles correspondants, et Xi~(f) l 'ensemble des repr6sentations irr6ductibles dans 

X(f). 

Remarques. (1) Au d6but de chapitre II on introduira une notion de regularit6 

forte, d6finie par Duflo, pour les 616ments de g*. On montrera au chapitre 12 que toute 

forme fortement r6guliere est bien polarisable. 

(2) Darts le chapitre 3, est 6tudi6 un exemple or), g6ndriquement, il n'existe pas de 

polarisation r6soluble v6rifiant la condition de Pukanszky et qui soit G(f)-stable. C'est 

pourquoi il est int6ressant de proc6der avec des sous-groupes de G(f). 

(3) Contrairement ~t ce que fait Duflo darts [Duf4], je ne consid6re pas de rev6te- 

ment de G(f)  ~ pour la notion d'int6grabilit6 que j'utilise. C'est que dans l'6tude des 

groupes alg6briques complexes (partie II), qui est le cas qui nous int6resse en fin de 

compte, t o u s l e s  revetements qu'on pourrait rencontrer se trivialisent. Ceci sera 

d6taill6 au chapitre 9. 

Le lemme qui suit g6n6ralise imm6diatement un r6sultat d'Auslander et Kostant 

(cf. [AK], [BC]). 

LEMME I. Soit ~ EPRPI(f) et T1EX(f, G(f)l). Soit H l e  sous-groupe analytique 
d'algdbre de Lie O. Le sous-groupe G(f)lH est ferm~, et il existe une representation fl 

unique de G(f)lH qui prolonge ~1 et dont la diffdrentielle est 2:rif[~. 

Donnons-nous donc une forme f enti6re et bien polarisable, un sous-groupe G(f)  ~ 

de G(f) contenant G(f)  ~ un 616merit t) de PRPI(f) et une repr6sentation ~/ darts 

X(f, G(f)l). On associe h c e s  donn6es une repr6sentation unitaire de G(f)IH, et on 

peut doric consid6rer la repr6sentation de G darts ~(G, f, G(f) ~, ~/, t~) : 

~t(G, f, G ( f )  ~, T/, t)) = Ind (~)). 
G(f) IH t G 

(II s'agit de repr6sentation unitaire induite.) 

La premiere partie de ce travail a pour objet d'6tudier les repr6sentations ainsi 

construites. 
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3 .  U n  e x e m p l e  

Soit N le groupe de Heisenberg complexe de dimension 3, et n son alg6bre de Lie. Soit 

A = C  4 consid6r6 comme groupe de Lie ab~lien, et a son alg~,bre de Lie. Soit K le 

rev6tement de GL(2, C) d6finie par : 

K = {(k, c) E GL(2, C)xC*,  c 2 = det k). 

On d6finit le groupe de Lie G=Kxs(AxN) par : 

- le produit A x N  est direct 

- l 'action de K sur A est celle de GL(2, C) sur l 'espace des polyn6mes homog6nes 

de degr6 3 en deux variables. 

- ! 'act ion de K sur N est d6finie par la formule : 

(k,c).exp(v+tE)=exp( 1 k(v)+tE) 

oi) vE V un suppl6mentaire du centre de n dans n, et E est un g6n6rateur de ce centre. 

On note B la forme bilin6aire sur V telle que [v,v']=B(v,v')E. Soit X, Y,H,I les 

g6n6rateurs habituels de ~ (2 ,  C), P, Q, E dans n tels que P, Q E v e t  [P, Q] =E,  et enfin 
3 2 2 3 PI, P2, P3, P4 la base de a correspondant/~ X t, X t X 2, X I X 2, X 2. 

On identifie ~* ~ f*~)a*~n* ,  et on consid6re l '616mentf=(~,  Z, ~) dans ~*. On va 

montrer que pour unfg6n~r ique  (i.e. dans un ouvert de Zariski), G(f)  ne laisse aucune 

polarisation r6elle stable. 

La  structure des N-orbites dans n* nous permet de supposer que ~0=AE*, A*0. 

Soit X = at P~'+ a2 P~'+ a3 P~+ a4 P~'. On v6rifie que, d/~s que l 'expression 

2 2 3 2 2 
3 6 a  t Ct 2 a 3 Ct4-- 246t ~ a 4 +  1 8 a  2 a 3 - 2 4 a  I a 3 - 6 a  j a 4 = D ( a t ,  a 2, Ct 3, a 4) 

est non nulle, le stabilisateur g(f)  est r6duit ~ C.E .  Puisque E est central dans g, de 

telles formes sont r6guli6res, et m6me 6videmment, fortement r6guli6res (cf. chapitre 

l l) .  

Calculons G(f) .  Ecrivons d 'abord les formules de la repr6sentation adjointe : Soit 

g=((3', c),P, exp(v+tE))6G, et (Ao, Po, Vo+toE)E g. On a : 

adg(A0, P0, v0+t0E)= (~'A0) ' - I '  Y'Po-YAoY -I "P, 1---~'(V~176 

+�89 l B(v, ~Vo)-�89 ~Ao?-t'v)]E) 

et si (A, P, v+tE) est un 616ment de ~, on a 
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[(A, P, v+tE),  (A o, Po, Vo+to E)] 

= ( [A I Ao] ,  A "Po-Ao "Po, A" v o - A  o �9 v -  �89 tr A .  v o -  �89 tr A o �9 v +B(v, Vo) E). 

Le fait, pour g, d'appartenir ~ G(f) se traduit done par l'6galit6 : 

cp(yAo ?-t)+x(ypo_yAo ~,-I . p)+(to + 1 B ( v ,  ?,Vo )_  �89 ~,A o y-l  . v)) g = q~(Ao)+Z(Po)+ gt o 
c 

pour tout triplet (Ao, Po, Vo+toE). II vient alors les 6quations : 

v=O 

cp(~,Ao y - i )+x(y ,  po-yAo ?,-I P) = cp(Ao)+X(Po). 

Soit (y,P) un couple solution de cette 6quation. En faisant Ao=0, il vient 

x(yPo)=X(Po), et donc cp(yAoy-I)-x(yAoy-lP)=cp(Ao). On a vu que d6s que 

D(a~, a2, a3, a4)*0, X induit une dualit6 non d6g6n6r6e entre ~et a, ce qui entraine que 

P e s t  compl6tement d6termin6 par la donn6e de y. En fin de compte on aura compl6te- 

ment calcul6 G(f) en r6solvant x(yPo)=X(Po) pour tout Po. Mais pour des raisons de 

dimension, il est clair que K a une seule orbite r6guli6re darts a*. On peut done choisir 

un X particulier v6rifiant D(at, a2, a3, a4)*0. Prenons a2=a3 = 1 et at=a4=O. I1 vient 

le syst6me 

" db ( d - b )  = 0 

2bcd+ad2-b2c-2abd = (ad-bc )  3 
S 

- c 2 b -  2acd+ 2abc+a2d = (ad-bc )  3 

, a c ( a - c )  = O. 

Soi t  

dans GL(2,C), et co une racine troisi6me de l'unit6. On v6rifie sans peine que les 

solutions de S sont les matrices M telles que M = w M l ,  Mi ~. {I, 21,22,573, RI, R2}. 

Le groupe K0C) est donc un groupe/~ 36 616ments qui est une extension non triviale 

de 5e3xZ/3Z par Z/2Z (~3 est le groupe du triangle 6quilat6ral). Enfin G(f) est le 

produit semi-direct de K(Z) par le centre Z de N, et done C,(f)/CKD ~ est isomorphe 

K(X). En particulier ceci fournit un contre exemple ~t la question pos6e par Guinzburg 

([Gui]) de savoir G(f ) /G( f )  ~ 6tait ab61ien g6n6riquement. 
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Montrons maintenant qu'il n'existe pas de polarisation stable sous G(f). (II s'agit 

ici d'un sous-espace r6el de g qui est une polarisation pour la forme Re (f).) Soit au 

contraire une telle polarisation t) G(f)-stable. Puisque ~ N n e s t  un sous-espace G(f)- 

stable de n, les seules possibilit6s sont n et CE. La premiere est 6videmment exclue 

parce que t) est isotrope, donc ~ n n e s t  de dimension r6elle 2, ce qui entraine que la 

projection de t) sur l~)a est de dimension r6elle 10. L'intersection de t) avec ~[ est une 

sous-alg/~bre r6elle d'une des sous-alg~bres complexes engendr6es respectivement par 

I, H, X et I, H, Y. La stabilit6 par G(f)  entraine qu'il n'y a pas d'autre possibilit~ que 

{0} ou CI; {0} 6rant exclu pour des raisons de dimension, c 'est  donc CI, ce qui entraine 

que t~ contient a. Mais on sait que af=a+n, donc ~ - a + n ,  ce qui contredit le fait que 

l~ I .  

4. Un r~sultat pr611minaire 

Je rappelle, pour la commodit~ de la lecture, un lemme d u h  Duflo (cf. [Duf2]). 

LEMME 2. Soit f E  I~* et ~ une polarisation r~soluble en f v~rifiant la condition de 

Pukanszky. Soit G u n  groupe alg~brique d' alg~bre de Lie I~, 171 le sous-groupe analyti- 

que de G d'alg~bre de Lie ~. f t  est le groupe des points r~els d'un groupe alg~brique. 

Soit 0 le radical unipotent de fl ,  tt son alg~bre de Lie. On a t )=g(f )+u.  

5. Les m~thodes de r6duction 

Dans ce chapitre, on d6crit les r6sultats permettant de faire les d6monstrations par 

r6currence, ou de se ramener, dans le cas r6ductif, ~ des r6sultats connus. 

LEMME 3. Soit g une alg~bre de Lie non semi-simple, et F un  groupe d' automor- 

phismes de g. On suppose que le centre de g est de dimension 0 ou I, et qu'il n'existe 

pas d'id~al ab~lien non central et F-stable. Alors le centre 8 de ~ est de dimension 1 et 

de deux choses l'une, I~ est produit direct d'une alg~bre semi-simple par 8 ou bien le 

plus grand ideal nilpotent n de g est une alg~bre de Heisenberg. 

D~monstration (adapt6e de [Dix 2]). Le centre 0t de n e s t  un ideal caract~ristique, 

done inclus dans 8. Donc 8 .{0}.  Supposons [n, n] de dimension au moins 2. Soit nl un 

n-id6al de dimension 2 contenant 8. On a : [[n, n], nl]c[[rt, nl], n i t [8 ,  n]=0. Le centre 

de [n, n] contient donc nl, il est de dimension au moins deux et 6videmment F-stable ce 

qui est impossible. Donc [n, n] est de dimension 0 ou 1. 
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Si [n, n] = {0}, n e s t  ab61ien caract6ristique donc 6gal/~ 8, et g/8 est semi-simple. Si 

In, n]=8, n e s t  une alg6bre de Heisenberg.  [Z] 

PROPOSITION 1. Soit Gun  groupe de Lie d'algdbre de Lie g, fE  g*, Fun  groupe 

d' automorphismes de g laissant f fixe. Un des cas suioants se prdsente : 

(i) g est semi-simple. 

(ii) (i) est faux, et il existe des id~aux ab~liens F-stables sur lesquels f s'annule. 

(iii) (i) et (ii) sont faux, et il existe des id~aux ab~liens non centraux F-stables. 

(iv) (i), (ii), (iii) sont faux, g est r~ductive, son centre 8 est de dimension 1, et 

:1~ *o.  

(v) (i) d (iv) sont faux; le plus grand ideal nilpotent de ~ est de Heisenberg. 

D~monstration. Supposons  ni (i), ni (ii). Le centre de g est alors de dimension 0 ou 

1. Si (iii) n 'est  pas v6rifi6, par le lemme l, on est dans un des cas (iv) our (v). [] 

On fixe maintenant une forme f bien polarisable et enti6re, un sous-groupe G(f )  l 

de G(f) ,  une polarisation ~ EPRPI( f )  et un 616ment q de PRP~(f). On va d6crire, dans 

les cas (i) ~ (v) de la proposition I ci-dessus comment  les choses se pr6sentent. 

Soit G' le groupe G ( f ) l G  ~ qui a la m~me alg6bre de Lie g. I1 est clair que 

G'(f)=G(f)IG~ et donc G ' ( f ) ~  ~ 11 est doric coh6rent de poser  

G ' ( f ) l = G ( f )  I, et donc aussi de consid6rer la repr6sentation :r(G', f,  G ' ( f )  ~, ~?, t~). Par 

transitivit6 de l ' induction, on a : 

LEMME 4. :t(G, f, G ( f )  I , q, t~)= Inda~r),ao t a ~r(G(f)lG~ f'  G(f ) l '  q' 0). 

5.1. Le cas r~ductif connexe. Ici, G est un groupe r6ductif connexe et il s'agit de 

comparer  les repr6sentations :r(G,f,  G( f ) l , q ,  t~) avec des repr6sentations d6j~ con- 

nues, en l 'occurence des 616ments de la s6rie principale. 

(a) Un peu de structure. Soit gl l 'alg6bre d6riv6e de {Let  0 un automorphisme 

involutif de g dont la restriction ~ g~ est une involution de Cartan de g~. Soit 

= (x, Ofx) = x } 

p = (x, Ofx) = - x }  

et K le sous-groupe analytique de G d'alg6bre de Lie L Avec nos hypoth6ses,  K n 'es t  

pas n6cessairement compact .  Soit c le centre de g, c l = c n L  c2=cnr  Notons  f l  la 

restriction de f ~  gl et xl l ' image de f~ dans g~ par l 'automorphisme de Killing. 



12 M. ANDLER 

LEMME 5. Les assertions suivantes sont v~rifi~es : 

(i) xl est un ~l~ment semi-simple r~gulier de ~1. 

(ii) ~(f )= ~l( f )+ ces t  une sous-algdbre de Caftan de ~. 

(iii) t~ est un sous-algdbre de Borei de ~. 

(iv) ~ est quasi d6ploy~e. 

La d6monstration est classique (cf. [Dix 3], proposition 1.12.18). 

Notons a=  ~(f). On peut choisir l'involution de Cartan 0 d6finie plus haut en sorte 

que a soit 0-stable. Soit R le syst~me de racine du couple (~c, ac). L'existence d'une 

sous-alg~,bre de Borel r6elle 6quivaut au fair que R ne contient aucune racine imaginar- 

ire pure. Soit ar=anl  et a~=anp.  On sait que toutes les racines sont r6elles sur 

iar+a~. Aucune racine n'6tant imaginaire pure, aucune racine ne peut 6tre identique- 

merit nulle sur a~, donc ap est ab61ienne maximale dans p. Soit R + le choix de racines 

positives correspondant ~t D. La d6composition d'Iwasawa s'6crit t ] = f ~ % ~ n  +, o0 

rtc-Ei)~ee+ ~c. Le centralisateur de % dans ~est m=ar, et on a b=rn~a~0)n  +. Notons 

A~=exp %. 

LEMME 6. Soit M le centralisateur de a~ dans K. On a G( f )=M.A~.  

La d~monstration est standard (cf. [War]). 

(b) La s~rie principale de representations. Le paragraphe a pour objet de rappeler 

les d6finitions et de fixer les notations. 

Soit ( run 616ment de ,~14. Bien que nos hypotheses n'entrainent pas que K est 

compact, ni donc M, il n'en reste pas moins que les repr6sentations unitaires irr6ducti- 

bles de K et de M sont de dimension finie. 

Soit 0 la demi-somme des racines positives de ap correspondant au choix d'une 

d6composition d'Iwasawa G=KApN.  

Soit 3. E Ct[c (i.e. une forme lin6aire sur ap ~t valeurs complexes). On consid~re la 

repr6sentation L ~ de M A ~ N  dans l 'espace Eo de tr d6finie par : 

L~ = o(m) eX(a) 

(oi~ par d6finition e x (exp H)=exp  (3.(H)), H ~ ct~). On consid~re l 'espace de Hilbert ~L'~ '~ 

des fonctions mesurables sur G ~ valeurs dans Eo qui v6rifient presque partout 

r = (Lo.~(man)) -~ (e~ q~(g) 

= o (m)  -~ e -~-~  of(g) (1) 
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et dont la restriction/~ K est de cart6 int6grable modulo M. La norme sur ~ " x  est 

,,q~,l= ( L  i,cP(/c),i2 dx/MfC) '/2 (2) 

00 I1" I1o est la norme sur l 'espace de a e t  dK/Mk est la mesure sur K/M. 
La repr6sentation T~n '~ de G est la repr6sentation r6guli6re gauche dans l 'espace 

~t~ 'a. Lorsque e ~ est unitaire, i.e. lorsque/l  prend des valeurs imaginaires pures, la 

repr6sentation T~, 'a est la repr6sentation unitairement induite par L~ '~, qu'on appelle 

s~rie principale unitaire. Lorsque 2 n'est pas imaginaire pure, G op6re dans ~C~ '~ par 

des op6rateurs born6s. 

I1 sera utile de disposer d'une autre r6alisation de T~ '~. Consid~rons l 'espace ~ '  

des fonctions mesurables ~0 sur K ~ valeurs dans Eo qui v~rifient : 

•(km) = o(m)-l~o(k) (1') 

et qui sont de carr6 int6grable pour le produit scalaire d6fini par (2). I1 est imm6diat que 

l'application q0---,q01tc d6finit une isom6trie de ~e~,a sur ~ ' .  

Soit g dans G; on note k(g) E K, H(g) E a~, n(g) E N les 616ments tels que, dans la 

d~composition d'Iwasawa, on ait : 

g = k(g) exp H(g) n(g). 

La representation U~ '~ de G dans ~l~ 6quivalente ~ ~.a  est donn6e par ia formule 

U~'~(g) ~p(k ) = e -<~+Q' n~-'k)) ~0(k(g-lk)). 

Remarquons pour terminer que toutes ces d6finitions ont encore un sens lorsque o 

n'est pas irr6ductible, mais une simple repr6sentation unitaire de M. Nous conservons 

les m~mes notations darts ce cas. 

(c) Comparaison des representations re(G, f, G(f) i, ~l, t)) et des s~ries principales 
unitaires. Le choix de t9 a d6termin6 celui d'une d6composition d'Iwasawa G=KA~N. 
Le lemme 6, qui montre que G(f)=MA~, entraine que G(f)  stabilise la polarisation tg. 

Soit 
a(r/)= Ind ~?, et g(f)=2i~tJ~%. 

GO') ~ ? G(f) 

LEMME 7. Soit MI=G(f)tNM. On a G(f)l=MIA~ et G(f)IH=MIA~N. La 
representation fl est donn~e par la formule : 
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O(mlan) = ~l(mOeaff)(a) (m I EA I, aEA~, hEN) 

la representation 

Ind 0 
G(f) iH "r G(f) H 

est donn~e par la formule : 

Ind fl(man) = o(r/) (m) eZff)(a) (m E A, a E A,,, n E N). 
G(f)IH ~ G(f)H 

D~monstration. Les deux premieres assertions sont imm6diates. On v6rifie la 

formule de f/en utilisant l'unicit6 de f/(cf, lemme I). Pour terminer, il est clair que 

l 'op~ration de restriction des fonctions sur MAp N ~ M d~finit une isom~trie de l 'espace 

de 0 sur l 'espace de o(r/). Dans ce dernier  espace, on a : 

[ Ind fl ] (man) q~(mo) = q~(n-' a-' m-'  mo) 
a(f)'n t acf)n _1 

= q~(m-l mo a-l n ') 

= (a(r/) (m) q0) (m0) e~ff)(a). 

La formule coincide avec celle de (o(r/))" de la premiere assertion du lemme. [] 

Puisque G( f )  stabilise t~ et que G(f )  laisse fixe le caract~re X de G(f)  ~ il est clair 

que o(r / )EX(f) ,  et on peut done consid6rer la representation z~(G, f ,  G(f) ,  ~r/) ,  tT). 

LEMME 8. Les representations :r(G, f, G(f)l, rl, t]) et :r(G, f, G(f), o(rl), t~) sont 
~quioalentes. 

D~monstration. Cela r~sulte de la transitivit~ de l ' induction. [] 

On peut maintenant conclure l '6tude qui pr6c~de. 

PROPOSITION 2. La representation :r(G, f, G(f)  I, r], t]) est ~quiualente ~ la repre- 
sentation T~ ~)'ar (On a utilis~ la m~me notation pour o(r I) et o(r/)lM.) 

D~monstration. Le lemme 8 montre qu'il suffit de montrer  l '6quivalence de 

T~ ~)'x~) et x(G, f,  G(f) ,  o(r/), t~). Mais il est clair que o(r/) et L~ ~)'xtt') coincident, done 

que les repr6sentations induites coincident. [] 
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5.2. Le cas r~ductif non connexe. Ici, G est un groupe dont l'alg~.bre de Lie ~ est 

r6ductive. On peut donc en particulier appliquer ~ G o les r6sultats et les notations du 

5.1 (a). D'autre part, en utilisant le lemme 4, on sait que :t(G, f,  G(f )  ~, ri, t~) 6quivaut ~t 

Ind z(G(f) lG~ t~) 

ce qui permet donc de se ramener  ~t 6tudier z(G(f) lG~ G(f)  l, ri, t~), et on peut donc 

supposer, pour all6ger les notations, que G=G(f)IG ~ 
Soit G ~  l n G ~ On a 6videmment 

G~176 Si ri0=ril~tf),, on peut donc consid6rer 

~ ( G ~  , G~ l, ri0, t)) dans l 'espace ~(G~ G~ I, rio, 0). 

LEMME 9. L'application I de 

d~finie par 

les inclusions G ~ 1 7 6  

la repr6sentation de GO: 

~(G,f, G(fY, ri, t~) dans ~(G~ G~ rio, t~) 

~0---, ~IG0 

est une isom~trie qui entrelace les representations 

.n'(G, f,  G( f )  l, ri, ~)[Go et z(G~ G~ I, rl o, 0). 

LEMME I0. Soil W la representation de G(f)  I dans ~'(G~ G~ 1, rio, tg) d$finie 
par la formule 

[ w(r)  ~o] (g) = ri(r) 6(r)- ~/2 ~o(r- le t )  (r E G(f) ~, g E G~ 

W est une representation unitaire et I entrelace les representations 

:r(G, f, G( f )  I, ri, t3)lc, ff)l et W. 

D$monstration. On remarque d 'abord que G(f)  ~ stabilise la representation r~o : 

cela tient ~t ce que C_df) I stabilise f ,  et donc r~oln, et ~videmment Zf, donc riIGocf),=rio. 

Ceci entraine que W(y) conserve ~(G~ G~ !, rio, t)), et un calcul facile que W(y) y 
est unitaire. Que I soit un op~rateur d 'entre lacement  est 6galement imm~diat. [ ]  

I1 res te  ~t faire une demi6re  traduction qui correspond ~t l 'identification 

~(G~ f, G~ rio, t ) ) ~ r ( G ~  G~ Ind rio,t~) 
G~ I ? a~ 

du lemme 4. 
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Soit l(q) la repr6sentation de G(f) ~ dans l'espace de la repr6sentation 

Ind 
G~176 

donn6e par 

(l(rl) (y) cp) (x) = rl(y) cp(y- I x~/) (7/E G(f)  ~ , x E G~ 

LEMME 11. La representation W de G(f)  I dans ~(G~ G~ t)) est ~quiva- 

lente d la representation W de G(f)  1 dans 

~((G~ G~ Ind r/, t~) 
G~ ~ t G~ 

donn~e par la formule : 

[w(r)  V:] (g) = 6(y)-~/21(rl) (r) V:fr-'gr). 

D~monstration. L'op6rateur d'entrelacement est l'op6rateur donn6 par l'6quiva- 

lence canonique entre 

Ind 0 et Ind ( lad O/ 
GO(f)IH ? G O G~ n ~ G \G~ I' G~ / 

compte tenu de l'identification entre les espaces de 

Ind 0 et de Ind r/. [] 
G~ I' G~ G~ t 1' G~ 

Le bilan des lemmes 4, 5, 6, 7, 8 et de la proposition 1 donne : 

PROPOSITION 3. (i) La representation (G, f ,  G(f)  I, q, t)) est ~quivalente d 

Ind Jr(G(f)lG~ G(f) l,r], 3). 
G(f)IG 0 I' G 

(ii) La representation zt(G(f)lG ~ f ,  G(f) I, r/, tg) est ~quioalente d la representation 

de G(f) lG ~  l'espace ~(~)'~(f) dont la restriction d G o est la representation 

T~ ~)'a(f) et la restriction d G(f)  I est la representation W donn~e par la formule : 

(vr ~0) (#) = 6(r)-  ~/21(~) (r) ~0(r-~gr). 
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5.3. Le premier cas de r~duction. Dans ce paragraphe, on suppose qu'il existe un id6al 

a qui est ab61ien, G(f)~-stable, tel que A=exp  a soit un sous-groupe ferm6, et tel que 

fla=0. Le lemme 4 permet de se ramener au cas oil G=G(f)~G ~ ce cas, A est un 

sous-groupe invariant ferm6 de G. D'autre part, la polarisation t9 contient a, puisque 

m~me ~(f)Da. 

Soit GI=G(f)~G~ d'alg~bre de Lie th=~/a. Soit f~ la forme obtenue par 

passage au quotient. 

LEMME 12. Soit a un ideal abdlien d'une algdbre de Lie alg~brique ~. ll existe sur 

une structure d" alg~bre de Lie alg~brique (~ventuellement diff~rente de la premidre) 

pour laquelle a est alg~brique. 

D~monstration. Soit O une injection de g dans End (V) telle que r(g) soit une sous- 

alg~bre de Lie alg6brique de End(V). Soit 8 le centre g, et ~={zEs,  O(z) est semi- 

simple}. Alors 0(~) est alg6brique et g est isomorphe ~t ~I/~ x ~. I1 y a une injection 0" de 

~/~ dans End(V") telle que O"(g/~) est alg6brique. Choisissons une injection p" de 

dans End(V' )  dont l'image est nilpotente. Consid6rons O'=O"x0";O'(8) est form6 

d'~16ments nilpotents, donc l'image par O' d'un id6al ab61ien de g est form6e d'616- 

ments nilpotents, ce qui entraine que o'(a) est alg~brique. [] 

LEMME 13. (i) L'alg~bre de Lie gl est alg~brique. 

(ii) On a Gl(fO=G(f) lG~ et gl(f0  = ~(f)/a. 

(iii) La forme f l  est bien polarisable, et le caractdre Z/, se d~duit de zrpar passage 

au quotient. 

(iv) La sous-alg~bre th=t)/a est dans PRPI(fO, o~ l' on a pos~ G(f)I/A=GI(fO i. 

(v) La representation fh d~duite de 17 par passage au quotient est clans 

X(f l ,  Gl(fOi). 

D~monstration. Le (i) r6sulte du lemme 12. Les autres assertions sont 6vi- 

dentes. [] 

On peut donc consid6rer la repr6sentation •(Gl,fl ,Gl(fOI,rh, ~1) de Gi. Soit p la 

surjection canonique de G(f)lG ~ sur Gl. On conclut le paragraphe facilement. 

PROPOSITION 4. (i) La representation zc(G, f ,  G(f) l, r 1, tJ) est ~quioalente ?t 

Ind ~z(G(f)tG~ G(f)1,r/, t3). 
G(/')IG ~ 'F G 

2-858285 Acta Mathematica 154. Imprim~ le 27 Fevrier 1985 
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(ii) Les representations ~r(G(f)tG ~ f ,  G ( f )  ~ , ~?, O)et ~t(G~, f~, GI0Cl)I, r]l , 01) op  sont 

~quioalentes. 

5.4. Le deuxibme cas de r~duction. Dans ce paragraphe, on suppose qu'il existe un 

id6al ab61ien G(f) l -s table  a. I1 est inutile de supposer  que ~=t=0, mais l '6tude dans ce 

se r6duit/~ celle du paragraphe pr6c6dent. Mais on traite les deux cas s6par6ment car 

on les utilisera dans des situations bien diff6rentes (cf. proposition 1) : il s'agit surtout 

de bien fixer les notations. 

On suppose 6galement que t~Da. Soit m=fJa, soit 

G! = G( f ) lG~  = {g E G ( f ) l G  ~ V X  E a, f ( g  . X) --f(X)}. 

Gl est un sous-groupe ferm6 de G, dont nous notons g~ l'alg~bre de Lie. Dans cet te  

situation, le r6sultat du lemme suivant est classique. 

LEMME 14. (i) On a g l ( f 0 = ~ ( f ) + a .  

(ii) On a G l ( f O = G ( f ) l G ~  

(iii) Posons  G l ( f  O l = G ( f ) l A .  Alors 0 E P R P I ( f  O. 

D'apr~s le lemme 12 ~1 est une alg~bre de Lie alg6brique. 

LEMME 15. (i) Le caract~re z f d e  G ( f )  ~ se prolonge en un unique caractdre Xft de 

Gl( f l )~176 dont la diff~rentielle est 2iztfll~tr~+~. 
(ii) La representation r 1 de G ( f )  I se prolonge en une unique representation r h de 

Gj(fl)  I dont la restriction ~ Gl(f l)  ~ est un multiple de Xf,. 

(iii) Les groupes G ( f ) t H  et G l ( fOIH sont identiques et les representations fl et fh 

obtenues ~ partir de rl et ~h par ia construction du lemme 1 sont ~gales. 

D~monstration.  (i) Comme G ( f ) ~  et qu 'on  sait qu'il existe un caract~re de H 

dont la diff6rentielle est 2iztf]0, on obtient Xy, par restriction. 

(ii) L'unicit6 est imm6diate. L 'exis tence r6suite de (iii). 

(iii) On a Gj( f l ) IH=G(f )~H.  I1 est clair que rh=r]lc,tr)~ est un 616ment de 

X ( f  l, Gl(f~)~). L'unicit6 de r] montre enfin que r~=r]~. [] 

Tout  ce qu 'on  vient de montrer permet  de construire la repr6sentation 

~r(Gi,fl, G l ( f 0  I, rh, 0). La conclusion est imm6diate, par transitivit6 de l ' induction. 

PROPOSITION 5. On a : ~r(G, f ,  G(f )  I, r/, O) = IndG t t o~t(GI ' f l ,  Gl(fl) t, rh, 0). 
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5.5. Le troisidme cas de r~duction. Dans ce paragraphe, on suppose qu'il existe un 

id6al nilpotent caract6ristique alg6brique n tel que le sous-groupe N = e x p  n e s t  ferm6 et 

que t~ est n-admissible (i.e. t9 Art est  une polarisation pour la restriction v de f ~t n). 

A nouveau,  le cas 6tudi6 englobe ceux qui ont 6t6 6tudi6s aux w167 5.3 et 5.4. On a 

pr6f6r6 traiter ceux-ci ~ part parce qu'il aurait 6t6 aussi long d 'exposer  les simplifica- 

tions qu'entraine le fait que n soit ab61ien, et, qu 'en plus, on aura ~ faire aux trois 

situations dans des circonstances diff6rentes (cf. proposition 1). 

Soit v=fln, Gl=G(v), {tl = n f  son  alg~bre de Lie, f l= f [~ .  Le lemme suivant est 

classique (cf. [Char2]). 

LEMME 16. On ales  propri~t~s suivantes 

(i) g l ( f l )  = ~ ( f ) + n ( v )  

(ii) N(v) . f=f  +(g(v)+ n) • 

(iii) Gl(fO=G(f) .N(v).  

Soit t9,=19 A n, et H n = e x p  tgn. Puisque tg, est une polarisation en v, Hn contient N(v). 

En restreignant r~ ~t N(v) on obtient un multiple d 'un caract~re Zv de N(v) dont la 

diff~rentielle est  2i:~vl,<v ). I1 en r6sulte qu 'on  peut, par la m6thode de Kirillov pour les 

groupes nilpotents non simplement connexes,  associer a v e t  t), une repr6sentation 

:~(N, v, t~,), irr6ductible, et dont la classe ne d6pend pas de la polarisation t~, en v, ni du 

choix d 'une forme dans la N-orbite de v. 

Soit g EGi. Les repr6sentations n(N, v, t~,) et g:~(N, v, t~.) sont, d'apr~s ce qui 

pr6c~de, ~quivalentes. C 'es t  ainsi qu'apparait  la repr6sentation m6taplectique. Nous  

suivons ici la pr6sentation qu 'en fait Lion (cf. [Li 2]). (On peut consulter 6galement, 

dans le cas d 'une alg~bre de Heisenberg,  [LV].) On construit un op6rateur d 'entrelace- 

ment W(g) explicite, qui est, apr~s des identifications convenables,  une transformation 

de Fourier. 

La  formule est : 

('On E N) (Vg E G I) (~r(N, v, t),) (g-i ng) = W(g)-I:r(N, v, ~,) (n) W(g)). 

Le cocycle c de la repr6sentation projective W de G~, d6fini par la formule : 

W(gl) W(gz)=C(gl,g2) W(gl g2), est donc une application de G~ dans le groupe U des 

complexes de module 1. On peut calculer explicitement une fonction s de G dans U 

telle que 

c2(gl, g2) ----- \ s(g I g2) ,] 

oil s(g) ~ { I, - 1, i, - i }  pour  tout g. 
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Soit G I = { ( g , e ) 6 G ~ x C ,  t2=s(g)}, muni de la loi de groupe (g ,e ) (g ' , t ' )=  

(gg', ee'c(g, g')). L'application p : (g, e)--.g fait de (~ un rev6tement ~ deux feuillets de 

GI.  

Les m6thodes g6n6rales de Mackey montrent (cf. [Mac]) que (~ est un groupe de 

Lie. 

On peut d6finir maintenant la repr6sentation m6taplectique 1~' (appel6e repr6senta- 

tion de Weil lorsque n e s t  une alg/~bre de Heisenberg), de t~,  qui relive W, d6finie 

par : 

On 6tend if'/~ G ~ x ~ N  par : 

W(g, t) =- t-zw(e). 

W((g, e), n) = e-lW(g):r(N, v, t~n)(n). 

Sans entrer dans Its d~tails, nous avons besoin de savoir : 

g E N(v), W(g)=x,(g)-~r(N,  v, t~n)(g) et s(g)=l 

pour g E GI, g stabilisant t~,, et ~=(g, e), [g'(~) ~0] (n)=ecp(g- !ng) et c(g, g ' )= 1 pour 

tout g'. 

LEMME 17. (i) L'alg~bre de Lie gl est alg~brique. 

(ii) {~l( fO=p-I(Gl(fO) et {~l(fO~ ~ si 

sinon Gl(fl)  ~ est d'indice 2 dans p- l(Gl( fO~ 

ce groupe est connexe et 

(iii) Le caract~re ~ se prolonge en un caractdre Xf, de Gl(fO ~ unique dont la 

diff~rentielle est 2i~rfllo,r Le caract~re Z/, se relive en un caractdre 2/, de p-I(Gl(fl)~ 

par la formule 

~:,fe, t) = x:,fg) e. 

Par restriction ~ventuelle ~ Gl(fl) ~ Ef t est le caract~re de diff~rentielle 2iz~fd~:/,). 
(iv) La representation ri se prolonge en une representation rii unique 

Gl ( fOl=G(f ) lN(v)  qui est dans X( f l ,  Gl,(fOI). La representation rii se relive e n u n e  

representation :h de Gl(f l)  l - -p -  I(Gl(fl)l) par la formule 

fh(g, t) = trim(g). 

(v) t~ n th=th est une polarisation en f l  r~soluble, Gl(fOLstable et qui v~rifie la 

condition de Pukanszky. 



LA FORMULE DE PLANCHEREL 21 

D#monstration. (i) est vrai puisque rt est suppos6e alg6brique. 

(ii) est 6vident. 

(iii) et (iv). En restreignant la repr6sentation el de G(f)lH i~ G(f)ON(v) on obtient 

un multiple du caract6re X:,. En restreignant el /~ G(f)lN(v) on obtient r/i. II reste 

montrer que s est un caract6re, ce qui vient de ce que, pour 

g, g 'E  Gl(f01, c(g, g')= 1. De m~.me ell(g, e)=erh(g) est une repr6sentation. 

(v) Puisque t9 n n est une polarisation pour f] , ,  cela entraine que t~ tl g l e n  est une 

pour fl .  Montrons que tg~ v6rifie la condition de Pukanszky. 

Soit hEHNGI. On a h.fEf+t~ ~ puisque hEH, et h.fEf+n • puisque hEGi, 
done h.fEf+(t~+n)-Li R6ciproquement, f+(~+rt)•  si tpEf+(~)+rt) • 

q0Ef+~ • done ~0=h.f avec hEH, et bEG! puisque ~0Ef+n • Maintenant f+ (0+n)  • 

est simplement connexe, et HN Gi N G(f)=HN G(f) est connexe (lemme 1), HN G! doit 

~tre connexe; HNGI est donc le sous-groupe analytique connexe d'alg~bre de Lie 

t~ N gl. Mais comme (HN G0 . les t  ferm6, cela entraine que t~ N th v6rifie la condition de 

Pukanszky. 

Le lemme permet de d6finir la repr6sentation 

6tend trivialement au produit semi-direct GI • 

[] 

ff[((~l,fl, (~l(f l)  I, ell, ~1), q u ' o n  

LEMME 18. La representation ~((~l,fl,Gl(f01,gh, th)| d~finit par passage 
au quotient une representation de Gl" N. 

D~monstration. Il faut calculer les restrictions des deux repr6sentations au noyau 

K du morphisme canonique de Gi x s N  dans G! .N. 

K= {((g, e),n), gE N(v), n = g-I}. 

On a done, pour ((n, e), n -I) E K, 

g'((n, e),n -l) -- e-lW(n)~(N, v, t~.) (n -l) 

W((n, ~), n -b  = e-lX,,(n) -I. 

D'autre part, si xE t~l, xoE t~,  qo E ~ ( d l ,  f l ,  t~l(fO I, ell, th) : 

[YI~(~I, f l ,  (~l(fl)1' ~1' ~1) (X)] ~O(X O) -----" ~9(X-lXo ) ---~ ~9(XoXoIX-lXo ) 

=  (Xo) [ (Xol:lXo)] -I 

Ecrivons x=(n, e), x0=(g 0, e0). Alors xolx-lXo=(golngo, e) et el(XoiXXo)=exv(gfflngo)= 
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ez~(n) puisque go E G~. 

sultat d6sir& 

M. ANDLER 

Enfin de compte ~z(Gi , f l  , ~(f~)l ,  f/t, t3~) ((n, e), n-~)=ezv(n), r6- 

[] 

PROPOSITION 6. Les representations :t(G, f, G(f)  ~, r/l, tg) et 

GIN'[ G 

sont equivalentes. 

(Le cas particulier oi~ G ( f ) i = G ( f )  et r /est  un caract~re se trouve dans [Duf 1].) 

Ddmonstration. Par transitivit6 de l'induction, puisque G(f)~H=G~ .N, on peut 

supposer que G= G~. N. On va exhiber un op6rateur d'entrelacement explicite entre les 

deux representations. 

(a) Description des espaces. L'espace ~(N,  v, t~,) est l 'espace des fonctions me- 

surables sur N, v6rifiant p.p. O(nh)=xv(h)-ZO(n) et de carr6 int6grable sur N/NnH. 
L'espace ~(G,f,  G(f)l,rl, ~) est l 'espace des fonctions mesurables sur G /~ valeurs 

dans Ev et v~rifiant cp(gh)=fl(h)-S6(h)l/2q~(g) (gEG, hEG(f)lH) (oi~ ~ est la fonction 

module de G/G(f)IH) et qui sont de carr6 int6grable modulo G(f)lH. 
L'espace ~(Gi,fl ,Gl(fOl,fh, th) est I'espace des fonctions mesurables sur ~;~ 

valeurs darts /~  v6rifiant V/(glhO=fh(hO-~c~(hO~O(gO(g~qG~,hsEd~(fO~l:lO o0 
est le module de G~/G~(f~)~I:I~ et qui sont de carr6 int6grable modulo GI(f~)~H ~. 

(b) Description d'un op~rateur d'entrelacement. Soit 0 E ~(N, v, tgn) et 

~p E ~(Ol ,  f l ,  Ol(fl)  1, r~l, th). On d6finit 

A(~0, 0) (p(x) n) = ~,(x) [l~(x)-10] (n) (x E (~l, n E N). 

La formule a un sens. Soit en effet x'=xy, n'=p(y)-~n, avec yEIQ(v), y= (p(y), e). 

On a alors 

~(x') [f4Z(x')-I O] (n') = ~p(xy) [l~:(xy)-I 0] (p(y)-In) 

= ~ , (y) - ,  6fy)~/2 Wfx) [ g:Cv)- ' Wfx)-  ~0] (?(y)-  ~ n) 

= :/~(y)-i6(y)~/2V:(x) [g'(x)-~O] (n)x~(v(y)) e 

= V:(x) [l~'(x)-~0] (n). 

La fonction AOp, O) est dans ~(G, f, G(f) ~, ~!, ~). Soit y E G(f) ~, h E H. Ecrivons 
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h=hlhN, hlEH! et hNEexp(t')f)rt). Soit ~=(7, e)Et~(f)  I et /~l=(hl,e')E/-]'l. Alors 

Y,l~l ~ (Thl, ee'), 

A(~, O) (p(x) nyh) = A( qJ, O) (p(x) yhl(ehl)-l n(eh O h N) 

= A(% O) (p(x~,h 0 (yl~O-In(~,hl) hN) 

= ~(.2~i~ 0 (lg~(x~'i~O-~O) ((yhO -I nyh I h~) 

= ~(x~,i~j) [W(yl~)-~W(x)-~O] ((yhO-~hyh~ hN) 

= ~ll(,~i~O-~r -~ [ff '(yh0 -~ ff'(x)-~0] ((Yhl)-InyhO. 

La formule pour WO'hO donne : 

AOp, O) (p(x) nyh) = O~(~,i~O-~Z,,(hlv) -~ ~(~,h~)~/" 7~(x) [l~(x)-~0] (n) ee' 

= O(Th)-~6(~'h)~C'A(% O) (p(x) n). 

�9 A est une isom6trie de ~ ( t ~ , J q ,  t~(3q)  ~ , r]~, t T 0 |  v, 0 . )  dans 

~'(G, f,  G(f) ~, rl, O). On normalise les mesures sur G/G(f)IH en sorte que, sch6mati- 

quement, on ait : 

~GIG(f)I H = fG/G(f)IHN fG(f)IHN/G(f)tH" 
Comme G/G(f)IHN est isomorphe ~ Gi/Gl(f,)lHi, lui m~me isomorphe 

G.,/Gl(fl)ll:ll, et G(f)IHN/G(f) IH est isomorphe ~ N/HN, il est facile de v6rifier que 

f6/off)'n }la O) (e)ll ~ d g  = I1~011 ~ II011 ~ (q,, 

�9 A est un op6rateur d 'entrelacement.  Le calcul est analogue ~t ceux qu 'on a d6j~ faits. 

�9 L' image de A est partout dense. 

Soit ~ une fonction continue ~ support compact modulo G(f)~H dans l 'orthogonal 

de ImA (il est facile de voir qu'il en existe). On a donc, pour tout couple (% 0), 

fc, (~(g),AOp, O)(g))dg O. IGff)IH 
Consid~rons, pour x fi• dans (~ ,  la fonction 

n ~ ~(p(x) n) [ i f(x)- t0]  (n). 
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Comme r162 - I e s t  donn6 par une transformation de Fourier, si 0 est continue ~t 

support compact modulo HN, cette fonction est continue et int6grable modulo HN : 

ko(x ) = f ~(p(x) n) [W(x)-I O] (n) dn. 
JN/ 1t, 

La fonction ko est continue dans ~ ( t~ l , f l ,  t~l(fO~,rh, th) et on a, par construction, 

que ko est orthogonale ~t toute fonction continue dans cet espace. Donc ko=O pour tout 

O, ce qui prouve que r 

La  proposition est enti6rement d6montr6e. [] 

6. Equivalence des repr6sentations pour deux choix de polarisations (cas r~soluble) 

On traite dans ce chapitre le cas g r6solul01e, dont on se servira pour d6montrer le cas 

g~n~ral au chapitre suivant (th~or6me 1). 

THI~ORI~ME 1'. Soit Ct une alg~bre de Lie alg~brique et r~soluble, et G u n  groupe 

de Lie d'alg~bre de Lie g. Soit f u n e  forme lin~aire sur g, enti~re, G( f )  I un sous- 

groupe de G( f )  contenant G( f )  ~ r 1 une representation dans X( f ,  G( f )  I) et t) et t~' deux 

bonnes polarisations G(f)Lstables .  Les representations :t(G,f ,G(f)l ,~l , t~) et 

:t(G, f ,  G( f )  l, ~1, t)') sont ~quivalentes. 

Darts le cas de groupes connexes,  le r6sultat 6tait d6j/~ connu, au mons pour 

G(f )Z=G(f)  et ~/ un caract6re de G(f) ,  depuis [Bet] dans le cas exponentiel et 

Auslander et Kostant  darts le cas r6soluble g6n6ral. L' innovation principale consiste ~t 

consid6rer des groupes non connexes.  

La  d6monstration se fait par r6currence sur la dimension de g. Lorsque cette 

dimension est nulle, il n 'y  a rien ~ d6montrer. Supposons doric le r6sultat acquis pour 

dim g<n,  et soit g de dimension n. On applique la proposition 1, et on est doric amen6 ~t 

distinguer trois cas. 

6.1. Cas (ii) de la proposition I. Choisissons un id6al a, ab61ien G(f)l-stable,  sur lequel 

f e s t  nulle, maximal. Le groupe A =exp a est ferm6. On est doric darts les conditions du 

w 5.3, et on peut doric appliquer la proposition 4. Utilisons les m6mes notations. Par 

l 'hypoth6se de r~currence, ~ ( G i , f b G l ( f , ) t , r h , ~ l )  et : ,r(Gi , fbGl( fOl ,rh,  t)~) sont 

6quivalentes. Donc : r (G( f ) lG~  et ~ ( G ( f ) l G ~  ') le sont 

aussi, par le (ii) de la proposition, ce qui entraine, par le (i) de la proposition 4 

l'6quivalence de :r( G , f , G( f )  1 , r I, 3 ) et :r( G , f , G( f )  I , r i, ~ '). 
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6.2. Cas (iv) de la proposition 5.1. On suppose qu'il n 'existe pas d'id6al ab61ien G(f )  l- 

stable sur l eque l f  s 'annule. Soit a un id6al ab61ien non central G(f)~-stable. Comme au 

w on consid~re gl=a f Dans ce cas, g l * g  sans quoi [g, a] serait un id6al ab61ien 

G(f)Lstable sur lequel f s 'annulerait.  Soit m=3qa, G1 le stabilisateur de m dans 

G(f) IG ~ et f l  =fig ~ . 

LEMME 19. (On ne suppose pas g r~soluble pour cet ~nonc~.) Si t~ EPRPI( f ) ,  

th=t~ 13 gl+a est dans PRP1(f)  et t hcg l .  

D~monstration. Calculons ~ .  ~ =  (t~ 13 g)r n d =  g 113 t~ + a = t~ i. Donc t~ i est une po- 

larisation. Montrons qu'elle v~rifie la condition de Pukanszky. 

Soit t~o=t~0gl, et Ho le sous-groupe analytique d'alg~bre de Lie t~0. On a 

HI=Ho'A donc H i . f = H o . A . f = H o ( f + g f ) .  I1 vient H l ' f = H o ' f + g f .  De la condition 

H.f=f+t~ • on d6duit H.m=m+t~•  * , d o n c  que H/HOG(m) est simplement con- 

nexe. HOG(m) est alors connexe,  donc Ho=H13G(m). I1 en r~sulte que 

Ho'f=f+(t)+a) • donc H1 .f=f+(t) 13 g l+a)  • [] 

On choisit un id6al a ab61ien non central G(f)Lstable  minimal. La  d6monstration 

se fait en deux temps : d 'abord montrer l '~quivalence de zt(G,f ,G(f) l ,r l ,  t]) et 

:t(G, f ,  G(f )  I, r/, th), ce qui permet de se ramener ~t des polarisations contenant a, puis 

d'appliquer les r6sultats du w 5.4, notamment la proposition 5.5. 

(a) Equivalence de :t(G,f, G(f)l,~l, t)) et :t(G,f, G(f)l,ri,  th). On commence par 

donner quelques r6sultats pr61iminaires. 

LEMME 20. On a : dim (a/a 0 t))=dim t)/t)o et, pour ho E t) o, 

tr~/~0 (ad h 0) = ~ (tr~ + a;~ (ad h 0)-  tr~ + a/~ (ad h0)). 

La d~monstration se trouve dans [BC], chapitre 3. 

LEMME 21. Soit N un groupe de Lie connexe dont l' algdbre de Lie n e s t  nilpo- 

tente. Soit m un sous-espace vectoriel de n. II existe un suppl~mentaire b de m dans n 

tel que l'appHcation de b x m dans N : 

(X, Y)-* expX.exp  Y 

soit surjective. On appelle bon suppl6mentaire un tel suppl~mentaire. 

D~monstration. On proc~de par r~currence sur dim n. Si dim n=0 ,  il n 'y  a den/~ 

montrer. On distingue deux cas. Soit 8 le centre de n. 
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1 er cas. 3t im={0}.  Soit p: rt---~rt/3 l 'homomorphisme canonique. On note par la 

m~,me lettre l 'homomorphisme de N dans N/exp 8. Soit bun  suppl6mentaire de m~)3 tel 

que p(b) soit un bon suppMmentaire de p(m). Alors b convient. 

2 ~ cas. 8~=3Nm*{0}. On passe au quotient par 3~. On note Pt la surjection 

canonique. II existe un bon suppl6mentaire b~ de p~(m). On prend un suppl6mentaire b 

de m tel que pt (b)=bt .  On a 

Pl (exp b .exp m) = N/exp 81. 

Comme m contient 3~, il vient exp b . e x p m = N .  [] 

Dans le lemme 2, on a montr6 que tg= g ( f ) + u ,  oi~ u est l'alg~bre de Lie du radical 

unipotent d e / t .  Choisissons dans tt un bon suppl6mentaire Ul de u 17 t~0. Choisissons 

d 'autre part un suppl~mentaire al de aft t9 dans a. Soit f=tg+a.  On a f = u ~ t ~ o t ~ a t .  

LEMME 22. Soit K=G(f)~HA, et soit D l'image d'une section de 

G(f)I---~G(f)VG(f) ~ L'application I de D x u t  XHoXa dans K : 

(d, no, ho, a) ~ d- exp n. h0" exp a 

est un diff~omorphisme, et K est ferm~ dans G. 

D~monstration. Montrons d 'abord que K est ferm& On a : K . f = H A . f =  

f +  t9 • + g~- = f +  t~b L (condition de Pukanszky et le lemme 4 de [Kir 1]). 

Soit K'  le stabilisateur de f+tgd. On a K~176 '. Puisque K'  est ferm6, K ~ 

et K le sont aussi. 

I1 est clair que I e s t  un diff6omorphisme local en tout point. Par le choix de ut et at 

l 'image de I est un groupe. L ' image de I contenant D, I est surjective et induit un 

rev6tement [ de n t x Ho/G(f) ~ x ct i sur HA/G(jO ~ Comme HA .f=f+ t~,  HA N G(f) est 

connexe, soit HA O G ( f ) = G ( f ) ~  HA/G(f)  ~ est alors simplement connexe, d o n c [  est 

trivial, et I e s t  bijectif. 

Par transitivit6 de I 'induction, il suffit de montrer 

~r(G(f)lG~ G(j0 I, r/, 0) et ~r(G(j0tG ~ G(f )  I, r/, th), ou encore, 

m~me raison, de 

[] 

I'~quivalence de 

toujours pour la 

~r= Ind f/ et ~rt= Ind r~. 
G(f)ln~ K G(f)tHt t K 

Soit respectivement 6,61,6o les fonctions modules de KIG(f)IH, KIG(f)1H1, 
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K/G(f)1Ho. I1 r6sulte du lemme 2 que 6o(ho)=(6(ho)/6(hl)) !/2 pour tout hoe G(f)lHo. 
L'espace ~ de : rest  le compl6t6 de l 'espace qg des fonctions continues sur K ~ valeurs 

dans E, 1 v6rifiant : 

~ qg(kh) = O(h)-l d(h)l/2q~(k) 
(A) tll ()ll support compact modulo G(f)IH 

pour la n o r m e  ]]fffllE=fx/G(f)lH II~o(k)ll2dk. 
De m6me l'espace ~ de :t~ est le compl6t6 de l 'espace ~1 des fonctions continues 

sur K ~t valeurs dans l 'espace E~ v6rifiant 

~ q~(khj) = O(hj)-I dj(hl)l/2 ~(k) 
(A0 []]9~(.)11 ~ support compact modulo G(f)lHI 

pour la norme IIw(k)ll 2dk. 

Soit tpEqg. Posons r (kEK, hlEHO. On v6rifie 

sans peine que 

~Pk. q~(hl ho) = 6o(ho) ~k, ~(hl) (ho E 11o) 

doric que rexpression 

F~(k) = f ~Pk, ~(hl) dhl 
.J G ( f) l  H lIG(fJI H o 

a un sens. I1 est clair que la fonction F~ v6rifie (A0. Montrons que ~--~F~ est une 

isom6trie qui se prolonge en une isom6tde surjective de ~ sur ~1. A cet effet, on 

identifie, au moyen de l'application I du lemme 4, ~ L2(a0 et ~j  ~ L2(u0 par : 

q~ E ~--*q~(a)= q~(exp a), aEal 

~p E ~l --->~(u) = ~p(exp u), u E U~. 

En outre, G(f)~HJG(f)~Ho s'i~lentifie ~ a~ et la mesure sur G(f)~H~/G(f)~Ho a la 

mesure de Lebesgue sur a~. Avec ces identifications, il vient 

/~~ = fa q0(exp u exp a) e2~r 
1 

= fa q~(exp u exp a e x p ( - u )  exp u) e2i~fCa)da 
I 
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f 
= e-2i~f(u) I q~ (exp (adex p u(a))) e2i : t f (a)  d U .  

o o  I 

Soit n le plus grand id6al nilpotent de g. Puisque In, a] est un id6al ab61ien G( f )  I- 

stable indus  dans a, il est  clair que [n ,a ]cS .  D'autre  part u l , - u , - n  puisque g est 

r6soluble. On a d o n c :  adexpu(a)=a+[u, a]. Finalement : 

P~(n) = e -2i~f(u) f q; (exp (a + [u, a])) e 2"r da 
o a  I 

= ~ q~(a) e 2i~r a j) e2i, cta) da. 
Ja I 

La restriction de Bf~t u~ xa~ est non d6g6n6r6e et d6finit une transformation de Fourier  

~: de L2(a0 sur L2(u0.  On vient de montrer  que 

P~(u) = e - 2 ~ r 1 6 2  e2i~c~.j) (u). 

On a donc bien montr(~ que la fonction cp--,F~ se prolonge en une isom~trie de ~ sur 
~'~. 

On a doric d(~montr6 comph~tement le r6sultat suivant. 

PROPOSITION 7. Les  representations at(G, f ,  G( f )  I, r 1, t~) et at(G, f ,  G( f )  I, r 1, th) 

sont Equioalentes. 

(b) Equivalence de at(G, f ,  G( f )  I, ~1, t~) et at(G, f ,  G( f )  I, T1, ty) pour t~, t]' contenant a. 

La proposition 7 permet  de se ramener ~ ce cas l~t. On est alors dans la situation du 

w 5.4. Pour montrer  l '6quivalence de at(G, f ,  G( f )  ~, r/, ~) et at(G, f, G( f )  ~ , r/, ~'), il suffit 

de montrer celle de at(G, f ,  G( f )  t, rh, tg) et at(G,f, G( f )  ~, rh, t~'). Or la dimension de g 

est inf6rieure ~t celle de go. L 'hypoth~se de r6currence s 'applique et on a l e  r~sultat 

cherch& 

6.3. Cas (v) de ta proposition 1. Le plus grand id6al nilpotent n de g est une alg~bre de 

Heisenberg. Le lemme suivant, du/~ Kirillov, [cf. Kir 1], est un peu plus g6n6ral. 

LEMME 23. Soit G u n  groupe de Lie d' alg~bre de Lie g; on suppose que ~ contient 

un ideal caractEristique ~ de Heisenberg. Soit ~ le centre de ~ ,  et f E  g* tel que J]8~=O. 

Soit v=J]~R, G(v) le stabilisateur de v dans G, d' alg~bre de Lie g(v). Soit R = e x p  ~ .  On 

a g = g ( v ) + ~  et G--G(v) .R.  
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Le lemme 2 s'applique ici : on a t~=g(f)+u,  et, puisque g est rEsoluble, u=n.  

Montrons que t9 contient g(v) : si X E  g(v) , f ([X,  n])=O doncf([X, u])=O, et Evidemment 

f ([X,  g(f)])=O, donc f([X, tg])=O et XE ~. 

LEMME 24. (i) La polarisation t~ est n-admissible. 

(ii) t~ N n e s t  un ideal ab~lien G( f )Ls tab le .  

D~monstration.  (i) Soit X E n  tel que f([X,t~nn])=O. Comme ~9=g(f)+ul, t~= 

~l(f)+0 nn, done f([X, t~])=0 done XE t~. 

(ii) Puisque f ls*O par hypothEse, t9 fl n e s t  abElien, t9 N n e s t  g(v)-stable puisque 

t~g(v) ,  et t~ Nn est Evidemment n-stable [n, t~ Nn]=8,--n=tL [] 

Mais le lemme 24 contredit l 'hypoth6se qu'il n'existe pas d'id6al ab61ien G(f)L 

stable. Le cas (v) ne peut p a s s e  produire. On a donc achevE la d6monstration du 

th6or6me 1 '. 

7. Equivalence des representations pour deux choix de polarisations (cas gEnEral) 

THI~ORI~ME 1. Soit g une alg~bre de Lie alg~brique et G u n  groupe de Lie d' alg~bre de 

Lie t). Soit f une forme  lin~aire admissible, G ( f )  I un sous-groupe de G ( f )  contenant  

G( f )  ~ t~ et t~' deux ~l~ments de P R P I ( f ) ,  ~1 un ~l~ment de X( f ,  G( f ) l ) .  Les  reprdsenta- 

tions :r( G, f ,  G( f ) l ,  ~l, t] ) et :t( G, f ,  G ( f )  l,~l, t)') sont ~quivalentes. 

Le principe de demonstration est le m~me que dans le cas r6soluble : dEmonstra- 

tion par recurrence en utilisant la proposition 1. Cette fois, les quatre eas contenus dans 

cette proposition (en considErant ensemble le eas rEduetif et le cas semi-simple) se 

prEsentent effeetivement. 

7.1. D~monstration du th~or~me dans le cas oft t] est r~ductioe. 

(a) G est un groupe connexe.  Dans ce cas, la proposition 2 nous permet de nous 

ramener ~ un probl~me coneernant les series principales. Reprenons les notations du 

w On a G ( f ) = M A ,  et aux deux polarisations t~ et t~' sont associEs deux sous- 

groupes N et N'  tels que M A N  et M A N '  soient des sous-groupes paraboliques mini- 

maux. Notre probl~me est de dEmontrer l'Equivalenee des deux representations 

T~n ~)'~tf) et T~ ~)'~tf). On ~tudie d'abord T~"~,2 nMtant pas nEcessairement imaginaire 

pure. 
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LEMME 25. Ecrioons la ddcomposition de o en int~grale hilbertienne de represen- 

tations irr~ductibles : o=J'~d/~o(~). On a alors la d~composition ~ - 

et la d~composition analogue pour T~, "~. 

Remarque. M6me lorsque 3. n'est pas imaginaire pure, l'espace ~ ' x  est un espace 

de Hilbert. Les objets du lemme ont donc, clans tous les  cas, un sens (cf. [Dix 1], 

appendice A). 

D~monstration. Le lemme 7 montre que L~'a=f~Lr ce qui entraine le 

r~sultat. [] 

LEMME 26. Soit w l'~l~ment du groupe de Weyl W=M'/M qui envoie les racines 

positioes associ~es ~ rt sur celles associ~es d n'. Alors T~: ~ et T~ ~ sont ~quioalentes. 

D~monstration. Soit tO un ant6c6dent de w dans M'. Soit ~ une fonction continue 

dans ~',a. Consid6rons 

~ c p  est une fonction continue dont on v6rifie facilement qu'elle v~rifie la relation de 

variance de l'espace ~ ~  w~, et qu'elle est une isom6trie. [] 

Le lemme 25 et le lemme 26 nous ram6nent ~ d6montrer 1'6quivalence de 

y~T~'~ad#o(~) et de f ~ ' ~ d # o ( O .  I1 reste a montrer l'6quivalence de 

T~ ~'~a avec ~ 'a ,  pour 2=3.(f) et ~ une repr6sentation de M intervenant dans i'int6grale 

hilbertienne o(~l)[u = f ~t ~ d~o( ~). 

Le fait que f est r6gulier n'implique pas que 3. le soit, et on ne peut donc pas 

appliquer les r6sultats de Bruhat (cf. [Bru]). 

Nous allons exhiber un op6rateur d'entrelacement explicite entre les deux repr6- 

sentations Tn ~ et T~: ~. Formellement, on pose : 

l(n ' ,  n, o, 2) qg(g) = / qg(gn') dn' 
JN ' /N'  D N 

oi~ q9 est une fonction continue dans ~ , a ,  et la normalisation de dn' est choisie en sorte 

que 

fN e(2e'ntn')> dn ' = 1 
'IN' fl N 

(cf. w 5. I pour les notations). 
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Soit w comme plus haut dans W. Un calcul facile montre que 

~:~ oI(n ' ,  n, o, 2) f(g)=SN/Nne~lVe~-' f(gnW) du. Soit 

D(w) = {AErie, Re2(H~) >0 ,  V/~>O, wfl<O). 

LEMME 27. Soit 2 ED(w). Alors l'intdgrale d'entrelacement I(n', n, o, 2) est con- 

vergente, la fonction /(it', n, a, 2 ) f  est continue, et I(n', n, o, 4) se prolonge en une 

application lin~aire continue de ~f~'a dans ~,'~, qui entrelace les representations 

correspondantes. 

D~monstration. Le calcul de ~ ol(n ' ,  n, o, 2) permet de se ramener exactement ~t 

une proposition de Schiffmann (cf. [Schi]) lorsque a est irr6ductible et G semi-simple 

centre fini. L'examen un peu attentif des d6monstrations de Schiffmann montre que 

seul intervient le fait que G/MAN est compact, ce qui reste vrai dans notre cas, et que 

les repr6sentations de K irr6ductibles sont de dimension finie, ce qui l'est aussi. [] 

LEMME 28. Lorsqu'on identifie ~ ' ~  (resp. ~ ~ ~ ~'~ ~ :  ) a ~ t  ~ d/uo(~) (resp. 

Se ~ , ~  d/%(l)), l' opdrateur l(n', n, o, 2) s'identifie ~ S~l(n',  n, ~, 2) d/%(O. M c't'n' 

La d6monstration est imm6diate. 

On peut 6crire l'expression de l'op6rateur d'entrelacement une fois que l'on a 

identif6 A'~, '~ et ~ : a  ~ l 'espace Xe~ (qui est ind6pendant de 2 et de n) Pour une fonction 

q0 continue dans ~ ~  l'expression devient : 

J(n' ,  n, o, 2) q0(k) = l (p(kk(n')) exp (( - 4 - 0 ,  H(kn') ) ) dn'. 
3N ' I N n N '  

Comme pour le lemme 27, les r6sultats de Knapp et Stein ([KS], w 17) ont une 

traduction imm6diate. Soit ~ l 'ensemble des fonction C | dans ~~  

LEMME 29. Soit cp un ~l~ment de ~ .  L' applicatlon 2---~J(n', n,a,2)cp de a~ dans 

~f~ est analytique sur D(w), et se prolonge en une fonction m~romorphe sur a~. 

Knapp et Stein ([KS]) ont donn6 une normalisation des op6rateurs d'entrelacement 

pour a irr6ductible, qu'on peut traduire dans le contexte qui nous occupe ici. Notons 

,9(n', n, o, 2) l 'op6rateur normalis6 pour la normalisation de Knapp--Stein cor- 

respondant /~ l (n ' ,n ,o ,2) ,  et ~r n ,o ,2)  l'op6rateur normalis6 correspondant /~ 

�9 J(n',  n, o, 2). La proposition 60 de [KS] donne le lemme suivant. 
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LEMME 30. L'op~rateur  aC(n',n, ~, 2) (resp. ,,r ~, 2)) pour  ~ irriductible est 

unitaire si 2 est imaginaire pur. 

L'irr6ductibilit6 des repr6sentations T ~'~, avec ~ intervenant dans l'int6grale 

f~d t~o(~ )  et 2=2(f )  est une consdquence du thdor6me 6.15 de [SV]. En effet le 

caract6re infinitdsimal d'une telle reprdsentation, qui est donn6 par 2izrflm+a, est 

r6gulier. I1 s'agit d 'une sdrie principale unitaire ~ caract6re infinit6simal r6gulier qui est 

un des cas r6glds par Speh et Vogan. Dans le cas complexe, le r6sultat dtait connu 

depuis Parthasarathy-Rao-Varadarajan [PRV]. Plus g6n6ralement, Harish Chandra 

avait rdsolu dans [H-C 3] le cas de la s6rie fondamentale. 

Le lemme 30 nous permet donc de conclure que les opdrateurs d'entrelacement 

normalis6s ~ n ' , n ,  ~, 2) et ,,r ~, 4) sont unitaires et bijectifs pour de tels ~, 2. 

Notons ~r le facteur de normalisation : 

Soit l'op6rateur diagonal : 

~(n',n, $, ~.) = ~,~4,t) J(n',n, ~, 4). 

Yo = f Yr Id~te d/~o(~). 

D6finissons les op6rateurs normalis6s : 

~ n ' , n ,  o, 2) = yoJ(n',n, o, 2) 

5(n' ,n,  o, 2) = yol(n',n, o, 2). 

LEMME 31. Pour o=o(r/) et 2=2(f) ,  l 'op~rateur normalis# aC(n',n,o,2) (resp. 

d~(n',n,o,2)) est un op~rateur d 'entrelacement  bijectif  et unitaire entre U ~ et 

U~n "a (resp. T~n '~ et T~n:~). 

Le lemme 31 ach6ve la ddmonstration de l'6quivalence dans le cas r6ductif 

c o n n e x e .  

(b) G n'est  pas  connexe.  On utilise la proposition 3. Sa premi6re assertion 

nous montre qu'il suffit de montrer l'6quivalence des repr6sentations 

~G( f ) lG~  tg) et zr (G( f ) lG~ G(f)l ,r],  t~'). On utilise l'assertion (ii) qui 

d6crit ces repr6sentations. 

On va d'abord montrer un r6sultat un peu plus g6n6ral permettant d'utiliser la 

technique du prolongement analytique. Soit r /une reprdsentation de G(f)  ~, 
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o = o(r/) = Ind r/Jo~ nM' 
(G~ ~ nM) T m 

et R,  la repr6sentation de G(f)  1 dans l 'espace de or(r/) d6finie par la formule : 

(R.(y) •) (x) = ,7(y) cv(y-lxy). 

Pour 2 f~ a~, on consid6re les repr6sentations I ~ et 7~ a de G o d6finies au chapitre 5, 

w 1 (b), et on note ~o.~, ~o:a leurs espaces. 

Soit W, (resp. W',) la repr6sentation de G(f) 1 dans ~o,~ (resp. y(o:~) d6finie par la 

formule : 

[Wn(y) qq (x) = 6(y)-l/2Rn(y) qo(y-lxy) 

(resp. [ W~(y) q0] (x) = 6 ' (y)-  1/2Rr/(y) tp(y- ! xy). 

On consid6re enfin la repr6sentation W~,~ (resp. W~I~) du produit semi-direct 

G ( f ) l x s G  ~ 6gale au produit tensoriel int6rieur de W, et T~ ")'~ (resp. W', et T~')'x). 

LEMME 32. Si ty=o(r/) et 2=2( f ) ,  W~,a (resp. W~I~) d~finit, par passage au quo- 

tient, une representation de G(f)iG ~ ~quioalente d 

:r(G(f)lG~ G(f) I, r I, t~) (resp. ~(G(f)lG~ G(f) I, rl, t~')). 

D~monstration. C'est  la traduction imm6diate des propositions 2 et 3. [] 

LEMME 33. L' opdrateur ~(n' ,  n, o(r/),2) de ~ ) ' ~  dans ~f~)'a entrelace les reprd- 

sentations W~,a el W~Ia. Pour 2=2( f ) ,  ..~(n', n, o(r/),ft) est un opdrateur d'entrelace- 

ment unitaire et bijectif entre zt( G(f) ~ G~ f , G(f) !, ~1, t~ ) et zc( G(f) l G~ f , G(f) I, 11, t)'). 

D~monstration. I1 suffit de montrer  que ~r n, o(r/), 2) entrelace Wnet W~, et on 

I'aura fait si on sait le faire pour 2 E D(w). On peut donc se restreindre ~ ;t E D(w), et 
utiliser l 'expression 

(/(n' ,  n, or(r/), 2)) q0(g) = fN'/lVnN' q~(gn') dn'. 

Montrons d 'abord que : l (n ' ,  n, o(r/), 2) [Wn(y) q0] (g)= W~(~,) [l(n',  n, o(r/), A) q~] (g) 

l (n ' ,  n, o(r/), 2) [W~(),) q0] (g)= t~(~)-~/2R~(y) fN'/NnN' qo(~/-~gn'~) dn' 

3-858285 Acta Mathematica 154. Imprim~ le 27 Fevrier 1985 
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f 
= 6(Y)-I/2R~(Y) ...I~'/NnN' cP(y-lgY~'-In'Y) dn' 

= 6(y) - V2R~(y) 61(y) fN'/N n N' q~(~' - I g?n') dn' 

puisque G( f )  ~ normalise N '  et N. (On a not6 61(~) le jacobien de cette action : 

61(y)=ldet (Adn,/nnn, y)[.) Rappelons que 6(y)=[det Ad~/~ y[, soit 6(g)=ldet Ad y[ (resp. 

6'(y)=ldetAda, ?D, oil l'on a not6 rl (resp. fl') l'alg6bre nilpotente oppos6e/~ n (resp. 

n'). Puisque Ady stabilise f ,  Adv est symplectique pour Bf, et en particulier 
det (Adan ", ?)=det (Adnn n, y)-I. On a done 

fN cp(y-I gyn ') dn' l (n ' ,  n, gOD,A) [ W~(r) tp] (g) = 6'(y)-1/2R~(~ ') '/NON' 

= w ' . ( r )  [(n', n, ~(?), ~,) r (g). 

Montrons  maintenant que ..~(n',n,o(r/),~) est un op6rateur d 'entrelacement.  

Comme W e s t  un op6rateur qui est d6compos6 darts l'int6grale j '~ ~ d / ~ ( O ,  il commute  

avec tout op6rateur diagonal, en particulier avec ~o. Le fait que l (n ' ,n ,  o(q), ;t) est un 

op6rateur d 'entre lacement  permet  done de conelure que ~r o(q), ;t) en est un. On a 

done, pour  tout g E D(w), 

3~(n',n, o(q), ;t) o W~,a(g ) = W~ia(g ) o ~r a(q), 4) 

sur les fonctions C | de ~ n  q~'a. 

Par prolongement analytique, eette relation est encore vraie pour  A imaginaire 

pure, en partieulier pour  ;t=A(f). Le lemme 31 nous affirme que ..~(n',n, o(q),A) est 

alors unitaire et bijeetif, le lemme 32 que la repr6sentation d6duite de W~,z (resp. W~Iz) 

est at(G(f)lG~ GQf)l,rl, t~) (resp. zc(G(f)lG~ G(f)-I,rl, [~')) ce qui aeh6ve la d6- 

monstration. [] 

On a done montr6 le th6or6me 1 dans le cas oil g est r6ductive. On suppose 

maintenant qu 'on  r a  montr6 pour  toute alg6bre de Lie de dimension inf6rieure ~ n, et 

on doit le faire pour  une alg6bre de Lie de dimension n. On examine successivement  les 

cas (ii), (iii) et (v) de la proposition 1. 

7.2. Premier cas de r~duction (cas (ii) de la proposition 1). La  d6monstration est 

identique au cas r6soluble (cf. w 6.1). 
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7.3. Deuxidme cas de r~duction (cas (iii) de la proposition 1). Soit a un id6al ab61ien 

non central G(f)l-stable,  ~ t = a  f, m=f l  ~ et G~=G(f)lG~ Par hypoth~se, ~14=g et 

on posef~=f]~ .  Soit tg~=t9 fl ~ + a  (cf. lemme 19). 

(a) D~monstration de i'~quivalence de :t(G, f ,  G( f ) ' ,  r 1, ~) et :t(G, f ,  G( f ) ' ,  r 1, th). 

Soit K=G(f )XHA d'algc3bre de Lie f=tg+a.  L'id6e est de montrer  l '6quivalence de 

Ind~tf) ,n , r r  ~ et de Ind~tr),n,,xr ~ en utilisant le th6or~me 1' dans le cas r6soluble, 

d6montr6 dans le chapitre 6. 

LEMME 34. (i) Le sous-groupe K est f e rmi ,  l' algbbre de Lie f e s t  alg~brique et 
r~soluble. 

(ii) Si f~=J~r, on a fff~)=t~ N ~ et K(j~)=G(f)  ~ (Hn GO. 

(iii) K(f~)~=G(f)~Ho (cf. les notations du w est un sous-groupe de K(f~) 

contenant K(f~) ~ La restrictin rlr de fl a K(f~) ~ est un ~l~ment de X(f~, K(f~)~). 

(iv) Les sous-alg~bres t) et ~ sont dans PRPs(f) .  

(v) On a K(f~)~H=G(f)iH et K(f~)~HI=G(f)~H~. Les representations flr de 
K(j~)nH (resp. K(f~)~HO et fl de G(f)~H (resp. G(f)~HO cofncident. 

D~monstration. (i) On a montr6 que K 6tait ferm~ au lemme 22. D'autre part t~ est 

alg6brique comme alg~bre de Lie du stabilisateur de la vari~t6 alg6brique f+t9 -L, et a a 

une structure alg6brique par le lemme 12. Enfin t~ est r~soluble par hypoth~se, donc f 

l'est. 

(ii) ~(J~)=(t~+a)fn (tg+a)=(~6rN th Iq t~+a=t~ N ~,. Soit y E K(J~). Par la condition de 

Pukanszky il existe h E H  tel que y . f = h . f ,  et comme yEK(J~), hEGi .  On v6rifie 

facilement que G(f) N K= G ( f )  I , d'o~l l '6galit6 K(J~) = G ( f )  I ( H  fl GI). 

(iii), (iv) et (v) sont imm~diats ou classiques. [] 

Le lemme 34 montre qu 'on peut appliquer le th6or~me I dans le cas r6soluble et 

conclure ~t l '6quivalence de Ind~tr),n?Kf / et Ind~tr),n, t rr~. I1 suffit maintenant de 

choisir des polarisations qui contiennent a. 

(b) D~monstration de l' ~quioalence de :t(G, f,  G(f )  l, ~1, t] ) et :r( G, f ,  G(f)  i, r/, t~') 

pour t~ et t~' contenant a. On est dans la situation du w En appliquant ~t t9 et t~' 

la proposition 5, on constate qu'il suffit de montrer  l '6quivalence de 

n(Gx,f l ,  Gl(fOl,~h, t~) et : t(Gl, f l ,  Gi(fOI,rh,  t~'), 6quivalence qui est acquise, parce 

que dim g l<d im g, par l 'hypoth~se de r6currence. 
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7.4. Troisibme cas de r~duction (cas (v) de la proposition 1). Pour pouvoir appliquer la 

proposition 6, on va montrer  que, dans ce cas, toute polarisation v6rifiant la condition 

de Pukanszky est admissible pour le plus grand id6al nilpotent. 

On applique le lemme 23 en prenant pour fit le plus grand id6al nilpotent n de ~. 

Les notations sont alors compatibles avec celles du w 5.5, et notamment du lemme 16. 

Dans le cas alg6brique, on peut 6crire la d6composition de Levi de g sous forme 

nilpotente + r6ductive. I1 s 'ensuit  que ~ est r6ductive (puisque ~l n n=8) et qu 'on peut 

6crire {~1=~i-+-31, Ol~l ~ est semi-simple et 8~ est le centre de ~ .  

LEMME 35. Toute polarisation r~soluble en f est n-admissible. 

D~monstration. Soit 2d+ 1 la dimension de n,  s celle de 6 t ,  a celle de 81, x celle de 

~(f). On a 

dim t~ = �89 s + a +  x). 

Soit r le rang de ~ g / 3 1 + n ,  et supposons dim(t9 f l n ) < d + l .  On a 31C{~l(f l )=~(f)c~.  

Donc dim (t~ n (31 + n ) < a + d .  Soit dim t~+31 +n/3l + n e s t  sup6rieur i~ �89 Mais t~ 

est r6soluble, et dim (tg+31+n/31 +n)-.<�89 D'autre part, dim g(f)>~r+a, c'est4t-dire 

x ~ r + a ,  d'o~ une contradiction. [] 

Le lemme 35 permet d'utiliser la proposition 6 du paragraphe 5.5. L'6quivalence 

de : r (G, f ,G( f ) l , r l ,  t~) et : r (G,f ,G(f) l , r / , t9  ') se ramb.ne /~ montrer 1'r de 

:r(~;s,fl, t~t(f01,fh,  t91)| et de :r(G~,fl ,(~(fl) ,f/~,tg~)|  (ot~ le ' indique que 

les constructions ont 6t~ faites pour t~'). 

Pour montrer cette derni~re 6quivalence, ii faut regarder un peu plus en d~tail la 

construction de (~ et I~. On pourra se r6f6rer A [LV] pour ia d6finition et les propri6t~s 

de l'indice de Maslov r de trois polarisations en v. Si t9 est une polarisation admissible 

pour r, on note [=tgNn. Si [ et [' sont deux polarisations en v, Lion (cf. [Li2]) a 

construit un op~rateur d 'entrelacement  canonique entre les repr6sentations :r(N, v, [) et 

:r(N, v, [') not~ ~vl. Si A d6signe Faction de Gi sur les fonctions sur v d6finies par les 

automorphismes de GI restreints ~ N, par d6finition 

Wt(g) = ~;t. el o A(g) 

et le cocycle ct de Wtest  6gal ~t 

ct(g, g') = e-i(~/4)rO,g[,gg'D.  
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On note enfin avec l'indice ! : st la fonction s sur G~ envisag6e au w 5.5. 

Utilisons la notions d'indice de Maslov r de quatre polarisations introduites au 

w 1.5.12 de [LV]. Soient [ e t  [' deux polarisations en v. 

LEMME 36. (i) L'application cp de Gl xU (U le groupe des nombres complexes de 

module I) : 

(g, t) --~ (g, e-i(rd4) r([, g[, g[ ' ,  l ') t) 

d~finit par restriction un isomorphisme de Gt sur Gr. 

(ii) L'op~rateur ~;r't est un op~rateur d'entrelacement unitaire et bijectif entre 

liCt, ocp et lfCI. 

D~monstration. (i) Que tp d6finisse une application de t~t dans Oi, r6sulte de 

1.5.12, 1.5.13 ainsi que 1.7.6 de [LV]. I1 est alors 6vident que ~p est bijectif. On montre 

que tp est un morphisme de groupe gr~ce h la formule de 1.6.17 de [LV]. 

(ii) I1 s'agit de montrer l'6galit6 : 

c'est-~t-dire : 

~:~,,t o l~'l(g, t) = l~'t,(tp(g, t))o ~,.~ 

t - '  ~;l', t o W,(g) = e i(~/4) ~'' gl. gr. t') t- '  Wt,(g) o ~;t't" 

Par d6finition de Wl(g), et en utilisant le calcul de 1.6.16 de [LV], cela revient ~ montrer 

l ' 6ga l i t6  : 

~;I',! o ~t,  et = eitn/4)rtl'g'el" l')~:r,gI' o ~:gt',et 

qui r6sulte facilement du lemme 1.6.13 de [LV]. [] 

Remarquons maintenant que pour g laissant [ et [' stables, on a r([, g[, gI', [ ' )=0, ce 

qui prouve qu'il n 'y  a pas d'ambiguB6 dans la d6finition de f/i, i.e. ~l=r~ioqg. II en 

r6sulte que les representations 

:r O,(f~)',fl,, O,)ocp et ~(O'~,f~, O'~(fl)',rl'~, O' 0 

sont 6quivalentes. On a donc bien d6montr6 le r6sultat cherch6. 
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8. Passage aux G-orbites 

Soit f une forme bien polarisable et admissible, et g un 616ment de G. L'6galit6 

G(g. f )=gG(f)g  -~ est imm6diate, et il est donc coh6rent de poser 

G(g .f) t = gG(f) 1 g -  i. 

Soit rlEX(f ,G(f) l) .  La repr6sentation ~r/ de G(g.f) m d6finie par la formule : 

sr/(~)=r/(g-~g) est dans X(g.f ,  G(g.f)l). Si ~EPRPI( f ) ,  Adg(t~)EPRP~(g.f), ce qui 

prouve que g . f  est bien polarisable. 

THI~ORI~ME 2. (1) Les representations ~(G,f,G(f)l,r]) et :t(G, g.f,G(g.f)l,grl) 

sont ~quioalentes. 

(2) Si f et f '  sont des formes bien polarisables et admissibles dans des G-orbites 

distinctes, pour toutes les valeurs des autres donn~es les representations 

:t(G, f ,  G(f )  ~, r/) et zt(G, fl, G(f '  )1, r/') sont disjointes. 

8.1. D~monstration de la premidre partie. Soit t~ un 616ment de PRPI(f) .  On consid6re 

la polarisation g-t9 en g.f.  I1 est clair que gG(f)lg -I laisse stable g. t~, que g.t) v6rifie 

la condition de Pukanszky,  bref que g.t~EPRPl(g.f) .  On peut donc prendre re- 

spectivement :t(G, f ,  G(f )  1 , ~/, t~) comme mod61e de :t(G, f ,  G(f )  I, r/) et 

�9 r(G, g.f,  gG(f) lg -! ,  g.r I, g. t~) comme mod61e de :t(G, g.f,  gG(f)lg -I,  g. rl). Consi- 

d6rons l 'application qui ~t une fonction continue tp dans ~(G,  f ,  G(f )  I, r/, t~) associe la 

fonction : 

x ~ cp(xg). 

On v~rifie que cette application prend ses valeurs dans ~((G, gG(f)lg-l,g~,gt~), est 

unitaire, que son prolongement est bijectif et entrelace les deux repr6sentations. 

La  deuxi6me partie du th6or6me se d6montre en deux 6tapes. La  premiere 

consiste ~t passer du cas connexe au cas non connexe (proposition 8). La  deuxi6me se 

fait par r6currence sur la dimension et utilise le r6sultat de la premi6re 6tape. 

8.2. D u  c a s  c o n n e x e  a u  c o s  n o n  c o n n e x e .  

PROPOSITION 8. Si le th~or~me 2 (2), est vrai pour un groupe connexe, il est vrai 

pour un groupe quelconque. 

D~monstration. Les stabilisateurs de f dans G,G( f )G~  ~ et G O sont 
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respectivement CRf), CRy"), CRf)iG~ et G~ Posons G~ ~ Les don- 

nEes sont rEunies pour construire quatre classes de representations : 

:r G(f)l,r/), T=~(G(f)G~ G(f)l,rl), 

Tl=~(G(f)lG~ G(f) I, ri) et ~0=~(G~ G~ I, r/IG0(f)~). 

Rappelons les rapports qu'on a dEj/~ Etablis entre les representations : 

= Ind T, T=  Ind T (lemme 4), TIIG0 = zc 0 (lemme 9). 
G(f)  G O '1' G G(f) IG ~ 1' G(f)  G o 

Le thEorEme classique de decomposition des representations induites (cf. [Mac]) 

donne : 

T;Ico 
xE G/G(f)IG ~ 

(oi~ ~ est la representation g--*Tl(x-lgx). Par le lemme 37, il vient alors : 

~rlGo = ~ rig. 
xEGIG(f)IG ~ 

Choisissons f '  vErifiant les hypotheses gEnErales et dEfinissons pour f '  les reprE- 

sentations �9 rl, T', Ti, :z~. Supposons n et ~' non disjointes. Alors :ziG0 et ~r'lG 0 sont non 

disjointes; le groupe G O est localement algEbrique, done de type I (cf. [Dix0]). La 

decomposition ei-dessus et la decomposition analogue pour ~r'lGO, permettent alors 

d'affirmer l'existence d'un x E G tel que ~rg et ~r~ soient non disjointes. Mais on sait, par 

la premiere partie du thEorEme, que ~g=zc(G~ G~ Le thEorEme Etant 

vrai pour G ~ on en dEduit q u e f '  et x . f son t  dans la mEme orbite sous G ~ et donc que 

f '  et f s o n t  dans la m~me orbite sous l'action de G. [] 

On suppose, dans le reste du chapitre, que G est eonnexe. Le r6sultat eherch6 est 

imm6diat pour dim g=0. On le suppose vrai pour tout groupe de Lie connexe de 

dimension inf6rieure ~t n. I1 l'est alors pour tout groupe de Lie de dimension inf6rieure/~ 

n. Montrons le pour G de dimension n. Soit f et f '  dans g*, supposons qu'on a l e s  

donnEes permettant de dEfinir if(G, f, G(f) I, ~) et ~r(G, f ' ,  CRf,)l, r/'), et que ces reprE- 

sentations sont non-disjointes. On utilise la mEthode de reduction de la proposition 1, le 

groupe F Etant trivial. 
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8.3. G est un groupe r#ductifconnexe. Choisissons une polarisation 0 enf .  On utilise les 

notations et les r6sultats du w 5.1 et le lemme 25 du w 7.2. On 6crit donc la d6composi- 

tion : 

ze(G, f, G(f) j, ~I, tg) = ( T~':~f) d/u,~,7)(~). 

En appliquant la premi6re partie du th6or6me, et les r6sultats classiques sur les 

orbites des 616ments semi-simples r6guliers dans les alg~bres de Lie r6ductives, on peut 

remplacerf '  par g. f ' ,  et donc supposer que G(f ' )=G(f) ,  et donc aussi que 0 '=0 est 

une polarisation en f ' .  On a alors la d6composition : 

:t(G, f ' ,  G(f ')  I, rl', O) = fM T~'~tf')d/zo~,)(~). 

Le groupe G 6tant de type I on a unicit6 de la d~composition d'une repr6sentation 

en int6grale hilbertienne de repr6sentations irr6ductibles. Si :t(G,f,G(f)~,rl, O) et 

:rt(G,f', G(f ')  l, r/', 0) sont non disjointes, il existe au moins un couple (~', ~.(f')), ~' dans 

le support de d/aot,7,) qui est conjugu6 h (~,Mf)), ~ dans le support de d/zorn), sous 

l'action d'un 6Mment du groupe de Weyl. Mais alors la diff6rentielle de ~' est dans la 

W-orbite de celle de ~, et donc f et f ' ,  qui v6rifient respectivement 2irt3qm=d~, 

2i:t/]a=;t(f) et 2i:tf'l,.=d~', 2i:tf'l,=A(f'), sont W-conjugu6s, ce qu'il fallait d6- 

montrer. 

8.4. 1l existe des idiaux abbliens non centraux. On est donc dans le cas (ii) ou le cas (iii) 

de la proposition 1. Soit a un id6al ab61ien non central maximal. Aiors A =exp a est un 

sous-groupe ferm~ de G. Choisissons des polarisations 0 et 0' e n f e t f '  qui contiennent 

a, ce qu'on peut toujours faire. Soit m, m' les restrictions d e f e t f '  ~ a. On consid6re, 

comme dans le paragraphe 5.4 les stabilisateurs GI et G~ de me t  m'. Les choix qu'on a 

faits de 0 et 0' nous permettent d'6crire : 

:r(G,f, G(f)  I, r/, 0) = Ind :t(Gi,fl, Gl(fl)', ~lt, O) 
GI '~ G 

:t(G, f ' ,  G(f ' ) ' ,  r/', 0') = Ind rt(G[, f[, G'l(f'~) j, rf~, 0'). 
Gi ~G 

D'autre part il est clair que :r(Gt,fl, Gl( f0  l, r/, O) restreinte /~ A (resp. 

:t(G;,fi ,  G;(fi) l, ~/', 0')) est un multiple du caract6re Zf (resp. Zr') de diff6rentielle 

2i:tfl~ (resp. 2i~f'la) (dont on sait qu'il existe par le lemme 15). 
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On est donc dans la situation classique d'application du th6or6me de Mackey (cf. 

[Mac]) de d6composit ion orbitale. On a 

f/ ~r(G, f ,  G( f )  ~, ~l, t~)lA = Z} d/z(x) 
/Gt 

f/ ~(G, f ,  C,(f') ~, ~', t~')lA = Zf d~'(x'L 

Puisque les repr6sentations de d6part sont non disjointes, leurs restrictions ~ A l e  

sont aussi. Par unicit6 de la d6composit ion,  il existe un x ~ G tel q u e f e t  x . f '  coincident 

sur A. On peut donc supposerJ~a=f ' l , .  

On voit qu 'on  est dans un et un seul des deux cas suivants : 

- f e t f '  sont dans a • cas ot~ ~ e t  Zr sont triviaux. 

- f e t f '  sont dans g * \ a  -L. 

(a) On suppose que f et f '  sont dans a • Alors, de mani~re imm6diate, par la 

proposition 4, on se ram~ne au r6sultat 6quivalent sur G/A. 

(b) On suppose que f et f '  sont dans g * \ a  • Avec l'hypoth~.se J~,=f ' la '  on a 

GI=G~ etc. La th6orie de Mackey appliqu6e ~t A et Gi nous dit que ~r(G,f, G(f)l ,rl ,  t)) 

et ~r(G, f~ G(f ' )  I, rf , t)') sont non disjointes si et seulement si zc(Gi , f l ,  GJ(fO I , rh, t)) et 

~r(GI,f~, Gl(f~) I, r/~, 3') sont non disjointes. Par l 'hypoth~se de r6currence (si ~ = f i ,  

[~,a] est un id6al sur lequel f et f '  s 'annulent et on est dans le cas w ceci 

entraine l:existence d 'un glEG~ tel que g~.f~=f~, d o n c  tel que g~f t - f~Eg2f .  

D'apr~s le lemme de Kirillov cit6 dans ia d6monstration du iemme 14, il existe un a 

dans A tel que af~=gtf~,  ce qui d6montre le r6sultat. 

8.5. I! n'existe pas d'id~al ab~lien non central (cas (v) de la proposition 1). On est dans 

la situation du w 5.5, dont on reprend les notations. Deux polarisations t9 et tg' e n f e t f '  

sont admissibles pour  le plus grand id6al nilpotent n, qui est de Heisenberg. Naturelle- 

ment, si ~r(G,f, G( f )  l, rl, t~) et zc(G,f ' ,  G( f ' ) l , r f ,  t)') sont non disjointes leurs restric- 

tions ii Z = e x p 8  sont multiples d 'un m6me caract~re, et donc fla=f'la. Quitte 

r emplace r f '  par un 6Mment de la N-orbite de f ' ,  on peut supposer  que ~ , = f ' l , .  Mais 

alors G1=G~, ~ l = ~ ,  les repr6sentations :r(N, v, t9 fir t) et ~r(N, v, tg' fin) sont 6quiva- 

lentes, donc les groupes (~l et G~ sont isomorphes et les repr6sentations W e t  W' sont 

6quivalentes modulo cet isomorphisme. En fin de compte,  ~r(Gl,fl, (~t( f0 ' , rh ,  t91) et 

~r((~l,f~, Gl(f~) ' ,  r/~, t~) sont non disjointes par le lemme de Schur, et par l 'hypoth~se 
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de r6currence f~ 6G~ .f~, ce qui entraine, puisque ~t=~m+n, que f '  E G.f. La d~mon- 

stration du th6orc3me 2 est achev6e. 

9. Commutant des repr6sentations 

Dans ce chapitre, on suppose que G est un groupe de Lie complexe dont l'alg6bre de 

Lie est alg6brique, et on consid~re G comme groupe de Lie r6el. Ceci, entraine que 

est une alg~bre de Lie alg6brique complexe (consid6r6e comme r6elle) et que G op~re 

sur g par des automorphismes complexes. 

LEMME 37. Soit f E  g*. I! existe une forme C-lin~aire sur ~ unique f '  dont la partie 

r~elle est f .  Le stabilisateur de f '  dans G est ~gal it celui de f .  Plus g~n~ralement, les 

notions d'orthogonalit~ pour Bf  et Bf, coincident. 

Ddmonstration. On pose f '  (x)=f(x)- i f ( ix) .  [] 

Lorsque cela sera n6cessaire, on notera g', a' ... le dual complexe de l'alg6bre de 

Lie complexe I~, a . . .  

THI~ORI~ME 3. Le commutant de la representation : t(G,f ,G(f) l ,r i ,  t~) est iso- 

morphe it celui de Indcty)~ T ~tr~ r/. 

On d6montre le th~or~me par r6currence sur dim ~, comme dans les chapitres qui 

pr6c~dent. Toutefois il y a une diff6rence dans l'application de la proposition 1 : les 

id6aux ab61iens sont pris caract~ristiques, ce qui veut dire qu'on applique la proposi- 

tion 1 avec pour F l e  groupe des automorphismes de t~, et on consid~re des id6aux 

ab61iens complexes. 

9.1. g est une alg~bre de Lie r~ductive. Le lemme ci-dessous est crucial, parce qu'il 

permet d'6viter, dans le cas complexe, 1'6tude compliqu6e que fait Duflo dans le cas 

g~n6ral [Duf4]. 

LEMME 38. Soit g une algbbre de Lie r~ductive complexe et G u n  groupe de Lie 

complexe d'alg~bre de Lie t]. Soit f E  t~* comme dans le chapitre 5. II existe une 

polarisation r~elle stable sous l' action de G(f) .  

D~monstration. On a not(~ a=~(f ) .  Soit Y r-a' l'ensemble des racines de ~ par 

rapport ~ a. Soit f '  la forme lin(~aire complexe dont f est la partie r(~elle. On a 

G(f ' )=G( f )=G(2f ' )  pour tout nombre complexe 2 non nul. La formef '  6tant r~guli~re, 
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aucune des quantit6s (a,  f ' } ,  a d6crivant l 'ensemble 2 ,  n 'est  nulle. Soit 2 E C* tel que 

R e ~ . ( a , f ' ) : # 0  pour  tout a ,  et d6finissons E + = ( a ,  R e 2 ( a , f ' ) > 0 } .  II est clair que E+ 

est G(f)-s table et 6galement stable par conjugaison complexe,  donc que la sous-alg6bre 

d6finie par Y.+ est G(f)-s table  et la complexifi6e d 'une sous-alg6bre de Borel r6elle. On 

a donc d6montr6 l 'existence d 'une polarisation stable sous G(f) .  La forme f 6tant 

r~guli6re, cette polarisation est automatiquement  une bonne polarisation. [] 

On choisit comme mod61e de ~r(G, f ,  G( f )  I, ~) la repr6sentation ~t(G, f ,  G( f )  1, t/, l~) 

pour  une polarisation t~ G(f)-stable.  Par transitivit6 de l ' induction, 

~r(G, f ,  G ( f )  l, r/, ~)=~r(G, f ,  G( f ) ,  IndGtf)~ ~ ctf) t/, ~). Il suffit doric de d6montrer  le th6o- 

r6me pour  G ( f ) l = G ( f ) .  

Soit donc t /une  repr6sentation dans X(f ) ,  et rg n le commutant  de l 'alg6bre de von 

Neumann engendr6e par ~/, et, d 'autre  part, cs le commutant  de l 'alg6bre de von 

Neumann engendr6e par la repr6sentation ~r(G, f ,  G(f ) ,  ~, 0). 

On a une injection de ~,~ dans ~ d~finie de la mani6re suivante. Soit A E ~,1- Un 

~16ment ~o de l 'espace ~(G,  f ,  G(f ) ,  ~/, 0) est une fonction ~ valeurs dans l 'espace de ~/. 

On d6finit un 616ment I(A) de ~ par la formule : 

[/(,4) (~)] (g) = A(~(g)). 

II s'agit de montrer que I e s t  surjective. Remarquons  tout d 'abord que si B e s t  dans 

rs et donn6 par la formule : 

[B(~p)] (g)=B,(rp(g)), o~ B! est un op6rateur dans I 'espace de r/, alors il est clair que 

Bt est darts rs162 et doric que B E I ( ~ ) .  Selon une technique habituelle, au moins dans ce 

travail, on va distinguer le cas connexe du cas non connexe. 

(a) G est connexe. On utilise la proposition 2, ainsi que le lemme 25, ce qui nous 

permet d'6crire la dgcomposit ion de ~t(G, f ,  G(f ) ,  t/) : 

Y; ~(G, f ,  G(f) ,  ~, ~) = T ~ ' ~  d~(O 

ot~/~ est la mesure sur M donn6e par la d6sint6gration de ~. Les  T ~'a 6tant irr6ducti- 

bles, un ~l~ment de ~ est n~cessairement un op6rateur d~compos6, et on a vu que de 

tels o l~ra teurs  6talent dans I ( ~ ) .  

(b) G n'est pas connexe. On a vu (proposition 3) qu 'on avait : 

~t(G, f ,  G(f) ,  r/, t~) = Ind zt(G(f) G ~ f ,  G( f ) ,  tl, ~)) 
G(f) G O t G 
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avec 

~(G(f)  G ~ jr, G(f) ,  r/, t])loo = :r(G ~ f, G~ r/Io0tf ), t3). 

La d6composit ion orbitale fl de Mackey s'6crit alors : 

~( G , f ,  G(J) ,  ,7, t~ )l~. = ~( G", f ' ~ ( f ) ,  ~}a.e), tg~" 
x E G/G(f) G O 

II r6sulte de th6or~me 2 que les diff~rentes repr6sentations qui interviennent dans 

le membre de droite de l'6galit6 sont disjointes pour des x distincts modulo G(f)G ~ 

Soit Bun ~l~ment de qg. Alors B est un op6rateur qui se d6compose selon la d6composi- 

tion t2 :B=E~o/off)GoB~ o~ I~ est dans le commutant de :r(G~ f, G~ r/Io0t: ), t~y, qui 

n'est rien d'autre que vr(G ~ x.f, G~ x. r/Io0t:), x. t)). On sait, par le paragraphe (a), 

que B x est de la forme I(A~), et donc que Best de la forme I(A), et par la remarque ci- 

dessus, B E I(~). 

9.2. Premier cas de r~duction. Il existe un id6al ab61ien caract~ristique a sur lequel f 

s'annule. On applique la proposition 4 (a est, h fortiori, G(f)l-stable).  De mani~.re 

&idente ,  les commutants  de 

Ind r/ et Ind r h 
G(f)  I ]' G(f)  Gl(fl) I ~" G i t f  I) 

sont isomorphes,  ainsi que ceux de :r(G,f, G(f)l,r/) et de :r(Gi,fl, Gl(fO',r/i). L'hy-  

poth~,se de r6currence permet  alors de conlure. 

9.3. Deuxidme cas de r~duction. On a choisi un id6al ab~lien caract6ristique a tel que 

~ = a :  est diff6rent de t] et A = e x p a  est un sous-groupe ferm6. On choisit une 

polarisation t ) E P R P I ( f )  contenant a (lemme 19) et on applique les r6sultats du w 5.4. 

O n a :  

vr(G, f ,  G ( f )  I, I?, ~) = Ind :r(Gl, f I, Gl(fl) I , r/I, ~). 
GI~G 

La restriction de ~(G~,f~, Gl(fl)l,r/i) ~ A est un multiple du caract~re ;re de A. Le 

stabilisateur de Zr 6tant r/, on peut appliquer la m6thode des petits groupes. Le  

commutant  de ~(G,f ,  G(f )  I, r/, tg) est isomorphe/~ celui de ~r(GI,fl, Gl(fl) I, r h,  t~), lui 

m6me isomorphe,  par l 'hypoth~se de r6currence, ~t celui de Indot~f,)l t r L ' isomor-  
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phisme entre les commutants de Indctj0, ~co9 r/ et IndG,tf01 r~,tf,~ r h est, pour sa part, 

6vident, puisque G~(f~)=G(f)A. 

9.4. Troisi~me cas de r~duction. Le plus grand id6al nilpotent n de g est de Heisen- 

berg, et toute polarisation t~ est admissible pour n. On utilise les r6sultats du w 5.5, mais 

en les simplifiant un peu. En effet, G ayant une structure complexe, et fpouvant  6tre 

pris comme la partie r6elle d'une forme C-lin6aire sur g, il est inutile de consid6rer des 

rev6tements ~ deux feuillets. La consid6ration des ces rev6tements provient du calcul 

du cocycle de la repr6sentation projective consid6r6e au w 5.5. Or on a : 

c ( g l  , g2) = r(L, g, L, g2gl L) 

o6 L e s t  une polarisation en v=f]~ et r e s t  l'indice de Maslov (cf. [Li 1]). Le lemme 

suivant est facile. 

LEMME 39. Soit E un espace vectoriel complexe, Eit le sous-espace vectoriel 

sous-jacent, et Q une forme quadratique sur ER. La signature de Q est nulle. II en 

r~sulte que i'indice de Maslov est nul sur un espace symplectique complexe. 

S i f e s t  une forme lin~aire r~elle sur g , f e s t  la partie r6elle d'une forme complexe 

f ' ,  et il est clair que les polarisations p o u r f  sont des polarisations pour f '  et des sous- 

espaces complexes de fl : l 'espace g/fl(f) est un espace symplectique complexe. Ii 

r~sulte de ces remarques que le groupe t~l consid6rg au paragraphe 5.5 est 6gal au 

produit direct de GI par Z/2Z. La proposition 6, compte tenu des lemmes 35 et 36 et de 

ce qui pr6e/~de, s'~crit de la mani~re suivante. :r(G, f ,  G( f )  I, 71, t~) est 6quivalente ~t la 

repr6sentation d~duite de ~t(Gl, f ,  G l ( f  O l, r h, th)| W par passage au quotient. 

D'apr~s le lemme de Schur, comme W restreinte ~ N est irr6ductible, les commu- 

tants de :r(G,f, G(f)l,r/, tg) et ~r(Gi,fl, Gl(fOl,rh, th) sont isomorphes. I1 reste donc 

appliquer l'hypoth~se de r6currence h Gi, qui est de dimension inf6rieure ~ celle de 

G, et ~ comparer les commutants de 

Ind r/ et Ind r h 
G(f) ! I' G(f) Glffl) 1 ~' Gl(fl) 

qui sont ~videmment isomorphes. 

La d6monstration du th6or~me 3 est donc achev6e. 

Avant de passer au chapitre suivant, faisons quelques commentaires sur les 

cons6quences du th6or~me 3. Supposons, pour simplifier, que G(f) ~ est d'indice fini 
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dans G(f) ,  ce qui est le cas si G est alg~brique complexe.  Alors, pour tout choix de 

G(f )  1 et de r/, la repr6sentation s'6crit comme une somme de repr6sentations irr6ducti- 

bles, par cons6quent  la repr6sentation ~t(G~,f, G(f)~,~?) s'6crit comme une somme 

finie de repr6sentations irr6ductibles de G. Simplifions encore,  et consid6rons la 

repr6sentation : t (G,f ,  G(f)~ Par le th6or6me de Peter-Weyl  projectif  appliqu6 

au groupe fini G(f)/G(f) ~ la repr6sentation IndG(f)OtG(f)Zf est  la somme 

~)r~x~0~) (dim 3)- 3. Par le th6or6me 3, on salt done que ~r(G, f ,  G( f )  ~ X/) s'6crit comme : 

ff)~ex~r) (dim 3) ~r(G, f, (f)~ 3), o,'i les n(G,f, G(f)~  r) sont des repr6sentations 

irr6ductibles de G. Malheureusement  la d6composit ion n 'es t  pas canonique, en ce 

qu'elle d6pend du choix d 'une polarisation t~ E PRP(f) : si t9 et ty' sont deux telles 

polarisations, il est tr6s possible a priori que la sous-repr6sentation 

~t(G, f, G ( f ) ~  O, 3) (d6finie pour  3~Xirr(f)), de ~r~(G, Jr, G(f)~ O) soit 6quivalente 

/~ 7t(G,f ,G(f)~ t)",3 ') pour un d' de Xi~(f)  distinct de t. C 'est  ~ lever cette 

ambiguit6, i.e. ~ d6finir une param6trisation canonique, qu'est  consacr6 le chapitre 10. 

10. Construction d'une famille de repr~entations irr~ductibles d'un groupe 

alg6brique complexe 

On va, dans ce chapitre, 6tudier de mani6re plus pr6cise le commutant  des repr6senta- 

tions n(G,f, G(f )~  le groupe G 6tant alg~brique complexe. Darts un premier 

temps, on construit  un op6rateur d 'entrelacement  canonique A~., entre 

~(G,f, G(f)~ ~)et n(G,f, G(f)~  U"), ot~ t7 et ~" sont deux tr6s bonnes polarisa- 

tions (cf. infra) en f.  EnsuRe on construit une injection E~ du commutant  ~xf de 

Ind~f)0t G~f)X f dans le commutant  de x(G,f, G(f)~ ~), dont on montre qu'elle com- 

G F . G = A  G 0 i~. G mute ~t A~.~, i.e. _ , .  "'~'~ -9  �9 Ceci permet de d6finir sans ambiguit6 la sous-repr6sen- 

tation irr6ductible 3 de IndGtr)0 t Gtr)ZS; on note ~t~., cette repr6sentation. 

On d6finit d 'abord  les trds bonnes polarisations. (i) La polarisation t9 e n f e s t  tr6s 

bonne si : 

(i) t~ est bonne 

(ii) ~ est admissible pour  le radical unipotent n de g 

(iii) avec les notations du w 5.5, t~ 6rant une bonne polarisation, on demande que 

tg~ soit admissible pour  le plus grand id6al nilpotent de g~=n r. Et a/nsi de suite . . . .  

(~) Cet te  not ion apparaR auss i  dans  un  preprint  de R. L ip sman  ~ Harmonic  induction on Lie Groups  ~. 
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On d6montrera au chapitre 12 que les formes fortement r6guli~res au sens de Duflo sont 

tr~s bien polarisables. 

10.1. Construction d'un opbrateur d'entrelacement. On construit dans ce paragraphe un 

op6rateur d'entrelacement unitaire et bijectif entre :t(G, f ,  G( f )  ~ t~) et 
0 tt ~r(G, f, G(f) ,~,  t~ ). 

(a) g est une algdbre de Lie r~ductive. Si t9 est r6ductive, l'op6rateur d'entrelace- 

ment a d6j~t 8t6 construit au w 7.1. D6crivons avec precision la situation, en tenant 

compte des simplifications dues /~ ce que l'on a choisi G( f ) l=G( f )  ~ et que G est 

complexe. I1 en r6sulte que G~ est connexe, donc G~  ~ Par cons6quent Zr 

est une representation irr6ductible de G~ ce qui prouve que 

~r(G~ G(f)~176 G~ est irr~ductible. Posons 

A GO _ r  . ~,,~ - _ , r t  , n ,  Z f ,  2 ( f ) ) .  

D'autre part, la proposition 3 implique que 

~(G, f ,  G(f)~ = Ind ~(G~ G(f)~ 
G~ G 

G O On d6finit Aoqo comme l'op6rateur d'entrelacement induit ~ partir de A~,,~. 

(b) Cas g~n~ral. On fait une d6monstration par r6currence, mais selon une m6- 

thode de r6duction qui n'est pas celle de la proposition 1. Comme on l'avait remarqu6 

au chapitre 9, (lemme 37), toute forme lin6airefest  la partie r6elle d'une forme lin6aire 

complexef ' .  Notons v' la restriction def ' /~ n (cf. le w 5.5 pour les notations). II est clair 

que g ( f )=g( f ' ) ,  fl(v)=g(v'), les polarisations en f sont des polarisations en f '  et 
r6ciproquement, etc. 

La construction de l'op6rateur se fait par r6currence, mais en utilisant une m6- 

thode de r6duction diff6rente de celle qu'on a employ6e jusqu'ici. Le lemme suivant, 

classique, en donne le principe. 

LEMME 40. Soit g une algdbre de Lie sur R ou C, n l e  radical unipotent de g de g, 

fE  g*, v=jqn, et b=Kervf ln(v)  

(i) b e s t  un iddal dans g(v) 

(ii) un des deux cas suivants se pr~sente : 

- dim (I](v)/b)<dim g 

- ou g est r~ductiue. 



4 8  M. A N D L E R  

On applique le lemme 40 dans le cas complexe, c'est-&-dire ~ f ' ,  v', b ' = K e r v ' n  n(v'). 

La  construction de A~q., se fait par r6currence sur la dimension complexe de g. Si 

cette dimension est nulle, la construction des repr6sentations est triviale, et A~,G,~ est 

l 'identit& Si l'alg6bre de Lie est r6ductive, la construction a d6j~ 6t6 faite au para- 

graphe (a). 

On suppose donc dim (g(v')/b')<dim g, et on distingue encore deux cas. 

Premier cas : g(v ' )=g et b '~{0) .  

Dans ces conditions, n ( v ' ) = n c g ( f ) .  On fait d 'abord l 'hypoth6se que G(v)=G. Le 

noyau b' est alors un id6al stable sous l 'action de G. Comme N e s t  unipotent, il est 

simplement connexe,  et b' est donc l'alg6bre de Lie d 'un  sous-groupe ferm6 connexe 

B'. Posons GE=G/B ', g2 son alg6bre de Lie, f2 la forme d6duite de f par passage au 

quotient, p la surjection canonique de G sur G2. Par une g6n6ralisation imm6diate de la 

proposition 4, si 0 est une bonne polarisation (qui contient n6cessairement b'), O2----P(O) 
est une bonne polarisation en f2, et on a 

or f ,  G( f )  ~ Z f, t)) op  = oz(G2, f2, G2(f2) ~ gf2' ~2)" 

Montrons maintenant que ~ est une tr6s bonne polarisation si r est une tr6s bonne 

polarisation. 

Soit m la sous-aig6bre dont le quotient m/b' est le radical unipotent de g/b'. On 

remarque que n c m , - m + 8 ,  00 8 est le centre de g. Montrons que la polarisation ~2 est 

admissible pour m/b', ce qui revient ~ montrer que ~ est admissible pour m. Mais cette 

derni6re assertion est la cons6quence imm6diate de l'admissibilit6 de ~ pour n. Enfin 

l'inclusion n c m c n + 8  prouve que i 'orthogonal de m/b' pour f2 est g2 tout entier : 

l'admissibilit6 de t) entraine que ~ est tr6s bonne. 

Soit pour finir ~ et ~" deux tr6s bonnes polarisations. On peut appliquer l 'hypo- 
�9 G 2 A G  m A G 2  th6se de r6currence pour construlre A~2.  On pose ..~.~ . . ~ ,  ce qui d6finit bien un 

op~rateur d 'entrelacement.  

Si G(v)4=G, la relation ~r(G, f ,  G( f )  ~ Xl, t~) = Indo<v) 1' o ~r(G(v), f,  G( f )  ~ Xf, t~) incite 

d6finir I 'op~rateur A~., comme op6rateur induit ~ partir de A ~ "-t)"t~ �9 

Deuxidme cas : g(v)4=g. 
On utilise la proposition 6, avec les simplifications apport6es au chapitre 9 : 

zt(G, f ,  G( f )  ~ Xs) = Ind ~r(G~, f2, G l ( f f ,  X~,, th) | W(N, v, t~ n n) 
Gt.N'~ G 

puisque t~ est n-admissible. 
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Consid6rons l 'op6rateur d 'entre lacement  I ~  entre ~r(N, v, t) n n) et x(N, v, t)"n n) 
Gt d6fini dans [Li 1], et l 'op6rateur A , ,  ~, d~fini par l 'hypoth~se de r~currence. Un calcul 

,4 G' ~IN simple montre que ..~;,~ ~_,,~ est un op6rateur d'entrelacement pour les representa- 

tions de G~-N associ~es A f, t~ et t~". Par d~finition A~ est l'op~rateur induit. 

On a doric d~fini, darts tousles cas et sans ambiguit6 un op~rateur d'entrelacement 
G A~.~. 

10.2. Construction d'une injection E~ du spectre de rf=Indao.)0~, ct/.)X f dans le spectre de 

:r(G, .If, G(f )  ~ yo~, t)). On suppose dor~navant G alg~brique complexe. 

La d~monstration est faite par r~currence selon le m~me schema que pour la 
G construction de A~,~. 

�9 Si g est r~ductive, il existe 0emme 38) une polarisation qui est G(f)-stable. Soit z un 

~16ment de l 'ensemble Xirr(f) et posons : 

E~(r) = :r(G, f, G(f), r, t~). 

Cette d6finition est, on le sait (th6or~me l), ind6pendante du choix de la polarisation 

G(f)-stable t~. Soit maintenant ty' une polarisation non n~cessairement G(f)-stable. On 

salt que ~r(G, f, G(jO~ t~) et :r(G, f, G(f)~ t)") sont ~quivalentes. Posons : 

II faut montrer que cette d~finition est ind6pendante du choix de la polarisation G(s0- 

stable t~, c'est-A-dire : 

ce qui est vrai puisque (cf. [KS]) 

G - I  G G (A~,~) A~,~, = A~, 

6 v~fifie une constante pros et qu 'on sait que A~o, 

G G__ G A~, oE~, - E~. 

Montrons que E~ 6 ainsi d6finie est une injection. On peut supposer t) G(f)-stable. La 

proposition 3 et le th6or~me des petits groupes de Mackey montrent  que s i r  et r" sont 

in6quivalentes, ~r(G, f, G(jO, rl,  t~) et ~t(G, f,  G(jO, r'i, rD sont in6quivalentes. 

4-858285 Acta Mathematica 154. Imprim~ le 27 Fevrier 1985 



50 M. ANDLER 

�9 Supposons g non r6ductive et pla~ons nous dans le cas g(v ' )=g.  On se ref~re ~t 

l '6tude de ce cas dans le w I0. I. 

Par d6finition E~ est l 'application d6duite de E~22. I1 est clair que E~ est injective 

puisque E~ z l'est. 

�9 Supposons g non r~ductive et g(v)~g.  

Soit g une tr~s bonne polarisation. On a 

:r(G,f,  G(f)~ t]) = Ind ~z(Gi,fl, o G l ( f  l) , XS,, t)l) | W(N, v, t) N n). 
GIN'~ G 

Supposons construit E~'(r). Alors par d6finition 

E~(r) = Ind E~'(r) | W(N, v, t~ n n). 
GIN'~G 

Le th6or~me des petits groupes appliqu6/~ N montre que E~(r) est irr6ductible et que 

E~ est injective puisque c 'est  le cas pour E~'(r) et E~'. 

Enfin ~TG=A c o ~6  par construction m~me. On a montr6 le : 

THI~ORI~ME 4. Soit G u n  groupe alg~brique complexe et f une forme  admissible et 
trds bien polarisable 

(1) Si t] et t~" sont deux tr~s bonnes polarisations de f ,  il existe un op~rateur 

d 'entrelacement  canonique A,C,,, entre 

: t(G,f ,  G(f)~ t~) et : t(G,f ,  G(f)~ ~"). 

(2) L'application E~ est une bijection du spectre de Indotr)ototr)Z f sur celui de 

:t(G, f ,  G(f)~ t~). 

(3) On a, pour tout couple (t~, t~") de trPs bonnes polarisations en f : 

E ~  = A G o1~  G 
"-t~"t~ ~ �9 

Notons par d6finition :t~,, la classe de E~(r) pour r E Sift(f). I1 r6sulte de la d6fini- 

tion de E~(r) la description suivante : 

PROPOSITION 9. (1) Si G est r~ductive connexe, :t~,~ est la representation de la 

s~rie principale T ~'atr). 
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(2) Si {~ n' est pas r~ductive, et s in est le radical unipotent de ~, les notations dtant 
celles du w 5.5, 

Gj 
x~,~-- Ind st:,,,, | W,,. 

GI.N'~ G 

(3) Soit ~une trds bonne polarisation G(f)-stable. Alors la repr6sentation 

st(G, f, G(f), t, L)) appartient d la classe st~.,. 

D6monstration. Les points (1) et (2) sont une simple traduction de la d6finition. 

On montre le (3) par r6currence sur dim g. Si g est r6ductive, le r6sultat est acquis 

par d6finition de E~. Si g n 'es t  pas r6ductive, par transitivit6 de l ' induction on a : 

st(G,f, G(f)~ t~) =s t (G, f ,  G(f) ,  lad X:, tg) 
O(f) ~ ~ ~(f) / 

et donc st(G, f, G(f), r, t~) est une sous-repr6sentation irr~ductible de 

st(G, f ,  G(f)~ t)). Par la proposition 6 on a : 

st(G,f,G(f),r, t))= Ind st(Gl,fl,Gl(fO, tl,th)| W~, 
G(v) N ~' G 

oh th est une tr6s bonne polar/sation Gdf0-stable en f~. Par l'hypoth6se de r6cur- 

Fence, on a : 

~(Gi, f l, Gl ( f  l), r~, th) = E~t(~I). 

Par construction on a done : 

st(G, f ,  G(f) ,  r, t~) = E~(r). [] 

Darts [Duf4], Duflo a donn6 un proc~d~ de construction de repr6sentations asso- 

ci6es aux m6mes donn6es que celles que nous avons consid6r6es ici. (Le proc6d6 de 

Duflo est plus g6n6ral, mais plus compliqu6.) II est vraisemblable que les deux 

m6thodes aboufissent au m6me r6sultat. Compte tenu de la proposition 9, (2), et de la 

proposition analogue pour les repr6scntations de Duflo, il suffirait de l'6tablir dans le 

cas d 'une alg6bre de Lie ~ r6ductive. 

II. La formule de Plancherel 

Dans cette partie, G est un groupe alg6brique complexe qu 'on consid6re comme groupe 

de Lie r6el. On note tt son alg6bre de Lie. On sera parfois amen6/~ utiliser la structure 
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complexe. Le dual complexe de 0 est not6 ~' et il est R-isomorphe /~ 0* : on a vu 

(lemme 37) que toute forme lin6aire f E  ~* 6tait la partie r6elle d'une forme unique 

f '  ~ g'. Les notions de polarisation e n f e t  e n f '  coincident. 

Fixons un sous-groupe Z ferm6 et connexe du centre de G, d'alg~bre de Lie 8, et 

un caract~re unitaire )~ de Z de diff6rentielle 2iz~2 (2 ~ 8*). On consid~re la sous-vari6t6 

11. R6gularit6 et admissibilit6 

(a) D#finitions. Les d6finitions et les r6sultats de ce chapitre sont essentiellement 

dus ~t Duflo [Duf4]. 

D~finition. On dit que f E  g~ est 2-r6guli~re si 0(f) est de dimension maximale. 

I1 est bien connu (cf. [DV], [Dix 3], 1.14.3) que, dans ce cas fi(f)/8 est ab61ienne. 

Soit S(f) ,  l'image r6ciproque, dans G(f)  ~ du tore maximal de dimension G(f)~ 

et ~(f) son alg~bre de Lie. 

D~finition. On dit que f E  ~]~ est fortement 2-r6guli~re si elle est r6guli~re et si ~(f) 

est de dimension maximale. 

Remarque. A l'identification entre g* et ~]' pr6s, cette d6finition est celle qui est 

donn6e par Duflo dans [Duf4]. 

Soit ~x l 'ensemble des formes fortement 2-r6guli6res. Dans la suite, on fixe un 

616ment de r6f6rencefoEr et #=~(fo), a le centralisateur de ~ dans g e t  10=[3, ~t]. 

Puisque ~ est semi-simple, on a g=a~l~ ce qui permet d'identifier g*/~ a*~p*.  On note 

aI=a* n gl. 

PROPOSITION 10. L' ensemble ~7~ est un ouvert de Zariski de g~ qui est stable sous 

l' action de G. Si f l  et f2 sont dans ~ ,  S(fl) et S(f2) sont conjugu~s par un ~l~rnent du 
groupe d~riv~ (G ~ GO). 

Avant de passer ~t la d6monstration, on d6montre quelques lemmes. 

LEMME 41. (i) Si f est 2-r~gulidre, ~(f) est central dans ~(f). 

(ii) O(fo)ca. 
(iii) Soit IEa~,l r~gulier comme ~l~ment de ~ .  On a ~(l)ca et ~(/)=~, ce qui 

implique que I est fortement A-r~gulidre. 

D~monstration. (i) Soit X un vecteur propre pour l'action de ~(f) dans g(f) :  
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VSE ~(f),  [S ,X]=a(S)X (o0 a ~ ~(f)*). Comme ~(f)/3 est ab61ien, cette 6galit6 impli- 

que que XE3 et donc que a=O. 

(ii) r6sulte imm6diatement de (i). 

(iii) Puisque [~, a]=O et [d, la]aV, le fait que l~p  • entraine que ~=~(/) et doric 

~ ( / ) ,  et, ~t cause de la maximalit6 de ~, que ~=~(/). On sait alors, par (i), que ~(/) 

centralise ~, donc que ~(/)~a. [] 

LEMME 42. Soit f l  E ~ ,  et ~l, al, D1 les espaces construits ~ partir de f l ,  comme 

~, a, p ~ partir de fo. Soit E l'ensemble des racines non nulles pour l' action de ~ dans 

t], et, pour chaque a ~ l'espace propre Pa correspondant. Soit l E a~,~ un ~l~ment 2- 

r~gulier en tant que forme sur ~. L'application to : 

aEY. 

est polynomiale et ~tale en (/, 0), et applique at,axlIaezp I dans g~. 

D~monstration. L'application est 6videmment polynomiale. Calculons sa diff~ren- 

tielle en (l, 0). C'est l'application 

Xo l+r'. 
aEX 

Supposons qu'on ait, pour tout X, (EaezX~'l+l",  X )=0 ,  en prenant XE al, on trouve 

que l"E ~ ,  donc que l"=O. L'6galit6 implique alors que E X~ E g(/). Par le lemme 40,  

g(/)ccq, donc EXaEal  NPl, soit Xa=O pour tout a. La diffCSrentielle est injective, et 

surjective par un argument de dimension. [] 

LEMME 43. Soit f E  ~7~. 

(i) ~(f) est conjugu~e ~ ~ par un ~l~ment de (G ~ GO). 

(ii) Soit l E a~. Fixons une base fl de p. Soit D(l) le pfaffien de la restriction de la 

forme Be ~ p dans ft. Si I E ~ ,  alors D(l)~=O et l e s t  r~gulier comme ~l~ment de aS. 

(iii) Soit l un ~l~ment r~gulier de aS tel que D(l)~:O. Alors ! r~gulier dans ~ et 

1=~. On note ~ a = ~ n a * .  



54 M. ANDLER 

D~monstration. On applique le lemme 42 ~ ~ = ~  et ~ l=~(f ) .  Les espaces ~I*, a* 

etc. 6tant porteurs d 'une structure complexe, le lemme 41 permet d'appliquer le 

th6or~me d'inversion locale alg6brique; l ' image de l 'application to contient un ouvert 

de Zariski de ~*, donc l ' image de la restriction de to ~ a~'.~xlI~e~-la~ contient un ouvert 

de Zariski (non vide) de fi~'. On peut donc affirmer l 'existence d'616ments 

* ' ~ l~ ~ a~',a tels que : X~Ep ~, l~cq, X~Ep~, 

( ex  ol. , 

soit un 616ment 2-r6gulier dans g~. Mais cette condition implique que ! et 11 sont 2- 

r6guliers, et donc, par le lemme 41, que ~(/)=~ et d(/ l)=~(f) .  On en d6duit que ~ et 

d(f)  sont conjugu6s par fonction d 'un 616ment de (G ~ GO). 

(ii) et (iii). Soit IE ~Ta n a~. Par le lemme 41 ~( / )ca  et d(/)=~, ce qui prouve que Bt 
restreinte/~ 10xp est non d6g6n6r6e, et donc que D(/)*0. Soit maintenant l~ un 616ment 

de a~ r6gulier comme forme sur a et tel que D(lO*O. Comme [a, P]cl~, il est clair que 

a(l~)c ~(ll). Soit X E ~(11), 6crivons X=X~ + X  2 a v e c  XI E a, X 2 ~ ~1. Soit A E I~. L'6galit6 

ll([X,A])=O entraine ll([X2,A])=O, et comme Btt restreinte ~t lax/~ est non d6g6n6r6e, 

X2=0, soit XEa, donc g(lj)ca(ll), c'est-~-dire g(ll)=a(lO. Par ailleurs, le lemme 41 

montre que g(/)=a(/). On a donc, par d6finition 

dim ~(/) ~< dim g(10 

dim a(/) I> dim a(lO 

ce qui permet de conclure. [] 

D~monstration de la proposition 10. I1 reste ~t montrer que (74 est un ouvert de 

Zariski de ~j~. Montrons que ~7~ est un voisinage de fo. Par le lemme 42, il existe un 

voisinage q/ de fo inclus dans l ' image de l 'application (Xa, l)---~(lqexpXa)'l et ne 

contenant que les ~l~ments 2-r~guliers de ~ .  I1 suffit de montrer qu 'un ~l~ment 

(I lexpXa). /E~ est fortement r6gulier. Or l 'hypoth~se entra~ne que l e s t  2-r6gulier, 

donc que d(/)=d. D'autre  part il est clair que dim ~ (11expXa./)=dim d, et on a termin6. 

(b) Parambtrisation des orbites k-r~gulikres. Soit f E  ~Ta. On note T(f) le tore com- 

pact maximal de S(f)  et t ( f )  son alg~bre de Lie. Bien entendu t ( f )  est une sous-alg~bre 

de Lie r~elle qui engendre ~(f) comme espace vectoriel complexe modulo 8. I1 en 

r6sulte que les centralisateurs de t ( f )  et ~(f) dans ~ coincident, ainsi que [t(f) ,  ~] et 

[~, ~]. On fixe fo E ~7~, et on note t au lieu de t(fo), T au lieu de T(fo). Comme dans le 
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paragraphe pr6c6dent, on consid~re a et la, le pfaffien D etc . . .  On utilise aussi le 

centralisateur A e t  le normalisateur A' de T dans G : A' et A ont a pour alg~bre de Lie et 

W=A'/A est un groupe fini. 

LEMME 44. (i) Si f et f l  appartiennent ~ ~ ,  T( f )  et T(fO sont conjugu~s par un 

~l~ment de (G ~ GO). 

(ii) Toute G-orbite dans ~7~ rencontre a~ selon une A'-orbite. 

D~monstration. (i) R6sulte de lemme 43. 

(ii) Soit f E  ~7~ et g E G  tel que g T ( f ) g - l = T .  Soit l = g . f :  on a T(/)=T, donc l e s t  

dans a~. Supposons maintenant que f et g . f  soient tous deux dans aJ~. Alors 

T(g. f )  = T(f)  = T, donc g E A'.  

LEMME 45. L' application ff2~-,~ N a~ est un hom~omorphisme de (7~/G sur qga/A'. 

D~monstration. Apr~s le lemme 44, il suffit de montrer que l 'application l--->G, l de 

~a/A' sur ~Ta/G est ouverte. Soit to un ouvert de a* dont l ' intersection w~ avec a~' est 

incluse dans qg~. I1 r6sulte du lemrne 42 que l 'application (l, Xa)--~(l-I expXa)" l est 6tale 

en tout point de to• son image contient donc un voisinage de toa dans ~';  par G- 

invariance on conclut que G . w  est ouvert darts fl~. 

Les r6sultats pr6c6dents sont r6sum6s dans l '6nonc6 suivant : 

PROPOSITION 11. L'ensemble ~ est ~gal ?t l'ensemble des formes f r~gulidres 

dans a~ qui n ' annulent pas D. Pour tout f E  ~Ta, T( f )  et T sont conjugu~s par (G ~ GO). 

Tout G-orbite dans ~a rencontre a~ suivant une A'-orbite, ce qui d~finit un hom~omor- 

phisme de ~7a/G sur qga/A'. 

(c) Formes admissibles. Soit f E  g~'. On a d6fini, au chapitre 2, le fait que f est 

enti~re comme l 'existence d 'un  caract~re ~ de G(f )  ~ de diff6rentielle 2iarf]g~. On 

observe imm6diatement que y,f, s'il existe, admet Xa pour restriction ~ Z. 

Remarque. La d6finition d'admissibilit~ donn6e par Duflo ([Duf4]) fait intervenir 

un rev6tement ~t deux feuillets de G(f )  ~ Comme on l 'a  d6j~t vu ~t plusieurs reprises 

(lemme 38), la structure complexe fait que ce rev~tement n 'est  autre que le produit 

direct de G(f )  ~ par Z/2Z, et que donc il n 'y  a pas de diff6rence entre les deux notions. 

Dans la suite on padera  donc de formes admissibles plut6t qu'enti~res. 

I1 est imm6diat que l 'ensemble des formes admissibles est G-stable. On peut donc 

parler d 'orbites admissibles et d 'orbites fortement r6guli~res admissibles. On va d6crire 
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pr6cis6ment l'ensemble ~7~ d des formes fortement 2-r6guli~res et admissibles. On note 

aussi ~ d = ~ d  ~ CI*. 

LEMME 46. Un ~l~ment f E  c~z est admissible si et seulement si 2izcJqt s'int~gre en 

un caractdre de T. 

D~monstration. On rappelle que pour fE  qr t = t ( f ) c  ~ ( f )ca .  D'autre part, G(f) ~ 

est nilpotent, Tes t  son compact maximal donc G(f)~ est simplement connexe. Soit 

p:G(f)~ ~ le rev6tement simplement connexe de G(f) ~ Par ce qui pr6c~de, p 

induit un hom6omorphisme de G(f)~ sur G(f)~ et donc p- l (T)  est connexe. 

Soit Cf le caract~re de T de diff6rentielle 2i~rjqt: r et la restriction ~ p-~(T) du 

caract~re ~ de G(f) ~ de diff6rentielle 2 i rqq~  coincident, et en particulier ~ est trivial 

sur Kerp. [] 

Consid6rons l'ensemble R des 616ments v E t* tels que 2i~tv s'int~gre en un carac- 

t~re de T, et notons Ra={vER,  right=A}. I1 est bien clair que R est un r6seau de t*, et 

R~ le translat6 d'un sous-groupe discret de t*. R6sumons : 

PROPOSITION 12. L'ensemble ~ d  est l'image r~ciproque sur ia projection de a~ 

sur t* de l'ensemble R~. Pour un v donn~ dans R~, l'ensemble ~ = {i E qg~, ll,=/~ ) est 

inclus dans une sous-oari~t~ affine a* de a~ dont l'espace vectoriel sous-jacent est 

(~+t) 1. 

En fin de compte, tout ce chapitre est r6sum6 par le th6or~me, dO ~t Duflo ([Duf4]) 

dans le cas 8= {0}. 

THt~ORI~ME 5. L'ensemble ~?~O/G des orbites fortement r~gulidres admissibles est 

hom~omorphe ~ (t.J ~es~ ~ , ) / A ' ,  oft ~ad ~,~ est l'ensemble des 1 ~ ct~ qui sont 2-r~guli~res 

en tant que formes sur a, tels que D(l)a~O et tels que ll~--~. 

Remarque. On peut 6tendre les notions de 2-r6gularit~ et de 2-r6gularit6 forte de la 

fa~on suivante, qui nous sera utile un peu plus loin. Soit a un id6al G-stable de ~, 

complexe et unipotent, et on suppose que D=exp a est un sous-groupe ferm6 de G. Soit 

2 une forme lin~aire sur a, partie r~elle de la forme C-lin~aire 2' sur a, telle que G(;t)=G 

(et donc ~(2)= ~). Comme D est simplement connexe, il existe un caract~re Z~ de 

D=D(2) dont la diff6rentielle est 2i~r2. D'autre part Ker;t' est l'alg~bre de Lie d'un 

sous-groupe ferm6 I' de D, et D/I' est central dans G/I'. On peut donc d6finir une forme 

J( sur a/Ker2' et les notions de ;[-r6gularit6 et de ~-r6gularit6 forte bien d6finies pour les 
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formes sur g/Ker2 '=~.  Soit gJ'={fE g*,fl~=;t}. On a une bijection canonique entre 

g~' et ~]~ qui permet de d6finir les formes 2-r6guli~res et 2-fortement r6gulieres comme 

images des formes ~(-r6guli6res et 2-fortement r6guli6res. 

12. Les formes fortement ~-r~guli~res sont tr~s bien r~ellement polarisables 

Les objets sont ceux de la remarque qui conclut de chapitre 11; G, g, D, a, 2, g~. 

PROPOSITION 13. Soit f une forme fortement 2-r~gulidre sur g. I1 existe de trds 

bonnes polarisations en f (cf. chapitre 2 et chapitre 10). 

D~monstration. D'abord on rappelle la remarque faite au d6but du chapitre : si 

f = R e ( f ' ) ,  f ' E  g', une polarisation en f ' ,  est, consid6r6e comme espace r6el, une 

polarisation en f. On proc6de par r6currence sur dim g en s'inspirant de la d6monstra- 

tion analogue dans [Duf3] (cf. aussi [Dix 3]). 

Soit n l e  plus grand id6al unipotent, g~ =n f # = K e r f n  n, et fl =)q~,. I1 est clair que 

gl=nf' et # = K e r f '  n n. 

Premidre ~tape. g != g e t  ~r 

Alors ,r est un id6al de g sur lequelfs 'annule.  Posons I]= g/,~ et f l ' image def .  Soit 

di= a + ~/6~. Montrons que f est fortement ,[-reguli~re. 

D ' a b o r d f e s t  r6guli~re parce que ~(f )=  g(f)/#, et toute formefo sur g se rel6ve en 

une forme fo sur g teUe que O(f0)= g(fo)/~. Soit fo ~[-r6guli6re : fo est 2-r6guli6re, et 

donc dim ~(f0)~<dim d(f). Comme # c n ,  on obtient l'in6galit6 dim ~(fo)~<dim ~(f). Par 

l'hypoth6se de r6currence, il existe une tr6s bonne polarisation t9 enf.  I1 reste ~t montrer 

que son image r6ciproque dans g v6rifie les m6mes propri~t6s. C'est 6videmment une 

polarisation. Soit H et H l e s  groupes analytiques connexes correspondant ~t t9 et 0. 

Comme #ctg, et qu'on sait qu'il existe un caract~re Zr de H de diff6rentielle 2iz0qa, 

est l'alg6bre de Lie d'un groupe ferm6 connexe I, et on a I:I=H/I, d'oil l'on d6duit 

H . f = f I . f ,  et donc que H - f e s t  ferm6 d6s que H. f l ' e s t .  Puisque g(v)= t], dire que t~ est 

tr6s bonne revient/~ dire que 0 contient n, ce qui est 6vident puisque 0 contient n(v)/#. 

Deuxidme ~tape. gl=g  et #={0}. 

Alors n6cessairement n est de dimension 0 ou 1 et est central dans ~, donc t] est 

semi-simple ou r6ductive. Que f soit fortement 2-r6guli6re implique que f '  est l'image 

(par l'isomorphisme entre ~] et g* d6fini par la forme de Killing) d'un 616ment semi- 

simple et r6gulier. Le stabilisateur g(f)  est alors une sous-alg6bre de Cartan, et toute 

sous-alg6bre de Borel t9 contenant g(f) convient. 
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Troisidme ~tape. fling. 

Posons Ctl=n(v), ~,l=vln(v). Montrons que f~ est 2~-fortement r6guli6re. D'apr6s le 

lemme 16, 

gt(fl) = g(f)+n(v).  

Soit f'~ une forme coincidant avec ;tl sur n(v). Choisissons une forme f " E  g* telle que 

fln=v etf"l~ = f '  I. On a alors, comme pour f ,  l'6galit6 

~,(f]) = ~(f")+ n(v). 

Puisque f est 2-r6guli~re, dim g(f")~>dim ~(f), dont on d6duit dim ~l(f0~<dim ~l(f '0 

(en effet, g(f) fl n(v) ne d6pend que de v, donc ~(f) fl n(v)= fi(f") n n(v)). Supposons 

maintenant f'~ 2-r6guli~re. On a ~( f )=~( f0  et ~(f")=~(f'~); on d6duit donc de 

dim ~(f0~>dim ~(f'0 l'in6galit6 cherch6e : dim ~(f)~>dim d(f"). 

Appliquons ~t ~], l 'hypoth~se de r6currence : soit t~ une tr~s bonne polarisation en 

f.  D'apr~s [Dix3], 1.12.13, il existe une polarisation I~ en v telle que [tg~,P]~l~. I1 est 

clair que t~=t~+l~ est une polarisation r6soluble en f. Montrons qu'elle v6rifie la 

condition de Pukanszky. 

Soit q06f+t9 • En projetant sur ~ '  et en appliquant la condition de Pukanszky 

pour t~, on montre l 'existence d'un h, ~H~ tel que q0-h~ .f~ ~ .  En projetant surn*,  

et en appliquant la condition de Pukanszky pour I~, on montre i'existence d'un p ~ exp I~ 

tel que cp-ph~f~(~+n) ~. Le lemme 16 montre qu'alors q ~ H . f .  

Reste ~t montrer les propri6t6s d'admissibilit6. I1 est clair que t9 est admissible pour 

n. Le reste vient de ce que ~9~ est tr~s bonne. 

13. D~flnition d'une structure bor~lienne 

Dans ce chapitre G, Z e t c . . ,  v6rifient les conditions g6n6rales de la pattie II. 

Soit ~ ( G )  le ,, fibr~ >> (non localement trivial) de base ~7~ d et de fibre au-dessus de 

f l ' e space  X(f)  des repr6sentations de G(f) dont la restriction ~ G(f)  ~ est un multiple 

de caract~re ~ .  ~ ( G )  est un G-espace. L'objet de ce chapitre est de d6finir sur ~ ( G )  

une structure bor61ienne ,, raisonnable >>, i.e. d6finie de fa~on naturelle et telle que les 

applications (f, r )~f ,  (f, r),-,dim r, (f, r)~--~,~ soient bor61iennes. (Pour les questions 

g6n6rales sur les structures bor61iennes, cf. [AM], et [Dix 1] appendice.) 

(a) La topologie de Fell. Soit G u n  groupe localement compact et X(G) l'ensemble 

des sous-groupes ferm6s de G. On munit (cf. [Fe]) X(G) d'une structure d'espace 

topologique compact de la fa~on suivante : 



LA FORMULE DE PLANCHEREL 59 

Soit (U~)~et une famille finie d'ouverts de G, et F u n  ferm6 de G; la topologie est 

d6finie pour la base d'ouverts ~'(Ui, F) 

~((U~)~et, F) = {K6  X(G), KNF = ~ et Kn U 4= ~ VIE1}. 

LEMME 47. Si G est s~parable, alors ~r(G) est s~parable, donc m~trisable. 

D~monstration. Soit (U;)~eN une base d6nombrable d'ouverts relativement com- 

pacts. Soit (Fj)jeN l'ensemble des adh6rences des r6unions finies de Ui. L'ensemble 

des ;~(Ui, ~.) est une base d~nombrable d'ouverts de ~(G). [] 

Soit Y= { (K, x) E ~(G) x G, x E K}. C'est un ferm~ du produit 5't'(G) x G, doric c'est 

un espace m6trisable et localement compact. Consid6rons l'ensemble Co(Y) les fonc- 

tions continues/~ support compact sur Y. Fell munit Co(Y) d'une structure d'alg~bre 

norm6e involutive, dont la compl6t6e est appel6e As(G) et la C*-alg~bre enveloppante 

est not6e C}(G). On v6rifie facilement que C}(G) est s~parable. L'espace topologique 

C}(G) ̂  est alors s6parable ([Dixl], proposition 3.3.4) et l 'espace topologique 

Repn(C}(G)) (resp. Irr,,(C}(G)) des representations de dimension n (resp. irr~ductible 

de dimension n) de C}(G) est polonais (cf. [Dix 1], propositions 3.7.1 et 3.7.4). Soit 

Cs*(G)~ = {~r 6 C~(G) A, dim ~r= n } et mCs*(G)= U,~m Cs*(G)~. 

LEMME 48. Soit m un entier. L'espace mC}(G) A est borOlien standard. 

D~monstration. On sait que mC}(G) A est hom6omorphe/i (C}(G)/Im) A, oO 

I,. = 13 Ker :r 

~E ~C'stG) ^ 

([Dix 1], proposition 3.6.3). Et (C}(G)/Im) ̂  et bor61ien standard puisque les repr6sen- 

tations irr~ductibles de C*(G)/Im sont de dimension finie, donc de type I. [] 

LEMME 49. II existe un entier m tel que, pour tout f dans G~ d, [G(f) : G(f)~ 

D~monstration. C'est une cons6quence imm6diate de [Rich], th6or~.me 9.3.1. 

Soit S~(G) l 'ensemble des couples (K, T), K 6 ~C(G), Tune classe de repr6sentations 

unitaires de K et ~.(G)cSe(G) la partie correspondante aux T irr~ductibles. Fell munit 

5e(G) d'une topologie en construisant une injection W de ~(G) dans l'ensemble des 

classes de repr6sentations de C}(G) et en transportant la topologie de ce dernier 

ensemble sur ~(G). Sans entrer ici dans les d6tails, il nous suffit de savoir que W 

restreinte h ~(G)  est une surjection sur C}(G) ̂  telle que dim W(K, T)=T. 
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La  topologie sur 6e(G) n '6tant pas m6trisable, il sera utile d'utiliser la notion de 

famille filtrante et croissante d 'une  utilisation aussi commode que celle des suites : une 

famille filtr6e par I h valeurs dans X est une famille de X index6e par I, 1 6tant muni 

d 'un filtre croissant. On a donc les notions de convergence, de famille extraite etc. 

LEMME 50. L'application de ~?~ dans 5e(G) qui associe dr f i e  couple (G(f)~ 

est continue. 

DEmonstration. Soit (f/)t une famiUe filtr6e par I tendant vers f E  a*, avec f/E ~ d .  

On peut choisir une famille (gi)t de G de limite e, telle que gi'fiE a* (lemme 42). 

Montrons d 'abord que limtG(gi.fi)~ ~ On a S(gi.j~)=S(f). Notons U(grfi), 
U(f)  respectivement les radicaux unipotents de G(gi.fi) ~ G(f) ~ Comme 

G ( f ) ~  avec S(f)NU(f)={e} (resp. G(gi.fi)~ il suffit de 

montrer que limt U(gi.fi)=U(f). Soient U(gi'fi ) et u ( f )  les alg~bres de Lie de ces 

groupes. II est clair que limtu(gi.f~)=u(f), et par cons6quent que U(f)  est inclus dans 

toute valeur d 'adh6rence de la famille U(gi'fi). Soit ui E U(gi'fi) de limite u. Montrons 

que u E U(f).  On a u;=exp Ui, avec Ui E u(g~.f~), et, l 'exponentielle 6tant un diff6omor- 

phisme sur l 'ensemble des 616ments unipotents, on a lim U~= U avec exp U=u, ce qui 

prouve bien que u E U(f) .  

On sait donc que limtG(gi.fi)~ ~ Comme limtgi=e, il vient limG(f,.) ~ 

G(f)  ~ On utilise maintenant le th6or~me 3.1' de [Fe] : il suffit de montrer que 

X~ tend vers ;tf au sens de la topologie sur les fonctions de type positif d6finie par Fell, 

ce qui revient ici ~ montrer que, pour tout xiEG(fi)  0 de limite x E G ( f )  ~ on a 

limtxf~(xi)=Xt(x). On proc~de comme avant en ~crivant G(f)=S(f)  U(f). [] 

LEMME 51. L'ensemble ~7~, muni de la structure bor~Henne induite, est borElien 

standard. 

DEmonstration. On sait que ~7a est un ouvert de Zariski. On va montrer que ~7~ est 

ferm~ dans (74. Soit fn une suite de ~ tendant vers f E  ~Ta. Comme dan's la d~monstra- 

tion qui pr~ci~de, on choisit gn E G, de limite e, tels que g, . f ,  E ct*. I1 est clair que 

qg~ est ferm~ dans ~ ,  ce qui d~montre l'admissibilit~ de f .  [] 

LEMME 52. Dans le produit (7~xX(G), l'ensemble {(f, G(f)) , fE ~7~} est borE- 

lien. 

DEmonstration. C'est  le graphe de l 'application f l - .G(f ) ,  qui est bor61ien ([AM], 
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chapitre II, proposition 2.3); c'est donc un ensemble bor61ien ([AM], introduction, 

proposition 2.2). [] 

On identifie l'ensemble ~a(G) ~t l'ensemble des triplets (f, G(f), l')E r x~.(G), 

avec rEX,{f) et on le munit de la structure bor61ienne induite par celle du produit 

PROPOSITION 14. ~a(G) muni de la structure bor~lienne, ainsi d~finie, est un 
ensemble bor~lien standard. 

D~monstration. Notons ~.'(G) l 'ensemble des couples (K, T)E Se(G) avec T irr6- 

ductible et de dimension inf6rieure ou 6gale ~t r. I1 r6sulte de lemme 49 que 

~a(G)c(Y~xAe/~(G), du lemme 48 que 6fire(G) est standard et du lemme 51 que le 

produit ~7~x~m(G) est standard. I1 suffit donc de montrer que 3Da(G) est une partie 

bor61ienne. 

L'ensemble ~a(G) est 6gal/~ l'ensemble des ( f  G(f), T) darts ~dx6~(GO tels que 

Tic, re)0 est un multiple de Zr. 

Montrons que l'application de ~ x S/'(G) dans ~7~ x 6fiG) : 

(f, G(f), T) ~-~ (f, G(f) ~ T[ctf)0) 

est bor61ienne. C'est la compos6e 

f~-, ( f  , G(f) ~ 

(f, G(f), T) ~ (f, G(f), T, G(f) ~ 

qui est bor61ienne, et de 

(f, G(f), T, G(f) ~ ~ (f, G(f) ~ TlGtf)o) 

qui est continue par [Fe], th6or6me 3.2. 

I I e n  r~sulte que ~a(G) est l'image r6ciproque, par l'application bor61ienne 

(f, G(f), T) ~-+ (f, G(f)  ~ TI6(f)o) de l'ensemble 

Xf= ( (f, G(f)~ ~Xf),fE fY'd, n <~m I. 
n fois 
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Pour n fix6, l 'ensemble {(f, G(f)  ~ nzf) } est l'image, par une application bor61ienne 

(lemme 50), d'un bor61ien standard (lemme 51); c 'est  donc un ensemble bor61ien. 

L'ensemble Xf  est donc une r6union finie de standards, c 'est bien un standard, donc un 

ensemble bor61ien, ce qui prouve que ~ ( G )  est bor61ien. [] 

En conclusion/~ ce chapitre : 

LEMME 53. Les applications de ~)a(G) clans ~7~ d et N: (f, r)~-->f et (f, r)~-->dim ~ sont 

bor~liennes. 

D~monstration. La premiere affirmation r6sulte de la d6finition. Pour la seconde, il 

suffit de savoir que l'application associant ~ une classe de repr6sentations irr6ductibles 

d'une C*-alg~bre sa dimension est bor~lienne. [] 

Remarque. La construction qui vient d'6tre faite peut s'6tendre de la mani~re 

suivante : soit 0//ad l'ensemble des formes tr~s bien polarisables et admissible dans ~*, 

et soit ~'(G) le ~ fibr6 >> construit au-dessus de 0//ao comme ~ ( G )  l'est au-dessus de 

~7~ d. Munissons ~'(G) de la structure bor61ienne construite de la m6me fa~on : la 

structure bor61ienne induite ~t ~a(G) et celle d6finie ci-dessus coincident. 

14. L'application ( f ,  t)--on~/,~ est bor~lienne 

On a d6fini sur ~ ( G )  une structure bor~lienne dans le chapitre 13. L'objet  de ce 

chapitre est de montrer que l'application de ~ ( G )  darts r : (f, r)---,:r~.~ est bor~lienne. 

A ce sujet, remarquons deux choses : premi~rement, ce point reste en g~n~ral implicite 

dans les papiers sur la question (~ I'exception par exemple de [Puk]). Deuxi~mement, 

on peut s'attendre/~ mieux, ~ savoir la continuit~ de I'application. Les travaux de Fell 

sur la continuit~ de I'induction des representations ([Fe]) permettraient de conclure en 

ce sens si la representation :r~,, ~tait une representation induite. Or ce n'est qu'une 

sous-repr~sentation d'une representation induite. S'il est raisonnable de penser que le 

spectre de la representation :r~ varie continQment en fonction du param~tre (n'oublions 

pas que notre topologie sur ~ ( G )  incorpore la continuit~ de l'application f~-,G(f)), il 

faut maitriser le choix de quelle sous-repr~sentation irr~ductible s'appelle :r~,~, et 

parvenir ~ suivre continQment :r~,,, en fonction de r. 

La m~thode de d~monstration est la suivante. On note YP~I(G) l'ensemble des sous- 

groupes ferm~s alg~briques de G. Soit ~(G) l'ensemble fibr~ au-dessus de ~ ( G )  (de 
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fibres non localement constantes), dont la fibre au-dessus de K E ~ ( G )  est l 'ensemble 

~'(K).  On va d6finir sur ~(G) une structure bor61ienne convenable telle qu 'en particu- 

lier pour un K fix6 dans ~ l ( G ) ,  la structure bor61ienne induite sur la fibre au-dessus de 

K soit celle de ~'(K).  Ce sera donc le cas si K=G. Ensuite on va montrer que 

l 'application de ~(G) dans 5e(G) qui ~ (K, f ,  r) associe (K, :t~s,~) est bor61ienne, ce par 

r6currence sur dim f, et en distinguant, en gros, les cas oh ~ est r6ductive des cas oil f ne 

l 'est pas. 

14.1. R~sultats pr~liminaires sur la topologie de Fell. La topologie de Fell sur l 'ensem- 

ble ~(G) a 6t6 d6finie au chapitre 13. On a vu que cette topologie 6tait compacte et 

m6trisable (lemme 47). On peut donc la caract6riser avec des suites, et le lemme 

suivant, classique, rend intuitive cette topologie. 

LEMME 54. Soit G u n  groupe localement compact s~parable, H~ une suite 
convergente de ~(G) de l imH. Alors 

H={limxn, xnEHn, xnsuiteconoergente }. 

LEMME 55. Soit Gun groupe m~trique localement compact et s~parable, et f une 
application d' un espace m~trique E dans ~(G). Supposons qu'on a : 

VyEE, VKE~(G) ,  K valeur d'adh~rence de f e n  y =~ Kcf(y) .  

Alors f est bor~lienne. 

D~monstration. Soit (Xi)iE N u n e  famille dense dans G : Soit b(xi)=sup {b, B(xi, b) 
est compacte}, et a(xi)=inf(l, �89 Soit d,(H)=inf(d(xi, H)a(xi)). On sait que l'appli- 

cation de :gtr(G) dans le cube de Hilbert d~finie par la famille (di)ier~ est un hom6omor- 

phisme dans le cube (cf. [AM], chapitre II, proposition 2.1), et qu 'une application f ~  

valeurs dans 5((G) est bor61ienne ssi, pour tout i, diofl'est. On va montrer que pour 

tout i, diofest semi-continue inf6rieurement. 

Soit donc une suite Yn convergeant vers y telle que diof(yn) tende vers b. On veut 

l'in6galit6 b~diof(y). De deux choses l 'une : 

- b>~a(xi).  Alors d io f ( y )<~a(x i )<~b .  

- b<a(xi). Pour n assez grand, diof(y~)=d(xi, f(y~)), et diof(y~)--,b. On extrait 

de la suite f(y~) une suite qui converge vers K:f(yq~(n)). Soit znEf(y~(~)) avec 

b<.d(z~,xi)<.b+l/n. Comme z~ est ~ valeurs dans le compact B(x, 2a(xi)), on peut 
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extraire de zn une suite convergente. Pour r6sumer, on a construit une suite extraite, 

not6e yn, telle que y~---~y, f(y~)---~K, z~ Ef(y~), z~--->z, z E K. On a donc d(xi, z)=b; donc 

d(xi, f (y)  )<~b. [] 

Soit E un espace vectoriel r6el de dimension finie. Soit Gri(E) l 'ensemble des sous- 
_ dimE espace vectoriels de dimension i, et Gr(E)-Ui=0 Gri(E). On munit Gr(E) de trois 

topologies : 

- la topologie induite par la topologie de Fell sur l 'ensemble des sous-groupes 

ferm~s de E; 

- la topologie r~union disjointe des topologies habituelles sur chacune des Gri(E); 

- a p r 6 s  avoir muni E d 'une  structure euclidienne, on identifie un 616ment 

F E G r ( E )  au projecteur orthogonal sur F,  et on munit Gr(E) de la topologie sur 

l 'ensemble des projecteurs orthogonau• (~) 

II est facile de v~rifier le : 

L E M M E  56 .  Les trois topologies ainsi d~finies coincident. 

LEMME 57. Soit G u n  groupe de Lie s~parable. L'application L de ~f(G) dans 

Gr(g) qui ~ un sous-groupe ferm~ H associe son algdbre de Lie est bor~lienne. 

D~monstration. On applique le iemme 55. Soit Hn une suite de ~r(G) qui converge 

vers H, et 151,, 151 leurs alg6bres de Lie. Soit tg' une valeur d 'adh6rence de tgn. On 

montre que ~ 'cISI .  Fixons e tel que exp est un diff6omorphisme de B(O,e) sur un 

voisinage V de e dans G. Soit XE ~ ' .  On montre que XE ~ ,  et il suffit de le faire pour 

XEB(O,e). Soit ~v,r une sous-suite de tg~ tendant vers tg'. Par le lemme 54, il existe 

une suite Xv, t~)E ~v,r qui converge vers X. Mais alors expXv, t~ ) tend vers expX, qui 

est donc dans H. Le m~me argument s'applique/~ tX pour t~<l donc XE(~.  [] 

Dans l 'appendice A du chapitre II de [AM] il est montr6 que l 'ensemble des sous- 

groupes connexes et ferm6s YfC(G) est bor61ien dans ~'(G) (c'est m6me un Fo). En 

particulier, c 'est  donc un bor61ien standard (puisque ~/'(G) l 'est), et l 'application L e s t  

une bijection bor61ienne de ~C(G) sur l 'ensemble AL (g) des alg6bres de Lie des sous- 

groupes ferm6s de G. D'apr6s le th6or6me de Souslin (cf. [AM], chapitre I, proposition 

2.5), L e s t  alors un isomorphisme bor61ien et AL (g) est une partie bor61ienne de Gr (g). 

On a donc montr6 le lemme suivant. 

(i) Je remercie J. Lafontaine de m'avoir  indiqu6 cette d6finition de la topologie. 
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LEMME 58. L'application exp est bordlienne de Al(g) duns ~f~(G). 

Remarque. L'exemple  suivant illustre une des difficult6s de la topologie de Fell. 

Duns R2/Z 2, on consid6re le groupe Hn engendr6 par (1, l+ l / n ) ,  d 'alg6bre de Lie 

(~n=R(1, l+ l / n ) .  On v6rifie facilement que H~--->R2/Z 2 lorsque n tend vers l'infini, 

alors que (~n--->(~=R(1, I). En particulier,  ceci montre  que l 'application H--->@ n 'es t  

pus continue en g6n6ral, pus plus que l 'application H---~dim H.  

LEMME 59. Si G est une groupe de Lie s~parable, l'application de ?Tf(G) duns 

N: H,--->dim H est bordlienne. 

D~monstration. L'appl icat ion H ~ L ( H )  est bor61ienne et l 'application @ ~ d i m  ~6 

est continue. [] 

LEMME 60. La restriction de l'application L au bor~lien {H, d imH=p}  est conti- 

nue (mais ce n' est pus un hom~omorphisme). 

D~monstration. Cela r6sulte du lemme 59 et de la d6monstration du lemme 57. 

LEMME 61. Soit ~fp(G) l'ensemble des sous-groupes fermOs de dimension p du 

groupe de Lie s~parable G. L'application de ~fp(G) duns N U {oo} quid un sous-groupe 

K associe le hombre p(K) de ses composantes connexes est bor~lien. 

D~monstration. Soit Kn une suite de ~fp(G) convergeant  vers K. Soit K'  une valeur 

d 'adh6rence de la suite K ~ I1 est clair que K ' c K ,  et que, par le lemme 60, K ~  '. On 

montre que l 'application est semi-continue sup6rieurement.  Soit l une valeur d 'adh6- 

rence de la suite p(Kn). On veut montrer  que l<.p(K), et on peut 6videmment supposer  

que p(K) est fini 6gal/~ d. II est 6vident qu 'on  peut extraire de K n une suite K~t,) telle 

qu'/~ la fois K~n)---~K, K~n)---~K' et p(K~r pour tout n. 

Soit x I . . . . .  x k (k~<d) duns K tels que K soit ia r6union disjointe des xiK '. Soit co un 

voisinage ouvert  de K'  duns G tel que les x"co soient disjoints et co' un autre voisinage 

ouvert de K'  tel que r Soit enfin ; i i x~o~ ) une suite telle que x~n)E K~> et x'~)---~x. 

Pour n assez grand, 0 -, i K ~ ) ~ c o ,  et les x ~ )  co sont des voisinages ouverts disjoints de 

x/r K~n). II en r6sulte que k=l et par cons6quent  l<~d. L'applicat ion p e s t  s.c.s, donc 

bor61ienne. [] 

LEMME 62. L'application de A L(g )  duns A L(g )  qui ~ ~ associe son plus grand 

iddal nilpotent n~ est bor~lien. La restriction de cette application au bordlien 

{~,dim r~=x} est continue. 

5-858285 Acta Mathematica 154. Imprim~ le 27 Fevrier 1985 
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D~monstration. On utilise le lemme 55. Soit [~,, une suite tendant vers ~, n,, et n l e s  

plus grands id6aux nilpotents correspondants,  et n '  une valeur d 'adh6rence de nn. On 

v6rifie que n'  est un id6al nilpotent de [~ : 

�9 n ' c b .  On a n'=limn~p(, o, (nw(~) une suite extraite de rt~). Donc pour tout X E n ' ,  il 

y a une suite Xv(~), X~o(,,)E rtw(~ ) telle que limX~o(~)=X. Donc X E [~ (lemme 54). 

�9 n' est un id6al dans [~ par une d6monstration analogue. 

�9 n '  est nilpotent. I1 en r6sulte que n ' = n .  

�9 Sur {~,dimn~=x},  il est clair que n ' = n ;  l 'application y est continue. [] 

On montre de m~me : 

LEMME 63. L'application ([~, [~')~t~ n t~' est bor~lienne. 

LEMME 64. Soit ALa(g) l'ensemble des sous-algdbres de Lie alg~briques de 

l'algdbre de Lie alg~brique ~. L'application qui ~ une sous-algdbre ~ associe son 

radical unipotent ub est bor~lienne. Sa restriction d l' ensemble bor~lien {[~, dim n~=x, 

dim ub=y} est continue. 

D~monstration. A cause du lemme 62, il suffit de montrer l 'application ~--~u~ est 

bor61ienne sur l 'ensemble des alg6bres de Lie nilpotentes d 'une dimension donn6e. On 

utilise le lemme 55; il suffit de d6montrer la chose suivante : soit [gn une suite tendant 

vers [~, un et u les radicaux unipotents de [9~ et [~, tt' une valeur d 'adh6rence de u~; 

alors u ' c u ,  ce qui est imm~diat. [] 

LEMME 65. L'ensemble des ~ E ALa(g) dont le radical unipotent a une dimension 

donn~e est bor~lien pour la structure induite sur ALa(I]). En particulier, l' ensemble des 

sous-algdbres r~ductives de g est bor~lien. 

D~monstration. Cela r6sulte des lemmes 59 et 64. [] 

14.2 D~finition d'une topologie sur ~f(G). Consid6rons une structure euclidienne sur t], 

qui permet d' indentifier le dual b* de toute sous-alg6bre de Lie [~ de g ~ un sous-espace 

vectoriel de I~*. On identifie ainsi ~ ' (K),  pour KErrY(G),  ~ une partie de g*x~(G) .  

~(G) s'identifie alors ~ une partie de ~ (G)x  g* x Ae(G). On a d6fini sur ~r(G) et ~(G) des 

topologies, sur fl* on a une topologie naturelle, on obtient donc sur ~(G) une certaine 

topologie et la structure bor61ienne qui lui est associ6e. 

LEMME 66. Pour K fix~, la topologie induite sur la fibre au-dessus de K par celle 

de ~(G) coi'ncide avec celle de ~'(K).  
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D~monstration. D'abord, il r6sulte du lemme 3.2 de [Fe] que si Gl est un sous- 

groupe ferm6 de G, l'injection canonique de b"(G0 dans 5e(G) est un hom6omorphisme 

de 5e(G0 sur son image. Fixons K E ~P~t(G). La topologie induite par celle de 5e(G) sur 

6e(K) est celle de ~e(K), donc la topologie sur la fibre au-dessus est bien celle de ~'(K). 
[] 

Le sous-groupe K E ~a(G)  6tant donn6, on note u~ le radical unipotent de son 

alg6bre de Lie, et UK son radical unipotent. 

LEMME 67. L'appHcation qui au couple (K, f ) E  ,9~G)x c3" associe le stabilisateur 

K(vf) dans K de la restriction vf de f d ur est bor~lienne. Plus pr~cis~ment, il existe une 

partition d~nombrable de bor~liens de ~'~l(G)x {]* telle que la restriction ?t chacun de 

ces bor~Hens de l'application soit continue. 

D~monstration. Gr~tce aux lemmes 59, 60 et 64, on peut se limiter ~ des bor61iens 

oil dim K, dim Ux, dim Uh-(v•), K(JqD et K(vj,) ont une dimension donn6e. Soit to un tel 

bor61ien. Supposons que (K,f)--*(Ko,fo) dans w. On montre par un raisonnement 

analogue ~t ceux qui pr6c6dent, que toute valeur d'adh6rence de K(vf) est un sous- 

groupe de Ko(Vfo) qui contient Ko~vf) ~ Le lemme 55 nous permet donc de conclure que 

l'application est bor61ienne. Restreignons-nous maintenant ~ l 'ensemble bor~lien des 

(K, f )  tels que K(vf) a un nombre donn6 de composantes connexes. La restriction de 

l'application y est bien continue. [] 

LEMME 68. L'application r q u i ~  (K , f , r )EX(G)  associe (K(vf),fl ,rO, of~ 

fl=jq~v? et 31 est la representation de K(vf)(fO d~finie au w est bor~lienne, et 

continue sur chacun des bor~liens d~finis au lemme 67. 

D~monstration. Sur un bor61ien toi du lemme 67, l'application (K, f ,  r)~--~K(vf) est 

continue. I1 est clair que fi--,f~ est continue. I1 reste /~ montrer que l'application 

(K, f, r)~--~(K(v s) (f0,  r0  est continue. Or K(vf) (f0=K(J]~) Ur(vf). Par d6finition, rap- 

plication (K, f ,  r)---~(K(jqr), r) est continue, et on constate facilement que l'application 

(K, f ,  r)--~(Ux(vf),Xr) est continue sur toi. On v6rifie imm6diatement que rapplication 

(K, f, r)--*K(./]r) Ur(vf) est continue. 

Si donc (K(flr) Uxo(Vlo), r~) est une valeur d'adh6rence, au voisinage de (Ko,fo, to), 

de l'application ~ ,  il est imm6diat de remarquer que r~lx(fd=r0 et r~lv~0(%)=ZA, et donc 

que r~=r 0, ce qui prouve la continuitY. [] 
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On peut r6sumer les r6sultats qui pr6c6dent par la proposition suivante : 

PROPOSITION 15. II existe une partition bor~lienne d~nombrable de 

~(G):(Qi)iEN telle que la restriction s ~i des applications associant d (K,f , r )  

respectivement f, le radical unipotent u de ~, le sous-groupe U r = e x p u ,  les stabilisa- 

teurs K(vf) et ffvf) de la restriction vf de f ~ th dans K et ~, et u~(vf) soient continues, 

ainsi que dimL dimuF, dim ffvf). L'application (K,f ,  r)~-*(K(vf),fl,rl) est aiors contin- 

ue s u r  ~-~i pour tout i. 

On sait que (cf. chapitre 5, w 5) que vf d6finit une repr6sentation irr6ductible de 

UK : ~(UK, vS). 

LEMME 69. L'application associant d (K, f , r )  dans ~x(G) le couple (UK, 

~t(UK, vf)) est continue sur chaque bordlien ~i de la proposition 15. 

D~monstration. Supposons que (Kx, J~, zx) tende vers (K, f ,  z) dans Qi. Notons 

Ux, vx au lieu de UKx et v A. Il est imm6diat de constater que la dimension des 

polarisations en vx est un entier qui ne d6pend que de Q,.. Choisissons pour tout 3. une 

polarisation r6elle fh en va. Dans la grassmanienne, les valeurs d'adh6rences de fh sont 

des polarisations ~ en v. Soit H~=exp ~,Z~ le caract~re de Ha de diff~rentielle 2izrv~l%. 

On a x(Ua, v~)=Indn~,Nzg ~. Extrayons de l'application x(Ua, va) une application 

x(Ua, va). L'application correspondante 0k, a une valeur d'adh6rence b. On v6rifie 

sans mal que la valeur d'adh6rence correspondante de (H~, Za,) est (H, X) ofl H=exp  ~), 

et g le caract6re de diff~rentielle 2i~tvln. Par continuit6 de l'induction par rapport aux 

param6tres, (cf. [Fe], th~or6me 4.2), (U~,:t(U~, v~)) admet (Ur,:t(U x,v))  comme 

valeur d'adh6rence ce qui suffit i~ montrer la continuit6 de l'application. [] 

I1 reste encore ~ d6montrer un dernier r6sultat concernant la continuit6, sur les 

bor61iens d'une certaine partition d6nombrable de ~a(G), de l'application associant ii 

(K, f, r) le couple (K(v), Wv~, oO W~r est la repr6sentation m6taplectique de K(vf) (cf. 

w 

PROPOSITION 16. ll existe une partition bor~iienne de ~a(G)(ff~) plus fine que 

(if2 i) telle que l'application 

(K, f, r) ~ (K(vf), Wv) 

soit continue sur chacun des ff~;. 
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Ddmonstration. Sur chaque f~,., la dimension et le nombre des composantes  

connexes de K(v:) est constant.  Soit p=dimK(vf) ,  d le nombre de composantes  

connexes,  et ~ ( G )  le bor61ien de 3((G) form6 des sous-groupes ferm6s de dimension p 

et ~ d+  1 composantes  connexes .  Soit K E ~+~(G)  et K ~ . . . . .  g d ses composantes  con- 

nexes. En reprenant  l 'argument  de la d6monstrat ion du lemme 61, il existe un voisinage 

ouvert  to de K ~ et une famille xi E K i telle que les xi to soient des ouverts disjoints et 

telle qu'il existe un voisinage ouvert  U de K dans ~ ( G )  v6rifiant : 

'OK' E U, il existe une seule composante  connexe de K'  contenue dans x,-. to. 

On note K 'i la composante  connexe  incluse dans xi" to. Comme 3((G) est d6nom- 

brablement engendr6, on a montr6 qu'il  existait une partit ion f17 plus fine que f~  sur 

laquelle on pouvait  num6roter  contin•ment les composantes  connexes  de K(vf) : 

K(vf)~ 1 . . . . .  K(v/)P'; i.e. on a : si (K' , f ' , z ' ) - -~(K,f ,T)  dans f~7, alors 

K'(vj-,)J--*K(vf) j dans l 'ensemble des ferm~s de K. Quitte ~ encore  raffiner f~", la 

proposition 1.12.10 de [Dix 3] fournit un proc6d6 continu de construct ion d 'une  polari- 

sation r6elle pf en yr. Soit, pour  (K, f ,  r) E fl" et J<-Pi 

et 

n(K, f ,  j )  = inf {dim (kl~fN ~f), k E K(vy) -i} 

X(K, f , j) = { k E K(vf) -i, dim (kDfN l~f) = n(K, f,  j) } 

X(K, f,  j) est un ouvert  de Zariski (J) dans K(vf) "i. Soit nj une famille d 'entiers  (j<~p~), et 

soit 

~"(nfl = {(K, f ,  3) E ff~", n(K, f,  j) = nj}. 

Montrons que l 'application (K, f,  r )~n(K,  f ,  j') est s.c.s. Soit (Km, f,,,,tm) une 

suite tendant vers (K, f ,  r) dans fl". Soit k E X ( K , f , j ) ,  et soit k,,, une suite de K,, - et 

m6me de K~, on peut  le supposer  - tendant vers k. Comme X(K m, f,,,, 19 est un ouvert  

de Zariski dans K~, on peut  supposer  que kmEX(Km, f,,,,j). On a donc 

dim(km. PyNr j). Soit 1 une valeur d 'adh6rence de la suite n( K,,,, f ,., j). 

Quitte /~ extraire une suite, on peut supposer que n(Ks, fm, j)=l, donc que 

dim(k,,r Mais/~ la limite, dim(kr162 L'applicat ion n 

est donc bien s.c.s. Les  fl"(nj) sont des bor61iens et on a construit  une partition de f~", 

(~) i.e. un  ouvert  pour  la topologie induite par  la topologie de Zariski en K(v:). 
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donc une partition Q~ de ~ ( G ) ,  telle que sur fF,  les applications (K, f, r)--,n(K, f, j) 
soient constantes.  

Montrons la continuit6 sur f~  de (K, f, r)-->(K(v:), Wv). Soit d la dimension com- 

mune des udr  pour  (K, f ,  r )E Q~. Soit (Ks, fs, rs) une application filtr6e tendant vers 

(K, f ,  0 dans f~. On utilise la construction faite par Lion de la representation mEtaplec- 

tique (cf. [Li 2]). Pour  allEger les notations, on Ecrit us au lieu de tits, Ps au lieu de Dr,, vs 

au lieu de vr, u, ~, v au lieu de uf, pf, vs. 

Choisissons une base coexponentiel le X ~ ..... X d ~ ~ darts u (cf. [BC], chapitre I), 

c'est-~-dire une base d 'un supplEmentaire de 10 dans u telle que l 'application de RdxI0 

darts U : 

(tl . . . . .  td, P)--*exp t~ X~... exp tdXd.expP 

soit un diffEomorphisme. 

Montrons qu 'on  peut choisir une base coexponentielle X~(s) ..... Xd(S) ~ Ps darts us 

telle que limsX~(s)=X '. II suffit de le faire pour  d =  1, un raisonnement par recurrence 

permettant de conclure immEdiatement. Or pour d =  1, tout vecteur X(s) n'appartenant  

pas/~ Ps convient,  on peut donc bien choisir X(s) de limite X. La polarisation 10s (resp. 

p) fournit un module de :r(Us, vA (resp. :r(U, v)) : :r(Us, vs, Ps) (resp. :r(U, v, 10)). La 

base coexponentielle X/(s) (resp. X ~) permet d'identifier r e space  Y~(Us, vs, ~s) de 

:r(Us, vs, Ps) (resp. ~'(U, v, p) de :r(U, v, 19)) ~t L2(Rd). 

Soit ks EK(vA, Ps=exp~s ,  Xs le caract~re de Ps de diffErentielle 2iyrvs[p, (resp. 

k E K(v), P, X . . . .  ). On consid~re I'intEgrale d 'entrelacement  : 

l(~s, tso~0,)~0(n,) = ~" q~(n,p,)z,(ps)dp" 
Je s/ks Ps N Ps 

(pour ~ continue ~t support  compact  modulo Ps dans ~f(Us, vs, t~, ~s)). On considEre 

l 'opErateur A(ks) de ~[~ vs, Ps) dans ~r vs, ks, ~s) dEfini par la formule 

(A(k s) qg) (n~) = q~(kl I n, ks). 

On sait [Li2] qu 'on  a un module de W,=Wv, dans ~e(U,, v s, I~) en posant 

Ws(ks) = l(Ps, ks" Ds)oA(ks). 

DorEnavant, ksEX(Ks, fs, j3 tend vers kEX(K, f , j ) .  Comme on l 'a fait plus haut, 

choisissons une base coexponentielle de ks l as flPs dans 10s, Xd+I(S, ks) ..... Xa+~(s, ks) 
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telle que limXt(s, k~)=X t, oO X d+l . . . . .  X d+r est une base coexponentielle de k.pNla 

dans p. Ecrivons une formule de d6eomposition pour ns dans Ns : 

ns = exp ~l(ns)X l(s) exp ~2(ns)X2(s) ... exp ~a(ns)Xa(s) exp q~(ns). 

Le groupe U 6rant simplement connexe, s i n s  E Us tend vers n E U, ~,(ns)---~i(n) et 

vds(ns)--*V2(n) et ~Os(ns)---Hp(n). 

Cette formule nous permet d 'en obtenir une pour Ws(k,) : 

[Ws(ks) cp] ( t I . . . . .  t d) 

Jna qo(~i(kj-I exp t t Xl(s) ... exp tdXd(s) exp U d+ 1Xd+I(S, k )  ... exp U d+rXd+r(s, ks) ks)) 

xZs(7.,s(kj -l exp t I Xl(s) . . .  exp t dXd(s) exp Ud+ I Xd+I(S, ks).., exp Ud+rxd+r(s, ks) ks)) 

xZs (exp ( U d+ I Xa+ 1( s, ks)) '" exp ( U d+rXd+r(S , ks))) dud+ 1"'" du d+r 

On sait que pour une fonction dans l 'espace de Schwartz 5e(R a) l'int6grale est 

convergente et d6finit un op6rateur unitaire. Le th6or~me de convergence domin6e et 

la continuit6 des ~i et de ~p nous permettent de conclure que Ws(ks) tend fortement vers 

w(k). 
Montrons maintenant que pour tout k dans K(vy), pour toute application ks E K(vs) 

de limite k, Ws(ks) tend vers k. Montrons-le d 'abord pour k E K(v) ~ Soit to =X(K,  f ,  0). 

On montre par r6currence s u r n  que pour tout k dans to", pour toute application ks 

de limite k, W~(k~) tend vers W(k). La propri6t6 est vraie pour n=  1. Montrons-la pour 

n + l .  Soit k=kl "k2, k~ Eto et k2 Eto", et soit ks une application de limite k. Alors kT ~ ks 

tend vers kz. Soit k" E X ( K , f ,  0) une application de limite k~. k "-I ks tend vers kz, donc 

W~(k "-I "ks) tend vers W(kz), done W~(ks) tend vers W(k). On conclut pour K(vr) tout 

entier en remarquant que K(vf)=(I, JjX(K, f,  J)" K(vf)~ [] 

On peut maintenant passer it la d6monstration du th6or~me principal du chapitre. 

THI~ORI~ME 6. L'application ~r de ~g(G) dans ST(G) qui ?, (K, f ,  r) associe ~f.~ est 

bor~lienne. 

D~monstration.  On proc~de par r6currence sur dim t : les lemmes 58 et 59 nous 

montrent que l 'ensemble ~gp(G) des triplets (K, f ,  r) avec dim K=p est bor61ien. I1 suffit 

de montrer que : t e s t  bor~lienne sur if'p, et on le fait par r6currence sur p. 

On d6montre la proposition plus pr6cise suivante : 
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(H,,) I1 existe une partition bor~.lienne d6nombrable Ai.,, de ~,,(G) telle que la 

restriction de :t ~t Ai. ~ soit continue. 

Pour n = 0  il n 'y  a rien/~ d6montrer.  Plaqons-nous dans ~ ( G ) ,  consid6rons l 'en- 

semble des f~  (proposition 15 et 16) qui sont contenus dans ~ ( G ) .  Soit I l 'ensemble 

d'indices correspondants .  Soit 

11 = {i E I, V(K, f, r) E ~ ,  dim 3(vf) < dim 3} 

lz = {i E t, V(K, f, r) E Q~, dim ffvf) = dim 3}. 

So i t /E /z ;  montrons la continuit6 sur ~ .  

Puisque ffvf)=f, u~(vf)=th et if f )  contient us. Soit K'=K(vf). On a K ( f ) c K ' ,  et 

donc K ( f ) = K ' ( f ) .  Ecrivons la d6composit ion de Levi K'=K] Ur. Soit 3~ l'alg~bre de 

Lie de K~,f'l=3q~ ~. On v6rifie facilement que K(f)=K](fO" UK. L'hypoth~se  q u e f e s t  

bien polarisable entraine quef~ I 'est 6galement. L'admissibilit6 de fen t r a ine  celle de f l .  

Puisque f~ est r6ductive, il existe donc une polarisation 0~, en f ]  qui est K~(fO stable 

et qui v6rifie la condition de Pukanszky.  Alors tg=t~+u~ est une polarisation en f 

v6rifiant la condition de Pukanszky et qui est K(f)-stable.  Par la proposition 9 on a 

dans ce cas a,~/, r = Indrtr) n ~ x f. 

On peut reproduire ie raisonnement fait dans le cas nilpotent pour montrer  la 

continuit6 de ~r (cf. lemme 69). 

Soit iE 11. Soit A j , ,  l 'image r6ciproque, par l 'application bor61ienne 

(K,f,r)--*(K(vf),fl,rO (cf. proposition 15) de ia partition Aj, p (p~<n-I)  et Aj.,  les 

intersections de ces bor~liens avec f~. 

Montrons la continuit6 de zr sur A/,n. Sur Aj, n, les applications associant ~t 

et (Ux, r~ x) sont continues (propositions 15 et 16). (K,f ,r)(K(vf) , f l ,  Z'l), (K(vf), Wv~ 

L'application (K(vf), fl,  rO---~(K(vf), ~rf,.~,) est continue. Le produit tensoriel Etant ~vi- 

demment continu, et I ' induction 6tant continue ([Fe], th6or~me 4.2), le' r~sultat est 

d~montr~. [] 

COROLLAIRE. L'application de ~ (G)  dans G qui au couple (f, r) associe la 
representation ar~. r est bor~lienne. 

D~monstration. C'es t  la cons6quence du lemme 66, du th6or~me 5, et de l'inclu- 

sion ~(G)c~ ' (G) .  [] 
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15. Enonc6 du th6or6me de Plancherel 

Rappelons bri6vement les donn6es : G est un groupe alg6brique complexe  qu ' on  

consid6re c o m m e  un groupe de Lie r6el, Z e s t  un sous-groupe ferm6 et connexe  du 

centre de G, 2 est  une forme lin6aire sur 8 telle que 2i:r2 s ' int6gre en un caract6re  Z~ de 

Z. 

I5.1. Normalisation des mesures. On fixe une mesure  de Haa r  dg sur G, ce qui d6termine 

une mesure  de H a a r  dgo sur G O par  la formule : 

fof(g)dg=,~o/~f6.of(Ygo)dgo" 

On fixe 6galement une mesure  de H a a r  dz sur Z. Sur T (cf. chapitre 11, b), et sur Z fl T 

(qui est connexe)  on consid6re les mesures  de H a a r  normalis6es (i.e. de masse  totale 1). 

On fixe enfin une mesure  de Haa r  da sur A '  et donc une mesure  de Haa r  dao sur A. 

Tous ces choix entrainent  des normalisat ions des mesures  de Lebesgue  sur ~, a, 8, t, 

n f, qu 'on  notera  d~, d~ etc. 

Sys t6mat iquement ,  lo rsqu 'on  aura  fix6 une mesure  de  sur un espace  vectoriel  E, la 

mesure  duale de. sur E* sera normalis6e en sorte qu 'on  ait la formule : 

fe. fecP(X)eZi"<f'X)dEXdE.f=cp(O). 

Si F est un sous-espace  vectoriel  de E,  s i e  E F*,  et si E*= {fEE*, f l y = e } ,  le choix de 

mesures  sur E et F en d6termine un sur E* par  la formule : 

f~fJ~(X)e2i"<S'X)deXd~f=fFqJ(Y)e2~"<e'V)drY. 

Enfin, en l ' absence  d 'une  indication contraire,  si E s ' expr ime  c o m m e  somme  

directe de El et//72, les choix de mesure  sur E, El ,  E2 v6rifieront 

  (x)aEx=fe, fE2 (x,+x2)ae, x,a ,x2. 
C'es t  ainsi qu ' on  fixe une mesure  sur I~, et aussi une base /3  de I~ telle que la forme 

volume associ6e ~t/7 d6finisse exac tement  la mesure  dp. On a donc une normalisat ion 

du pfaffien D(/) de la restriction de la forme Bt (l~. ~]*) b. IJ. 



74 M. ANDLER 

15.2. D~finition d'une mesure sur ~(G)IG. On d6finit d 'abord  une mesure sur ~dlG 
l 'aide de la descript ion de cet espace donn6e au th~or~me 5. On a en effet 

cyn i c  = u 
~ER 

On a d6termin~ une mesure sur ~, t, ~nt,  donc aussi i~+t qui est inclus dans ct. Soit 

a,~,~={fEa*,J~a=2 et j~t=~}. Les choix qui pr6c~dent d~terminent une mesure do. 

sur a~,~, et on salt que ~ est un ouvert de Zariski dans a~,~. On considi~re la mesure 

I~ sur qg~ d6finie par la formule 

f~cP(f)d/~'~(f)=~f~cP(v)lD(v)ld'r v'~,~ 
Pour la structure bor~lienne induite sur <~d,/~ est bien une mesure. 

LEMME 70. La mesure Iza est une mesure A'-invariante sur c~. 

D~monstration. Puisque A'  normalise T, ainsi bien sQr que 8, A'  permute entre eux 

les diff6rents ~ .  On a pour  hEA', D:h.f)=det(ad~h-I)D~f)=detada.h.D:f) 
puisque G est unimodulaire.  D 'aut re  part,  l 'action de h sur a multiplie la mesure par 

Idetad~hl; par dualit6 la mesure sur a*, et donc sur les aL#, est multipli6e par 

[det ada h I-l.  [] 

Consid~rons, sur chaque orbite to de A' dans a*, la mesure de Liouville ft,, (cf. 

notations g~n~rales). La  mesure fl,o est A'-invariante,  et, d'apr~s [DR], proposit ion 

5.14, l 'application to---,fcp(f)dflo,(f) est mesurable pour  toute fonction mesurable ~p 

positive ou nulle. On peut  donc d~sint~grer la mesure/z~, ce qui d6finit une mesure 

m 2 sur ~ / A '  : 

f,~q~(f)d#a(f)=f,~/A, dma(to)fq~(f)d/~(f)" 

On a ainsi d~fini une mesure,  not re  encore  m~, sur I 'ensemble (Y~d/G. On est 

maintenant en mesure de d6finir une mesure M~ sur ~a(G)/G par la formule : 

,o ~e xi.u(o,))~dimr[G(s(to'):G(s(to))~ 

oi~ s est une section de la projection ~Y~fY~d/G, et p est la projection de ~a(G) sur 
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~a(G)/G. La formule ci-dessus d6finit bien une mesure pour la structure bor~lienne 

quotient de la structure bor61ienne d6finie sur ~a(G). Remarquons qu'on peut 6gale- 

ment d6finir une mesure sur ~ ( G )  (resp. r h l'aide de la mesure sur ~(G) /G (resp. 

r et des mesures de Liouville sur chacune des orbites. 

15.3. Enonc~ du th$or$me de Plancherel. 

THI~ORI~ME 7. (1) Pour M~-presque toutes les orbites ~ dans ~(G)/G,  la repre- 

sentation ~f,r((f, r)E fl) est ~ trace. Autrement dit, soit q~ un ~l~ment de l'ensemble 

~ ( G ,  Z, Za) des fonctions ind~finiment d~rioables sur G o~rifiant 

Vg E G, Vz E Z, r = X~(z)- ~ ~(g) 

et qui sont ~ support compact modulo Z; on pose 

7t~'r(qg) = fa/z zt~'T(g) of(g) dg. 

L'op~rateur zt~,~(q~) est ~ trace, et on note tr~,~(cp) sa trace. 

(2) L'application (f, r)--+trot~,~(qg) est mesurable et d~finit, par passage au quo- 

tient, un ~l~ment de L I(~a(G)/G, Ma). 

(3) On a la formule, pour cp E qg~(G, Z, Za) : 

tp(e) = f~,(63/c tr :rg(cp) dM~(f~) 

=fe~/G[G(s(to)):G(s(to))~ 

Les deux derniers chapitres sont consacr6s ~ la d~monstration du th6or~me 7. 

Seule la mesurabilit6 de l'application peut se comprendre d~s maintenant. Elle r6sulte 

en effet de la mesurabilit6 de l'application (f, r)---.:t~,~ et de la mesurabilit6 de la trace 

s u r  (~. 

Expliquons le lien entre la formule de Plancherel abstraite et la formule du 

th6oreme 6. La proposition suivante l'explicite. 

PROPOSITION 17. Soit X un ensemble standard, Gun  groupe localement compact 

unimodulaire de type I, :rune application bor~lienne de X dans G. Soit ~ la relation 

d' ~quivalenc e d~finie par l' application :r(x~x' c~r(x)= gr(x') ). 
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(1) L'ensemble X / ~  muni de la structure bor61ienne quotient est bor~lien analyti- 

que et la bijection induite de E / ~  sur zt(X) est un isomorphisme bor~lien. 

(2) Soit M une mesure sur X / ~ ,  et supposons qu' on ait la formule d'inversion : 

q0(e) = [ tr ~t(x) (q0) dM(x). 
Jx/ g~ 

(On a suppos6 implicitement que ~t(x) 6tait trafable pour presque tout x dans X /~ . )  

Alors il existe une partie F de zr(X) qui est bor~lienne standard telle que ~ r ( X ) \ F  est 

n~gligeable pour la mesure image de M e t  G \ F  est n~gligeable pour la mesure de 

Plancherel de G. De plus les deux mesures coincident sur F. 

D~monstration. (1) Puisque : t e s t  bor61ienne et (~ d6nombrablement engendr6 

(parce que standard), ~(X) est analytique et ~t induit unisomorphisme bor61ien de X / ~  

sur ~r(X) ([AM], proposition 2. I 1). 

(2) Une cons6quence du th6or6me de capacit6 de Choquet (cf. [AM], p. 11) est 

qu'il existe un bor61ien standard F inclus dans l'espace analytique ~t(X) tel que ~ t (X) \F  

est de mesure nulle pour la mesure image de M. On peut maintenant 6voquer la 

proposition 8.2.4 de [Dix 1] sur l'unicit6 de la d6sint6gration d'une repr6sentation pour 

conclure que F est de compl6mentaire n6gligeable pour ia mesure de Piancherel de Ge t  

que sur F les deux mesures coincident. [] 

Donnons maintenant une formulation 6quivalente au th6or6me 7. 

THI~ORI~ME 7'. (I) Pour mx-presque toute orbite dans ~7~O/G, la representation 

~t~=~t~ ( fE to~ ~7~) est ~ trace. 

(2) Soit r un 61gment de qg~(G, Z, X~). On d~finit 

Alors 

zt(rp) = fG/z q~(g) ~r(g) dg. 

f 
9(e) -- | [G(s(co)) : G(s(~o))~ -l tr~r,o(q~)dm~(o~) 

/G 

o~ s est une section de la surjection ~d---)(Y~/G. 

D~monstration de l'~quivalence. Par application du th6or6me 3, le commutant de 

at: est 6gal ~t celui de IndGt:)0 t Gtr)X:. La formule de Plancherel projective pour le groupe 
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G(f)/G(f) ~ OU encore la formule de Plancherel pour les fonctions ~p sur G(f)  v6rifiant 

Vg E G(f), Vgo E G(f) ~ ~P(ggo) = lP(g)gf(go)- i 

exprime que 

c'est4t-dire : 

Ind gf = 2_, dim v. v, 
G(f) 0 ~' G(f) rEX(f) 

Ind L f ] ( ~ ) =  ~ d imr . r (~ ) .  
G(f) ~ G(f) _[ rEX(f) 

En fin de compte, pour q~ E c~(G, Z, Z~), on obtient : 

tr(Ttf(q~))= ~ dimr.tr:t:,r(q~ ). 
rEX(./) 

[] 

16. D6monstrat ion du th6or~me dans  le cas o~ G est r ~ l u c t i f  connexe  

Puisque G est un groupe alg6brique complexe r6ductif et connexe, il est dans la classe 

de Harish Chandra. Celui-ci [H-C 1,2] a d6montr6 la formule de Plancherel, d 'abord 

pour les groupes semi-simples complexes, mais sans le calcul des constantes [H-C 1], 

puis pour des groupes r6ductifs g6n6raux avec le calcul complet des constantes. Le 

probl6me est donc de comparer la formule 6nonc6e par Harish Chandra et la formule 

6nonc6e dans le th6or6me 6. 

(a) Dans un premier temps, nous explicitons en termes ,, semi-simples ,, la formule 

~t d6montrer. Les notations utilis6es sont celles du chapitre 5 w 1 et du chapitre I 1. On 

est amen6/~ consid6rer simultan6ment des formes fortement 2-r6guli6res, pour ;t fix6 

darts 8*, et des formes fortement r6gulib.res (i.e. dans le cas ot~ l'id6al central est r6duit 

a {0}). 

LEMME 71. Soit fE 9", fortement rdgulidre, et telle que 3q~=2. Alors f est forte- 
ment g-r~gulidre. Rdciproquement, si f est fortement 2-rdgulidre, f est fortement 
r~gulidre. 

Ddmonstration. Rappelons qu 'on a not6 91=[9, 9] et c le centre de 9- Si fl=fl=jq~,, 

on a l'6galit6 9(f)=gl(fl)+C, qui 6tablit le lemme. [] 



78 ~. ANDLER 

Darts le chapitre l l  on a consid6r6 le centralisateur de la partie compacte  d 'un  

g(fo), avec fo for tement  r6guli6re. La  proposit ion 12 et le lemme 4 montrent  que ~(f0) 

est une sous-alg6bre de Cartan : ~(fo)=a=ar~a~ (chapitre 5, w l), donc t=a t ,  et le 

centralisateur de t dans g est a (les notations des chapitres 5 et 11 sont compatibles !). 

Soit W le groupe de Weyl de g par rapport  a A. On a aussi : W = M ' / M ,  oi~ M' est le 

normalisateur de A~ dans L e t  W = A ' / A  (notations du chapitre 11). Le  lemme 44 se 

r6duit, dans ce cas, au th6or~me de conjugaison des alg6bres de Cartan. 

Remarquons  enfin que les groupes G( f )  6tant connexes ,  les ensembles ~ ( G )  et 

(7~ coincident pour  tout ~. 

D6crivons maintenant la mesure m,t sur l 'ensemble (7~ d. Soit K une forme 

bilin6aire sym6trique sur g prolongeant  la forme de Killing de g~ et telle que la forme 

quadratique X - , - K ( X ,  OX) soit d6finie positive. On choisit sur g, a et 1~ les mesures de 

Lebesgue d6finies par la s tructure euclidienne associ6e a K et 0. Sur m on met la 

mesure normalis6e en sorte que vol (M)= 1, ce qui fixe la mesure sur a~. Soit 8r n m, 

8d=8 n a~, et m~ un suppl6mentaire de 8c dans m, a~ un suppl6mentaire de 8d dans a~. 

On a doric la d6composit ion : 

d'ot~ la d6composit ion : 

f~ = ml  (~ Sc (~ Sd(~ tll 

a* = m z ~8c  ~Sd ~a~.  

On fixe sur 8c la mesure normalis6e, et on obtient donc sur ml la mesure 

normalis6e comme quotient de la mesure sur m e t  de la mesure sur 8c. Une mesure 

ayant 6t6 fix6e au d6part sur 8, tous ces choix entrainent celui de mesures sur 8d et 

donc al. 

LEMME 72. Soit U un groupe de Lie ab~lien compact  d' algdbre de Lie u et u* le 

dual de u. On f ixe sur U la mesure de Haar  normalis~e, sur u la mesure de Lebesgue 

associ~e, sur u* la mesure duale. Soit R le r~seau de u * : R = ( f E u * ,  2iJrf est la 

diff~rentielle d 'un caractdre de U}, et B une base de R. Alors, la base duale de B e s t  

univolumique pour la mesure qu' on s' est donn~e sur u. 

D~monstration. On a U=Rn/Z n, u =R" ,  R = Z n c R  ~, ce qui montre  bien la relation 

cherch6e entre bases de u et base de u*. [] 

Consid6rons donc des bases de 8* et de mT qui soient des bases des r6seaux des 

diff6rentielles de caract6res des groupes correspondants  : B(8~ et B(mT). 
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On consid6re les bases duales : fl(Sc) et fl(ml). Sur a~ et sur 8d et as on choisit des 

bases fl(Ga), fl(al), compatibles avec les mesures d6j~ d6termin6es sur ces espaces. Sur 

aT et 8~, on consid6re les bases duales B(a~) et B(8~). On note 

. . . . .  =BCm,*), . . . . .  

{~t+l . . . . .  ~m}=B(8~ et {~m+l . . . . .  ~n}=B(aD �9 

LEMME 73. L'ensemble c~d est exactement {/=E~x~;, avec Zkm+~x,~=2, x iEZ 

pour 1 <<.i<<.k et xi E R pour m+ 1 <<.i<~h, et l fortement 2-rdgulidre}. 

Ddmonstration. C'est  une cons6quence imm6diate du th6or6me 5 et du choix des 

bases. [] 

LEMME 74. On a, pour f E  a*, D ( f ) = e  rials§ ~ f ,  a ), oft e= + l et Z + est l" ensemble 

des racines positives de gc par rapport d ac associ~es au choix de n. 

D~monstration. Choisissons une base orthonormale sur la=n+fi  (fi la sous-alg6bre 

nilpotente associ6e ~ - Z + ) .  On a alors : 

D( f )  = ~/det  ( ( f ,  [el, ej])). 

Soit e~ une autre base de ~, et C la matrice de passage de la base ei dans la base e~. On 
a :  

det C = ~r 0'ej.)l �9 

Il vient d o n c :  

D( f )  = 
V t det < f, [e~, ej.'] }1 

V [det (-K(e[, 0 0 )  I 

Raisonnons dans le complexifi6 de g, et prenons pour les e~ une base de Chevalley 

Xa de (n+n)c .  On a OXo=C~Xoo, et donc K(Xa, OtO=C~K(X~,Xoo). 
I I en  r6sulte que : 

X/ I d e t - g ( x a ,  OX#)[ 

Calculons : 

I-[ K(Xa, OX-oa) = I-[ Ca K(Xa' X-a) I-[ Ca K(Xoa' X-oa)" 
a r  "+ a E E  § a E 7 .  + 

O a = a  Oa4 ,a  
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Or : 

I-[ C~K(Xo~'X-e= )= l--I C~Co~K(Xo='X-o~)K(X~'X-~)" 
a E ~  + a E  ~'+ 

Oa~a Oa>a 

Pour tout ai ,  C~ Coa = 1, et en particulier, si Oa=a,  C~= + 1. Finalement : 

I-[ K(X~, OX_o~)= 1-[ K(X~,X_~). 
a E ~  + a E ~ :  + 

En ce qui concerne  le num6rateur  : 

~ / d e t ( ( f , [ X = , X a ] ) )  = 1-[ ( f ,H~) = N (f'a)K(Xa'X-,~)" 
a E ~ :  + a E ' ~  + 

Le r6sultat du lemme est d6montr6. [] 

On obtient maintenant  imm6diatement  : 

LEMME 75. (1) L a  m e s u r e  I~ sur q~d est  donn~e  par  la f o r m u l e  : 

i : 1  xiEZ h-m i = m + l  

X a ~  + A"l-  Xi~i"l-m+l Xi~i, Ot dxm+ 1 ... dx h 

or) 2n=dim g. 

(2) La  m e s u r e  I~ 

f o r m u l e  : 

sur ccad ( correspondan t  au choix  8={0}) est  donn~e  par  la 

R e m a r q u e s .  (1) Le  lien entre/~ et les mesures ga apparait imm6diatement sur les 

formules. I1 suffit de montrer  la formule globale (i.e. pour/~). 

(2) Le  groupe A 6tant connexe ,  dans ce cas, i 'op6ration de A sur a* est triviale. 

Seul o l~re  donc le groupe de Weyl W = A ' / A .  La mesure de Liouville, dans ce cas, est 

la sommation sur la W-orbite. Mais d 'autre  part,  la mesure /~ (resp. ~) est W- 

invariante. On 6crit donc la formule ~ d6montrer  sous la forme : 
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9(1) =~-~  trag~r I-I  (~e~v,ct) da*v" 
* a~X+ 

(On a not6 trdg parce que le caract6re a 6t6 calcul6 par rapport i~ la mesure dg.) 

(b) Pour la commodit6 de la lecture, on rappelle maintenant les r6sultats de Harish 

Chandra. 

Les representations utilisdes. Soit R ' c m *  l'ensemble des ~tEm* tels que i/z est 

diff6rentielle d'un caract6re de M. Soi t /zER'  et 2E a[, et consid6re le caract6re LA,~ 

de MA~ de diff~rentielle i ~ 2 ) .  On 6tend L'~,a ~ M A n N  trivialement sur N, et on 

induit : T'~,a=Indua#vt~L'~.a. On a 6videmment T'~,a=T 2"~'2"a (cf. chapitre 5, w 1 (b)). 

Les normalisations des mesures. Sur K, on utilise la mesure de Haar dk normali- 

s6e. Sur a net rt on consid~re les mesures de Lebesgue d'% et d, associ6es ~t la structure 

euclidienne d6finie par la forme de Killing. Ces choix en d6terminent d'autres pour les 

mesures de Haar da et dn sur A e t  N. Soit p la I/2 somme des racines positives (choix 

d6fini par celui de n). On choisit comme mesure sur G la mesure dx=e2e(l~ dn. 
t Sur a~, on met la mesure d%. par laquelle 

f~.fo,~otX)e'<X'X>d'ooXd'~,f=~(O). 
Soit 2n la dimension (r6elle) de I~, x la dimension de a ne t  m. L'alg6bre f e s t  donc de 

dimension n. 

a "  

I Formule de Plancherei. Les repr6sentations T,,a sont ~ trace. Soit tp E Cc(G), on 

~0(1) = (2~)(n_x)/22(n_x)/: IWI O)k(0) , trd~ T ~ ( 9 )  (/z+2, a)  d~.2 

oi~ tbk est le produit des racines de f par rapport ~ m e t  Ok la demi-somme des racines 

positives de f par rapport A m. 

(c) Comparons maintenant les deux formules. 

LEMME 76. (1) dg=2-(n-x)/2v(K)dx (o• v(K) est le volume de K pour la mesure 

associ~e d la structure euclidienne sur f). 

6-858285 Acta Mathematica 154. Imprim~, le 27 Fevrier 1985 
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(2) v(M)/v(K)=(2~)-(n-x)/Zd)k(Ok) (o~ v(M) est le .volume de M pour la mesure 
associ~e d la structure euclidienne sur m). 

(3) d'%.=v(M) (2z)-Xd%.. 

D~monstration. (I) (2) sont respectivement les lemmes 37.2 et 37.4 de [H-C 2]. 

(3) Dans les deux cas, on a consider6 la mesure sur a associee ~ la structure 

euclidienne. Sur m, les mesures d~ associee ~t la structure euclidienne et dm normali- 

see sont liees par : d'~=v(M)dm. II s 'ensuit  que les mesures sur ap verifient 

d%=v(M)d' et que donc d%.=(v(M)) -I . . . .  % % d~., o0 da; est la mesure duale de la mesure d' 

par la convention du chapitre 15. L'egalit6 d'%.=(2z)-Xd~, acheve la demonstration. [] 

On peut maintenant demontrer  la formule : 

i i ~  trdget~C~v(q9 ) a l~z+{~+v,a  } d%,v 

= I ~ l v ( K  ) 2_,~_x)/2 tra~ T~,, 2~(q~, 1-[ ( '  ~v ,a  } v(M)- '  (2z, xd'~.v 
IWl SeR .%* a E Z  + 

G _ t puisque z $ ~ - T 2 ~ ,  2,~ par les propositions 2 et 9 

- IWll v(M)V(K) (2~)_(._x)2_(._x~/2 ~eR ~'~ f~ .trax T'~,~(cp) ~ez +I-I ( l~2 ,  a) d~.v = q0(i) 

par la formule de Harish Chandra et le lemme 76. La formule est donc demontree pour  

un groupe reductif  complexe.  

17. D6monstration du th6or~me dans le cas g6n6ral 

La demonstration du theoreme sefa i t  par recurrence sur la dimension de ~, en traitant 

/~ part les cas o0 g est reductive et ~ est nilpotente. La methode de demonstration est 

tout/~ fait analogue ~ celle de Kleppner et Lipsman pour les produits semi-directs (cf. 

[KL 1 et 2]). I1 parait toutefois plus simple de ne pas utiliser leurs resultats mais de faire 

une demonstrat ion autonome qui s'inspire de la leur. 

La methode de reduction resulte du lemme 40. Les  notations sont les suivantes. Le 

radical unipotent de ~I est note rt. S i f E  ~*, on n o t e f '  la forme lineaire complexe sur g 

dont f est la partie reelle, v la restriction de f / ~  n, v' la restriction de f '  /~ n, et 

n' = K e r f '  t3 n(v). Comme N e s t  simplement c o n n e x e ,  b '  e s t  l 'algebre de Lie d 'un sous- 
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groupe B' ferm6 de N(v). Le lemme 40 montre que, de deux choses l 'une,  fi est 

r6ductive ou g(v)/b' est de dimension inf6rieure ~ celle de g. 

Soit 0 la restriction de 2/~ n Iq 8, et n* l 'ensemble des v dans n* dont  la restriction 

8 N n e s t  Q. On a, dans n*, une notion de Q-r6gularit6 comme dans ~ .  

Soit ~7~ l 'ouvert  de Zariski de ~ '  des formes for tement  2-r6guli~res. On consid~re 

l 'ensemble : ~,~={fE ~ ,  v e s t  Q-r6guli~re et fi(v) de dimension minimale} ainsi que 

= {v, f E  ~,!}. 

I1 est clair que ~ est un ouvert  de Zariski non vide de ~ ,  sur lequel la dimension de 

~(v)/b' est constante.  On peut  donc distinguer les cas suivants : 

- g - - n  

- ~ est r6ductive 

- P o u r f E  ~ ,  dim ~(v)/b'<dim ~. 

On traite s6par6ment les deux premiers  cas, le troisi~me correspond h la d6monstrat ion 

par r6currence sur dim ~. 

17.1. L e s  cas  particuliers : ~ rbductive, f~ unipotente. Lorsque g est r6ductive et G 

connexe,  le r6suitat est 6tabli au chapitre 16. Lorsque ~ est nilpotente, et G connexe et 

simplement connexe,  le r6sultat est dans Kirillov [Kir 3]. On aura donc trait6 compl6- 

mentement  les cas : ~ r6ductive et {l=n en montrant  comment  passer du cas connexe 

au cas non connexe.  On va, ~ cet effet, formuler  un r6sultat g6n6ral, mais qu 'on  

n'utilisera en pratique que dans les deux situations qui nous occupent  maintenant.  

PROPOSITION 18. Si le thOorOme 7' est vrai dans le cas connexe, il est vrai dans le 

cas g~n~ral. 

D~monstration. Les questions d'admissibilit6 et de r6gularit6 ne d6pendant  que de 

G ~ il n 'y  a pas d'ambiguit6 ~t parler simplement de ~7~ d. Si f E  6~d, on note :r~ et :rf 

respect ivement  les repr6sentations de G et G O qui lui sont associ6es. On a bien sOr 

n i=Inda0 ~a:r~ par transitivit6 de l ' induction. Notons  respectivement s et QI l 'orbite 

d e f s o u s  G o et G : - 0 ~ ~  [.JyEGIG(f)GO ~-~,.f. La sous-alg6bre de Lie a 6tant fix6e, on note A'  

et A l e s  groupes correspondants  pour  G ~ et A' et A pour  G. C'est  une cons6quence du 

th6or6me 5 que, pour  f E  a*, G / G( f ) G  o et A ' / k ( f ) / i '  sont en bijection. Notons  ogf et 

Q~ les orbites d e f d a n s  a* sous A'  et A' respectivement.  Le choix de normalisation des 

mesures invariantes sur les orbites implique que : 
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�9 r e a ' l A ' ( f ) A '  r.f 

Si m~ et m ~ sont respec t ivement  les mesures 6tudi6es sur ~7~IG et ~ / G  ~ il 

r6sulte des remarques qui pr6c~dent, et de l'6galit6 

[G~ : G(f)~ - '  = [G(f) :  G~ [G(f)  : G(f)~ - l  

qu 'on a la formule d'int6gration : 

fep [G~ : G(s(f~))~ dm~ 
/G o 

r 
= / [G(s(Q)) : G(s(Q)) ~ X ~(y" sz(f~)) [G(s(Q)) : G~ dma(~) 

IG y E GIG(s(Q) ) G o 

oil s2: r ~ et s:  O~/G ~ sont des sections pour les surjections canoni- 

ques. 

La formule du caract~re pour les repr6sentations induites montre que :tf est 

tradable d~s que ~f l 'est et qu 'on a, pour cp E q~(G, Z, X~) 

tr~rf(qg) = X tr f cp(~,g~-')~(g)dg 
~,EG/G o JG~ 

= ~ [G(f):G~ qg(?g~-'):t~(g)dg. 
~, E G/G(f) G O ~ 

Calculons donc : 

P(tp) = f tr :ts<n)(cp) [G(s(~)) : G(s(~)) ~ dm~(~) 
J~p /G 

=fop X [G(s(~)) : G~ tr fG qg(YgY-|) ~sfn) (g) dg 
IG yEG/G(s (~ ) )G  0 ~ 

x[G(s(f2)) : G(s(Q)) ~ -t dma(~). 

Effectuons les changements  de variable g-->?gT-~ puis f---~7"f. I1 vient : 

f ,d X [G~ : P(qg) = __ tr :toy. scg)(q0) G(s(Q)) ~ - '  dm~(~) 
/G ?E G/G(s(f])) G O 
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f 
= l~/ao tr :r~ r ) dm~ ~ 

oil s~ est une section pour la projection naturelle de ~Tff sur ~ / G  ~ En appliquant le 

r6sultat pour G ~ il vient bien 

P(q~) = q~(e). [] 

17.2. Principe de la di~monstration par r~currence. On consid~re maintenant un groupe G 

dont l'alg~bre de Lie n'est ni r~ductive, ni unipotente, et on suppose que le r6sultat est 

connu pour tout groupe de dimension inf6rieure. (La formule, dans le cas d'un groupe 

fini, est 6vidente; on peut donc bien amorcer la r6currence.) 

Dans la suite, lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguit6 possible, on 6crira ~ au lieu de 

g(v). Consid6rons le <, fibr6 ~, (non localement trivial) ~:~ dont la base est n~, et la fibre 

au-dessus de rE  n* est g(v)~ = {fE g(v)*, fl,(~+~=21) ot~ 2 ! est la forme sur n(v)+8 dont 

la restriction h 8 est 3. et ~t n(v) est vin<~). On notera (f~, v) un 616ment de ~a. Soit I 

l'application de g$ dans ~ associant/~ un IE g* l'616ment (11~), v=ll,). I1 r6sulte du 

lemme 16 que, pour f E  gl, l'image r6ciproque de l ( f )  est l 'ensemble N ( v ) . f :  si 

l ( f ' )=l ( f ) ,  f ' - f E ( g ( v ) + n )  -L. En particulier, l'image d'une orbite G . f = ~  par I peut 

6tre d6crite. On note p la projection de g* surn*.  On a donc d6montr6 ie lemme sui- 

vant : 

L E M M E 77. (i) Soit to =p(~2)= G'v,  et, pour ~ E to, ff2r l'orbite sous l'action de G(~), 

de jqor L'image l(f2) est le sous-ensemble de ~ de base to et de fibre au-dessus de 

l'orbite ~ .  

(ii) L'application I induit une bijection, notre ], de ~ / G  sur le fibr6 ~ de base 

n~/G et dont la fibre au-dessus de G. v=to E n~/G s'identifie ~ {](v)~/G(v). 

Le lemme 17 montre que d6s q u e f e s t  admissible, si l (f)=(f~,  v),f~ est admissible. (Un 

groupe unipotent 6tant simplement connexe, il n'y a pas de probl~me d'admissibilit6 

pour v.) R6ciproquement, si f est tel que fl  est admissible, 1'6galit~ G~(ft)=G(f)N(v) 

montre q u e f e s t  admissible. 

Etudions maintenant le comportement de I vis-a-vis de la r6gularit6 et de la 

r~gularit~ forte. So i t fE  g~', et l ( f )=( f l , v ) .  On a pos6 : b ' = K e r f '  Nn(v). Soit ~t=~/b ,  

]=~+n(v)/b' .  I1 est clair que ] e s t  central dans ~i. Notons ~1 la forme d~duite de 21. 
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LEMME 78. Si f est fortement r~gulidre, alors la forme f~ sur ~ d~duite de f~ par 

passage au quotient est fortement 2~-r~gulidre. 

La d6monstration de ce lemme est incluse dans la d6monstration de la proposition 

13 (troisi6me 6tape). 

Au sens de la remarque de la fin du chapitre II, la forme f~ =fi~(~) est fortement ;t~- 

r6guli6re. On utilisera cette terminologie dans la suite. Notons ~?~a~=~Tff n ~ .  Res- 

treinte ~t cet ensemble l 'application I induit une bijection devenue maintenant facile 

d6crire. 

LEMME 79. L' application L restreinte ~ l~'~au/G, est une b(jection de r sur le 

fibr~ de base ~ et dont la fibre au-dessus de G.v est l'ensemble ~7a /G des G(v)- 

orbites fortement 2~-r~gulidres dans ~(v)~*. 

D~monstration. I1 reste h montrer que si v e s t  p-r6guli6re et telle qu'il existe une 

forme ! dans ~ avec p(i)=v, et s i f  I E ~(v)~* est fortement 2rr6guli6re, alors toute 

forme f avec fin = v e t  71 ~(v)=fl est fortement 2-r6guli6re. Choisissons une telle forme f .  

Montrons que f est 2-r6guli6re. Soit IEr avec p(l)=v, et soit l~=ll~tv ~ comme 

g(f)nn(v)=~(f)nn ne d6pend que de f in=r, on a ~(f)Nn(v)=f~(l)Nn(v). De cette 

6galit6, de ~h(10=~(/)+rt(v), t ~ ( f 0 = ~ ( f ) + n ( v )  et de dim t~l(10=dim~h(f0 (lemme 

78), on d6duit que dim g(/)=dim ~(f) donc q u e f e s t  2-r6guli6re. Montrons maintenant 

que f est fortement 2-r6guli6re. I1 est clair, avec les notations du chapitre II, que 

d( f )=~l ( f l ) ,  ce qui donne le r6sultat voulu. [] 

17.3. Questions de mesures. Passons au choix des mesures sur les diff6rents espaces 

consid6r6s. On a fix6 d6j~t une mesure de Haar sur G e t  sur Z, et donc des mesures de 

Lebesgue sur ~ et 8 : d~ et d~. Choisissons maintenant une mesure de Haar sur N et la 

mesure de Lebesgue correspondante s u r n  :dn. On fixe aussi une mesure de Haar sur 

Z ' = Z n N ,  et la mesure de Lebesgue correspondante sur 8'=8 N n. 

LEMME 80. Les actions coadjointes de G sur fi~, n* et n~ sont unimodulaires. 

D~monstration. Cela r6sulte de ce que G est unimodulaire, G/N r6ductif et Z 

central dans G. [] 

Le lemme 80 et la proposition 5.1.4 de [DR] permettent d'appliquer le th6or6me de 

d6sint6gration des mesures (cf. [Bour2]) : on peut fixer des choix d 'une mesure /z%~ c 
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sur n*/G et de mesures  G-invariantes  bo, sur chacune des G-orbi tes  co dans n~ en sorte 

que l 'on  ait la formule : 

f q~(v)d~.(v)=f, dl~.~G(co)f~q~(v)db~,(v). 

Remarque. I1 r6sulte de cet te  d6sint6gration que, pour  pn~/G presque toute orbite 

co=G.v dans n~/G, l ' e space  homog6ne G/G(v) a une mesure  G-invariante.  

Par  ailleurs, sur chaque N.v dans n~/N on a une mesure  flN.v (mesure  de 

Liouville). L a  mesure  bG.~ 6tant elle m6me N-invariante,  on peut  la d6sint6grer, ce qui 

d6termine le choix d 'une  mesure  dG/G(~)Ng sur le stabil isateur G/G(v)N de N .  v dans 

G :  

Remarque. Les  choix qui ont 6t6 faits sont d6termin6s presque partout ;  mais on 

peut  supposer ,  en les pro longeant  arbi t ra irement ,  qu 'on  les a faits partout .  

Les  choix qui ont 6t6 faits d 'une  mesure  da/G(v)N pour  tout v, ainsi que de 

mesures  sur G e t  sur N entrainent  celui d 'une  normalisat ion de la mesure  de H a a r  sur 

G(v)N/N~G(v)/N(v) pour  tout v E n~. On a 6galement choisi une normalisat ion des 

mesures  sur Z et ZnN. I1 en r6sulte qu 'on  a fait le choix, pour  tout v, d 'une  mesure  de 

Haar  sur G(v)/ZN(v). 
Le lemme suivant 6quivaut au lemme 2.2 de [KL2] ,  pourvu  qu 'on  sache que la 

mesure de Plancherel  de /V est  une pseudo-image,  pour  l 'appl icat ion de Kirillov de n* 

dans/~/, de la mesure  de Lebesgue  de n*, ce qui est  bien entendu vrai. La  d6monstra-  

tion que nous en donnons est  plus dans i 'espri t  de la m6thode des orbites.  

LEMME 81. Pour presque tout v dans n~, le groupe G(v)N/ZN-G(v)/ZN(v) est 
unimodulaire. 

D~monstration. Par  hypoth6se ,  on a : 

Par le l emme 80 

d e t A d g = l  (VgEG) .  

d e t A d g l , =  1 (VgEG).  
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Par la premi6re d6sint6gration : 

detAdglo( ,  ) = 1 (Vg6G(v), pour presque toute orbite G.v dans n~(G)). 

Comme G(v) agit par automorphisme symplectiques sur rt/n(v), il vient : 

det Ad gln/n(v) = 1 (Vg (~ G(v)). 

On en d6duit successivement : 

det Ad g]~(,) = 1 (Vg 6 G(v)) 

et doric 

det Ad gl~(v)/.(v)= I (Vg E G(v), pour presque toute orbite dans n~). 

Le r6sultat vient en remarquant que Adgl~=Id. [] 

LEMME 82. Consid~rons l'application 13 de ~7~d/G sur n~/G induite par la projec- 

* L'image r~ciproque par !~ d'une partie I~n~/o-n(gligeable de n~/G tion p de g~ sur nQ. 

est n~gligeable pour la mesure ma. 

D~monstration. Puisque n est le radical unipotent, on a n A t=  {0}. Soit 8u=8 A n e t  

So=SAt, soit 8s un suppl(~mentaire de 8u+8c dans 8, et tt un suppl6mentaire de tAD 

dans t. 

Choisissons un suppl6mentaire a~ de 8~ dans aAn,  un suppl6mentaire a2 de 

8 + t + a  fl n dans a et un suppl6mentaire ]02 de IJ~ = n  A 10 dans 10. Comme t laisse n stable, 

on a n=nna~nn~,  et donc 

o~ t=t,~Sc, 8=Su~Sc~Ss, ct A n=8~)a,. Cette d6composition permet l'identification : 

-- tl ~Su (~8c (~Ss ~C[I (~Ct2 (~31 ~32" 

Avec cette identification, p devient le projecteur sur 8*~ct~'~)IJ~' associ6/~ cette d6com- 

position en somme directe. 

Soit X une partie G-stable de rt*, contenue dans p(~7~ ~) et telle que X/G soit de 

mesure nulle dans n~/G. I1 en r6sulte que X est de mesure nulle dans 

n~pour  la mesure d,. .  Comme p-~(X)n(~ ~ est G-stable dans ~', p-~(X)ACP~ d est le 

satur6, sous l 'action de G, de p-t(X)Nqg~ d (th6or~me 5), et, par cons6quent, 
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X=G(XAp(aD). I1 r6sulte alors du lemme 83 infra que XAp(a~) est de mesure nulle 

dans p(a~=o+ctT. 

II s'agit de d6montrer que p-J(X)fl ~7~d/G est de mesure nulle dans ~7~a/G pour la 

mesure m~, ou encore, d'apr~s ce qui pr6c/~de, de montrer que p-I(X)A qg~d est de 

mesure nulle dans ~ d  pour/za. 

Calculons, en notant ly la fonction indicatrice de Y : 

(cf. chapitre 15, w 2). 

On obtient : 

Le th6or~me de Fubini permet d'6crire : 

f. = f,,o, f. 
D'oi~ enfin 

S~ lp_,(~n~ d ~  -- 0 

puisque XAp(aYO est de mesure nulle dans O+aT. [] 

LEMME 83. Soit E une oari~t~ diff~rentiable, F une sous-oari~t~ incluse dans E, G 

un groupe de Lie operant dans E (E, F, G sont ~ et l'op~ration l'est ~galement). On 

suppose que toute G-orbite dans E rencontre F, et que E et F sont munis de mesures 

associ~es ~ des densitds diff~rentiables. Alors une partie X de E qui est G-invariante 

est de mesure nulle seulement si X A F  est de mesure nulle dans F. 

D~monstration. Consid6rons l'application de G x F  dans E: (g,x)--->g.x. Soit Fl 

l'ensemble des x E F tels que cette application est une submersion au voisinage de (e, x). 

Soit F2 le compl6mentaire de Fl. D'apr~s le th60r~me de Sard, i'image de GxF2 est de 

mesure nulle dans E, et par cons6quent FI est un ouvert non vide de F. 

Pour la m~me raison, si X est G-invariante et de mesure nulle dans E, il suffit de 

montrer que XAF! est de mesure nulle dans F; supposons XAFI au contraire de 
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mesure non nulle, et soit x E F~ fiX qui admet des voisinages aussi petits que l 'on veut 

dont l ' intersection avec F est de mesure non nulle. Choisissons un sous-espace t9 de ~I 

tel que t9 "x~TxF soit 6gal ~ TxE (T~F, TxE les espaces tangents ~ F et E). 

D'apr~s le th6or~me des fonctions implicites, il existe un voisinage q /d e  x dans E, 

un voisinage ~ de x dans F, et off. de 0 dans t9 tel que q/soi t  diff6omorphe ~ ~ ~ Mais 

alors, ~ 6tant de mesure non nulle dans F, 0//est de mesure non nulle dans E. [] 

Remarque. Dans la terminologie bourbakiste (cf. [Bour2],  w 3 n ~ 2, d6finition 1), le 

lemme 82 exprime que la mesure ktn~/a est une pseudo-image de la mesure ma. 

LEMME 84. L'ensemble ~7'~d/G est de compl(mentaire nOgligeable dans ~d/G 

pour la mesure m a. L'ensemble 6~a~ des G-orbites de formes f E  ~ad telles que 

G(v)/ZN(v) est unimodulaire est ~galement de compl~mentaire nggligeable dans ~7~d/G. 

D~monstration. On d6montre l 'assertion concernant  ~7~ ~d en remarquant  que 

p(6~d) est un ouvert  de Zariski de n~ et en appliquant le lemme 82. L 'asser t ion  

concernant  ~7~{ ~ r~sulte des lemmes 81, 82 et de la premiere assertion. [] 

Le lemme 79 d6crit l ' ensemble  ~ad comme un fibr6, et le lemme 82 exprime que la 

mesure I~,JG est une pseudo-image de la mesure ma. I! en r6sulte qu 'on  a une 

d6sint6gration de la mesure ma : pour presque tout v dans n~, il existe une mesure n~ ~ 

sur l 'ensemble ~7~/G(v) correspondant  ii v telle qu 'on  puisse 6crire : 

n~)  dp ~a(v) % �9 
IG 

Par ailleurs, on a choisi une mesure de Haar  sur G(v)/ZN(v), ce qui entra~ne, pour  t o u t f  

dans ,~r la d6termination de la mesure m~ ~) sur l 'ensemble ~d/G(v). Les trois 

prochains paragraphes sont consacr6s ~ la d6monstrat ion du r6sultat suivant. 

mG(V) PROPOSITION 19. Les mesures ~1 et n~ ~v) co'incident pour presque tout v dans 

Remarque. La  d6termination de m atv)~, et de n~ tv) d6pend du choix de la mesure 

/ ~ a .  Mais il est clair que l '6nonc6 de la proposit ion n 'en d6pend pas. 
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17.4. Etude des quotients ~d/G et ~ 
r6union 

(th6or~me 5), oil ~gjdf est un ouvert  de Zariski de 

On peut encore 6crire : 

~d/G 

On a d6crit l 'ensemble ~7~d/G comme la 

O 
W.~RffW 

ot'l A~ (resp. We) est le stabilisateur de ~ dans A' (resp. W). Puisque AcA'~cA', A'~ est 

un groupe alg6brique complexe.  

Notons  (ij~., la cloture (pour la topologie de Zariski) de aj<,r dans l 'espace 

vectoriel complexe ci* (c 'est  le plus petit sous-espace complexe contenant la vari6t6 

r~elle aj~,g). D'apr~s un th6or~me du ~l Rosenlicht (cf. [Ros]), il existe un ouvert  de 

Zariski q/,(', ~ A~-invariant de ~J' ~ tel que q/~(' r est une vari6t~ alg~brique complexe 

lisse. I1 existe un ouvert  de Zariski q/J(,e Ab-invariant et une famille (gi)t~i~d de 

fonctions polynomiales sur (Ij~,, dont les diff6rentielles dq0; sont lin~airement ind6pen- 

dantes en tout point x de q/~(.r Notons  (lPj)l~'~2d la famille des parties r6elles et 

imaginaires des qg;. L ' intersect ion de q/~(, ~ avec aj~, ~ est un ouvert de Zariski (i.e. pour 

la topologie induite par la topologie de Zariski de a*) de a$,r Soit r (r~<2d) le rang 

maximum de la famille 1/,~ sur q/~',r n a$,e et soit q/~,r l 'ouvert de Zariski inclus dans 

q/~{.r162 des points o01 le rang vaut r. Posons enfin q/'~,e=FlwewW-iq/'~,wr : on 

obtient ainsi un ouvert  de Zariski (pour la topologie de Zariski r6elle) de aI,~ qui est 

A~-invariant et tel que q/a=iJ~eR~ q/a,r est stable sous l 'action de A', et de compl6men- 

taire n6gligeable dans ~ t  pour  la mesure/x~. 

D'apr~s le th6or~me des fonction implicites, l 'ouvert  de Zariski q/~, ~ peut s '6crire 

comme r6union d 'une famille d 'ouverts  (pour ia topologie ordinaire) A~- 

invariants q/(,g tels que la famiUe (lp~)l~, (apr~s une r6indexation convenable qui dtS- 

pend de (i)) d6finisse une carte sur le quotient q/'a, jAe.i  , 
Soit fo un 616ment arbitraire de q/a, ~ ~ R~ tel que fo ~ q/~, r et V* un sous-espace 

vectoriel de (8+f)~-na * tel que V*~a.fo=(8+t)• *. Alors il existe un i tel que 

f0 6 q/~, r un ouvert  91 contenant fo et inclus dans q/~, ~ tel que 
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(1) WE (A+ V*) n q/, ct.f@ v*=(~+t)  • n a* 

(2) la surjection canonique de a~.~ sur a~,r induit un diff6omorphisme de 

(fo+ V*) fl o//sur q(q/). 

On a donc d6montr6 la proposition suivante : 

PROPOSITION 20. (1) II existe une partie q/~ de ~ d  qui est A'-stable,  de compl~- 

mentaire n~gligeable pour  le mesure iza et telle que, si q/a, ~= q/a f)a~, ~, q/~, ~ est un 

ouvert de Zariski A'~-stable de a~, ~, et q/a, e/A'~ est une vari~t~ diff~rentiable. 

(2) Soit q/],e un ouvert de Zariski A'~-stable de a~,~ inclus dans ~d,~ tel que 

q/'a, jA'~ soit une vari~t~ diff~rentiable. 

Soit foE q/~,~ et V* un sous-espace de a* tel que a. foO)V*=(8+t)  • Na*. ll existe 

un ouvert q / c  q/~, ~ (ouvert pour  la topologie ordinaire) tel que : 

�9 VfE(fo+V*)N q/, a . f @ V * = ( ~ + t ) "  13a* 

�9 La surjection canonique q de a~,e sur a~,e/A'~ induit un dif fdomorphisme de 

(fo+ V*) t) q~ sur q(q/). 

En gtudiant de la m6me mani~re Faction des G e t  N sur 11~ on obtient : 

PROPOSITION 21. II existe un ouvert de Zariski ~ ~" ~ de n~ qui est G-stable et 

qui est r~union d'ouverts  G-stables ordinaires ~ tels que ~4~/G et ~ / N  soient des 

ouoerts de carte pour  les quotients ~ e / G  et ~/'o/N. Soit X* un sous-espace de 11" tel 

que i] .v00)X*=(sfln) • pour  un vofix~ dans ~r et Y* un sous-espace de n* tel que 

11. Vo+ F* =(~ fl n) pour  Vo fixd dans ~ .  

I! existe un ouvert ~f" contenant  1,o inclus dans ~r tel que Vv~ ~'n(vo+X*) ,  

ft. v~)X*=(~ 1311)• (resp. Vv ~ ~f'13 (vo+ Y*), n. v ~  Y* =(~ N n) • et tel que l 'application 

q~ de n~ sur 11~/G (resp. qN de 11~', sur n~/N) induise un diff6omorphisme de 

(vo+X*) n ~r (resp. (vo+ Y*) n ~/) sur q~(~4/) (resp. qM~t/)). 

On notera, dans la suite, ~,~ = p -  ~(~r 13 q/h, q/h. ~ -  q/,~ I1 q/h, e. 

17.5. Construction d'un bon espace transverse. On fixe f0 E q/x,~, et on pose l ( f0 )=(~ ,  v0). 

On va construire un sous-espace V* (cf. proposition 20) qui se comporte convenable- 

ment quand on le projette sur 11", ~(vD, etc. 

LEMME 85. Il existe une base ~ de {t telle que chacun des espaces : 8Nn, 8+t ,  

11(J~), ~(J~), n(vo), ~t(Vo), n, a et tJ soient engendrds par  les vecteurs de ~ q'ils 

contiennent. 
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D~monstration. On a l e  diagramme 

~An 

._._- n(fo) 

1 
n ( v o )  . n 

93 

oil une fl~che indique une inclusion. 

Tous ces espaces sont stables sous Faction de t. Toutes les bases qu'on consid6- 

rera seront compos6es de vecteurs propres sous Faction de ~. On choisit une base de 

A n qu'on complete en une base de 8+t d'une part, en une base de n(fo) d'autre part. 

Puisque n(fo)A(8+~)=8 n n on obtient ainsi une base de (8+t)+n(fo), qu'on complete 

en une base de n(vo) d'une part, de g(fo) d'autre part. Comme g(fo)A n(vo)=n(fo), on 

obtient ainsi une base de g(fo)+n(vo). On complete la base de n(vo) en une base de n, 

et la base de g(fo)+n(Vo) en une base de g(Vo). Comme g(Vo)A n=n(vo), on obtient bien 

une base de g(Vo)+n qu'il reste h compl6ter en une base de g. Tousles vecteurs de la 

base 6tant propres pour l'action de t, ils sont soit darts a, soit darts p. On a bien 

d~montr6 l'assertion du lemme. 

La base ~ 6tant choisie, on entendra, dans ce qui suit, par le suppl6mentaire d'un 

sous-espace le suppl6mentaire engendr6 par des vecteurs de ~.  Soit V2 le suppl6men- 

taire de 8An darts n(fo) et VI le suppl6mentaire de (8+t)+V2 darts g(fo); posons 

V=VI~V2,  E=8+t .  Puisque g(fo)ca, Ve t  E sont dans a. Soit W le suppl~mentaire de 

V ~ E  darts a, et Y= W~)p. La somme directe g = E ~  V~)W0)p fait que cela a un sens de 

parler de V*, qui est un sous-espace de a*, et qui est un suppl~mentaire, darts 

a* A (~+~)• de ~(fo) • A a* =a(fo) • A a* =a.fo. Le sous-espace V* v~rifie donc la condi- 

tion de la proposition 19. On a doric d6montr6 le lemme : 

LEMME 86. Le sous-espace V* construit ci-dessous v~rifie 

v* ~ a.fo = a* n(a+t) • 

Etudions maintenant la projection de V* surn*.  

LEMME 87. La projection de V* sur n* est V~. C' est un espace qui v~rifie : 

V~+ ~. Vo = (~ n n) • 

(L' orthogonal ~tant pris dans n*.) 
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D~monstration. On a V2=VNn, d'oh le premier r6sultat. D'autre part, 

~.v=n(fo)• il s'agit donc de montrer que V~n( fo ) •  N n) • On a V~Nn(fo)• 

puisque V2cn(fo); d'autre part (~ N n)~V2=n(fo), donc (~ N n) • V~N n(fo). [] 

Il reste h 6tudier la situation dins la fibre g(Vo)*. Rappelons qu'on a 

6~(f~=g(fo)+n(vo), et par cons6quent t~=t~(f~=i(fo)=t .  En particulier 

ch=aNg(Vo), et pl=PNg(Vo). Si foEa*,  alors f~ D'autre part ~=~+n(vo) est 

central dins g~ modulo b' (cf. lemme 78). Le lemme qui suit se d6montre comme ceux 

qui pr6c6dent. 

LEMME 88. Le noyau de la projection de V* sur n* est V~. Cet espace vdrifie : 

V~0) a~ .f~l = a~N (~+t+n(vo)) • 

Posons Z= W~)p, et soit Z~ le suppl6mentaire de n(fo) dans n(vo), Z2 le suppl6mentaire 

de g(fo)+n(vo) dans g(Vo), Z3 le suppl6mentaire de n(vo) dins n et Z4 le suppl6men- 

taire de fi(Vo)+n dins g. On a Z=Z~O)ZE~Z3~Z4. 

17.6. Dbmonstration de laproposition 19. L'espace V* construit au w 5 et les r6suitats du 

w vont permettre (I) d'utiliser des mesures d6finies par des densit6s sur des vari6t6s, 

(2) de se placer dans une carte convenable pour se ramener/i un calcul de d6terminants. 

Puisque gl(fO=g(f)+n(v),  on a d6j/i remarqu6 que t l=t t ( fO=t( f )=t ,  et 

al=angl ,  l~l=laNfh. Si f E ~ J ,  et l ( f )=(f l ,v) ,  la forme fl est donc un 616ment de 

qg~d = r N a~. Appliquons h la description de ~ d  le th6or/~me 5. On a 81=~ + n(v), et par 

cons6quent 8~ Nh=sNt .  IIen r6sulte que ~r est 6gal ~ la r6union, pour tous ies ~ER~, 

des ~d.e, oO ~ g = { l l E  ~d,/ll~,nt =~}. Evidemment, si f E  ~ d ,  alors fl E ~de.  

Soit A! et Ai les intersections avec GI de A et A', et WI=A~/A. Le th6or~me 5 

6nonce que r 1 s'identifie ~t qg~d/A'~ ~, le lemme 79 montre que ies Wrorbites dins R~ 

sont exactement les W-orbites dans Ra. 

LEMME 89. Soit fo E ~ ~. L'application de ~ e/A'r dans ~ associant ~ A'~.f 

l' orbite G.v  est une submersion au voisinage de fo. 

D~monstration. Soit V* l 'espace construit au lemme 87, q/ie voisinage ouvert de 

fo dans ~ ,  ~ donn6 par la proposition 20 et ~ le voisinage ouvert de Vo dans n~ donn6 

(pour X* = V~9 par la proposition 21. Alors (fo+ V*) N ~ et (Vo+ V*) N ~ sont des ouverts 
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de carte pour  respect ivement  ql~,~/A'~ et ~e/G.  I1 est clair que l 'application f---)v est 

une submersion au voisinage de fo de fo+  V* dans Vo+ V~, ce qui assure le rrsultat.  [] 

On drduit  du lemme 89 un rrsultat  sur la nature des fibres. 

LEMME 90. Soil v E W  e. No tons  ~  ~ alors  ~ 

est une vari~t~ diff~rentiable et all l ~,~ est un ouvert de Zariski de a* 1,). I" 

Les  lemmes 88 et 90 permet tent  d 'appliquer la proposition 20 (2) h V~' etf~l dans 

g(v)~'j. On s 'est  essentiellement ramen6 h calculer des mesures sur des varir t rs  diffr- 

rentiables, dont  on va donner  maintenant  des formules explicites. 

On fixe un fo  arbitraire dans 0//a,e tel que r o e  ~//'o; on a construit  un certain sous- 

espace V* de a* au w 5, et la proposi t ion 20 (2) construit  un ouvert  0//de q/k, e associ6 

ces donnres .  Drfinissons rh~ comme l'image r rc iproque (dans ( fo+V*)N ~ de la 

restriction fi q(0//) de ma, et calculons rha. 

On a fix6 sur g*, a*, 10", 8, 8 n t, t des mesures de Lebesgue,  et donc aussi sur 

( ~ + t ) •  *. Choisissons les mesures de Lebesgue dv sur V, dw sur W, d~ sur p de 

mani~re compatible avec les choix fails p r rc rdemment .  Rappelons 6galement que le 

pfaffien d 'une forme bilinraire a l ternre  dans une base ne drpend  que de la forme 

volume associre  h cette base. Ca a donc un sens de parler du pfaffien sans sprcifier la 

base. 

Le lemme qui suit adapte ~ la situation prrsente  un lemme de [Kir 3]. 

LEMME 91. La mesure th~ admet  une densit~ par rapport ~ la mesure dr .  sur 

(fo+ V*) f) all, qui est ~gale au produit  D. D', o~ D' est le pfaffien de la forme  By dans 

l 'espace W e t  D est le pfaffien de By dans I~. 

D~monstration. Choisissons des bases univolumiques de E*, V*, W*, I~* : 

el . . . . .  ep base de E* 

~1 . . . . .  ~r base de V* 

~1 . . . . .  ~21 base de W* 

~2l+l . . . . .  ~2d b a s e  d e  I~*. 

Soil el . . . . .  ep, X! . . . . .  Xr, D! . . . . .  D2d la base de g duale de la base p r rc rden te .  

L 'ensemble  qg~,e se drcri t  facilement : 
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( 2 / 
cr162 f = f o  + a i~ i+2 f l j r  ~, a;ER, fljEa, f A-r6guli6re dans a~'et D(f)4=0 

j=l 

et la mesure/~x sur cr s'6crit : 

/t,~ = D( f )  dal ... dct, dill.., dfl2 t = D(f )  dr. A dw.. 

D'autre part, l 'ensemble (f0+ V*) n 0//est une partie de l'ensemble 

Notons avec les m~mes lettres les formes volumes associ6es ~ dr,, dw,. Si/~A0.f est 

la forme de Liouville de l'orbite A ~ il existe une fonction ~ not6e d telle que : 

d( f )  d v, A ~ A o.f = d~ A dw, 

en tout point f E  (f0+ g*)n ~/. Par d6finition de/~a"r 

flAO.y(D, .f, O 2 .f, .... O2t'f) = O'(f) .  

D'autre part, le d6terminant de (D~ .f, . . . .  D 2 t ' f )  dans la base ~l . . . . .  r est 6gal au 

discriminant de Bf dans Di . . . . .  De t .  On obtient 

/~a0.f(r . . . . .  ~2t) = (D'(f))-i 

et donc 6 ( f )=D ' ( f ) .  Le th6or6me de Fubini montre alors que la mesure rha admet bien 

une densit6 de classe cr174 par rapport/~ dr., qui a la valeur cherch6e. [] 

LEMME 92. Le produit D ' ( f ) .D( f )  est dgal au pfaffien de Bf restreinte ~ W~r  

Ddmonstration. Les notations 6tant celles qui pr6c6dent, il s'agit de calculer le 

pfaffien de By dans la base DI . . . . .  D2a. Comme fEct*, Byla• ce qui donne le 

r6sultat. [] 

Int6ressons nous maintenant h n~/G. D'apr6s le lemme 87, V$ v6rifie la condition 

de la proposition 21 (en prenant X*=V~). Le sous-espace Z4 est un suppl6mentaire de 

g(Vo)+n. II existe donc un voisinage ~tr, de Vo darts lequel Z40)g(v)+n=g,  et, si 

d6signe l'ouvert d6fini par la proposition 21, on peut supposer que ~ ~ ' .  

Choissisons arbitrairement une base de Z4. Pour tout v darts ~ ,  ce choix entraine 
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celui d 'une  forme volume sur g (v )+n ,  et donc d 'une  mesure  sur G/G(v)N. On obtient  

ainsi le choix d 'une  mesure  G-invariante sur ~4P=G.v par la formule : 

Rappelons  (cf. w 17.3), que les choix de mesures  sur rt~, rtffG et les G-orbites dans n~ 

sont lirs par  la formule  

f~~ cd~.Ta(~~ 
le choix des mesures  db,o (dans pc(~ implique donc un choix local de la mesure  

P%~6. Notons/~e l ' image r rc ip roque  de la restriction ~ pc(74/) de P,~o 

dans (v0+ V~') N ~#/'. 

Soit A ( f  0) le d r te rminan t  de la restriction de B:o ~t Z 4 x Z  I (dans des bases univolu- 

miques) et D l ( f  o) le pfaffien de la restriction de 13:o ~t Z3 (dans une base  univolumique). 

LEMME 93. La mesure fto co't'ncide, sur (O+ V~) N ~/" auec la mesure ~r dv~, oft 

~(v) est une fonction qr174 qui v~rifie : ~(Vo)=A(fo)Dl(fo). 

D~monstration. On a n*=8~*~ZI*E)V2*ff)Z~.. Dans ~/4r, on a : 

VvE~Wn(vo+V~), ~ . v 0 ) V ~ ' = ( ~ n n )  • et n . v ~ V ~ Z ~ = ( ~ N n )  • 

Choisissons des bases univolumiques de ces diffrrents espaces.  (Rappelons que 

des mesures  sont f ixres  sur .q, n, 3, ~ N n, .q(vo)+n, et qu 'on  choisit arbi t ra i rement  les 

autres.)  Notons  : 

Yi . . . . .  Yk la base  de ~u, 

X i . . . . .  X,, la base  de V2, 

D l . . . . .  D~ la base  de Z l, 

E I . . . . .  E2d la base  de Z 3, 

F I . . . . .  F s la base  de Z 4, 

e I . . . . .  e k la base de 8,* 

~l . . . . .  ~,~ la base  de V~' 

E1 . . . . .  ~ la base  de Z~' 

71 . . . . .  ?72 d la base de Z~' 

tpi . . . . .  tps la base de Z~'. 

(Les notations sont diffrrentes  de celles employres  pour  le l emme 91.) 

Le probl~me est  un probl~me de division de formes  diffrrentielles : il est clair que 

7-858285 Acta Mathematica 154. lmprim~ le 27 Fevrier 1985 
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la densi t6 ,,r es t  d e  c lasse  cr e t  q u ' o n  peu t  la ca lcu le r  en un point .  Soi t  ),~ la f o r m e  

de degr6 m a x i m a l  sur  Z4"v d6finie pa r  : 

y~(F1 �9 v . . .  F~" v) = 1. 

Puisque  I t . v=Z4 .v~n .v ,  la f o r m e  B~=F~Afl~ (oh fl~ es t  de  la f o r m e  de Liouvi l le  sur  

l ' o rb i t e  N -  v) es t  une  f o r m e  de degr6  m a x i m a l  sur  g . v .  L a  fo rmule  d6f in issant  la m e s u r e  

ba .~  m o n t r e  que  ce t t e  m e s u r e  es t  assoc i6e /~  la f o r m e  diff6rentiel le  B~. 

N o t o n s  co~ et  cOtan~)~ les f o r m e s  v o l u m e s  sur  V~' et  (8 n rt) • ~r v6rif ie  

:(Vo) �9 co ffA Bvo = to(a n n) ~" 

Ca lcu lons  les d e u x  m e m b r e s  : 

On a flvo(Ei, v o . . . . .  E2d. Vo)=Dl(f o) pa r  d6fini t ion de la f o r m e  de Liouvi l le .  D ' a u t r e  

par t  yv0(Fi �9 v 0 . . . . .  F s �9 v 0) = 1 pa r  d6fini t ion de Y~0" 

Il r e s te  doric /i ca lcu le r  le d6 t e rminan t  de  la famil le  (~! . . . . .  ~m,Et'vo . . . . .  

E2d'VO . . . . .  Fl'VO . . . . .  Fs'vo) dans  la b a s e  (~! . . . . .  ~m,~/I . . . . .  ~2d,~l  . . . . .  ~Os). C ' e s t  un 

sys t6me  t r iangula i re  pa r  b locs ,  e t  on  v6rif ie f ac i l emen t  que ce  d6 te rminan t  vaut  

Dl(fo)2"A(fo), d 'o t )  le r6sul ta t .  []  

Avan t  de  p o u v o i r  achever ,  il f au t  un r6sul ta t  p e r m e t t a n t  de  c o m p a r e r  les dens i t6s  

r encon t r6es .  L e  l e m m e  qui suit le faR, e t  il es t  crucial .  

LEMME 94. Le pfaffien D"(fo) de la restriction de Bfd Z est $gal (au signe pros) au 

produit D l ( f o ) ' D 2 ( f o ) A ( f o ) ,  o~ Dl(fo) est le pfaffien de la restriction de Bf d Z~, 

D2(fo) le pfaffien de la restriction de By ci Z2 et A(fo) le d~terminant de la matrice de 

Bfo restreinte d Z4xZt  (dans la base ~ ( Z 4 ) x  ~ (Z t ) ) .  

D~monstration. E c r i v o n s  la ma t r i c e  de  Bfo en b locs  c o r r e s p o n d a n t  aux  sous-  

e s p a c e s  Z I , Z 2, Z 3, Z 4. 

O n a  : 

�9 fo([n(Vo), n ] ) = 0 ,  d o n c  Bfo res t re in te  ~ Z I x Z  3 et  Z I x Z  t es t  nulle. 

�9 fo([tl(Vo), n ] ) = 0 ,  d o n c  Bfo res t re in te  ~ Z 2 x Z  1 et  Z2xZ  3 est  nulle. 



LA FORMULE DE PLANCHEREL 

La matrice de Bfo a donc la forme suivante : 

Z4 

Z3 

z~ o 

ZI 

Zj  

0 0 

0 

0 
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Le r6sultat est alors 6vident. [] 

D~monstration de la proposition 19. D'abord, la proposition 20 permet de se 

restreindre ~t q/,t. D'apr~s le lemme 82, l'image r6ciproque, dans r de o/r (donn6 par 

la proposition 21), est de compl6mentaire n6gligeable dans r Le lemme 84 montre 

que r ~d est de compl6mentaire n6gligeable dans r I1 suffit donc de d6montrer le 

th6or~me de d6sint6gration pour la restiction de ma ~t I'intersection de all~/A' avec 

r 
D'autre part, les remarques au d6but du paragraphe montrent que l'application ] 

qg~d /A ' induit sur %~a,~nCT'a~/A'~ une fibration de base (7~ ~d et de fibre a.~ i,~.. D'autre part, les 

W-orbites darts Ra et les Wj-orbites dans Ra coincident. 

Fixons u n f  0 darts r ~ O q/a, tel que si l(f0)=(f~t, v0), v 0 appartienne ~t 0/4/'0; soit V* 

construit au paragraphe 5, et les ouverts 0//et ~162 fix6s par les proposition 20 et 21. 

La mesure ~a dans ~ (fo+V*), s'6cdt D"(f). dv- (lemmes 91 et 92) et la mesure 

/i t, dans ~162 s'6crit $(v)d~ La fibre au dessus de 1,o s'indentifie ~f~+VT, et la 

mesure y est donn6e par la formule (D"(fo)/$(Vo)) dw. Appliquons les lemmes 93 et 94; 

on trouve (D"(fo)/~(Vo))=D2(fo). L'image de la mesure n~' dans f 0 +  V~' est donn6e par 

la densit6 D2(f0)d~. D'autre part, la proposition 20, les lemmes 88, 90 et 91 montrent 

que rimage de m~' dans f 0 +  V~ est donn6e par la m~me formule. [] 

17.7. D~monstration du th~orbme 7'. G est un groupe tel que g n'est ni r6ductive, ni 

nilpotente. On a d~montr6 qu il existait une pattie ~'~/G de compl6mentaire n6gligea- 

ble de ~7~/G telle que, pour fE ~ ,  G(v)/N(v) est unimodulaire. I I e n  r6sulte que 
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G(v)/B' est unimodulaire (lemme 81); c 'est donc un groupe complexe alg6brique et 
unimodulaire, auquel on peut appliquer l 'hypoth~se de r6currence, le sous-groupe du 

centre de G(v)/B' 6tant Z.N(v)/B' et le caract~re Z~, de diff6rentielle 2i~;t~l~+.t.)/~,. 

Soitff i  ~a, et I(f)=(f~,  v). La proposition 6 exprime que 

: ~  = Ind ( : ~ ' |  Wv). 
G(v) N "~ G 

L'application de la formule du carat~re d'une repr6sentation induite (cf. [BC], chapitre 

V) donne : 

LEMME 95. Soit q~ E ~ ( G ,  Z, Z~). Si les int6grales consid~r~es convergent, on a : 

tr:~(CP)=fG/G(~)NdG/a(")/Ng[trfG~)N/ZCp(gxg-')(~,'| ]" 
Soit o une section bor61ienne de 6ff/G clans 6~ d. Si • E 6if~G, on note w E n*/G sa 

projection sur n*, f n ,  ou, quand il n 'y a pas d'ambiguB6 possible, plus simplement f,  
au lieu de o(•), v~, ou plus simplement v, la restriction de o(Q) /~ n*, .q~, ou plus 

simplement gl, au lieu de ~(vn), ainsi que G~, ou G,, au lieu de G(vn), et enfin 

f~ ,  ou m~me f~ la restriction de o(~) ~ ~n, et Q, la G~-orbite correspondante. 

Soit q~ E ~ ( G ,  Z, Za), et soit 

foa 1 dmf(a). P(q~) = [G(f) [ G(f) ~ tr :~(q~) 

(Pour l'instant, on ne sait pas que l'int6grale converge.) 

D'apr~s le lemme 95 et la proposition 19 : 

f%, ( :G , ( f , ) ] -  ~,, ,, p(q~) = d/z ~c(w ) [Gl(f0 o- IdmG,tQ 
c J~j~c, 

fo r o x d6 /a (~ )Ng t r  q~(gxg-I)(ygf, | Wv)(x)dG(~)/NX (1) 
/G(v)/N .I G(v) N /Z  

puisque [G(f) : G(f)~ Gt(fJ~ 
Consid6rons la fonction ~g, pour v fix6 de gT/G~ dans C : 

~(~l)=trfG(~)/N(~)Z:~i,(~,)dC(v~/N(v)Z~,[trfN/Z,q~(g~,ng-')W~(~,n)dn]. (2) 
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On voit, en posant x=Tn, 7EG(v), nEN, dans (1) que (1) 6quivaut h : 

P(cp) = d#%,/G(O) ) dmv (~')1) (I~g(Q 1) dG/G(v)N g .  (3) 
G I '~GI J GIG(v) N 

Soit maintenant la fonction Wg de G(v) dans C 

~ ( 7 )  = tr , rp(gTng- 2) Wv(7) ~(n)  dn. (4) 

Le fait que la repr6sentation ~ est h trace est connu depuis Kirillov. L'int6grale (4) est 

donc convergente. 

On v6rifie facilement que, pour  y E G(v), n E N(v) 

L ' rquat ion (2) s ' rcri t  donc 

Wg(Tn) = Wg(y)zv(n- 1). (5) 

G I �9 g(f~) = tr :t:~ (We). (6) 

Appliquons l 'hypothrse  de rrcurrence/~ G(v) : 

~e(~ l  ) [G , ( f0  : Gl(fO l -  v , ,, = tlJg(e) (7) 
~Gt 

G t Gi et, pour m v -presque toute orbite f~l, la ligne (6) a un sens, i.e. tr:r:~ (Wg) est bien 

drfini. 

Reportons maintenant (4) et (7) dans (3); apr~s avoir permut6 deux intrgrations : 

P(qg)=~cdlZn2a(oJ)fo/~(v)NdG:c(v)NgtrfN/z,q~(gng-l)Wv(n)dn. (8) 

Faisons le changement de variable dans la derni~re intrgrale : n---.gng -I. On obtient 

P(q~)=f~cd#.~G(tO)fG/G,~,Nda/G,v, NgtrfN/Z, Cp(n) W~(g-lng)dn. (9) 

On a W~(g-lng)=ff~(g-lng). Par transport  de structure, on a 

tr fN/Z q~(n) W~(g-l ng) dn = tr ' /z' CP(n) ~~(n) dn" 
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De (9) on tire : 

P(q0)=f~ d/x%/c f c d6/6(oNg[tra2~rv(qJ) ]. (lO) 
vN %/6 6/6( ) 

Mais il r~sulte des choix de normalisations de mesure que (10) s'6crit encore : 

P(q~) = f%/N tr a~ (q~) dm~(co). (1 I) 

Le th6or6me de Planeherel pour N donne done 

P(qo) = qg(e). 

La  premi6re partie du th6or~me, i.e. l 'existenee des caraet6res r~sulte de ce ealeul et 

du th~or6me de Fubini. [] 
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