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§ 1. Introduction

On considére un sous-corps K de C, de degré de transcendance =0 sur Q, et un groupe
algébrique commutatif connexe G de dimension d>1 défini sur K. On note T4(C)
I’espace tangent a I'origine de G(C), expg : T(C)—G(C) I'application exponentielle
de G(C), et Q le noyau de expg. Soit V un sous-espace vectoriel de T5(C) de
dimension # sur C, avec 1<n<d, tel que expg V soit dense pour la topologie de Zariski
dans G(C). On note x=rgz QN V, ou rg, désigne le rang sur Z. On définit p=0(G) par :
o=1 si G est linéaire, et =2 sinon. Ainsi x¥<on.
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Soit Y=Zy,+...+Zy,, un sous-groupe de type fini de V de rang m sur Z, tel que
I'=expg Y soit contenu dans G(K). On désigne par € le rang de T sur Z, de sorte que
m—{=rgz QnY et 0sm—Il<x.

Si on choisit une base v, ...,v, de V sur C, si & C"—T4(C) désigne 1’application
linéaire associée :

n
B s 2) = D, 2,V
v=1

et enfin si on pose £~ (y)=uj=(u;y, ..., u;,), (1<j<m), on voit que la situation étudiée
est celle d’un sous-groupe A n-parameétres g=expso ¥ de G(C) dont I'image est dense
dans G(C), et dont les valeurs

@(u;) = exps (2 u;, vv>, (I=sj=m)
v=1

en des points uy, ..., u,, Q-linéairement indépendants de C" sont dans G(KX).
On cherche a minorer ¢ en fonction de n, f, d et x. Commengons par regarder le cas
n=1.

(a) Sous-groupes a un paramétre. Quand n=1, on a V=Cv, avec v€ T5(C), v+0,
et hypothése que expgV est dense dans G(C) signifie que pour tout sous-groupe
algébrique H de G, avec H+G, on a vé Tg(C).

La méthode de transcendance de Schneider [Wal] §4.2 permet de montrer :

si (C+x)d >b+dp, alors t>0.

Quand on utilise, de plus, le critére de Gel’fond {Br] et un lemme de zéros de Masser et
Wiistholz [MW1], on obtient (cf. [Wa2], (5.7)) :

si (B+3x) d=2(0+dp), alors t>1.

Cet énoncé généralise des résultats d’indépendance algébrique sur les valeurs de la

fonction exponentielle (Gel’fond, Shmelev, Tijdeman, Brownawell, .. .) et de fonctions

elliptiques (Brownawell-Kubota, Shmelev, Masser-Wiistholz, . ..); cf. [Wad] §11 et I3.
D’aprés la conjecture (6.9) de [Wa2], on devrait avoir :

si ((+x)d >b+dp, alors t+1 > ({+x) d/(+do). (1.1
Philippon a déja obtenu I’inégalité

t+ 1= (0+2) di(t+do) (1.2)
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dans plusieurs cas particuliers : d’abord quand G est une variété abélienne, moyennant
une hypothése sur ’action des endomorphismes [P2, P3], puis quand G est un groupe
linéaire [P4] (I’hypothése que G est linéaire lui permet d’utiliser un résultat de Tijdeman
— cf. [Br] — sur les petites valeurs de polynomes exponentiels). L’outil principal de
Philippon est son trés bon critére d’indépendance algébrique (voir ci-dessous §2).

Ici, nous établirons (1.2) pour un groupe algébrique commutatif G quelconque,
mais avec une hypothése technique supplémentaire. Dans la deuxieme partie de ce
travail, nous verrons plusieurs exemples ol cette hypothése prend une forme familiére.
Par exemple dans le cas linéaire, elle se réduit 4 des mesures d’indépendance linéaire
qui apparaissent dans tout les travaux sur cette question [Br, P4, Wad].

(b) Sous-groupes a plusieurs paramétres. Dans le cas n>>1, on peut avoir t=0 sans
que m et d soient bornés en fonction de n {cf. [Wa2] § 1). Mais on obtient une situation
analogue a celle du cas n=1 si on remplace le nombre m=rg; Y par le coefficient de
Dirichlet généralisé {Wal] §1.3 :

u(Y, V) = min {(rg, Y/Yn W)/dim. V/IW},
w

ol W décrit les sous-espaces vectoriels de V sur C avec W=V, et dimc désigne la
dimension d’un C-espace vectoriel. On a évidemment u(Y, V)sm/n, et si n=1 on a
u(Y, Vy=m.

On déduit de [Wa2], en posant u(Y)=u(Y, V) :

si du(Y) > nu(Y)+do—x, alors t>0,
et

si du(Y) = 2(m(Y)+do—=x), alors t>1,
Notre but est d’établir I'inégalité :
t+1 = du(Y)/(nu(Y)+do—x). (1.3)

Quand n=1, on retrouve (1.2) en appliquant (1.3) 3 Y=Y+VnQ, avec u(¥)=F+x, et
expg Y=expg Y=I'<=G(K).

Pour établir (1.3), la méthode que nous utiliserons nécessite une hypothése tech-
nique (cf. §9) qu’il est plus facile de vérifier quand G est défini sur le corps Q des
nombres algébriques. Donnons-en déja un exemple.

(¢) Un corollaire du théoréme principal. Le théoréme principal est énoncé au § 3.
Mais en voici déja une conséquence.
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On plonge G comme sous-variété quasi-projective d’un espace projectif Py sur K,
et on dira, suivant [MW2], qu’un sous-groupe algébrique H de G peut étre défini par
des équations de degré <M s’il existe des hypersurfaces Z,,...,Z; de Py, de degrés
=M, telles que

H=GnZn...NZ,.

D’autre part, quand I'=Zy+...+Zy, est un Z-module de type fini muni d’un
systéme générateur (yy, ..., 7y, on note, pour M réel positif,

TM) = {hyy,+...+hys (b, ..., h)EL, 0<h <M, | <j<(},
et

LM = {hyy,+ ...+ hyye (hy, . R)EZ || <M, 1<j<0}.

Par exemple on notera
ZM) = {(hy, ..., h)EZL'; [h|<M, 1 Sj<(}.
Enfin on choisit une norme sur T(C).

THEORBEME 1.4. On suppose que G est défini sur QN K. On suppose aussi que pour
tout 0, il existe My>0 tel que pour tout M=M,, pour tout sous-groupe algébrique H
de G défini par des équations de degré <M, pour tout y€Y.(M) vérifiant
expg Y§ H(C), et pour tout u€ T;(C) vérifiant expgu € H(C), on a

|lu—y| = exp (—M"). (1.5)
Alors
t+1 = du(Y)/(nu(Y)+do—x).

(d) Principe de la démonstration. L’outil essentiel de la démonstration est Ie
critére d’indépendance algébrique obtenu récemment par Philippon [P4]. Nous I'utili-
sons sous la forme suivante : le coefficient J(84, ..., 8,) introduit dans [WZ], et associé &
un point (04, ...,0,) de C’, est majoré par ¢+1 (cf. §2 ci-dessous).

Comme cela est expliqué dans {Br, MW2, P4, Wad] (textes auxquels nous ren-
voyons pour une description des différentes méthodes d’indépendance algébrique, ainsi
que pour des références bibliographiques), les seuls résultats que ’on connaissait
Jjusqu’a un temps récent sur ’'indépendance algébrique et les grands degrés de transcen-
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dance concernaient la fonction exponentielle usuelle en une variable (Chudnovsky,
Warkentin, Philippon-Reyssat, Endell, Brownawell, Nesterenko). La principale diffi-
culté pour généraliser la méthode a d’autres groupes algébriques vient de ce que I’on ne
connait pas de « lemme de petites valeurs » pour un sous-groupe I'=Zy,+...+Zy, de
G(C).

Rappelons que, dans le jargon des spécialistes, un lemme de zéros (cf. [MW1]}) est
une minoration du degré des hypersurfaces de Pespace Py (dans lequel est plongé G)
qui contiennent I'(S), mais qui ne contiennent pas G. Un lemme de petites valeurs
permettrait, pour une hypersurface Z de degré inférieur a cette borne, de trouver un
point y de I'(S) qui soit « loin » de Z.

Une telle estimation n’est connue que pour les polyndémes exponentiels en une
variable (Gel’fond, Mabhler, Tijdeman; cf. [Br]). Elle intervient lorsqu’on utilise le
critére d’indépendance algébrique de Chudnovsky-Reyssat : on doit construire une
suite de polyndomes de Z[X,,...,X,] prenant en un point fixé (6;,...,6,) de C’ une
valeur qui soit petite, mais pas trop petite; ¢’est la minoration de cette valeur qui est la
source de nos problémes. .

Plusieurs méthodes ont été élaborées ces derniéres années pour surmonter cette
difficulté. Dans [MW2], Masser et Wiistholz utilisent une version effective du théoréme
des zéros de Hilbert qu’ils combinent avec un raffinement de leur lemme de zéros de
[MW1] pour remplacer le lemme de petites valeurs dans le cas d’un produit de courbes
elliptiques. Il leur faut aussi une description trés précise des sous-groupes algébriques,
et dans ce but ils apportent un raffinement quantitatif au théoréme de Kolchin. Cela
réduit sérieusement le champ d’application de la méthode. De plus, dans I’estimation
finale, outre un terme en 2’ qui provient du Nullstellensatz (et dont on peut espérer
qu’il puisse étre remplacé par t+1), un terme parasite, linéaire en ¢, provient d’estima-
tions techniques concernant les composantes primaires d’idéaux dans des anneaux de
polyn6émes.

~La premiére méthode ayant conduit, dans le présent contexte, & de bonnes
estimations pour les grands degrés de transcendance dans la méthode de Schneider
(c’est-a-dire a des minorations linéaires, alors que les précédentes étaient logarith-
miques) est celle de Philippon [P2, P3]. Dans son critere d’indépendance algébrique, au
lieu de considérer une suite de polynoémes, il prend une suite d’idéaux. Comme dans les
travaux de Masser et Wiistholz, ’outil essentiel est ’algébre commutative, introduite
dans ce sujet par Nesterenko. Les premiers critéres de Philippon I'obligeaient a
travaillcr avec des variétés abéliennes. Son critére récent [P4], plus général, lui permet
de traiter aussi les groupes algébriques linéaires. Il a ainsi obtenu les meilleurs résultats
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qu’on puisse espérer, dans ’état actuel de la théorie, sur I'indépendance algébrique des
valeurs de la fonction exponentielle en une variable [P4].

Voici comment nous allons procéder pour ne pas utiliser de lemme de petites
valeurs. Quand on regarde les démonstrations de grands degrés de transcendance pour
la fonction exponentielle [Br], on constate que ce lemme sert de la maniére suivante : si
on perturbe un peu un systéme générateur de K sur Q, et si ¥ désigne le point obtenu a
partir de y (qui était « loin » de I'hypersurface Z) par cette déformation, alors y
n’appartient pas a Z.

Ici, nous demanderons seulement que, pour toute petite perturbation du systéme
générateur, il existe un point de I'(S), (dépendant de la perturbation), qui ne soit pas sur
Z. Le coefficient J(0, ..., 8,) de [P4] et [WZ] est précisément adapté a cette situation.
Et on vérifie ’hypothése que Z ne contient pas I'(S) en utilisant le lemme de zéros
raffiné de [MW2]; mais c’est 1a qu’intervient I’hypothése technique indésirable de nos
énoncés. '

Nous donnerons une série de corollaires des résuitats sur les groupes algébriques.
Nous ne chercherons pas des énoncés généraux, mais au contraire des exemples
concrets, dans lesquels nous montrerons que ’hypothése technique prend une forme
naturelle. Pour un apergu historique du sujet, nous renvoyons a [Wa4].

(e) Voici le plan de ce travail. Nous commengons par donner I’énoncé du critére’
d’indépendance algébrique de Philippon (§2), qui fait intervenir le coefficient J men-
tionné plus haut. Puis nous énongons le théoréme principal (§ 3) ot nous supposons G
défini sur Q. Nous construisons ensuite une fonction auxiliaire (§4). Pour utiliser la
définition de J, nous sommes amené 2 faire subir des petites perturbations & yq, ..., ¥,
(§5). Nous complétons la démonstration du théoréme principal au §6, et celle du
théoréme 1.4 au §7. Puis nous donnons une variante du théoréme 1.4 (§8).

Nous généralisons ensuite le théoréme principal au cas ot G n’est plus défini sur Q
(§9). La démonstration (§ 11) utilise une déformation du groupe algébrique G dont la
construction est exposée au § 10.

Dans la deuxi€¢me partie de ce texte, nous donnons des corollaires, en commengant
par la fonction exponentielle usuelle (§ 12). Notons (-, ) le produit scalaire usuel dans
Cc":

(W ooy ), (U1, -5 Up)) = U1 U1+ 4 U U
Sous des hypothéses que nous allons expliciter, nous montrons que si

X=ZX]+...+ZXd et Y=Zy1+...+Zy,,,
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sont des sous-groupes de C” de rangs d et m respectivement, alors le degré de
transcendance ¢ du corps engendré sur Q par les nombres

exp(x,y), (x€X,y€Y)
vérifie

t+1= md/in(m+d).

Quand n=1 on retrouve un résultat récent de Philippon [P4].

On prend ensuite (§ 13) une fonction elliptique g d’invariant j algébrique. Quand
n’a pas de multiplication complexe, sous les mémes hypothéses que dans le cas
exponentiel, le degré de transcendance ¢ du corps engendré par les nombres p{x,y),
pour x€EX, yEY et (x,y) non pole de p, vérifie

t+1= md/in(m+2d).

On donne aussi des variantes de cet énoncé quand j est trancendant, ou quand $ admet
des multiplications complexes. On considere également ’indépendance algébrique de
nombres de la forme ,(v), quand §,,...,H, sont différentes fonctions elliptiques, et
Uy, ..., U,, des nombres complexes.

L’énoncé suivant (§ 14) porte sur des nombres de la forme

o(v—u) €*“/o(v) o(u),

quand p(u) et p(v) sont algébriques.

Enfin au § 15 on consideére des fonctions abéliennes. On prend d’abord une variété
abélienne A telle que EndA=Z, de dimension g=1, on note fi, ..., f, des fonctions
abéliennes, méromorphes sur C#, algébriquement indépendantes, associées a 4, et on
donne un résultat d’indépendance algébrique pour des nombres de la forme f{uv),
(I=i=g, u€C*, vEC). On donne aussi un énoncé pour un sous-groupe A n-parametres
d’une variété abélienne simple.

Pour terminer nous indiquons briévement quelques résultats complémentaires et
nous proposons plusieurs conjectures (§ 16).

§2. Le critére d’indépendance algébrique de Philippon

Etant donné un polynéme PEZ[X,,...,X,], P*0, on note d(P) le maximum de ses
degrés partiels, H(P) sa hauteur (maximum des valeurs absolues de ses coefficients), et

HP) = max {1+d(P),log H(P)}.
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Soient 8, ..., 0, des nombres complexes. On désigne par A(fy, ..., 0,) ’ensemble des
nombres n>>1 ayant la propriété suivants : il existe Ty>0 tel que pour tout T >Tj et tout
04, ...,0,) €C! vérifiant

max |6, —6 | < exp(—2T7), S Q2.0

JEX£44
il existe un polynéme PE€Z[X,, ..., X,] vérifiant (P)<T et
0<|P(By,...,0)| <exp(—T7).

On note ensuite J(6,, ..., 6,) la borne supérieure cet ensemble A(9,,...,6,) s’il est
non vide, avec J(0,,...,0)=1 si A(0,,...,0,) est vide.

L’énoncé suivant, conjecturé dans [WZ], est une conséquence du critére de
Philippon dans [P4] :

TuEorEME 2.2 (Philippon). Pour tout (04, ...,0)€C, on a
JO,,...,8,)<t+1.

On peut aussi penser que J(0y, ..., 0,)=t+1 pour presque tout (64, ...,0,) EC’, c’est-a-
dire en dehors d’un ensemble de mesure nulle. D’un autre coté il existe des nombres
complexes 64, ...,0,, algébriquement indépendants, tels que J(64,...,0)=1 (cf. [WZ]
lemme 4.1). Ainsi une minoration de J=J(8,,...,0,) contient plus d’informations
qu’'une simple minoration du degré de transcendance. Néanmoins pour obtenir des
énoncés effectifs d’approximation simultanée dans le cas algébrique (TcG(Q)), la
méthode indiquée au §6d de [Wa2] est plus efficace puisqu’elle ne nécessite aucune
hypoth¢se parasite analogue i (1.5).

§3. Le théoreme principal

Nous adoptons les notations du § 1, mais nous supposons ici que le groupe algébrique G
est défini sur KnQ.

On dispose donc d’un sous-groupe Y=Zy;+...+Zy,, de type fini de V=T5(C),
avec I'=expg(Y)cG(K). Le rang sur Z de YNQ est m—(. On supposera que
Ye+1, ..., Ym appartiennent & Q=Kerexpg.

THEOREME 3.1. Soit (0,,...,0,) une base de transcendance de K sur Q, et soit
u>0. Supposons
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J(6,, ..., 0,) <(du+x)/n(u+g).
Alors il existe un réel €0, deux entiers ty et d, vérifiant
OSﬁS(’, 1$d1$d, F]/d1<ll,t,

et il existe une infinité d’entiers M>0 ayant la propriété suivante : il existe un sous-

groupe algébrique H de G, de dimension <d—d,, défini par des équations de degré
_ . (o L .

<M, il existe des éléments h'V, ..., R ge Z‘;(M), linéairement indépendants sur Z, et

enfin des éléments ¥y, ..., ¥, de Tg(C), avec

max f)’rj—yjl < exp(—M°),

1sj<f

tels que

¢
expg Z h}s)}?jEH(C) pour 1 s s<{-{,.

Jj=1

Le paramétre u n’est pas lié directement au coefficient u(Y)=u(Y, V) du § 1, mais
plutot au coefficient u(T', G) qui interviendra plus loin (§ 7). Dans le « cas général », on a

wY, Vy=m/in et wl,G)=1{d.

On peut noter que la conclusion du théoreéme 3.1 est banale si on choisit u>0/d : il suffit
de prendre £,=¢, d,=d, H=0. (Pour la méme raison, la conclusion est banale, en
prenant y;=y;, si on choisit u>u(I", G)).

§4. La fonction auxiliaire

Soit G un groupe algébrique commutatif connexe sur un sous-corps K de C. On
considere la compactification lisse G de G et un plongement projectif

=0, .., fa): G—Py
construits par Serre dans [S]. Notons
foexpg = (Fy, ..., Fn): Te(C) — PA(C),

ou Fy, ..., Fyy sont entiéres, d’ordre strict <p=¢(G), et ne s’annulent simultanément en
aucun point de T4(C).
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On considére un sous-espace vec;toriel V de T(C) de dimension n sur C, on note
Q=Kerexpg, #=r8zQ2nYV, et on choisit u>0 et v>0 tels que

du+x>n(u+o) et v>utg.

On choisit aussi une distance sur T4(C).
Soit ¢, un entier positif suffisamment grand, et soit Sy un entier beaucoup plus
grand. Pour chaque réel §=8,, on définit D, A, U par

D= CEIS", A= co—lsﬂ+g’ Un+1 — Co—d—ZSﬂ+g+d;4+u'
On désigne par Z(S) ’ensemble des z € T¢(C) vérifiant
lzl<c,S et dist(z, V)<exp(—(2—3c;")S".

ProrosiTioN 4.1, Il existe un polynéme homogéne P€E€Z[X,, ..., Xn], non partout
nul sur G(C), de degré <D et de hauteur <e®, tel que la fonction entiére
E=P(F,, ..., Fy) vérifie

sup |E@)|<e Y+exp(—(2—4c;")S").
€ ES)

Démonstration. La proposition 2.1 de [Wa2] permet de construire P de telle sorte
que

E@)|<e™Y
pour tout v €V vérifiant |v|<(co+1)S. Ensuite, pour z € &(S), on choisit vEV tel que
|z—v| < exp(—(2-3c, ") S").
Comme [z[<cy S, on a |v|<(co+1) S, donc |E(v)|<e” Y. Mais
|E()—E@)| < |z—v|exp(cy A),

d’ou la proposition.

§ 5. Petites perturbations

Nous nous plagons de nouveau dans la situation des paragraphes 1 et 3. De plus nous
désignons par ypi1, ..., e+ des éléments Z-linéairement indépendants de QN V, ce qui
est cohérent avec les notations précédentes.
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Supposons du+x>n(u+p), choisissons un nombre réel 7 vérifiant
1 <n<(dutu+o+x)/(n+1)u+o),

€t posons
v=n(u+0).

On suppose (ce n’est pas restrictif) que le corps K est de type fini sur Q. On écrit
K=Q(,,...,0, 0,.,), ol 0,,, est entier sur ’anneau A=Z[60,,...,0,]. Soit BEA[X] le
polynéme minimal (unitaire) de @,,; sur A.

Soit encore cy>0 suffisamment grand. Pour utiliser la définition de J (§2), on
choisit T, beaucoup plus grand que co. Soit T>T,, et soit (y,...,0,) EC’ vérifiant
(2.1). Le semi-résultant de Chudnovsky (cf. par exemple [Br, WZ]) montre qu’il existe
une racine 6,., de B(0,,...,6, X), a distance minimale de 6,,;, que cette racine est
simple, et qu’elle vérifie

lét+1_01+1| <exp ('_(2_('(;1) ™.

Fixons un indice j, 1<sj<f+x. On écrit que y;=expgy; appartient a G(K) : il existe des
polyndmes homogeénes ¢y,...,¢n (dépendant de j, mais pas de c¢o) dans
Z[Xq, ..., X,41] tels que

(¢y(01’---’ 0,+|), Ossz)

soit un systéme de coordonnées projectives de y; dans PA(K). On considére le point ;
de PA(C), de coordonnées projectives

((py(é]"--’é“.l), OS‘VSN).

Pour ¢, suffisamment grand, 7; est bien défini et appartient & G(C). En effet, dans
P’anneau factoriel R=(KnQ)[6;, ..., 6, X1, on décompose B en facteurs irréductibles; il
existe un et un seul facteur, disons By, qui s’annule au point §=(0,, ..., 8,,). Donc
pour c, suffisamment grand il s’annule aussi en 6=(6, ..., ,.). Maintenant si Q€ER
vérifie Q(6)=0, alors B, divise Q, donc 0(6)=0. Nous appliquons cette remarque aux
éléments de I'idéal de G.

Notons que si ;€ G(KNQ), alors y,=v;; en effet, si, disons, @y(8)*0 et @o(6)=+F0
(pour ¢, suffisamment grand), alors il existe a, € KnQ tel que ¢ (8)=a, @o(0). Mais B,
divise ¢,~a, o dans 'anneau R, donc ¢ (8)=a, ¢y8), et 7=(1, ay, ..., an)=y;.

L’exponentielle de G étant un difféomorphisme local, on peut choisir ¥; € T5(C) tel
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que expgyi=7; et
[~y < exp (=(2—2¢; ) 7).

Comme Ypi1=...=Yp»x=0, on a aussi Ppr1=...=Pprx=0, €t Vori=Yesr, (1<k=x).
Notons

Y=Zy,+..+Zjprr et T =Zj+...+Zj,.
On définit S>0 par
=17,

et on suppose que T, a été choisi suffisamment grand pour que l’on ait, avec les
notations du §4, S=5,.

Enfin on désigne par o(I'(S), G) le plus petit des degrés des hypersurfaces de Py
qui contiennent I'(S) mais qui ne contiennent pas G.

LEMME 5.1. On suppose que pour tout T >Ty et tout (04, ...,0,) €C' vérifiant (2.1),
on a

o(@(S), G) > c;'S". (5.2)
Alors J(04, ..., 0,)=n.

- Démonstration. Fixons T>T, et (él,...,é,)EC’ vérifiant (2.1). Il s’agit de con-
struire un polynéme Q €Z{X,, ..., X,] vérifiant {(Q)<T et

0<|Q@,...,0,)| <exp(—T7).

La proposition 4.1 fournit un polynéme homogéne PE€Z[X,, ..., Xn] de degré majoré
par D=c;'S¥, non partout nul sur G. L’hypothese (5.2) montre qu’il existe 7ET(S) tel

que P(y) ne soit pas nul. On écrit
¢
7= h, avec (hy,....h) €ZS),

et on pose

Alors y€ €(S), donc
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[E@)| < exp(~(2-5¢;") S°).

Soit i un entier, 0<i<N, tel que |F{¥)| soit maximal. Pour simplifier les notations on va
supposer i=0. La construction de F,, ..., Fy (cf. [S]) et les propriétés des fonctions
théta permettent facilement de vérifier

|[Fo3)| > exp(—c, $9).
Soit D° le degré exact de P. En divisant E(¥) par Fo(3)”’, on trouve
0<|P(1,F/F,, ..., F\lFy) ()| < exp(—(2—6¢;") §*).

On utilise maintenant le lemme 7 de Bertrand dans [Bel] : le point # admet des

N

coordonnées projectives (uo, ..., un) qui sont des polyndmes, a coefficients entiers
dans un corps de nombres KocKNQ, en les F(3), (0<i<N, 1<j<0), de degrés <c/*s?,
dont les coefficients ont une hauteur logarithmique absolue <c}25¢. Comme Fy(¥)=0,

on a uy+0, et

0<|P(L, u,/uy, ..., uplu) < exp(—(2—6c;") S").
On majore trivialement |uq| par exp (co $9), et on trouve
0 < |P(ug, ty, ..., upy)| <exp(—(2—Tcy ") S").

Enfin P(u, ..., ux) est une fraction rationnelle en 6, ...,6,,, a coefficients dans K.
On multiplie par un dénominateur (que I’on majore trivialement) : on obtient un
polynéme en 4, ..., 6,,, a coefficients entiers dans K, dont on prend la norme sur Q
pour obtenir un polynéme 2 coefficients dans Z en 6, ..., 6,.,. On prend enfin le semi-
résultant de ce dernier polynéme avec B(8, ..., 6,,X), ce qui donne le polynéme Q

cherché.

On raffine maintenant le lemme 5.1 en utilisant ’astuce de Landau-Philippon :
Pinégalité finale sur J peut étre rendue homogéne de poids 1 en d, x, n et de poids 0 en

J,ou, 0.
LEMME 5.3. Supposons J<(du+x)/n(u+e). Choisissons n vérifiant
J <y <(du+x)n(u+o),

et posons v=n(u+g). Alors il existe un ensemble infini non borné de réels S>0 ayant la
propriété suivante : il existe (04, ...,0,)€C’ avec

18—868283 Acta Mathematica 156. Imprimé le 15 mai 1986
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max |0,—6,| < exp(—25"), (5.4)

t<rst
tel que, si on définit 0,.,, V1, ..., 7o comme précédemment, on ait
o(£(S), G) < ;'8
Démonstration. Soit k un entier =1 tel que
n < (k(du+2x)+u+0)/(kn+1) (u+o).
On applique le lemme 5.1 & Y*, V*, G, en remarquant que

o(T4(S), GY = o(T(S), G).

§ 6. Fin de la démonstration du théoréme principal
Sous les hypotheses du théoréme 3.1, le lemme 5.3 donne I’existence de yy, ..., ¥ tels
que

o(@(S),G) < c;'s".

Le lemme de zéros de Masser-Wiistholz, sous la forme raffinée donnée dans [MW?2]
Chapitre I, montre qu’il existe un sous-groupe algébrique H de G, H*G, dont on
notera d,; la codimension dans G, 1<d;<d, défini par des équations de degré <S$*, et
qu’il existe des éléments AV, ..., K" de Z, (5" 46+ finéairement indépendants sur

Z, avec
0=l et fl/d1<,u,

tels que

¢
> h95,€H(C) pour 1 <5<,
Jj=1
On prend alors pour M la partie entiere de S%, et on choisit e=v/du=n(u+0)/du.

§ 7. Démonstration du théoréeme 1.4

Rappelons la définition de ’exposant u(I', G) du lemme de zéros de Masser-Wiistholz
MW1] :
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U, G) = min {(rg, T/T'n H)/dim G/H},
H

ol H décrit les sous-groupes algébriques de G, H+G.
On va démontrer que, sous les hypothéses du théoréme 1.4, si (64, ...,0,) est une
base de transcendance de K sur Q, on a

J (61, ..., 0) = du(Y)(nu(Y)+do—x). (7.1

Le théoréme 1.4 résulte de cette inégalité, grace au théoreme 2.2.
Notons J=J(0,, ..., 8,). On peut évidlemment supposer d>nJ. Montrons d’abord,
sous 1’hypothese (1.5) :

J = (du, @) +»)/n(u(, G)+p). (7.2)
En effet, si u>0 est tel que J<(du+x)/n(u+g), le théoréme 3.1, combiné avec I’hypo-

these (1.5), implique

> W9y, EH(C) pour 1<s<(~(,
j=t

donc

u(T,G)<bld, <u,

ce qui démontre (7.2).
On en déduit :

si wW(T, G)=1ld, alors J= d(t+x)/n({+dp). (7.3)

Comme w(Y)<s(f+x»)/n et x<np<dp, I'inégalité (7.1) est démontrée dans le cas ol
uT,G)=Md.
De (7.2), grace a I'inégalité m</f+x, on déduit aussi :

si (U, GY=1{0d, alors J = dm/n(f+dp). (7.4)
Supposons maintenant u(I', G)<f/d. On écrit la définition de u(T', G) :

u@, G =b/d,, di=dimG/H, 6=rg,I/TNH,
avec

1<sdysd, 0=sf{i<( 0O/d,<ld.

On en déduit £, </, puis dy<d. Notons
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V] =Vn TH(C), ny = dlmc V/V1

Comme expg V est dense dans G(C), V n’est pas contenu dans Ty(C), et on a 1sn;<n.
Enfin on pose

Y1=Y/YﬂV,, m1=rng1.
Ainsi
u(Y, V)ysm/n,.
L’isomorphisme T/Tg=Tsy permet de considérer V/V, comme un sous-espace

vectoriel de Tg4(C), et le sous-groupe Y, de V/V, vérifie I’hypothése analogue a (1.5).
Comme

O/d,=u,G)<su@/TnH, G/H) < {/d,,
on peut appliquer (7.4) a Y,cV/V, :
J=d; my/ny(6+d, 01),

avec 01=0(G/H)<p. Donc

£
WY, Vysm/n, <J<j—+g>.

1
On utilise maintenant (7.2) avec u(I', G) =0/d, :

t/d, < (Jnp—s)/(d—nlJ),

u(Y, V)< J(do—»)/(d—nJ),
ce qui est I’inégalité (7.1) annoncée.

Remarque. Ces arguments permettent de simplifier considérablement la démon-
stration du § 4 de [Wa2].

§ 8. Une variante du théoreme 1.4

Soit G un groupe algébrique commutatif connexe sur C. Quand V est un sous-espace
vectorial de T;(C) sur C, on définit (cf. [Wa2] §3) :
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u#(V) = u(V, G) = min {dim H/dim T, NV},
H

quand H décrit les sous-groupes algébriques de G tels que Ty N V0.
Du théoréme 1.4 on déduit évidemment, quand u(Y)+ou(V)+0 :

1412 u(N) w(V)G 1) +u(V)).

CoRrOLLAIRE 8.1. Sous les hypothéses du théoréme 1.4, on a

t+1 = mu(V)I(m+onu(V)).
Démonstration. On va montrer, plus précisément, que si (64, ...,0,) est une base

de transcendance de K sur Q, et si J=J(04,...,6,),0n a
(m—npyu(VysmJ. (8.2)

On peut donc supposer m>npJ. D’apres (7.1), on a

(d—nDyu(Y) < J(do—»).
On distingue deux cas.
(a) Si u(Y)=m/n, alors on a

(d—nJ)ym = nJ(do—x),
donc
w(V)<d/n< J(m—»)(m—npl),
ce qui démontre (8.2) dans ce cas.
(b) Supposons u(Y)<m/n. On utilise le lemme 3.2 de [Wa2] : il existe un suos-
espace vectoriel V' de V, de dimension n'<n, tel que si on pose Y'=YnV' et

m'=rgz Y’ onait u(Y’', V')=m'/n'>m/n. Alors on a opJ<m/n<m'/n'. On utilise le cas (a)
pour Y'cV' :

w(VhysJm'/(m'—n'oJ) <Jm/(m—noJ).

Mais Ve V’, donc u(V)z=u(V), et (8.2) en résulte.

§9. Groupes algébriques définis sur une extension transcendante

La méthode que nous avons présentée permet de travailler avec un groupe algébrique
G défini sur K. Voici ce que deviennent les petites perturbations (§5) quand on ne
suppose plus que G est défini sur Q.
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On choisit encore ¢,>0 suffisamment grand, puis 7y beaucoup plus grand. Soit T
>Tp, et soit (4, ..., 0,) € C* vérifiant (2.1). On construit §,,; comme au §5.

Le groupe algébrique G est défini sur le corps K=Q(b,,...,60,+1). Pour
MaXq<r<st1 |é,—6,| suffisamment petit (ce qui est assuré par le choix de co suffisam-
ment grand), on peut déformer G en un groupe algébrique G défini sur le corps
K=Q(,,...,0,.,). 1l suffit, par exemple, d’écrire dans les espace projectifs correspon-
dants des équations de G, de G—G, et du graphe de GXG—G, et d’y substituer
©1,...,6,.1) 4 (64, ...,0,11). Alors les points 7,,...,7, de PA(C) construits comme au
§ 5 appartiennent a G(K).

Nous explicitons cette construction au § 10, et nous démontrons au § 11 le résultat
suivant :

THEOREME 9.1. Soit u>0. Supposons
J(64, ..., 0,) < (du+x)/n(u+o).
Choisissons n vérifiant
J(@,,...,0) <n<(dut+x)/n(u+o),

et posons v=n(u+g). Alors il existe un ensemble infini non borné de réels S>0 ayant la
propriété suivante : il existe (0,,...,0,) €C’ vérifiant (5.4) tels que, si on définit 041,
P15 --.» Yo cOmme précédemment, on ait

o([(S),G) < c;'S".

En utilisant de nouveau le chapitre I de [MW2], on en déduit, comme au §6, qu’il
existe un sous-groupe algébrique H; de G, de dimension <d—d,, défini par des
équations de degré <S$*, et il existe aussi des éléments O, rTY de Z'.(5%),

linéairement indépendants sur Z, avec
0sh <l Isd <d HU/d<u,
tels que

¢
2 hj(-s)fjé H(C) pourl<ss=<({-f.
j=1

La difficulté vient ensuite, quand il s’agit d’en déduire un énoncé dans le style des
théorémes 1.4 et 8.1. En effet, il peut exister des sous-groupes algébriques H, de G qui
ne sont pas de la forme H, c’est-a-dire qui ne proviennent pas par déformation d’'un
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sous-groupe algébrique H de G. Cela arrive, par exemple, quand G est une puissance
d’une courbe elliptique E d’invariant modulaire j=j(E) transcendant : on peut ap-
procher j par des nombres j=j(E), ou E est une courbe elliptique ayant des multiplica-
tions complexes. Il semble inévitable d’introduire 4 ce moment une hypothése supplé-
mentaire; par exemple, dans le cas G=E?, en notant t=w,/w, le quotient de deux
périodes fondamentales de E (de sorte que j=j(t)), on suppose :

(9.2) Pour tout £>0, il existe Hy>0 tel que pour tout H>Hy et pour tout nombre
imaginaire quadratique B de hauteur <H, on ait

[r—B| > exp (—H").

Bien entendu, on espére que les inégalités (1.2) et (1.3) sont encore vraies sans
aucune hypothése technique de la forme (1.5) ou (9.2).

§10. Déformation d’un groupe algébrique

Soit G un groupe algébrique commutatif défini sur une extension K de Q de type fini.
On remplace K par un sous-corps K de C (obtenu en perturbant un systéme générateur
de K sur Q) et on construit un groupe algébrique commutatif G défini sur K.

Comme cette section est indépendante de celles qui précédent nous rappelons les
notations. Soit K un sous-corps de C de type fini sur Q. On choisit une base de
trancendance (6;,...,0,) de K sur Q, et un élément 6,., de K tel que
K=Q(,,...,08,.1). Nous allons construire un ouvert de Zariski Q de A,; pour chaque
(6, ...,0,) dans Q(C), nous considérerons 1’'un quelconque des homomorphismes, que
nous noterons u—ii, de Q[6;, ..., 6,.1] dans C, qui envoie 8; sur §; (1<i<?).

Soit PEP(K). S’il existe un systéme de coordonnées projectives (ug, ..., Un) de
P avec u,€Q[6,,...,0,+1], (0=v<N), tel que #,, ..., iy ne soient pas tous nuls, alors
on désigne par P le point de P,(K) de coordonnées projectives (i, ..., 4x). L’ensem-
ble des P vérifiant cette hypothése sera noté o (points admissibles).

Soit G un groupe algébrique commutatif de dimension d, défini sur K, plongé
comme sous-variété quasi-projective définie sur K dans Pn. Nous allons démontrer
I’existence de Q tel que I’énoncé suivant soit valide.

ProrositioN 10.1. Il existe un groupe algébrique commutatif G défini sur K et
plongé dans Py, de dimension d, tel que

(a) 'ensemble H des P € G(K)n o vérifiant P € G(K) soit un sous-groupe de G(K),
(b) 'application P—P définisse un homomorphisme de H dans G(K).
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Si on fixe un ensemble fini {P;, ..., P;} de points de G(K), alors on peut choisir Q
de telle sorte que P, € H pour 1<j<(, et alors ZP;+...+ZP,cH.

La construction qui suit ne fera intervenir qu'un nombre fini de sous-ensembles
algébriques de Py ou de PyXPy, donc un nombre fini d’idéaux, tous définis sur K.
Pour chacun de ces idéaux, nous disposerons d’un ou de plusieurs systémes généra-
teurs, mais nous ne travaillerons qu’avec un nombre fini de polynémes a coefficients
dans K, et I'ouvert Q en dépendra. Cela restera sous-entendu dans la suite.

Quand A est un polynome a coefficients dans K, nous noterons A le polynéme 2
coefficients dans K obtenu en substituant (6y,...,60,4,) 2 (6, ...,6,41). Quand # est
un idéal homogéne de C[X,,...,Xn] défini sur K, ayant un systeme générateur
Ay, ...,Ay 2 coefficients dans K, § désignera I'idéal de C[X, ..., Xn], défini sur K,
engendré par A,,...,A,. Si F=Z($) est le fermé de P, associé 4 $, nous noterons
F=Z($). Si U est le complémentaire de F dans Py, U désignera le complémentaire de
F. Enfin, pour F fermé et U ouvert dans Py, et pour V=FnU, on peut définir
V=FnU, et on vérifie que 'on a (VN V,) "=V, nV,; de plus, si V,c V3, alors V,cV,.

On effectue la méme construction pour les polynémes bi-homogenes de
K[Xy,...,Xn, Yo, ..., Y], et les sous-variétés quasi-projectives de PyXPpn définies
sur K. Par exemple, si V; et V, sont deux sous-variétés quasi-projectives de Py
définies sur K, alors (VX V,)"=V,xV,.

Soient V; et V, deux sous-variétés quasi-projectives de P, définies sur K, et
@: V1-»V, un morphisme défini sur K. On écrit un recouvrement de V, par une famille
finie d’ouverts U,, avec pour chaque i, N+1 polynomes homogénes (AY,...,AQ) de
K[X,, ..., Xy], donnant ¢ sur U;. Alors (U)) est un recouvrement ouvert de V,, et les
polynomes (A, ...,A?) définissent un morphisme ¢: V,—V,. On procéde de méme
quand V; est une sous-variété quasi-projective de Py XP, définie sur K.

Notons alors 0 I’élément neutre de G(K). On choisit Q de telle sorte que 0€ o et
que 0EG(K). La loi de G est définie par un morphisme y de GXG dans G qui envoie
(x,y) sur x—y. Alors le morphisme : GXG—G munit G d’une structure de groupe
algébrique commutatif défini sur K.

On peut noter que si y se prolonge en un morphisme de GXG dans G (cf. [S]),
alors 9 se prolonge en un morphisme de GxG dans G (oi1 G est I'adhérence de Zariski
de G dans Py, et é=é celle de G). De méme, si G est une variété abélienne, alors G est
une variété abélienne. Evidemment, si G est une variété linéaire, alors G est une
variété linéaire isomorphe a G sur C (si G;=G,, alors G;=G>).

Démonstration de la proposition 10.1. Soient P et Q dans H. Comme G(K) est un
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groupe qui contient P et Q, il contient aussi P—(. Grace 2 1, on écrit des coordonnées
projectives de P—Q, et on en déduit P—~Q€ of et P—0=(P—-Q)".

Il reste & vérifier dimG=dimG. En spécialisant des relations de dépendance
algébrique entre des fonctions sur G, on trouve immédiatement dim G<dim G. D’autre
part la méthode de Hermann (cf. [MW2] proposition du § 4.3) permet de vérifier que si
des polynomes homogénes A, ...,A,; de K[X,,...,Xn] sont C-linéairement indépen-
dants dans C[Xy, ..., XnV.%, ol . ést un idéal homogene défini sur K, alors A,, ..., A4
sont C-linéairement indépendants dans C[Xo, ..., Xx)/.#. En écrivant que dim G est la
dimension de I’anneau local de G en 0, on en déduit dim G=dimG.

M. J. Brown m’a fait remarquer que cette égalité dim G=dim G peut aussi s obtenir
en considérant le morphisme

Proj Q[eb vy 0t+15X0’ sXN]/]-—)SpecQ[el’ "'79t+1]s

ou # engendre I’idéal de G dans C[X,, ..., Xx]. La dimension des fibres est constante
sur un ouvert de Zariski.

Ceci termine la démonstration de la proposition 10.1. Une autre démonstration,
reposant sur les arguments de EGA 4, est présentée par J. Fresnel en appendice.

§ 11. Démonstration du théoreme 9.1

La démonstration du théoréme 9.1 est une variante de celle du lemme 5.1. Nous
indiquons seulement les points principaux pour préciser le passage de G a G. La plus
grande partie de la démonstration va s’effectuer sur G, ce qui évite d’avoir a considérer
I’espace tangent de G.

Grace a I’astuce de Landau-Philippon (cf. lemme 5.3), on peut supposer

n <(du+p+o+x)(n+1)(u+p).

On utilise la construction du §10; comme S est suffisamment grand, on a
@,,...,0,)€Q, et TcH. Supposons que 1’on ait

o([(S), G) = c;'$". (11.1)

Si on numérote les coordonnées de Py de telle sorte que les fonctions Xy/X, ..., X4/ Xo
soient algébriquement indépendantes sur G, alors ces fonctions sont aussi algébrique-
ment indépendantes sur G, et le polynéme P de la proposition 4.1 peut étre construit de
telle sorte qu’il ne soit pas partout nul sur G(C).
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On déduit de (11.1) qu’il existe y ET(S) tel que P(7)=0. En reprenant les arguments
des §4 et §5, ainsi que ceux du lemme 7 de [Bel], on trouve des coordonnées
(vg, --., Un) de y dans Py telles que

|P(vg, ..., vp)| < exp(—(2-Tc; M) $7),

oll, pour 0j<N, v; est un élément de Z[6,, ..., 0,,,] de degré et de hauteur logarith-
mique <c;”S°. Alors (@, ..., U) est un systéme de coordonnées projectives de 7, et on
. ,

0<|P(0, ..., Op)| < exp(—(2—8¢; 1) ).

La contradiction s’obtient, comme précédemment, en utilisant le critére 2.2 de Philip-
pon.

Complément : les coefficients Ji (6, ...,0,). Voici une méthode plus facile pour
traiter le cas ou G n’est pas défini sur Q; mais elle donne des résultats moins profonds.

Reprenons une base de transcendance (8, ...,0,) de K sur Q. Soit k un entier,
O<k=t. On désigne par A(6y,...,0,) I'’ensemble des nombres #>1 ayant la propriété
suivante : il existe To>>0 tel que pour tout T=T, et tout (O 1, ..., §,) € C** vérifiant

max |0,— 6] < exp (—2T"),

k<ist
il existe un polynéme PEZ[X4, ..., X,] satisfaisant t(P)<T et
0<|P@Oy,..., 00 Oki, ... é,)| <exp(—T7).

On note ensuite J (64, ...,0,) la borne supérieure de cet ensemble s’il est non vide,
avec Ji(0,,...,0,)=1 s’il est vide.
Ainsi Jy(0,, ...,0,) = J(0,,...,0,) (cf. §2). Comme

AlBr, ... 0) S A6y, ...,0), (0<k<D),
on a Jy(By,...,0)<Ji 104, ..., 0,). Du théoreme de [WZ] on déduit :
' J](B], veey 0,)S2'.

1l peut arriver que J5(64, ..., 8,) soit infini. Mais, si K a un type de transcendance <7
(cf. [Br]), alors J(84,...,0)<rt.

Dans la situation décrite au §1, il est facile d’établir, sans aucune hypothése
technique :
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si du(Y) > nu(Y)+do—x, alors J(6,, ..., 0,) > du(Y)(nu(Y)+do—=x). (11.2)
D’autre part, sous ’hypothése (1.5), la méthode des §4 a 7 permet d’obtenir

(11.3) Supposons le groupe algébrique G défini sur un sous-corps K' de K; notons
t' le degré de transcendance de K' sur Q, et choisissons une base de transcendance
By, ...,0,) de K sur Q de telle sorte que (04, ..., 0,) soit une base de transcendance de
K’ sur Q. Alors

Ji(04, ..., 0) = du(V)(nu(Y)+do—x).

En particulier si t’<1 on trouve

2z du(D)/(nu(Y)+do—x).

§12. Indépendance algébrique de valeurs de la fonction exponentielle

(a) Exponentielles en plusieurs variables. Soient X=7Zx,+...+Zx, et Y=Zy,+...+Zy,,
deux sous-groupes de C” vérifiant I’hypothése suivante :

(12.1) Pour tout &>0, il existe H>0 tel que pour tout H>H,, tout
Ays -ers AY EZL(H) et tout (hy, ..., h,) EZZ(H) vérifiant

d m
E= <2 A;x,, Z hjyj> +0,
i=1 j=1
dn ait
|| > exp (—H°).
On note u(X) = u(X, C") et u(Y)=u(Y, C").

COROLLAIRE 12.2. Soit t le degré de transcendance sur Q du corps engendré par
les dm nombres

exp (x,y;), (1<i<d, 1<j<m).
Alors
t+1 = duN(n(D+d) et t+1 = muQONmu(X)+m).

On peut mettre la conclusion sous la forme symétrique (mais en fait équivalente) :

1+ 12 u0 (DO +u(Y)) i w(X)+u(Y) %0, (12.3)
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Ce résultat améliore le théoréme 1.2 de {Wa3] ou r+1 était remplacé par 2'. On peut
donc aussi remplacer 2'*! par 2(t+1) dans le corollaire 1.3 de {Wa3]. L’amélioration
provient uniquement du critére de Philippon [P4] qui a remplacé 2’ par r+1 dans le
critere utilisé dans [Wa3].

D’autre part, pour n=1, on a u(X)=rgz X et u(Y)=rg, Y, et on retrouve un énoncé
de Philippon dans [P4].

(b) A propos de la conjecture de Gel'fond-Schneider. On peut déduire aussi du
théoréme 3.1 le résultat suivant, da & Philippon [P4] :

COROLLAIRE 12.4. Soient a et B deux nombres algébriques, avec a¥0; on choisit
une détermination non nulle log a du logarithme de a. Soit d le degré de B sur Q. Si k
est un entier tel que d=2k, alors parmi les d—1 nombres

b, ..., o

ey ’

il y en a au moins k algébriquement indépendants.

(c) Démonstrations. Pour démontrer le corollaire 12.2, on se raméne au cas
particulier u(X)=d/n et u(Y)=m/n, grace au lemme suivant (cf. [Wa3], début du §4) :

LEMME 12.5. Soient X et Y deux sous-groupes de type fini de C", de rangs d et m
respectivement. Il existe un entier positif n'<n et deux sous-groupes X' et Y' de C"', de

rangs d' et m' respectivement, tels que
X', C"y=d'In" =d/n, w(Y',C")=m'In'=uY,C"),

el

(X', Y)c(X,Y).

Ce lemme 12.5 montre aussi que I'inégalité (12.3) est équivalente a chacune des
inégalités de la conclusion du corollaire 12.2.

L’hypothese (12.1) permet ensuite d’utiliser le théoréme 3.1, grice a la description
des sous-groupes algébriques de Gi, a l’aide de déterminants de Vandermonde.

Comme le méme type d’arguments interviendra dans le cas elliptique, nous omet-
tons les détails.

Le corollaire 12.4 se déduit de méme soit du théoréme 1.4, soit du théoréme 3.1,
en utilisant le groupe algébrique GaXan, et en remarquant que D'inégalité
t+1=2d(d+1)/(2d+1) implique t+1>d/2=k, donc t=k.
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D’autre part, au lieu d’utiliser le théoréme 1.4, on peut aussi utiliser le théoréme
8.1. En effet, si, pour G=G¢, on identifie T,(C) & C? par expg(z;; ..., z)=(e", ..., €,
alors quand V est un sous-espace vectoriel de C¢ de dimension n sur C, avec une
base x,..,x™, ot x¥=(x;,...,x,), (I<v<n), on a w(V,GH)=uX,C", ob

X=Zx+...+Zx, et x=(x;,...,x;,), 1<i<d.

§ 13. Indépendance algébrique de valeurs de fonctions elliptiques

(a) Généralisation d’un résultat de Masser et Wiistholz. Pour commencer on prend une
seule fonction elliptique p de Weierstrass, d’invariants g,, g1. Soient X=Zx;+...+Zx,
et Y=Zy+...+Zy,, deux sous-groupes de C”, de rangs d et m respectivement,
vérifiant I’hypothése (12.1). On désigne par ¢ le degré de transcendance sur Q du corps
obtenu en adjoignant & Q(g, g3) les valeurs de § aux points (x;y;) (1<isd, 1sj<m)
qui ne sont pas podles de . Enfin on note 0 I’anneau des endomorphismes de la courbe
elliptique E associée a p, et j(E) son invariant modulaire.

COROLLAIRE 13.1. Si O=1Z et si jJ(E) est algébrique, alors
t+1z2du(V(nu(+2d) et t+1 = mu(X)/(m+2nu(X)).

Donc

t+1 2 u(X) u(NI2uX)+u1(Y))  si w(X)+u(Y) *0.
Dans le cas n=1, la conclusion s’écrit
412 md/(m-+2d),
alors que le résultat principal de [MW2] donnait seulement
2'*%2(t4-8) = md/(m+2d).

Pour reprendre I’exemple de [MW?2] p. 408, on en déduit que si § a des invariants g,, g3
algébriques et n’a pas de multiplication complexe, pour N et k entiers vérifiant
N=(3+2V 2 )k, au moins k des N nombres

ple), ple?), ..., ple")

sont définis et algébriquement indépendants sur Q. Comme dans [MW2], on peut
remplacer e par s ou par tout nombre transcendant vérifiant la condition assez faible
(mesure de transcendance) indiquée p. 408 de [MW2].
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Le théoréme 7.1 de [Wa3] montre que, si j(E) est transcendant, on a

2" 2 u(X) u(V)/Qu(X)+u(Y))  si p(X)+u(Y) *0. (13.2)
On peut améliorer cette inégalité en ajoutant une petite hypothése.

CoRrOLLAIRE 13.3. Si J(E) est transcendant, et si le quotient T=w,/w, de deux
périodes fondamentales de § vérifie I'hypothése (9.2), alors

t+1z2du(V)/(nu(Y)+2d) et t+1=muX)/(im+2nu(X)).

Enfin I’énoncé 13.1 admet une variante quand O%Z, c’est-a-dire quand E admet des
multiplications complexes. On remplace le Z-module X=Zx;+...+Zx; par un 0-mo-
dule X=0x;+...+0x,, et on remplace I’exposant de Dirichlet x(X) par le nombre

min {(rg, X/X n W)/dim; C"/W},
w

ol W décrit les sous-espaces vectoriels de C" sur C, avec W+C", et rgo X/ XN W est le
rang du O-module quotient X/Xn W. On modifie I’hypothése (12.1) de fagon évidente.

Par exemple, quand $ est une fonction de Weierstrass associée a une courbe
elliptique ayant des endomorphismes non triviaux, avec g, et gz algébriques, pour N et

k entiers vérifiant N=4k, parmi les N nombres

ple), ..., pleM),
au moins & sont définis et algébriquement indépendants.

(b) Analogue elliptique de la conjecture de Gel’fond-Schneider. Soient § une
fonction elliptique de Weierstrass d’invariants g, g; algébriques, O I’anneau des
endomorphismes de la courbe elliptique E associée a §, K le corps des fractions de 0
(c’est le corps des endomorphismes de E), et § un nombre algébrique de degré d sur K.

Le théoréme 3.1 permet de donner une nouvelle démonstration du résultat suivant,
dd encore une fois a Philippon [P2, P4] :

CoOROLLAIRE 13.4. Soit u un nombre complexe tel que § soit définie aux points u,
Bu, ..., 3% 'u. Soit k un entier positif. On suppose

{d>3k si0=1
d=2 siO=+1Z.
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Alors parmi les d nombres

o), pBw), ..., p(B'w),
il y en a au moins k algébriquement indépendants.

On obtient aussi :

CoOROLLAIRE 13.5. Soient uy, ...,u, des nombres complexes linéairement indépen-
dants sur K(B), et vérifiant la mesure d’indépendance linéaire suivante : pour tout £>0,
il existe Hy>0 tel que, pour tout H>H, et pour tout élément non nul a € 0", dont les
composantes a; (0<isd—1, 15j<h) ont toutes une hauteur majorée par H, on a

h

d—1

i
Z 2 a;B'u;
i=0

Jj=1

> exp (— H°).

Soit k un entier tel que

{hd>(h+2)k siO=17
hd>h+1)k siO+1Z.

Alors, parmi les dh nombres
pBu), O<is<d-1,1<j<h),
il y en a au moins k qui sont définis et algébriquement indépendants.

(¢) Indépendance des valeurs de plusieurs fonctions elliptiques. Soient Q,, ..., Q,
des réseaux de C tels que les courbes elliptiques E;=C/Q;, (1<i<d) soient définies sur
Q et deux-a-deux non isogenes. On désigne par §; la fonction elliptique de Weierstrass
associée a ;. Soient vy, ..., v,, des nombres complexes linéairement indépendants sur
Q, vérifiant ’hypotheése suivante :

(13.6) Pour tout £>0, il existe My>0 tel que, pour tout w€QU...UQ, et tout
(hy, ..., h,) EZT(M) avec M=M,, si le nombre

&= w——z h;v;
j=1

n’est pas nul, alors

€] > exp (—M°).
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COROLLAIRE 13.7. Si ¢ désigne le degré de transcendance du corps obtenu en

adjoignant a Q les nombres 9(v,), pour les i, j avec

I<isd 1sjsm, et v;€Q,

alors
t+1=md/(m+2d). (13.8)
Si, au lieu de ’hypothése (13.6), on demande seulement une mesure d’indépendance
linéaire de vy, ..., v,, (ce qui revient a faire w=0 dans (13.6)), on trouve
t+1=(m—-2)d(m—2+2d). (13.9)

Mais, si m=4d*, 'inégalité (13.9) implique (13.8).

(d) Démonstrations.
Démonstration du corollaire 13.1. Grace au lemme 12.5, il n’y a pas de restriction
a supposer y(X)=d/n et u(Y)=m/n. Il s’agit alors de démontrer, sous I’hypothese (12.1),

t+1 = md/n(m+2d).

On va d’abord se ramener au cas ou les invariants g,, g3 sont algébriques. Posons
A=g3—27g3, et choisissons c€C tel que c'?=1/A. La fonction $(z)=c’f(cz) est une
fonction elliptique de Weierstrass, d’invariants g,=c%g, et g;=c5g; algébriques. Po-
sons

E=c'x, yi=y, (I<isd 1sjsm).

On considere le corps K engendré sur Q(g2, g3) par les valeurs de § aux points (x;, y;),
et le corps K engendré sur Q(g,, g3) par les valeurs de $ aux points (£, y;). Alors K et
K ont le méme degré de transcendance sur Q.

On suppose donc g, et g5 algébriques. On va utiliser le théoréme 3.1, en prenant
G=F?. Grace a la fonction 9, on identifie T(C) & C, et T¢(C) a C4 On prend
V=2(C"), oi ¥: C"—C? est définie par

F)=(x1,2), o0, (x0,2)) (ZECH.

Comme on peut supposer u(X)>2, on a VNKerexps=0. Prenons dans le théoréme
3.1: u=m/d, x=0, p=2, f=m. Supposons 1+ 1<md/n(m+2d). On obtient alors un sous-

groupe algébrique H de G, de dimension <d—r, défini par des équations de degré <M,

(1)

et des éléments A", ..., h'® de Z}(M), linéairement indépendants sur Z, avec
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Osksm, 1sr=sd, (m-kir<mld,
et enfin des nombres complexes z;, (I1<i=d, 1<j<m), vérifiant
25— (x5 )| <exp (= M),
tels que, si on pose
| ¥i=(2y, ..., 24D €ECY, (I1<jsm),
on ait
expg <i h;">y'j) EH(C), (I1sx<kh).
Jj=1
La condition
(m—k)lr<mld

s’écrit mr+kd>md, et elle implique £=0. On utilise maintenant le théoréme de Kolchin
sous la forme précisée donnée dans [MW?2] Théoréeme III. Posons N=39—1. Pour
1<i<d, soit 7; la i-eéme projection de E? sur E. 1l existe alors des éléments AV, ..., A"
de Z4, linéairement indépendants sur Z, avec

max |AQ| < 2VNMPrH1-0 - (1< <),

Isisd

tels que, pour tout A€ H, on ait

d
D AOn(h)=0, (1<g<n).

i=1

On écrit cela dans I’espace tangent : si z=(z;,...,z5) EC? est tel que expgz € H(C),
alors

d
D aPzeQ, (1<g<n),

i=1

ol Q est le réseau des périodes de §. Pour obtenir une contradiction, il ne reste plus
qu’a démontrer le lemme suivant, qui précise un résultat de Philippon [P1] :

LemMmE 13.10. Soient X=Zx\+...+Zx, et Y=Zy+...+Zy,, deux sous-groupes de
C" vérifiant I'hypothése (12.1). On suppose

uXy=din, w(Yy=min, et md=2n(m+d).

19868283 Acta Mathematica 156. Imprimé le 15 mai 1986
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Soient £9>0 et £>0. 1l existe Sy>0 ayant la propriété suivante : soit Q=Zw+Zw, un
réseau de C vérifiant

min {|o|; ®€Q, w +0} > &;
soit §>S8o; soient z;; (1<i<d, 1<j<m) des nombres complexes vérifiant
n:a;x |z;— (x5 ¥;)| < exp (=8
soient AV, ..., A" des éléments Z-linéairement indépendants de Z2(S), et h,...,h%®
des éléments Z-linéairement indépendants de Z'(S), avec
Isr=sd, 1sksm, mr+kd>md.

Alors U'un au moins des rk nombres

>

i=1 j

/l(.g)hj(.")z,-j (I<p<r 1sx<k)

d m
1

—

n’appartient pas a Q.
Démonstration du lemme 13.10. On reprend les arguments de Philippon dans [P1].

On pose

d m
x;=zl§9)x. et y,’,=2h}")yj (l<so<sr, Isx<k),
i=1

i
j=1

et
X =Zx\+...+Zx,, Y =Zyi+...+1y;.

Ainsi rgzX'=r, rgz Y'=k. Notons W le C-espace vectoriel engendré par X’, V celui
engendré par Y, m: C"—W la projection orthogonale de C” sur W, de noyau W+, et
Wi=a(V). On pose aussi

v=dimcV, w=dimcW, n=dimcW,;, et A=rgza(Y’).

Comme W,=V/VNW*, on a dimcVnWt=v—y. D’autre part a(Y')=Y/Y'nW+,
donc rgz Y'n Wt=k—A. Alors

w(Y)< (rg, YYnva wH/dim . C"/Vn W+

< (m—k+A)(n—v+n).
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Ou va supposer que les nombres

o= 2

i=1 j

/lg?)hj(.")z,.j (Iso<r 1<x<k)

1

m

appartiennent tous a Q, et on en déduira A<27. Alors, comme w(Y)=m/n, on trouve
v=n)n=(k—2n)m.

Symétriquement, en posant '=dim¢ ' (W) ot 7':C"—V est la projection orthogonale
sur V :

(w—n"Yn=(r-2n")d.
Mais, comme I’a remarqué Philippon [Pl], on an'=n et w+v—n<n. D’ou

kK r 1 1
1-L=%24L > <—+—).
nom d N\m'd

Puisque (1/m)+(1/d)<1/2n, on trouve (k/m)+(r/d)<1, ce qui fournit la contradiction
attendue.

Il reste a vérifier A<2#, sachant que w,, €Q, (1<p<r, 1<x<k). Supposons 1>27.
Par le principe des tiroirs de Dirichlet, on peut trouver des entiers rationnels ay, ..., ax,
vérifiant

max |a,| < S¥"*!,
Isxs<k

tels que, si on pose
Y'=aiyit..+ayr et w=na("),
on ait
0<|w|< s~
Pour 1<¢=<r, on a d’une part
|<w’ xé)' < S_1/4'7,

et d’autre part

<exp(—S°2).

k
<yu’ xé,) —2} a, wg,,
x=
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Mais w—y" € Kern=W+, et x, €W, donc (w, x,)=(y", x,). On en déduit d’abord

k

PILRI

x=1

<28V

donc, pour $>(2/gg)*",
x=1
et ensuite
1(y", x,)| < exp (—S§°12).
Mais

m k d
)= (3, Saen, S,
i=1

j=1 x=1

et 'hypotheése (12.1) assure
(y",x'y=0 pour Isp<r.

Ainsi y" € W+, mais cela contredit la condition w=0.

Ceci termine la démonstration du lemme 13.10, donc aussi celle du corollaire 13.1.

Montrons que si N et k sont des entiers positifs vérifiant N=(3+2V2)k, alors
parmi les nombres p(e”), (1<n<N), il y en a au moins & qui sont définis et algébrique-
ment indépendants.

Pour cela, on choisit x;=¢', (I1<i<d), et y,=¢/~!, (1j<m), ot m et d sont les
entiers définis par

NV2 -D<d<NV2-1)+1, N2-V2)<m<NQ-V2)+l.

Ainsi m+d<N+2, donc m+d—1<N, et 2/m)+(1/d)y<(3+2V 2)IN<1/k. Le degré de
transcendance ¢ du corps obtenu en adjoignant a Q les valeurs de p aux points de la
forme e”, (Isn<m+d—1) qui ne sont pas poles de p vérifie t+1=md/(m+2d)>k, donc
t=k.

Avant de démontrer le corollaire 13.3, remarquons que 1’inégalité (13.2) résulte de
I’énoncé (11.3) (avec ¢'=1 : on se raméne a Q(g,, 23)=Q())) grace au lemme 13.10,
exactement comme dans la démonstration du corollaire 13.1.

Démonstration du corollaire 13.3. En voici le principe : on reprend la démonstra-
tion du corollaire 13.1, mais au lieu d’utiliser le théoréme 3.1, on utilise le théoréme 9.1
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avec 0,=j(E). On aura donc un groupe algébrique G=FE¥, oi1 E est une courbe elliptique
ayant un invariant modulaire 6,=j(E) proche de 6;, et il faudra montrer, a I’aide de
I’hypothése (9.2), que les seuls sous-groupes algébriques qui interviennent (i.e. ceux
qui sont définis par des équations de degré <S5*) sont de la forme H, ol H est un sous-
groupe algébrique de G=FE“. Ce dernier point proviendra de la version effective du
théoréeme de Kolchin pour EY (cf. [MW2] p. 426), et d’un lemme que nous allons
donner maintenant. Pour ce lemme, on note Im la partie imaginaire d’un nombre
complexe, et, pour a nombre algébrique, H(a) désigne sa hauteur usuelle (maximum
des valeurs absolues des coefficients du polyndme minimal de a sur Z).

LemuME 13.11. Soit T€C vérifiant Im1>0. Posons c,=iImt. Soit B un nombre
imaginaire quadratique vérifiant |B—t|<c,. On désigne par aq le coefficient directeur
du polynéme minimal de B sur Z. Alors pour tout A€ Z+Zayp vérifiant L& Z, on a

A= HB) o cr=ci/(r|+c+1)%

Démonstration du lemme 13.11. Soit agX*+a, X+a, le polynome minimal de
sur Z. On a

H(B) = max(ay, |a,|, |a,)) < a,max (1, |3+8], |8]")

<ay(1+|8)* < ay(|e|+c, + 1)
D’autre part |[ImS—Im7|<|f—1|<c,, donc ImB=c, et

apCq SaOImﬂSImlS MI

d’otu le lemme.

‘Revenons a la démonstration du corollaire 13.3. On se raméne, comme précé-
demment, au cas ol Q(g:,£3)=Q(), wu(X)=d/n, et w(Y)=m/n. On suppose
t+1<md/n(m+2d), et on utilise le théoréme 9.1, avec u=m/d, 6;=j. On trouve donc
une infinité non bornée de réels S>>0 telle que les propriétés suivantes soient vérifiées;
on désignera par S I'un de ces réels, suffisamment grand, tandis que c¢3, ¢4, c5 NE
dépendront pas de S.

On dispose d’abord d’une approximation 6, de 6, :

|6;—6,] < exp(—25").
Soit € C vérifiant j(¥)=6, et

|t—1| <exp(—c3S”).
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On pose d1=w,, Br=Fw,, L=2Zd,+Zd,, et on désigne par § la fonction elliptique de
Weierstrass associée & Q, et par E la courbe elliptique correspondante, plongée dans
P5(C) par (1,$,6"). Enfin G=E“.

On dispose ensuite d’un sous-groupe algébrique H, de G, de dimension <d-—r,
défini (dans un espace projectif oli on a plongé P;’(C)) par des équations de degré <S$*,
et enfin on dispose, toujours d’apres le §9, d’éléments A", ..., k% de Z7(5%), linéaire-

ment indépendants sur Z, avec
I<sksm, l<sr<d, mrt+kd>md,

tels que

2 W99 €H,, (1<x<k).

Le point 7; de E¥ correspond, via §, a un point (zy, ..., z4) de C% avec
max |z;—(x;, ¥;)| <exp(—c,S").
LJj

Soit @ I’anneau des endomorphismes de E; on a O=Z si ¥ n’est pas imaginaire
quadratique, et 0=Z+Zao %, ol aq est le coefficient directeur du polyndme minimal de
£, si 7 est imaginaire quadratique.

D’aprés la version effective du théoréme de Kolchin donnée dans [MW2] Chap.
II1, on peut trouver des éléments A7, ..., A” de @, linéairement indépendants sur &,
dont les composantes 19’ € @ (1<i<d), Isp<r) vérifient

@< 5%,

tels que

d m
DD A0, EQ (1<os<r, 1<x<k).

i=1 j=

—

Montrons que pour 1<i<d et 1<o<r, on a A9 €Z. Supposons donc ¥ imaginaire
quadratique. On utilise I’hypothése (9.2) avec =7, 0<e<v/cs, H=(c3 $Y)V¢. On trouve
donc H(B)>H, et tout élément A de O vérifiant |A|<S”, est alors dans Z, d’aprés le
lemme 13.11.

Ainsi on a 1@ € Z4 pour 1<p<r. Le lemme 13.10, appliqué 4 Q, donne finalement
la contradiction attendue.
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Démonstration du corollaire 13.4. On travaille avec le groupe algébrique
G=G,xF?, de dimension d+1. On identifie T5(C) 2 CxC¥, et on considére le sous-
espace vectoriel V de T5(C) engendré par v=(1;1,8,8?%, ..., !). Soit O=EndE. On
prend

Y= (0+08+0B%+...+ 0B Huv.

Ainsi le rang m de Y sur Z est d si O=1Z, et 2d si O+Z. Soit ¢t le degré de transcendance
sur Q du corps

Qpw), p(Bu), ..., oA w)

Si on avait r<k, alors on aurait t+1<k<m(d+1)/(m+2d+2), et le théoreme 3.1, com-
biné avec I'inégalité de Liouville dans Q(B), a la version effective du théoréme de
Kolchin [MW2] Chapitre 3, et au lemme 13.10 (dans le cas plus facile n=1) apporterait
la contradiction attendue.

La démonstration du corollaire 13.5 est analogue et nous I’omettrons.

Démonstration du corollaire 13.7. On utilise le théoréme 1.4 pour G=E; X...XE,.
On identifie T(C) a C¢ via §,, ..., p4, €t on considere le sous-groupe A un paramétre
expgo £ de G(C), ot £(2)=(z, ..., 2). On note y;=%(v) ECY, (Isj<m).

Soit H un sous-groupe algébrique de G. L’hypothése que Ei, ..., E4 sont deux-a-
deux non isogénes implique H=H,;X...XH, ot H; est un sous-groupe algébrique de
E;, (1<i<d) Si H est défini par des équations de degré <S, et si { est un indice tel que
H#E,, alors H; est un sous-groupe fini de E;, d’ordre < S ol c, ne dépend pas de S
(cela résulte, par exemple, de [MW2] Théoréme III). L’hypothése (13.6) montre que si
un point y € Y, (S n’appartient pas & exp;'(H), alors sa distance & ce sous-ensemble
fermé de T5(C) est au moins exp (—S5°). C’est précisément I’hypothése du théoréme
1.4. D’ou

t+1 = md/(m+2d—x) = md/(m+2d)

ou x=1g; L(C)NKerexps. Ceci démontre le corollaire 13.7.

Si on remplace I’hypothése (13.6) par une mesure d’indépendance linéaire de
Ui, ..., U, on utilise le théoréme 3.1 avec u=((—2)/d, ou { est le rang sur Z de
I'=Zy,+...+Zy,, et vy=expcy; (Usjsm). Si t+1<(m-2)d/(f+2d-2), alors
t+1<(du+»)/(u+2), et on trouve un indice i, 1<si<d, et k relations de la forme

Zhwgeg (<sx<h),
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avec AV, ...,k €Z (M) linéairement indépendants sur Z, et k={—(;=3. Comme

rgz Q;=2, on en déduit par combinaison linéaire une relation
m
Z h;3,=0,
j=1

avec (h,, ..., h,) EZ7(M"), ob ¢ ne dépend pas de M, ce qui conduit & une contradiction

t

avec I’hypothese sur la mesure d’indépendance linéaire de y;, ..., V.
Si m=4d?, alors (m—2)d/(m+2d-2)>(md—1)/[(m+2d), donc la condition
t+1=(m—2) dl(m+2d—2) implique ¢+ 1=md/(m+2d). '

§ 14. Fonctions zéta et sigma : extension d’une courbe elliptique par un tore

Soient § une fonction elliptique de Weierstrass d’invariants g,, gs; algébriques,
Q=Zw;+Zw, le réseau des périodes de p, o et { les fonctions sigma et zéta de
Weierstrass associées a Q. On désigne par 0 1’anneau des endomorphismes de E=C/Q.

On considére des nombres complexes uy, ..., u, O-linéairement indépendants mo-
dulo Q, et des nombres complexes vy, ...,v,, linéairement indépendants sur Z. On
suppose qu’aucun de ces A+m nombres n’est pole de p, et que les nombres H(u;) et
p(v), (1<i<h, I<<j=m) sont tous algébriques.

L’hypothése technique s’écrit de la maniére suivante : pour tout >0 il existe
Hy>0 tel que pour tout H>H,, tout (hy,...,h,)EZT(H)et tout w EQ, si le nombre

§=w—2 hjvj
j=1

n’est pas nul, alors
|| = exp (—H®).

Cette hypothése est toujours vérifiée dans le cas O+Z, grace a un théoréme de D.
W. Masser [M] Chapitre 7, Théoréme V. Elle I’est vraisemblablement aussi dans le cas
O=Z : il s’agit d’un analogue quantitatif d’un théoréme de Bertrand-Masser, que les
travaux de Wiistholz sur la méthode de Baker devraient donner (cf. [Wii]).

COROLLAIRE 14.1. Si k est un entier tel que

m(h+1) > k(m+2h+2),

alors parmi les mh nombres
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o(v,—u;) ev,-?;(ui)/a(vj) ow), (I<sish Is<jsm)
il y en a au moins k qui sont algébriquement indépendants.

Pour k=2 et k=3, Reyssat [R] a obtenu des énoncés d’indépendance algébrique
assez précis pour des nombres liés a ceux du corollaire 14.1.

Démonstration du corollaire 14.1. Au point de E" paramétré par (uy, ..., u;) via §
est associé un groupe algébrique G, extension de E par G”, dont ’exponentielle est

paramétrée a ’aide de fonctions de A+1 variables (1, ..., t4;2) EC*XC:

oz—u) e Uo(z)ou), (1<i<h)

x

et p(z). On considére ici le sous-groupe & un paramétre expge¥ de G(C), ou
£: C—C"xC est donnée par
F(2)=1(0,...,0;2).

L’hypothése $(u;) €Q, (1<<i<h) assure d’abord que G est défini sur Q, ensuite que
Uy, ..., u, sont linéairement indépendants sur Q (théoréme de Masser si O+Z, et de
Bertrand-Masser si 0=Z; cf. [M, Be2]). Si H est un sous-groupe algébrique propre de
G, alors sa projection 7(H) sur E est finie (cf. [Be2] § 2). De plus, si H est défini par des
équations de degré <M, alors z(H) est d’ordre au plus M°,

Posons y=%(v), (1sjsm), et Y=Zy+...+Zy,,. Soit (hy,..., h,) ELLM); po-
sons y=h;y1+...+h,, ¥, soit u € To(C) tel que expgs u € H(C); supposons

lu—yl| <exp(=M").

Alors la derniére coordonnée de u dans C*xC est de la forme w/s, avec w €EQ, et s€Z,
0<ssM°. Pour v=s(h,v,+...+h,v,,), on a

lv—w| < exp (—M*/2),

et par hypothése cela implique v=w, donc expgsy € H(C). On peut ainsi appliquer le
théoreme 1.4, et le corollaire 14.1 en découle.

§ 15. Variétés abéliennes

Plusieurs résultats d’indépendance algébrique, concernant les sous-groupes a plusieurs
parametres de variétés abéliennes, ont déja été obtenus par Philippon {P2]. Nous allons
en donner quelques autres.

20—868283 Acta Mathematica 156. Imprimé le 15 mai 1986
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(a) Sous-groupes a un paramétre de A" avec End A=Z. Reprenons ’exemple de
[MW2] p. 411. Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombres, de
dimension g=1, dont 'anneau des endomorphismes est trivial. On dispose alors de
fonctions abéliennes fi, ...,f,, méromorphes sur C#, algébriquement indépendantes,
admettant pour périodes un réseau Q de C#, avec A=C5/Q. Soient u,...,u, des
éléments Q-linéairement indépendants de C¥, et soient vy, ...,v,, des nombres com-
plexes Q-linéairement indépendants.

Voici I’hypothése technique :

(15.1) Pour tout >0, il existe Hy>0 tel que pour tout H>H, et tout
Ayseves Ay byy .y hy) dans ZE™(H) vérifiant

= (0] (S0 60
i=1 Jj=1
on a
dist (&, Q) >exp(—H?),
une fois choisie une distance dans C%.
COROLLAIRE 15.2. Soit k un entier positif tel que
gmh > k(m+2gh). (15.3)
Alors k au moins des gmh nombres
Huv), (Isvsg I<ish lsjsm)
sont définis et algébriquement indépendants sur Q.

De la méme maniére qu’au § 13(c), on peut affaiblir I’hypothése (15.1) en demandant
seulement un mesure d’indépendance linéaire des u; et aussi des v;, quitte a imposer
une condition (15.3) légérement plus forte.

(b) Sous-groupes a n-paramétres d’une variété abélienne simple. Dans I'énoncé
(15.2) précédent, quand h=1, on peut remplacer I’hypothése End A=Z par la condition
(plus faible) que A est simple. Donnons 1’énoncé pour les sous-groupes a plusieurs
‘paramétres.

On considére donc une variété abélienne simple A de dimension g définie sur le
corps Q des nombres algébriques, un sous-espace vectoriel V de T4(C) de dimension n
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sur C, et des éléments Q-linéairement indépendants y, ...,y,, de V. On note Q=Ker
€XPa, €t Y=Zy,+...4+Zy,,. Soit K un sous-corps de C, de degré de transcendance ¢ sur
Q, tel que exp, y; € A(K) pour 1sjsm.

On suppose que pour tout >0 il existe Hy>0 tel que pour tout H>H,, pour tout
(hy, ..., h,) EZZ(H) et tout w €Q, la condition

|y y1+...+ Ay ym—o| < exp(—HF)
implique

hnt..+hp,y,=w.

COROLLAIRE 15.4. On a

t+1=mg/n(im+2g).

(c) Démonstrations.

Démonstration du corollaire 15.2. On utilise le théoréme 1.4 pour G=A", avec
d=gh. On prend pour V le sous-espace de dimension 1 de T5(C)=C#" engendré par le
point (uy,...,u,). Pour vérifier I’hypothése (1.5), on utilise la description des sous-
groupes algébriques de G donnée dans [MW2] p. 426.

Démonstration du corollaire 15.4. On va utiliser le théoréme 8.1 avec G=A, d=g.
Comme A est simple, on a évidemment u(V)=g/n. Il reste & vérifier '’hypothese (1.5).

Dans cette hypothése, on a un sous-groupe algébrique H de A, défini par des
équations de degré <M, et un élément y de Y.(M) tel que exp, y ¢ H(C). Donc H*A,
et par conséquent H est fini, avec au plus M éléments, ou ¢ ne dépend pas de M. Alors
I’élément u de T5(C) qui vérifie exp, u € H(C) est de la forme w/s, avec w EQ et SEZ,
Iss<M°, et 'hypothése du corollaire 15.4 donne la minoration voulue de |u—y|.

Si on demandait seulement une mesure d’indépendance linéaire pour yy, ..., y,,, on
trouverait, a I’aide du théoréme 3.1

t+1= (m—2n) g/n(m—2n+2g),

ce qui, pour m=4ng?, redonne le méme résultat.

§ 16. Compléments

(a) Raffinements. On peut apporter quelques améliorations aux résultats précédents.
Ainsi, en écrivant, comme dans [Wa2], le groupe algébrique G sous la forme



292 MICHEL WALDSCHMIDT

G;""’XGIXG2 ol G, est linéaire, on peut remplacer partout dpo par d,+2d,, avec

d;=dim G, et d,=dim G, a condition de disposer d’un lemme de zéros « multihomo-
géne » sous une forme précise analogue a celle donnée dans [MW2] pour le cas
homogéne. De méme on obtient des inégalités plus précises quand on ajoute des
hypothéses de nature arithmétique sur le sous-groupe Y, par exemple YcT4(K), ou sur
le sous-espace vectoriel V, par exemple VcTx(K), en utilisant des lemmes de zéros
avec multiplicité.

On peut aussi améliorer les résultats dans le cas »>0 (i.e. 2nV=+0) en utilisant

mieux les périodes; par exemple, pour n=x=1, on peut montrer d’une part
si 2d0>3(0+d+2d,~ 1), alors t>1,

et d’autre part, sous I’hypothése (1.5),
J(04,...,0,) =2d0((+d+2d,—1)—1

Enfin il n’y a pas de difficulté & démontrer des versions p-adiques de ces différents
résultats, grice a [Bel].

(b) Conjectures. Nous ne cherchons pas ici & formuler les meilleures conjectures
possibles, mais seulement & donner quelques énoncés qui pourraient étre accessible
dans un futur assez proche, compte tenu des méthodes actuellement connues.

On considére un groupe algébrique commutatif connexe G de dimension d, défini
sur un sous-corps K de C de degré de transcendance ¢ sur Q. On écrit G comme
extension d’une variété abélienne A de dimension g=0 par un groupe linéaire L. Sans
perte de pénéralité on peut supposer L déployé sur K: L=L XL, , ol Lu=GZ" est un
groupe unipotent de dimension d,=0, et Lm=an'" est un groupe de type multiplicatif de
dimension d,,=0. Ainsi d=d,+d,,,+g.

Soit V un sous-espace vectoriel de T¢(C) de dimension n sur C, et soit ¥ un sous-
groupe de type fini de V, tel que expg Y=G(K). On suppose que expg V est dense dans
G(C). On note u(Y)=u(Y, V).

COoNJECTURE 16.1. Si du(Y)>mu(Y)+d,,+2g, alors
t+1>du(Y)/(nu(Y)+d,,+2g).

On peut espérer un peu mieux dans le cas ol le sous-groupe a n paramétres expg|y:
V—G(C) admet des périodes. Pour cela notons x=rgz VnKerexpg.
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CONJECTURE 16.2. Sin=10na

t(l——;i>+1 = du(V(nu(Y)+d,, +2g—x).

La quantité d,,+2g, qui remplace I'expression dp des théorémes ci-dessus (ou d;+2d,
dans le (a)) est égale au rang de Q=Kerexpg, et

dn+2g—n=r1rg; QIQANYV,

Les deux conjectures précédentes correspondent a la méthode de Schneider. En
voici deux autres liées a la méthode de Gel’fond-Baker. On désigne par W le plus petit
sous-C-espace vectoriel de T5(C), défini sur K, et contenant Y. Soit n’ la dimension de
W, n=n'=d. On note toyjours u(Y)y=u(Y, V).

CONJECTURE 16.3. Si d>n' et u(Y)>0, alors

t> (d—n") u(D(nu(Y) +d+2g).

Le fait que les conditions d>n’ et u(¥)>0 impliquent >0 a été démontré par Wiistholz
[Wiil.

CoNJECTURE 16.4. Sin=10na

t(l—%) = (d—n") u(Ninu(Y)+d, +2g—x).

On peut espérer des inégalités plus fines en ajoutant des hypothéses, par exemple :

— G défini sur Q,

— pour un sous-groupe algébrique H de G (par exemple H=L), en notant 7: G—G/H la
surjection naturelle, on a moexpa(Y)<(G/H)ors;

ou encore, en supposant G défini sur Q,

— pour un sous-groupe algébrique H de G, défini sur Q, on a Toexps YcG/H(Q),

— pour un sous-groupe Y’ de Y, on a expg Y’ =G(Q),

—— enfin on peut aussi faire intervenir la dimension du plus petit sous-espace vectoriel
de T4(C) sur C, défini sur Q et contenant Y.
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Appendice : Déformation d’un groupe algébrique

par
J. FRESNEL

Université de Bordeaux 1
Talence, France

Soient un groupe R un sous-anneau de C de type fini sur Z, K=FrR le corps des
fractions de R, G un groupe algébrique sur K qui est commutatif, ouvert d’un fermé de
P’,}', @: R—C un homomorphisme et K=Fr (®(R)). On souhaite construire un groupe
algébrique commutatif G sur K, de méme dimension que G, qui soit ouvert d’un fermé
de PY et qui posséde les propriétés supplémentaires suivantes.

Il existe un sous-groupe H du groupe G(K) (le groupe des points rationnels de G
sur K) tel que tout point de H puisse s’écrire sous la forme (ug, Uy, ..., uy) dans P,"é(K)
avec 1;ER et 'un des @(u;) n’est pas nul; de plus (@(t), ..., puy) € GK)=PY(K) et
Papplication (g, uy, ..., u\)—>(@(uy), ..., ¢(uy)) est un homomorphisme. On souhaite en
plus que cette propriété soit valable pour une famille « suffisamment grosse » d’homo-
morphismes @.

En fait ce probléme n’est autre chose que la construction d’une famille de déforma-
tions du groupe G, indexée sur un ouvert Zariski dense de SpR; le groupe G étant
index€ par le point générique de SpR. L’existence d’une famille de déformations, ou
encore I’existence d’un schéma en groupes sur un ouvert dense de Zariski de Sp R dont
la fibre générique est G est bien connue (EGA, Chapitre IV); il suffit donc d’utiliser ces
résultats, de les interpréter et de les adapter au « probléme de la transcendance ».

1. Définition de la déformation

(On peut consulter Hartshorne p. 89, EGA Chapitres 1, 2.5 p. 103, 3.6 p. 117, 3.7.3 p.
119.) Soient ¢: X—S un morphisme entre deux schémas, s€ S, k(s)g@s,slﬂﬁs le corps
résiduel de s et Sp k(s)— S le morphisme canonique. La fibre du morphisme ¢ au point s
est le schéma %s‘f% X s Sp k(s); ¢’est donc un schéma sur le corps k(s). L’espace X est
canoniquement homéomorphe 2 ¢~!(s), muni de la topologie induite par X.

Considérons le cas ol S=SpR avec R noethérien intégre. Soient n€ S le point
générique de S et X une variété algébrique sur K=FrR=k(n). On appelle famille de
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déformations de X tout schéma ¢:X—S tel que X,=X; les autres fibres X, s€S
s’appellent les déformations de X.

2. Existence de la déformation

Ce qui suit n’est autre chose qu’un ensemble de résultats qui se trouvent dans EGA,
Chapitre IV.

TutoriME 1 (EGA, Chapitre IV). Soient R un anneau noethérien intégre,
K=Fr(R), G—"%G,ﬂPﬁ trois variétés algébriques réduites, Py=ProjK[X,, ..., X] est
Uespace projectif de dimension N, a est une immersion ouverte dominante, 3 est une
immersion fermée; en plus G est un groupe algébrique commutatif, connexe,
régulier. Alors il existe fER—{0}, &, & des schémas plats sur Sfie:fSpR[l/f], et des
morphismes a: &—&,, b: @5,—>P%[W]=Proj RIVf1[X,, ..., X\] avec les propriétés sui-
vantes.

; (1) & est un schéma en groupes commutatifs, a est une immersion ouverte
dominante, b est une immersion fermée; en particulier &; est un groupe algébrique
commutatif sur k(s) pour tout s€Sy.

(2) Soit n le point générique de Sy, alors 8,=G, &,,=G,, a,=a, b,=p.

(3) Pour tout s€S; a;& -G est une immersion ouverte dominante,
b,: &, ,—Py,, est une immersion fermée.

(4) Pour tout s€ Sy, le groupe algébrique &, est géométriquement régulier.

(5) Pour tout s€S,, chaque composante connexe de &, a méme dimension que
§,=G.

(6) Le nombre géométrique de composantes connexes de &; est le nombre
géométrique de composantes connexes de &,~G, pour tout s € S.

() Si PQ[W]:ProjR[l/f] [Xy, ..., Xy), alors il existe i, 0<i<N, tel que D_ (X)n®;
soit dense dans ®&; pour tout s € Sy (®; est identifie a ¢~ '(s)c® selon 1).

Démonstration. On feuillette EGA, Chapitre IV.

L’existence de &, &, a, b avec &,=G, &,,=G}, a,=a, b,=p est le théoréme
8.8.2, Chapitre 1V, p. 28. La platitude de &, &, est le théoréme 6.9.1, Chapitre 1V, p.
153. Que & soit un schéma en groupes commutatifs est le Scholie 8.8.3 p. 33-34. Le ’
théoréme 8.10.5, Chapitre IV, p. 37 montre que a est une immersion ouverte dominante
et b une immersion fermée. Par le corollaire 9.9.5, Chapitre IV, p. 94 on a @
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(géométriquement) régulier. Le corollaire 9.5.6, Chapitre IV p. 69 montre 5), et la
proposition 9.7.8, Chapitre 1V, p. 82 montre 6).

Comme &, =G est connexe, on peut supposer (quitte a changer les indices) que
D (Xo)n&,+0, donc que D,(Xop)N®, est dense dans &,;; il suit de la proposition
9.5.3, Chapitre IV, p. 67 que D . (Xy) N &, est dense dans &,.

Remargue. Si on change f en fi=fh, avec h€ R—{0}, les schémas & xsfol,
©, x Sfo] , €t les morphismes qui s’en déduisent satisfont le théoréme 1 (en remplagant

Sfpar f1). Le schéma & est « unique »; i.e. si & et &’ conviennent, il existe S’ ouvert
non vide de SpR avec GxS§'=®'xS’.

Remarque. Si G est une variété abélienne (resp. affine), on peut choisir & abélien
(resp. affine) et les &, seront abéliens (resp. affines).

Si Gy—G,—G5 est une suite exacte de groupes algébriques alors il existe une
suite exacte de schémas en groupes &;—®,—®; et I’on a aussi les suites exactes
@ls_)@‘ls_)@lt‘

3. Le groupe des « points rationnels »

3.1. Le groupe des points rationnels d’un groupe algébrique. Soient G un groupe
algébrique sur un corps L, G(L) le sous-ensemble des points de G rationnels sur L;
comme les points de G'x G rationnels sur L s’identifient canoniquement 2 G(L)XG(L), il
suit que la structure de groupe algébrique G induit sur I’ensemble G(L) une structure de
groupe (au sens ordinaire).

On peut interpréter un point rationnel comme la donnée d’un morphisme
0:SpL={&}—G par p—0(&§) EG(L). Soient g,, 0, deux tels morphismes, p;, p» les
projections canoniques de GXG sur G, 8 I'unique morphisme tel que p,009=p;, et m la

- multiplication :

G
Q1 T 1
SpL 9 __.6xG m G
\l P2
02 P

Alors on vérifie immédiatement que mo0(&)=m(o,(£), 0,(8). Ainsi donc le groupe
G(L) est aussi '’ensemble des morphismes ¢: SpL—G muni de I'opération g,%0,=
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mo@. C’est cette interprétation qui permet de définir les « points rationnels » d’un
schéma en groupes.

3.2. Le groupe des « points rationnels » d’'un schéma en groupes. Soient R un
anneau noethérien intégre, ¢: ®—S=Sp R un schéma en groupes de type fini sur S.
Soit &(R) I’ensemble des morphismes g: SpR—®; en particulier le morphisme
« élément neutre » e: SpR—® est élément de G(R). Montrons que la structure de
schéma en groupes induit sur &(R) une structure de groupe (au sens ordinaire). Si ¢ est

. . ) def .
I’'unique morphisme de Sp L dans & x® tel que p;00=g;, on définit g, %p,=ue 6 ol u
est le morphisme multiplication :

SpL —Ex® ©

11 est facile de vérifier que (S(R), %) est un groupe (au sens ordinaire), e est I’élément
neutre, et iop est I'inverse de o si i: & —® est le morphisme « inversion ».

PRroOPOSITION 2. Soient R un anneau noethérien intégre, & un schéma en groupes
plat, de type fini sur S=SpR. Soient s€S, 0 €EG(R), i.e. 0:SpR— un morphisme,
05: Spk(s)—>®, le morphisme induit, alors 0. 8(R)— 8 (k(s)) défini par 0,(0)=0; est
un homomorphisme. Soit 1 le point générique de S, alors 0,: 8(R)—&,(k(n)) est
injectif. Ainsi il existe un homomorphisme 0;: 0,(B(R))— S (k(s)) tel que d6,0,)=0;
pour tout ¢ € B(R).

3.3. Les « points rationnels » de Py. Soient g: SpR—)Pg=ProjR[XO,...,XN] un
morphisme, K=Fr(R), o, SpK—P¥, on a Q”(E)EP’,}’(K). La proposition qui suit

montre 4 quelle condition un point de PY(K) définit un morphisme o: Sp R—Py.

ProroSITION 3. Soient R un anneau noethérien intégre, K=Fr(R),
P}Y:ProjR[Xo, v X)) x=(x, ...,xN)EP’,}’(K), n le point générique de S=SpR. Alors
les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) Il existe un morphisme o: SpR—>P§ tel que 9,(&)=(x, ..., xy), ou {€}=SpK.

(ii) Pour tout p €ESpR il existe uy(p), ..., un(p) dans R avec x=(u(p), ..., un(p)), et
l'un des u p) n’appartient pas a p.

(i) Pour 0<i<N, soit A,;={dER|dx;Ex;R, 0<j<N}. Alors LY U.=R.
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Si ces conditions sont réalisées, le morphisme @ est unique. Si sSESpR, on a
x=Uy(D,), ..., Un(D))), U(PJER, et v (b)&ps, et alors o(EN=(We(Dy), ..., upb,), OB
{&'}=Spk(s), et vp,) est I'image de v(p,) dans k(s).

ProPOSITION 4. Soient R un anneau noethérien intégre, & et &, des schémas
plats de type fini sur S=SpR, a:&—®, une immersion ouverte, B: & —PY une
immersion fermée, y=oa, G(R) (resp. PQ(R)) I'ensemble des « points rationnels » de
& (resp. PY). Soit 0 EPY(R); alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) Il existe 02 €G(R) tel que @,=y,©0,, ou n est le point générique de S, ¢,
(resp. vy, 02,) est le morphisme induit par o (resp. y, 0,).

(ii) Pour tout s€S il existe 1 € & (k(s)) tel que y;0yp=g;.

Démonstration. (i) implique (ii) est immédiat, il suffit de prendre yY=g,,. (ii)
implique (i). On considére le diagramme commutatif, ou u, v, w sont les projections
canoniques :

SpR
“] G/w
(&) = Spk(s) }
G

/

I
Pi

On a u(&)=s, ainsi gou(§)=yovoy(§), ce qui veut dire que o(s)€E€y(®); ainsi
o(SpR)cy(®). En particulier o(SpR)cB(®,). Comme R est intégre il existe
01: SpR—®, tel que Bog;=g. Comme & est ouvert dans &, et que ¢,(SpR)=S, il
existe un morphisme g,: SpR—® tel que aog,=0,, ce qui montre yog,=g.

Remarque. Conservons les hypothéses de la proposition 4 en identifiant &, 4 une
partie de PkN(s) pour s €S (et donc &,(k(s)) a une partie de Pﬂs)(k(s))), on peut traduire la
proposition 4 en termes plus concrets.

Soit x=(x,, ..., x)) € Pk(”,(k(n))=P’,¥(K) qui'provient d’un élément de Pg(R) (propo-
sition 3). Alors on a équivalence entre (i) et (ii) :

(i) le point x provient d’un élément de G(R),

(i) pour tout premier p (correspondant & s€S) on a

(uo(p) uN(p)) €EG (k(S)) < Pk(s)(k(s))

ou x=(ug(p), ..., un{(p)) est une &écriture de x satisfaisant (ii) de la proposition 3.



300 MICHEL WALDSCHMIDT

4. Application a « la transcendance »

PRrOPOSITION 5. Soient R un sous-anneau de C de type fini sur Z, K=FrRcC, G
un groupe algébrique commutatif connexe sur K de dimension d qui est ouvert dense
d’un fermé G, de P{=Proj K[X,, ..., Xy]. On peut supposer que D _(X))NG est dense
dans G et que (X\/Xo)lgap, x> > X/ Xo)

Gnp,x, Sont algébriquement indépendantes

sur K. Enfin soient G(K) le groupe des points de G rationnels sur K, et xy, ..., x,€ G(K).
Alors il existe a€R—{0} avec les propriétés suivantes.
(1) Pour tout homomorphisme @:R—C tel que @(a)*+0, il existe un groupe

© Fr(@(R)) de dimension d. C’est un ouvert dense d’un fermé

algébrique G, sur k(p)
de Pﬁ@, D, (X)NG, est dense dans G, et les fonctions X\/X,, ..., X /X, restreintes a
G, ND_(X,) sont algébriquement indépendantes sur k(g). Si ker =0 (i.e. k(p)=K), on
a G,=G.

(2) Soit H le sous-ensemble des points x de G(K)cPY(K) possédant la pro-
priété suivante : pour tout homomorphisme @:R—C avec @(a)*0, il existe

Uo(@)s ..., unM@) ER, ig=io(g) avec @(u,;(¢))+0,
x=(Uy(@), ..., up(@)) (dans PY(K)), *)

enfin I'élément (@(ug(@)), ..., p(un(p)) ne dépend pas de la représentation (*), on le
note e4(x). Alors H est un sous-groupe de G(K) qui contient x,...,x, et pour tout
¢:R—C avec @(a)+0 [l'application &, H->G(k(g)) est un homomorphisme de
groupes.

Démonstration. Comme K est de caractéristique nulle, le groupe algébrique G est
régulier (Mumford, p. 101), ainsi on est dansles conditions d’application du théoréme 1.
Il existe fER—{0}, & un schéma en groupes plat sur S/=SpR[1/f] avec toutes les
propriétés du théoréme.

Le point x;€EG(K) définit un morphisme «;:SpK={f}—>G par
a&)=x,€G(K)=PY(K) (voir §3.1). Il existe f;ER—{0} et un morphisme
0;: SpR[1/ff]—-© xSfofi tel que g, =a;, ol Sffi=SpR[l/ff,.] et 77 est le point générique
de S=SpR (EGA, Chapitre 1V, Théoréme 8.8.2, p. 28).

On sait que D, (X))NG, est un ouvert affine et que la K-algebre (O’G'(Gl nD, (X))

est engendrée par

XX 6,0, 0+ KXl
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On a d=dim G=dim G, et D_(X,) NG, dense dans G;, donc d=dim D (Xy) N G;. Ainsi
on peut supposer que '

(XI/XO)‘G| nND_ (X2 "> (Xd/XO)‘Gl ﬂD+(X0)

sont algébriquement libres sur K, et que (X/Xy)|g 1p,«x, €St algébriquement li€ a

(Xl/Xo)lGl D, (Xg)2 > (Xd/XO)IG‘ nD,(Xy*

Ainsi il existe f,€ R~{0} tel que (X/X)|g np, x, Soit entier sur le sous-anneau de

0 (G,ND,(X,) engendré par

X/ XlG,np, 00 - XXM b, ixy

sur R[1/ff,]. 1 suit de la platitude de &, sur Sf=Sp R[1/f] que (X,./XO)|@10 D,x, €St entier

sur le sous-anneau de
@@1(@, ND,(Xy) ® gy R[]
engendré par

X /XD, 0, xyr -+ XXl 0p.xy €t RUFI® R{UAF).

Soit a=ff, f, ... f; ; quitte & changer & en & xsfSa avec S,=SpR[l/a], on peut

supposer que & est un schéma en groupes plat sur S, qui satisfait les propriétés du
théoréme 1. En plus il existe g;: S,—® tel que 0;,(8)=x; ot {£}=SpK, 7 est le point
générique de S,. Ensuite (X/Xyl p,x, €st entier sur le sous-anneau de

@@,(@51 nD,(X,) engendré par

(XI/X0)|(31ﬁD+(XO)’ ey (Xd/XO)|GilnD+(X0)
et R[1/a]. 1! suit facilement de cela que

(XI/XO)I@SOD+(X0)’ ey (Xd/XO)l(SﬁInDJXO)

sont algébriquement indépendants sur (s) et que (X;/Xy)|g p,(x, €St entier sur la sous-

k(s)-algebre de Oy (&, nD_ (X,)) engendrée par

(XI/XO)I@JQD+(XO)’ L (Xd/X0)|GanD+(XO}’
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pour tout s€S,; il suffit d’utiliser le fait que D, (Xp)N®; est dense dans &, que &,
est dense dans ®&; et que d=dim &,=dim &, (théoreme 1).

Tout homomorphisme @: R—C définit I'idéal premier p=ker¢ de R; comme le
degré de transcendance de C sur Q est infini, tout idéal premier de R est le noyau d’un
homomorphisme ¢:R—C. Deux homomorphismes g, et g, peuvent avoir méme
noyau, mais dans ce cas k(o;)=k(g,). Enfin si s=ker @ on a k(s)=k(@)=Fr (p(R)).

On pose alors G¢£f©s, en particulier G,=®, =G si kerp={0}.

Ensuite la proposition 4 et la remarque qui la suit montrent que H n’est autre chose
que 'image du groupe G(R[1/a]) dans &, (k(7))=G(K) et que £,=0, si s=ker ¢ (propo-
sition 2). Par ce qui précéde on a gy, ..., 0,€ &(R[1/a]), donc x, ..., x,EH.

Remarque. Si on le souhaite on peut décrire les homomorphismes ¢: R—C tels que
@(a)+0. Supposons R=Z[6,,...,0,][6,..] avec 8, ..., 0, algébriquement indépendants
sur Q, et 8,,, algébrique sur Q(0,, ..., 0,); alors 8,, satisfait une relation de la forme

ugtu, 0, +...+u, 07 ,=0 avec u,€Z[0,,...,0] et uyu,+0. De méme a satisfait une
relation vy+v,a+...+v,.a™=0 avec v,€Z[0,,...,0,] et v,v,,+0. Soient 6,,...,0,EC
tels que wyu,, v, vm,(él, vees 0-,)#0, alors il existe un homomorphisme @: R—C tel que

@(0)=6; pour 1<i<t et @(a)+0 (en général cet homomorphisme n’est pas unique).
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