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w 1. Introduction 

O n  c o n s i d ~ r e  un  s o u s - c o r p s  K de  C, de  degr6  de  t r a n s c e n d a n c e  t ~ 0  sur  Q, e t  un  g r o u p e  

a l g 6 b r i q u e  c o m m u t a t i f  c o n n e x e  G de  d i m e n s i o n  d > l  d6fini  sur  K.  On  no t e  TG(C) 

l ' e s p a c e  t a n g e n t  ~ l ' o r i g i n e  de  G(C),  e x p c  : TG(C)-~G(C) l ' a p p l i c a t i o n  e x p o n e n t i e l l e  

d e  G(C) ,  e t  ~ le n o y a u  de  expG. Soi t  V un  s o u s - e s p a c e  vec to r i e l  de  TG(C) de  

d i m e n s i o n  n su r  C,  avec  l<~n<d, tel  que  expG V soi t  d e n s e  p o u r  la t opo log i e  de  Z a r i sk i  

d a n s  G(C) .  O n  n o t e  x = r g z  Q fl V, off rgz  d6s igne  le rang  sur  Z. On  d6fini t  e = e ( G )  p a r  : 

e =  1 si G es t  l in6a i re ,  e t  e = 2  s inon .  A ins i  x~<en. 
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Soit Y=Zyl+. . .+Zy , ,  un sous-groupe de type fini de V de rang m sur Z, tel que 

F = e x p c  Y soit contenu dans G(K). On d6signe par / '  le rang de F sur Z, de sorte que 

m - e = r g z  f l n  Yet  0<~m-e~<u. 

Si on choisit une base vl . . . . .  on de V sur C, si ~:  Cn--->Tc(C) d6signe l 'application 

lin6aire associ6e : 
n 

~(Zl, .-., Zn) = E ZvVv' 
v = l  

et enfin si on pose ~ - l (y j )=u j=(u j l ,  ..., uj,,), (l~<j~<m), on voit que la situation 6tudi6e 

est celle d 'un  sous-groupe h n-param~tres qg=exp60 ~ de G(C) dont l 'image est dense 

dans G(C), et dont les valeurs 

( 
rp(ui)=exPak~=l uj~v~ , (I <~j<~m) 

en des points Ul . . . . .  u m Q-lin6airement ind6pendants de C n sont dans G(K). 

On cherche h minorer t en fonction de n, e, d et u. Commenqons par regarder le cas 

n = l .  

(a) Sous-groupes ~ un paramOtre. Quand n = l ,  on a V=Cv, avec vE TG(C), v+0, 

et l 'hypoth~se que expc  V e s t  dense dans G(C) signifie que pour tout sous-groupe 

alg6brique H de G, avec H~:G, on a v ~ Tz-/(C). 

L a  m6thode de transcendance de Schneider [Wal] w 4.2 permet de montrer : 

si (e+~)d>e+dQ,  alors t > 0 .  

Quand on utilise, de plus, le crit~re de Gel ' fond [Br] et un lemme de z6ros de Masser et 

Wiastholz [MWl],  on obtient (cf. [Wa2], (5.7)) : 

si if+u) d >I 2ff+dp), alors t > 1. 

Cet 6nonc6 g6n6ralise des r6sultats d ' ind6pendance alg6brique sur les valeurs de la 

fonction exponentielle (Gel 'fond, Shmelev, Tijdeman, Brownawell . . . .  ) et de fonctions 

elliptiques (Brownawell-Kubota, Shmelev, Masser-Wi~stholz . . . .  ); cf. [Wa4] w I1 et 13. 

D'apr6s la conjecture (6.9) de [Wa2], on devrait avoir : 

si (e+x)d>e+dQ,  alors t + l  > (e+~t)d/(e+dQ). (1.1) 

Philippon a d6j~t obtenu l'in6galit6 

t+ I >! ((+~t) d/ff+dq) (I .2) 
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dans plusieurs cas particuliers : d'abord quand G est une vari6t6 ab61ienne, moyennant 

une hypoth6se sur Faction des endomorphismes [P2, P3], puis quand G est un groupe 

lin6aire [P4] (l'hypoth~se que G est lin6aire lui permet d'utiliser un r6sultat de Tijdeman 

- -  cf. [Br] - -  sur les petites valeurs de polynfmes exponentiels). L'outil principal de 

Philippon est son tr6s bon crit6re d'ind6pendance alg6brique (voir ci-dessous w 2). 

lci, nous 6tablirons (1.2) pour un groupe alg6brique commutatif G quelconque, 

mais avec une hypoth~se technique suppl6mentaire. Dans la deuxi~me partie de ce 

travail, nous verrons plusieurs exemples ofa cette hypoth~se prend une forme famili~re. 

Par exemple dans le cas lin6aire, elle se r6duit ~ des mesures d'ind6pendance lin6aire 

qui apparaissent dans tout les travaux sur cette question [Br, P4, Wa4]. 

(b) Sous-groupes gt plusieurs paramktres. Dans le cas n> l ,  on peut avoir t=0 sans 

que m e t  d soient born6s en fonction de n (cf. [Wa2] w 1). Mais on obtient une situation 

analogue ~t celle du cas n = l  si on remplace le nombre m=rgz Y par le coefficient de 

Dirichlet g6n6ralis6 [Wal] w 1.3 : 

#(Y, V) = min {(rg z Y/Yn W)/dim c V/W}, 
w 

oO W d6crit les sous-espaces vectoriels de V sur C avec W+V, et dimc d6signe la 

dimension d 'un C-espace vectoriel. On a 6videmment /t( Y, V)<,m/n, et si n = l  on a 

/~(Y, Vl=m. 
On d6duit de [Wa2], en posant ~(Y)=p(Y, V) : 

et 
si dkt( Y) > nl~( Y) + do -u ,  alor s t > 0 ,  

si d/u(Y)>,2(n#(Y)+do-~r alors t> 1. 

Notre but est d'6tablir l'in6galit6 : 

t+ 1 >I dt~( Y)l( n/l( Y) + d ~ -  ~). (1.3) 

Quand n= 1, on retrouve (1.2) en appliquant (1.3) ~ I 7"= Y+Vn f~, avec/~(lT')=e+x, et 

exp~ I?=expc Y=F~G(K). 

Pour 6tablir (1.3), la mEthode que nous utiliserons n6cessite une hypoth6se tech- 

nique (cf. w 9) qu'il est plus facile de v6rifier quand G est d6fini sur le corps 0 des 

nombres alg6briques. Donnons-en d6jh un exemple. 

(c) Un corollaire du th~or~me principal. Le th6or~me principal est 6nonc6 au w 3. 

Mais en voici d6jh une cons6quence. 
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On plonge G comme sous-varirt6 quasi-projective d'un espace projectif PN sur K, 

et on dira, suivant [MW2], qu'un sous-groupe alg6brique H de G peut 6tre d6fini par 

des 6quations de degr6 <~M s'il existe des hypersurfaces Z1 .. . . .  Zk de PN, de degr6s 

~<M, telles que 

H =  GNZI N... NZk. 

D'autre part, quand F=Z71+...+ZTe est un Z-module de type fini muni d'un 

syst6me g6n6rateur (71 . . . . .  70, on note, pour M r6el positif, 

F(M)= {h~y~+...+heye; (hi . . . . .  he)EZ e, O<<.hj<<.M, 1 <.j<~Q, 

et 

F_+(M) = {h, yl+. . .  +heye; (h, . . . . .  he) ~ z e, Ih l ~ M, 1 ~<j ~< C}. 

Par exemple on notera 

Z~(M) = {(h I . . . . .  he)EZe; [hj[<<.M, I <.j<~Q. 

Enfin on choisit une norme sur To(C). 

THI~OR~ME 1.4. On suppose que G est dOfini sur Q N K. On suppose aussi que pour 

tout e>0, il existe Mo>0 tel que pour tout M>~Mo, pour tout sous-groupe algdbrique H 

de G dOfini par des Oquations de degrd ~M,  pour tout y E Y+_(M) vOrifiant 

expG YCH(C), et pour tout u E To(C) vOrifiant expcu EH(C), on a 

]u-y[ >i exp (-Mr). (1.5) 

Alors 

t+ 1 >I dp(Y) / (np(Y)+do-z) .  

d~monstration. L'outil essentiel de la d6monstration est le (d) Principe de la 

critrre d'indrpendance algrbrique obtenu rrcemment par Philippon [P4]. Nous l'utili- 

sons sous la forme suivante : le coefficient J(01 . . . . .  Or) introduit dans [WZ], et associ6 

un point (01 . . . . .  Or) de C t, est major6 par t+ 1 (cf. w 2 ci-dessous). 

Comme cela est expliqu6 dans [Br, MW2, P4, Wa4] (textes auxquels nous ren- 

voyons pour une description des diffrrentes m6thodes d'indrpendance alg6brique, ainsi 

que pour des r6frrences bibliographiques), les seuls rrsultats que l'on connaissait 

jusqu'h un temps rrcent sur l 'indrpendance algrbrique et les grands degrrs de transcen- 
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dance concernaient la fonction exponentielle usuelle en une variable (Chudnovsky, 

Warkentin, Philippon-Reyssat, Endell, Brownawell, Nesterenko). La principale diffi- 

cult6 pour g6n6raliser la m6thode ~t d'autres groupes alg6briques vient de ce que l'on ne 

connait pas de ,, lemme de petites valeurs ~ pour un sous-groupe F=Z7~ +... +Z7e de 

G(C). 

Rappelons que, dans le jargon des sp6cialistes, un lemme de zOros (cf. [MWl]) est 

une minoration du degr6 des hypersurfaces de l'espace PN (dans lequel est plong6 G) 

qui contiennent F(S), mais qui ne contiennent pas G. Un lernme de petites valeurs 

permettrait, pour une hypersurface Z de degr6 inf6rieur h cette borne, de trouver un 

point ~ de F(S) qui soit ~ loin ~ de Z. 

Une telle estimation n'est connue que pour les polyn6mes exponentiels en une 

variable (Gel'fond, Mahler, Tijdeman; cf. [Br]). Elle intervient lorsqu'on utilise le 

crit~re d'ind6pendance alg6brique de Chudnovsky-Reyssat : on dolt construire une 

suite de polyn6mes de Z[X~ . . . . .  Xt] prenant en un point fix6 (01 .. . . .  Or) de C t une 

valeur qui soit petite, mais pas trop petite; c'est la minoration de cette valeur qui est la 

source de nos probl~mes. 

Plusieurs m6thodes ont 6t6 61abor6es ces derni~res ann6es pour surmonter cette 

difficult6. Dans [MW2], Masser et Wtistholz utilisent une version effective du th6or~me 

des z6ros de Hilbert qu'ils combinent avec un raffinement de leur lemme de z6ros de 

[MW1] pour remplacer le lemme de petites valeurs dans le cas d'un produit de courbes 

elliptiques. I1 leur faut aussi une description tr~s pr6cise des sous-groupes alg6briques, 

et dans ce but ils apportent un raffinement quantitatif au th6or~me de Kolchin. Cela 

r6duit s6rieusement le champ d'application de la m6thode. De plus, dans l'estimation 

finale, outre un terme en 2 t qui provient du NuUstellensatz (et dont on peut esp6rer 

qu'il puisse ~tre remplac6 par t+ 1), un terme parasite, lin6aire en t, provient d'estima- 

tions techniques concernant les composantes primaires d'id6aux dans des anneaux de 

polyn6mes. 

La premiere m6thode ayant conduit, dans le pr6sent contexte, h de bonnes 

estimations pour les grands degr6s de transcendance dans la m6thode de Schneider 

(c'est-h-dire ~ des minorations lin6aires, alors que les pr6c6dentes 6taient logarith- 

miques) est celle de Philippon [P2, P3]. Dans son crit~re d'ind6pendance alg6brique, au 

lieu de consid6rer une suite de polyn6mes, il prend une suite d'id6aux. Comme dans les 

travaux de Masser et Wiistholz, l'outil essentiel est l'alg~bre commutative, introduite 

dans ce sujet par Nesterenko. Les premiers crit~res de Philippon l'obligeaient ~t 

travailler avec des vari6t6s ab61iennes. Son crit~re r6cent [P4], plus g6n6ral, lui permet 

de traiter aussi les groupes alg6briques lin6aires. I1 a ainsi obtenu les meilleurs r6sultats 
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qu'on puisse esp6rer, dans l'6tat actuel de la th6orie, sur l'ind6pendance alg6brique des 

valeurs de la fonction exponentielle en une variable [P4]. 

Voici comment nous allons proc6der pour ne pas utiliser de lemme de petites 

valeurs. Quand on regarde les d6monstrations de grands degr6s de transcendance pour 

la fonction exponentielle [Br], on constate que ce lemme sert de la mani~re suivante : si 

on perturbe un peu un syst~me g6n6rateur de K sur Q, et si ~7 d6signe le point obtenu 

partir de y (qui 6tait ~, loin >, de l'hypersurface Z) par cette d6formation, alors ~7 

n'appartient pas ~ Z. 

Ici, nous demanderons seulement que, pour route petite perturbation du syst~me 

g6n6rateur, il existe un point de F(S), (d6pendant de la perturbation), qui ne soit pas sur 

Z. Le coefficient J(01 .. . . .  Or) de [P4] et [WZ] est pr6cis6ment adapt6 h cette situation. 

Et on v6rifie l'hypoth~se que Z ne contient pas F(S) en utilisant le lemme de z6ros 

raffin6 de [MW2]; mais c'est 1~ qu'intervient l'hypoth~se technique ind6sirable de nos 

6nonc6s. 

Nous donnerons une s6rie de corollaires des r6sultats sur les groupes alg6briques. 

Nous ne chercherons pas des 6nonc6s g6n6raux, mais au contraire des exemples 

concrets, dans lesquels nous montrerons que l'hypoth6se technique prend une forme 

natureUe. Pour un apergu historique du sujet, nous renvoyons ~ [Wa4]. 

(e) Voici le plan de ce travail. Nous commengons par donner l'6nonc6 du crit~re 

d'ind6pendance alg6brique de Philippon (w 2), qui fait intervenir le coefficient J men- 

tionn6 plus haut. Puis nous 6nonqons le th6or~me principal (w 3) oO nous supposons G 

d6fini sur 0- Nous construisons ensuite une fonction auxiliaire (w 4). Pour utiliser la 

d6finition de J, nous sommes amen6 ~t faire subir des petites perturbations ~t Yl . . . . .  Ym 

(w 5). Nous compl6tons la d6monstration du th6or6me principal au w 6, et celle du 

th6or~me 1.4 au w 7. Puis nous donnons une variante du th6or6me 1.4 (w 8). 

Nous g6n6ralisons ensuite le th6or~me principal au cas o~ G n'est plus d6fini sur 0 

(w 9). La d6monstration (w 11) utilise une d6formation du groupe alg6brique G dont la 

construction est expos6e au w 10. 

Dans la deuxi~me partie de ce texte, nous donnons des corollaires, en commen~ant 

par la fonction exponentielle usuelle (w 12). Notons ( .,. ) le produit scalaire usuel dans 
C n : 

<(Ul . . . . .  Un),  (O1 . . . . .  Vn) > = U 1 Vl '~- . . . -[-Un U n. 

Sous des hypotheses que nous allons expliciter, nous montrons que si 

X=Zx1+. . .+ZXd et Y = Z y l + . . . + Z y  m 
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sont des sous-groupes de C" de rangs d et m respectivement, 

transcendance t du corps engendr6 sur Q par les nombres 

v6rifie 

alors le degr6 de 

exp (x ,y) ,  (xCX,  y ~ Y )  

t+ 1 >I md/n(m+d).  

Quand n= 1 on retrouve un r6sultat r~cent de Philippon [P4]. 

On prend ensuite (w 13) une fonction elliptique ~ d'invariantj alg6brique. Quand 

n'a pas de multiplication complexe, sous les m~mes hypotheses que dans le cas 

exponentiel, le degr6 de transcendance t du corps engendr6 par les nombres ~(x, y) ,  

pour x EX, y E Yet  (x, y) non p61e de ~, v6rifie 

t + I >I md/n(m+2d).  

On donne aussi des variantes de cet 6none6 quandj  est trancendant, ou quand ~ admet 

des multiplications complexes. On consid~re 6galement l'ind6pendance alg6brique de 

nombres de la forme ~,{vj), quand ~ .. . . .  ~d sont diff6rentes fonctions elliptiques, et 

v~ . . . . .  vm des nombres complexes. 

L'6nonc6 suivant (w 14) porte sur des nombres de la forme 

a ( v -  u) e r ~ o(u), 

quand ~(u) et ~(v) sont alg6briques. 

Enfin au w I5 on consid~re des fonctions ab61iennes. On prend d'abord une vari6t6 

ab61ienne A telle que EndA=Z,  de dimension g~>l, on note f l  . . . . .  fe  des fonctions 

ab61iennes, m6romorphes sur C e, alg6briquement ind6pendantes, associ6es ~t A, et on 

donne un r6sultat d'ind6pendance alg6brique pour des nombres de la forme f.(uv), 

(l<~i<~g, u E C g, v E C). On donne aussi un 6none6 pour un sous-groupe a n-param~tres 

d 'une vari6t6 ab61ienne simple. 

Pour terminer nous indiquons bri~vement quelques r6sultats compl6mentaires et 

nous proposons plusieurs conjectures (w 16). 

w 2. Le crit~re d'ind6pendance alg6brique de Philippon 

Etant donn6 un polyn6me P EZ[XI . . . . .  Xt], P~=0, on note d(P) le maximum de ses 

degr6s partiels, H(P)  sa hauteur (maximum des valeurs absolues de ses coefficients), et 

t(P) = max ( 1 + d(P), log H(P)}.  
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Soient 01 . . . . .  Ot des nombres  complexes.  On d6signe par A(01 . . . . .  Ot) l 'ensemble des 

nombres  q >  1 ayant  la propri6t6 suivants : il existe To>0 tel que pour tout T >To et tout 

([91 . . . . .  0 t )  C C t v6rifiant 

max 1O~ - 0~1 < exp ( - 2 T~), (2.1) 
l ~ r ~ t  

il existe un po lyn6me P E Z [ X  1 . . . . .  Xt] v6rifiant t(P)<~T et 

0 < IP(01 . . . . .  6t)l < exp ( -  Tq). 

On note  ensuite J(01 . . . . .  0t) la borne sup6rieure cet ensemble A(01 . . . . .  Ot) s'il est 

non vide, avec J(01 . . . . .  Or) = 1 si A(01 . . . . .  Ot) est vide. 

L '6nonc6  suivant, conjectur6 dans [WZ], est une cons6quence du crit6re de 

Philippon dans [P4] : 

THI~OR~ME 2.2 (Philippon). P o u r  tou t  (01 . . . . .  Or) E C t, on a 

J(O~ . . . . .  0,) <~ t+ 1. 

On peut  aussi penser  que J(01 . . . . .  0t )= t+  1 pour  presque tout (01 . . . . .  Or) E C t, c'est-~- 

dire en dehors  d 'un  ensemble de mesure nulle. D 'un autre c6t6 il existe des nombres 

complexes  01 . . . . .  Or, alg6briquement ind6pendants,  tels que J(Ol . . . . .  Or)= 1 (cf. [WZ] 

lemme 4.1). Ainsi une minoration de J=J(01  . . . . .  Or) contient plus d ' informations 

qu 'une  simple minorat ion du degr6 de t ranscendance.  N6anmoins pour obtenir  des 

6nonc6s effectifs d 'approximat ion  simultan6e dans le cas alg6brique (FoG(Q)) ,  la 

m6thode indiqu6e au w 6 d de [Wa2] est plus efficace puisqu'elle ne n6cessite aucune 

hypoth~se parasite analogue ~ (1.5). 

w 3. Le th6or~me principal 

Nous  adoptons  les notations du w 1, mais nous supposons ici que le groupe alg6brique G 

est d6fini sur K N Q. 

On dispose donc d 'un  sous-groupe Y=Zyl+ . . .+Zym de type fini de VcT~(C) ,  

avec F = e x p a ( Y ) c G ( K ) .  Le  rang sur Z de Ynf2 est m-e .  On supposera que 

Ye+ ~ . . . . .  Ym appart iennent  ~ Q = K e r  expa.  

TH~OR~ME 3.1. So i t  (01 . . . . .  Or) une base  de t r a n s c e n d a n c e  de K sur  Q, e t  soi t  

~ > 0 .  S u p p o s o n s  
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J(01 . . . . .  Or) < (dp+ x ) /n~+o) .  

Alors il existe un r~el e>0, deux entiers el et d~ v&ifiant 

O<<-f~ <-f, l <-d~ <-d, fl/dl <P,  

et il existe une infinitO d'entiers M > 0  ayant la propri~tO suivante : il existe un sous- 

groupe algObrique H de G, de dimension <-d-d1, d~fini par des Oquations de degr~ 

<~M, il existe des MOments h ~ . . . . .  h r de Ze_+(M), tin~airement indkpendants sur Z, et 

enfin des ~lOments Yl . . . . .  Ye de Ta(C), avec 

max [yFyjl < exp (-M~), 

tels que 
r 

expa E hJ~)37jEH(C) pour 1 <~s<~f-f,. 
j=l  

Le param6tre p n 'es t  pas li6 directement au coefficient p(Y)=/~(Y, V) du w 1, mais 

plut6t au coefficient/~(F, G) qui interviendra plus loin (w 7). Dans le ,~ cas g6n6ral ,~, on a 

t~(Y, V) = m/n et /~(F, G) = f/d. 

On peut noter que la conclusion du th6or6me 3.1 est banale si on choisit p>ffd  : il suffit 

de prendre f~=(, d~=d, H=0.  (Pour la m6me raison, la conclusion est banale, en 

prenant  3~j=yj, si on choisit kt>/~(F, G)). 

w 4. La fonction auxiliaire 

Soit G u n  groupe alg6brique commutatif  connexe sur un sous-corps K de C. On 

consid6re la compactification lisse 0 de G e t  un plongement projectif 

f = ( f o  . . . . .  fN): G-~ PN 

construits par Serre dans [S]. Notons 

f o  expa = (F0 . . . . .  FN): TG(C) -'-) PN(C), 

off F0 . . . . .  F~v sont enti6res, d 'ordre strict ~<Q=Q(G), et ne s 'annulent simultan6ment en 

aucun point de To(C). 
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On consid6re un sous-espace vectoriel V de T~(C) de dimension n sur C, on note 

Q=Kerexp6 ,  u=rgz f~ N V, et on choisit/~>0 et v>0 tels que 

dtz+u > n(,u+o) et v > / t+  0. 

On choisit aussi une distance sur Ta(C). 

Soit Co un entier positif suffisamment grand, et soit So un entier beaucoup plus 

grand. Pour chaque r6el S>~So, on d6finit D, A, U par 

D = colS l', A = Co1S It+O, O n+l = cod-2s  g+O+du+u. 

On d6signe par ~(S) l'ensemble des z E T6-(C) v6rifiant 

Izl<.Co S et dist(z, V)~<exp(-(2-3col)SV). 

PROPOSXTION 4.1. I! existe un polynOme homogdne P E Z[Xo .. . . .  Xu],  non partout  

nul sur G(C), de degr~ <<-D et de hauteur <<-e a, tel que la fonct ion entibre 

E = P( Fo . . . . .  F N) v~rifie 

sup ]E(z)I ~< e-t%exp (-(2-4Co l) SV). 
z E ~(S) 

DOmonstration. La proposition 2.1 de [Wa2] permet de construire P de telle sorte 

que 

IE(v)l e -t l  

pour tout vE V v6rifiant Ivl<~(co+l)S. Ensuite, pour zE ~(S), on choisit vE V tel que 

I z - v  I <~ exp ( - ( 2 -  3Co 1) S~). 

Comme Izl<~coS, on a Ivl<~(co+ l) S, donc IE(v)l<~e -t'. Mais 

IE(z)-E(v)l Iz-vl exp (cg A), 

d'ofJ la proposition. 

w 5. Petites perturbations 

Nous nous plaqons de nouveau dans la situation des paragraphes 1 et 3. De plus nous 

d6signons par Ye+ ~ . . . . .  Ye+,, des 616ments Z-lin6airement ind6pendants de fl N V, ce qui 

est coh6rent avec les notations pr6c6dentes. 
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Supposons d#+•  choisissons un nombre r6el ~7 v6rifiant 

1 < r I < (dlt+l.t+e+n)/(n+ 1) ~+~) ,  

et posons 

v = ~ t ~ + e ) .  

On suppose (ce n'est pas restrictiO que le corps K est de type fini sur Q. On 6crit 

K=Q(01 .. . . .  Or, Or+O, ofa Ot+l est entier sur l'anneau A=Z[01 ..... 0t]. Soit BEA[X]  le 

polyn6me minimal (unitaire) de Ot§ sur A. 

Soit encore Co>0 suffisamment grand. Pour utiliser la d6finition de J (w 2), on 

choisit To beaucoup plus grand que Co. Soit T>To, et soit (01 ..... 0t)EC t v6rifiant 

(2.1). Le semi-r6sultant de Chudnovsky (cf. par exemple [Br, WZ]) montre qu'il existe 

une racine 0t+l de B(01 .. . . .  0t, X), ~t distance minimale de 0t+~, que cette racine est 

simple, et qu'elle v6rifie 

10,+,-0t+11 < exp ( - (2 -Co ' )  T~). 

Fixons un indicej,  l~<j~<e+x. On 6crit que 7j=expayj appartient ~t G(K) : il existe des 

polynhmes homoghnes q~o,...,qgN (d6pendant de j ,  mais pas de Co) dans 

.Z[X1, .. . ,Xt+l] tels que 

(q0~(0~ ... . .  0,+ 0, 0 ~< v ~< N) 

soit un syst6me de coordonn6es projectives de 7j dans Pn(K). On consid6re le point 7i 

de PN(C), de coordonn6es projectives 

(q~v(0~ . . . . .  0 , + 0 ,  0 <~ v <~ N ) .  

Pour Co suffisamment grand, ~7 i est bien d6fini et appartient ~ G(C). En effet, dans 

l 'anneau factoriel R = ( K  fl (~)[01 . . . . .  Ot, X], on d6compose B e n  facteurs irr6ductibles; il 

existe un et un seul facteur, disons B,, qui s'annule au point 0=(01, ..., 0t+l). Donc 

pour Co suffisamment grand il s'annule aussi en 0=(01 .. . . .  0t+0. Maintenant si Q ER 

v6rifie Q(0)=0, alors B1 divise Q, donc Q(0)=0. Nous appliquons cette remarque aux 

616ments de l'id6al de G. 

Notons que si 7jE G(Kn(~) ,  alors ~j=yj; en effet, si, disons, q~0(0)~0 et qgo(0)~0 

(pour Co suffisamment grand), alors il existe a~ E K n 0 tel que q0~(0)=a~ q~o(0). Mais B1 

divise q~v-a~q~o dans l 'anneau R, doric q~(0)=a~tpo(6), et ~=(1,  al . . . . .  aN)=Tj. 

L'exponentielle de G 6tant un diff6omorphisme local, on peut choisir 37j E T6(C) tel 
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que expo)Tj=~Tj et 

Comme ye+~=...=ye+,,=O, 

Notons  

On d6finit S > 0  par 

et on suppose  que 

MICHEL WALDSCHMIDT 

[Yj-YjI < exp ( - ( 2 -  2co l) T~). 

on a aussi ?Te+l=...=~Te+,,=0, et ye+k=ye+k, (l~<k~<x). 

}7,=Z~l_l_. . ._l_Z~to+~ et [ ' = Z ? l + . . . + Z r  

S v ~ z r /  

To a 6t6 choisi suffisamment grand pour que l 'on ait, avec les 

notat ions du w 4, S>~So. 

Enfin on d6signe par ~o(f'(S), G) le plus petit des degr6s des hypersurfaces de PN 

qui contiennent  f'(S) mais qui ne contiennent pas G. 

LEMME 5.1. On suppose que pour tout T >To et tout (01 . . . . .  Or) EC t vOrifiant (2.1), 

o n  a 

Alors J(01 . . . . .  Ot)~q. 

D~monstration. Fixons 

~o(~(s), G) > Co~ S ~'. (5.2) 

T > T  o et (01 . . . . .  Ot)CC t v6rifiant (2.1). I1 s'agit de con- 

struire un polyn6me Q E z[x1 . . . . .  Xt] v6rifiant t(Q)<.T et 

0 < IQ(O1 . . . . .  8,)1 < exp ( -  T~). 

La  proposit ion 4.1 fournit un polyn6me homog6ne P E Z[X0 . . . . .  XN] de degr6 major6 

par D=co~S ~, non partout  nul sur G. L 'hypoth~se (5.2) montre qu'il existe ~ E f'(S) tel 

que p(~7) ne soit pas nul. On 6crit 

~ =  E h j ~ j ,  avec (h, . . . . .  he)eZe(S), 
j= l  

et on pose  
( 

 =Zhj j. 
j=l  

Alors ~ E ~(S), donc 
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[EC9)I < exp ( - ( 2 - 5 c ~  1) SV). 

Soit i un entier, O<~i<~N, tel que IF; )l soit maximal. Pour simplifier les notations on va 

supposer i=0. La  construction de Fo . . . . .  FN (cf. [S]) et les propriEt6s des fonctions 

thSta permettent  facilement de verifier 

IF0(f)l > exp ( - c  o Se). 

Soit D ~ le degrE exact de P. En divisant E(37) par Fo07) D~ on trouve 

0 < [P(1, F J F  o . . . . .  FN/F o) (3~)] < exp ( -  (2-  6Co I) S~). 

On utilise maintenant le lemme 7 de Bertrand dans [Bel] : le point ~ admet des 

coordonnEes projectives (Uo . . . . .  uN) qui sont des polyn6mes, ~t coefficients entiers 

dans un corps de nombres K o c K n  0 ,  en les Fi(~j), (O<~i<~N, l~<j~<0, de degrEs <~Clo/2S ~ 

dont les coefficients ont une hauteur logarithmique absolue <~c~/2S e. Comme Fo(37)4:0, 

on a Uo4:0, et 

0 < IP(1, uJu o . . . . .  UN/Uo) I < exp (--(2--6Co 1) S~). 

On majore trivialement ]Uo[ par exp (Co SO), et on trouve 

0 < ]P(u 0, u 1 . . . . .  UN) ] < exp (-- (2-- 7Co l) SV). 

Enfin P(uo . . . . .  uN) est une fraction rationnelle en 01 . . . . .  0t+t h coefficients dans Ko. 

On multiplie par un d6nominateur (que l 'on majore trivialement) : on obtient un 

polyn6me en 0~ . . . . .  0,+i a coefficients entiers dans Ko, dont on prend la norme sur Q 

pour obtenir un polyn6me ~t coefficients dans Z en 61 . . . . .  0t+ i. On prend enfin le semi- 

resultant de ce dernier polyn6me avec B(~I1 . . . . .  0t,X), ce qui donne le polyn6me Q 

cherchE. 

On raffine maintenant le lemme 5.1 en utilisant l 'astuce de Landau-Philippon : 

l'inEgalitE finale sur J peut ~tre rendue homogEne de poids 1 en d, ~, n et de poids 0 en 

J , /z ,  Q. 

LEMME 5.3. Supposons  J<(d/~+g)/n~+Q).  Choisissons ~1 v~rifiant 

J < ~ < (dg+~)/n(/t+Q), 

et  posons  v=v/(/t+O). Alors il existe un ensemble  infini non bornk de rdels S>0 ayant la 

propri~td suivante : il existe (0~ . . . . .  Or) E C t avec 

18-868283 Acta Mathematica 156. Imprim6 le 15 rnai 1986 
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max [0~-0~[ < exp (-2SV), 
l<~r~<t 

tel que, si on d~finit Or+l, Yl . . . . .  Ye comme pr~c~demment,  on ait 

to(F(S), G) < coJ S u. 

DOmonstration. Soit k un entier I>I tel que 

r 1 < (k(dl~+;e)+p+O)/(kn+ 1) (#+0). 

On applique le lemme 5.1 ~t yk, V k, G k, en remarquant que 

og(F*(S), G k) = ~o(['(S), G). 

(5.4) 

w 6. Fin de la d6monstration du th6or~me principal 

Sous les hypoth6ses du th6or~me 3.1, le lemme 5.3 donne l 'existence de 371 . . . . .  3~e tels 

que 

w(F(S), G) < col S ~. 

Le lemme de z6ros de Masser-Wiistholz, sous la forme raffin6e donn6e dans [MW2] 

Chapitre I, montre qu'il existe un sous-groupe alg6brique H de G, H~=G, dont on 

notera dl la codimension dans G, l<.d~<.d, d6fini par des 6quations de degr6 ~<S ", et 

qu'il  existe des 616ments h (~) . . . . .  h e-e') de Z+(sud'/e'+~)), lin6airement ind6pendants sur 

Z, avec 

o~<el~<e et e~/d~<~, 

tels que 
e 

Z h ) S ) ~ j E H ( C )  pour 1 ~s<~e-e , .  
j = l  

On prend alors pour M la pal'tie enti6re de S d~, et on choisit e=vld/u=rl(p+o)/dl~. 

w 7. D6monstration du th6ori~me 1.4 

Rappelons la d6finition de l 'exposant/~(F, G) du lemme de z6ros de Masser-W~istholz 

[MW1] : 
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/~(F, G) = min {(rg z F/F n H)/dim G/H}, 
n 

oh H d6crit les sous-groupes alg6briques de G, H:~G. 

On va d6montrer  que, sous les hypoth6ses du th6or6me 1.4, si (01 . . . . .  Ot) est une 

base de t ranscendance  de K sur Q, on a 

J(Ol . . . . .  Ot) >! dlt(Y)/(nl~(Y)+dQ-~t). (7.1) 

Le  th6or6me 1.4 r6sulte de cet te  in6galit6, grftce au th6or6me 2.2. 

Notons  J=J(O~ . . . . .  Ot). On peut  6videmment supposer d>nJ .  Montrons d 'abord,  

sous l 'hypoth~se  (1.5) : 

J I> (d/~(F, G)+x)/n(It(F, G)+O). (7.2) 

En  effet,  si ~ > 0  est tel que J<(d/~+~t)/n~+Q), le th6or6me 3.1, combin6 avec l 'hypo-  

th6se (1.5), implique 

~hJ~)yjEH(C) pour  1 ~<s~<e-e 1, 
j=l  

donc 

ce qui d6montre  (7.2). 

On en d6duit : 

/~(F, G) <~ 6/d~ < l~, 

si /~(F , G) = ffd, alors J >~ dff +x)/nff + do). (7.3) 

Comme l~(Y)<~ff+x)/n et x<~no<dQ, l'in6galit6 (7.1) est d6montr6e dans le cas oh 

,u(F, G)=e/d. 

/~(F, G) = el/dl, dl = dim G/H, 

avec 

l <~dl <~d, O<~6 <~e, 

On en d6duit t~ puis dl<d. Notons 

De (7.2), grfice h l'in6galit6 m<~e+x, on d6duit aussi : 

si ~(F, G) = ffd, alors J>~ dm/nff+do). 

Supposons  maintenant/~(F,  G)<e/d. On 6crit la d6finition de ~(F, G) : 

el = rgz F/F n H,  

el/dl < ffd. 

(7.4) 
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V1 = Vn TH(C), nl = d i m c  V/V1. 

C omme exp6  V e s t  dense dans G(C), V n 'es t  pas contenu dans Tn(C), et on a l~n~<~n. 
Enfin on pose 

Ainsi 

Y1 = Y/Yn V~, ml = rgz Yr. 

It(Y, V) <~ ml/nl. 

L ' i somorph i sme  Tc,/TH=T~/H permet  de consid6rer V/V1 comme un sous-espace 

vectoriel  de TG/H(C), et le sous-groupe Y1 de V/VI v6rifie l 'hypoth~se analogue fi (1.5). 

C omme  

Cl/dl =/~(F, G) ~< It(F/F n H, G/H) <~ C1/dl, 

on peut  appliquer (7.4) ~t Y1~V/V1 : 

J >- dj mllnj(Cj + dl 01), 

avec 01=Q(G/H)<. O. Donc 

It(Y, V)<~ml/n I <~J(f~l +Q). 

On utilise maintenant  (7.2) avec/~(F, G ) =  Cj/d~ : 

Cl/d I <~ (Jno-~)/(d-nJ), 

d'ofi  

It(Y, V) <~ J(do-~)/(d-nJ), 

ce qui est l 'in6galit6 (7.1) annonc6e.  

Remarque. Ces arguments permet tent  de simplifier consid6rablement la d6mon- 

strat ion du w 4 de [Wa2]. 

w 8. Une variante du th6or~me 1.4 

Soit G u n  groupe alg6brique commutat i f  connexe sur C. Quand V e s t  un sous-espace 

vectorial  de T~(C) sur C, on d6finit (cf. [Wa2] w 3) : 
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/x(V) --/~(V, G) = min {dim H/dim T H n V}, 
H 

quand H d6crit  les sous-groupes  alg6briques de G tels que T/_/n V=~0. 

Du th6or~me 1.4 on d6duit 6videmment ,  quand/~(Y)+Q~(V)=~0 : 

t+  1 I>/z(Y)/z(V)/(/z(Y) + 0/z(V)). 

COROLLAIRE 8.1. Sous les hypothbses du thdorbme 1.4, on a 

t+ 1 >t m/~(IO/(m+on/~(V)). 

Ddmonstration. On va montrer ,  plus pr6cis6ment,  que si (01 . . . . .  0t) est une base  

de t r anscendance  de K sur Q, et si J=J(Oi . . . . .  0,), on a 

(m-noJ) #(V) <~ mJ. (8.2) 

On peut  donc suppose r  m>noJ. D'apr6s  (7.1), on a 

(d-nJ)/~(Y) <- J(dQ-z). 

On distingue deux  cas.  

(a) Si p(Y)=m/n, alors on a 

(d-n J) m <~ nJ(d O- x), 

doric 

p(V) <~ d/n <~ J(m-  ;e)/(m-noJ), 

ce qui d6mont re  (8.2) dans ce cas. 

(b) Supposons  #(Y)<m/n. On utilise le l emme 3.2 de [Wa2] : il existe un suos- 

e space  vectoriel  V' de V, de dimension n'<n, tel que si on pose Y'=YnV' et 

m ' = r g z  Y', on ait p(Y', V')=m'/n'>m/n. Alors on a QJ<m/n<m'/n'. On utilise le cas (a) 

pour  Y' c V' : 

/u(V') <~ Jm'/(m'-n'  oJ) < Jm/(m-nQJ). 

Mais VcV' ,  donc/~(V')~>/~(V), et (8.2) en r6sulte. 

w 9. Groupes alg6briques d6finis sur une extension transcendante 

L a  m6thode  que nous avons pr6sent6e pe rmet  de travailler avec un groupe alg6brique 

G d6fini sur K. Voici ce que deviennent  les peti tes per turbat ions (w 5) quand on ne 

suppose  plus que G est  d6fini sur 0 .  
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On choisit encore Co>0 suffisamment grand, puis To beaucoup plus grand. Soit T 

>To, et soit (01 . . . . .  0t) E C' v6rifiant (2.1). On construit 0t+ 1 comme au w 5. 

Le  groupe alg6brique G est d6fini sur le corps K=Q(0~ . . . . .  0t+l). Pour 

maxl~<~</+110~-0~1 suffisamment petit (ce qui est assur6 par le choix de Co suffisam- 

ment  grand), on peut d6former G en un groupe alg6brique G d6fini sur le corps 

/(=Q(01 . . . . .  0/+1). I1 suffit, par exemple, d'6crire dans les espace projectifs correspon- 

dants des 6quations de O, de G - G ,  et du graphe de (~xG---~(~, et d 'y  substituer 

(01 . . . . .  0/+1) ~t (01 . . . . .  Ot+O. Alors les points ~71 . . . . .  ~e de PN(C) construits comme au 

w 5 appart iennent ~t G(/(). 

Nous  explicitons cette construction au w 10, et nous d6montrons au w 11 le r6sultat 

suivant : 

Trti~OR~ME 9.1. Soit t~>O. Supposons 

J ( 0 1 ,  . . . ,  Ot) < (dt~+x)/n(~+Q). 

Choisissons r 1 uOrifiant 

J(Ot . . . . .  Ot) < q < (dl~+x)/n~ +Q), 

et posons  v = r / ~ + 0 ) .  Alors il existe un ensemble infini non bornk de r~els S>0 ayant la 

propridt~ suiuante : il existe (01 . . . . .  Or) E C t v&ifiant (5.4) tels que, si on d~finit Ot+~, 

~q, ..., ~e comme  pr~c~demment ,  on ait 

~o(f'(S), O) < co~S ~. 

En utilisant de nouveau le chapitre I de [MW2], on en d6duit, comme au w 6, qu'il 

existe un sous-groupe alg6brique H1 de t~, de dimension <~d-dl, d6fini par des 

6quations de degr6 ~<S u, et il existe aussi des 616ments h (~) . . . . .  h r de Ze+_(Sa~'), 

lin6airement ind6pendants sur Z, avec 

o<~el <~e, l <-dl <-d, e~/dl </~, 

tels que 
e 

Z h ~ ) ~ j E H I ( C )  pour 1 ~ s ~ e - e  1. 
j=l 

La difficult6 vient ensuite, quand il s'agit d 'en d6duire un 6nonce dans le style des 

th6or~mes 1.4 et 8.1. En effet, il peut exister des sous-groupes alg6briques H1 de t~ qui 

ne sont pas de la forme H, c'est-h-dire qui ne proviennent pas par d6formation d 'un 
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sous-groupe alg6brique H de G. Cela arrive, par exemple, quand G est une puissance 

d'une courbe elliptique E d'invariant modulaire j=j(E) transcendant : on peut ap- 

procher j par des nombres f=j(E),  ofa E est une courbe elliptique ayant des multiplica- 

tions complexes. I1 semble in6vitable d'introduire ~ ce moment une hypoth~se suppl6- 

mentaire; pa r  exemple, dans le cas G=E a, en notant r=o92/to~ le quotient de deux 

p6riodes fondamentales de E (de sorte que j=j(r)), on suppose : 

(9.2) Pour tout e>0, il existe H0>0 tel que pour tout H>Ho et pour tout nombre 

imaginaire quadratique fl de hauteur <.H, on ait 

I -fll > exp (-H~). 

Bien entendu, on esp~re que les in6galit6s (1.2) et (1.3) sont encore vraies sans 

aucune hypoth6se technique de la forme (1.5) ou (9.2). 

w 10. D6formation d'un groupe alg6brique 

Soit G u n  groupe alg6brique commutatif d6fini sur une extension K de Q de type fini. 

On remplace K par un sous-corps/( de C (obtenu en perturbant un syst~me g6n6rateur 

de K sur Q) et on construit un groupe alg6brique commutatif t~ d6fini sur/( .  

Comme cette section est ind6pendante de celles qui pr6c6dent nous rappelons les 

notations. Soit K un sous-corps de C de type fini sur Q. On choisit une base de 

trancendance (01 . . . . .  Or) de K sur Q, et un 616ment Ot+l de K tel que 

K=Q(01 . . . . .  0t+l). Nous allons construire un ouvert de Zariski f~ de At; pour chaque 

(01, ..., 0t) dans Q(C), nous consid6rerons l'un quelconque des homomorphismes, que 

nous noterons u---~a, de Q[01 . . . . .  Or+l] dans C, qui envoie Oi sur 0i (l~<i~<t). 

Soit P E P~K) .  S'il existe un syst6me de coordonn6es projectives (u0 .. . . .  UN) de 

P avec uv E Q[01 . . . .  , Ot+l], (O<~v<~N), tel que a0 . . . . .  /dN ne soient pas tous nuls, alors 

on d6signe par P le point de P ~ / 0  de coordonn6es projectives (ti0 . . . . .  t~N). L'ensem- 

ble des P v6rifiant cette hypoth~se sera not6 M (points admissibles). 

Soit G u n  groupe alg6brique commutatif de dimension d, d6fini sur K, plong6 

comme sous-vari6t6 quasi-projective d6finie sur K dans PN. Nous allons d6montrer 

l 'existence de ~ tel que l'6nonc6 suivant soit valide. 

PROPOSITION 10.1. II existe un groupe alg~brique commutat i f  G d~fini sur I( et 

plong~ dans PN, de dimension d, tel que 

(a) l' ensemble H des P E G(K) f) sg o&ifiant 16 E G(I() soit un sous-groupe de G(K), 

(b) l' application P~-~16 d~finisse un homomorphisme de H dans G(I(). 
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Si on fixe un ensemble fini {PI . . . . .  Pe} de points de G(K), alors on peut choisir 

de telle sorte que PjEH pour l~<j~<e, et alors ZPI+...+ZPec_H. 

La construction qui suit ne fera intervenir qu'un nombre fini de sous-ensembles 

alg6briques de PN OU de PN• donc un hombre fini d'id6aux, tous d6finis sur K. 

Pour chacun de ces id6aux, nous disposerons d'un ou de plusieurs syst6mes g6n6ra- 

teurs, mais nous ne travaillerons qu'avec un hombre fini de polyn6mes h coefficients 

dans K, et l 'ouvert ~ en d6pendra. Cela restera sous-entendu dans la suite. 

Quand A est un polyn6me ~t coefficients dans K, nous noterons A le polyn6me 

coefficients dans /s obtenu en substituant (01 .. . . .  0t+l) ~ (01 . . . . .  0t+0. Quand 5~ est 

un id6al homog~ne de C[Xo .. . . .  XN] d6fini sur K, ayant un syst~me g6n6rateur 

A1 . . . . .  A h ~ coefficients darts K, 5 ~ d6signera l'id6al de C[X0 .. . . .  XN], d6fini sur /~, 

engendr6 par A~ .. . . .  "4h- Si F=Z(50 est le ferm6 de PN associ6 ~ #, nous noterons 

F=Z(ff) .  Si U est le compl6mentaire de F dans PN, tJ d6signera le compl6mentaire de 

F. Enfin, pour F ferm6 et U ouvert dans PN, et pour V=Fn U, on peut d6finir 

17"=FN U, et on v6rifie que l 'on a (V 1 (] V2)~= !kTrl N ~'~2; de plus, si VI~_V2, alors ~71_~ 17"2. 

On effectue la m6me construction pour les polyn6mes bi-homog~nes de 

K[Xo ..... XN, Yo ..... YN], et les sous-vari6t6s quasi-projectives de PN• d6finies 

sur K. Par exemple, si V~ et V2 sont deux sous-vari6t6s quasi-projectives de PN 

d6finies sur K, alors (V1 x V2)-  = VI X ~'2" 

Soient V1 et V2 deux sous-vari6t6s quasi-projectives de PN d6finies sur K, et 

9: V1--~Vz un morphisme d6fini sur K. On 6crit un recouvrement de V1 par une famille 

finie d'ouverts Ui, avec pour chaque i, N+ 1 polyn0mes homog6nes (A~ 9, "",''N,a~;)~ de 

K[X o ..... XN], donnant q~ sur Ui. Alors (03 est un recouvrement ouvert de !71, et les 

polyn6mes (~z~(i), "",''Nl~(i)) d6finissent un morphisme q3: 17"1---~V z. On proc6de de m6me 

quand V1 est une sous-vari6t6 quasi-projective de P N •  d6finie sur K. 

Notons alors 0 l'616ment neutre de G(K). On choisit f~ de telle sorte que 0 E Met  

que I) C (~(/~). La loi de G est d6finie par un morphisme ~p de G• dans G qui envoie 

(x,y) sur x - y .  Alors le morphisme q~: G• munit G d'une structure de groupe 

alg6brique commutatif d6fini sur/~. 

On peut noter que si ~/, se prolonge en un morphisme de G• dans G (cf. [S]), 

alors q~ se prolonge en un morphisme de G x ~  dans ~ (oh G est l'adh6rence de Zariski 

de G dans PN, et ~ = ~  celle de G). De m6me, si G est une vari6t6 ab61ienne, alors G est 

une vari6t6 ab61ienne. Evidemment, si G est une vari6t6 lin6aire, alors G est une 

vari6t6 lin6aire isomorphe ~t G sur C (si G~=G2, alors G~---G2)- 

- ~ 

DOmonstration de la proposition 10.1. Soient P e t  Q dans H. Comme G(K) est un 
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groupe qui contient 15 et Q, il contient aussi P - Q -  Grfice ~t r on 6crit des coordonn6es 

projectives de P - Q ,  et on en d6duit P - Q  E Met  P - O = ( P - Q ) - .  

II reste ~t v6rifier dim(~=dimG. En sp6cialisant des relations de d6pendance 

alg6brique entre des fonctions sur G, on trouve imm6diatement dim G<~dim G. D'autre 

part la m6thode de Hermann (cf. [MW2] proposition du w 4.3) permet de v6rifier que si 

des polyn6mes homog6nes A1 . . . . .  Ad de K[Xo . . . . .  XN] sont C-lin6airement ind6pen- 

dants dans C[X0 . . . . .  X N ] / , #  , ofa # est un id6al homog~ne d6fini sur K, alors fi-i . . . . .  Ad 

sont C-lin6airement ind6pendants dans C[Xo .. . . .  XN]/ff. En 6crivant que dim G est la 

dimension de l 'anneau local de G en 0, on en d6duit dim G=dim G. 

M. J. Brown m'a fait remarquer que cette 6galit6 dim G=dim G peut aussi s'obtenir 

en consid6rant le morphisme 

Proj Q[01 . . . . .  Or+ 1, X o  . . . . .  XN]/,J ~--* Spec Q[01 ... . .  Or+ 1], 

ot~ # engendre l'id6al de G dans C[X0 .. . . .  XN]. La dimension des fibres est constante 

sur un ouvert de Zariski. 

Ceci termine la d6monstration de la proposition 10.I. Une autre d6monstration, 

reposant sur les arguments de EGA 4, est pr6sent6e par J. Fresnel en appendice. 

w 11. D6monstration du th6or~me 9.1 

La d6monstration du th6or~me 9.1 est une variante de celle du lemme 5.1. Nous 

indiquons seulement les points principaux pour pr6ciser le passage de G ~ (~. La plus 

grande partie de la d6monstration va s'effectuer sur G, ce qui 6vite d'avoir ~ consid6rer 

l 'espace tangent de (~. 

Grfice ~t l 'astuce de Landau-Philippon (cf. lemme 5.3), on peut supposer 

q < (d~+/u+Q+z)/(n+ 1) ~u+0). 

On utilise la construction du w comme S est 

({91 . . . . .  Ot) E Q, et F~H.  Supposons que l'on ait 

suffisamment grand, on a 

to(F( S), G) >I col S ~. (11.1) 

Si on num6rote les coordonn6es de PN de telle sorte que les fonctions X1/Xo .. . . .  Xd/Xo 

soient alg6briquement ind6pendantes sur G, alors ces fonctions sont aussi alg6brique- 

ment ind6pendantes sur G, et le polyn6me P de la proposition 4.1 peut 6tre construit de 

telle sorte qu'il ne soit pas partout nul sur G(C). 
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On d6duit de (11.1) qu'il existe ~ E F(S) tel que P(~):~0. En reprenant  les arguments 

des w et w ainsi que ceux du lemme 7 de [Bel l ,  on trouve des coordonn6es 

(Vo . . . .  , VN) de ~ dans PN telles que 

IP(v0 . . . . .  VN) t < exp ( - ( 2 - 7 C o  1) SV), 

o0, pour  O<~j<~N, vj est un 616ment de Z[01 . . . . .  0t+d de degr6 et de hauteur logarith- 

mique <~c~/2S e. Alors (00 . . . . .  O N) est un syst~me de coordonn6es projectives de 9, et on 

a 

0 < [P(O o . . . . .  ON) I < exp ( -- (2-- 8% 1) SV). 

La  contradict ion s 'obt ient ,  comme pr6c6demment,  en utilisant le crit6re 2.2 de Philip- 

pon.  

ComplOment  : les coeff icients Jk(Ol . . . . .  Ot). Voici une m6thode plus facile pour  

trai ter  le cas oil G n 'es t  pas d6fini sur Q; mais elle donne des r6sultats moins profonds. 

Reprenons  une base de t ranscendance (01 . . . . .  0t) de K sur Q. Soit k un entier,  

O<~k<~t. On d6signe par Ak(0~ . . . . .  Ot) l 'ensemble des nombres r />l  ayant la propri6t6 

suivante : il existe To>0 tel que pour  tout T~  To et tout (0k+~ . . . . .  Ot) E C t-k v6rifiant 

max Ioi-oil < exp ( - 2 T ' 1 ) ,  
k<i<~t 

il existe un po lyn6me P E Z[X~ . . . . .  Xt] satisfaisant t(P)<~T et 

0 < IP(O1 . . . . .  Ok, Ok+ 1 . . . . .  Ot)l < exp ( -  T'I). 

On note ensuite Jk(01 . . . . .  0t) la borne sup6rieure de cet ensemble s'il est non vide, 

avec Jk(01 . . . . .  Or) = 1 s'il est vide. 

Ainsi Jo(01 . . . . .  0t) = J(O1 . . . . .  0t) (cf. w 2). Comme 

Ak(01 . . . . .  Or) ~_Ak+l(01, .. . ,  Or), (0 <~ k <  t), 

on a Jk(O~ . . . . .  Ot)<-Jk+l(01 . . . . .  Or). Du th6or~me de [WZ] on d6duit : 

J1(01 . . . . .  Or) <~ 2 t. 

I1 peut  arr iver que J2(O~ . . . . .  Ot) soit infini. Mais, si K a un type de t ranscendance ~<r 

(cf. [Br]), alors Jt(Ox . . . . .  0,)<-3. 

Dans la situation d6crite au w 1, il est facile d'6tablir, sans aucune hypoth6se 

technique  : 
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si d/U(Y) > n / u ( D + d o - x ,  alors J,(01 . . . . .  0,) > d/u(Y)/(n/~(Y)+do-u). (11.2) 

D 'aut re  part, sous l'hypoth6se (1.5), la m6thode des w 4 ~ 7 permet d'obtenir 

(11.3) Supposons  le groupe algdbrique G d~fini sur un sous-corps K'  de K; notons 

t' le degr~ de transcendance de K'  sur Q, et choisissons une base de transcendance 

(Ol . . . . .  Ot) de K sur Q de telle sorte que (01 . . . . .  Or) soit une base de transcendance de 

K'  sur Q. Alors 

Jr,(01 . . . . .  0,) >I d/u( Y)l(n/u( Y) + d o - u ) .  

En particulier si t'~<l on trouve 

2' >I d/u( Y)/(n/U(Y) + d o -  u). 

w 12. Ind6pendance alg6brique de valeurs de la fonction exponentielle 

(a) Exponentiel les en plusieurs variables. Soient X = Z x l  +.. .  + ZXd et Y=Zyl +. . .  +Zym 

deux sous-groupes de C n v6rifiant l'hypoth6se suivante : 

(12.1) Pour tout e>0 ,  il existe H0>0 tel que pour tout H > H  o, tout 

0~1 . . . . .  ~d) E Z~(H) et tout (h i . . . . .  h m) E Z~(H) v6rifiant 

~=(~/],iXi , khjYjt:l=O, 
i=1 j=l 

on ait 

1~1 > exp (-H~).  

On note/U(X) =/U(X, C") et/u( IO =/U(Y, cn). 

COROLLAIRE 12.2. Soit t le degr~ de transcendance sur Q du corps engendr~ par 

les dm nombres 

exp(x i ,  yj),  ( l < - i ~ d ,  l<-j<-m).  

Alors 

t + l  >-d/U(Y)I(n/U(Y)+d) et t + l  >~ m/U(X)I(n/U(X)+m). 

On peut  mettre la conclusion sous la forme sym6trique (mais en fait 6quivalente) : 

t+  1 ~>/U(X)/U(Y)/(a(X)+/U(Y)) si/U(X)+/U(Y) =4= 0. (12.3) 
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Ce r6sultat am61iore le th6or6me 1.2 de [Wa3] off t+ 1 6tait remplac6 par 2 t. On peut 

donc aussi remplacer 2 t+l par 2( t+l )  dans le corollaire 1.3 de [Wa3]. L'am61ioration 

provient uniquement  du crit6re de Philippon [P4] qui a remplac6 2 t par t+  1 dans le 

crit6re utilis6 dans [Wa3]. 

D 'aut re  part, pour n=  1, on a p(X)=rgzX et p ( D = r g z  Y, et on retrouve un 6nonc6 

de Philippon dans [P4]. 

(b) A p r o p o s  de la conjecture de Gel'fond-Schneider. On peut d6duire aussi du 

th6or6me 3.1 le r6sultat suivant, dfi h Philippon [P4] : 

COROLLAIRE 12.4. Soient a et fl deux nombres algObriques, avec a=~0; on choisit 

une dOtermination non nulle log a du logarithme de a. Soit d le degrO de fl sur Q. Si k 

est un entier tel que d~2k ,  alors parmi les d -  1 nombres 

a ~ . . . . .  ag- ' ,  

il y en a au moins k algdbriquement ind@endants.  

(c) Ddmonstrat ions.  Pour d6montrer le corollaire 12.2, on se ram~ne au cas 

particulier tz(X)=d/n et p ( D = m / n ,  grfice au lemme suivant (cf. [Wa3], @but du w 4) : 

LEMME 12.5. Soient X et Y deux sous-groupes de type fini de C n, de rangs d et m 

respectivement.  H existe un entier pos i t i f  n'<.n et deux sous-groupes X '  et Y' de C" ,  de 

rangs d' et m'  respectivement,  tels que 

/~(X', C ' ' )  = d'/n' >=d/n, /x(Y', C n') = m'/n' >~/~(Y, C'),  

el 

(X', Y') ~_ (X, Y). 

Ce lemme 12.5 montre aussi que l'indgalit6 (12.3) est 6quivalente h chacune des 

in6galit6s de la conclusion du corollaire 12.2. 

L 'hypoth6se  (12.1) permet ensuite d'utiliser le th6or6me 3.1, grfice ~t la description 

des sous-groupes alg6briques de Gam h l 'aide de d6terminants de Vandermonde. 

Comme le m6me type d 'arguments interviendra dans le cas elliptique, nous omet- 

tons les @tails. 

Le  corollaire 12.4 se d6duit de m6me soit du th6or6me 1.4, soit du th6or6me 3.1, 
X d en utilisant le groupe alg6brique G a G m, et en remarquant que l'in6galit6 

t+  l~>d(d+ 1)/(2d+ 1) implique t+ l>d/2>-k, donc t>~k. 
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D 'au t re  part ,  au lieu d'uti l iser le th6or6me 1.4, on peut aussi utiliser le th6or~me 

8.1. En effet,  si, pour  G=Gam, on identifie TG(C) ~t C a par expc (z l, ..., Zd)=(eZl,..., eZe), 

alors quand V est un sous-espace vectoriel de C a de dimension n sur C, avec une 

base x (l) . . . . .  x (n), oh x(")=(xl . . . . . .  xd~), (l<~v<~n), on a #(V, Gam)=#(X, Cn), of a 

X=Zx~+. . .+Zx d, et xi=(x~l, ...,xi,,), l<~i<~d. 

w 13. Ind6pendance alg6brique de valeurs de fonctions elliptiques 

(a) G~n&alisation d'un r~sultat de Masser et Wiistholz. Pour commencer  on prend une 

seule fonct ion elliptique ~ de Weierstrass,  d'invariants g2, g3. Soient X=Zxl+. . .+Zxa 

et Y=Zyl+. . .+Zym deux sous-groupes de C n, de rangs d et m respectivement,  

v6rifiant l 'hypoth~se  (12.1). On d6signe par t le degr6 de t ranscendance sur Q du corps 

obtenu  en adjoignant A Q(g2,g3) les valcurs de ~ aux points (xi, yj) (l<<-i<<-d, l<<-j<<-m) 

qui ne sont pas p61es de ~. Enfin on note ~ l 'anneau des cndomorphismes de la courbe 

elliptique E associ6e ~ ~, et j(E) son invariant modulaire, 

COROLLMRE 13.1. Si G=Z et si j(E) est alg~brique, alors 

t + l  >~ d/z( Y)/(n/z( Y) + 2d) et t + l  >~ m/z(X)/(m + 2n/~(X) ). 

Donc 

t+  1 >~/~(X)kt(Y)/(2/~(X)+kt(Y)) 

Dans le cas n=  l,  la conclusion s'6crit 

si ~(x) +~u(v). o. 

t + l / >  md/(m+ 2d), 

alors que le rdsultat principal de [MW2] donnait  seulement 

2t+z(t+8) I> md/(rn+2d). 

Pour  reprendre  l ' exemple  de [MW2] p. 408, on en d6duit que si ~ a des invariants g2, g3 

alg6briques et n ' a  pas de multiplication complexe,  pour  N e t  k entiers v6rifiant 

N~>(3+2V'-2-) k, au moins k des N nombres 

~(e), ~(e 2 ) . . . . .  ~(e N) 

sont d6finis et alg6briquement ind6pendants sur Q. Comme dans [MW2], on peut  

remplacer  e par  Jr ou par tout nombre t ranscendant  v4rifiant la condition assez faible 

(mesure de t ranscendance)  indiqu6e p. 408 de [MW2]. 
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Le th6or6me 7.1 de [Wa3] montre que, si j(E) est transcendant, on a 

2t>~/~(X)B(Y)I(2B(X)+#(Y)) sip(X)+p(Y) ~0.  (13.2) 

On peut am61iorer cette in6galit6 en ajoutant une petite hypoth~se. 

COROLLAIRE 13.3. Si j(E) est transcendant, et si le quotient r= '0)2/0)1 de deux 

p&iodes fondamentales de ~o v&ifie l'hypothbse (9.2), alors 

t+ l  >-dp(Y)/(np(lO+ 2d) et t+ l  >~ mp(X)/(m+ 2np(X)). 

Enfin l'6nonc6 13.1 admet une variante quand ~?*Z, c'est4t-dire quand E admet des 

multiplications complexes. On remplace le Z-module X=Zx~+...+ZXd par un tT-mo- 

dule X=Ox~+ ...+~TXa, et on remplace l'exposant de Dirichlet/4X) par le nombre 

min {(rgeX/X n W)/dim c C~/W}, 
w 

ofJ W d6crit les sous-espaces vectoriels de C n sur C, avec W4=C', et rgcX/Xn W e s t  le 

rang du ~-module quotient X/Xn W. On modifie l'hypoth6se (12.1) de fa~on 6vidente. 

Par exemple, quand ~ est une fonction de Weierstrass associ6e h une courbe 

elliptique ayant des endomorphismes non triviaux, avec g2 et g3 alg6briques, pour N e t  

k entiers v6rifiant N~4k ,  parmi les N nombres 

~( e ) .... .  ~( eN) , 

au moins k sont d6finis et alg6briquement ind6pendants. 

(b) Analogue elliptique de la conjecture de Gel'fond-Schneider. Soient ~ une 

fonction elliptique de Weierstrass d'invariants gz, g3 alg6briques, (7 l'anneau des 

endomorphismes de la courbe elliptique E associ6e h ~, K le corps des fractions de 

(c'est le corps des endomorphismes de E), et fl un nombre alg6brique de degr6 d sur K. 

Le th6or6me 3.1 permet de donner une nouvelle d6monstration du r6sultat suivant, 

dO encore une fois ~t Philippon [P2, P4] : 

COROLLAIRE 13.4. Soit u un nombre complexe tel que ~ soit dOfinie aux points u, 

flu . . . . .  fla-lu. Soit k un entier positif. On suppose 

d>13k si O= Z 

d>>. 2k si ~ *  Z. 
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Alors parmi  les d nombres 

fi(u), ~q~u) . . . . .  ~O~d-lu), 

il y en a au moins k alg~briquement ind~pendants. 

On obtient aussi : 

279 

Soit k un entier tel que 

d - I  h 

E Eaufliuj 
i=0  j = l  

n 'es t  pas nul, alors 

h d > ( h + 2 ) k  s i ( 7 = Z  

h d > ( h + l ) k  si ~?:# Z. 

Alors, parmi  les dh nombres 

~([3iuj), (0 <<. i <<. d -  1, 1 <.j <<. h), 

il y e n  a au moins k qui sont  ddfinis et algObriquement inddpendants. 

(c) Inddpendance  des valeurs de plusieurs fonctions elliptiques. Soient g21 . . . . .  f2 d 

des r6seaux de C tels que les courbes elliptiques Ei=C/f~i, (l~<i~<d) soient d6finies sur 

0 et deux-h-deux non isog6nes. On d6signe par ~; la fonction elliptique de Weierstrass 

associ6e ~t f2i. Soient Vl . . . . .  Vm des nombres complexes lin6airement ind6pendants sur 

Q, v6rifiant l 'hypoth6se suivante : 

(13.6) Pour tout e>O, il existe Mo>O tel que, pour tout ~oEff21U...Uff~ d et tout 

( h  1 . . . . .  hm) E Z~_(M) avec M>~Mo, si le nombre 

m 

j = l  

I~1 > exp (-M~). 

> exp (-H~). 

COROLLAIRE 13.5. Soient ul . . . . .  u h des nombres complexes linkairement inddpen- 

dants sur K(fl), et u~rifiant la mesure d'ind~pendance linbaire suivante : pour tout e>0, 

il existe Ho>0 tel que, pour  tout H>Ho et pour tout ~lOment non nul a E G dh, dont les 

composantes  aij (O<~i<~d - 1, 1 <~j<~h) ont toutes une hauteur major~e par H, on a 
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COROLLAIRE I3.7. S i t  d~signe le degr~ de transcendance du corps obtenu en 

adjoignant  gt Q les hombres  ~i(vj), pour les i, j avec 

alors 

l <.i<.d, l <.j<.m, et vj~ff2 i, 

t+ 1 >1 md/(m+ 2d). (13.8) 

Si, au lieu de l 'hypoth~se (13.6), on demande seulement une mesure d' ind6pendance 

lin6aire de vl . . . . .  vm (ce qui revient h faire ~o=0 dans (13.6)), on trouve 

t+ 1 >! ( m - 2 ) d / ( m - 2 + 2 d ) .  (13.9) 

Mais, si m>~4d 2, l'in6galit6 (13.9) implique (13.8). 

(d) D~monstrat ions.  

DOmonstration du corollaire 13.1. Grgtce au lemme 12.5, il n 'y  a pas de restriction 

supposer/~(X) = din et/~(Y) = m/n. I1 s'agit alors de d6montrer, sous 1' hypoth~se (12.1), 

t+ 1 >I md/n(m+ 2d). 

On va d 'abord se ramener au cas ol) les invariants g2, g3 sont alg6briques. Posons 

A=g~-27g3 z, et choisissons c E C tel que c~2=l/A. La fonction ~(z)=cZ~(cz) est une 

fonction elliptique de Weierstrass, d'invariants ~2=c4g2 et g3=c6g3 alg6briques. Po- 

s o n s  

Xi=c-lxi, yj~-'yj, (l<~i<~d, l<~j<~m). 

On consid~re le corps K engendr6 sur Q(g2, g3) par les valeurs de ~ aux points (xi, ~i), 

et le co rps / s  engendr6 sur Q(g2, ~3) par les valeurs de ~ aux points (.fi, Yi). AIors K et 

/~ ont le m6me degr6 de transcendance sur Q. 

On suppose donc g2 et g3 alg6briques. On va utiliser le th6or6me 3.1, en prenant 

G = E  a. Grgtce h la fonction ~, on identifie TE(C) ~ C, et T~(C) ~t C d. On prend 

V=Af(Cn), ofa 5f: Cn---~C d est d6finie par 

~e(z)=((xl,z) ..... (xa, z)) (zsc") .  

Comme on peut supposer / t (X)>2,  on a V n K e r e x p o = 0 .  Prenons dans le th6or6me 

3.1 : /u=m/d,  ;e=0, ~=2,  e=m. Supposons t+ l<md/n (m+2d) .  On obtient alors un sous- 

groupe alg6brique H de G, de dimension <~d-r, d6fini par des 6quations de degr6 ~<M, 

et des 616ments h (1) . . . .  , h (k) de zm+(M), lin6airement ind6pendants sur Z, avec 
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0 <~ k<~ m, 1 <~ r <~ d, (m-k) / r  < re~d, 

et enfin des nombres complexes zu, (l<~i<~d, l<~j<~m), v6rifiant 

[zu- (xi, YJ)I < exp ( - M 0 ,  

tels que, si on pose 

on ait 

La  condition 

~j = (Zl j  . . . . .  Zdj) E C d, 

exp G h ") E H(C), 
j=l 

(1 <~j<~m), 

(1 ~<~<k).  

(m-k) / r  < m/d 

281 

max 1410)1 ~ 25NM z'/('+l-~ (1 ~< Q ~ r), 
1 <~i<~d 

tels que, pour tout h E H,  on ait 

d 

 lO%(h) = o, 
i=1 

(1 <~e ~<r). 

On 6crit cela dans l 'espace tangent : si Z"~-(Zl . . . . .  Zd)~C d est tel que expGzEH(C),  

alors 

d 
Z (0) h i z i E ~ ,  ( l ~ Q ~ r ) ,  
i=1 

oO f2 est le r6seau des p6riodes de ~. Pour obtenir une contradiction, il ne reste plus 

qu'~t d6montrer  le lemme suivant, qui pr6cise un r6sultat de Philippon [P1] : 

LEMME 13.10. Soient X=ZxI+. . .+ZXd et Y=Zyl+.. .+Zym deux sous-groupes de 

C n o~rifiant l'hypothOse (12.1). On suppose 

la(X)=d/n, t t (Y)=m/n,  et md~2n(m+d) .  

19-868283 Acta Mathematica 156. Imprim6 le 15 mai 1986 

s'6crit mr+kd>md,  et elle implique k~=0. On utilise maintenant le th6or6me de Kolchin 

sous la forme pr6cis6e donn6e dans [MW2] Th6or6me III. Posons N=3d-- l .  Pour 

l<~i<.d, soit ~ / l a  i-6me projection de E a sur E. II existe alors des 616ments 2~) . . . . .  2 ~') 

de Z d, lin6airement ind6pendants sur Z, avec 
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Soient  eo>0 et e>0.  I1 existe So>0 ayant la propridN suivante : soit f2=Zcol+Zco2 un 

r~seau de C o~rifiant 

min {]col; co E f~, ~o*0} >eo; 

soit S>So; soient z U (l<<.i<~d, l<~j<.m) des nombres complexes v~rifiant 

max [z 0 - ( x i, yj ) [<  exp ( -  S*); 
i , j  

soient 2 (1) . . . . .  ft(r) des ~ldments Z-lindairement ind~pendants de Za+(S), et h O) . . . . .  h (k) 

des Oldments Z-lindairement inddpendants de Z~(S), avec 

l <<.r~d, l ~k<<.m, m r + k d >  md. 

Alors  l 'un au moins des rk nombres 

z_~ ft~~ (1 <~ 0 ~< r, 1 <<- ~ <~ k) i j ~ij 
i=l j= l  

n'appart ient  pas  d Q. 

D~monslrat ion du lemme 13.10. On reprend les arguments de Philippon dans [P1]. 

On pose 

d 
' ~ ~(~)v x~=E21Q)x i  et y , = _ _ , , j  ~,j (l<~e<~r, l<~x<~k), 

i~l  j= l  

et 

X' = ZXI+...+ZXr, Y' =Zy~+.. .+Zy~,.  

Ainsi rgzX '=r ,  rgz Y'=k.  Notons W le C-espace vectoriel engendr6 par X' ,  V celui 

engendr6 par Y', ~r: C"---~W la projection orthogonale de C" sur W, de noyau W • et 

Wl=z~(V). On pose aussi 

v = d i m c  V, co = dimc W, r/--- dime Wl, et ft = rgz~(Y'). 

Comme W I = V / V f l W  • on a d i m c V f l W J - = v - r l .  D'autre part ~r(Y ' )=Y' /Y ' f lW j-, 

donc rgz Y' N W j- = k - f t .  Alors 

p(IO ~< (rg z Y/Yfl V fl W• C"/V fl W • 

<<. ( m - k  + M / ( n - v +  rl). 
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On va supposer  que les hombres  

=z_ ,  ;(O)h (~- ( 1 ~  ~< !~u~<k)  (I) Qu i j "r O r,  
i=l j=l  

appart iennent tous ~ s et on en d6duira 2~<2~/. Alors, comme/z(Y)=m/n,  on trouve 

(v-  ~)/n >>- (k-  2~l)/m. 

Sym6tr iquement ,  en posant  ~/' =d imc  z~'(W) o~ :r':C'--->V est la projection orthogonale 
sur V : 

(w-q')/n >I (r-2q')/d. 

Mais, comme l 'a remarqu6 Philippon [Pl], on a q '=~ /e t  to+V-tl<.n. D'oO 

l_fl_~_~>k+ r 2r / /1  + 1~ 
n m -d- -  \m- -d-/" 

Puisque (1/m)+(1/d)<~I/2n, on trouve (k/m)+(r/d)<~l, ce qui fournit la contradiction 

at tendue.  

I1 reste ~ v6rifier 2~<2~/, sachant que too,, E f~, (l~<0~<r, l~<u~<k). Supposons 2>2r/. 

Par le principe des tiroirs de Dirichlet, on peut trouver des entiers rationnels al . . . . .  ak, 
v6rifiant 

max [a.I ~< S 2~+1, 
1 ~u~<k 

tels que,  si on pose  

on ait 

t t Y" = alYl+...+akYk et w = :t(y"), 

Pour  l<~(~<r, on a d 'une part 

et d 'aut re  part 

0 <  Iwl < s -'-1/3~. 

I<w,x~>l < 5-1/4~, 

k a u  toQu (y",x'o)- E ~< exp (-S~/2). 
~=1 
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Mais w-y"C Ker zr= W • et x~ C W, d o n c (  w, x~) = (y", x~). On en d6duit d'abord 

~=~" a~wo~ <<. 2S-1/4r/, 

donc, pour S>(2/eo) 4r/, 

et ensuite 

Mais 

k 

E a, weu = 0, 
~r 

ICY", x~)l~< exp (-SU2). 

U~cttj yj, 
j= l  u=l  i=1 

et l 'hypoth~se (12.1) assure 

( y " , x ' ) = 0  p o u r l ~ < ~ < r .  

Ainsi y"E W 1, mais cela contredit la condition w+0. 

Ceci termine la d6monstration du lemme 13.10, donc aussi celle du corollaire 13.1. 

Montrons que si N e t  k sont des entiers positifs v6rifiant N~>(3+2V-2-)k, alors 

parmi les nombres ~(e"), (l~<n~<N), il y e n  a au moins k qui sont d6finis et alg6brique- 

ment ind6pendants. 

Pour cela, on choisit xi=e i, (l~<i~<d), et yj=e j-l ,  (l~<j~<m), o~ m et d sont les 

entiers d6finis par 

N ( V ~ - - 1 ) < d < N ( V ~ - - 1 ) + I ,  N ( 2 - V ~ - ) < m < N ( 2 - V ~ - ) + I .  

Ainsi m+d<N+2, donc m+d-l<.N,  et (2/m)+(l/d)<(3+2V~-)/N<.l/k. Le degr6 de 

transcendance t du corps obtenu en adjoignant ~ Q les valeurs de ~ aux points de la 

forme e n, (l<~n<.m+d-1) qui ne sont pas p61es de ~ V6rifie t+l>~md/(m+2d)>k, donc 

t>~k. 
Avant de d6montrer le corollaire 13.3, remarquons que l'in6galit6 (13.2) r6sulte de 

l'6nonc6 (11.3) (avec t ' = l  : on se ram6ne ~t Q(g2,g3)=Q(j]) grfice au lemme 13.10, 

exactement comme dans la d6monstration du corollaire 13.1. 

D~monstration du corollaire 13.3. En voici le principe : on reprend la d6monstra- 

tion du coroUaire 13.1, mais au lieu d'utiliser le th6or6me 3.1, on utilise le th6or~me 9. I 
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avec 01 =j(E). On aura donc un groupe alg6brique 0 = L  -~, oil/~ est une courbe elliptique 

ayant un invariant modulaire 01=j(/~S) proche de 01, et il faudra montrer, ~t l 'aide de 

l 'hypoth~se (9.2), que les seuls sous-groupes alg6briques qui interviennent (i.e. ceux 

qui sont d6finis par des 6quations de degr6 ~<S ~') sont de la forme/4,  oO H est un sous- 

groupe alg6brique de G = E  a. Ce dernier point proviendra de la version effective du 

th6or~me de Kolchin pour E a (cf. [MW2] p. 426), et d 'un lemme que nous allons 

donner  maintenant.  Pour ce lemme, on note Im la partie imaginaire d 'un nombre 

complexe,  et, pour a nombre alg6brique, H(a) d6signe sa hauteur usuelle (maximum 

des valeurs absolues des coefficients du polyn6me minimal de a sur Z). 

LEMME 13.11. Soit r E C  v&ifiant I m r > 0 .  Posons c l=~Imr .  Soit fl un nombre 

imaginaire quadratique v&ifiant ]fl-rl~c 1. On dOsigne par ao le coefficient directeur 

du polynOme minimal de fl sur Z. Alors pour tout 2 E Z + Zaofl vOrifiant 2 ~ Z, on a 

121 >~ cz H(fl) o• c2 = cl/(]rt+cl+ l) 2. 

DOmonstration du lemme 13.11. Soit aoX2+alX+a2 le polyn6me minimal de fl 

sur Z. On a 

H(fl) = max (a o, Jail, [a21 ) ~< a o max (1, I~+fll, I~1 z) 

<~ ao(1 + Ir 2 ~< ao(lr ] + c I + 1) 2. 

D 'aut re  part IIm/3-Imrl<~l/3-r[<~cl, donc Imfi>~cl et 

aocl ~< aolmfl  <~ Im;t <~ 141. 

d'ota le lemme. 

Revenons  ~ la d6monstration du corollaire 13.3. On se ram~ne, comme pr6c6- 

demment ,  au cas oil Q(g2,g3)=Q(j), la(X)=d/n, et /z(Y)=m/n. On suppose 

t+l<md/n(m+2d) ,  et on utilise le th60r~me 9.1, avec/a=m/d,  Ol=j. On trouve donc 

une infinit6 non born6e de r6els S>0  telle que les propri6t6s suivantes soient v6rifi6es; 

on d6signera par S l 'un de ces r6els, suffisamment grand, tandis que c3, c4, c5 ne 

d6pendront  pas de S. 

On dispose d 'abord d 'une  approximation 01 de 01 : 

]01-011 < exp (-2SV). 

Soit f E C v6rifiant j(f)  = 01 et 

I f-r]  < exp ( -c3 SV). 
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On pose oS~=to~, 0)2=~0)1, ~=~---'Z(/)l-l-Z(/)2, et on d6signe par ~ la fonction elliptique de 

Weierstrass associ6e ~ (2, et par/~ la courbe elliptique correspondante, plong6e darts 

P2(C) par (1, ~, ~'). Enfin (~=~d. 

On dispose ensuite d'un sous-groupe alg6brique H~ de t~, de dimension <~d-r, 
d6fini (dans un espace projectif oil on a plong6 Pg(c)) par des 6quations de degr6 ~<S ~, 

et enfin on dispose, toujours d'apr6s le w 9, d'616ments h ~1) .....  h <k) de Z~(sd"), lin6aire- 

ment ind6pendants sur Z, avec 

l<.k<~m, l ~ r < . d ,  m r + k d > m d ,  

tels que 

(~) ~ h) r+eH,, 
j=l 

(I < ~ k ) .  

Le point ~j de Ea correspond, via ~, ~ un point (zlj .. . . .  zaj) de C a, avec 

max Iz 0 - (x i, yj) l< exp ( - c  4 S~). 
t,d 

Soit ~ l 'anneau des endomorphismes de /~; on a ~=Z s i f  n'est pas imaginaire 

quadratique, et ~=Z+Zaof ,  ofa ao est le coefficient directeur du polynOme minimal de 

f, s i f  est imaginaire quadratique. 

D'apr~s la version effective du th6or6me de Kolchin donn6e dans [MW2] Chap. 

III, on peut trouver des 616ments 2 <~) ...... 2 ~r) de 0 d, lin6airement ind6pendants sur (~, 

dont les composantes <0) 2,. E ~ (l~<i~<d), l<-o<-r) v6rifient 

tels que 

Z (0) (x) - 2 i h) zo.E~ (l~<Q~<r, l<~u<~k). 
i=1 j = l  

Montrons que pour l<~i<.d et l~<p~<r, on a 21Q)EZ. Supposons donc f imaginaire 

quadratique. On utilise l'hypoth~se (9.2) avec f l=L O<e<v/cs, H=(c3 SV) 1/~. On trouve 

donc H(fl)>H, et tout 616ment 2 de ~ v6rifiant 121<.S c,, est alors dans Z, d'apr~s le 

lemme 13.11. 

Ainsi on a 2 <0) E Z d pour 1 <.o<-r. Le lemme 13.10, appliqu6 ~t (2, donne finalement 

la contradiction attendue. 
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D~mons tra t ion  du corollaire 13.4. On travaille avec le groupe alg6brique 

G = G ~ x E  a, de dimension d + l .  On identifie T~C)  ~ C x C  d, et on consid6re le sous- 

espace vectoriel  V de To(C) engendr6 par o=(1; 1,fl, fl 2 . . . . .  f ld-l) .  Soit tT=EndE. On 

prend 

y =  ( ~+ (~fl + (Tfl2 + . . . + ~?fla- l) uo. 

Ainsi le rang m de Y sur Z e s t  d si i f=Z,  et 2d si ~74:Z. Soit t le degr6 de t ranscendance 

sur Q du corps 

Q(~(u), ~q~u) . . . . .  ~ - ~ u ) ) .  

Si on avait t<k ,  alors on aurait t + l < . k < m ( d + l ) / ( m + 2 d + 2 ) ,  et le th6or5me 3.1, com- 

bin6 avec l'in6galit6 de Liouville dans Q(fl), h la version effective du th6or6me de 

Kolchin  [MW2] Chapitre 3, et au lemme 13.10 (dans le cas plus facile n=  1) apporterait  

la contradic t ion at tendue.  

La  d6monstra t ion du corollaire 13.5 est analogue et nous l 'omettrons.  

D~mons tra t ion  du corollaire 13.7. On utilise le th6or6me 1.4 pour G=EI x ... XEd. 

On identifie T6(C) h C d via ~1 . . . . .  ~d, et on consid6re le sous-groupe h un param6tre 

e x p G o ~ ? d e  G(C), oh ~ ( z ) = ( z  . . . . .  z). On note y j = ~ ( v j ) E C  a, (l~<j~<m), 

Soit H u n  sous-groupe alg6brique de G. L 'hypoth6se  que El . . . . .  Ed sont deux-~- 

deux non isog6nes implique H=H1 x ... xHd ,  of a Hi est un sous-groupe alg6brique de 

El, (l<~i~<d) Si H est d6fini par  des 6quations de degr6 ~<S, et si i est un indice tel que 

Hi=CEi, alors H; est un sous-groupe fini de Ei, d 'ordre  ~< ScI oh c~ ne d6pend pas de S 

(cela r6sulte, par  exemple,  de [MW2] Th6or6me III). L 'hypoth6se  (13.6) montre que si 

un point  y E Y• ~2) n 'appar t ient  pas ~t ex p ~(H ) ,  alors sa distance ~t ce sous-ensemble 

ferm6 de TG(C) est au moins e x p ( - S 0 .  C'est  pr6cis6ment l 'hypoth6se du th6or6me 

1.4. D 'oh  

t+ 1 >I md/ (m+ 2 d - x )  >~ md/(m+ 2d) 

oh ~=rgz  5f(C)n K e r  expG. Ceci d6montre  le corollaire 13.7. 

Si on remplace l 'hypoth6se (13.6) par une mesure d ' ind6pendance lin6aire de 

Vl . . . . .  Urn, on utilise le th6or~me 3.1 avec /.t=(e-2)/d, oh e est le rang sur Z de 

F = Z y I + . . . + Z y , n ,  et yj=expGyj  (l~<j~<m). Si t + l < ( m - 2 )  d/ (e+2d-2) ,  alors 

t + I <(d/~ +x)/(~ +2), et on trouve un indice i, 1 <.i<~d, et k relations de la forme 

h) rjE~2 i (l~<x~<k), 
j=l 
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avec h ~l) . . . . .  h~k)fiZe+(M) lin6airement ind6pendants sur Z, et k=e-el~>3. Comme 

rgz Q i = 2 ,  on  en d6duit par combinaison lin6aire une relation 

~ hjy~j= O, 
j=l 

avec (h~ . . . . .  h,,) 6 Z~_(MC), ofa c ne d6pend pas de M, ce qui conduit  ~t une contradiction 

avec l 'hypoth6se  sur la mesure  d ' ind6pendance lin6aire de Yl .....  Ym. 

Si m>~4d 2, alor~ (m-2 )d / (m+2d-2 )>(md-1 ) / (m+2d) ,  donc la condition 

t+  1 ~>(m-2) d/ (m+2d-2)  implique t+  1 >~md/(m+2d). 

w 14. Fonctions z6ta et s igma : extension d'une courbe elliptique par un tore 

Soient ~ une fonct ion elliptique de Weierstrass d'invariants g2, g3 alg6briques, 

Q=Z~ol+Z~02 le r6seau des p6riodes de ~, 0 et ~ les fonctions sigma et z6ta de 

Weierstrass  associ6es ~t ff~. On d6signe par r l 'anneau des endomorphismes de E=C/g2. 

On consid6re des nombres  complexes ul .....  Uh G-lin6airement ind6pendants mo- 

dulo ~2, et des nombres  complexes  v~ . . . . .  Vm lin6airement ind6pendants sur Z. On 

suppose qu 'aucun  de ces h+m nombres  n 'est  p61e de ~, et que les nombres ~(ui) et 

~(vj), (l<~i~h, l~<j~<m) sont tous alg6briques. 

L ' hypo th6se  technique s '6crit  de la mani6re suivante : pour tout e>0  il existe 

H o > 0  tel que pour  tout H > H o ,  tout (h I . . . . .  h m) 6 Zm(H)et tout ~ fi ~2, si le nombre 

m 

= tO-- Z hjvj 
j=l 

n 'es t  pas nul, alors 

exp (-He). 

Cette hypoth6se  est toujours v6rifi6e dans le cas ~ * Z ,  gfftce ~ un th6or6me de D. 

W. Masser  [M] Chapitre 7, Th6or6me V. Elle l 'est  vraisemblablement aussi dans le cas 

~?=Z : il s 'agit d 'un  analogue quantitatif  d 'un  th6or6me de Bertrand-Masser,  que les 

travaux de Wfistholz sur la m6thode de Baker  devraient donner  (cf. [Wti]). 

COROLLAIRE 14.1. Si k est un entier tel que 

m(h+ 1) > k(m+ 2h+ 2), 

alors parmi les mh nombres 
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vj~(u i )  a(vj-ui)e /o(vj)a(ui) , (l~<i~<h, l ~ j ~ m )  

il y en  a au mo ins  k qui sont  a lg~br iquement  ind~pendants .  

Pour k=2 et k=3,  Reyssat  [R] a obtenu des 6nonc6s d' ind6pendance alg6brique 

assez pr6cis pour des nombres li6s ~ ceux du corollaire 14.1. 

DOmons t ra t ion  du corollaire 14.1. Au point de E h param6tr6 par (Ul . . . . .  Uh) via 

est associ6 un groupe alg6brique G, extension de E par G h, dont l 'exponentielle est 

param6tr6e ~t l 'aide de fonctions de h+ 1 variables (q  . . . . .  th;Z) E c h •  

ti+Z~(Ui)J ~ x z x 
( 7 ( Z - - b l i )  e /o~z) (71,1~i) , (1 ~< i ~< h) 

et ~(z). On consid6re ici le sous-groupe h u n  param6tre expGoSf de G(C), oCa 

3?: C---~ch• est donn6e par 

Le(z) = (0 . . . . .  0; z). 

L 'hypoth~se  ~(ui)E (~, (1 <~i<~h) assure d 'abord que G est d6fini sur Q, ensuite que 

u, . . . .  , uh sont lin6airement ind6pendants sur (~ (th6or~me de Masser si 64:Z, et de 

Bertrand-Masser si •=Z; cf. [M, Be2]). Si H est un sous-groupe alg6brique propre de 

G, alors sa projection Jr(H) sur E est finie (cf. [Be2] w 2). De plus, si H est d6fini par des 

6quations de degr6 ~<M, alors zr(H) est d 'ordre au plus M c. 

Posons y j = ~ ( v j ) ,  (l<~j<~m), et Y = Z y l + . . . + Z y  m. Soit (hi . . . . .  hm)EZ~(M); po- 

sons y = h i Y l +. . .  + hm Ym ; soit U E Ta(C) tel que exp~ u E H(C); supposons 

[u-y[ < exp (-M~). 

Alors la derni6re coordonn6e de u dans ChxC est de la forme ~o/s, avec a)E f~, et s E Z, 

O < s ~ M  ~. Pour v=S(hl  v~+. . .+hm urn), on a 

Iv-o) I < exp (-MU2), 

et par hypoth6se cela implique v---o), donc expayEH(C) .  On peut ainsi appliquer le 

th6or6me 1.4, et le corollaire 14.1 en d6coule. 

w 15. Vari6t6s ab6Uennes 

Plusieurs r6sultats d ' ind6pendance alg6brique, concernant les sous-groupes ~t plusieurs 

param~tres de vari6t6s ab61iennes, ont d~j~t 6t6 obtenus par Philippon [P2]. Nous allons 

en donner  quelques autres. 

20-868283 A c t a  M a t h e m a t i c a  156. Imprim6 le 15 mai 1986 
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(a) Sous-groupes ~ u n  parambtre de A h a v e c  EndA=Z.  Reprenons l'exemple de 

[MW2] p. 411. Soit A une vari6t6 ab61ienne d6finie sur un corp,~ de nombres, de 

dimension g~>l, dont l 'anneau des endomorphismes est trivial. On dispose alors de 

fonctions ab61iennes f~, ..i,fg, mdromorphes sur C g, alg6briquement ind6pendantes, 

admettant pour p6riodes un r6seau Q de C g, avec A~-Cg/g2. Soiient Ul . . . . .  Uh des 

616ments Q-lin6airement ind6pendants de C g, et soient v~ . . . . .  Vm des nombres com- 

plexes Q-lin6airement ind6pendants. 

Voici l 'hypoth6se technique : 

(15.1) Pour tout e>O, il existe Ho>0 tel que pour tout H>Ho et tout 

(21 . . . . .  2 h, h I . . . . .  hm) dans zh+_+m(H) v6rifiant 

o n  a 

dist (~, f~) > exp (-He), 

une fois choisie une distance dans C g. 

COROLLAIRE 15.2. Soit k un entier posi t i f  tel que 

gmh > k(m+ 2gh). (15.3) 

Alors k au moins des gmh nombres 

fv(bliUj), (l<~v<-g, l<~i<~h, l~./~<m) 

sont dOfinis et algdbriquement ind~pendants sur Q. 

De la m6me mani6re qu'au w 13 (c), on peut affaiblir l'hypoth~se (15.1) en demandant 

seulement un mesure d'ind6pendance lin6aire des u; et aussi des v i, quitte h imposer 

une condition (15.3) 16g6rement plus forte. 

(b) Sous-groupes ~ n-parambtres d'une vari~t~ abOlienne simple. Dans l'6nonc6 

(15.2) pr6c6dent, quand h= 1, on peut remplacer l'hypoth6se EndA--Z par la condition 

(plus faible) que A est simple. Donnons l'6nonc6 pour les sous-groupes ~ plusieurs 

param6tres. 

On consid6re donc une vari6t6 ab61ienne simple A de dimension g d6finie sur le 

corps 0 des nombres alg6briques, un sous-espace vectoriel V de TA(C) de dimension n 
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sur C, et des 616ments Q-l in6airement ind6pendants Yl . . . . .  ym de V. On note Q = K e r  

eXpA, et Y=Zy~+... +Zy,,,. Soit K un sous-corps  de C, de degr6 de t ranscendance  t sur 

Q, tel que eXpa yj E A(K) pour  1 <~j<~m. 

On suppose  que pour  tout e > 0  il existe H o > 0  tel que pour  tout H>Ho, pour  tout 

(h! . . . .  , hm) E z m ( n )  et tout  oJ E ~ ,  la condition 

implique 

COROLLAIRE 15.4. On a 

Ih~ Yl + . . .  +hm ym-~o I < exp ( - H  e) 

hlyl+. . .+hmym = m. 

t+ 1 ~ mg/n(m+ 2g). 

(c) D~monstrations. 

D~monstration du corollaire 15.2. On utilise le th6or6me 1.4 pour  G=A h, avec 

d=gh. On prend pour  V le sous-espace  de dimension 1 de Tc(C)--~C gh engendr6 par  le 

point  (u~ . . . .  ,ug). Pour  v~rifier l ' hypoth6se  (1.5), on utilise la descript ion des sous- 

groupes  alg6briques de G donn6e dans [MW2] p. 426. 

DOmonstration du corollaire 15.4. On va utiliser le th6or~me 8.1 avec G=A, d--g. 

C o m m e  A est  simple,  on a 6v idemment  p(V)=g/n. II reste ~ v6rifier l 'hypoth6se  (1.5). 

Dans  cet te  hypoth~se ,  on a un sous-groupe alg6brique H de A, d6fini par  des 

6quat ions de degr6 ~<M, et un 616ment y de Y_(M) tel que expa y ~ H(C).  Donc H:~A, 

et par  cons6quent  H est  fini, avec au plus M c ~16ments, o~ c ne d~pend pas de M. Alors 

l '616ment u de T~(C) qui v6rifie eXpA U E H(C) est de la forme co~s, avec co E ~2 et s E Z, 

l<~s<.M c, et l ' hypo th6se  du corollaire 15.4 donne la minorat ion voulue de lu-yl.  

Si on demanda i t  seulement  une mesure  d ' ind6pendance  lin6aire pour  y~ . . . . .  ym, on 

t rouverai t ,  ~t l ' a ide  du th6or6me 3.1 

t+ 1 >i ( m - 2 n )  g/n(m-2n+2g),  

ce qui, pour  m~4ng  2, redonne  le m~me r6sultat. 

w 16. Compl6ments 

(a) Raffinements. On peut  appor te r  quelques am61iorations aux r6sultats pr6c6dents.  

Ainsi, en 6crivant,  c o m m e  dans [Wa2], le groupe alg6brique G sous la forme 
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Gaa~215215 o4 G 1 est lin6aire, on peut remplacer  partout do par dl+2d2, avec 

d~=dim G1 et d2=dim G2, h condition de disposer d 'un  lemme de z6ros ,< multihomo- 

g6ne >> sous une forme pr6cise analogue ~ celle donn6e dans [MW2] pour  le cas 

homog6ne.  De m6me on obtient des in6galit6s plus pr6cises quand on ajoute des 

hypoth6ses de nature arithm6tique sur le sous-groupe Y, par exemple YcT~(K), ou sur 

le sous-espace vectoriel V, par exemple VcTc(K), en utilisant des lemmes de z6ros 

avec multiplicit6. 

On peut  aussi am61iorer les r6sultats dans le cas x > 0  (i.e. f2 n V~:0) en utilisant 

mieux les p6riodes; par  exemple,  pour  n = x = l ,  on peut montrer  d 'une part 

si 2dC> 3(e+dl+2dz-1), alors t> 1, 

et d ' au t re  part ,  sous l 'hypoth6se  (1.5), 

J(O 1 . . . . .  Ot) ~ 2dC/(C+dl +2d2-1)- 1 

Enfin il n 'y  a pas de difficult6 ~t d6montrer  des versions p-adiques de ces diff6rents 

r6sultats,  grgtce ~t [Bel] .  

(b) Conjectures. Nous  ne cherchons pas ici ~t formuler  les meilleures conjectures 

possibles,  mais seulement  h donner  quelques 6nonc6s qui pourraient 6tre accessible 

dans un futur  assez proche,  compte  tenu des m6thodes actuellement connues.  

On consid~re un groupe alg6brique commutat i f  connexe G de dimension d, d6fini 

sur un sous-corps K de C de degr6 de t ranscendance t sur Q. On 6crit G comme 

extens ion d 'une  vari6t6 ab61ienne A de dimension g~>0 par un groupe lin6aire L. Sans 

per te  de g6n6ralit6 on peut  supposer  L d6ploy6 sur K: L=Lu• m, of] Lu=G a~ est un 

groupe unipotent  de dimension du~>0, et Lm=Gam m est un groupe de type multiplicatif de 

dimension dm~O. Ainsi d=da+dm+g. 

Soit V un sous-espace vectoriel de To(C) de dimension n sur C, et soit Y un sous- 

groupe de type fini de V, tel que expc  YcG(K). On suppose que expc  V est dense dans 

G(C). On note  p(Y) =/~(Y, V). 

CONJECTURE 16.1. Si dp(Y)>np(Y)+dm+2g, alors 

t+ 1 > d/z(D/(n~t(Y)+dm+ 2g). 

On peut  esp6rer  un peu mieux dans le cas oO le sous-groupe h n param6tres exp~lv: 

V---~G(C) admet  des p6riodes. Pour  cela notons ~=rgz  Vn K e r e x p c .  
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CONJECTURE 16.2. Si n= 1 on a 

t ( 1 - 2 ) +  l ~ d#(Y)/(nl~(Y)+dm + 2g-~). 

La  quantit6 dm+2g, qui remplace l 'expression dQ des th6or6mes ci-dessus (ou dl +2d2 

darts le (a)) est 6gale au rang de Q = K e r e x p G ,  et 

dm+2g-x  = rgz f2/f2 n V. 

Les  deux conjectures  pr6c6dentes correspondent  ~t la m6thode de Schneider.  En 

voici deux autres li6es h la m6thode de Gel ' fond-Baker.  On d6signe par W le plus petit  

sous-C-espace vectoriel  de TG(C), d6fini sur K, et contenant  Y. Soit n' la dimension de 

W, n~n'<.d. On note  toujours ~(D=/~(Y, V). 

CONJECTURE 16.3. Si d>n' et p(Y)>0, alors 

t > (d-n')p(Y)/(n/t(Y)+dm+2g). 

Le  fait que les conditions d>n' et/~(Y)>0 impliquent t>0  a 6t6 d6montr6 par Wiistholz 

[W~]. 

CONJECTURE 16.4. Si n=l on a 

On peut  esp6rer  des in6galit~s plus fines en ajoutant des hypoth6ses,  par exemple : 

- -  G d6fini sur (), 

- -  pour  un sous-groupe alg6brique H de G (par exemple H=L), en notant Jr: G ~ G / H  la 

surjection naturelle,  on a ~ o expG ( D c  (G/n)tor s; 

ou encore ,  en supposant  G d6fini sur I~, 

- -  pour  un sous-groupe alg6brique H de G, d6fini sur I~, on a s~oexpc YcG/H(O), 

- -  pour  un sous-groupe Y' de Y, on a expG Y'cG((~), 

- -  enfin on peut  aussi faire intervenir la dimension du plus petit sous-espace vectoriel 

de TG(C) sur C, d6fini sur I~ et contenant  Y. 
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Soient un groupe R un sous-anneau de C de type fini sur Z, K--FrR le corps des 

fractions de R, G u n  groupe alg6brique sur K qui est commutatif, ouvert d'un ferm6 de 

P~K, ~:R---~C un homomorphisme et /(=Fr(tp(R)). On souhaite construire un groupe 

alg6brique commutatif () sur / ( ,  de m6me dimension que G, qui soit ouvert d'un ferm6 

de l~g et qui poss6de les propri6t6s suppl6mentaires suivantes. 

I1 existe un sous-groupe H du groupe G(K) (le groupe des points rationnels de G 

sur K) tel que tout point de H puisse s'6crire sous la forme (u o, uj . . . . .  UN) dans P~K(K) 

avec u i E R  et l 'un des q~(ui) n'est pas nul; de plus (q0(u0) . . . . .  Cp(UN)) E G(/()cP~(/() et 

l'application (Uo, u I . . . .  , UN)~-->(Cp(U o) . . . . .  Cp(UN)) est un homomorphisme. On souhaite en 

plus que cette propri6t6 soit valable pour une famille ,, suffisamment grosse ,~ d'homo- 

morphismes ~. 

En fait ce probl6me n'est autre chose que la construction d'une famille de d6forma- 

tions du groupe G, index6e sur un ouvert Zariski dense de SpR; le groupe G 6tant 

index6 par le point g6n6rique de SpR. L'existence d'une famille de d6formations, ou 

encore l'existence d'un sch6ma en groupes sur un ouvert dense de Zariski de SpR dont 

la fibre g6n6rique est G est bien connue (EGA, Chapitre IV); il suffit donc d'utiliser ces 

r6sultats, de les interpr6ter et de les adapter au ,, probl6me de la transcendance ~,. 

1. D6finition de la d6formation 

(On peut consulter Hartshorne p. 89, EGA Chapitres I, 2.5 p. 103, 3.6 p. 117, 3.7.3 p. 
d6f 

119.) Soient q0: 3~---~S un morphisme entre deux sch6mas, s E S, k ( s )=  C s , , / ~  s le corps 

r6siduel de se t  Sp k(s)---~S le morphisme canonique. L a f i b r e  du morph i sme  c# au point s 
d~f 

est le sch6ma ~s = �9 x s Sp k(s); c'est donc un sch6ma sur le corps k(s). L'espace ~s est 

canoniquement hom6omorphe ~ q0-~(s), muni de la topologie induite par 3~. 

Consid6rons le cas oO S=SpR avec R noeth6rien int6gre. Soient r/E S le point 

g6n6rique de S e t  X une vari6t6 alg6brique sur K = F r R = k O ] ) .  On appelle fami l le  de 
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d~formations de X tout sch6ma q~:~--~S tel que ~-~X;  les autres fibres ~s, sE S  

s'appellent les d~formations de X, 

2. Existence de la d6formation 

Ce qui suit n'est autre chose qu'un ensemble de r6sultats qui se trouvent dans EGA, 

Chapitre IV. 

TH~OR~ME 1 (EGA, Chapitre IV). Soient R u n  anneau noethOrien intOgre, 

K = F r  (R), G--% G l ~-~P~ trois variktOs algkbriques rOduites, pU=Proj K[X o . . . . .  XN] est 

l' espace project i f  de dimension N, a est une immersion ouverte dominante, fl est une 

immersion ferm~e; en plus G est un groupe alg~brique commutatif, connexe, 
d6f 

r~gulier. Alors il existe f E R - { O } ,  (~, (~l des schOmas plats sur Sf=SpR[1/f] ,  et des 

morphismes a: q6---~(~j, b: q61--,PU[l/fl=ProjR[1/f] [X o . . . . .  XN] avec les propriOtks sui- 

oantes. 

(1) g6 est un schOma en groupes commutatifs, a est une immersion ouverte 

dominante, b est une immersion fermke; en particulier 63s est un groupe alg~brique 

commuta t i f  sur k(s) pour tout s E Sf. 

(2) Soit ~1 le point g~n&ique de Sf, alors ~,~-G,  (~31~=GI, a~=a, by=ft. 

(3) Pour tout sES f ,  as:(~---~(~ est une immersion ouverte dominante, 

b~: ~I~---~P~) est une immersion ferm~e. 

(4) Pour tout s E Sf, le groupe algObrique ( ~  est gOomktriquement r~gulier. 

(5) Pour tout s E S~, chaque composante connexe de ~ a mOme dimension que 

(6) Le nombre gkom~trique de composantes connexes de q6s est le nombre 

g~omOtrique de composantes connexes de ~ - G ,  pour tout s E Sf. 

(7) Si PN[~/f]=ProjR[1/f] [X 0 ..... XN], alors il existe i, O<.i<-N, tel que D+(x~)n~ 
soit dense dans ~ pour tout s E Sf ((~s est identifie h cp-~(s)=q6 selon 1). 

D~monstration. On feuillette EGA, Chapitre IV. 

L'existence de (~, (95, a, b avec ~ = G ,  ~l~=Gl ,  a~=a, b~=fl est le thEor~me 

8.8.2, Chapitre IV, p. 28. La platitude de (g, ~ est le th6or6me 6.9.1, Chapitre IV, p, 

153. Que q6 soit un sch6ma en groupes commutatifs est le Scholie 8.8.3 p. 33-34. Le 

th6or~me 8.10.5, Chapitre IV, p. 37 montre que a est une immersion ouverte dominante 

et b une immersion ferm6e. Par le corollaire 9.9.5, Chapitre IV, p. 94 on a 63s 
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(g6om6triquement) r6gulier. Le corollaire 9.5.6, Chapitre IV p. 69 montre 5), et la 

proposition 9.7.8, Chapitre IV, p. 82 montre 6). 

Comme ~ G  est connexe, on peut supposer (quitte ~t changer les indices) que 

D+(Xo) n ~ ,  donc que D+(Xo)n q6q est dense dans ~ ;  il suit de la proposition 

9.5.3, Chapitre IV, p. 67 que D+(Xo)n ~ est dense dans ~s. 

Remarque. Si on change f en fl=fh, avec hER-{O}, les sch6mas (~xssSy ~, 
q~l XssS 6, et les morphismes qui s'en d6duisent satisfont le th6or~me 1 (en rempla~ant 

f p a r  fp .  Le sch6ma ~ est << unique >>; i.e. si ~ et q6' conviennent, il existe S' ouvert 

non vide de SpR avec ~ x S ' = ( ~ ' x S ' .  

Remarque. Si G est une vari6t6 ab61ienne (resp. affine), on peut choisir ~ ab6lien 

(resp. affine) et les q6s seront ab61iens (resp. affines). 

Si (Tq-->G2-->G3 est une suite exacte de groupes alg6briques alors il existe une 

suite exacte de sch6mas en groupes (~1--">(~2---->(~ 3 e t  l'on a aussi les suites exactes 

3. Le  groupe  des  ~ points  rat ionneis  >> 

3.1. Le groupe des points rationnels d'un groupe algObrique. Soient G u n  groupe 

alg6brique sur un corps L, G(L) le sous-ensemble des points de G rationnels sur L; 

comme les points de G x G rationnels sur L s'identifient canoniquement ~ G(L)x G(L), il 

suit que la structure de groupe alg6brique G induit sur l'ensemble G(L) une structure de 

groupe (au sens ordinaire). 

On peut interpr6ter un point rationnel comme la donn6e d'un morphisme 

0: SpL={~}-->G par Q--~Q(~)EG(L). Soient 01, Q2 deux tels morphismes, Pl, P2 les 

projections canoniques de G• G sur G, 0 l'unique morphisme tel que pi o O=Oi, et m la 

multiplication : 

SpL / 0 , G x G  m ,G 

Alors on v6rifie imm6diatement que m oO(~)=m(Ql(~), O2(~)). Ainsi donc le groupe 

G(L) est aussi l 'ensemble des morphismes 0: S p L ~ G  muni de l'op6ration 0~-x-o2= 



298 M I C H E L  W A L D S C H M I D T  

m o 0. C 'es t  cette interpr6tation qui permet de d6finir les ,, points rationnels ,~ d 'un  

sch6ma en groupes. 

3.2. Le groupe des ~ points rationnels ~ d'un schOma en groupes. Soient R u n  

anneau noeth6rien int~gre, q~: q6-- ,S=SpR un sch6ma en groupes de type fini sur S. 

Soit q6(R) l 'ensemble des morphismes o : S p R ~ ( ~ ;  en particulier le morphisme 

,, 616ment neutre ~, e: SpR---~q6 est 616ment de ~(R).  Montrons que la structure de 

sch6ma en groupes induit sur @(R) une structure de groupe (au sens ordinaire). Si 0 est 
d~f 

l 'unique morphisme de Sp L d a n s @  • @ tel que p; o 0=O;, on d6finit O ix-O: =/ t  o 0 oO/~ 

est le morphisme multiplication : 

S p L ~  - l j  0 P~ , ~ x ( ~  /~ , ~  

I1 est facile de v6rifier que (~(R),  -x-) est un groupe (au sens ordinaire), e est l'~16ment 

neutre,  et io O est l ' inverse de O si i: ~--og6 est le morphisme ,, inversion ,,. 

PROPOSITION 2. Soient R u n  anneau noeth~rien intOgre, ~ un schdma en groupes 

plat,  de type f ini  sur S = S p R .  Soient s E S ,  ~gE~(R), i.e. Q:SpR---~(~ un morphisme, 

Qs: Spk(s)----~s le morphisme induit, alors 0~: ~ ( R ) - o ~ ( k ( s ) )  dOfini par Os(Q)=O~ est 

un homomorphisme.  Soit  r 1 le point  gdn~rique de S, alors 0n: ~(R)---~@n(k(~/)) est 

injectif. Ainsi  il existe un homomorphisme 6s: O~(@(R))---~(~(k(s)) tel que 6~(Qq)=Qs 

pour  tout Q E (~(R). 

3.3. Les  ~ points  rationnels ~, de v~R. Soient ~: S p R ~ p N = P r o j R [ X o  . . . . .  XN] un 

morphisme,  K = F r ( R ) ,  Q~:SpK--oP~K, on a Q~(~)EI~K(K). La  proposition qui suit 

montre  ~ quelle condition un point de I~K(K) d6finit un morphisme O: SpR---~P~ r 

PROPOSITION 3. Soient R un anneau noethdrien intkgre, K= Fr ( R) ,  

P~'R =Proj  R[Xo . . . . .  XN], X=(X0 . . . . .  X N) E pN(K), r/ le point  g~nOrique de S=SpR.  Alors 

les propriOtOs suivantes sont dquivalentes. 

(i) I1 existe un morphisme ~: SpR---~P~ tel que Q,l(~)=(Xo . . . . .  XN) , o2 {~)=SpK.  

(ii) Pour  tout ~ E SpR il existe Uo(P) . . . . .  UN(P) dans R avec x=(uo(P) . . . . .  uu(P)), et 

l 'un des ui(l~) n 'appart ient  pas  d ~. 
N (iii) Pour O<~i<<.N, soit 21 i={dERldx jEx iR ,  O<-j<-N}. Alors Zi= o 92(i,R. 
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Si ces conditions sont rEalis~es, le morphisme Q est unique. Si s ~ S p R ,  on a 

x=(Vo(P ~) ... . .  VN(p~)), vi(l~ s) E R, et vio(~s) ~ ~s, et alors ~9~(~')=(v0(P s) . . . . .  VN(t3~)), O~ 

{~')=Spk(s), et vi(lJ ~) est l'image de vi(Ps) clans k(s). 

PROPOSITION 4. Soient R un anneau noeth~rien intbgre, (~ et ~1 des schemas 

plats de type fini sur S=SpR,  a: ~--->(~ une immersion ouverte, fl: (~---~P~R une 

immersion fermEe, y=floa,  {~(R) (resp. I~(R)) l'ensemble des << points rationnels ~ de 

(~ (resp. I~n). Soit ~ ~ I~R(R); alors les propri~tEs suivantes sont Equivalentes. 

(i) I! existe ~2~(~(R) tel que O~=ynoQ2 ~ oft r I est le point g~nErique de S, ~,~ 

(resp. y~, ~2~) est le morphisme induit par ~ (resp. y, ~) .  

(ii) Pour tout s ~ S il existe ~2 ~ ~(k(s))  tel que y~o~p=@~. 

DEmonstration. (i) implique (ii) est imm6diat, i| suffit de prendre ~P=~2s. (ii) 

implique (i). On consid~re le diagramme commutatif,  of a u, v, w sont les projections 

canoniques : 

SpR ~ ~ P~ 

On a u(~)=s, ainsi Qou(~)=?ovo~p(~),  ce qui veut dire que Q(s)E?(@); ainsi 

Q(SpR)c~,(~).  En particulier Q(SpR)cfl(6J0. Comme R e s t  int6gre il existe 

~ :  SpR---~@I tel que floo~= O. Comme g6 est ouvert dans @1 et que o ~ ( S p R ) c ~ ,  il 

existe un morphisme ~2: SpR---~@ tel que aoQ2=Q1, ce qui montre ?oQ2=Q. 

Remarque. Conservons les hypotheses de la proposition 4 en identifiant (~s a une 

partie de P~k~s) pour s E S (et donc (~s(k(s)) ~ une partie de I~kts)(k(s))), on peut traduire la 

proposition 4 en termes plus concrets. 

Soit x=(x  0 . . . . .  N u x u) E Pk(~)(k(r/))=Pr(K) qui provient d 'un  616ment de I~R(R) (propo- 

sition 3). Alors on a 6quivalence entre (i) et (ii) : 

(i) le point x provient d 'un  616ment de ~(R),  

(ii) pour tout premier p (correspondant ~ s E S) on a 

( uo(V ) . . . . .  uu(V ) ) 6 6~ s(k(s) ) = P~s)(k(s)) 

oO x=(u0(~) . . . . .  un(W)) est une 6criture de x satisfaisant (ii) de la proposition 3. 
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4. Application/~ << la transcendance >) 

PROPOSITION 5. Soient R u n  sous-anneau de C de type f ini  sur Z, K = F r R c C ,  G 

un groupe algdbrique commuta t i f  connexe sur K de dimension d qui est ouvert dense 

d 'un fermd G l de P~=Proj K [ X  o . . . . .  XN]. On peut  supposer que D+(Xo) N G est dense 

dans G e t  que (XJXo)l~nD+(Xo) . . . . .  (Xd/XO)IGnD+(Xo) sont algdbriquement inddpendantes 

sur K. Enfin soient G(K) le groupe des points de G rationnels sur K, et xl . . . . .  xeE G(K). 

Alors il existe a E R - { 0 }  auec les propri~tds suivantes. 

(1) Pour tout homomorphisme ~:R--->C tel que (v(a):r il existe un groupe 
d6f 

algdbrique Gr sur k(~) = Fr(q~(R)) de dimension d. C'est un ouuert dense d'un fermk 

de P~r D+(Xo)N Gr est dense dans Gr et les fonctions X1/X o . . . . .  Xd/X o restreintes 

Qo ND+(Xo) sont  alg~briquement inddpendantes sur k(qg). Si kerqv=0 (i.e. k(cp)=K), on 

a Gr 

(2) Soit  H l e  sous-ensemble des points x de G(K)cP~(K) possddant la pro- 

pridt~ suiuante : pour tout homomorphisme q~:R-->C avec ~v(a)~:O, il existe 

Uo(gV) . . . . .  UN(q~) ER,  io=io(~V) avec c~(Uio(qV))~:0, 

X = (U0((jO) . . . . .  UN((ff) ) ( d a n s  pN(K)), (* )  

enfin I 'dldment (qg(uo(cp)) . . . . .  ~O(UN(~I))) ne ddpend pas de la representation (*), on le 

note e~(x). Alors H est un sous-groupe de G(K) qui contient x~ . . . . .  x e et pour tout 

qg:R---~C avec q3(a)=~O I'application e~:H--.G~(k(cp)) est un homomorphisme de 

groupes.  

Ddmonstrat ion.  Comme K est de caract6ristique nulle, le groupe alg6brique G est 

r6gulier (Mumford, p. 101), ainsi on est dans les conditions d'application du th6or~me 1. 

I1 existe f E R - { 0 } ,  ~ un sch6ma en groupes plat sur Sf=SpR[1/f]  avec toutes les 
propri6t6s du th6or6me. 

Le point X i E G(K) d6finit un morphisme cti: Sp K= {~}---)G par 

ai (~)=xiEG(K)~P~(K)  (voir w I1 existe f -ER-{0} et un morphisme 

Qi: SpR[1/ffi]--+(~ • ~ tel que Qi,=ai, oh Sff=SpR[1/ffi] et r/est le point g6n6rique 

de S=SpR (EGA, Chapitre,IV, Th6or~me 8.8.2, p. 28). 

On sait que D+(Xo)N G 1 est un ouvert affine et que la K-alg6bre ~a,(G~ ND+(X0) ) 

est engendr6e par 

(Xl/Xo)l+, . . . . .  (XN/XO)I+, 



GROUPES ALGI~BRIQUES ET GRANDS DEGRl~S DE TRANSCENDANCE 301 

On a d=dimG=dimGl  et D+(Xo)NG1 dense dans G1, donc d=dimD+(Xo)NGl. Ainsi 

on peut  supposer  que 

(XI/Xo)IGI A O+(Xo) . . . . .  (Xd/Xo)IG I AD+(Xo) 

sont alg6briquement libres sur K, et que (X/Xo)I6 ' nO+(Xo ) est alg6briquement 1i6 

(Xl/Xo) l~, oo+<~o) . . . . .  (X/Xo)l~l  ~o+(Xo). 

Ainsi il existe f o E R - { 0 }  tel que (X/Xo)l~,nn+(Xo) soit entier sur le sous-anneau de 

(~G,(GI N D+(Xo)) engendr6 par 

(XI/Xo) IG, nO +(Xo) . . . . .  ( X  d/Xo)}G 1 ND+(X0) 

sur R[1/ffo]. Il suit de la platitude de ~ l  sur Sf=SpR[1/f] que (Xi/Xo)l% nD+(xo) est entier 

sur le sous-anneau de 

(~r n D +(Xo)) | R[ 1~fro] 

engendr6 par  

(X,/Xo)[% nD +(Xo) ..... (XJXo)l% no+(xd et R[ l/f] | R[ l/ffo]. 

Soit a=f fo f  1 ... fe ; quitte h changer ~ en ~ XsiS a avec Sa=SpR[1/a], on peut  

supposer  que ~ est un sch6ma en groupes plat sur Sa qui satisfait les propri6t6s du 

th6or6me 1. En plus il existe Oi: S,~---)(~ tel que Oi,7(~)=xi ofa {~}=SpK,  q est le point 

g6n6rique de Sa. Ensuite  (Xi/Xo)l%nD+<Xo) est entier sur le sous-anneau de 

(~%(~1 ND+(X0)) engendr6 par 

(Xl/Xo)l% nm (Xo), " " , (X  JXo)l% n~+(Xo) 

et R[1/a]. II suit faci lement de cela que 

(x , /xo) l% oO /Xo) . . . . .  (X  d/Xo)l% ~m <~o) 

sont alg~briquement ind6pendants sur k(s) et que (X/Xo)l%nD+(Xo) est entier sur la sous- 

k(s)-algSbre de (7%((~ AD+(X0)) engendr6e par 

(X  JXo)l% ~o+(Xo) . . . . .  ( x  d/Xo)l% ~o +<Xo), 
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pour  tout s E Sa; il suffit d 'uti l iser le fait que D+(Xo)N g6s est dense dans (~s, que g6~ 

est dense  dans @~ et que d = d i m ~ = d i m ~ l ~  (th6or6me 1). 

Tout  homomorph isme  tp:R-+C d6finit l'id6al premier p=kerq~ de R; comme le 

degr6 de t ranscendance  de C sur Q est infini, tout id6al premier  de R e s t  le noyau d 'un 

homomorph i sme  go:R-+C. Deux homomorphismes Q~ et ~gz peuvent avoir m6me 

noyau,  mais dans ce cas k(Q0=k(Q2). Enfin si s=kerq~ on a k(s)=k(q~)=Fr (q0(R)). 
d~f 

On pose alors G~0= @s, en particulier G~=| si k e r ~ = ( 0 } .  

Ensui te  la proposi t ion 4 et la remarque qui la suit montrent  que H n 'es t  autre chose 

que l ' image du groupe t~(R[1/a]) dans (~ (k (q ) )=G(K)  et que e~=6s si s=kerq0 (propo- 

sition 2). Par  ce qui pr6c6de on a Q~ . . . . .  QeE@(R[1/a]), donc xl . . . . .  xeEH. 

Remarque .  Si on le souhaite on peut  d6crire les homomorphismes q~: R---~C tels que 

q0(a)+0. Supposons  R=Z[O~ . . . . .  Or] [0/+~] avec 01 . . . . .  Ot alg6briquement ind6pendants 

sur Q, et Ot+~ alg6brique sur Q(01 . . . . .  Or); alors Ot+l satisfait une relation de la forme 

U0-'['-U 10t+l"b..."~-I~imOt+l=O a v e c  /~/iEZ[01 . . . . .  Ot] et UoUm:#O. De m~me a satisfait une 

relation Vo+V 1 a+...+Om, am'=o avec viEZ[O ~ . . . . .  Ot] et VoV,,,:~O. Soient 6~ . . . . .  OtEC 

tels que u o u m v o Vm,(O 1 . . . . .  Ot)+O, alors il existe un homomorphisme q0: R ~ C  tel que 

q~(Oi)=Oi pour  l<~i<.t et q0(a)#0 (en g6n6ral cet homomorphisme n 'est  pas unique). 
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