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Introduction

Le point de départ de ce travail est une interprétation géométrique de la construction
de Jacobi des jacobiennes hyperelliptiques, telle qu’elle est présentée dans [M2].
Mumford identifie un ouvert de la jacobienne de la courbe y’=F(x) a4 ’ensemble des
triplets (U, V, W) de polyndmes en x satisfaisant a certaines conditions de degré, ainsi
qu’al’équation V2+ UW=F. En remarquant que cette équation signifie que le polynéme
caractéristique de la matrice

Ax)= (V U)

w -V

est égal a y’—F(x), nous définissons cette correspondance de la maniére suivante.
Notons C la courbe y*=F(x) et 7: C—P"' le revétement double (x, y)—>x. La donnée d’un
faisceau inversible sur C équivaut a celle de son image directe sz, L, munie d’une
structure de 7z, Oc-module. Si L est assez général et de degré convenable, le fibré =z, L
est trivial (de rang 2); on voit alors facilement qu’une structure de x,Oc~module sur
O’P,G)Opl est définie par une matrice A(x) du type précédent.

Un des avantages de cette présentation est qu’elle se généralise aussitdt a des
courbes plus générales, les courbes spectrales: ce sont des revétements Cp—P' de
degré r, définis par une équation

Py, x)=y +5,x)y "+...+5,x) =0,

ol les s; sont des polynémes en x, satisfaisant & degs;<id pour un entier d fixé. On
montre comme ci-dessus qu’un ouvert de la jacobienne de Cp (plus précisément, le
complémentaire du diviseur ©) s’identifie a la variété des matrices carrées d’ordre r
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dont les coefficients sont des polynémes de degré <d en x et dont le polynéme
caractéristique est égal a P, modulo conjugaison par les matrices constantes. Cette
construction peut se faire en famille, au-dessus de 1’espace ¥"des polynémes P(y, x) du
type ci-dessus: soit Q la variété des matrices carrées d’ordre r dont les coefficients sont
des polyndmes de degré <d en x, modulo conjugaison par les matrices constantes. En
associant a une telle matrice son polynéme caractéristique, on définit une application H
de Q dans ¥; pour PE ¥, la fibre H!(P) est un ouvert de la jacobienne de la courbe
spectrale Cp. La fibration H décrit donc la famille universelle des jacobiennes de
courbes spectrales.

Dans chaque fibre de H, ’espace des champs de vecteurs invariants par translation
est de dimension g. Nous montrons au § 3 qu’il existe g champs de vecteurs sur Q, qui
sont tangents aux fibres de H et dont la restriction & chacune de ces fibres engendre
I’espace en question. L’expression de ces champs est remarquablement simple: les
flots correspondants admettent la représentation de Lax

4 = a0, 2]
pour pEN et a €C fixés. Ces flots commutent, admettent les composantes Hy, ..., Hy
de H comme intégrales premiéres, et se linéarisent sur les fibres de H. On a donc une
situation trés proche de celle d’un systéme hamiltonien complétement intégrable; de
fait, en choisissant des points a,,...,a,,, de P!, on définit au §5 une structure de
Poisson sur Q pour laquelle les flots (0.2) sont les flots hamiltoniens associés aux
fonctions H;. Cette structure ne peut étre symplectique, car le nombre N des intégrales
premiéres est plus grand que la dimension g des fibres de H. Pour obtenir des systémes
hamiltoniens complétement intégrables au sens usuel, il faut fibrer la situation au-
dessus de CV~%¢. En associant a un polynéme P(y, x) ses valeurs P(y, ay), ..., P(¥, a4,,),
on définit une application linéaire p de ¥ sur un espace vectoriel 4. On considére alors

4

que 1’on voit comme une famille analytique de fibrations paramétrée par les points de
%U: pour PEA, la fibration H induit une fibration Hy: Qp— 5, avec Qp=q~'(P) et
Yp=p~'(P). Alors pour chaque P€ %, la structure de Poisson de Q induit sur Qp une

le diagramme
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structure symplectique, et la fibration Hy définit un systéme hamiltonien complétement
intégrable sur Qp. Les fibres de Hp sont encore des ouverts des jacobiennes des
courbes spectrales Cp (pour PE ¥p), et les flots hamiltoniens se linéarisent sur ces
fibres.

On peut donner des systémes hamiltoniens complétement intégrables Hp une
description simple, indépendante de ce qui précéde. On considére des classes de
conjugaison C,, ..., C,,, dans M,(C), de dimension maximale. Ces variétés sont munies
d’une structure symplectique canonique (de Kostant-Kirillov); la variété Qp est le
quotient symplectique par PGL,(C) du produit des C;. Les hamiltoniens en involution
sur ce quotient s’obtiennent en associant a une famille (A;); <4, les coefficients du
polynéme det(yl,— X A;P(x)), avec P{(x)=Il+{x—a;).

Au §6, nous explicitons quelques-uns des systémes hamiltoniens completement
intégrables obtenus dans Ie cas r=2 (qui correspond aux courbes hyperelliptiques).
Nous retrouvons en particulier le systéme de Neumann (étudié dans [M2]) ainsi que
quelques variantes (équations d’ Arnold—Euler, mouvement d’un point sur un ellipsoide
avec force centrale).

Le lecteur averti aura noté la similitude de ce qui précéde avec une partie des
résultats de [A—vM]. Cette ressemblance apparente cache cependant des différen-
ces importantes. Ainsi, tout comme dans [A-vM], nous linéarisons le systéme de
Neumann sur la sphére S%' sur les jacobiennes des courbes spectrales
det(yI—A(x))=0; mais dans [A~vM] A(x) est une matrice d’ordre d trés particuliére,
polynomiale de degré 2 en x7!, alors qu’ici A(x) est une matrice (2,2) générale a
coefficients polynomiaux de degré <d en x. Je ne comprends pas pour l'instant la
relation entre ces deux approches.

Signalons que les constructions de cet article s’étendent lorsqu’on remplace 1’al-
gebre de Lie M(C) par une sous-algébre de Lie réductive. Nous reviendrons sur cette
question dans un article ultérieur.

1. La jacobienne d’une courbe spectrale

(1.1) Nous identifierons dans cet article la droite projective complexe P' i la sphére de
Riemann, ce qui fournit une coordonnée affine x sur P'. Fixons des entiers r=1, d=0.
Soient s{,...,5; des polyndmes en x, avec deg(s)<id, et soit P le polynéme
Y +s5,(x)y " '+...+5(x). L’équation P=0 définit un revétement de degré r (ramifié)
7p: Cp—PL.

On dit parfois que Cp est la courbe spectrale associée a P, pour la raison suivante.
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Notons S, ’espace des polynémes en une variable x de degré =d, a coefficients
complexes, et M(S,) I’espace des matrices carrées d’ordre r a coefficients dans S,.
Pour toute matrice A(x) de M,(Sy), le polyndome cal;actéristique det(yl,—A(x)) de A(x)
est du type précédent, et nous verrons ci-dessous qu’on obtient ainsi tous les polynd-
mes de ce type.

(1.2) Nous fixons désormais le polynéme P; nous écrirons simplement 7 et C au
lieu de 7p et Cp. En termes de géométrie algébrique, le revétement sz est défini par le
faisceau d’algébres m,0q. Celui-ci est égal au quotient de l'algébre symétrique
S(Op(—d)) par I'idéal ¥ défini comme suit: pour 0<i<r, le polynéme s; définit un
homomorphisme 5;: Op(—rd)—> Op(—(r—i) d) (on pose so=1); # est I'idéal engendré par
I'image de I’homomorphisme @S§;: Op(—rd)—S(Op(—d)). Au-dessus de la droite affine,
S(Op(—d)) est le faisceau d’algébres associé a la C[x]-algebre Cly, x], et # correspond &
I’idéal engendré par P. En tant que Gp-module, on a

7,0 =Cp ® Op(—d) @ ... ® Op(—(r—1)d).

On en déduit que le genre g de C est

—1
g=dimH'(C, 0p) = dim H'(P', 7,0,) = D, dim H'(P!, O(—id))

i=0

Le-n@r-2.
2

(1.3) Nous supposerons dans la suite que la courbe C est lisse. Nous noterons
comme d’habitude J¢~(C) la variété (isomorphe a la jacobienne de C) qui paramétre les
classes d’isomorphisme de fibrés en droites de degré g—1 sur C, et © le diviseur théta
canonique de J2~'(C) (formé des classes de fibrés admettant des sections globales non
nulles). Nous allons donner une description explicite de ’ouvert affine J¢~/(C)-©.

(1.4) THEOREME. Soit Mp la variété des matrices carrées d’ordre r dont les
coefficients sont des polynémes de degré <d en x, et dont le polynéme caractéristique
est égal a P. Le groupe PGL/(C) opére librement et proprement sur Mp par conju-
gaison, et la variété affine J*~'(C)—© s’identifie au quotient de Mp par cette action.

Les fibrés en droites sur C se décrivent comme dans [BNR]: la donnée d’un tel
fibré L sur C équivaut a celle du fibré E=x, L de rang r sur P!, muni d’une structure de
7, Oc-module, ¢’est-a-dire d’'un homomorphisme d’algébres U: 7, Oc— &nX(E). Vu I'iso-
morphisme 7, O-=S(Op(—d))/#, la donnée de U revient a celle d’une application Op-
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linéaire u: E—E(d) satisfaisant & P(#)=0. Comme P est irréductible sur C(x), cette
derniére condition signifie en vertu du théoréme de Cayley—-Hamilton que le polynéme
caractéristique de u est P (loc. cit.).

Supposons maintenant que L appartienne a J&~'(C)—©. La cohomologie de L est
alors nulle, donc aussi celle de =, L, ce qui impose que 7, L est isomorphe a Op(—1)".
Choisissons un isomorphisme v: Op(—1Y—m, L. La donnée de u revient a celle de
v 'uv: Op(— 1Y — Op(d—1Y’, ¢’est-a-dire d’une matrice A(x) appartenant 2 Mp. En résu-
mé, on a construit une correspondance bijective

{LEJ*"(C)— © +isomorphisme v: Op(— 1Y > 7, L} < {A(x)EM,}.

Tout isomorphisme de Op(—1)" sur 7z, L s’obtient en composant v avec un automor-
phisme de Op(—1), c’est-a-dire un élément g de GL,(C), et la matrice correspondante de
Mp est g7'A(x) g. On en déduit une bijection de J¢~'(C)—O sur le quotient Mp/PGL,(C).
Plus précisément, on déduit de ce qui précéde un morphisme M,—J? “YC)-©, dont les
fibres sont les orbites de PGL,(C) dans Mp. D’autre part, le stabilisateur d’'une matrice
quelconque A(x) de Mp est réduit a 1’élément neutre: en effet, si une matrice non
scalaire BEM,(C) commute a A(x), ses sous-espaces propres sont invariants par A(x),
ce qui contredit 'irréductibilité du polyndme caractéristique de A(x). On déduit alors
des résultats généraux de [M1] sur les variétés quotient que M, est un fibré principal de
groupe PGL,(C) au-dessus de J5~(C)—@. O

(1.5) Exemple. Considérons le cas r=2. La courbe C est alors hyperelliptique; on
peut choisir le polynome P qui la définit de la forme y*—F(x), ou F est un polynéme en x
de degré <2d. Les matrices A(x) de Mp s’écrivent alors

wo(l ).

ou U, V, W sont des polyndmes en x de degré <d, satisfaisant a V>+UW=F.

C’est essentiellement la forme obtenue par Mumford dans [M2], a ceci prés que
Mumford normalise I’écriture de A(x) pour éliminer le passage au quotient, de la
maniére suivante. Il suppose que le point & I’infini de P' est un point de ramification de
7, de sorte que F est un polynéme de degré 2d—1, que ’on peut prendre unitaire. Il est
alors facile de voir qu’il existe dans chaque orbite de PGL,(C) une unique matrice A(x)
telle que W soit unitaire de degré d, U unitaire de degré d—1, et Vde degré <d-2. La
variété J¢~!(C)—© peut donc se représenter comme 1’ensemble des triplets de poly-
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ndémes (U, V, W) satisfaisant les conditions de degré ci-dessus ainsi que légalité
V*+UW=F.

Cette normalisation a ’avantage d’éviter le passage au quotient, mais le gros
inconvénient de briser la symétrie de la situation: elle ne fait souvent que compliquer
les formules (comparer les formules de [M2] pour les champs de vecteurs sur J(Cp) aux
énoncés (2.2) et (3.6) ci-dessous). Par ailleurs il semble peu probable qu’une normalisa-
tion analogue existe pour des valeurs plus grandes de r.

(1.6) Exemple. Considérons le cas d=1. La courbe C est alors une courbe plane
(lisse) de degré r, le morphisme 7: C—P' étant défini par la projection depuis un point
de P*—C; toute courbe plane lisse peut étre définie de cette mani¢re. Ecrivons les
matrices de Mp sous la forme A(x)=Ax+B, et introduisons des coordonnées homoge-
nes (X, Y, T) telles que x=X/T et y= Y/T; notons P(X, Y, T)=0I'équation (homogeéne) de
la courbe plane C. Le théoréme (1.4) fournit alors un isomorphisme canonique de
JEU(C)—O sur la variété des classes de conjugaison de couples de matrices (A, B)
telles que det(XA+TB-YI)=P(X, Y, T). Ce résultat est essenticllement dit a Maru-
yama [Mal].

(1.7) Remarque. Explicitons la matrice A(x) associée a un fibré en droites L de
J5(C)—® et a un isomorphisme v: Op(—1Y— 7, L. Posons M=L(1):=L®a*Cp(1). La
donnée de v équivaut a celle d’une base B de HY(C, M); par construction, A(x) est la
matrice de la multiplication par y dans cette base. Plus précisément, y définit une
section de 7*0p(d), qui induit un homomorphisme de HXC, M) dans H(C, M(d));
d’autre part I’application naturelle de HY(C, M)®S, dans H%C, M(d)) est un isomor-
phisme: en effet elle est induite sur les espaces de sections globales par I'isomorphisme
canonique de H%P',7, M)®c Op(d) sur m,(M(d)) (« formule de projection »). La
multiplication par y définit donc un homomorphisme m,: H(C, M )y—»HYC,M)®S,,
dont la matrice dans la base % est A(x).

Remarques. Les remarques de la fin de ce paragraphe s’adressent aux lecteurs
familiers avec la géométrie algébrique; elles peuvent étre sautées sans inconvénient par
les autres.

(1.8) La méthode de (1.4) s’applique a tous les fibrés en droites sur C, mais le
résultat est moins élégant. Pour d,, ..., d, € Z, notons J(d,, ..., d,) la variété des fibrés en
droites L sur C tels que 7, L soit isomorphe a Gp(d))®... @ 0p(d,). C’est une sous-variété
localement fermée de JX(C), avec d=g—1+r+2 d;. Notons Mp(d,, ..., d,) la variété des
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matrices A(x) € M/(C[x]), satisfaisant & deg A;(x)<d+d;—d; et dont le polyndme caracté-
ristique est égal & P. Soit L un élément de J(d,, ..., d,); en choisissant un isomorphisme
@ Op(d)— 7, L, on associe A L comme ci-dessus un élément de Mp(d,, ..., d,); on identifie
ainsi la variété J(d,, ..., d,) au quotient de Mp(d, ..., d,) par le groupe Aut(® Op(d}).

Les degrés d; qui apparaissent dans la décomposition 7, L= 0p(d;) ®... D 0p(d,)
sont déterminés par la dimension des espaces HXC, L(s)) pour s €Z (on note comme
d’habitude Og(s)=n*0p(s) et L(s)=L®O(s)). Par exemple, la partie lisse du diviseur ©
est formée des L tels que 7, L= 0, DCp(—2) D Tp(—1)2.

(1.9) Considérons plus particulierement le cas des fibrés de degré 0. D’apres (1.2),
on a g—1=r[4d(r—1)—1]. Si r est impair ou d pair, on a donc g—1=rs, avec sEN;
I’application L—L(s) définit alors un isomorphisme canonique de la jacobienne J(C)
sur J#7!(C), de sorte qu’on peut appliquer la proposition 1 a J%C).

Dans le cas ol r est pair et d impair, on a g—1=r(s— 1), avec s EN; on vérifie qu'un
fibré assez général dans J%(C) a comme image directe Gp(—s)"@ Op(—s—1)". 1l faut
alors utiliser la remarque précédente pour obtenir une description explicite d’un ouvert

de J%C).

(1.10) La démonstration du théoréme (1.4) s’étend sans grande modification au cas
ou la courbe Cp est seulement supposée intégre (c’est-a-dire irréductible et réduite). On
prend alors pour J¢~!(C) la variété (compacte, singuliére) qui paramétre les faisceaux
sans torsion de rang 1 et de degré g—1 sur C, et pour © le diviseur des faisceaux
admettant une section non nulle.

(1.11) Dans le cas général, la situation est plus compliquée; on ne va considérer ici
que les faisceaux inversibles sur C. Rappelons auparavant un résultat élémentaire
d’algebre linéaire. Si BEM,(C), les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) Le commutant de B dans M,(C) est de dimension r.

(ii) La classe de conjugaison de B dans M,(C) est de dimension maximale (2 savoir
P=r).

(iii) Tous les sous-espaces propres de B sont de dimension 1.

(iv) Le polyndme minimal de B est égal & son polyndme caractéristique.

(v) 1l existe un vecteur vEC" tel que v, Av, A%, ... engendrent C'.

Si ces conditions sont vérifiées, on dit que la matrice B est réguliére. Dans
I’ensemble des matrices de polynéme caractéristique donné, les matrices régulieres
forment une seule orbite (ouverte et dense).
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(1.12) Sans hypothése sur la courbe C, la correspondance du théoréeme (1.4) est
toyjours définie dans un sens: 4 une matrice A(x) de polyndme caractéristique P on
associe une structure de 7z, O-module sur Op(—1)", donc un faisceau L sur C. Cher-
chons a quelle condition ce faisceau est inversible. Soient a un point de C, et R I’anneau
local de P' en 4. La R-algébre (7, 0), s’identifie 2 R[yl/P(y, a), et le (71, Oc),-module
(74 L), a R’, la multiplication par y étant donnée par la matrice A(x). Dire que ce
module est libre de rang 1 signifie qu’il existe un vecteur V de R’ tel que V,
A(x)V, A(x)*V, ... engendrent R"; d’aprés le lemme de Nakayama, cela signifie aussi
qu’il existe un vecteur v de C’ tel que v, A(a)v, A(a)’, ... engendrent C’. Ainsi L est
inversible au voisinage de 777 '(a) si et seulement si la matrice A(a) est réguliére (1.11); L
est inversible sur C si et seulement si la matrice A(a) est réguliére pour tout a€P' (on
convient de noter A(«) le coefficient de x¢ dans le polyndme matriciel A(x)). En
particulier, si C est lisse, la matrice A(a) est réguliére pour tout a€P".

(1.13) Inversement, soit L un faisceau inversible sur C, tel que HC,L)=
HYC, L)=0. On voit alors comme en (1.4) que 7, L est isomorphe & Op(—1)’; choisissant
un isomorphisme Op(—1)—m,L, on obtient une matrice A(x) satisfaisant a
P(A(x),x)=0. L’argument précédent montre que pour tout ¢ € C la matrice A(a) est
réguliere, donc que son polynéme caractéristique est P(y, a) (1.11); cela entraine que le
polynéme caractéristique de A(x) est P(y,x). En résumé, désignons par (Mp),, la
variété des matrices A(x) EM,(S,) de polyndme caractéristique P, telles que A(a) soit
réguliere pour tout a €P'; on voit comme en (1.4) que le groupe PGL,C) opére
librement et proprement sur (Mp)y,, et que le quotient s’identifie a la sous-variété
‘ouverte de la variété de Picard de C formée des fibrés en droites L sur C tels que
HY(C, L)y=H\(C, L)=0.

La plupart des énoncés de cet article s’étendent a cette situation (ou a celle de
(1.10)). Nous laissons au lecteur le soin d’adapter les démonstrations qui suivent a ce
cadre plus général.

2. Champs de vecteurs sur Mp

Nous supposons toujours la courbe C lisse.

(2.1) Le tore complexe J¢}(C) admet g champs de vecteurs holomorphes linéaire-
ment indépendants; nous allons maintenant décrire ces champs en termes de champs de
vecteurs sur Mp, invariants sous I’action de PGL,(C). L’espace des champs de vecteurs
sur J(C) s’identifie canoniquement 3 H%C, K¢)*, ou encore 4 H'(C, 0c). Soient p un
point de C, et v un vecteur non nul de 7,(C). On note X, , le champ de vecteurs sur
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J(C) défini par la forme linéaire w—{w(p), v) sur HYC, K¢); il ne dépend de v qu’a un
scalaire pres. L’élément correspondant de H'(C, 0;) est I'image de v par I’homomor-
phisme de cobord associé & la suite exacte

0— O-— O(p)— TP(C)—)O.

Soit a 'image de p dans P'. Nous supposerons pour simplifier que a est fini, et que
p n’est pas un point de ramification de 7. La fonction x—a définit alors un parameétre
local sur C au voisinage de p; nous normaliserons v en imposant (v, dx)=1. Nous
noterons simplement X, le champ de vecteurs X, , sur J(C).

Soient A(x) une matrice de Mp, et L 1’élément correspondant de J¢~Y(C)—-O©.
Comme 7 est étale en p, le sous-espace propre de A(a) correspondant a la valeur propre
¥(p) est de dimension 1. Notons II, le projecteur spectral correspondant.

(2.2) THEOREME. Le vecteur
L, A00]
x—a" ?

de M,(S,) est tangent & Mp en A(x). Son image dans TL(Jg“(C )) est égale a X,(L).

(Il faut observer que les matrices A(a) et I1, commutent, de sorte que le polyndéme
matriciel [I1,, A(x)] est divisible par x—a.)

Posons M=L(1), et observons que I'isomorphisme N—N(1) de J¢~'(C) sur
J#X(C) transporte X, (L) sur X,(M). Notons C, la courbe C munie du faisceau
d’anneaux Ocle] (62=0). Le vecteur X,(M) correspond a un faisceau inversible M, sur
C,, dont la réduction (mod ¢) est égale 3 M. On peut expliciter M, de la maniére
suivante (cf. par exemple [K]). Les sections de M, au-dessus d’un ouvert U de C
s’écrivent sous la forme s+et, ou s appartient 3 HX(U, M), t 2 HY(U, M(p)), et ol la
section s/(x—a)+t est holomorphe en p. On a une suite exacte

0— HC, M) HYC,, M) H'(C, M),

ol @ désigne la réduction (mode). Toute section ¢ de H%C,M(p)) qui n’est pas
holomorphe en p définit une section ¢ de ¢ de la fagon suivante. Prenons la section
(x—a)t comme générateur de M au voisinage de p, ce qui permet de parler de la valeur
en p d’une section de M; on pose alors o(s)=s—es(p) 1.

La multiplication par y définit un homomorphisme m,: HAC, M)—HYC, M)®S,,
et il existe une base B de HY(C, M) pour laquelle A(x) est la matrice de cet homomor-
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phisme (remarque 1.7). L’image de & par o est une base du C[e]-module HYC,, M,); la
matrice de m,: H(C,, M)—H"(C., M,)®S, dans cette base s’écrit A(x)+eA(x), avec
A(x) EM/(S,), et le vecteur tangent A(x) se projette suivant X (L) dans T,(J* ~i(C)). Pour
calculer A(x) nous utiliserons un lemme élémentaire d’algebre linéaire, dont la démon-
stration est laissée au lecteur:

(2.3) LEMME. Soient V,, W, deux Clel-modules libres, et u.;:V.—W, une applica-
tion Clel-linéaire. Notons V, W, u les réductions (mode) de V., W, et u.. Supposons
données des sections C-linéaires o et T des projections canoniques V.—V et W,—W; on
en déduit par linéarité des isomorphismes Clel-linéaires o V®cCle]->V, et
7. WRCle]»>W,. On a v, ou,0c0,=u®1+er, oii r: V->W est composé de I'homomor-
phisme u,oo—tou de V dans eW, et de I'isomorphisme canonique de eW, sur W. [

(2.4) Appliquons ce lemme a notre situation, avec
V.=H%C., M), W=HC,M)®S, u=m, 1=0®l,

la section ¢ étant définie comme ci-dessus a I’aide d’un élément ¢ de H°(C, M(p)). On en
déduit que A(x) est la matrice dans la base 8 de I’homomorphisme r défini par la
formule

er(s) = y(s—es(p) D—(c® 1) (¥s),

ou encore, en notant e, la forme linéaire s—>s(p) sur HC, M),
(2.5) r(s) = ((e,® 1) (ys)) t—s(p) yt.

(Le membre de droite, qui est a priori dans H%C, M(p))®S,, appartient en fait a
HYC,M)®S, d’apres le lemme.)

Nous allons maintenant préciser le choix de ¢. Pour éviter d’alourdir la démonstra-
tion, nous supposerons désormais que la fibre 7~'(a) se compose de r points distincts,
autrement dit que 7 est étale au-dessus de a; le cas général s’en déduit aussitot par
continuité. Comme L appartient a J&~(C)—®, I'espace H%(C, L) est nul et H(C, L(p))
est de dimension un. 11 en résulte qu’il existe une section s; de HYC, M), unique & un
scalaire non nul prés, qui ne s’annule pas en p, mais qui s’annule aux autres points de
77 Ya). La section méromorphe s,/(x—a) de M admet alors pour seul pole p (avec
multiplicité 1): nous prendrons t=s,/(x—a). Si Il désigne la matrice de I’endomorphisme
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s>s(p) s, de HY(C, M) dans la base @, la formule (2.5) se traduit par I’égalité matrici-
elle

A =— [AMW-A D).
X—a

(2.6) 1l reste a prouver que IT est le projecteur spectral Il, de A(a) associé a la
valeur propre y(p). Notons p,...,p, les points de la fibre 7 '(a), avec p;=p. Pour
I<i<r il existe comme ci-dessus une section s; de H%(C, M) s’annulant en p; pour j¥i
mais pas en p;. Alors s; est le vecteur propre de A(a) relatif a la valeur propre y(p)) (on
identifie matrices et endomorphismes de H%C, M) a I’aide de la base %). En effet
(s1,...,5,) est une base de HC, M), donc il existe des polynémes b(x), ..., b(x) de
degré <d tels qu’on ait

y$;=b(x)s;+...+b(x)s,;

évaluant cette égalité en p; on trouve b{a)=0 pour j*i et b{a)=y(p), d’ou notre
assertion. Comme on a Is;=s; et ITs;=0 pour i>1, on en déduit IT=I1,, ce qui achéve
de prouver le théoreéme. a

(2.7) COROLLAIRE. Pour A(x) € Mp, posons X,(A(x))=1/(x—a) [I1,,A(x)]. Alors X,
est un champ de vecteurs sur Mp, invariant sous PGL,C), et son image dans
FNC)-O est égale a X,.

11 est clair en effet que X,, est invariant sous PGL,(C), et les autres assertions
résultent du théoréme (2.2).

3. Construction en famille

(3.1) Nous allons maintenant globaliser la construction précédente en faisant varier le
polynéme P. Soit ¥,(d) I’espace (affine) des polynémes de la forme

P=y’+s1(x)y"1+...+s,(x),

avec 5;€ S;y pour 1<i<r; il s’identifie &4 I’espace S;X...XS,,. En associant 4 une matrice
A(x) son polyndme caractéristique P(y)=det(yl,—A(x)), on définit une application
h:M(S)—VAd).

Le groupe PGL,(C) opére sur M(S,) par conjugaison, et I’application % est con-
stante sur les orbites de cette opération. Nous nous bornerons a regarder la situation
au-dessus de I'ouvert V,(d) de ¥ (d) formé des polyndmes P tels que la courbe Cp soit
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lisse (cf. (1.13)). Posons M,(d)=h"'(V,(d)). Il résulte de la proposition 1 que le groupe
PGL(C) opére librement et proprement sur M,(d) (on peut aussi déduire ce résultat du
fait que M(d) est contenu dans [’ouvert des points stables de M,(S,), cf. [A]}. On note
0.(d) la variété quotient (lisse) M,(d)/PGL/C), et H: Q,(d)—V,(d) le morphisme déduit
de h. Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur r et d nous écrirons simplement M, Q, Vet V
au lieu de M(d), Q(d), V(d) et V,(d).

La démonstration du théoréme (1.4) s’étend aussitdt a cette situation relative:

(3.2) PrROPOSITION. Le morphisme H: Q—V est lisse; sa fibre en un point P de V
s’identifie & I'ouvert affine J*~(Cp)—© de la jacobienne de la courbe spectrale Cp. U

(3.3) En d’autres termes, les courbes spectrales (Cp)pey S’Organisent en une
« famille universelle » $—V:; on sait associer a une telle famille sa jacobienne relative
#15V, dont la fibre au-dessus de chaque point P est Jg‘l(CP). Cette jacobienne
contient un diviseur théta relatif, et Q s’identifie au complémentaire de ce diviseur dans
£~

La variété Q est évidemment unirationnelle; elle est rationnelle pour r=2 (cf.
(1.5)), r=3 [F1], r=4 [F2]. On ignore ce qu’il en est pour r=5. Ce probléme présente un
certain intérét en algébre, ou le corps des fonctions rationnelles sur Q joue un rdle
important (centre de I’algébre a division générique).

(3.4) Exemple. Considérons en particulier le cas d=1. La variété Q est alors le
quotient par PGL,(C) d’un ouvert stable de M,(C)XM,(C). La variété V s’identifie & un
ouvert de I’espace projectif [Q,,(r)( qui paramétre les courbes planes de degré r (1.6). La
famille 4—V est la famille universelle des courbes planes, et Q est donc birationnelle-
ment isomorphe 2 la jacobienne relative #~! de cette famille (cette propriété a déja été
observée par M. Van den Bergh, cf. [L]).

Alors qu’on ignore si 7! (et donc Q) est rationnelle pour r=5, il n’est peut-étre
pas inutile d’observer que la jacobienne J* est toujours rationnelle (on réalise facile-
ment un ouvert de # comme un fibré projectif au-dessus de la puissance symétrique

Symé(P?)).

(3.5) Le champ de vecteurs X, défini en (2.7) ne s’étend pas globalement a M,
puisque sa valeur en un point A(x) de M dépend du choix du point p de la courbe Cp,
c’est-d-dire d’une valeur propre particuliere de A(a). Pour tout a€C et tout i€EN,
définissons un champ de vecteurs Y? sur M/(S,) par

YAW) = —— [A@), AX)).
xX—a
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(3.6) ProrosITION. Les champs Y? (a€C,i€EN) sont invariants sous PGL/(C), et
tangents aux fibres Mp de h. Leurs images dans Q engendrent un espace de dimension
g de champs de vecteurs sur Q, commutant entre eux. Pour tout PEV, leurs images
dans Jg‘l(CP)-—(B engendrent 'espace des champs de vecteurs invariants par transla-
tion sur J&\(Cp)—0©.

Il est clair que les champs Y sont invariants. Soit PEV; soit a un nombre
complexe, tel que la fibre n;‘(a) soit formée de r points distincts py,...,p,. Avec les
notations de (2.6), on a, pour tout élément A(x) de Mp,

Ala) = y(p,)inl+...+y(p,)"Hp’.

Cela prouve que les vecteurs Y’(A(x)), ..., Y"""(A(x)) sont tangents & Mp, et qu’ils
engendrent le méme sous-espace de T,,,(Mp) que les vecteurs Xpl(A(x)), ¢ » (A(X))
(on notera que la somme de ces derniers est nulle, 4 cause de la refation & IIP‘_=I,). Les
images de Y,...,¥""Y dans J#~'(C,)—© engendrent donc le méme espace que les
champs Xm’ ""Xpr; or les X, pour p général dans Cp, engendrent I’espace des champs
de vecteurs tangents a la jacobienne de Cp.

Notons Y le sous-espace de H%Q, T, o) engendré par les projections des champs
invariants Y9, Il résulte de ce qui précéde qu’on a dim Y=g; de plus deux éléments
quelconques de Y commutent entre eux, puisqu’il en est ainsi de leurs restrictions a
chacune des fibres de H: Q—V. Il reste donc a prouver qu’on a dim Y<g. Pour cela,
observons qu’on peut écrire 1/(x—a) [A'(a), A(x)] comme un polynoéme en a, a coeffici-
ents dans M,(S,), de degré id—1; autrement dit, on a

id—1
YO = 2 aY?,

=0

ol ¥ est un champ de vecteurs sur M(S,), indépendant de a. De plus, pour
AX)EM,(S,), le vecteur Y§2_1(A(x)) est égal a [A(x), A()], ot A(x) est le coefficient de
x* dans le polyndme matriciel A(x). Il est donc tangent a I'orbite de PGL,(C) dans
M,(S2), ce qui signifie que la projection du champ Y¥)_, dans Q est nulle. Par suite Y est
contenu dans le sous-espace de H'(Q, Ty) engendré par les champs Y{ pour 1<i<r—1
et 0<<j<id—2. La dimension de ce sous-espace est bornée par

d-1)+Qd-1)+...+((r-1)d-1) = -—;—(r— 1)(dr-2)=g,

ce qui achéve la démonstration. a
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(3.7) Exemple. Considérons par exemple le cas d=1. Notant A(x)=Ax+B, I'équa-
tion différentielle associée au champ Y? s’écrit

g—;—(Ax+B) = [A,(Aa+B)],

soit

dA dB ;

— =0, —=[A,(Aa+B)].

" I [A( Y]

La premiére équation entraine que A est indépendant de ¢, soit A=A,. La seconde

s’écrit alors

dB = [Ao(Aa+B)].

Pour a=0, on obtient en particulier ’équation différentielle sur M(C)

dB ;
= [4,, B],

qui se linéarise sur la jacobienne de la courbe plane det(xAo+By—yI,)=0 (cf. (1.6)).

(3.8) Résumons la situation, en partant des flots de Lax sur M,(S,)

—A(x)— [A( ), A(“)] (i€EN,a€C).

Ces flots sont invariants sous PGL,(C), de sorte qu’il revient au méme de les regarder
sur la variété quotient Q. Nous avons montré qu’ils commutent entre eux, et admettent
un grand nombre d’intégrales premiéres, & savoir les composantes H; de H. De plus, les
fibres de H sont des ouverts de variétés abéliennes, sur lesquels nos flots se linéarisent.

Cette situation est trés voisine de celle que 1’on rencontre dans I'étude des
systemes hamiltoniens complétement intégrables, A ceci prés que nous ne disposons
pas de structure symplectique sur Q. Nous allons construire sur Q une structure de
Poisson pour laquelle la fibration H définit effectivement un systéme hamiltonien
complétement intégrable.

4. Interméde symplectique

Pour la commodité du lecteur, nous rappelons ici quelques définitions et résultats
élémentaires de géométrie symplectique, qu’on peut trouver par exemple dans [W].
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Nous nous placerons dans le cadre analytique complexe; le cas réel est en tous points
analogue.

(4.1) Soit V une variété complexe, et soit # un élément de H°(V, A’Ty). Etant
données deux fonctions f et g holomorphes sur un ouvert U de V, on note {f, g} la
fonction holomorphe (6, dfAdg) sur U. On dit que 6 est une structure de Poisson sur V
si le crochet de Poisson (f, g)—{f, g} vérifie I'identité de Jacobi (i.e. fait de HY(U, Oy)
une algebre de Lie). L’application g—{f, g} est une dérivation de HU, 0p), donc
correspond & un champ de vecteurs holomorphe Xy sur U: c’est le champ hamiltonien
associé a f.

Lorsque @ est de rang maximum en tout point, on dit que la structure de Poisson
est symplectique; la donnée de € équivaut alors a celle de la 2-forme inverse
w € HY(V, Q), c’est-a-dire d’une structure symplectique sur V.

Soit W une sous-variété de V. On ne peut pas en général parler de structure de
Poisson induite sur W. C’est toutefois le cas si le champ de bivecteurs 6 est tangent a
W, c’est-a-dire provient en chaque point de W d’un élément de A’Ty. Si f est une
fonction holomorphe sur V, le champ hamiltonien associé a f est alors tangent & W, et
induit sur W le champ hamiltonien associé a f]w.

(4.2) Soit g une algébre de Lie sur C. Le dual g* de g est muni d’une structure de
Poisson canonique, dite de Kostant-Kirillov, définie de la fagon suivante: si /€ g*, le
bivecteur 6(I) € A2g* est la forme alternée (A, B)—I([A, B]) sur g. Soient f et g deux
fonctions holomorphes sur un ouvert U de g*; pour tout /€ U, les formes linéaires f’(I)
et g'(l) sur g* peuvent étre vues comme des éléments de g. Le crochet de Poisson
{f, g} estlafonction I f'(1), g'()]) sur U. Le champ hamiltonien X, sur U associé a f
satisfait & X()="[ad /' (D] ().

~ Supposons désormais 'algébre de Lie g réductive, et munissons-la d’'une forme
bilinéaire symétrique invariante séparante. On en déduit un isomorphisme C-linéaire de
g* sur g, que nous noterons /—{*. On peut alors transporter 2 g la structure de Poisson
de g* par cet isomorphisme. Si f est une fonction holomorphe sur un ouvert de g, le
champ hamiltonien X; vérifie X{A)=[A, f'(A)*].

La structure de Poisson de g n’est pas symplectique: en fait, elle est tangente aux
orbites de G, et induit sur chacune de ces orbites une structure symplectique.

(4.3) Soit G le groupe adjoint de g; soit e un entier positif. L’algébre produit g° est
de méme une variété de Poisson, munie d’une opération de G. La sous-variété gg formé
. des familles (A)) telles que T A;=0 posséde la propriété suivante: étant donnés un ouvert

15—-908289 Acta Mathematica 164. Imprimé le 27 avril 1990
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U de g°, stable par G, une fonction holomorphe f sur U invariante par G et une fonction
holomorphe g sur U qui s’annule sur g, le crochet {f, g} s’annule sur g§. Soit V un
ouvert de g sur lequel G opére librement et proprement; il résulte de ce qui précéde
que le crochet de Poisson de g° définit par passage au quotient un crochet de Poisson
sur la variété quotient V/G. Soit f une fonction holomorphe sur g¢, invariante par G, et
soit f la fonction sur V/G déduite de f; le champ hamiltonien associé a f est la
projection sur V/G du champ (4,)—[A4;, (3,f(4))*], ou 3;f(A) est la dérivée partielle de f
par rapport a A; en A=(A;), vue comme forme linéaire sur g.

(4.4) Soient C,, ..., C, des orbites de G dans g; supposons que I'image de I’applica-
tion : I1 C;— g définie par u(A,, ..., A,)=L A; soit contenue dans I’algébre dérivée [g, g]
de g. Alors u est une application des moments pour 'action de G dans la variété
symplectique TIC;. Cela entraine que la structure de Poisson de V/G induit sur
(#~'(0) N V)/G une structure symplectique, qui est la structure symplectique quotient de
I1C; par G (« réduction symplectique »).

Nous appliquerons ce qui précéde dans le cas ol g est I'algébre de Lie M,(C),
munie de la forme bilinéaire invariante (4, B)—TrAB. On a alors G=PGL,(C), et les
orbites C; sont des classes de conjugaison dans M,(C). La condition sur u s’écrit
simplement ¥ Tr(C;)=0.

5. Structure de Poisson sur Q0

(5.1) Revenant 2 la situation du § 3, nous allons maintenant décrire une structure de
Poisson sur Q (ou plutdt une famille de telles structures) pour laquelle le systeme H est
complétement intégrable. Soient a,,...,a,,, des nombres complexes distincts. Pour
I<i<d+2, nous noterons P; le polynéme II;+,(x—a;}, et poserons c;=P(a)”'. La formule
d’interpolation de Lagrange s’écrit

d+2
AW =, c;Ala) P(x).
i=1
Elle entraine en particulier (en considérant le coefficient de x**') qu’on a £ ¢;A(a)=0.
Soit alors M,(C)¢*? le sous-espace de M/(C)?*? formé des éléments (A) icssr
tels que LA,=0 (cf. (4.3)); ’application C-linéaire @:M/(S,)—>M,(C)i** définie par
P(A(x))=(c;A(a))) <i<q+, €5t Un isomorphisme, et I'isomorphisme réciproque est défini
par ¢~ '((A))=Z A; P(x).
Ainsi la variété M s’identifie 4 un ouvert de M,(C){*2, sur lequel le groupe PGL,(C)
opere librement et proprement. Munissons la variété Q=M/PGL,(C) de la structure de
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Poisson quotient définie en (4.3). Cette structure dépend du choix des a;, comme le
montre par exemple le calcul suivant. Rappelons (3.5) qu’on a noté ¥” le champ
invariant sur M,(S,) défini par

YP(A®) = —— [A@Y, AX)].
XxX—a

(5.2) PROPOSITION. Soit a un nombre complexe distinct des a;, et p un entier =1.
Le champ hamiltonien associé a la fonction invariante A—Tr A(a)’ est la projection
sur Q du champ invariant c(a) YV, avec c(a)=pll(a—a).

Dans l'isomorphisme M/(S,)—»M/(C)i*?, la fonction considérée s’écrit (A)~—>
Tr(X A;P(a))’. La dérivée partieclle de cette fonction par rapport a A; est la forme
linéaire B—pP(a) Tr(A(a)’~'B) sur M,(C), qui s’identifie 4 I’aide du produit scalaire 4 la
matrice pP(a) A(a)’~'. D’aprés (4.2), le champ hamiltonien cherché est la projection sur
Q du champ invariant X sur M,(C)3*? défini par

X((A)) = (pP(a)[A; A@P "D cicasr-

1l s’agit de prouver 1’égalité c(a) Y Y=g o Xo@. Soit A(x) EM,(S,). On a

1y Cicla) .
(X o @p(A(x)));= pPfa)c[A(a),Alay '] = a [Aa), Alay"7],

(po ¥ AWN), = —— [P, A@)],

d’ol la proposition. a

(5.3) THEOREME. Le systéme hamiltonien H: Q—YV est algébriquement compléte-
ment intégrable.

Choisissons des coordonnées sur V, de sorte que H est donné par N fonctions
polynomiales Hj, ..., Hy (avec N=1r(r+d+2)). L’énoncé du théoréme signific d’une
part que ces fonctions sont en involution, ¢’est-a-dire qu’on a {H;, H}}=0 quels que
soient { et j; d’autre part, que les champs hamiltoniens X H, S€ linéarisent sur les fibres
de H, et engendrent sur chacune de ces fibres ’espace des champs invariants par
translation.

L’espace des fonctions H; est engendré par les fonctions invariantes A(x)—
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Tr A’A(a), pour p=0 et a assez général dans C. Celles-ci sont liées aux Tr A(a)’ par les
relations de Newton, qui sont de la forme

Tr NPA(a) = (‘—L)':Tr A@P + P (Tt A@), ..., Tt A@@P™),

ot P, est un polyndme universel en p—1 variables, a coefficients rationnels. Compte
tenu de la proposition (5.2), on en déduit que le champ hamiltonien associé a la fonction
A()—~Tr N A(a) est la projection sur Q de

~2
d(a) ij"”+§ fY9,
i=1

ol d(a) est une constante, et les f; des fonctions invariantes sur M,(S,), constantes sur
les fibres de H.

Il en résulte d’abord que les champs X #, sont tangents aux fibres de H; on a donc
{H,H}=X H;=0. De plus, le champ X y Testreint 2 une fibre H™'(P)=J¢"}(C,)— O est
invariant par translation d’aprés la proposition (3.6). Enfin, 'image dans Q du champ
Y est combinaison linéaire des X,,, donc les restrictions des X, 5, 2 la fibre H'\(P)
engendrent ’espace des champs invalriants par translation sur cette fibre. |

(5.4) La fibration H: Q—V n’est pas un systéme hamiltonien complétement inté-
grable au sens classique, puisque la structure de Poisson de Q ne provient pas d’une
structure symplectique. Nous allons voir qu’il faut plutét regarder H comme une
famille de systémes hamiltoniens complétement intégrables sur des variétés symplec-
tiques, paramétrée par un espace affine.

Rappelons qu’on a noté ¥,(d) (ou simplement %) l’espace des polyndémes
P(y, x)=y"+s5,(x)y"'+...+s,x), avec s;€ S;4 pour tout i; la base V de la fibration H est
I'ouvert de ¥ formé des polyndmes P tels que la courbe Cp soit lisse. Associons a un
polynéme P de ¥ les polynomes P(y) définis par P(y)=c; P(y/c,, a), pour 1<i<d+2.
On obtient ainsi une application linéaire affine p de ¥ dans (U,)d”, ol U, désigne
I'espace des polynomes unitaires de degré r en y. Comme s, est de degré <d, la formule
d’interpolation de Lagrange entraine comme ci-dessus X ¢;s,(a;))=0; I'image de p est
donc contenue dans I’hyperplan % de (U )?*? formé des éléments (P, ..., P“*?), avec
PO=y +s0y 1y +59, satisfaisant a Xs?=0. Toujours par interpolation, on voit
aussitt que I’application p: ¥ U est surjective.

Considérons le diagramme
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M—eo—H oy
ou

Soit P=(PY, ..., P“*?) un élément de %. La fibre Vp=p~'(P) est I'ensemble des poly-
ndmes P(y, x) € V vérifiant ¢} P(y/c, a)=P"(y) pour 1<i<d+2. La fibre Mp=m"'(P) est
Pensemble des matrices A(x) €M telles que le polyndme caractéristique de A;=A(a)
soit égal & P, Rappelons (1.11) qu’il existe une unique classe de conjugaison C; dans
M,(C), de polynome caractéristique P et de dimension 72—r; la matrice A; appartient &
C; (1.12). Notons (II Cy)q la sous-variété de I1C,; formée des éléments (4,, ..., 4 ,,,) tels
que X A;=0; par I'isomorphisme ¢ de (5.1), Mp s’identifie a un ouvert de (I1Cy), sur
lequel le groupe PGL,(C) opére librement et proprement. La fibre Qp=q"'(P) est le
quotient de Mp par PGL,(C); la structure de Poisson de Q est tangente a QOp, et induit
sur Op la structure symplectique quotient de I1C; par PGL,(C) (4.3). Par restriction au-
dessus de P, on déduit alors du théoréme (5.3) le résultat suivant.

(5.5) THEOREME. Pour tout P€ U, la fibration Hy: Qp—> Vp induite sur les fibres au-
dessus de P est un systéme hamiltonien complétement intégrable (algébriguement) sur
la variété symplectique Qp.

Autrement dit, si C}, ..., C,,, sont des classes de conjugaison de dimension max-
imale dans M,(C), on obtient un systéme hamiltonien complétement intégrable sur le
quotient symplectique de I1C; par PGL,(C) en associant & un élément (A, ...,A,,,) de
I C; tel que ¥ A;=0 le polynéme caractéristique de la matrice L P{x)A;.

(5.6) Les constructions précédentes gardent un sens lorsque certains des points a;
coincident, ou sont a I'infini. Si par exemple a,,,=x, il y a trés peu a changer a ce qui
précéde. On définit A., comme le coefficient de x? dans A(x); la formule de Lagrange
s’écrit alors

d+i d+1

AW =D APK), dou A,=D A.

i=1 i=1

Soit P(y, x)=y"+s,(x)y"'+...+5,(x) un polyndme de ¥; on convient de noter s{x) le
coefficient de x* dans s{x), ce qui permet de donner un sens a P(y, ). Fixer ce
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polyndme revient encore i fixer la classe de conjugaison de A., et ’on retombe sur la
situation ci-dessus.

(5.7) Le cas ou I’on impose des multiplicités aux a; est plus subtil. Je vais me
contenter de traiter un exemple, qui intervient dans le probléeme de Neumann. Prenons
a, ...,aq distincts, et a,,,=a,,,=%. On définit A, P(y, ®*) comme précédemment; on
note AL le coefficient de x*~! dans A(x), et on définit de méme si(=) et P'(y, ). La
formule de Lagrange s’écrit

d d
AW =D APX+A, P (), dou AL=D A+0A,,
i=1 i=1
en posant P.(x)=II(x—a;) et 6=—L a;.

Soit P=(PY, ..., P, P, P'™) € (U )**?2. La fibre Mp est formée dans ce cas des
éléments (A, ..., Aq, Ax, AL) tels que le polyndme caractéristique de A; soit égal a P9
(pour 1=i<d), et que le polyndme caractéristique de la matrice A,+¢cAL de M(Cle))
(£2=0) soit égal a P)+¢P’*. La premiére condition signifie que A; appartient a la classe
de conjugaison C; des matrices réguliéres de polyndéme caractéristique PY; pour com-
prendre la seconde, il faut considérer A,+¢AL comme un élément du fibré tangent
T(M,(C)); ’action par conjugaison de PGL,(C) sur M,(C) s’étend en une action du fibré
tangent T(PGL,(C)) sur T(M,(C). 1l est facile de voir qu’il existe une seule orbite 6.
pour cette action formée d’éléments A+¢A’ dont le polynéme caractéristique soit égal
au polyndme P™+¢P'™ donné, et telles que la matrice A soit réguliére. La condition
sur A, et A, signifie donc que A, +¢Al appartient 4 €.

On munit I’algébre de Lie T(M,(C)) du produit scalaire invariant défini par

(A+eA’'|B+eB') =0 TrAB—-TrAB'-TrA’'B,

et de la structure de Poisson de Kostant—Kirillov déduite de ce produit scalaire; celle-ci
induit une structure symplectique sur 1’orbite €.. L’application A+£A'+—>0A—A’ est
une application des moments pour T(M,(C)) (relativement a ’action de PGL,(C)). Il
résulte de tout ceci que la fibre Qp s’identifie au quotient symplectique de I1C;X €.. par
PGL,(C); on obtient un systéme hamiltonien complétement intégrable sur Qp en associ-
anta un €élément (A, ..., Ay, Ac+£AL) les coefficients du polynéme caractéristique de la
matrice A(x)=Y A; P(x)+A. P.(x).

6. Exemples

Nous supposons désormais r=2. Nous considérerons uniquement des classes de conju-
gaison de trace nulle.
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(6.1) L’espace des hamiltoniens H; sur Qp est alors engendré par les fonctions
AX)—iTr A(a)*, pour a€C. Le champ hamiltonien associ¢ est [l{a—a) Y,, ou Y, est
I'image dans Qp du champ

YO Ax) o [éfi;,A(x)].

X

En faisant tendre a vers a;, on en déduit que ¢, Yak est le champ hamiltonien associé a la
fonction H, définie par Hk(A(x))=ci Tr A(a,) A'(a,), oul A’(x) désigne la dérivée de A(x)
par rapport a x. Les champs Ya‘, oo Yad engendrent dans chaque fibre
HYP) =J¢"(Cp)—O I'espace des champs invariants (qui est de dimension d—1);
autrement dit, les fonctions Hj, ..., H, forment un systéme complet de hamiltoniens en

involution sur la variété symplectique Qp. On a A(x)=X A; P(x), d’od

1

.
A'la) =D APla)+APla)= D A——+A,PJa),
i+k itk AT 4;
et
Tr(A, A,
(6.2) H,=cTr A@)A'Ga) =, (+) +d, Tr A2,

% A4

avec d,=c; ' P)(a)).
Il faut modifier légérement ce calcul dans le cas a,,,=a,,,=% (5.7), puisqu’on a
alors A(x)=X A; P{x)+A. P.(x); on obtient

i Tr(A, A)

=1 A4

6.2") H,= +d,Tr A2+ Tr(A,A,).

(6.3) Soit E un espace vectoriel (complexe) de dimension 2, & la variété des
endomorphismes nilpotents non nuls de E. On notera EX=E—{0}. Choisissons une
forme alternée non nulle ¢ sur E. Pour tout vecteur v € E*, notons 7(v) I’endomorphis-
me x~@(x, v)v. L’application 7: EX— A ainsi définie est un revétement étale double,
qui identifie # au quotient de E* par {+1}. Le groupe SL(E) des automorphismes de E
respectant ¢ oi)ére"sur E* et sur ¥ (par conjugaison), et le morphisme 7 est équivariant
pour cette action. Enfin I'image réciproque de la forme symplectique canonique sur &
est la 2-forme constante sur E de valeur 2¢ (sic!).

Nous appliquerons ces remarques en prenant pour E I’espace C* muni de la forme



232 ARNAUD BEAUVILLE

symplectique standard. On paramétre ainsi la classe de conjugaison /& des matrices
nilpotentes non nulles par la formule

r(x,y)=(xf _x2>-
y —xy

(6.4) Prenons d’abord les g; distincts, et C,=...=C,,,=A/; le théoréme (5.5) fournit
alors un systéme hamiltonien complétement intégrable sur le quotient .Ng"z/PGLz(C)
(V'indice , signifie comme d’habitude qu’on considére les éléments (A,,...,A,,,) de
N*? tels que L A;=0). Ecrivons A;=t(x;,y) pour tout i. On a alors
TrAA=(x, y,.—ykx,.)z, de sorte que les hamiltoniens H, de (6.2) sont donnés par

Y
(6.5) Hyx,y)= 3 ST0x)

ik a,—a;

Nous allons maintenant éliminer le passage au quotient en choisissant une
« tranche », c’est-a-dire une sous-variété symplectique de #**, contenue dans A3 *2, et
qui se projette isomorphiquement sur #3*%/PGL,(C). On obtient une telle tranche en
fixant un repere projectif de P(E), par exemple en imposant x,=0,y,,,=0,X,,,=Y .,
Cela revient a prendre les matrices A, A,,, et A,,, de la forme

0 0 0 ¢« —u U
Ad=<_s 0)’ Ad+l=<0 0)’ Ad+2=(_u u)'

Les nombres s, t, u sont déterminés par la condition £ A;=0; on a

s=Pl=(xly), t=hl—(xy), w=(xly),

en posant
d-1
(xly) = Ex,.y,. et |xf>=(xx).
i=1

En d’autres termes, on définit un plongement symplectique i: N7 ' >N*2 en
posant i(A,,..., A, )=(A,,...,A,,,), les matrices A;, A, et A,,, étant définies par les
formules ci-dessus. Ce plongement induit par projection un isomorphisme symplec-
tique de A*~! sur A4*Y/PGL,(C), plus exactement sur 1’ouvert correspondant aux (d+2)-
uplets (A}, ..., A,,,) pour lesquels les matrices A, A, €t A,,, sont deux a deux non
proportionnelles.

En passant au revétement étale (E*)?~! de 4“7}, on en déduit un systéme hamilto-



JACOBIENNES DES COURBES SPECTRALES 233

nien complétement intégrable sur €24~ (muni de la structure symplectique standard).
Les fonctions en involution H, sont données par la formule (6.5), dans laquelle il faut
remplacer x;, y; pour i=d par leurs valeurs. Je vais me contenter d’écrire les limites de
ces fonctions lorsque les parameétres ay a,,, et a,., tendent vers linfini. Pour
1<k=d—1, on retrouve la formule (6.5):

d-1

Hk(x; y)= z

i=1

(xkyi—ykx,')z

Ona X&) H,=0, et il résulte de (6.1) que les hamiltoniens H,,...,H,_, sont fonctionnel-
lement indépendants.

Pour que les limites de H,, H,,, et H,,, aient un sens, il faut préciser les croissan--
ces relatives de a,, a,,,,a,,,. Si par exemple a,,,=2a, et a,,,=a,+1, on obtient a la
limite Hy=su; on peut obtenir de méme H,=st et H,, ,=tu. Un lemme élémentaire
d’algebre linéaire montre que si une dérivation annule les trois produits zu, su et st, elle
doit annuler chacune des fonctions s, ¢, u. On conclut que les fonctions H,, ...,H,_,,
Jointes a I'une des fonctions |x|*,|y|* ou {x|y), forment un systéme complet de hamilto-
niens en involution sur C**~*. Le flot hamiltonien associé & H=1%(a,)"”H, décrit des
mouvements particuliers d’un solide 4 » dimensions autour d’un point fixe (cas particu-
lier des équations d’Arnold-Euler, cf. [A-vM]).

(6.6) Nous considérons dans les deux exemples qui suivent le cas a,, ,=a,,,=®,
pour lequel nous adoptons les notations de (5.7). Prenons C,=...=C,=X, et détermi-
nons la classe de conjugaison 4. dans M,(Cle]) par les conditions

Tr(A.+eAL) =0, det(A,+cAl)=c¢.

Pour tout BE€ A*X €., il existe un unique élément g de PGL,(C) tel que le conjugué
(A,,...,A, A +eA)) de B par g satisfasse a

0 0 , 0 -1
Aw—<_l 0), A°°_<s 0), avec s€C.

Si I’on pose A;=1(x;, y;) pour 1<i<d, la relation A,=X A;+0A.. (5.7) entraine
2=1; (xy)=0; s=|yP~o.

Notons T($%7") la sous-variété de C? définie par les équations xP=1, {xly)=0; la
structure symplectique de C* induit une structure symplectique sur TAS*™"). Soit i le
morphisme de To(S9"") dans #?X €. défini par i(x, y)=(t(x;,¥)), ..., T(X5 ¥ ), A +EAL),
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les matrices A.. et Al étant définies par les formules précédentes. Alors i induit par
passage au quotient un revétement étale symplectique de TC(S‘H) sur le quotient
symplectique de N¥X €., par PGL,(C). On déduit alors de (5.5) un systéme hamiltonien
complétement intégrable sur TC(S""); la formule (5.2’) donne I'expression des fonc-
tions H, sur To(S*!) (pour 1<k<d):

(x,y,— x,.)2
H/(x,y)= 2 *ky“_zk“““ + 13

ik a,—4a;

D’apres (6.1), ces fonctions (liées par la relation £ H,=1) forment un syst¢me complet
de hamiltoniens en involution sur T.(S""). Le flot hamiltonien associé a

=%Z aka=%Z akx,f+%zy,2(

décrit I’évolution d’un point sur S9! soumis & un potentiel quadratique (systéme de
Neumann). Le flot associé a

décrit les géodésiques de Iellipsoide X a; 'xi=1 (cf. [A-vM], [M2]).

(6.7) Prenons encore a,,,=a,,,=*, C,=...=C,=N, et déterminons la classe de
conjugaison €. dans M(C[¢]) par les conditions

Tr(A,+eA!)=0, det(A_+zA.)=—1+2¢0.

Plagons-nous dans I’ouvert de #Yx €., formé des éléments B=(B,, ..., B,, B.,+¢B.) pour
lesquels le coefficient (B%);; n’est pas nul. Pour un tel B, il existe un unique élément g
de PGL,(C) tel que le conjugué (A4,...,As, Ax+eAL) de B par g satisfasse &

Aw=(1 0); A;=(0 _1), avec s€C.
0 -1 s -0

La relation A,=Y A;+0A. (5.7) entraine alors
kP=1; (xly)=0; s=[y".

On en déduit comme ci-dessus un systéme hamiltonien complétement intégrable sur
T($%"), admettant comme systéme complet de hamiltoniens en involution les fonc-
tions
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(e Y=y x)
Hx,y)= 2——k - 2x,¥,-
ik a,—a;

Le flot hamiltonien associé¢ 8 H=1X a;'H (x, ) décrit le mouvement d’un point sur un
ellipsoide soumis a une force centrale [A-vM].

Note ajoutée sur épreuves. Des résultats trés voisins de ceux de cet article
apparaissent dans le preprint Isospectral Hamiltonian flows in finite and infinite
dimensions Il de M. R. Adams, J. Harnad et J. Hurtubise. Celui-ci s’appuie sur ’article
Isospectral Hamiltonian flows in finite and infinite dimensions de M. R. Adams, J.
Harnad et E. Previato (Comm. Math. Phys., 117 (1988), 451-500), ainsi que sur des
travaux plus anciens de 1’école soviétique, en particulier Reduction of Hamiltonian
systems, affine Lie algebras and Lax equations I de A. G. Reyman et M. A. Semenov-
Tian-Shansky (Invent. Math., 63 (1981), 423—432), ol apparaissent déja les systémes
compleétement intégrables associés aux courbes spectrales.
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