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Introduction 

Le point de d6part de ce travail est une interpr6tation g6om6trique de la construction 

de Jacobi des jacobiennes hyperelliptiques, telle qu'elle est pr6sent6e dans [M2]. 

Mumford identifie un ouvert de la jacobienne de la courbe yE--F(x) ~ l'ensemble des 

triplets (U, V, W) de polyn6mes en x satisfaisant ~ certaines conditions de degr6, ainsi 

qu'~t l'6quation V2+ UW=F. En remarquant que cette 6quation signifie que le polyn6me 

caract6ristique de la matrice 

est ~gal ~ y2-F(x), nous d~finissons cette correspondance de la mani~re suivante. 

Notons C la courbe y2=F(x) et ~: C ~ P  ~ le rev~tement double (x, y ) ~ x .  La donn~e d'un 

faisceau inversible sur C 6quivaut /~ celle de son image directe ~ , L ,  munie d'une 

structure de ~ ,  ~c-module. Si L e s t  assez g6n6ral et de degr~ convenable, le fibr6 ~ ,  L 

est trivial (de rang 2); on volt alors facilement qu'une structure de ~,6c-module sur 

(Tp~0)ffpt est d~finie par une matrice A(x) du type pr6c6dent. 

Un des avantages de cette pr6sentation est qu'elle se g6n6ralise aussit6t ~t des 

courbes plus g6n6rales, les courbes spectrales: ce sont des rev6tements Ce---~P l de 

degr6 r, d6finis par une 6quation 

P(y, x) = yr + s l (x )  y r - l  + . . .  + Sr(X ) = O, 

oi~ les si sont des polyn6mes en x, satisfaisant h deg si<~id pour un entier d fix6. On 

montre comme ci-dessus qu'un ouvert de la jacobienne de Ce (plus pr6cis6ment, le 

compl6mentaire du diviseur O) s'identifie ~ la vari~t~ des matrices carries d' ordre r 
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dont les coefficients sont des polyn~mes de degr~ <.den x et dont le polyn~me 

caract~ristique est ~gal ~ P, modulo conjugaison par les matrices constantes. Cette 

construction peut se faire en famille, au-dessus de l'espace ~ des polyn6mes P(y, x) du 

type ci-dessus: soit Q la vari6t6 des matrices carr6es d'ordre r dont les coefficients sont 

des polyn6mes de degr6 ~<d en x, modulo conjugaison par les matrices constantes. En 

associant ~ une telle matrice son polyn6me caract6ristique, on d6finit une application H 

de Q dans ~; pour PE ~, la fibre H-l(P) est un ouvert de la jacobienne de la courbe 

spectrale Ce. La fibration H d6crit donc la famille universelle des jacobiennes de 

courbes spectrales. 

Dans chaque fibre de H, l'espace des champs de vecteurs invariants par translation 

est de dimension g. Nous montrons au w 3 qu'il existe g champs de vecteurs sur Q, qui 

sont tangents aux fibres de H et dont la restriction ~ chacune de ces fibres engendre 

l'espace en question. L'expression de ces champs est remarquablement simple: les 

riots correspondants admettent la representation de Lax 

~a(x)=[a(x),AP(_a)a] 

pour p E Ne t  a E C fix6s. Ces riots commutent, admettent les composantes HI .. . . .  HN 

de H comme int6grales premieres, et se lin6arisent sur les fibres de H. On a donc une 

situation tr~s proche de celle d'un syst~me hamiltonien compl~tement int6grable; de 

fait, en choisissant des points a~ .....  ad+ 2 de P1, on d6finit au w une structure de 

Poisson sur Q pour laquelle les riots (0.2) sont les riots hamiltoniens associ6s aux 

fonctions Hi. Cette structure ne peut 6tre symplectique, car le nombre N des int6grales 

premieres est plus grand que la dimension g des fibres de H. Pour obtenir des syst~mes 

hamiltoniens compl~tement int6grables au sens usuel, il faut fibrer la situation au- 

dessus de C N-g. En associant ~ un polyn6me P(y, x) ses valeurs P(y, al) . . . . .  P(y, ad§ 

on d6finit une application lin6aire p de ~" sur un espace vectoriel 0//. On consid~re alors 

le diagramme 

H Q ~ ' I /  

\ /  
O/ 

que l'on voit comme une famille analytique de fibrations param6tr6e par les points de 

0-//: pour PE 0//, la fibration H induit une fibration Hp: Q p ~ p ,  avec Qp=q-i(p) et 

~p=p-l(p). Alors pour chaque PE 0//, la structure de Poisson de Q induit sur Qp une 
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structure symplectique, et la fibration lip d~finit un syst~me hamiltonien complbtement 

int~grable sur Qp. Les fibres de He sont encore des ouverts des jacobiennes des 

courbes spectrales Ce (pour P E We), et les riots hamiltoniens se linrarisent sur ces 

fibres. 

On peut donner des syst~mes hamiltoniens compl~tement intrgrables lip une 

description simple, indrpendante de ce qui prrc~de. On consid~re des classes de 

conjugaison C 1 . . . . .  Ca§ 2 dans Mr(C), de dimension maximale. Ces varirtrs sont munies 

d'une structure symplectique canonique (de Kostant-Kirillov); la varirt6 Qp est le 

quotient symplectique par PGLr(C) du produit des Ci. Les hamiltoniens en involution 

sur ce quotient s'obtiennent en associant h une famille (Ai)~i~d+ 2 les coefficients du 

polynrme det(y/r-  E AiPi(x)), avec Pi(x)=I]j.,(x-aj). 
Au w 6, nous explicitons quelques-uns des syst~mes hamiltoniens compl~tement 

intrgrables obtenus dans le cas r=2 (qui correspond aux courbes hypereUiptiques). 

Nous retrouvons en particulier le syst~me de Neumann (rtudi6 dans [M2]) ainsi que 

quelques variantes (rquations d'Arnold-Euler, mouvement d'un point sur un ellipsoide 

avec force centrale). 

Le lecteur averti aura not6 la similitude de ce qui prrc~de avec une partie des 

rrsultats de [A-vM]. Cette ressemblance apparente cache cependant des diffrren- 

ces importantes. Ainsi, tout comme dans [A-vM], nous linrarisons le syst~me de 

Neumann sur la sphere S d-1 sur les jacobiennes des courbes spectrales 

det(yI-A(x))=O; mais dans [A-vM] A(x) est une matrice d'ordre d tr~s particuli~re, 

polynomiale de degr6 2 en x -1, alors qu'ici A(x) est une matrice (2,2) g~n~rale 

coefficients polynomiaux de degr6 ~<d en x. Je ne comprends pas pour l'instant l a  

relation entre ces deux approches. 

Signalons que les constructions de cet article s'rtendent lorsqu'on remplace l'al- 

g~bre de Lie Mr(C) par une sous-alg~bre de Lie rrductive. Nous reviendrons sur cette 

question dans un article ultrrieur. 

1. La jacobienne d'une courbe Sl~eetrale 

(1.1) Nous identifierons dans cet article la droite projective complexe pl/~ la sphere de 

Riemann, ce qui fournit une coordonnre affine x sur P1. Fixons des entiers r~>l, d~>0. 

Soient Sl .. . . .  Sd des polynrmes en x, avec deg(si)<~id, et soit P le polynrme 

yr+s~(x)yr-I+...+Sr(X). L'rquation P=0 drfinit un revrtement de degr6 r (ramifir) 
~p"  C p - - ~ p  1 . 

On dit parfois que Cp est la courbe spectrale associ6e ~t P, pour la raison suivante. 
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Notons Sd l'espace des polyn6mes en une variable x de degr6 ~<d, ~ coefficients 

complexes, et Mr(Sd) l'espace des matrices carr6es d'ordre r ~ coefficients dans Sd. 

Pour toute matrice A(x) de Mr(Sd), le polyn6me caract6ristique det(ylr-A(x)) de A(x) 

est du type pr6c6dent, et nous verrons ci-dessous qu'on obtient ainsi tousles polyn6- 

mes de ce type. 

(1.2) Nous fixons d6sormais le polyn6me P; nous 6crirons simplement at et C au 

lieu de ate et Ce. En termes de g6om6trie alg6brique, le rev6tement at est d6fini par le 

faisceau d'alg~bres at,(~c. Celui-ci est 6gal au quotient de l'alg~bre sym6trique 

S(6p(-d)) par l'id6al 5 d6fini comme suit: pour O<<.i<~r, le polyn6me s,- d6finit un 

homomorphisme si: ~p(-rd)---~?p(-(r-i)d) (on pose So = 1); 5 est l'id6al engendr6 par 

l'image de l'homomorphisme 0)gi: ~p(-rd)---~S(~Tr(-d)). Au-dessus de la droite affine, 

S(6p(-d)) est le faisceau d'alg~bres associ6 ~ la C[x]-alg~bre C[y, x], et ~ correspond 

l'id6al engendr6 par P. En rant que 0v-module, on a 

at,~c = (~pt~ ~p(-d) t~ ... (~) ~p(- ( r -  1) d). 

On en d6duit que le genre g de C est 

r - I  

g = dim HI(c, 6c) = dim H~(P ~ , at, r c) = ~ dim HI(p ~ , ~p(-id)) 
i=0 

1 
= -z-(r- I) (dr-  2). 

2 

(1.3) Nous supposerons dans la suite que la courbe C est lisse. Nous noterons 

comme d'habitude Jg-i(c) la vari6t6 (isomorphe h lajacobienne de C) qui param~tre les 

classes d'isomorphisme de fibr6s en droites de degr6 g - 1  sur C, et O le diviseur th~ta 

canonique de Jg-~(C) (form6 des classes de fibr6s admettant des sections globales non 

nulles). Nous allons donner une description explicite de l'ouvert affine j g - l ( c ) - o .  

(1.4) TH~OR~ME. Soit Me la vari~tO des matrices carries d'ordre r dont les 

coefficients sont des polyn6mes de degr~ <.den x, et dont le polynOme caractOristique 

est ~gal gt P. Le groupe PGLr(C) opbre librement et proprement sur Me par conju- 

gaison, et la oariOt( affine J g - l ( c ) - o  s'identifie au quotient de Me par cette action. 

Les fibr6s en droites sur C se d6crivent comme dans [BNR]: la donn6e d'un tel 

fibr6 L sur C 6quivaut ~t celle du fibr6 E=Tt, L de rang r sur pl, muni d'une structure de 

z~, t?c-module, c'est-~-dire d'un homomorphisme d'alg~bres U: :r, tTc---~ ~,3(E). Vu l'iso- 

morphisme at, ~c----S(~p(-d))/5, la donn6e de U revient ~ celle d'une application ~Tp- 
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linraire u: E----~E(d) satisfaisant ~ P(u)=0. Comme P e s t  irrrductible sur C(x), cette 

derni~re condition signifie en vertu du thror~me de Cayley-Hamilton que le polyn6me 

caractrristique de u est P (loc. cit.). 

Supposons maintenant que L appartienne ~t Jg-l(C)-(9. La cohomologie de L e s t  

alors nulle, donc aussi celle de ~r,L, ce qui impose queer, L e s t  isomorphe ~ tTv(- 1) r. 

Choisissons un isomorphisme v: ~l,(-1)r---~er, L. La donnre de u revient h celle de 

o-luv: t~p(-1)r--~tTp(d-1) r, c'est-~t-dire d'une matrice A(x) appartenant ~ Me. En rrsu- 

mr, on a construit une correspondance bijective 

(L E Jg-l(C) - (9 + isomorphisme v: t~p(- 1) r---, zt, L) ~ (A(x) E Me}. 

Tout isomorphisme de ~Tr(-1) r sur :r, L s'obtient en composant v avec un automor- 

phisme de ~?p(- I) r, c'est-~t-dire un 616ment g de GLr(C), et la matrice correspondante de 

Me est g-lA(x)g. On en drduit une bijection de Jg-l(C)-O sur le quotient MflPGL(C). 
Plus prrcisrment, on drduit de ce qui prrcrde un morphisme M e ~ j g - l ( c ) - o ,  dont les 

fibres sont les orbites de PGLr(C ) dans Me. D'autre part, le stabilisateur d'une matrice 

quelconque A(x) de Me est rrduit ~ l'616ment neutre: en effet, si une matrice non 

scalaire B E Mr(C) commute ~ A(x), ses sous-espaces propres sont invariants par A(x), 
ce qui contredit l'irrrductibilit6 du polyn6me caractrristique de A(x). On drduit alors 

des rrsultats grnrraux de [M1] sur les varirtrs quotient que Me est un fibr6 principal de 

groupe PGL(C) au-dessus de Jg- l (c) -o .  [] 

(1.5) Exemple. Considrrons le cas r=2. La courbe C est alors hyperelliptique; on 

peut choisir le polyn6me P qui la drfinit de la forme y2-F(x), o~ F est un polyn6me en x 

de degr6 ~<2d. Les matrices A(x) de Me s'rcrivent alors 

a,x, 

of a U, V, W sont des polyn6mes en x de degr6 ~<d, satisfaisant h V2+ UW=F. 
C'est essentiellement la forme obtenue par Mumford dans [M2], ~ ceci prrs que 

Mumford normalise l 'rcriture de A(x) pour 61iminer le passage au quotient, de la 

manirre suivante. I1 suppose que le point ~t l'infini de p1 est un point de ramification de 

z~, de sorte que F est un polyn6me de degr6 2d -  1, que l'on peut prendre unitaire. I1 est 

alors facile de voir qu'il existe dans chaque orbite de PGL2(C) une unique matrice A(x) 
telle que W soit unitaire de degr6 d, U unitaire de degr6 d - I ,  et V de degr6 ~<d-2. La 

varirt6 Jg- l (c ) -o  peut donc se reprrsenter comme l'ensemble des triplets de poly- 
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n6mes (U, V, W) satisfaisant les conditions de degr6 ci-dessus ainsi que l'6galit6 

V2+UW=F. 
Cette normalisation a l'avantage d'6viter le passage au quotient, mais le gros 

inconv6nient de briser la sym6trie de la situation: elle ne fait souvent que compliquer 

les formules (comparer les formules de [M2] pour les champs de vecteurs sur J(Cp) aux 

6nonc6s (2.2) et (3.6) ci-dessous). Par ailleurs il semble peu probable qu'une normalisa- 

tion analogue existe pour des valeurs plus grandes de r. 

(1.6) Exemple. Consid6rons le cas d= I. La courbe C est alors une courbe plane 

(lisse) de degr6 r, le morphisme ~r: C ~ P  I 6tant d6fini par la projection depuis un point 

de p2-C; toute courbe plane lisse peut 6tre d6finie de cette mani6re. Ecrivons les 

matrices de Me sous la forme A(x)=Ax+B, et introduisons des coordonn6es homog6- 

nes (X, Y, T) telles que x=X/T et y= Y/T; notons P(X, Y, T)=0 l'6quation (homog6ne) de 

la courbe plane C. Le th6or6me (1.4) fournit alors un isomorphisme canonique de 
Jg-l(C)-O sur la oari~t~ des classes de conjugaison de couples de matrices (A,B) 
telles que det(XA+TB-YIr)=P(X, Y, T). Ce r6sultat est essentiellement dfi ~t Maru- 

yama [Ma]. 

(1.7) Remarque. Explicitons la matrice A(x) associ6e ~ un fibr6 en droites L de 

Jg - l ( c ) - |  et h u n  isomorphisme v: ~(-1)r---~r,L. Posons M=L(1):=L| La 

donn6e de v 6quivaut ~ celle d'une base ~ de H~ M); par construction, A(x) est la 

matrice de la multiplication par y dans cette base. Plus pr6cis6ment, y d6finit une 

section de :r*~i,(d), qui induit un homomorphisme de H~ dans H~ 
d'autre part l'application naturelle de H~ M)| dans H~ M(d)) est un isomor- 
phisme: en effet elle est induite sur les espaces de sections globales par l'isomorphisme 

canonique de H~ M ) |  Gp(d) sur ~r, (M(d)) (~, formule de projection >0. La 

multiplication par y dEfinit donc un homomorphisme my:H~176 M)| 

dont la matrice dans la base ~ est A(x). 

Remarques. Les remarques de la fin de ce paragraphe s'adressent aux lecteurs 

familiers avec la gEom6trie alg6brique; elles peuvent 6tre saut6es sans inconv6nient par 

les autres. 

(1.8) La m6thode de (1.4) s'applique/~ tousles  fibr6s en droites sur C, mais le 

r6sultat est moins 616gant. Pour dl . . . . .  dr E Z, notons J(dl ..... dr) la vari6t6 des fibr6s en 

droites L sur C tels que zr, L soit isomorphe ~ ~,(dl)0)... 09 ~,(dr). C'est une sous-vari6t6 

localement ferm6e de J~(C), avec 6=g-1 +r+ E di. Notons Me(d1 ..... d,) la vari6t6 des 
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matrices A(x) E Mr(C[x]), satisfaisant h deg Ao(x)<~d+di-d Jet dont le polyn6me caract6- 

ristique est 6gal ~ P. Soit L un 616ment de J(dl . . . . .  dr); en choisissant un isomorphisme 

6p(di)--->ar, L, on associe h L comme ci-dessus un 616ment de Me(dl . . . . .  dr); on identifie 

ainsi la vari6t6 J(dl, ..., dr) au quotient de Me(d1 . . . . .  dr) par le groupe Aut(t~t~e(di)). 

Les degr6s di qui apparaissent darts la d6composition zr, L = Op(d~)~...~Op(dr) 

sont d6termin6s par la dimension des espaces H~ L(s)) pour s E Z (on note comme 

d'habitude ~7c(S)=Zr*Oe(s) et L(s)=L| Par exemple, la partie lisse du diviseur O 

est form6e des L tels que zr, L---- ~p ~tTe(-2 ) (~)~p(-- 1) r-2. 

(1.9) Consid6rons plus particuli~rement le cas des fibr6s de degr6 0. D'apr~s (1.2), 

on a g- l=r[ td ( r -1 ) - l ] .  Si r est impair ou d pair, on a donc g- l=rs ,  avec sEN;  

l'application L~L(s)  d6finit alors un isomorphisme canonique de la jacobienne J~ 

sur Jg-l(C), de sorte qu 'on peut appliquer la proposition I ~ J~ 

Dans le cas o0 r e s t  pair et d impair, on a g -  1 = r ( s -  �89 avec s E N; on v6rifie qu 'un 

fibr6 assez g6n6ral dans f l (C)  a comme image directe tTp(-s)r/2~)~?p(-s-1) r/2. I1 faut 

alors utiliser la remarque prec6dente pour obtenir une description explicite d 'un ouvert 

de J~ 

(1.10) La d6monstration du th6or6me (1.4) s'6tend sans grande modification au cas 

o0 la courbe Ce est seulement suppos6e int~gre (c'est-~t-dire irr6ductible et r6duite). On 

prend alors pour Jg-l(c) la vari6t6 (compacte, singuli6re) qui param6tre les faisceaux 

sans torsion de rang 1 et de degr6 g - 1  sur C, et pour O le diviseur des faisceaux 

admettant une section non nulle. 

(1.11) Dans le cas g6n6ral, la situation est plus compliqu6e; on ne va consid6rer ici 

que les faisceaux inversibles sur C. Rappelons auparavant un r6sultat 616mentaire 

d'alg6bre lin6aire. Si B E Mr(C), les conditions suivantes sont 6quivalentes: 

(i) Le commutant  de B dans Mr(C) est de dimension r. 

(ii) La  classe de conjugaison de B dans Mr(C) est de dimension maximale (~t savoir 

P-r). 
(iii) Tous les  sous-espaces propres de B sont de dimension 1. 

(iv) Le polyn6me minimal de B e s t  6gal ~ son polyn6me caract6ristique. 

(v) Il existe un vecteur v E C r tel que v, Av, A2v .... engendrent C r. 

S i c e s  conditions sont v6rifi~es, on dit que la matrice B e s t  rdguli~re. Dans 

l 'ensemble des matrices de polyn6me caract6ristique donn6, les matrices r6gulieres 

forment une seule orbite (ouverte et dense). 
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(1.12) Sans hypoth~se sur la courbe C, la correspondance du th6or~me (1.4) est 

toujours d6finie dans un sens: ~ une matrice A(x) de polyn6me caract6ristique P on 

associe une structure de :r ,•c-module sur ~Tp(-1) r, donc un faisceau L sur C. Cher- 

chons h quelle condition ce faisceau est inversible. Soient a un point de C, et R l 'anneau 

local de pl en a. La  R-alg~bre (Jr, ~C)a s'identifie ~ R[y]/P(y, a), et le (:r, tTc)a-module 

(3r, Z)a ~t R r, la multiplication par y 6tant donn6e par la matrice A(x). Dire que ce 

module est libre de rang 1 signifie qu'il existe un vecteur V de R" tel que V, 

A(x)V, A(x)2V, ... engendrent  R'; d'apr~s le lemme de Nakayama, cela signifie aussi 

qu'il existe un vecteur  v de C ~ tel que v,A(a)v,A(a)2v .... engendrent C ~. Ainsi L est 

inversible au voisinage de :r-l(a) si et seulement si la matrice A(a) est rOguliOre (I. I 1); L 

est inversible sur C si et seulement si la matrice A(a) est r6guli~re pour  tout a E P~ (on 

convient de noter  A(oo) le coefficient de x d dans le polyn6me matriciel A(x)). En 

particulier, si C est lisse, la matrice A(a) est rOguli~re pour tout a E p1. 

(1.13) Inversement,  soit L un faisceau inversible sur C, tel que H~ = 

HI(C, L)=0.  On voit alors comme en (1.4) que :r ,  L e s t  isomorphe h ~p(-1)r;  choisissant 

un isomorphisme tTe(-1)r---~:r,L, on obtient une matrice A(x) satisfaisant t~ 

P(A(x),x)=O. L'argument  pr6c6dent montre que pour  tout a E C la matrice A(a) est 

r6guli~re, donc que son polyn6me caract6ristique est P(y, a) (1.11); cela entraine que le 

polyn6me caract6ristique de A(x) est P(y, x). En r6sum6, d6signons par (Me)reg la 

vari6t6 des matrices A(x) EMr(Sd) de polyn6me caract6ristique P,  telles que A(a) soit 

r6guli~re pour tout a E p I ;  on volt comme en (1.4) que le groupe PGL(C)  opdre 

librement et proprement sur (Me)r~s, et que le quotient s'identifie ~ la sous-vari~tO 

ouverte de la oari~tO de Picard de C forrnOe des fibres en droites L sur C tels que 

H~ L)=HI(C, L)=0.  

La  plupart des 6nonc6s de cet article s '6tendent h cette situation (ou ~ celle de 

(1.I0)). Nous  laissons au lecteur  le soin d 'adapter  les d6monstrations qui suivent / l  ce 

cadre plus g6n6ral. 

2. Champs de vecteurs sur Mp 

Nous supposons toujours ia courbe C lisse. 

(2.1) Le  tore complexe Jg-2(C) admet g champs de vecteurs holomorphes lin6aire- 

ment ind6pendants; nous allons maintenant d6crire ces champs en termes de champs de 

vecteurs sur Me, invariants sous l 'action de PGL,(C). L 'espace  des champs de vecteurs 

sur J'(C) s'identifie canoniquement  ~ H~ Kc)*, ou encore ~ HI(c, ~?c). Soient p u n  

point de C, et v un vecteur  non nul de Tp(C). On note Xp, o le champ de vecteurs sur 
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J'(C) d6fini par la forme lin6aire w~(w(p) ,  v) sur H~ Kc); il ne d6pend de v qu'h un 

scalaire pr6s. L'616ment correspondant de Hi(C, ~?c) est l'image de v par l'homomor- 

phisme de cobord associ6 h la suite exacte 

o-, ec--, ec(p)   gc) o. 

Soit a l'image de p dans p1. Nous supposerons pour simplifier que a est fini, et que 

p n'est pas un point de ramification de Jr. La fonction x - a  d6finit alors un param~tre 

local sur C au voisinage de p; nous normaliserons v en imposant (v, dx)=l. Nous 

noterons simplement Xp le champ de vecteurs Xp,o sur J'(C). 
Soient A(x) une matrice de Me, et L l'616ment correspondant de Jg-~(C)-O. 

Comme Jr est 6tale en p, le sous-espace propre de A(a) correspondant h la valeur propre 

y(p) est de dimension 1. Notons lip le projecteur spectral correspondant. 

(2.2) THI~OR~ME. Le vecteur 

1 - -  [ l ip ,  A ( x ) ]  
x - -a  

de Mr(Sd) est  tangent gt Me en A(x). Son image dans TL(Jg-I(C)) est Ogale gt Xp(L). 

(I1 faut observer que les matrices A(a) et lip commutent, de sorte que le polyn6me 

matriciel [lip, A(x)] est divisible par x-a. )  
Posons M=L(1), et observons que l'isomorphisme N~-+N(1) de Jg-I(C) sur 

Jg+r-l(C) transporte Xp(L) sur Xp(M). Notons C~ la courbe C munie du faisceau 

d'anneaux Oc[e] (e2=0). Le vecteur Xp(M) correspond h u n  faisceau inversible ME sur 

C~, dont la r6duction (mod e) est 6gale ~t M. On peut expliciter ME de la mani6re 

suivante (cf. par exemple [K]). Les sections de M~ au-dessus d'un ouvert U de C 

s'6crivent sous la forme s+et, oO s appartient ~ I~(U, M), t ~ H~ M(p)), et o0 la 

section s/(x-a)+t est holomorphe en p. On a une suite exacte 

xE 

0-+ H~ M)--> H~ M,)---> H~ M), 

ofa tp d6signe la r6duction (mode). Toute section t de H~ qui n'est pas 

holomorphe en p d6finit une section o de q~ de la fagon suivante. Prenons la section 

(x-a) t comme g6n6rateur de M au voisinage de p, ce qui permet de parler de la valeur 

en p d'une section de M; on pose alors o(s)=s-es(p)t. 
La multiplication par y d6finit un homomorphisme mr: H~ M)-->H~ M)| 

et il existe une base ~ de H~ M) pour laquelle A(x) est la matrice de cet homomor- 
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phisme (remarque 1.7). L'image de ~ par tr est une base du C[e]-module H~ Me); la 

matrice de my: H~ Me)-->H~ M,) |  d dans cette base s'6crit A(x)+eA(x), avec 

A(x) E Mr(Sd), et le vecteur tangent A(x) se projette suivant XR(L) dans TL(J ~- l(C)). Pour 

calculer ,4(x) nous utiliserons un lemme 616mentaire d'alg~bre lin6aire, dont la d6mon- 

stration est laiss6e au lecteur: 

(2.3) LEMME. Soient Ve, We deux C[e]-modules libres, et ue: Ve-->We une applica- 

tion C[e]-lin~aire. Notons V, W, u les r~ductions (mode) de Ve, WE et ue. Supposons 

donnOes des sections C-lin~aires a et r des projections canoniques Ve--~ Ve t  We--> W; on 

en d~duit par lin~aritd des isomorphismes C[e]-linOaires ae: V| et 

re: W| [e]--> WE. On a r~ 1 o u e o oe= u | 1 + er, oft r: V--> W est composd de l'homomor- 

phisme u e o a - r o u  de V dans eWe et de l'isomorphisme canonique de eWe sur W. [] 

(2.4) Appliquons ce lemme ~ notre situation, avec 

VE=H~ ME), WE=H~174 a, u~=m r, r = o |  

la section o 6tant d6finie comme ci-dessus h l'aide d'un 616ment t de H~ M(p)). On en 

d6duit que A(x) est la matrice dans la base ~ de l'homomorphisme r d6fini par la 

formule 

er(s) = y(s -es(p)  t)-(~r| I) (ys), 

ou encore, en notant ep la forme lin6aire s ~ s ( p )  sur H~ M), 

(2.5) r(s) = ((ep| 1) (ys)) t - s ( p )  yt. 

(Le membre de droite, qui est a priori dans H~174 appartient en fait ~t 

H~ M)|  d'apr6s le lemme.) 

Nous allons maintenant pr6ciser le choix de t. Pour 6viter d'alourdir la d6monstra- 

tion, nous supposerons d6sormais que la fibre :t-I(a) se compose de r points distincts, 

autrement dit que 3r est 6tale au-dessus de a; le cas g6n6ral s'en d6duit aussit6t par 

continuit6. Comme L appartient h Jg-~(C)-O, l'espace H~ L) est nul et H~ L(p)) 

est de dimension un. I1 en r6sulte qu'il existe une section sl de H~ M), unique ~ un 

scalaire non nul pros, qui ne s'annule pas en p, mais qui s'annule aux autres points de 

zr-l(a). La section m6romorphe s l / (x-a)  de M admet alors pour seul p61e p (avec 

multiplicit6 1): nous prendrons t=s~/(x-a). Si I-I d6signe la matrice de l'endomorphisme 
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s ~ s ( p )  s~ de H~ M )  dans la base ~,  la formule (2.5) se traduit par l'6galitd matrici- 

elle 

A(x)= 1 (I-IA(x)-A(x)I-l). 
x - - a  

(2.6) Ii reste h prouver que II est le projecteur spectral lip de A(a) associd ~ la 

valeur propre y(p).  Notons Pl . . . . .  Pr les points de la fibre z~-l(a), avec pl=p.  Pour 

l<~i<.r il existe comme ci-dessus une section si de H~ M) s'annulant en pj pour jr 

mais pas en Pi. Alors si est le vecteur propre de A(a) relatif gl la oaleur propre Y(Pi) (on 

identifie matrices et endomorphismes de H~ M) ~ l'aide de la base ~). En effet 

(Sl .. . . .  Sr) est une base de H~ M), donc il existe des polyn6mes bl(x) . . . . .  br(x) de 

degr6 ~<d tels qu'on ait 

ys i = b l(X) s I +...  + b,(x) Sr; 

6valuant cette dgalitd en pj on trouve bj(a)=0 pour j * i  et b,(a)=y(pi), d'oh notre 

assertion. Comme on a Hsl=sl  et Hsi=0 pour i>1, on en d6duit I-l=l-lp, ce qui ach~ve 

de prouver le th6orbme. [] 

(2.7) COROLLAIRE. Pour A(x) E Me, posons  ,Yp(A(x))= 1~(x-a) [lip, A(x)]. Alors )(p 

est un champ de vecteurs sur Me, inoariant sous PGL,(C), et son image dans 

J e - I ( C ) - |  est ~gale ~ Xp. 

I1 est clair en effet que Xp est invariant sous PGLr(C), et les autres assertions 

rdsultent du th6or~me (2.2). 

3. Construction en famille 

(3. I) Nous allons maintenant globaliser la construction pr6c6dente en faisant varier le 

polyn6me P. Soit V'r(d) l'espace (affine) des polyn6mes de la forme 

P=yr + s1(x) y'-1+.. .  +st(x), 

avec siE Sial pour l<.i<.r; il s'identifie/i l'espace SdX...  • En associant ~ une matrice 

A(x) son polyn6me caractdristique P(y)-- -det(yL-A(x)) ,  on ddfinit une application 

h: Mr(Sa)-->~F~(d). 

Le groupe PGLr(C) op~re sur M~(Sd) par conjugaison, et l'application h est con- 

stante sur les orbites de cette op6ration. Nous nous bornerons ~ regarder la situation 

au-dessus de l'ouvert V~(d) de ~Fr(d) form6 des polyn6mes P tels que la courbe Cp soit 
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lisse (cf. (1.13)). Posons Mr(d)=h-l(Vr(d)). I1 r6sulte de la proposition 1 que le groupe 

PGLr(C) op~re librement et proprement sur Mr(d) (on peut aussi d6duire ce r6sultat du 

fait que Mr(d) est contenu dans l'ouvert des points stables de Mr(Sa), cf. [A]). On note 

Qr(d) la vari6t6 quotient (lisse) Mr(d)/PGLr(C), et H: Qr(d)---,Vr(d) le morphisme d6duit 

de h. Lorsqu'il n 'y a pas d'ambiguit6 sur r et d nous 6crirons simplement M, Q, Wet V 

au lieu de Mr(d), Qr(d), Wr(d) et Vr(d). 
La d6monstration du th6or~me (1.4) s'6tend aussit6t ~ cette situation relative: 

(3.2) PROPOSITION. Le morphisme H: Q---, V est lisse; sa fibre en un point P de V 

s'identifie ~ l'ouvert affine Jg-l(Ce)-O de la jacobienne de la courbe spectrale Ce. [] 

(3.3) En d'autres termes, les courbes spectrales (Ce)ee v s'organisent en une 

<, famille universelle >, ~--oV; on sait associer ~ une telle famille sajacobienne relative 

5r dont la fibre au-dessus de chaque point P e s t  Jg-l(Cv). Cette jacobienne 

contient un diviseur th~ta relatif, et Q s'identifie au compl6mentaire de ce diviseur dans 
o~t,g -I" 

La vari6t6 Q est 6videmment unirationnelle; elle est rationnelle pour r=2 (cf. 

(1.5)), r=3 [FI], r=4 [F2]. On ignore ce qu'il en est pour r>~5. Ce probl~me pr6sente un 

certain int6r6t en alg~bre, ok le corps des fonctions rationnelles sur Q joue un r61e 

important (centre de l'algdbre gt division g~nOrique). 

(3.4) Exemple. Consid6rons en particulier le cas d= 1. La vari6t6 Q est alors le 

quotient par PGLr(C) d'un ouvert stable de Mr(C)XMr(C). La vari6t6 V s'identifie h un 

ouvert de l'espace projectif [~7#(r)[ qui param~tre les courbes planes de degr6 r (1.6). La 

famille ~--*V est la famille universelle des courbes planes, et Q est donc birationnelle- 

ment isomorphe ~t lajacobienne relative 5 ~g-~ de cette famille (cette propri~t6 a d6jh 6t6 

observ6e par M. Van den Bergh, cf. [L]). 

Alors qu'on ignore si 5 ~g-I (et donc Q) est rationnelle pour r~>5, il n'est peut-6tre 

pas inutile d'observer que la jacobienne ~ est toujours rationnelle (on r6alise facile- 

ment un ouvert de Y comme un fibr~ projectif au-dessus de la puissance sym6trique 
Symg(P2)). 

(3.5) Le champ de vecteurs .~p d6fini en (2.7) ne s'6tend pas globalement ~t M, 

puisque sa valeur en un point A(x) de M d6pend du choix du point p de la courbe Cv, 

c'est-h-dire d'une valeur propre particuli~re de A(a). Pour tout a EC et tout iEN, 

d6finissons un champ de vecteurs I~a ~ sur M~(Sd) par 

IA~(A(x)) = 1 [Ai(a),A(x)]. 
x - - a  
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(3.6) PRoposiTion. Les champs Idi a) (a E C, i E N) sont invariants sous PGLr(C), et 

tangents aux fibres Me de h. Leurs images dans Q engendrent un espace de dimension 

g de champs de oecteurs sur Q, commutant entre eux. Pour tout PE v, leurs images 

dans Jg-l(Ce)-O engendrent l'espace des champs de oecteurs invariants par transla- 

tion sur Jg-a(Ce)-O. 

I1 est clair que les champs Ida) sont invariants. Soit P E V; soit a un nombre 

complexe, tel que la fibre :tel(a) soit form6e de r points distincts p~ .. . . .  Pr. Avec les 

notations de (2.6), on a, pour tout 616ment A(x) de Me, 

A ( a )  i = y ( p l )  iHp l+ . . .  + y(pr)  i l Ip . 

Cela prouve que les vecteurs Idl)(A(x)) . . . . .  Id~-l)(A(x)) sont tangents ~ Me, et qu'ils 

engendrent le m6me sous-espace de TACx)(Me) que les vecteurs ffp1(A(x)) . . . . .  Xpr(A(x)) 

(on notera que la somme de ces derniers est nulle, h cause de la relation E Flp=Ir). Les 

images de Id2) .. . . .  Id,-1) dans Jg-l(ce)-O engendrent donc le m6me espace que les 

champs Xpl .....  Xp; or les Xp, pour p g6n6ral dans Ce, engendrent l 'espace des champs 

de vecteurs tangents ~ la jacobienne de Ce. 

Notons Y le sous-espace de H~ To) engendr6 par les projections des champs 

invariants Ida"). I1 r6sulte de ce qui pr6c6de qu'on a dim Y>-g; de plus deux 616ments 

quelconques de Y commutent entre eux, puisqu'il en est ainsi de leurs restrictions ~t 

chacune des fibres de H: Q--,V. I1 reste donc ~ prouver qu'on a dim Y<-g. Pour cela, 

observons qu'on peut 6crire I/(x-a) [At(a), A(x)] comme un polyn6me en a, ~t coeffici- 

ents dans Mr(Sd), de degr6 id-1; autrement dit, on a 

M--1 

Idf= E aJ~ i)' 
j=0 

o0 ~0 est un champ de vecteurs sur Mr(Sd), ind6pendant de a. De plus, pour 

A(x) E Mr(Sd), le vecteur I~i~ 6gal/t [A(x),A(oo)], ofa A(oo) est le coefficient de 

x d dans le polyn6me matriciel A(x). I1 est donc tangent ~ l'orbite de PGLr(C) dans 

M~(Sd), ce qui signifie que la projection du champ I~/~_ 1 dans Q est nuUe. Par suite Y est 

contenu dans le sous-espace de H~ TQ) engendr6 par les champs ~0 pour l<~i<<.r-1 

et 0~<j~id-2. La dimension de ce sous-espace est born6e par 

( d -  1)+(2d-  1)+... + ( ( r -  1) d -  I) = l ( r -  1) (dr-2)  = g, 
2 

ce qui ach6ve la d6monstration. [] 
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(3.7) Exemple. Consid6rons par exemple le cas d= 1. Notant A(x)=Ax+B,  l'6qua- 

tion diff6rentielle associ6e au champ I~f s'6crit 

d ( A x + B )  = [A,(Aa+B)i], 

soit 

dA dB - O, - [A,(Aa+B)i]. 
dt dt 

La premi6re 6quation entraine que A est ind6pendant de t, soit A=Ao. La seconde 

s'6crit alors 

dB = [Ao,(Aa+B)i]. 
dt 

Pour a=0, on obtient en particulier l'6quation diff6rentielle sur M,(C) 

dB _ [A0, Bi], 
dt 

qui se lin6arise sur la jacobienne de la courbe plane det(xAo+Bo-YL)=O (cf. (1.6)). 

(3.8) R6sumons la situation, en partant des riots de Lax sur MASa) 

d a ( x ) =  [ a(x) '  ai(a) _l (iEN, aEC).  

Ces flots sont invariants sous PGL,(C), de sorte qu'il revient au m6me de les regarder 

sur la vari6t6 quotient Q. Nous avons montr6 qu'ils commutent entre eux, et admettent 

un grand nombre d'int6grales premi6res, ~ savoir les composantes Hi de H. De plus, les 

fibres de H sont des ouverts de vari6t6s ab61iennes, sur lesquels nos flots se lin6arisent. 

Cette situation est tr6s voisine de celle que l'on rencontre dans l'6tude des 

syst6mes hamiltoniens compl6tement int6grables, ~t ceci pr6s que nous ne disposons 

pas de structure symplectique sur Q. Nous allons construire sur Q une structure de 

Poisson pour laquelle la fibration H d6finit effectivement un syst6me hamiltonien 

compl6tement int6grable. 

4. Interm&le symplectique 

Pour la commodit6 du lecteur, nous rappelons ici quelques d6finitions et r6sultats 

616mentaires de g6om6trie symplectique, qu'on peut trouver par exemple dans [W]. 
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Nous nous placerons dans le cadre analytique complexe; le cas r6el est en tous points 

analogue. 

(4.1) Soit V une vari6t6 complexe, et soit 0 un 616ment de H~ A2Tv). Etant 

donn6es deux fonctions f et g holomorphes sur un ouvert U de V, on note {f, g} la 

fonction holomorphe (0, df^dg) sur U. On dit que 0 est une structure de Poisson sur V 

si le crochet de Poisson (f, g)~--~{f, g} v6rifie l'identit6 de Jacobi (i.e. fait de H~ (~u) 

une alg6bre de Lie). L'application g ~ 0  c, g} est une d6rivation de H~ Or), donc 

correspond ~ un champ de vecteurs holomorphe Xy sur U: c'est le champ hamiltonien 
associ6 ~t f. 

Lorsque 0 est de rang maximum en tout point, on dit que la structure de Poisson 

est symplectique; la donn6e de 0 6quivaut alors /~ celle de la 2-forme inverse 

to E H~ f12), c'est-/~-dire d'une structure symplectique sur V. 

Soit W une sous-vad6t6 de V. On ne peut pas en g6n6ral parler de structure de 

Poisson induite sur W. C'est toutefois le cas si le champ de bivecteurs 0 est tangent 

W, c'est-~-dire provient en chaque point de W d'un 616ment de A2Tw. Si f est une 

fonction holomorphe sur V, le champ hamiltonien associ6 ~ f e s t  alors tangent ~ W, et 

induit sur W le champ hamiltonien associ6 ~f]w. 

(4.2) Soit g une alg6bre de Lie sur C. Le dual g* de fi est muni d'une structure de 

Poisson canonique, dite de Kostant-Kirillov, d6finie de la fagon suivante: si lE ~*, le 

bivecteur O(1) E A2g * est la forme altern6e (A, B)~I([A, B]) sur g. Soient f e t  g deux 

fonctions holomorphes sur un ouvert U de g*; pour tout IE U, les formes lin6airesf'(l) 

et g'(l) sur g* peuvent 6tre vues comme des 616ments de g. Le crochet de Poisson 

{f, g} est la fonction l~l([f'(l),g'(l)])sur U. Le champ hamiltonien Xssur U associ6 ~tf 

satisfait h Xy(1)=t[ad f'(l)] (1). 
Supposons d6sormais l'alg6bre de Lie g r~ductive, et munissons-la d'une forme 

bilin6aire sym6trique invariante s6parante. On en d6duit un isomorphisme C-lin6aire de 

g* sur g, que nous noterons l~--~l*. On peut alors transporter ~ g la structure de Poisson 

de g* par cet isomorphisme. Si f est une fonction holomorphe sur un ouvert de g, le 

champ hamiltonien Xy v~rifie Xy(A)=[A,f'(A)*]. 
La structure de Poisson de g n'est pas symplectique: en fait, elle est tangente aux 

orbites de G, et induit sur ohacune de ces orbites une structure symplectique. 

(4.3) Soit G le groupe adjoint de g; soit e un entier positif. L'alg6bre produit ~e est 

de m6me une vad6t6 de Poisson, munie d'une op6ration de G. La sous-vari6t6 ~ form6 

des families (Ai) telles que S Ai=O poss6de la propri6t6 suivante: 6tant donn6s un ouvert 

15-908289 Acta Mathematica 164. Imprim~ le 27 avril 1990 
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U de ~e, stable par G, une fonction holomorphefsur U invariante par G et une fonction 

holomorphe g sur U qui s'annule sur ~ ,  le crochet {f, g} s'annule sur fi~. Soit V un 

ouvert de ~ sur lequel G op~re librement et proprement; il r6sulte de ce qui pr6c~de 

que le crochet de Poisson de ge d6finit par passage au quotient un crochet de Poisson 

sur la vari6t6 quotient V/G. Soi t fune  fonction holomorphe sur ~e, invariante par G, et 

soit f la fonction sur V/G d6duite de f;  le champ hamiltonien associ6 ~t f est la 

projection sur V/G du champ (Ai)~,[Ai, (c3if(A))*], ofa Oif(a) est la d6riv6e partielle d e f  

par rapport ~t Ai en A=(A;), vue comme forme lin6aire sur g. 

(4.4) Soient Ci . . . . .  Ce des orbites de G dans ~; supposons que l'image de l'applica- 

tion/z: FI Ci--->g d6finie par/~(A1, ..., Ae)= E Ai soit contenue dans l'alg~bre d6riv6e [g, g] 

de ~. Alors bt est une application des moments pour l'action de G dans la vari6t6 

symplectique FICi. Cela entra~ne que la structure de Poisson de V/G induit sur 

(/x-~(0) Iq V)/G une structure symplectique, qui est la structure symplectique quotient de 

FI Ci par G (<~ r6duction symplectique ~,). 

Nous appliquerons ce qui pr6c~de dans le cas of] g est l'alg~bre de Lie Mr(C), 

munie de la forme bilin6aire invariante (A, B)~TrAB. On a alors G=PGLr(C), et les 

orbites Ci sont des classes de conjugaison dans Mr(C). La condition sur # s'6crit 

simplement Z Tr(Ci)=0. 

5. Structure de Poisson sur Q 

(5.1) Revenant ~ la situation du w 3, nous allons maintenant d6crire une structure de 
Poisson sur Q (ou plut6t une famille de telles structures) pour laquelle le syst~me H est 

compl~tement int6grable. Soient a I . . . . .  ad+ 2 des nombres complexes distincts. Pour 

I~<i~<d+2, nous noterons Pile polyn6me FIj,i(x-aj), et poserons ci=P(ai) -t. La formule 

d'interpolation de Lagrange s'6crit 

d+2 

A(x) = Z ciA(ai)Pi(x)" 
i=1 

EUe entraine en particulier (en consid6rant le coefficient de x a+t) qu'on a E ciA(ai)=O. 
Soit alors Mr(C)0 a+2 le sous-espace de Mr(C) a+2 form6 des 616ments (Ai)l<<i<<a+z 
tels que EAi=0 (cf. (4.3)); l'application C-lin6aire q0: Mr(Sd)---~Mr(C)~o +2 d6finie par 

qg(A(x))=(ciA(ai))l<<i<<a+2 est un isomorphisme, et l'isomorphisme r6ciproque est d6fini 

par (p- l((Ai)) = E A iP,(x). 
Ainsi la vari6t6 M s'identifie hun  ouvert de M,(C)0 ~+2, sur lequel le groupe PGLr(C) 

op~re librement et proprement. Munissons la vari6t6 Q=M/PGLr(C) de la structure de 



JACOBIENNES DES COURBES SPECTRALES 227 

Poisson quotient d6finie en (4.3). Cette structure d6pend du choix des a;, comme le 

montre par exemple le calcul suivant. Rappelons (3.5) qu'on a not6 Y~f) le champ 

invariant sur Mr(Sd) d6fini par 

IAf)(A(x)) = 1 [a(a)P,a(x)]" 
x - - a  

(5.2) PROPOSITION. Soit a un nombre complexe distinct des ai, et p u n  entier >11. 

Le champ hamiltonien associ~ ~ la fonction invariante A~-~TrA(a) p e s t  la projection 

sur Q du champ invariant c(a) Y~a -l), avec c(a)=plI(a--ai). 

Dans l'isomorphisme Mr(Sd)---~Mr(C)g +2, la fonction consid6r6e s'6crit (A i )~  

Tr(EAiPi(a)) p. La d6riv6e partielle de cette fonction par rapport ~t A i est la forme 

lin6aire B~--~pPi(a ) Tr(A(a)p-IB) sur Mr(C), qui s'identifie ~ l'aide du produit scalaire ~t la 

matrice pPi(a)A(a) p-I. D'apr~s (4.2), le champ hamiltonien cherch6 est la projection sur 

Q du champ invariant X sur Mr(C)0 d+2 d6fini par 

X((Ai) ) = (pPi(a) [Ai, A(a)P-l])l<~i~d+2 �9 

I1 s'agit de prouver l'6galit6 c(a) ~P-l)=q0-~ oXo q0. Soit A(x) E Mr(Sd).  On a 

c(a) C i 
(X o q~(A(x))) i = pPi(a) ci[A(ai)  , A(a) p-I] - 

a--a i 
_ _  [A(ai) ' A(a)p-1], 

( ~ 0  Y(aP-1)(A(x)))i = Ci [A(a)V-l,A(ai)], 
a i -a  

d'oO la proposition. [] 

(5.3) THt~OR~ME. Le systdme hamiltonien H: Q---~ V est alg~briquement compldte- 

ment int~grable. 

Choisissons des coordonn6es sur V, de sorte que H est donn6 par N fonctions 

polynomiales Ht . . . . .  HN (avec N= lr(r+d+2)). L'6nonc6 du th6or6me signifie d'une 

part que ces fonctions sont en involution, c'est4t-dire qu'on a {Hi, Hj}=0 quels que 

soient i e t j ;  d'autre part, que les champs hamiltoniens Xn, se lin6arisent sur les fibres 

de H, et engendrent sur chacune de ces fibres l'espace des champs invariants par 

translation. 

L'espace des fonctions Hi est engendr6 par les fonctions invariantes A ( x ) ~  
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TrAPA(a), pour p~>0 e t a  assez g6n6ral dans C. Celles-ci sont li6es aux TrA(a) p par les 

relations de Newton, qui sont de la forme 

TrAPA(a)- t 1~ _ -i 
P 

- -  Tr A(a~ + Pp(Tr A(a) ..... Tr A(a)P-I), 

ofa Pp est un polyn6me universel en p - 1  variables, ~ coefficients rationnels. Compte 

tenu de la proposition (5.2), on en d6duit que le champ hamiltonien associ6/~ la fonction 

A(x)~TrAPA(a) est la projection sur Q de 

d(a) Y(f-') + ~ fi Y(~, 
i-- 1 

ofa d(a) est une constante, et les f~ des fonctions invariantes s u r  Mr(Sd)  , constantes sur 

les fibres de H. 

I1 en r6sulte d'abord que les champs Xnl sont tangents aux fibres de H; on a donc 

{H i, Hi} =XH/Hj=O. De plus, le champ Xn, restreint ~ une fibre H-t(P)=--Jg-l(Ce)-O est 

invariant par translation d'apr~s la proposition (3.6). Enfin, l'image dans Q du champ 

Y(f) est combinaison lin6aire des Xn, donc les restrictions des Xn~ ~ la fibre H-l(P) 
engendrent l'espace des champs invariants par translation sur cette fibre. [] 

(5.4) La fibration H: Q--*V n'est pas un syst~me hamiltonien compl~tement int6- 

grable au sens classique, puisque la structure de Poisson de Q ne provient pas d'une 

structure symplectique. Nous allons voir qu'il faut plut6t regarder H comme une 

famille de syst~mes hamiltoniens compl~tement int6grables sur des vari6t6s symplec- 

tiques, param6tr6e par un espace affine. 

Rappelons qu'on a not6 T'r(d) (ou simplement T') l'espace des polyn6mes 

P(y, x)=yr+sl(x)f-l+... +st(x), avec si E Sid pour tout i; la base V de la fibration H est 

l'ouvert de T" form6 des polyn6mes P tels que la courbe Cp soit lisse. Associons ~ un 

polyn6me P de T'les polyn6mes p(O(y) d~finis par P(O(y)=crp(y/c i, ai), pour l~<i~<d+2. 

On obtient ainsi une application lin6aire affine p de T" dans (U) d+2, oia Ur d6signe 

l'espace des polyn6mes unitaires de degr6 r en y. Comme sl est de degr6 ~<d, la formule 

d'interpolation de Lagrange entraine comme ci-dessus E cis~(ai)=O; l'image de p e s t  

donc contenue dans l'hyperplan 0//de (U) d+2 forrn6 des 616ments (pO) . . . . .  ptd+2)), avec 

P(O=yr+s~i )yr - l+ . . .+s~ '3 ,  s a t i s f a i s a n t  a E s~~ Toujours par interpolation, on voit 

aussit6t que l'application p: T'--~q/est surjective. 

Consid6rons le diagramme 
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M ~ Q  H -'~V 
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Soit p=(p(l) .... .  p~d+2)) un 616ment de q/. La fibre Vp=p-~(P) est l'ensemble des poly- 

nfmes P(y, x) E V v6rifiant c~P(y/c i, ai)=P(O(y) pour l~<i~<d+2. La fibre Mr=m-l(P) est 

l'ensemble des matrices A(x)E M telles que le polyn6me caract6ristique de Ai=A(ai) 

soit 6gal ~ p(O. Rappelons (1. I I) qu'il existe une unique classe de conjugaison Ci dans 

Mr(C), de polyn6me caract6ristique p(O et de dimension r2-r; la matrice A; appartient ~t 

Ci (1.12). Notons (l-I Ci)0 la sous-vari6t6 de l-I Ci form6e des 616ments (A 1 . . . . .  Ad+2) tels 

que EAi=0; par l'isomorphisme q0 de (5.1), Me s'identifie gt un ouvert de (HCi)0, sur 

lequel le groupe PGLr(C) op~re librement et proprement. La fibre Qp=q-I(P) est le 

quotient de Mr par PGLr(C); la structure de Poisson de Q est tangente h Qp, et induit 

sur QP la structure symplectique quotient de H Ci par PGLr(C) (4.3). Par restriction au- 

dessus de P, on d6duit alors du th6or~me (5.3) le r6sultat suivant. 

(5.5) THi~ORi~ME. Pour tout P E ~ la fibration He: Qp---> Vp induite sur les fibres au- 

dessus de P est un systbme hamiltonien complbtement int~grable (alg~briquement) sur 

la oari~t~ symplectique Qp. 

Autrement dit, si C1,..., Ca§ 2 sont des classes de conjugaison de dimension max- 

imale dans Mr(C), on obtient un syst~me hamiltonien compl~tement int6grable sur le 

quotient symplectique de 1-I C; par PGLr(C) en associant ~ un 616ment (AI .. . . .  Ad+ 2) de 

1-I C~ tel que E Ai=O le polyn6me caract~ristique de la matrice E P,(x)A~. 

(5.6) Les constructions pr6c6dentes gardent un sens lorsque certains des points ai 

coincident, ou sont ~t l'infini. Si par exemple ad+2 = ~,  il y a tr~s peu ~ changer ~t ce qui 

pr6c~de. On d6finit A| comme le coefficient de x d dans A(x); la formule de Lagrange 

s'6crit alors 

d+l  d+l  

a(x) = ~ AiPi(x), d'ot'l A| = ~ a i. 
i=1 i=1 

Soit P(y, x)=yr+sl(x)yr-~+... +Sr(X) un polynbme de ~; on convient de noter s,(~) le 

coefficient de x id dans si(x), ce qui permet de donner un sens ~t P(y, ~). Fixer ce 
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polyn6me revient encore ~ fixer la classe de conjugaison de A~, et l'on retombe sur la 

situation ci-dessus. 

(5.7) Le cas oO l'on impose des multiplicit6s aux a /es t  plus subtil. Je vais me 

contenter de traiter un exemple, qui intervient darts le probl~me de Neumann. Prenons 

al ..... ad distincts, et ad+l=ad+2=~. On d6finit A| P(y, ~)  comme pr6c6demment; on 

note A" le coefficient de x d-I dans A(x), et on d6finit de m6me s;(oo) et P'(y, oo). La 

formule de Lagrange s'6crit 
d d 

A(x) = ~ Aiei(x) + A| P=(x), d'ofJ A" = E ai --I- oA| 
i=1 i=1 

en posant P=(x)=II(x-ai) et a =  - E  ai. 

Soit p=(p(l) . . . . .  p(d), p(| p,(~)) E (U) d§ La fibre Mp est form6e dans ce cas des 

616ments (A1 ... . .  Ad, A=, A ' )  tels que le polyn6me caract6ristique de Ai soit 6gal h p(O 

(pour l<~i<.d), et que le polyn6me caract6ristique de la matrice A=+eA" de Mr(C[e]) 

(e2=0) soit 6gal ~ P(~)+eP '=. La premiere condition signifie que A i appartient h la classe 

de conjugaison Ci des matrices r6guli~res de polyn6me caract6ristique p0); pour com- 

prendre la seconde, il faut consid6rer A~+eA" comme un 616ment du fibr6 tangent 

T(Mr(C)); l'action par conjugaison de PGL,(C) sur Mr(C) s'6tend en une action du fibr6 

tangent T(PGLr(C)) sur T(Mr(C). I1 est facile de voir qu'il existe une seule orbite ~= 

pour cette action form6e d'616ments A+eA'  dont le polyn6me caract6ristique soit 6gal 

au polyn6me P(=)+eP '(| donn6, et telles que la matrice A soit r6guli~re. La condition 

sur A= et A" signifie donc que A=+eA" appartient ~t qg~. 

On munit l'alg~bre de Lie T(Mr(C)) du produit scalaire invariant d6fini par 

(A +eA'IB+eB') = oTr A B - T r A B ' - T r  A'B, 

et de la structure de Poisson de Kostant-Kirillov d6duite de ce produit scalaire; celle-ci 

induit une structure symplectique sur l'orbite ~=. L'application A + e A ' ~ o A - A '  est 

une application des moments pour T(Mr(C)) (relativement ~ l'action de PGLr(C)). I1 

r6sulte de tout ceci que la fibre Qp s'identifie au quotient symplectique de II C;x ~r par 

PGLr(C); on obtient un syst~me hamiltonien compl~tement int6grable sur Qp en associ- 

ant ~ un 616ment (A l , . . . ,  Ad ,  A | + eA ' )  les coefficients du polyn6me caract6ristique de la 

matrice A(x)= X AiPi(x)+A = P| 

6. Exemples 

Nous supposons d~sormais r=2. Nous consid6rerons uniquement des classes de conju- 

gaison de trace nulle. 
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(6.1) L'espace des hamiltoniens Hi sur Qp est alors engendr6 par les fonctions 

A(x) ~ �89 Tr A(a) 2, pour a E C. Le champ hamiltonien associ6 est l-I(a- ai) Y~, of~ Ya est 

l'image dans Qp du champ 

Y~:):A(x)~--~ [ A(a),A(x) ]. 
Lx -a  J 

En faisant tendre a vers at, on en d6duit que c k Y~k est le champ hamiltonien associ6 ~t la 

fonction Hk d6finie par Hk(A(x))= c 2 Tr A(a k) A'(ak), ofa A'(x) d6signe la d6riv6e de A(x) 
par rapport h x. Les champs Yo~ .. . . .  Y~ engendrent dans chaque fibre 

H-I(P)=Je-~(Ce)-O t'espace des champs invariants (qui est de dimension d - l ) ;  

autrement dit, les fonctions H~ ..... lid forment un syst~me complet de hamiltoniens en 

involution sur la vari6t6 symplectique Qp. On a A(x)= E A~P,(x), d'ofJ 

A'(ak) = E AiP[(ak) + A~P'k(ak) = E Ai c-~' + Ake'k(ak), 
i~k i*k ak-- 0i 

et 

(6.2) Hk = c2Tr A(a*)A'(ak) = E Tr(A~Ai) +dkTr A~, 
i~k ak--ai  

avec dk=Ck I P~(ak). 
I1 faut modifier 16g6rement ce calcul dans le cas ad+~=ad§ =~ (5.7), puisqu'on a 

alors A(x)=E AiPi(x)+A~ P~(x); on obtient 

d Tr(A~Ai) 
(6.2') Hk = E + dkTr A2 + Tr(AkA| 

i=l a k - a i  
i4~k 

(6.3) Soit E un espace vectoriel (complexe) de dimension 2, N la vari6t6 des 

endomorphismes nilpotents non nuls de E. On notera E• Choisissons une 

forme altern6e non nulle q9 sur E. Pour tout vecteur v EE • notons r(v) l'endomorphis- 

me x~q~(x, v)v. L'application r: E •  ainsi d6finie est un rev~tement 6tale double, 

qui identifie Nau  quotient de E • par {+ 1}. Le groupe SL(E) des automorphismes de E 

respectant ~ op6re sur E • et sur • (par conjugaison), et le morphisme �9 est 6quivariant 

pour cette action. Enfin l'image r6ciproque de la forme symplectique canonique sur N 

est la 2-forme constante sur E de valeur 2q~ (sic!). 

Nous appliquerons ces remarques en prenant pour E l'espace C 2 muni de la forme 
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symplectique standard. On param~tre ainsi la classe de conjugaison N des matrices 

nilpotentes non nulles par la formule 

,,x 
y2 xy 

(6.4) Prenons d'abord les ai distincts, et Cl~--..~ le th60r~me (5.5) fournit 

alors un syst~me hamiltonien compl~tement int6grable sur le quotient .Na0+2/PGL2(C) 

(l'indice 0 signifie comme d'habitude qu'on consid~re les 616ments (A~ .... .  Ad+ 2) de 

~r tels que E Ai=0). Ecrivons Ai=r(xi, Yi) pour tout i. On a alors 

TrAkAi=(xkYi-YkXi)  2, de sorte que les hamiltoniens Hk de (612) sont donn6s par 

(6.5) 
( x k Y i - - Y k X , )  2 

Hk(x, Y) = 
i4=k ak-a i  

Nous allons maintenant 61iminer le passage au quotient en choisissant une 

,, tranche >>, c'est4t-dire une sous-varirt6 symplectique de .A ~§ contenue dans Nao +2, et 

qui se projette isomorphiquement sur )r On obtient une telle tranche en 

fixant un rep~re projectif de P(E), par exemple en imposant Xd=O, yd+~=0, Xd+2=Yd+2 �9 

Cela revient ~.prendre les matrices Ad, Ad+ ! et Ad+ 2 de la forme 

A d = ( _ ~  00); A d + t = ( :  ; ) ;  Ad+2 = ( - :  : ) "  

Les nombres s, t, u sont d~terminrs par la condition E Ai=0; on a 

s =  lYl2- ( xly ) , t =  Ixl2- ( xly > , u = ( xly ) , 

en posant 

d-I  

(xlY) = ~ x i Y  i et Ixl 2= (gig). 

En d'autres termes, on drfinit un plongement symplectique i: .A~-~---~r ~+2 en 

posant i(A 1 . . . . .  Ad_I)=(AI . . . . .  Ad+2), les matrices A d, Aa+ I e t  Ad+ 2 6tant drfinies par les 

formules ci-dessus. Ce plongement induit par projection un isomorphisme symplec- 

tique de .A ~-l sur Ao+2/PGL2(C), plus exactement sur l'ouvert correspondant aux (d+2)- 

uplets (A 1 ..... Ad+ 2) pour lesquels les matrices A d, Aa+ I e t  Ad+ 2 sont deux ~ deux non 

proportionnelles. 

En passant au revrtement 6tale (E• d-~ de )r on en drduit un syst~me hamilto- 
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nien compl6tement int6grable s u r  C 2d-2 (muni de la structure symplectique standard). 

Les fonctions en involution Hk sont donn6es par la formule (6.5), dans laquelle il faut 

remplacer xi, yi pour i>~d par leurs valeurs. Je vais me contenter d'fcrire les limites de 

ces fonctions lorsque les param6tres ad, ad+ 1 et ad+ 2 tendent vers l'infini. Pour 

l<~k<~d-1, on retrouve la formule (6.5): 

d-I 
Hk(x, Y) -- ~ (XkYi--YkXi)2 

i=1 ak--ai 

On a Ed-i I Hk=O, et il r6sulte de (6.1) que les hamiltoniens HI, ..., Hal_ 1 sont fonctionnel- 

lement ind6pendants. 

Pour que les limites de H d, Hd§ 1 et lid+ 2 aient un sens, il faut pr6ciser les croissan- 

ces relatives de a d, ad+l, ad§ 2. Si par exemple ad+l=2ad et ad+2=ad+l, on obtient ~t la 

limite Hd=su; on peut obtenir de m6me Hd=St et Hd+~=tu. Un lemme 616mentaire 

d'alg~bre lin6aire montre que si une d6rivation annule les trois produits tu, s u e t  st, elle 

doit annulet chacune des fonctions s, t, u. On conclut que les fonctions H 1 . . . . .  lid_ l, 

jointes ~ l'une des fonct ions Ixl 2, lyl 2 on (xly ), forment  un syst~me complet  de hamilto- 

niens en inoolution sur C 2d-2. Le riot hamiltonien associ6 ~t H=�89 •(ak)l/2Hk d 6 c r i t  des 

mouvements particuliers d'un solide h n dimensions autour d'un point fixe (cas particu- 

lier des 6quations d'Arnold-Euler, cf. [A-vM]). 

(6.6) Nous consid6rons dans les deux exemples qui suivent le cas ad+l-----ad+2 = ~ ,  

pour lequel nous adoptons les notations de (5.7). Prenons CI=. . .=Cd=N,  et d6termi- 

nons la classe de conjugaison ~| dans M2(C[e]) par les conditions 

Tr(A|  = 0, det(A|  = e. 

Pour tout BE~C~x~,  il existe un unique 616ment g de PGL2(C) tel que le conjugu6 

(A 1 . . . . .  Ad, A |  de B par g satisfasse 

(0 00) '0) A| ; A ' =  , avec sEC. 

Si l'on pose A~=r(x, yi) pour l<~i<.d, la relation A ' = E A i + o A ~  (5.7) entraine 

Ixl 2 = 1; (xly) = 0 ;  s - -  lY12-~. 

Notons Tc(S d-l) la sous-vari6t6 de C 2d d6finie par les 6quations Ixl z= 1, (xly) =0; la 

structure symplectique de C 2a induit une structure symplectique sur Tc(Sd-~). Soit i le 

morphisme de Tc(S d-l) dans 2r215 cr174 d6fini par i(x, y)= (r(x I , Y l) . . . .  , r(xa, Yd), A| +eA ' ) ,  



234 ARNAUD BEAUVILLE 

les matrices A= et A" 6tant d6finies par les formules pr6c6dentes. Alors i induit par 

passage au quotient un rev~tement 6tale symplectique de Tc(S d-~) sur le quotient 

symplectique de .AN• cr par PGLz(C). On d6duit alors de (5.5) un syst~me hamiltonien 

compl~tement int6grable sur Tc(Sd-I); la formule (5.2') donne l'expression des fonc- 

tions Hk sur Tc(S a-l) (pour l~<k~<d): 

Hk(x'Y) = Z (XkYi--YkXi)2 2 + x k. 
i:~k a k - - a i  

D'apr~s (6. I), ces fonctions (li6es par la relation E Hk = I) forment un syst6me complet 

de hamiltoniens en involution sur Tc(Sd-~). Le flot hamiltonien associ6 ~t 

1 Z a k H k =  1 2 1 2 
= - -  -~ Z akXk +-~ Z y k H 2 

d6crit l'6volution d'un point s u r  S d-l  soumis ~t un potentiel quadratique (syst~me de 

Neumann). Le flot associ6 

H_ = ~ a~l Hk 

d6crit les g6od6siques de l'ellipsoide E a~ -I x~= 1 (cf. [A-vM], [M2]). 

(6.7) Prenons encore ad+l=aa+z=oo, CI=...=Cd=N, et d6terminons la classe de 

conjugaison ~o~ dans M2(C[e]) par les conditions 

Tr(A=+eA')=O, det(A= +eA')= -l+2eo. 

Pla~ons-nous dans l'ouvert de 2r215 qr174 form6 des 616ments B=(B 1 . . . . .  B a, B= +eB') pour 

lesquels le coefficient (B')IE n'est pas nul. Pour un tel B, il existe un unique 616ment g 

de PGL2(C) tel que le conjugu6 (A1 ..... Ad, A| de B par g satisfasse ~t 

A~=(I 0 _01); a'=(s ~ ~1o), avec sEC.  

La relation A" = E Ai+crAoo (5.7) entraine alors 

Ixl2=l; (xly)--0; s--lYl 2. 

On en d6duit comme ci-dessus un syst~me hamiltonien compl~tement int6grable sur 

Tc(Sd-~), admettant comme syst~me complet de hamiltoniens en involution les fonc- 

tions 
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(XkYi--YkXi) 2 
Hk(x' Y) = E 2xk yk" 

i4=k ak- -a i  

Le riot hamiltonien associ6 fi H =  ~ E ak -1 nk(x, y) d6crit le mouvement  d 'un  point sur un 

ellipsoide soumis ~t une force centrale [A-vM]. 

Note ajout~e sur ~preuves. Des r6sultats trSs voisins de ceux de cet article 

apparaissent dans le preprint Isospectral Hamiltonian flows in finite and infinite 

dimensions H de M. R. Adams, J. Harnad et J. Hurtubise. Celui-ci s 'appuie sur l 'article 

Isospectral Hamiltonian f lows in finite and infinite dimensions de M. R. Adams, J. 

Harnad et E. Previato (Comm. Math. Phys. ,  117 (1988), 451-500), ainsi que sur des 

travaux plus anciens de l '6cole sovi6tique, en particulier Reduction o f  Hamiltonian 

systems, affine Lie algebras and Lax equations H de A. G. Reyman et M. A. Semenov- 

Tian-Shansky (Invent. Math.,  63 (1981), 423-432), off apparaissent d6jh les systSmes 

complStement int6grables associ6s aux courbes spectrales. 
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