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1. In t roduc t ion  

Dans  cet  art icle,  nous  6 tud ions  la m6t r ique  de Qui l len  sur  le fibr6 d6 t e r mi na n t  associ6 

une  famille de cou rbes  complexes  qui  admet  des f ibres singuli~res.  

Soient  X et S des vari6t6s ana ly t iques  complexes  et soit :r: X--->S une  appl ica t ion  

ho lomorphe  propre .  L a  c o n s t r u c t i o n  de G r o t h e n d i e c k - K n u d s e n - M u m f o r d  ([KM], 

[BGS3]) pe rme t  d ' a s s o c i e r  ~t tou t  fibr6 vector ie l  ho lomorphe  ~ sur X le fibr6 en droi tes  

ho lomorphe  sur  S ~ d 6 t e r m i n a n t  de l ' image  di recte  de ~ ,~, not6 det(Rer.~).  Le 
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th6or~me de Riemann-Roch--Grothendieck exprime(l) la premiere classe de Chern de 

det(R~r. ~) comme int6grale le long des fibres de :t de classes caract6ristiques du fibr6 

et du fibr6 virtuet TX-~*TS.  

Supposons que lr soit une submersion, c'est-~t-dire un morphisme lisse au sens de 

la g6om6trie analytique. Le fibr6 virtuel TX-~*TS est alors repr6sent6 par le fibr6 

tangent relatif de ~r, TX/S. Supposons aussi que ~ et TX/S soient munis de m6triques 

hermitiennes. Dans [Q], Quillen a montr6 comment munir le fibr6 2(~) = [det(Rrc. ~)]-l 

d'une m6trique hermitienne, obtenue comme produit de la m6trique L 2 sur le d6termi- 

nant de la cohomologie de ~ dans les fibres de ~ et de la torsion analytique de 

Ray-Singer [RS] du complexe de Dolbeault sur les fibres. Les r6sultats de Bismut, 

Gillet et Soul6 [BGS3], g6n6ralisant ceux de Quillen [Q], fournissent un raffinement du 

th6or~me de Riemann-Roch-Grothendieck en exprimant la courbure de la connexion 

holomorphe hermitienne sur 2(~) associ6e ~t la m6trique de Quillen comme int6grale le 

long des fibres de ~ de polyn6mes de Chern-Weil associ6s aux connexions holomor- 

phes hermitiennes sur les fibr6s ~ et TX/S. 

L'objet de ce travail est d'obtenir un raffinement analogue du th6or~me de Rie- 

mann-Roch-Grothendieck dans le cas oh ~ : X ~ S  est une famille de courbes com- 

plexes h singularit6s ordinaires. Soit Ale  diviseur param6trant les fibres singuli~res de 

Jr. Comme zc est une submersion sur X-~-I(A),  les consid6rations pr6c6dentes s'appli- 

quent au fibr6 2(~)[s_/,, qui peut donc 6tre muni d'une m6trique de Quillen. Cette 

m6trique ne se prolonge pas en une m6trique continue sur S tout entier, et, dans cet 

article, nous d6crivons ses singularit6s au voisinage de A. Ces singularit6s sont suffi- 

samment raisonnables pour que l'on puisse d6finir comme courant sur S, singulier le 

long de A, la courbure de 2(~) muni de la m6trique de Quillen. Le calcul de ce courant 

fournit le raffinement souhait6 du th6or~me de Riemann-Roch-Grothendieck. 

Compte tenu de sa d6finition, l'6tude de la m6trique de Quillen au voisinage de A 

conduit h consid6rer le comportement de la torsion analytique d'un fibr6 sur une 

surface de Riemann lorsque celle-ci d6g6n~re. L'6tude de ce comportement apparait 

naturellement en th6orie des cordes et en th6orie des champs en dimension 2. En fait, 

l'une des motivations initiales de notre travail 6tait de comprendre math6matiquement 

les r6sultats sur cette question de divers physiciens, notamment de Belavin et Knizhnik 

([BK]) et de Moore, Cohen et Polchinski (non publi6). 

Nos r6sultats principaux sont 6nonc6s dans la partie 2, oh nous donnons aussi une 

(l) Du moins lorsque X et S sont quasi projectives et zt et ~ alg6briques. 
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description d6taill6e du contenu de cet article (section 2 (d)). Ces r6sultats ont 6t6 

annonc6s dans [BB]. 

Nous tenons ~t remercier  pour  leurs conseils H. Gillet, F. Loeser ,  G. Moore  et C. 

Soul6. 

2. Enonc~ des r6sultats 

2 (a) Notations et rappels 

(i) Formes diffdrentielles et courants. On note a (k) la composan te  de degr6 k d 'une  

forme diff6rentielle a sur une vari6t6 diff6rentiable. 

Si :r: X--->S est  une application C | entre vari6t6s C ~ orient6es, et o) un courant  sur 

X tel que :r restreinte au support  de o) soit propre,  nous d6signerons par  f~o) son image 

directe par  :r; c ' e s t  le courant  sur S d6fini par  l '6galit6, pour  toute forme diff6rentielie 

a sur X, C ~ h support  compac t  

Si Jr est une submers ion en tout point du support  de co et si o) est de classe C ~, alors 

j'~o) est de classe C a. 

I1 vient, pour  tout courant  w sur X tel que la restriction de n au support  de o) soit 

propre 

(2.1) df,o=ffo . 
De plus, si X et S sont des vari6t6s analytiques complexes ,  et s i n  est holomorphe,  alors 

(2.2) 0 r &o et 

Cela d6coule de (2.1) et du fait que si les fibres de Jr sont de dimension complexe  d et si 

o) est de type (p, q), alors f~o) est de type ( p - d ,  q - d ) .  

Si M est une vari6t6 analytique complexe ,  nous d6signerons par  wM son fibr6 en 

droites canonique,  c 'es t-g-dire  le fibr6 des formes  de type (d, 0), off d est la dimension 

complexe de M. 

Si D est une sous-espace  analytique ferm6 de M, on d6finit le courant  d ' int4grat ion 

sur D, diD, par  l '6galit6, pour  toute forme diff6rentielle a sur X, C ~ ~ support  compac t  
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Mf~DA(~ = fDr a 

oh Dr d6signe le lieu des points r6guliers de D. Par lin6arit6, on 6tend cette d6finition ~t 

tout cycle analytique sur M. 

(ii) Classes caractdristiques des fibrds vectoriels holomorphes hermitiens. Soient 

un fibr6 vectoriel holomorphe sur une vari6t6 analytique complexe M, et II II une 

m6trique hermitienne C | sur ~. I1 existe une unique connexion V sur ~ de type (1,0) et 

compatible ~t la m6trique II II (cf. [Ch]). Au moyen de cette connexion et des formules de 

Chern-Weil, on peut associer ~t (~, II II) des formes diff6rentielles ferm6es de composan- 

tes homogSnes de type (p, p) (p E N), qui repr6sentent en cohomologie de De Rham ses 

diverses classes caract6ristiques (cf. [Ch]) : les << formes de Chern >, ck(~, 1[ II), la 

~, forme caract6re de Chern ,> ch(~, H II) et la , forme de Todd >> Td(~, II II)- 
Plus pr6cis6ment, si R d6signe la courbure de V, consid6r6 comme section de 

AZT*M| on a 

ch(~, 11 .l)(zk) = (-2@)kTr R*. 

En particulier, si l 'on note rg ~ le rang du fibr6 ~, on a 

(2.3) ch(~, II II) (~ = rg ~; 

de plus 

(2.4) ch(~, II II) (2) = c,(~, II [I). 

Lorsque ~ est un fibr6 en droites, il vient (localement) 

1 ag log l lo l l  2, (2.5) c ,(~,  II II) = 2Jri 

oh a d6signe une section holomorphe non nulle de ~. De plus, on a 

(2.6) ch(~, II II) = ~ ~,  c,(~, II II) ~ 
k~>0 . 

et 

(2.7) II II) = 1 + ~ Cl(~, I[ II)+ --~-2 ez(~, II II) = +(termes de degr6 Td(~, 1>6). 

Nous noterons H II -1 la m6trique sur le fibr6 dual ~-i d 'un fibr6 en droites ~ d6duite 

par dualit6 d 'une m6trique II II sur ~. 
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(iii) Mdtriques gknOralisdes. Nous appellerons mOtrique gdndralisOe sur un fibr6 en 

droites complexes 5f sur une vari6t6 diff6rentiable V une m6trique hermitienne II II sur 

5f d6finie sur le compl6mentaire d'une partie N de V, n6gligeable pour la classe de 

mesure de Lebesgue, telle qu'il existe une m6trique continue II II0 sur 5f, partout d6finie, 

et une fonction localement sommable q0: V ~ R  telle que 

II II=eWll I[0 sur V \ N .  

Par partition de l'unit6, il suffit en fait de v6rifier localement cette condition. 

Si Vest une vari6t6 analytique complexe et 5fun fibr6 en droites holomorphe muni 

d'une m6trique g6n6ralis6e II II, on peut encore d6finir c1(5f, II II) comme courant de type 

(1, 1), au moyen de la formule (2.5). Ce courant repr6sente encore la premiere classe de 

Chern de 3? en cohomologie de De Rham. 

Par exemple, si D est un diviseur sur la vari6t6 analytique complexe V, on d6finit 

une m6trique g6n6ralis6e II It sur le fibr6 en droites O(D) sur V en posant 

I l l l l (x )  = 1 

pour tout x E V dans le compl6mentaire du support ]D] de D, oh 1 d6signe la section 

canonique de diviseur D de ~(D). La formule de Poincar6-Lelong peut alors s'6crire 

cIW(D), II II) = 

(iv) DOterminants rOgularisOs. Nous noterons det' P l e  d6terminant r6gularis6 d'un 

op6rateur diff6rentiel elliptique positif op6rant sur les sections d'un fibr6 vectoriel au 

dessus d'une vari6t6 ferm6e, tel qu'il est d6fini par Ray et Singer [RS]. Si (2n)neN est la 

suite des valeurs propres non nulles de P, r6p6t6es suivant leur multiplicit6, alors la 

s6rie de Dirichlet En=02 ~ -~ converge si Re s est suffisamment grand et d6finit une 

fonction holomorphe sur un demi-plan, qui admet un prolongement m6romorphe sur 

tout le plan complexe. La fonction m6romorphe Ce ainsi d6finie est holomorphe en 0, 

et, par d6finition, 

det' e = exp [ -  ~,(0)]. 

2 (b) Families holomorphes de surfaces de Riemann/~ singularit6s ordinaires, 

fibr6s d6terminants et m6triques de Quillen 

Nous appellerons famille holomorphe de surfaces de Riemann ~ singularit~s ordinaires 

(f.s.o.) toute application holomorphe, propre et surjective z: X--~S entre deux vari6t6s 
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complexes, telle que, pour  tout point w de S, la fibre analytique de zt en w soit une 

courbe r6duite dont  les seules singularit6s 6ventuelles sont des points doubles ordi- 

naires. Le  sous-ensemble Z de X form6 des points doubles des fibres de : t e s t  alors une 

sous-vari6t6 ferm6e de codimension 2 de X, l 'application z~[z est une immersion propre,  

et on d6finit le diviseur A des courbes singulidres de zc comme son image, en tant que 

cycle analytique. On d6finit le dualisant relati f  de ~ comme le fibr6 en droites 

holomorphe sur X 

c o x / s  = o~ x | -I. 

La restriction de COx/s h une fibre lisse Z de et s'identifie canoniquement  ~ a;z. (Nous 

revenons, avec plus de d6tails, sur ces d6finitions dans la partie 3, oh nous d6crivons 

aussi diverses propri6t6s des f .s.o.)  

Comme l 'application e re s t  une submersion en dehors de la partie X, Lebesgue- 

n6gligeable, l ' image r6ciproque par ~r d 'une  partie Lebesgue-n6gligeable de S est 

Lebesgue-n6gligeable dans X. Par dualit6, on en d6duit que pour  tout courant  a 

localement int6grable sur X, le courant  .f~a est localement int6grable sur S. 

Soient re: X ~ S  une f.s.o, et ~ un fibr6 vectoriel holomorphe sur X. Posons,  pour  

tout w E S, 

z~  = x-l(w) 

et 

(2.8) 2(~)w = [AmaxH~ ~)]-~| , ~)" 

La famille des d6terminants de la cohomologie 2(~)=(2(~)w)we s est munie d 'une  struc- 

ture naturelle de fibr6 en droites holomorphe sur S, que l 'on d6finit par la variante en 

g6om6trie analytique de la th6orie du d6terminant de Grothendieck,  Knudsen  et 

Mumford (cf. [KM], [BGS, III.3.a] et la partie 4, oh l 'on pr6sente aussi une description 

plus 616mentaire de cette structure holomorphe).  

Soit w un point de S n 'appar tenant  pas au support  IAI du diviseur A des courbes 

singuli6res de zc Si tOzw est muni d 'une structure hermitienne C | on dispose d 'une  

densit6 positive sur Zw, d6finie par la formule (locale) suivante, or3 a d6signe une 

section non nulle de COzw 

aA~t 
dv = i 



M]~TRIQUES DE QUILLEN ET DI~GI~NI~RESCENCE DES COURBES 7 

Si de plus ~lz~ est muni d'une structure hermitienne C ~, alors il en va de m~me de 

~lz |  , par produit tensoriel, et l'on peut d6finir des produits scalaires L ~ sur 

C~176 ~) et C~(Z~, ~| par la formule 

0"2)L2 = [_ (O'I(X), O'2(X)) dv(x). (o1, 
d~5 

w 

L'operateur 3 sur Z~ h coefficients darts 

c ' (z . ,  | COz) 

poss~de un adjoint ~ 'w relativement ~ ces produits scalaires, qui nous permettent de 

munir de structures hermitiennes 

H~ ~) - ker a,, ~cC~(Zw, ~) 

et 

H1(Zw, ~) = ker ~ .  ~ cCr176 ~ | ebz). 

Nous d6signons par }l IlL2 la m6trique hermitienne sur 2(~)w d6duite par puissance 

ext6rieure, dualit6 et produit tensoriel de ces structures hermitiennes, et nous d6finis- 

sons la m6trique de Quillen sur &(~)w par 

II IIQ = (det '  ~,w a~,w)'/zll 

D'apr~s [BGS3], lorsque ~ et Wx/s sont munies de structures hermitiennes C = sur 

er-l(S-A), alors les m6triques de QuiUen sur les ;t(~)w, s E S - A ,  construites au moyen 

des m6triques sur ~w et ~oz~ qui s'en d6duisent, d6terminent une m6trique hermitienne 

C a sur le fibr6 holomorphe 2(~)ls_ ~. 

2 (e) Enonc~ des r6sultats 

Nous nous proposons d'6tablir darts cet article le r~sultat suivant. 

THI~OR~ME 2.1. Soient ~:X---~S une f.s.o., A le diviseur sur S des courbes 

singuli~res de zr et IAI son support, et soit ~ un fibr( vectoriel holomorphe sur X. 

Supposons ~ et eOx/s munis de m(triques hermitiennes C O* que nous noterons II II, et 

d~signons par l[ [[Q la m~trique de Quillen sur le fibr~ d~terminant ~(~) restreint 

S - I A  I, construite ~ partir de ces m~triques. 
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La mdtrique II IIo ddfinit une mdtrique gOndralisde sur 2(~), au dessus de S tout 

entier, et l'on a l'dgalitd de courants de type (1, 1) sur S 

(2.9) c1(2(~), [I IIQ)=-f=[Td(o&2s, II II-')ch(~, I111)](4)--~2 rg~da. 

Compte-tenu des formules (2.4) et (2.7), on peut expliciter l'int6grand dans le membre 

de droite de (2.9) : 

1 
1 rg~.q(O)x/s, II 11)2-~-q(~, II II)c,(~Ox/s, II II) [Td(~ II II-')ch(~, II II)] (4)= 12 

+ch(~, II II) (4)- 

Si ~ est un fibr6 en droites, cette expression devient 

1 11)2-- 2 c l (~ '  CI((DX/S' 12 cl(C~ II II II) II ll)+-~q(#, II II) 2. 

Sur S - A ,  la formule (2.9) est un cas particulier des r6sultats de [BGS3], valables 

pour les families lisses kfihleriennes de vari6t6s complexes compactes de dimension 

arbitraire. 

Lorsque s~: X---~S est un morphisme alg6brique entre vari6t6s quasi projectives et 

que ~ un fibr6 alg6brique sur X, 2(~) est naturellement un fibr6 en droites alg6brique sur 

S e t  le th6or6me de Riemann-Roch-Grothendieck montre que la formule (2.9) est 

encore v6rifi6e par les classes caract6ristiques de t(~), ~ et ~Ox] s dans les groupes de 

Chow rationnels de X et S, h condition de remplacer l'int6gration dans la fibre 5,~ par 

l'image directe x ,  des classes de cycles, et 6a par  la classe du diviseur A (cf. [M, p. 

100-102]) pour le d4tail du calcul; voir aussi w I 1 (b)). Cette 6galit6 de classes de cycles 

alg6briques implique d6j~t que les deux membres de (2.9) ont m~me classe en cohomolo- 

gie de De Rham. Le th6or6me 2.1 apparait ainsi comme un raffinement du th6or~me de 

Rieman-Roch-Grothendieck en cohomologie de De Rham, valable comme 6galit6 de 

formes diff6rentielles. I1 en allait d6jh ainsi des r6sultats de [Q] et [BGS3]; toutefois, 

contrairement h ces derniers, le th6or6me 2.1 permet de consid6rer des morphismes x 

qui ne sont pas lisses. 

Nous 6tablirons aussi l'6nonc6 suivant, qui pr6cise le comportement de la m6trique 

de Quillen tl IIQ sur 2(0  au voisinage de IAI. 

THI~ORf~ME 2.2. Reprenons les notations et les hypothOses du thdor~me 2.1. 

Soient f~ un ouvert de S e t  li, l<-i<-N, des fonctions holornorphes sur ff~ telles que 
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dli(x) =I = 0 

pour tout x 6 ~ ,  et telles qu'il existe des entiers ni>O , l<~i<-N, de sorte que la restriction 

~ du diviseur A soit ddfini par l 'annulation de 

N 

f =  F [  I; ~. 
i=1 

Pour toute section ~r de ~(~) sur g2, Coo et partout  non nulle, il existe des fonct ions 

q% 6 C~176 R), O~i<-N, telles que 

N 
1 

(2.10) log HGrIIQ ~--- ~ rg ~ log If[ +q00+Z q~ Ilil 2 log [li[. 
i=1 

En particulier, la fonct ion Ifl-rg /lZllGIIQ, d~finie sur f \lAI, se prolonge en une fonct ion 

continue et partout  non nulle sur •. 

On remarquera que tout point de S admet un voisinage ouvert g2 sur lequel sont 

d6finies li et a satisfaisant aux hypoth6ses du corollaire. 

Le prolongement a Q de Ifl-r~e/'211ollQ, n'est pas, en g6n6ral, Coo sur g2 tout entier. 

Les fonctions r peuvent en effet prendre des valeurs non nulles sur l?~(0) (cf. w 13 (b) 

pour un exemple explicite de ce ph6nom6ne). Toutefois, ce prolongement est Coo 

lorsque les courbures de (~, II II) et (~Ox/s, II IL) sont nulles au voisinage des points doubles 

de fibres de ar (cf. w 12 (a)). 

L'6nonc6 du th6or~me 2.2 se simplifie lorsque S est le dimension 1. I1 vient ainsi 

COROLLAIRE 2.3. Reprenons les notations et les hypothOses du thOorOme 2.1. Si 

S=<z6Cllzl<l) et si x-l(O) posskde n points doubles, alors, pour toute section 

continue o de ),(~) au voisinage de 0 telle que a(0)=~0, il existe c fi R* tel que 

[tO'(W)IIQ ~ ClWl(n/12)rg~ 

lorsque w tend vers O. 

2 (d) La d6monstration du th6or6me 2.1 proprement dit occupe les sections 5 ~t 11 

de cet article. Elle est pr6c6d6e de rappels sur les f.s.o. (w 3) et sur les fibr6s d6termi- 

nants (w 4). Nous terminons l'article par la d6monstration du th6or6me 2.2 (w 12) et par 

quelques exemples (w 13). 

Indiquons les grandes lignes de la d6monstration du th6or6me 2.1. 

On commence par 6tablir diverses <~ formules d'anomalie ,~ (cf. [BGS1,3]) qui 
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montrent que la validit6 du th6or~me 2.1 est ind6pendante du choix des m6triques et est 

compatible aux isomorphismes de fibr6s d6terminants associ6s aux suites exactes 

courtes de fibr6s sur X (w 5). 

On montre ensuite que la m6trique II IlL2 sur est ~t singularit6s logarithmiques 

au voisinage de A (w 7). 

Sous des hypotheses de positivit6 convenables sur ~, on 6tablit alors des in6galit6s 

sur la trace du noyau de la chaleur associ6 h ~ sur les fibres ~r-l(s) de ~r, puis des 

in6galit6s sur de t ' (~ s  ~r valables lorsque s E S - A  d6crit un voisinage f2 suffisam- 

ment petit d'un point donn6 de A. Pour cela, on utilise notamment le fait que, munies 

des m6triques d6finies par une m6trique C OO sur tOx/s, les surfaces de Riemann ~r-l(s), 

s E if2, forment une famille de vari6t6s riemanniennes de g6om6trie born6e (w 8-9). 

On d6duit de ces in6galit6s que, lorsque ~ est ~, assez positif ~,, la m6trique de 

Quillen sur ~(~), d6finie et C ~ sur S - A ,  ,, ne cro~t pas trop vite ~, pros de A, et 

d6termine donc une m6trique g6n6ralis6e sur tout S. Les formules d'anomalie du w 6 

montrent alors qu'il en va ainsi pour tout ~. Compte-tenu de la validit6 de (2.9) en 

dehors de A, cela 6tablit (2.9) avec le courant (2rg ~ 6/, remplac6 par un courant de la 

forme X i r/i(~) n i 6 Ai , 0~1 A = E i n i m i est la d6composition de A en composantes irr6ductib- 

les et oO les 77i(~) sont des nombres r6els. De plus, les majorations du w sur 

det'(a~,s ar impliquent que 

~i(~) ~ ~ rg 
IL 

si ~ est suffisamment positif (w 10). 

La comparaison avec le th6or~me de Riemann-Roch-Grothendieck de la formule 

ainsi obtenue pour la classe de cohomologie c1(2(~)) prouve enfin que 

r/i(~) = ~ rg ~, 

du moins lorsque X est projective. Le cas g6n6ral s'en d6duit par des arguments 

d'espaces de modules et de d6formation (w 1 1). 

La section 6, dont les r6sultats ne sont pas utilis6s par la suite, fait le lien entre le 

th6or~me 2.1 et les r6sultats de Witten et Bismut-Freed ([W], [BF]) sur le calcul au 

moyen d'invariants 6ta de l'holonomie du fibr6 d6terminant (d'une famille sans singula- 

rit6). 

2 (e) Ce travail 6tait achev6, lorsque P. Deligne nous a signal6 qu'il est possible de 

d6duire le th6or~me 2.2 des r6sultats de son article [D], au moins lorsque ~ = ~ e t  que 
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n: X- - .S  est une famille de courbes stables, de genre g~>3. En effet, il montre dans [D] 

que l ' isomorphisme de Mumford sur S - A  

2((~) | ~ (tOX/S; (I)X/S) 

est une isom6trie ( hun  facteur ne d6pendant que de g pr6s) lorsque 2(t~) est muni de la 

m6trique de Quillen et (cox/s; cox/s) de la m6trique de Deligne (cf. [D]) d6finies par une 

m6trique C ~ sur Wx/s. Or, cet isomorphisme se prolonge sur S en 

)~(G) |  --~ (COx/s; tOX/S) 

et un calcul local montre  que la m6trique sur (Wx/s; Wx/s) d6finie par une m6trique C ~ 

sur COx/s se prolonge en une m6trique continue sur tout  S. On retrouve ainsi le 

comportement  de la m6trique de Quillen prSs de A. 

Signalons enfin que le compor tement  du d6terminant du laplacien sur une famille 

de surfaces de Riemann qui d6g6nSrent a 6t6 6tudi6 par S. Wolpert ,  lorsque ceUes-ci 

sont munies de leur m6trique de Poincar6 ([Wo]). 

3. Families holomorphes de surfaces de Riemann ~ singularit6s ordinaires 

3 (a) Description locale des f.s.o. 

PROI"OSlTION 3.1. Soient X et S deux varibt~s complexes et :r:X--->S une application 

holomorphe et surjective. Les  conditions suivantes sont ~quivalentes : 

(i) pour tout point  s E S, la fibre analytique de :ren s est une courbe r~duite dont les 

seules singularit~s sont des points doubles ordinaires; 

(ii) pour tout point  x E X ,  il existe des coordonn~es locales holomorphes 

(Zo, zl . . . . .  Zn) (resp. (Wl . . . . .  Wn)) sur un voisinage ouvert de x dans X (resp. de s dans S) 

telles que, exprimde dans ces coordonndes, l 'application ~ soit ddfinie par les ~qua- 

tions 

(3.1) wi= zi, i=  1 . . . . .  n 

ou par les ~quations 

(3.2) Wm=ZoZl; wi-~-zi, i = 2  . . . . .  n. 

D~monstration. L'implicat ion (ii)=~(i) est  6vidente. L ' implicat ion r6ciproque est 

une cons6quence imm6diate de l '6nonc6 suivant. 
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PROPOSITION 3.2. Soit f: (C"+1,0)--*(C",0) un germe d'application analytique et 

soit Fo la fibre analytique de f e n  O. 

(i) Si 17o est un germe de courbe rOduite et lisse, alors f est un germe de morphisme 

lisse : on peut  trouver des coordonn~es locales (Zo, zl . . . . .  z,) (resp. (wl . . . . .  w,)) au 

voisinage de 0 dans C "+1 (resp. C") telles que, exprimOe dans ces coordonn~es, f soit 

dOfinie par les Oquations 

Wi-~'Zi, i=  1 . . . .  ,n.  

(ii) Si Fo est un germe de courbe rOduite, poss~dant un point  double ordinaire en O, 

alors on peut  trouver des coordonnOes locales (Zo, Zl . . . . .  z,) (resp. (wl . . . . .  Wn)) au 

voisinage de 0 dans C "§ (resp. C") telles que, exprimOe dans ces coordonn~es, f soit 

d~finie par les Oquations 

Wl = Z0Zl; l l ) i : Z i ,  i = 2 , . . . , n .  

Dkmonstration. L'assert ion (i) est une cons6quence du th6or~me des fonctions 

implicites. L 'assert ion (ii) ddcoule des thdor~mes classiques sur les d6formations de 

germes d 'espace analytique tt singularitd isold (cf. [T]), appliquds au germe de courbe 

plane d'dquation xy=0.  [] 

I1 r6sulte immddiatement de la proposition 3.1 que si x: X---~S est une f.s.o.,  alors le 

sous-ensemble Z de X form6 des points doubles des fibres de : r e s t  une sous-vari6t6 

fermde de codimension 2 de X. De plus, l 'application : 

3rlz: Z---> S 

est une immersion propre, tandis que, restreinte tt X - Z ,  : res t  une submersion (au sens 

de la g6om6trie diff6rentielle, i.e. un morphisme lisse au sens de la gdomdtrie analy- 

tique). 

Soient (~'i)iEl les composantes connexes de Z. Les :r(Z;) sont des hypersurfaces 

analytiques fermdes irrdductibles de X et la famille des :r(Zi) est localement finie dans 

S. On peut donc d6finir le diviseur des courbes singuli~res de la famille :r: X--->S comme 

A = ~ ~(~) .  
iE1 

Soit (As)se s la famille des composantes irrdductibles de A; cette famille a les  m~mes 

61dments que la famille (7g(~i))iE1 , mais chacun d 'eux y apparait une fois exactement. La  

multiplicitd nj de Aj dans A, ddfinie par 
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jEJ 

est le nombre de points doubles de la fibre :r-l(z) pour tout point lisse z du support [A[ 

de A appartenant h Ag. 

3 (b) Changement de base des f.s.o. 

On 6tablit ais6ment le r6sultat suivant. 

PROPOSITION 3.3. Conservons les notations de la section prkcOdente. Soient S' 

une variktO complexe et f: S'--~S une application holomorphe. ConsidOrons l'espace 

analytique produit  fibr~ X ' = X •  et le diagramme cart~sien d'espaces analytiques 

qui le d~finit 

F 
X'  ' X  

S' , S  

Les assertions suivantes sont Oquivalentes : 

(i) f'. S' ~ S  et nix: Z ~ S  sont transversales, i.e., s i s '  E S' ,  o E Z et f ( s ' )=n(o)= :s, 

alors 

T~ S = Im Ts,f+Im Tonlz. 

(ii) X'  est une vari~tO et :t' est une f .s .o .  

Lorsque ces conditions sont r~alis~es le diviseur A' sur S' des courbes singuliOres 

de la f .s .o .  :r' est f - l ( A ) .  

Lorsque [A[ est une hypersurface lisse, la condition (i) n 'est  autre que la transver- 

salit6 d e f / t  IzXl. 

3 (c) Le fibr6 dualisant relatif d'une f.s.o. 

Nous rappelons dans cette section quelques r6sultats 616mentaires bien connus, et 

pr6cisons ~ cette occasion diverses notations. 

Si M est une vari6t6 complexe,  nous noterons TM le fibr6 tangent holomorphe de 
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M, et ~ ou Q1  son dual, le fibr6 des 1-formes holomorphes sur M. Sa puissance 

ext6rieure maximale est le fibr6 en droites canonique wM. 

Reprenons les notations de la section 3 (a). On d6finit le faisceau Qlx/s des diff6ren- 

tielles relatives sur X comme le conoyau du morphisme de faisceaux 

Q i 

d6fini par la diff6rentielle de :r. En dehors de Z, f2~x/s est localement libre de rang 1, et 

s'identifie au dual du fibr6 tangent relatif Tx/s, d6fini sur X - Z  comme le noyau de la 

diff6rentielle de :r 

T,~: Tx--> :r*Ts. 

De plus, la suite exacte de fibr6s vectoriels sur X - Y  

0 ----> * 1 1 1 :r s  ~x---> f2x / s~  0 

d6termine, par passage aux puissances ext6rieures maximales, un isomorphisme de 

fibr6s en droites sur X - Y  

Qlx/s -- O)x |  -~ = o)x/s. 

Ainsi, Ogx/s est un fibr6 en droites sur X qui prolonge sur tout X le fibr6 en droites f~l/s 

sur X - Y .  Comme Z e s t  de codimension 2 dans X, cette propri6t6 caract6rise Wx/s (~t 

isomorphisme unique pr6s). 

Soit s u n  point de Z. I1 existe un voisinage ouvert  V de s dans X, des coordonn6es 

locales (Zo, Zl . . . . .  z,) sur V e t  des coordonn6es locales (Wl . . . . .  w,) au voisinage de x(s) 

telles que, sur V, :r soit d6finie en terme de ces coordonn6es par les formules 

Wl=ZoZl; Wi--'--Zi, i>~2. 

D6crivons explicitement le prolongement  de Wx/s ~t X tout entier en exhibant une 

section holomorphe partout  non nulle de Wx/s sur un tel ouvert V. 

La  sous-vari6t6 Z n V e s t  d6finie par les 6quations 

z o = 0 e t  z 1 ~ - ~  O. 

Les formes diff6rentielles dzo/Zo et -dZl  ~z l, sections de Q~, d6finies respect ivement  sur 

les ouverts (z0*0)  et (Zl~:0}, ont des images dans f21x/s qui coincident sur l 'ouvert  
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{z0zl*0} puisque 

dzo dzl d(zozO dWl 
} - -  - -  - -  7g* 

ZO Z 1 Z o Z  1 W 1 

Elles d6finissent donc une section holomorphe cr sur V - E  du fibr6 en droites eaxls. De 

plus, o n e  s 'annule pas sur V - Z ;  en effet, les restrictions de dzo/zo et -dz~/zl ~t une fibre 

de :fly_ z ne s 'annulent pas, puisque z0 ou Zl est toujours une coordonn6e locale sur une 

teUe fibre. Comme E est de codimension 2 dans V, o se prolonge en une section partout 

non nulle de WXlS sur V tout entier. 

Signalons enfin que la construction du dualisant relatif est compatible au change- 

ment de base : lorsque les conditions de la proposition 3.3 sont r6alis6es, on dispose 

d 'un isomorphisme canonique 

09X,/S, ~-- F*WX/s 

qui prolonge le dual de l ' isomorphisme 6vident au dessus de X ' - I A '  I 

Tx,lS, = F*  Txl s. 

3 (d) Projectivit6 relative des f.s.o. 

Les families de surfaces de Riemann compactes ~ singularit6s ordinaires poss~dent la 

propri6t6 suivante de projectivit6 relative, localement sur la base. 

PROPOSITION 3.4. Soit :r:X--->S une f .s .o.  Pour tout point s de S, il existe un 

voisinage ouvert V de s, un entier naturel N e t  un plongement  

i: rc-l(V) ~ v x p N c  

tel que le diagramme suivant commute  

:r_l(V) i , V• C 

~X"~ ~ p r  1 

V 

D~monstration. Soient C i ,  i=1 . . . . .  n, les composantes irr6ductibles de :r-l(s) et 
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soit, pour tout i= 1 . . . . .  n, Pi un point lisse de C dans Ci. D'apr6s [Grau, Satz 4, p. 347 et 
_ m Korollar, p. 344], le fibr6 en droite ~ =  U(Z~= 1Pi) est  ample. I1 existe donc un entier n >0  

tel que ~| soit tr6s ample sur ~-l(s)  et que Hl(~r-l(s), ~ |  

Comme l 'application ~r est une submersion au voisinage de chacun des points Pi, il 

existe un voisinage ouvert  U de s dans S e t  des sections holomorphes ~r;: U-->X de Jr 

telles que ( Y i ( s ) = e i  . Le fibr6 en droites - m ~-G(Xi=lnOi(U))  sur ~ - I ( u )  est alors par 

construction tel que : 

(i) ~[ _,(y) est tr6s ample sur ~- l (y) ;  

(ii) Hl(z~-l(y), ~/[. l(y))=0. 

I1 d6coule alors de [Gro, th6or6me 2.1] qu'il existe un voisinage ouvert  V de s dans S tel 

que JA[~ l(v) soit tr6s ample relativement fi ~r : er-l(V)--*V. [] 

Remarque.  On obtient une variante plus << constructive >> de la d6monstration en 

montrant que si 

cri: V---~ X,  i= 1 . . . . .  n 

sont des sections de Jr telles que, pour  tout s' E V, chaque composante  rationnelle de 

n-~(s ') contienne au moins deux distincts des points oi(s'), alors 

[~%-'(v)lv | ~(o i (V)+. . .  +(~,(V))] | 

est tr6s ample relativement ~t 

,7'~: d-'lE-l(v)-"-> V ;  

cf. [K, Corollary 1.9]. 

PROPOSITION 3.5. Soient ~: X---)S une f .s .o,  et ~ un fibrO vectoriel holomorphe, de 

rang r, sur X.  Pour tout point  s de S, il existe un voisinage ouvert U de s dans S e t  une 

filtration 

~ I C ~ ' ' ' C Z ~ r  = ~]z~ I(U) 

par des fibres vectoriels holomorphes ~i de rang i du fibr~ ~ sur x - l ( u ) .  

D~monstration. II suffit d'6tablir l 'existence d 'un  sous-fibr6 ~l de rang 1 lorsque 

r~>2. La  proposit ion s 'en d6duit par r6currence sur r, en consid6rant le fibr6 quotient 
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D'apr~s la proposit ion 3.4, on peut supposer que X est une sous-vari6t6 de s x p N c  

et que at est la restriction h X de la projection sur S. Soit alors 5f le fibr6 en droites sur 

X image inverse par la projection sur IrVc du fibr6 en droites sur lVvC d6fini par une 

section hyperplane.  D'apr~s [GR, Satz In], il existe q~>0 tel que, sur un voisinage 

ar-l(U) de :~-l(s), ~ |  soit engendr6 par ses section globales. Une section g6n6rale de 

~ |  ne s 'annule pas sur zt-l(s) et d6finit un morphisme i: Lf-q-->~ dont  l ' image est un 

sous-fibr6 en droites holomorphe de ~ sur at-~(U). [] 

3 (e) Alg6brisation des f.s.o. 

Nous dirons qu' u n e f . s . o ,  zt: X--*S sat is fai t  ?t la condi t ion (C) si, pour  tout point s de S, 

il existe une courbe complexe compacte  lisse M dans S, contenant  s, telle que ~r-l(M) 

soit une surface projective lisse et que at: at-l(M)--->M soit une f.s.o. 

Pour d6duire le th6or~me 2.1, dans sa forme g6n6rale, du cas particulier oil X est 

une surface projective, nous ferons appel au r6sultat suivant (cf. section 11 (c)). 

THt~ORI~ME 3.6. So ien t  at: X--~S une f . s . o ,  et tl I . . . . .  on des  sec t ions  ho lomorphes  de 

at, d~finies sur S. P o u r  toat  po in t  s de S, il ex is te  un vois inage ouvert  V de s dans  S, une 

f .s.o. :r' : X ' - -~S '  sa t i s fa isant  gt la condi t ion (C), des  sec t ions  ho lomorphes  e ' l  . . . . .  tI'n de 

:r', dOfinies sur S '  et  des  appl icat ions  ho lomorphes  

9: V--> S '  et q~:at-l(V)---~X' 

tels que le d i a g r a m m e  

:r- l (V)  ~ , X '  

1 l qD 
V ~ S '  

soit  cart~sien et  que  

�9 otri=cr'ioq0, i =  1 . . . . .  n. 

D~mons t ra t ion .  (a) L ' id6e de la d6monstration est tr6s simple: il suffit de traiter le 

cas o0 les fibres de Jr sont connexes ,  et quitte ~ r6duire S et ~ ajouter de nouvelles 

sections tri de at, on peut  supposer que at: X - . S ,  muni des ai, est une courbe marqu6e 

stable sur S (cf. [K]). Soit g son genre. Si le champ des modules des courbes complexes 

n-marqu6es stables de genre g 6tait une vraie vari6t6, on pourrait  la prendre comme S' 

2-908282 Acta Mathematica 165. ImprimE le 22 aoilt 1990 
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et prendre comme X' la courbe universelle sur cette vari6t6 de modules. Ce n'est 

malheureusement pas le cas, h cause des automorphismes des courbes marqu6es 

stables : pour tout g > l  (resp. g= l )  et tout n~>0 (resp. n~>l), il existe une courbe n- 

marqu6e stable de genre g admettant un automorphisme non trivial. Aussi la d6mon- 

stration dolt proc6der de faqon un peu plus compliqu6e. 

La d6monstration proprement dite de la proposition est donn6e dans les para- 

graphes (e) et (f) ci-dessous. Auparavant, nous proc6dons ~ quelques pr61iminaires sur 

les espaces de modules des courbes marqu6es stables. 

(b) Rappelons tout d'abord quelques r6sultats sur les courbes marqu6es stables (cf. 

[K]). Pour tout (g, n)EN 2 tel que 2g -2+n>0 ,  nous notons ~tg, n l'espace de modules 

grossier des courbes complexes n-marqu6es stables. C'est une vari6t6 alg6brique 

complexe projective, dont le sous-ensemble ~g,n des classes des courbes marqu6es 

n'admettant pas d'automorphisme non trivial forme un ouvert (de Zariski) lisse. 

Nous noterons aussi abusivement ~:/~. 1 l'ouvert de M1,1 form6 des courbes de genre 

1 marqu6es stables (C, x) admettant un unique automorphisme non trivial (son compl6- 

mentaire est form6 des deux courbes elliptiques dont l'invariant j vaut 0 et 1728). 

On dispose entre ces divers espaces des morphismes de ,, contraction ~, 

et de ~ recollement ~ 

Mgl,nl+l XMg2, n2+l'-) Mgl+g2, nl+n 2 

Sur ll,~/~ on dispose d'une courbe n-marqu6e stable de genre g universelle : 

0 i 

(3.3) Cg,~--~ ]~g,~. 
2g 

De plus, la vari6t6 Cg,, est lisse. 

I1 vient imm6diatement : 

LEMME 3.7. Si une courbe (n+ 1)-marquOe stable de genre g admet un automor- 

phisme non trivial, alors la courbe n-marquOe stable qui s' en d~duit par contraction 

admet elle aussi un automorphisrne non trivial (on suppose 2g-2+n>0) .  [] 

On a de plus : 
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LEMME 3.8. Soient ( g , n ) 6 N  2 tels que g+n>-3. Une courbe gEnOrique de ~lg,, 

n 'admet  pas d 'automorphisme non trivial�9 

Ddmonstration. Cet 6nonc6 est bien connu lorsque g + n = 3  ou g~>3 et n=0  (cf. par  

exemple [Rau]). On ram6ne h ce cas le cas g6n6ral, par r6currence sur n, au moyen du 

lemme 3.7. [] 

Nous laissons au lecteur le soin d'6tablir l '6nonc6 suivant, au moyen des lemmes 

3.7 et 3.8. 

LEMME 3.9�9 Si g = 0  et n~>4, a l o r s  l~g,n=l~g,n. Si (g, n) f iN*•  et n+g>~4, alors la 

seule composante de codimension 1 de 19lg,,-~l~ est l ' image Eg, n da recollement 

(3.4) ) V l  g _  l , n + l X l ~ l  l , l "'-> J ~ l  g, n �9 [ ]  

(c) En tant qu 'espace  analytique, ,~7/g,, admet la description locale suivante. 

Soient (C, xl . . . . .  Xn) ane courbe n-marquee stable de genre g, et F son groupe 

(fini) d 'automorphismes.  L 'espace  vectoriel 

E = Extl(Q~ | ~?(x I +. . .  +x,) ,  6 c) 

_-_ H~ COc| Q~| •(x I +... +x,))* 

est de dimension 3 g - 3 + n ,  et est muni d'une action naturelle de F. De plus, il existe un 

voisinage ouvert ~ de 0 dans E, F-invariant, et une courbe n-marquEe stable de genre 

g, analytique complexe, sur 

ai 

(3.5) X---~ Q, i = 1 . . . . .  n 

telle que : 

�9 X soit lisse; 

�9 (~z-l(0), al(0) . . . .  a,(0)) soit isomorphe a (C, xl . . . . .  x,); 

�9 (3.5) soit une dOformation universelle (en gOom~trie analytique complexe) de 

(z~-~(O), al(O) . . . . .  a.(O)); 
�9 l'action de F sur x-l(O) se prolonge en une action holomorphe sur X,  telle que les 

applications 2~ et ai soient F-~quivariantes. 

L'application de g2 vers )fig,, dEfinie par (3.5) se factorise alors en 
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Q---'.Me n 

f2 /F  

et q~ Otablit un isomorphisme C-analytique entre des voisinages ouverts de [0] dans f2/F 

et de [(C, Xl . . . . .  xn)] dans ~lg,,. De plus, pour  tout s fi f2, le groupe des automorphismes 

de (x-l(s) ,  ~h(s) . . . . .  on(s)) s'identifie au stabilisateur dans F de s. 

Indiquons comment d6duire ces 6nonc6s des r6sultats de [K]. 

Avec les notations de [K], p. 210, Mg,, est la vari6t6 (alg6brique) quotient 

Hg, J P G L ( v -  1). La  vari6t6 He, nest lisse et l 'action de P G L ( v -  1) sur He,, est propre et 

localement libre (au sens de la g6om6trie diff6rentielle). De plus, Hg,, est munie d 'une 

courbe n-marqu6e stable, de genre g ,, e-canoniquement plong6e ,~ universelle 

(3.6) Zg. , - -~Hg, ,  i - 1  . . . . .  n 

et Zg, nes t  lisse. 

Soit h u n  point de Hg,, d ' image dans /~g, ,  la classe de (C, xl . . . . .  x,). Le stabilisa- 

teur de h dans P G L ( v - 1 )  s'identifie au groupe F. De plus, l 'on dispose d 'une suite 

exacte canonique 

K 1 
0-o Lie P G L ( v -  1) ~ T h Hg, n "--~ Ext1(f~c | ~7(xl + - "  +x,),  G-c) ~ 0. 

Soit V un voisinage ouvert F-invariant de 0 dans 

E = E x t l ( f ~ |  ~?(Xl + ... +x,),  t~ c) 

et soit 

j: V---, Hg,.  

une application holomorphe telle que 

j (O)=h et KoTo j=IdE .  

Consid6rons la courbe n-marqu6e stable au dessus de V 

al 

(3.7) Vxt. / Zg ,,---~ V, i =  I . . . . .  n 
g,  n ' 7~ 

d6duite de (3.6) par le changement de base j .  I1 d6coule de la proposition 3.3 que 
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l 'espace analytique Vxng, Zg,,  est lisse au voisinage de ffl(-l(0). De plus, la famille (3.7) 

est une d6formation universelle de sa fibre en 0, qui s'identifie ~ (C, Xl . . . . .  x ,) .  Cela se 

d6duit facilement du fait que la courbe Zg, ~ sur Hg,,  repr6sente le foncteur  <~ courbe n- 

marqu6e stable de genre g muni d 'un  plongement ~, e-canonique - (cf. [K], p. 210), non 

seulement en g6om6trie algebrique complexe,  mais aussi en g6om6trie analytique 

complexe. Cette derni6re assertion est elle-meme une cons6quence directe des th6o- 

remes de comparaison GAGA (cf. [Gro, w 3] et [R]). 

L'unicit6 des germes de d6formation universelle fournit une action naturelle de F 

sur un voisinage ouvert  ~ de 0 dans V, et une action naturelle de F sur x-l(f2)  qui 

prolonge Faction de F sur Jr-l(0); les applications ~r et cri sont alors F-6quivariantes. De 

plus, comme toute action d 'un  groupe fini sur une vari6t6 analytique se lin6arise 

analytiquement au voisinage de l 'un de ses points fixes, on peut supposer que cette 

action de F sur ~ coincide avec l 'action naturelle de F sur E. 

Enfin, si Q est suffisamment petit, X=~r-I(Q) est lisse, et puisque l 'action de 

P G L ( v - 1 )  est localement libre, propre et transversale &j en h, on a bien 

ff2/r" = ( j (  f2 ) . P G  L (  v -  1) ) / P G L ( v -  1) 

- -  r  

et le stabilisateur dans F de s fi f2 s'identifie au stabilisateur dans P G L ( v - 1 )  de j(s) .  

(d) D6signons par E~ l ' image par le recoUement (3.4) de l 'ouvert  

/ ~ g -  1,n+ 1 X / ~ I ,  1 �9 

C'est  l 'ouvert  (de Zariski) de Eg, ~ form6 des classes de courbes marqu6es poss6dant un 

unique automorphisme non trivial : elles sont obtenues par recollement d 'une courbe 

marqu6e stable sans automorphisme et d 'une  courbe elliptique 1-marqu6e sans auto- 

morphisme; leur unique automorphisme non trivial se d6duit de la ,, sym6trie , par  

rapport au point marqu6 de la courbe elliptique. 

Avec les notations des paragraphes pr6c6dents,  si [(C, xl . . . . .  x~)] 6 E~ alors 

l 'application s est un rev6tement double ramifi6 le long de E~e,,. En effet, le 

nombre de valeurs propres - 1  de l ' involution non triviale de (C, Xl . . . . .  x~) agissant sur 

E x t t ( ~ |  ~Tc(X 1 +.. .  + x,) ,  ~7 c) 

est 6gal ~t 1; c ' es t  en effet la codimension du ferm6 analytique dans q~(Q/F) form6 des 

classes de courbes marqu6es admettant  un automorphisme non trivial, i.e. de 
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E~g,, N q~(f2/F). I1 en d6coule que E~g,, est une hypersurface lisse de l 'ouvert des points 

lisses de h4g,, et que 

l~llg, n=~g ,  nUE~g,n 

est un ouvert lisse de ~le, ~. 

(e) Montrons que le th6or~me 3.6 d6coule de l '6nonc6 suivant, que nous 6tablirons 

plus loin. 

PROPOSITION 3.10. Soit (C, Xl . . . . .  Xn) une courbe n-marquOe stable de genre g, 

d~pouruue d'automorphisme non trivial, et soit c sa classe dans 1Qg,~. 

II existe un ouvert de Zariski lisse V dans 1(/11,~, une vari~t~ quasiprojective 

complexe lisse (I, un morphisme alg~brique p: (/---)V, faisant de (1 un revOtement de 

degrd 2 de V, et une courbe n-marquOe stable analytique complexe de genre g sur 

O i 
(3.8) ~: c~----~ l?, i = 1  . . . . .  n 

tels que 

(i) ]Vlg, n~  V soit de codimension au moins 2 dans )9le, n; 

(ii) c appartienne d V, mais n'appartienne pas au diviseur R sur V des points de 

ramification de p; 

(iii) ~ soit lisse et que, au dessus de p-l(Vn~l~g,n\R),  la courbe n-marquOe (3.8) 

soit isomorphe ~ la courbe n-marquOe ddduite de (3.3) par le changement de base p. 

On remarquera que, puisque 17" est lisse, le diviseur R est n6cessairement r6duit et 

lisse. 

Comme ~ est lisse, ~: qC---.V est une f.s.o. Prouvons qu'elle satisfait ~t la condition 

(C). Pour cela, choisissons un plongement projectif i: ~te, n ~ p N c  et d6signons par q la 

codimension de i(.~/g, n) dans lrVc. Soit s un point quelconque de ~. L' intersection de 

i(l(/lg, ~) et d 'un sous-espace projectif de dimension q+  1 de lrvC, contenant iop(s) et en 

position g6n6rale, est une courbe compacte  lisse i(M) incluse dans i(V) (d'apr~s (i)), qui 

rencontre transversalement i(R) et i(A), oil A est le diviseur de )f/g,, form6 des classes 

des courbes singuli~res. La  courbe M'=p-1(M) est alors une courbe compacte  lisse 

dans 17, et ~: ~r-I(M')--.M ' est une f.s.o. (proposition 3.3). Enfin, ~-I(M')  est une 

surface projective; en effet, M'  est une courbe projective et ~-~(M') poss~de un fibr6 en 

droites tr~s ample relativement ~ ~, puisque c 'est  l 'espace total d 'une courbe marqu6e 

stable sur M'  (cf. 3 (d), Remarque).  
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Lorsque :r:X---~S, (al . . . . .  an) et s, dans le theor6me 3.6, sont tels que la courbe 

marqu6e (:r-l(s), al(S) .....  On(S)) soit stable et d6pourvue d 'automorphisme non trivial, 

alors la conclusion du th6oreme 3.6 d6coule imm6diatement de la proposit ion 3.10 

appliqu6e ~ cette courbe marqu6e : on prend X ' =  ~, S ' =  V, : r ' =~  et o[=Oi; l 'existence 

de q~ et qb d6coule du fait que (3.3) est une d6formation universelle de chacune de ses 

fibres et de l 'assert ion (iii). 

Pour 6tablir le th6or6me 3.6 en toute gen6ralit6, on remarque que l 'on peut 

toujours supposer satisfaite cette condition sur (:r-~(s), al(S) . . . . .  an(s)), en remplaqant S 

par un voisinage ouvert  de s dans S e t  en adjoignant ~ la famille (a~ . . . . .  On) de nouvelles 

sections de z.  Cela d6coule du lemme suivant, dont nous laissons la d6monstration au 

lecteur. 

LEMME 3.11. Soit Cune courbe complexe compacte connexe, dont les seuls points 

siguliers sont des points doubles ordinaires. II existe des points P1 ..... Pn de C, 

distincts, tels que (C, PI . . . . .  Pn) de C soit une courbe marquee stable dOpourvue 

d'automorphisme non trivial. [] 

(f) Pour d6montrer  la proposit ion 3.10, nous commen~ons par 6tablir deux lemmes. 

LEMME 3.12. Soient U un ouvert dans ~'I~, n, (June variOtO analytique complexe et 

p: (J--*U un rev~tement de degr~ 27 ramifiO le long de UnE~g,n. 

La famille de courbes marquees stables 

~0:~0 = Cg, n• n)_.~ p-l(U\EOe, n) ' i= 1 ..... n 

dOduite par le changement de base p de 

ct  i 

Ce ---~M~g i = 1  . . . .  n , n  , n  , n '  

admet un prolongement en une famiUe holomorphe de courbes marqudes stables 

~: (~---~ O, i = 1  . . . . .  n 

unique ~ isomorphisme unique pros. De plus, C est lisse. 

D~monstration. L'unici t6 du prolongement  est une cons6quence de la stabilit6 : 

grfice aux op6rations de contract ion et de stabilisation (cf. [K]), on se ram~ne ~ 6tablir 

l 'unicit6 d 'un  prolongement  stable d 'une famille de courbes stables (non marqu6es) de 
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genre g~>2, ou d'une famille de courbes 1-marqu6es stables de genre g = l ;  or cela 

d6coule de la th6orie des mod61es minimaux des surfaces (cf. [DM, lemma 1.12]). 

Grg~ce ~ l'unicit~, il suffit, pour 6tablir l'existence du prolongement, de l'6tablir 

localement. Or un tel prolongement au voisinage d'un point x de p-l(E~g, n) est fourni par 

une d6formation universelle d'une courbe marqu6e de classe p(x), d'apr6s la descrip- 

tion locale de )l~g,, rappel6e plus haut. 

La lissit6 de (~ d6coule de la lissit6 de l'espace total d'une telle d6formation au 

voisinage de la fibre de p(x). [] 

LEMME 3.13. Soient W une variOt~ quasi-projective complexe lisse, D et D' deux 

diviseurs (algObriques) positifs r~duits de W, tels que D ne contienne aucune compo- 

sante de D',  et x un point de W"~D. 

II existe une varikt~ quasi-projective normale lir et un morphisme 

p: Vr W 

qui fasse de I/V un revOtement ramifiO de degrO 2 de W, dont le diviseur R des points de 

ramification (sur X )  soit r~duit, contienne D, mais ne contienne ni x, ni de composante 

de D'. 

DOmonstration. Soit 5f un fibr6 en droites ample sur W. Sin  E Nest  suffisamment 

grand, alors ~ccp| est tr6s ample, et poss6de donc une section r6guli6re non 

identiquement nulle, dont le diviseur des z6ros Z soit r6duit et ne contienne ni x, ni de 

composante de D ou de D'. Posons donc 

= ~ |  et R = D + Z .  

Le rev6tement de degr6 2 de W d6termin6 par l'isomorphisme 

d/| ~ 6(R) 

satisfait alors aux conditions requises. [] 

Terminons la d6monstration de la proposition 3.10. 

Appliquons le lemme 3.13 ~ W=l~llg, n,D=E~e,n,D'=A-E~g,n et x=[(C, xl . . . . .  x~)]. 

Notons Ws, Rs et As les ferm6s des points singuliers de W, R et A, respectivement, et 

posons V=W",,[WsURsUA~U(RND')] puis l?=p-l(V). Les conditions (i) et (ii) de la 

proposition 3.10 sont alors satisfaites par construction. Sur l?\p-l(E~g,,), on dispose de 

la courbe marqu6e stable d6duite de (3.3) par le changement de base 

p: V\p-l(E~ ' ~. D'apr6s le lemme 3.12, elle se prolonge en une courbe marqu6e 
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stable ~ sur I7" tout entier, d 'espace total lisse, qui satisfait par construction h la 

condition (iii) de la proposition 3.10. 

4. Le fibr~ d~terminant 

4 (a) Le foncteur det R~r, en g~om~trie analytique 

Dans [KM], Knudsen et Mumford d6veloppent d'apr~s Grothendieck une th6orie du 

d6terminant des complexes parfaits de 0x-modules sur un sch6ma X. Leur construction 

admet une variante valable en g6om6trie analytique complexe, d6crite dans [BGS3], 

w 3.a. Rappelons quelques propri6t6s de cette derni6re. 

Soit :r:X-->B un morphisme propre d 'espaces complexes, off B est une vari6t6 

complexe. A tout faisceau analytique coh6rent f f  sur X, on peut associer un fibr6 en 

droites (gradu6 (I)) sur B, de t (R:r ,~) ,  et ~t tout isomorphisme de faisceaux analytiques 

coh6rents sur X, ff~= ~, un isomorphisme : 

det(R:r, ~-) = det(R:~, cg). 

Cette construction est << locale sur B >~ : si U est un ouvert de B, alors 

det(R,  ~) lu  m det(R:t ,  o,~l~l_ 1(u) ) . 

Elle poss6de de plus les propri6t6s suivantes : 

(i) Pour toute suite exacte courte de faisceaux analytiques cohdrents sur X 

0--> ~---~ (g---~ ~ f ~  0, 

i| existe un isomorphisme canonique, compatible aux isomorphismes et aux suites 

exactes courtes de suites exactes courtes 

det(R:r, ~g) ~ (R:r, ~ )  | det(R:r, ~) .  

(ii) Lorsque les faisceaux analytiques coh6rents (sur B) Ri:r,~, sont |ocalement 

libres, il existe un isomorphisme canonique 

�9 _1 i 
det (R:r ,~)  = | Arnax(R':r,o~) ( ) .  

i 

(iii) Lorsque ~ e s t  plat relativement ~t :r, det(R:r, ~ )  <, commute ~ tout changement 

(t) Nous n6gligerons par la suite les questions de graduations et de signe. 
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de base ~ : ~ tout diagramme cart6sien d'espaces analytiques 

U 
X' , X  

B ' - -  u ' B  

oil B e t  B' sont des vari6t6s, on associe un isomorphisme canonique 

u*det(R~r,~) ------- det R~r, (U*o%) 

de fagon compatibles aux changements de base successifs et aux isomorphismes d6crits 

plus hauts. 

(iv) Lorsque f f  est plat relativement ~t zr, il existe, au moins localement sur B, un 

complexe fini (~) de faisceaux analytiques sur B localement libres et de rang fini, dont 

la cohomologie est RJr, f f  ,, universellement ~, c'est-~t-dire apr~s tout changement de 

base (cf. [KV], w 4.4.1). On a alors un isomorphisme canonique, compatible au change- 

ment de base 

det(RJr ,~)  ------ | (Amax~) (-1)i. 
i 

En particulier, lorsque B est r6duit ~t un point, det(RJr, o%) est l 'espace vectoriel 

complexe de dimension 1 

detH*(X, i f ) =  | [Amax/ - / / (X,  o~)] (-1)i. 
i 

et lorsque ~ e s t  plat relativement ~ ~r, la fibre en sES du fibr6 en droites det(Rzt ,~)  

s'identifie canoniquement ~t detH*(jr-l(s),  i* ~ ) ,  oO is d6signe le morphisme canonique 

3r-l(s)~X. 
De plus, cette th6orie ,, analytique ~, du d6terminant est compatible h la th6orie 

,, alg6brique ,, de Knudsen et Mumford. Par exemple, l '6nonc6 suivant d6coule 

facilement des propri6t6s qui pr6c~dent, des propri6t6s analogues du foncteur detR~r, 

en g6om6trie alg6brique et des 6nonc6s ~, GAGA ~ usuels (cf. JR]). 

Soient X et S des vari6t6s alg6briques complexes (au sens de Serre), ~r: X---~S un 

morphisme alg6brique projectif, et ~ un faisceau alg6brique coh6rent sur x, plat 

relativement her. Supposons en outre que S est lisse. On d6signera par X an, S an (resp. 

3.tan, ~ a n  . . . .  ) les espaces analytiques (resp. morphisme d'espace analytique, faisceau 
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analytique coh6rent . . . .  ) d~duits de X, S (resp. :r, ~,  ...). On sait que ~an est plat 

relativement ~t :r an. De plus, pour tout s E S, on dispose d' isomorphismes canoniques 

O/(~-  l(s), .,057 is ,~le) _.>/-~(Fgan-l(s), isan*~an), 

donc d 'un isomorphisme 

I s: det H*(:r- l(s), q ~ )  __> det H*(vP"- 1 (s), ian, ~-~n). 

Le terme de gauche (resp. de droite) dans cet isomorphisme s'identifie ~t la fibre en s de 

det(Rvr,~) (respectivement de det(R~," ~ " ) ) ,  et la famille d' isomorphismes d6termine 

un isomorphisme de fibr6s en droites holomorphes sur S 

I: (det(R~r, ff)) an ~ det(R~,  n ~a,). 

4 (b) Le fibr~ d6terminant associ6 h un fibr6 vectoriel sur une famiUe de surfaces 

de Riemann h singularit6s ordinaires 

Dans la suite de cet article, nous ne consid6rerons les fibr6s det(R:r,o%) que lorsque 

at: X---~S est une f.s.o, et ~ le faisceau des sections holomorphes d 'un fibr6 vectoriel 

sur X. Nous noterons alors : 

)~(~) ".= [det(R:r,~)] -1. 

Le morphisme : res t  alors plat, done le faisceau localement libre ~ e s t  plat relativement 

:r. Par cons6quent, la fibre en s E S du fibr6 en droites 2(0  s'identifie 

[det H,(Zs, ~)]-~ := [AmaxH0(Zs, ~)]-m | AmaxHI(Zs, ~). 

ota Zs=:r-l(s). 
Ainsi, la donn6e de 2 (0  n 'est  autre que celle d 'une structure de fibr6 en droites 

holomorphe sur la famille de droites vectorielles complexes (det H*(Z s, ~)-l)se s. 

I1 est en fair possible de pr6senter la th6orie du fibr6 d6terminant associ6 ~t un fibr6 

vectoriel sur une f.s.o, de fa~on plus 616mentaire, grfice ~t la proposition suivante. 

PROPOSITION 4.1. Soit :r: X--->S une f .s .o.  II est possible, de f a f o n  unique, d' asso- 

cier, gl tout ouvert U de S et tout fibrO vectoriel ~ sur : r - l (u) ,  une structure de fibrO en 

droites holomorphe sur la famille de droites vectorielles complexes (2(~)~)~es= 

(det H*(Z s, ~)-l)se s, de sorte que 
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(1) ces structures soient compatibles, en un sens Ovident, aux isomorphismes de 

fibr@s et soient dOfinies << localement sur la base >~ (i.e., si V est un ouvert dans U, 

alors les structures holomorphes sur (2(~)s)~ v dOfinies par ~ et ~[~-~(v) co'incident); 

(2) lorsque les fonctions (s~-->dimHi(Zs,~)) sont constantes sur U et que 

H~176 et HI=(HI(Zs ,~))~s  sont munis de leurs structures naturelles de 

fibres vectoriels holomorphes (telles que le faisceau des sections holomorphes de H i 

s'identifie gz Ri:r,~,  o~t ~ d~signe le faisceau des sections holomorphes de ~), alors la 

famille d' isomorphismes 

~(~)s ~ [AmaXHs~ (~) AmaxH] 

d~termine un isomorphisme de fibres en droites holomorphes entre (2(~)~)s~ u et 
[AmaxH~ 

(3) si 0--~1-*~2--~3-~,0 est une suite exacte courte de fibrOs vectoriels sur :r-l(U), 

alors les isomorphismes 

'~(r -= ;t(~l)~ | ;t(~3)~, 

d~duits des suites exactes de cohomologie 

0~/-/~ s~)~/-#(z~, ~2)~ H~ ~3) 

----) Hl(Zs , ~1)---) Hl(Zs, ~2)--~ Hl(Zs, ~3)--~ 0 

par passage aux puissances exterieures maximales, d~finissent un isomorphisme de 

fibres en droites holomorphes.  

Comme la construction <~ fibr6 d6terminant - satisfait aux conditions (1)-(3), on 

voit que l 'on peut d6finir 2(~) comme la famille (A(~)s)s~ s munie de la structure de fibr6 

en droites holomorphe d6crite par cette proposition. 

Nous laissons au lecteur le soin d 'en 6tablir la preuve, qui ne pr6sente pas de 

difficult6, pourvu que l 'on dispose du lemme suivant. 

LEMME 4.2. Soient U un ouvert de S e t  ~ un fibr~ vectoriel sur :r-l(U). Pour tout 

point s de U, il existe un voisinage ouvert V de s dans U, un fibrO vectoriel ~' sur :r-l(V) 

et un morphisme injectif  de fibrOs vectoriels 

i: ~l~ I(v)'-~ ~' 

tels que, pour tout w E V 
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(4.1) HI (Zw,~ ' )=0  et Hl (Zw,~ ' / i (~) )=O.  

D~mons tra t ion .  La proposition 3.4 assure l 'existence d 'un voisinage ouvert V0 de s 

dans U et d 'un  plongement 

j: zr-l(V0)--* V0• N 

tels que prl oj=ar. Soit 

p = pr z o j: er-l(V0)---~ pU, 

soit ~ l e  fibr6 en droites U(H) sur pNc, Oil H est un hyperplan de pNc, et soit 5g' =p*Sf. 

Comme 5les t  ample, 5f'  est ample sur ~r-l(s). II existe donc un entier q>~0 tel que 

On a alors 

(4.2) nl(Zw, ~| = 0 

pour tout w dans un voisinage ouvert V de s dans V0, par semicontinuit6. 

Par ailleurs, le fibr6 ~q est engendr6 en tout point de pNc par ses sections 

globales. I1 existe donc sj . . . . .  s,  dans H~ tels que, pour tout xEzr-l(V), 

l 'un des si(x) soit non nul. 

Posons alors 

~' ---(~|174 

et 

i(t) = ( t |  . . . . .  t |  

La condition (4.2) implique la premi6re des conditions (4.1). La  second s 'en 

d6duit, compte tenu de la suite exacte de cohomologie associ6e ~ la suite exacte de 

fibr6s sur Zw 

i ~, ~'/i(~)---~ O. 0 ~  [] 

Le lecteur v6rifiera aussi tr~s facilement la compatibilit6 avec les changements de 

bases des f.s.o. (cf. proposition 3.3) de la construction du fibr6 d~terminant fournie par 

la proposition 4.1. 
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Remarquons enfin que, si er: X ~ S  est une f.s.o, et A le  diviseur sur S des courbes 

singuli6res de er, alors Jr: X-zc-~(IAI)~ S-IAI est une fibration localement k~ihlerienne 

au sens de [BGS3]. Par cons6quent, pour tout fibr6 ~ sur X, la structure holomorphe de 

2(~) restreint ~t s - I N  peut &re aussi d6crite au moyen de la construction de [BGS3]. 

5. Formules d'anomalie au voisinage du diviseur des courbes singuli~res 

Dans cette section, on rappelle les r6sultats de [BGS1,3] concernant le lien entre 

formules d'anomalie et classes de Bott-Chern,  et on 6tudie le comportement de ces 

formules au voisinage du diviseur des courbes singuli~res A. 

En (a), on rappelle les r6sultats de [BGS1,3]. En (b), on 6tudie l'int6grale dans la 

fibre d 'une forme C oo de degr6 2 sur X au voisinage de A. En (c), on applique les 

r6sultats de (b) aux formules d'anomalie.  

5 (a) Formules d'anomalie et classes de Bott--Chern 

On fait ici les m~mes hypotheses qu'~ la section 4(b). Ainsi ~r: X ~ S  d6signe une 

fonction h singularit6s ordinaires de fibre Z,=er-l{s}. On note A le diviseur des courbes 

signuli~res de la famille ~r: X---,S. Z d6signe l 'ensemble des points doubles des fibres de 

On d6signe par TZ le fibr6 tangent relatif sur X - Z  associ6 ~t la submersion 

~:X-Z---,S. Pour xEZ,  la fibre TxZ s'identifie ~t la fibre en x du filYr6 tangent ~t Z~(x). 
Soit Px l 'ensemble des formes diff6rentielles C ~ sur X qui sont somme de formes 

diff6rentielles de type (p, p). Soit PO x le sous-espace des a E Px tels que a=Ofl+Ofl' o0 fl 
et fl' sont des formes C = sur X. 

Soitll lit et II lit deux m6triques hermitiennes sur le fibr6 ~. 

Dans Bott-Chern [BotC] et Donaldson [D], on a construit une classe 

c'fi(~, [I I1~, II II'r176 telle que 

21z~ g0c~fi(~, II lie, II Ilk)= ch(~, II II~)-ch(~, II lie). (5.1) 

La classe c'fi(~, II [1~, II I1~) a 6t6 construite axiomatiquement dans [BGS1, Section 

1.f)]. 

De m6me, si II I[rz, II II~z sont deux m6triques hermitiennes sur TZlx_ ~, on construit 

dans [BGS1, Th6or~me 1.29] une classe T~d(TZ, II II~z, II II~z) darts ex /P  ~ telle que 

(5.2) 1 gOT"-d(TZ, II Ilrz, II II'rz)=Td( TZ, II II'rz)-Td( TZ, II II~z)- 
2i~ 
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Soit I[ I[a et II I1~ les m6triques de Quillen sur le fibr6 2(~)[s_ A associ6es aux 

m6triques (11 I1~, II 11,) et (1[ II~z, II I1~), 

THt~OR~ME 5.1. Sur S - A ,  on a l'identitO 

(5.3) 

//t111~ 2'~ 

i-i- -j -- 
, / l  ~~ 

+ TH(TZ, II II~z)s II I1~,11 I1r �9 

D~monstration. (5.3) est la formule d'anomalie conforme 6crite ~ l 'aide de classes 

de Bott-Chern comme dans [BGS3, Th6or6me 1.23]. [] 

5 (b) Int6grale dans la fibre de formes de degr6 2 

Soit a une forme C a de type (1, 1) surX.  L'int6grale dans la fibre f~a  est C ~ sur S - A .  

La restriction de J'~a ~t S - A  d6finit un courant localement int6grable sur S, qui est 

l'int6grale dans la fibre du courant a. 

Nous aUons pr6ciser le comportement de la fonction J'~a au voisinage de A. 

PROPOSITION. 5.2 Soit ct une forme C ~ de type (1, 1) sur X. La fonction C ~ sur 

S - A  S~a se prolonge par continuit~ d S tout entier. 

D~monstration. Supposons tout d 'abord que X--C 2, et quesr est l 'application de C: 

dans C d6finie par 

(5.4) ~r(z0, zt) = ZoZl 

dont la fibre singuli6re unique es t  ici Z0. 

On supposera a h support dans {(z0, Zl)~ C2; [z01~<l, IZll~<l} �9 On peut 6crire a sous 

la forme 

a = • d z  0 dzo-~ ~ d z  1 d z  1 -'~6 d z  0 d z  I -]-e dE 1 d z  O. 

On d6signe par J'zw l'int6grale dans la fibre Z~o. Quand w4:0, w--->0, on a par 

convergence domin6e 

(5.5) f z  (fl dz~176 dzl dz')-'> ~ (fl dz~176 dzl dZl)" 
w JZo 
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De plus, pour w#:0 

f z  d dZod~l =- tO  
to  

et donc, quand w-->O 

(5.6) 

On a aussi 

(5.7) 

6 Z0, 
I~<lzol~l s ' 

fz~ 6 dz o d z  1 ~ O. 

fZ edzldZo---~O. 
w 

De (5.5)-(5.7), on en d6duit le r6sultat dans le cas particulier oO X = C  2 et oil u est 

donn6 par (5.4). 

Par partition de l 'unit6, on se ram~ne facilement h ce cas pour  une fonction ~t 

singularit6s ordinaires g6n6rale. 

La proposit ion est d6montr~e. [] 

5 (c) Formules d'anomalie et lieu singulier 

gappelons que sur X - Z ,  TZ=wx) s. Toute m6trique hermitienne 11 ~l~x/s sur tOx/s induit 

donc une m6trique hermitienne II I1~ sur le fibre TZIx_ ~. 

si II II~x,s et II lie sont des m6triques hermitiennes sur Wx/s et ~, on construit  la 

m6trique de Quillen II 114 sur le fibr6 2(~)ls-A associ6e aux m6triques II II~;s et II lie. 
Soit maintenant II II~x,~, II II'x,~ deux m6triques hermitiennes sur tOxls et II lie, tl II& 

deux m6triques hermitiennes sur ~. Soit II Iio et II I1~ les m6triques de Quillen sur le fibr6 

2(~)]s_ a respect ivement  associ6es aux m6triques (11 I1~, II lie) et (11 I1'~;;, II Ilk). 

Tn~OR~ME 5.3. La fonction C ~ sur S - A  log(l111~2/11 It~) se prolonge en une fonc- 

tion continue sur S tout entier. On a l'~galit~ de courants sur S 

(5.8) 
�9 \ II lie / 

= [ f  (Td(~oxls, II II'~s)Ch(~, II II$)-Td(~ox)s, II Ilo~s)Ch(~, II lie)}] c2~. 
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Si les courbures des connexions holomorphes hermitiennes sur les f ibres to et 

associ~es aux m~triques II I1~,~, II I1"~,~ et [I I1~, II I1~ sont nulles au voisinage de E, la 

fonction log(l11162/11 I1~) est C ~ sur S tout entier. 

(5.9) 

DOmonstration. Par le th6or~me 5.1, on sait que sur S - A  

=[ f.{T'd(tox]s, H H~o~.,U U'%,,~)ch(~,[l l]~) 
) 1~~ 

+ Wd(toxls, it l['o~x/~s)~"h(~,l[ It~,l[ lib)J] �9 

Or ~t droite de (5.9), on int~gre le long de Z une forme C = sur X tout entier. De la 

proposition 5.2, on tire que la fonction log(ll 1162/11 I1~) se prolonge en une fonction 

continue sur S tout entier. Cette fonction est, en tant que courant, l'int6grale dans la 

fibre du courant C = sur X qui appara~t ~t droite de (5.9). 

De (5.1), (5.2), (5.9), on d6duit (5.8). 

Si les courbures des connexions consid6r6es sont nulles au voisinage de Z, la 

forme diff6rentieUe 

7 = Td(tox/~s, n I1'~,~)ch(~, II ]l~)-Td(tox)s, II II,O~?s)ch(~, II }1) 

est nulle au voisinage de X. I1 en r6sulte que la forme fl=f:~y est C = sur S. 

Soit (Wl . . . . .  wn) des coordonn6es holomorphes sur S. Le laplacien A en les 

variables (wl . . . . .  w,) est donn6 par 

A = 4 OWiOl~)i 

De l'6quation (5.8), on tire que puisque fl est C ~, la distribution A(log(ll It~z/ll N~)) est 

C ~. Comme A est elliptique, la fonction log(ll 11~2/11 I1~) est C ~. 

Le th6or~me est d6montr6. [] 

Soient maintenant (~j, U [l~j)0~j~2 des fibr6s holomorphes hermitiens sur X, et v0, Vl 

des morphismes de fibr6s holomorphes tels que la suite 

8: o--, r r  ~--, o 

soit exacte. 

3-908282 Acta Mathematica 165. Imprim~ le 22 aoflt 1990 
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Par [KM], on sait que le fibr6 ,~=2(~0)~),~,-1(~1)(~)~-(~2) e s t  trivial, et poss~de une 

section holomorphe canonique a non nulle. 

Soil 1t tl,,x~s une m6trique hermitienne sur tOx/s. On munit les fibr6s 2(~j)ls-a (0~<j~<2) 

des m6triques de Quillen associ6es aux m6triques (11 II Soit I1 la m6- 

trique sur 21s-a qui est le produit altern6 des m6triques de Quillen sur 2(~0), 2(~1), 2(~2). 

Soit c'h(~) la classe de Bott-Chern associ6e ~ la suite exacte de fibr6s holomorphes 

hermitiens ~ [BGS1, th6or~me 1.29]. On sait que 

2 

(5.10) -~1 00c"h(~) = ~ (-1)J+'ch(~j, I[ Ilf~). 
2i:r 0 

Dans [BGS3, th6or~mes 2.4 et 2.81, on a calcul6 Ilafl~. On a plus pr6cis~ment : 

TH~OR~ME 5.4. Sur S - A ,  on a I'~galit~ 

(5.11) log, lal ,2Q=-[fTd(w~:s, , ,  I,o,~)s)~(~)] ~~ 

La fonction log Ila[l~ possOde un prolongement continu d S tout entier. On a l'identit~ 

de courants sur S 

(5.12) g01og Ilcrll~ = rd(wx/~s, II 11~:~) (-  1): ch(~, II II~j) 
2i:r 

Si les courbures des connexions holomorphes sur des fibrds Wx/s, ~o, ~1, ~2 sont 

nulles au voisinage de la fonction log II tl  est C ~ sur S. 

D~monstration. (5.11) est le r6sultat de [BGS3, th6or6mes 2.4 et 2.8]. La premiere 

partie du th6or~me est une cons6quence imm6diate de la proposition 5.2. Pour d6mon- 

trer la fin du th6or~me, on utilise (5.10) et on proc~de comme au th6or~me 5.3. [] 

6. L'holonomie du fibr~ d~terminant au voisinage de la fibre singuli/~re 

Soit D~ le disque complexe de rayon e, et soil :r: X-->D~ une fonction ~ singularit6s 

ordinaires dont la fibre singuli~re est x-l{0). Soil c un lacet dans DE\{0}. 

Dans cette section, nous calculons l'holonomie sur le lacet c de la connexion 

holomorphe sur le fibr6 hermitien 0.(~), [I [[Q), par application d'un r6sultat de Bis- 

mut-Freed [BF], oh une formule d'anomalie globale sugg6r6e par Witten [W] 6tait 

d6montr6e. 

Dans [A], Atiyah a appliqu6 le th6or~me d'holonomie de [BF] aux families d'op6- 
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rateurs de Dirac associ6s au complexe de signature d 'une fibration. Le  th6or6me 

d 'holonomie fournit en effet dans ce cas un repr6sentant explicite du logarithme de 

l 'holonomie. Dans [A], Atiyah compare  dans certains cas ce repr6sentant du logarith- 

me de l 'holonomie avec le r6sultat correspondant  obtenu par une trivialisation explicite 

du fibr6 d6terminant. 

La  situation consid6r6e i c ies t  diff6rente, et le th6or6me d 'holonomie laisse persis- 

ter une ambiguit6 dans le calcul de la courbure de la m6trique d e  Quillen. Cette 

ambiguit6 sera lev6e dans les sections qui suivent par une m6thode diff6rente. 

Dans (a), nous calculons une limite de courants repr6sentant la classe de Todd de 

X quand on explose la m6trique de X dans des directions horizontales. 

Dans (b), on calcule l 'holonomie d 'un  lacet c pour une m6trique de Quillen 

particuli~re. 

Enfin dans (c), on obtient une forme partielle de notre r6sultat principal 6nonc6 au 

Th6or6me 2.1. L' int6r6t  essentiel de ce r6sultat est qu'il ne fait intervenir que la 

g6om6trie locale de la fibration. 

Les r6sultats de cette section ne seront pas utilis6s dans la suite. 

6 (a) Limite adiabatique de courants de Todd 

Notons pour  O<e<~+oo:D~={wEC; Iwl<e}. 

Soit z:X-->D~ une f.s.o. Pour  wEDs, on pose Zw=:Z-l{w}. On suppose que 

Z0=z- '{0}  est la seule fibre singuli~re. Z e s t  ici constitu6 d 'un  ensemble fini de points 

Pi ..... Pn EZo. 

Pour l<~i<~n, soit (z0, zl) un syst6me de coordonn6es holomorphes sur un voisinage 

de Pi tel que z(z0, zl)=zozl. On munit TX sur ce voisinage de la m6trique 

(6.1) Idzol= +ldZll 2. 

Par partition de l 'unit6, on peut  trouver une m6trique I] Ilrx sur TX qui coincide 

avec chacune des m6triques (6.1) sur un voisinage Ui de Pi (l~<i~<n). 

Soit II Ilrz la m6trique hermitienne sur TZ[x_ ~ induite par la m6trique II Ilrx. 
Soit R rz la courbure de la connexion holomorphe hermitienne sur TZ. 

PROPOSITION 6.1. Sur le voisinage Ui de Pi (l~<i~<n), dans les coordonnbes (Zo, Zl), 

R rz est donnke par 

(6.2) Rrz _ (zl dz0-z0 dzl) (zt dzo-Zo dzO 

(Iz01=+lzll2) 2 
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En particulier sur un voisinage de Pi( l <~i<~n) 

(6.3) R TZ A R rz = O. 

DEmonstration. Dans les coordonn6es (z0, Zl), une section holomorphe de TZ est 

donn6e par (a/aZo)-(ZJZo) (O/azO. 

De (6.1), on tire que 

0 z~ 0 = 1 +  
(6.4) 0% zo 

Comme 

R r z=  ~alog a zl ~ 2, 
~Z 0 Z 0 ~Z 1 

on en d6duit (6.2). (6.3) est une cons6quence de (6.2). [] 

Soit II liT,,+ la m6trique sur D, donn6e par Ila/awll~o= 1. Pour a>0, r ~  TX, on pose 

IIx, rll~o+ 
(6.5) ii = YIITx, o = IIYIl~x+ a 

Soit R~ x la courbure de la connexion holomorphe hermitienne sur (TX, II II+x,o). 

TH~OR~raE 6.2. La f o r m e  diff+rentielle lisse sur X - Y ,  Td(TZ, I] Ilrz) d+finit un 

courant localernent int+grable sur la vari+t+ X.  

De plus, sur la vari+t+ X,  on a la convergence de courants 

n 

(6.6) limTdCTX, II IITx o)= Td(TZ, II II+z)+~ ~ a(Pi}.  
a,LO 1 3  7 

D~monstration.  Par (6.2), il est clair que R rz est localement int6grable. Comme 

RrZARrz=o sur des voisinages ouverts de P1 . . . . .  P, ,  RrZARrZ=o est aussi un courant 

int6grable. Donc le courant Td(TZ, II liB) sur s - z  s'6tend en un courant localement 

int6grable. 

Sur X - Z ,  la formule (6.6) est essentiellement due ~ Bott-Chern [BotC]. Nous 

donnons une preuve rapide du fait que 

[ RrX \  [ RTZ\ 
(6.7) ++olimTdl-%\ 2#r / ] = T d ( - ~  ) uniform6ment sur les compacts de X - Z .  
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On consid~re la suite exacte de fibr6s sur X - E  

(6.8) 0---~ TZ.-.* TX--~ ~r*TD,---~ O. 

On identifie :r*TD~ ~ l 'orthogonal TZ ~ ~ TZ pour la m6trique II It~x. 
Soit fl l 'extension d6finissant la structure holomorphe de TX. fl est une (0, 1)-forme 

valeurs dans Hom(~r*TD,, TZ) telle que aft=0. 

L 'op6rateur  V T:c' qui d6finit la structure holomorphe de TX est donn6 sous forme 

matricielle par la formule 

(6.9) vTX" = [Vo"  Vfl~D;] . 

TX' Soit V. , V Tz', V TD; les parties holomorphes des connexions holomorphes hermiti- 

ennes sur (TX, l] [Irx,~), (TZ, It I1~) et (TD~, l] I1~o). 
De (6.9), on tire que quand ct---~0 

0] 
(6.10) v~rx'--* uniform6ment sur les compacts  de X - E .  vTD'e 

De (6.9), (6.10), on tire que quand a ~ 0  

 611, [o R a ~ uniform6ment sur les compacts de X - N ,  

oil V'fl est la d~riv6e holomorphe covariante de ft. 

Comme le genre Td est multiplicatif, on d6duit (6.7) de (6. I 1). 

Montrons maintenant (6.6). Au voisinage de Pi(l<~i<~n), dans les coordonn6es z0, 

Zl, la m6trique II Ilrx, o est telle que 

(6.12) II 2 1 IITx, o = Idzol2+ldz,12+ IzodZ, +Z~ dzol 2 

Pour 7>0,  soit ~r l 'homoth6tie de C 2, (zo, zl)--~6y(zo, zl)=(Yz0, Yzl). On a 

(6.13) ii 2 2 II~x,o = a~*_,~ II IIrx,,. 

Soit R c~ la courbure de la connexion holomorphe hermitienne sur C 2 muni de la 

m6trique donn6e par le membre de droite de (6.12). De (6.13), on tire que 

(6.14) R c' = 6*_,e R c'. 
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Soit k une fonction continue ~ support compact dOfinie sur le voisinage U; de P, 

dans X. De (6.13), (6.14), on tire que 

( ~ )  ~ \ 2iJr J kTd. = k(X/aZo, V~Z 1 ) Td . (6.15) 

On montre par le calcul que 

1 [(l+]zo[2)dzldZl-Zos dzl 
RCZ: (l+lzo[2+lZl[2) 2 [_(l+[zf)d~odzl-~oZ~ d~, dZl 

(1 + ]z0] 2) d~ dzo- Zo ~ d~o dzo ] 

(1 --F ]z 112) dz 0 dzo- Z 0 z, dz, dzoJ " 

(6.16) 

De (6.16), on tire en particulier que 

(6.17) 
(Tr [n [~ ] )  ~ = 2 ( I +  IZof~+lz,12) -3 aZ0 aZo ae, dz, 

Tr [(RCZ) 2] = -2(1 + Iz012+ Iz~ [2)-~ d~o dzo d~, dz,  

Si ~o EA(T'~RX), si 0~<p~<4, soir ~o (p) la composante de ~o dans A(T~RX). On a 

412[ Tr [(RC2)2] + l ( T r  [RC2])2] �9 

De (6.17), (6.18), on dOduit que 

_ R  C2 (4) 

(6.19) [ T d (  2 - - ~  ) ] = - !• 
4~ 2 6 

De (6.17), (6.19), on tire que la forme [Td(-RC2/2iJr)] (4) est intOgrable sur C 2. Par 

convergence dominoe, on dOduit de (6.15) que 

(6.20) lim k r d ~ - ~ )  = k(0) 2Td - 2Pr/" 
ar 

De (6.17), (6.19), on tire que 

fc ( 4 (  rr'drdr' 
2 Td - 2i~r/=-3 JR+• (1 + r 2 + r ' 2 )  3 

1 f du du' _ 
(6.21) =3- JR+• (l+u+u') 3 6 
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De (6.20), (6.21), on d6duit 

f / RTx\ 
(6.22) lim [ k T d [ - - - ~  ] = 6k(0)" 

~ o j u  \ 2i7c/ 

Soit maintenant k' une 2-forme continue ~t support compact inclus dans 

(6.14), (6.16), on tire que 

(6.23) 

fu / RrX\ fu k, T d [ _ - - ~  1 _  _1 k,(zo,Z,)6,_l~Tr[RC2] 
, \ 2i~ / 4iJr i 

_ 1 f k'(zo, zl) 

4iJr Jv~ ct(1 -Jr(IZoI2/12)"~(IZll2/a)) 2 

Z0Zla dz~ [Zl-~ ) d~'OdzO- zOZL dzldz~ 

U/. De 

On ales  in6galit6s 

(6.24) 

Izol Izo? ~< 
(a+lz012+lz,12) 2 (Iz012+lz,l ) = 

ct 1 

(a+[zol2+lzf) ~ 4(Izol2§ 

et les membres de droite de (6.24) sont int6grables sur les parties born6es de C 2. Par le 

th6or6me de convergence domin6e, on d6duit de (623) que 

( [-RrX\ -I  f k'(Zo, Zl) 
l i m / k ' T d /  --~ 1 -  

(6.25) ~ o ]  U \ 2i~ / -  4 - ~ J u ( l ~ ) 2  

• ([Zo[ 2 ds dzl-z 0 zl dzo dzl + [Zll 2 dzo dzo-Zo zl dZl dzo). 

De (6.2), (6.25), on tire que 

/-grX\ fv (-Rrz) (6.26) lim ( k ' T d ~ )  = k 'Td ~ . 
~ 0 J v  

Le th6or6me r6sulte des 6quations (6.7), (6.22), (6.26). [] 
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6(b) Holonomie du fibr6 (A ~, II IIG) sur D ~ \ ( 0 )  

Soit t[ ]J~ une m6trique hermitienne sur le fibr6 ~. [[ [Jrz d6signe la m~trique sur TZJx_ ~ 

consid6r6e ~ la section 6 (a). 

Soit [I ll~ la m6trique de Quillen sur le fibr6 holomorphe 2(~)JD~\(0 ~ associ6e aux 

m6triques (ll Ilrz, II lie'. 
Soit V a(~) la connexion holomorphe hermitienne sur le fibr6 0,(~)1o~\~0~, II I1 '- Le 

r6sultat qui suit ne fait intervenir que la restriction du fibr6 2(~) ~ D ~ \ (0 ) .  En 

particulier, il ne d6pend ni du fait que 2(~) est un fibr6 holomorphe sur D, tout entier, ni 

afortiori  de l'extension particuli~re de 2(~)1o,\~0~ a D~ d6finie par l'image directe 

(det Rzr. ~)- 1. 
Soit c: s E S1=R/Z~c~ E D , \ { 0 )  une courbe lisse dans D~\{0}, sans point double, 

qui entoure une seule fois 0, et ceci positivement. Soit C l'int6rieur de c. 

Soit r~ l'operateur de transport parall~le de ;tr en 2~(~) pour la connexion V a~) le 

long de la courbe s E Sl-->c~. r ~ agit sur ).c0(~) par multiplication par un nombre complexe 

de module I, qu'on note encore r ~ 

Rappelons que n=Card(Z). 

THi~ORi~ME 6.3. Le nombre complexe r ~ est donnO par la formule 

(6.27, r ~  II Ilrz, ch(,, H II,)+--~-rg,) }. 

DOmonstration. Pour montrer le th6or~me, on va utiliser deux arguments essen- 

tiels : 

- Le th6or~me d'indice pour des vari6t6s ~t bord d'Atiyah-Patodi-Singer [APS1, 

Th6or~me 4.2]; 

- Le th6or~me d'holonomie de Bismut-Freed ]BF, th6or~me 3.16]. 

Toutefois, le r6sultat de [BF] n'est applicable que si la m6trique sur les fibres Z e s t  

restriction d'une m6trique kfihl6rienne sur X. Comme en g6n6ral II Itrx n'est pas 

k/ihl6rienne, un argument suppl6mentaire de d6formation est n6cessaire. 

Par [BGS1, th6or~me 0.1], la courbure de la connexion holomorphe hermitienne 

sur 2(Olo~\~0~ est donn6 par 

2i~[fTd(TZ, 11 ,lrz, ch(#,ll lie)] ~2). 

I1 suffit donc d'6tablir le th6or6me quand c est une courbe arbitrairement proche de 



MI~TRIQUES DE QUILLEN ET D]~GENt~RESCENCE DES COURBES 41 

0. Or, par la Proposition 3.4, c o m m e  pNc et D, sont k/ihl6riennes, pour 0 < e ' < e  s ie '  est 

assez petit, zl-~(D,,) est k/ihl6rienne. 

On pourra donc supposer  que la vari6t6 X elle-m6me est k/ihl6rienne. 

Soit done [] I[rKx une m6trique k/ihl6rienne sur TX. Soit I1 [[~z la m6trique induite par 

[[ [[~x sur TZIx_ z. Soit II I]~ la m6trique de QuiUen sur le fibr6 ;t(~)lo,\(0 ) associ6e aux 

m6triques ([1 [[~z, [1 II~). 
Soit M la vari6t6 :~-~(C). M est une vari6t6 ~t bord,  de bord aM=:r-~(c). 

IIf~, En rempla~ant dans la formule (6.5) la m6trique [1 I[rx par la m6trique 11 pour 

a>0 ,  on obtient une m6trique k/ihl6rienne I[ [[~x,~ sur TX.  

Sur X - Z ,  soit T Z  • l 'orthogonal de T Z  dans (TX,  1] [[rKx). TZ • est encore l 'orthogo- 

nal de T Z  dans (TX,  ]] ][r~x,~). 

On pose 

Alors, sur a M  

(6.28) 

TRaM = T a M  f) TI~ Z z . 

T a M  = T R Z •  TUSM. 

Soit 11 llrc une m6trique sur Tc. On peut alors identifier c h Si. Comme 

TUSM~-vr*Tc, on peut  relever la m6trique II IITc a T"aM. Soit II Ilrou la m6trique sur T a M  

qui a l e s  deux propri6t6s suivantes : 

- La  somme directe (6.28) est orthogonale. 

- La m6trique II II~oM coincide avec II I1~ sur TZ et avec ~*11 IITc sur r%M. 
Soit ~ un voisinage de c dans C dont la distance h 0 est strictement positive, tel 

que ~ = c •  (7>0). Soit u la coordonn6e variant dans [0,7[. Si 7 est assez petit, 

: r - 1 (~ )=0Mx [0, 7[. 

Soit II I1~,~, une m6trique sur T R M  ayant les propri6t6s suivantes : 
- Sur :r-l(~ on a 

II II~.M = II II~+ldul=; 

Au voisinage de Y., II 2 - ItrRu coincide avec la mOtrique II Itgx, i.e. est donnOe par 

(6.1). 

Soit enfin [[ [[~o, une m6trique sur T e D  ` qui a l e s  deux propri6t6s suivantes : 

- Sur ~V=cx[0,7[, on a 

(6.29) II II&~, = II II~+ldul~; 
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- Au voisinage de 0, on a 

(6.30) I[ I1~o, = II I1~/~ �9 

Pour a>0,  soit I] ]IT,~,~ la m6trique sur TRM telle que si YE TRM 

(6.31) [1 2 _ rRn~' Y I I ~ . M , ~  --  [IYII2.M + ~-liar. El ,2 

Notons que la m6trique [] [[r~M,~ est encore produit au voisinage de OM. 
Soit [[ [[ra~,~ la restriction de la m6trique II II~M,o a TOM. De (6.28)-(6.31), on tire 

que si YE TOM 

(6.32) II Yn2aM, = = II YII~M + - ~  I1~, YII~. 

Pour simplifier, on va supposer que la vari6t6 X est spin, ou de mani6re 6quiva- 

lente que le fibr6 det TX poss~de une racine carr6e, not6e (det TX) ~/2. 
Soit Fa=F+,,~| le fibr6 hermitien des spineurs au-dessus de (TRM, II II~.M,o) 

associ6 ~t la structure spin d6finie par (det TX) ~/2. 
On munit le fibr6 (det TX) 1/2 de la m6trique hermitienne induite par la m6trique 

II F[~x,o. Le fibr6 holomorphe hermitien ~'=(det TX)I/2| est naturellement muni de la 

connexion holomorphe hermitienne V~'. 

Soit alors Da l'op6rateur de Dirac d'Atiyah-Patodi-Singer lAPS 1] agissant sur les 

sections C ~~ de Fa|  sur la vari6t6 M associ6 ~t la m6trique II II~.M ~ et ~ la connexion 

v~. Soit D~, + la restriction de D~ aux sections de F~,+@~'. 

F~, +]aM est le fibr6 des spineurs sur la vari6t6 (aM, II II~a,.,, ~). Soit D~ M l'op6rateur 

de Dirac agissant sur les sections C = de (F~, +| associ6 h la m6trique II IlraM, a et ~t 

la connexion V~'. 

Par [APS1, p. 55], l'opErateur D~,+ est un op6rateur de Fredholm. Soit IndD~.+ 

son indice. 
rRM 

Soit R~ la courbure de la connexion de Levi-Civita V~ sur (T s M, [I I[r~M, ~) et soit 

L~' la courbure de la connexion V~'. Soit enfin 0~(0) l'invariant 6ta r6duit de l'op6rateur 

de Dirac D~ ~ [APS1]. 

Par la formule d'Atiyah-Patodi-Singer [APS 1, th6or~me 4.2], on sait que si fi~ est le 

genre de Hirzebruch 

(6.33) ,  2.i exPt 
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De (6.33), on tire en particulier que 

] (6.34) 05(0) = ( A(  --a ~ T r [  / / -L~"~ A< LexPt2--  / modZ. 

On fait maintenant tendre ave r s  0 dans (6.34). 

(1) Le membre de droite de (6.34). 
Soit V r"M la connexion de Levi-Civita sur (TRM, II lir,~t), et soit V r"z la projection 

orthogonale de V rRM sur TRZIx_ ~. 
I1 r6sulte de [BF, 6quation (3.196)] que si R 'zest la courbure de V rRz, alors quand 

aS0 

A a ~ A uniform6ment sur les compacts de X - Z .  (6.35) 

De (6.11), on tire en particulier que comme la m6trique II Ilzo< est plate, alors quand 

aS0 

Tr[  {-L~"~ [ 1 f RrZ ] \  e x p i ~ )  ] ch(~, (6.36) --, expt Xr L-5- J) II II,) 

uniform6ment sur les compacts de X - Z .  

La m6trique 11 Ilrx est k~ihl6rienne au voisinage de Z, et done la m6trique 11 ]lrx,~ est 
6galement k~ihl6rienne au voisinage de Y. Or par hypoth6se, on sait que, au voisinage 

de Z, II lIT.M, o=11 II,x,o. Done 

(6.37) ~ Tr exp : V d ~ ) c h ( e ,  II lib) au voisinage de Y. 

Du Th6or6me 6.2, de (6.35) et de (6.37), on d6duit que 

R M -L~' 

(6.38) - I ill(R'z) 
-.]M \ 2zr / e x p ( ~ l  Tr [ - - ~ ] )  ch(~' [[ N~)+ 6 rg ~" 

Soit B une r6union de boules ouvertes de centres Pi . . . . .  Pn telles que, ~t l'int6rieur 

de B, II I1~.~,=11 II~x est donn6e par (6.1). Comme la m6trique (6.1) est kahl6rienne, on a 

(6.39) Js \ 2 • / e x p  Tr ch(~,ll lie) = Td eh(~,ll tie). 
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Soit E une forme de Chern-Simons de degr6 3 telle que 

(6.40) A (  Rrz ]- f i , (R 'Z~ = dE sur M\ /~ .  
\ 2Jr / \2~r /  

On peut supposer que E est nulle sur 0B. On en d6duit que 

a(R' )exp( Tr[ I1r 
a \ 2 x /  \ Z l ~  [_ Z J ~  

(6.41) =f.. 
De (6.38), (6.41), on tire que 

R M 
l i m f  A(--~ ~ Tr [ e x p ( ~ ) ]  
~ o  3~ t \2at~  

(6.42) fM (--2~'~) n foME = Td ch(~, II II,)+--~-rg ~ - rg~  �9 

(2) Le membre de gauche de (6.34). 
On va appliquer le th6or6me d'holonomie de [BF, th6or6me 3.16] aux invariants 

6ta r6duits 0a(0). Sur X - Z ,  on a 

det TX = TZ | :r*(TD,). 

Notons que TD, est un fibr6 trivial. Soit (TD~) 1/2 une racine carr6e de TD~. On 

d6finit le fibr6 (TZ) m sur X - Z  par la relation 

(6.43) (det TX) v2 = (TZ) vz | ~r*(TDE) 1/2. 

De (6.43), on tire que le fibr6 TZ est spin. 
Soit V (fetTx)v2 la connexion holomorphe hermitienne sur (detTX) v2 muni de la 

m6trique induite par II II x,o. De (6.9), (6.10), il r6sulte, que quand a ~ 0 ,  la connexion 
(det TX) 1/2 V a converge vers la connexion V (dCt rx)l': associ6e a la m6trique (11 II z| II of/2 

sur le fibr6 (det TX) vz. Notons que le fibr6 (TD~, II liT,,) 6tant trivial, on peut identifier 

V Cdetrx)la h la connexion holomorphe hermitienne V ~rz)''~ sur le fibr6 (TZ)~/21x_ z muni de 

la m6trique induite par II 1177. 
On voit donc que quand a---~0 

(6.44) V~' ---> V ~' = v~rZ)~a | 1 + 1 | ~. 
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Soit 0~(0) l 'invariant 6ta r6duit de l 'op6rateur de Dirac D~ff sur OM associ6 h |a 

m6trique II IIr~M,~ et ~t la connexion V ~'. 

De la formule locale de variation de l 'invariant 6ta d 'Atiyah-Patodi-Singer  [APS2, 

section 4], [BF, th6or6me 2.10], on tire facilement que quand a--,0 

(6.45) 0a(0)-0'~(0)---~0 dans RIZ. 

Soit .z .z .z F =F+@F_ le fibr6 des spineurs de TRZ pour la m6trique II I/rrz associ6 ~, la 

structure spin d6finie par (detTZ) v2. Pour w E D , \ { 0 } ,  soit Dw l 'op6rateur de Dirac 

agissant sur les sections C = de FZ| ' sur la fibre Z w associ6/t  la m6trique II II~z et h la 

connexion X7 ~'. Soit Dw, + la restriction de D~ aux sections C ~ de FZ|  ' . 

Soit ;t(~) le fibr6 d6terminant construit dans [BF, section 1] associ6 ~t la famiUe 

D~, +. ;t(~) est un fibr6 C = sur D , \ { 0 } .  

Des r6sultats de [BF], on tire que la m6trique sur FZ| ' et la d6composition 

TRM=TRZ| ~ d6terminent une m6trique C = et une connexion unitaire V sur ~((~). 

Soit ~ E  S~ l 'holonomie de la connexion X) sur la courbe c. 

Notons que comme bord de C, c identifi6/~ S~ a une structure spin non triviale. I1 

r6sulte de [BF, th6or6me 3.16] et du fait que la structure spin de c est ici non triviale 

(alors qu'elle est triviale darts [BF]) que quand a---~0 

(6.46) 
0'a(0)---~t) dans R/Z 

= exp(-2i~0).  

Or comme la m6trique I[ [l~x est k~ihl6rienne, il resulte de [BGS3, th6or~me 1.15] 

que 

- On peut identifier les fibr6s )~(~) et 2(~) en tant que fibr6s C = sur D~\{0} .  

- La connexion ~7 est exactement la connexion holomorphe hermitienne sur 

II I1 ) oo I1 IIG est la m6trique de Quillen associ6 aux m6triques 

(11 I1 , (11 II z/ll II I1 ). 

(3) Fin de la d~monstration. 

De (6,34), (6.42), (6.45), (6.46), il r6sulte que 

(6.47) ~ = e x p  -2tzr Td, II I1 )+  -rg M E . 

Or la connexion V rRz est la projection orthogonale sur TnZ de la connexion de 
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Levi-Civita V TRM. Sur aM, on sait que les restrictions de II I]rRM et II II~x ~ z , z  coinci- 

dent, et que de plus la decomposition TaM=TnaM@TRZ est orthogonale pour les 

mEtriques induites par II II~.~, et II II~x. n rEsulte de [BGS2, thEor6me 1.2] que sur aM, 

la connexion v~RZcoincide avec la connexion V rz'K, qui est la projection orthogonale 

sur TZ de la connexion V ~x' K. 

Soit R 7z'K la courbure de la connexion V rz'K. Soit E' une forme de Chern-Simons 

sur X - Z  telle que 

^ R TZ  ^ RrZ, K 

I1 rEsulte des considerations qui precedent que 

Soit H la classe de Bott-Chern de degr6 2 [BGS1, section 1 (f)] telle que 

(6.49) \ 2z / -  \ ~ - - ~  / 2i---~" 

Alors, il rEsulte du formalisme des classes de Bott-Chern [BGS1] que 

(1/2i:r) (a-0)H/2 est une forme de Chern-Simons E' et que donc 

_ g  TZ 

(6.50) ~ =  exp{-2 iz ( fMTd(~ ) ch(~, ]l I[~)+ 6 r g  ~ ) +  rg~ foMaH}. 

Or la formule d'anomalie du thEor5me 5.1 nous indique comment change la 

mEtrique de Quillen, quand on change les mEtriques sur TZ ou ~. Plus prEcisEment, on 

6crit la formule d'anomalie h l'aide de classes de Bott-Chern et on vErifie immediate- 
ment que 

(6.51) rlO---- ~ exp {-rg~LMaH ) . 

(6.26) rEsulte de (6.50), (6.51). [] 

6(c) Application au calcul de la courbure du fibr6 (A(~), [I [IQ) 

Soient [[ ILx, o, II lib des mEtriques hermitiennes lisses sur les fibres OXIDe , ~. Soit II IIQ la 

mEtrique de Quillen sur le fibre 2(~)[D~\{0 ) associEe aux mEtriques ]] I[~x/o, [I I]~" 
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Soit o une section holomorphe non nulle de 2(~) sur D~. 

A la proposition 10.1 et au th6oreme 10.5, on montrera par des arguments locaux 

sur S qu'il existe une fonction continue k(w) sur D, et une constante l(~) E R telle que 

sur D , \ { 0 } ,  on ait 

(6.52) 
log I[oll~ = k(w)+z(~)log(Iwl z) 

ci(Z(e), II liQ)=-[fTd(TZ, ll ll~z)ch(~,ll lie)](2)-/(~)6(0} �9 

De plus, on montrera aussi ~t la proposition 10.6 que la constante l(~) ne d6pend pas 

des m6triques [I II,ox~o, II II~. 

La constante l(~) sera compl~tement d6termin6e par la d6monstration du th6or~me 

2.1, qui utilisera des arguments globaux. 

Nous allons ici obtenir une information partielle sur l(~), par des arguments locaux 

sur S. 

THI~ORI~ME 6.4. Pour tout fibr~ holomorphe ~ sur X 

(6.53) l (~)-  n rg~  modZ.  
12 

DOmonstration. Soit II lie une m6trique hermitienne sur ~, telle que la courbure L ~ 

de la connexion holomorphe hermitienne correspondante s 'annule au voisinage de Z. 

Soit I[ JinxeD, une m6trique hermitienne sur co telle que, pour i=1 . . . . .  n dans les 

coordonn6es (z0, zl) sur le voisinage Ui de Pi qu'on a consid6r6 ~ la section 6 (a), on ait 

dz~ i,x~o~ dz12o,x~o~ - -  ~-" - -  ~ 2 o  

I Z01 II zl 

Sur X - Z ,  on a l 'identification canonique TZ~-wxlo/ Donc sur X - z ,  II [1~;,,o peut 6tre 

consid6r6e comme une m6trique hermitienne sur TZ. 
Soient II IITX, II IITzles m6triques hermitiennes sur les fibr6s TX, TZIx_ z consid6r6es ~t 

la section 6 (a). Soient R '~ R Tz les courbures des connexions holomorphes hermitien- 

nes sur les fibr6s (WX/1D, II I1~;,~) et (TZIx_ z, II II~z)- 

Soient enfin [1 IIa et II II~ les m6triques de Quillen sur le fibr6 2(~)1o,\~0} associ6es 

aux m6triques ([I Ilo~,b, II lie) et (11 Ilrz, II II~)- 

De la formule d 'anomalie conforme du th6or~me 5.1, on tire facilement que sur 
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D~\{O}, on a 

,2 ' 

\II II&/I'11 I%\ =2-~ 6 2 
(6.54) log/-~-77-, 1 rg~ R xl~ i / l l l l~zN fTr[Lq, /1111~\]~~ og ~ + tog 

Puisque Tr [L t] s 'annule au voisinage de Z, 

(o) 

est une fonction C = sur DE. 

On peut supposer que pour tout i= 1 . . . . .  n, il existe a > 0  tel que 

Ui=((Zo, Zl); Iz01<a; Izil<a), 

et que de plus les Ui sont disjoints. 

Pour w ED~\{0} ,  on param6tre Zw n Ui par la coordonn6e z0. On v6rifie facilement 

que sur Zw fl Ui 

II II~z _ 2 ( 1 +  ]w_~]~ ~ iz012. (6.55) 
II I1[;o,~ Izol / 

De plus par la proposition 6.1, sur Ui, on a 

(6.56) Rr z _ 41w121Zo12d% dzo 
([zol%lwlZ) = 

On a 

(6.57) 

(o 1 ,..+,-- (  )og T 
27:r ~nv, 2 II II~,~ 

4..]_ W 2 2 lOg 2 [Zo12+ ds o glwl~a<zol<a(Izol I I ) Izol ~ / 

= 4 - - l o g  Iwl dr+4 r3 l~ l/r2)) dr. 
J ~1~/% (1+r4)2 .J I~f% (1+r4)2 

O r  

(6.58) I a/Iwlv2 fo +~ lim 4 r 3 d r  _ du 
Iwl--,o Jl~l~/2/a ( l+r4)  2 ( l + u )  2 

m m  l .  
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De (6.54)-(6.58), on tire que 

(6.59) 

que 

(6.60) 

lim l~ ll~2/ll ll~) _ nrg~ 
Iwl--,o log(lwl 2) 12 

Soit o une section holomorphe non nulle de ~(~) sur D,. De (6.52), (6.59), on tire 

lim l~176 = l(~)+ nrg 
Iwl~0 log(Iwt z) 12 

Or, par [BGS1, th6or6me 0.1], on sait que sur D , \ { 0 }  

(6.61) 1 
2izr gOl~ = [,J~ \ 2i3r ] Trexp ~ 2 - ~  ) J  " 

Par (6.3), on sait que RrZ^Rrz=o au voisinage de Z. Comme L~=0 au voisinage de 

Z, on en d6duit que la forme 

exp(  - L ' ~  1'] (4) (6.62) ( T d ( - 2 ~ )  Tr [ \ 2 i z ~ / J /  

est nulle au voisinage de Z. Donc la forme (6.61) est C = sur D,. 

De (6.60)-(6.62), et de l'ellipticit6 de l 'oprrateur 0a sur D~, on tire qu'il existe une 

fonction C = ~p(w) sur D~ telle que 

(6.63) log(lloll~ z) = ~p(w)+ (/(~)+ n rg ~] 12 ] Iog(lwl2)" 

Or, par le th6or6me 6.3, on connait l 'holonomie de n'importe quelle courbe 

entourant 0 pour la connexion holomorphe hermitienne sur (2(~)[o,\(0/, II I1 ). 
De (6.27), (6.63), on tire que 

(6.64) l(~)+ n r g ~ _  nrg~ modZ.  
12 6 

Le th6or6me est d6montr6. 

Remarque 6.5. Notre rrsultat principal 6nonc6 au throrrme 2.1 affirme que 

l(O=nrg~/12. On 16ve donc l'ambiguit6 mod Z dans l'rgalit6 (6.53). 

Les rrsultats de cette section ne seront pas utilisrs dans la suite. 

4-908282 Acta Mathematica 165. Imprim6 le 22 aoQt 1990 
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7. La m6trique L 2 au voisinage du diviseur des courbes singuli~res 

On fait les m6mes hypotheses qu'~ la section 6. 

On munit les fibr6s WX/D~ et ~ de m6triques hermitiennes ]t ]]O~x~D~ et ]] ]]~. 

On fait ici l'hypoth~se suivante : pour tout w ED~, HI(Zw, ~)=0. 

Alors, il r6sulte de la proposition 4.1 que les H~ ~) sont les fibres d'un fibr6 

holomorphe sur D,, qu'on note H~ ~). 

Pour w E D , \ { 0 ) ,  H~ ~) est un sous-espace vectoriel de C=(Zw, ~). H~ ~) 

h6rite donc du produit scalaire hermitien sur C~176 ~) d6fini ~t la section 2 (b). Cette 

m6trique hermitienne est lisse sur H~ ~)[D,\~0)" 

Par la proposition 4.1, on a l'identification de fibr6s holomorphes sur De 

2(~) = (det H~ ~))-1 .  

;~(~)fD,\~0t est ainsi muni d'une m6trique hermitienne qu'on note [t ILL2" 

Soit X(~) la caract6ristique d'Euler de ~[z, i.e. Z(~)=dimH~ ~). 

PROPOSITION 7.1. Soit o une section continue de A(~) partout non nulle. Pour 

0<e'<e,  il existe des constantes C' et C" dans R telles que pour tout wEDs,, on ait 

(7.1) C' ~> log(]loH22)~ > -Z(~) log(log(f~wl)) +C". 

DOmonstration. Le r6sultat ne d6pend 6videmment pas du choix des m6triques 

II II x,o  et ]1 lie- En utilisant les notations de la section 6(a), on peut donc supposer que, 

pour l<~i<.n, sur l'ouvert Ui, on a 

(7.2) - -  m ~ 2 .  

II z0 I Z~ I 

L'6nonc6 de la proposition est vide si H~ ~)= {0}. On suppose donc dans la suite 
que si I=Z(~), alors l>0. 

Soit sl ..... st des sections continues du fibr6 H~ ~) qui forment une base de 

H~ ~) au voisinage de 0. On peut supposer que 

0 " = ( S 1 A  .-- AS/) -1.  

Sur X - Z ,  on a l'identification TZ=wx~o/ Soit do(x) la mesure de volume sur Zw 

induite par la m6trique ]] I[o~/)o * sur TZ. 
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Pour w=l=O (l<~i,j<~l), si ( , ) est le produit scalaire clans H~ ~), on a 

(7.3) (s i, sj)L~ = (_ (s i, sj)~(x) dr(x). 
d Z  

w 

Pour 0<e '<e ,  les fonctions (s;, sj) (x) sont uniform6ment born6s sur :r-l(D,,). De 

(7.2), on tire que si Vw est le volume de la fibre Zw, il existe C>0 tel que si w ED~, \{0},  

o n  a 

De (7.3), on tire qu'en changeant au besoin la constante C, on a 

(7.4) [( si, sj) L~l <~ Clog(-~w~ ) . 

Or I]cr[l~ est l ' inverse du d6terminant de la matrice (s i, sj)l~i,j<<t. De (7.2), (7.4), on 

tire qu'il existe une constante k telle que 

( (7.5) Irall   1> k Clog . 

Soit U un voisinage ouvert de Y dans X. Soit 2 E C I. On pose 

l 

S = E j i Si" 
1 

Pour w C D ~ \ ( 0 } ,  on a 

Ilsll   

Quand wED~\{0}---~0, on a 

fz Ilsll  dv(x)--, Ilsll  dv(x), (7.6) 
w - U  

et la convergence dans (7.6) est uniforme quand ). varie dans la boule unit6 de C l. 

Si 2=~0, Slz ~ est une section holomorphe non identiquement nulle de ~ sur Z0. Ses 

z6ros 6tant isol6s, on en d6duit que 

(7.7) JZofn t: Is12 do(x) =4= O. 
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alors 

(7.8) 

De (7.5)-(7.7), on tire qu'il existe une constante c>0 telle que, si wCD, , \ {O} ,  

De (7.8), on tire que 

(7.9) 

(7.1) r6sulte de (7.5) et (7.9). 

' 1 2  ~'~ 2 >I ~1,~1 ~. 
1 Lw 

Ilall~ ~ c-'. 
[] 

Remarque 7.2. La proposition 7.1 affirme que la m6trique L 2 sur 2(~) est 

singularit6s logarithmiques le long du diviseur A, lorsque R~zr, ~=0. La preuve est une 

variante d'un calcul de Faltings ([F, p. 355-356)] qui montre que la m6trique utilis6e 

pour d6finir la hauteur modulaire est ~t singularit6s logarithmiques. 

8. Minoration de la plus petite valeur propre du Laplacien et fibres positifs 

Pour 0 < e < l ,  on pose D~={wE C; [w[<E}. 

Soit z:X---~D, une f.s.o, de fibre Zw=z-l{w} dont Z0=z-l{0} est la seule fibre 

singuli6re. Soit de plus ~ un fibr6 holomorphe sur X. On suppose enfin que ~ et Wx/o, 

sont munis de m6triques hermitiennes C | II lie et II II~x,o �9 Soit II II~z fa m6trique induite 

sur TZIx_ z par II ll~;lo �9 
On utilise maintenant toutes les notations de la section 4, avec S=D,. 

DOfinition 8.1. Nous disons que le fibr6 hermitien (~, II lie) v6rifie l 'hypoth6se (A) 

sur D, si 

(a) VwED~, H'(Zw, ~)={0). 

(b) Il existe une constante C>O telle que pour tout wED, \{O} ,  la plus petite 

- -* C| ~| est telle que valeur propre/aw de l'op6rateur 0~,w 0~,~ sur 

1 -2 

PROPOSITION 8.1. Soit (~1, II lie,) et (~2, II IIQ deuxfibrOs holomorphes hermitiens 

sur X et v u n  morphisme surjectif de fibres holomorphes ~1---~2. Alors si (~1, II lie,) 
v~rifie l'hypothOse (A) surDs, pour tout e' tel que 0<e '<e,  (~2, II IIQ vOri~e l'hypoth~se 
(A) sur D~,. 



MI~TRIQUES DE QUILLEN ET DI~GI~NI~RESCENCE DES COURBES 53 

Si le fibrd (~, II lie) vdrifie l'hypothOse (A) sur D~ quand rex/o, est muni de la 
mdtrique II IIo~x/o , si I1 N'~, tl II'x,o, sont des mOtriques hermitiennes sur ~, rex/n/pour tout e' 
tel que 0<e '<e ,  le fibr~ (~, II I1~) vOrifie encore l'hypothOse (A) sur D~, quand rex/n, est 
muni de la mdtrique II II'~,o �9 

D~monstration. On a la suite exacte 

nl(Zw, ~1)---~ HI(Z~, ~2)'-"~ O. 

Puisque Hl(Z~o, ~0=0,  alors Hl(Zw, ~2)=0. 

Soit v* l 'adjoint de v. Pour w E D s \ ( 0 } ,  on d6signe par 01w, 0* et 02,w, 0* les , 1,w 2,w 
opdrateurs 0e, w et 0 ~  de la section 2(b) associ6s respectivement a (~l, II lie,) et 

(~2, II lie2). On omettra souvent l 'indice w dans ce qui suit. 

Soit w E D , \ { 0 } .  Soit OEC=(Z~, ~2| On pose 

(8.2) 0 '  = V 0 ~ ( 0 1 0 ~ ) - l v * ( u u $ ) - I o  ~ C~(Zw , ~2 ). 

Comme v est holomorphe, on a 

(8.3) 0 2 U =  001 . 

De (8.2), (8.3), on tire que 

(8.4) g2 0' = 0. 

La  d6composition de Hodge de 0' s'6crit 

(8.5) 0 '=g~ 'a+3;  a~C~(zw,~2| 3~C~(zw,~2); 023=0.  

De (8.5), on tire que 02 0 ' = 0  2 0~a, et donc par (8.4), on voit que 

(8.6) 02 O~a = 0. 

De (8.6), on tire que l 'op6rateur 0 2 0~ est inversible - ce qui 6tait d6j/t connu puisque 

HI(Zw, ~z)=0 - et que 

(8.7) a = (0 z ~ ) -10 .  

De (8.5), on tire que 

(8.8) 110~all 2 ~ 1t0'112. 
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Par (8.7), (8.8), on volt que 

(8.9) ( (0~0s ) ~ II0'112. 

Pour O<e '<e ,  on pose 

(8.1o) m =  sup Iv*vl(x) et M =  sup I(vv*)~(x)l. 
x E~-I(D~,) x E zr-l(De,) 

De (8.1), (8.2), il r6sulte que 

(8.11) 
I[0'[I 2 ~ m ( (~i ~'~)-lv*(vv*) -10, v*(vv*)-~O ) 

De (8.9), (8. I 1), on tire que 

I 2 2 

Donc le fibr6 (~2, II II~) v6rifie bien l 'hypoth~se (A) sur D,,. 

En particulier si (~, [I I1~) v6rifie l 'hypoth~se (A), et si I[ II~ est une autre m6trique 

hermitienne sur ~, alors (~, ]1 II~) v6rifie encore l 'hypoth~se (A). 

Supposons maintenant que (~, II lie) v6rifie l 'hypoth~se (A) quand tox/D, est muni de 

la m~trique II IIo~x,~ �9 Soit [[ II~ox~o, une autre m6trique hermitienne sur ~Ox/D. Pour 0< e ' < e ,  

il existe c', C' tel que 0 < c ' < C '  pour lesquels 

t . ~  C r t 

De (8.13), on tire que si II [Irz et II II~z sont les m6triques induites par 11 [[~x~o, 
II II'~,o~ sur ZZlx_~, alors 

(8.14) C'-1II II~z~ll II~z~C'-~ll II~z sur ~r-l(D,,)-E. 

et 

Soit ( , ) et ( , ) '  les produits scalaires sur C=(Z~, ~) ou sur C=(Zw, r174 relatifs 

aux m6triques (11 Ilrz, [I I1~) et (11 II~z, It tit), Notons que si w E D c \ { 0 } ,  0 E C=(Z, ~@thz) 

(8.t5) (0 ,0) '=  (0,0). 

Soient "* -'* a~, w, a~, w les adjoints de O~,w relativement aux produits scalaires ( , ) et 

( , }', et soit V ~' la partie holomorphe de V $. Si OEC=(Z, ~| on a 
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fz 8*w0 ( -  -* o) -* -* = ,, )Ll lo (O$,wO~,~)O, ( O) - i  = a~,wO, O~, w 
w 

(8.16) ~ - i C ' 2 (  (v~'t~ 5,* - " '  ' ~ , w 0 ) l l  Jl~ 
J Z  w 

- - t ~  r =c'2(a wa ,wO, O) . 

De (8.16), on tire la fin de la proposition. [] 

Compte tenu de la proposition 8.1, on dira d6sormais qu'un fibr6 ~ v6rifie l 'hypo- 

th6se (A), sans pr6ciser un choix de m6triques sur a)x/D~ ou sur ~. 

Rappelons qu 'un fibr6 en droite holomorphe Lf sur X est dit positif s'il existe une 

m6trique [[ ][.v sur Lf telle que s i r  est la courbure de la connexion holomorphe 

hermitienne sur (~,[[ ][D, la forme cl(~,][ [[z) est strictement positive, i.e. si 

UE T("~ U=~O, alors -icl(o~, II II )(u, 0)>0.  

PROPOSITION 8.2.  Soit ~ un fibr~ vectoriel holomorphe sur X et soit ~ un fibrO 
positif sur X. Alors pour tout e' tel que 0 < e ' < e ,  il existe un entier p E N tel que si q est 

un entier >~p, le fibr~ ~ ( ~ q  v~rifie l'hypoth~se (A) sur De. 

DOmonstration. Montrons tout d 'abord que, pour q assez grand, H~(Zo, ~ |  

Par dualit6 de Serre, on sait que [H1(Z0, ~@=a~q)]:c~---n~ , O)x/s@~*@=,~-q ). 
Soit v:20---~Z0 la normalisation de Z0. Au moyen de l ' image inverse par v, 

H~ wx / s |174  -q) s'injecte dans H~174174 qui est nul pour q 

assez grand par le th6or~me d 'annulat ion de Kodaira appliqu6 ~ la courbe lisse Z,0. 

Par la proposition 8.1, on peut fixer arbitrairement des m6triques lisses sur mxJD, et 

Soit donc 11 une m6trique lisse sur WX/D, telle que pour tout i (l~<i~<n), sur un 

voisinage U~ de P~, dans les coordonn6es (z0, zt) d6crites ~ la Section 6 (a), on ait 

dz~ 2x, o ' dz~ 2x, o ~ (8.17) . . . .  2. 
I Z0t II z~ 

Soit II I1~ une m6trique C | sur ~, telle que la courbure de la connexion holomorphe 

hermitienne associ6e s'annulle sur les U;. 

Soit II une m6trique hermitienne sur 5r telle que c1(5r II I1 ) est une forme 

strictement positive. On va modifier la m6trique II II~ sur les ouverts U~ de maniSre h 

obtenir l 'estimation souhait6e sur la premi6re valeur propre de 08". 
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Pour w E D s , \ { 0 } ,  on pose 

(8.18) u = log(z0) - 2 log(w). 

On parametre alors Zw n U~ ~t l 'aide de la coordonnee u. Par hypothese, on a 

( 8 . 1 9 )  llautl z. = 2 .  

On pose 

(8.20) k~(u) = e x p (  IRe ul2 

(log( lllwl) )Z ) " 

Notons que 

1 du da 
(8.21) ~, a ,  log(k~(u)) = 

2 (log(l/lw])) 2" 

De plus, 

(8.22) kw(l~ = kw(-l~ ) = e x p ( -  + ) .  

(8.22) est exactement la valeur prise par la fonction kw sur le bord du cylindre 

zwn Ui. 
Dans la suite, on considere la fonction kw comme une fonction definie sur 

uT(z~ n u,). 
Pour tout w ED~, \{0},  on peut prolonger la fonction k~ en une fonction definie sur 

toute la fibre Z~, qui a les proprietes suivantes: 

- I1 existe une constante c ( 0 < c < l )  telle que pour tout w E D , , \ { 0 } ,  xEZw 

(8.23) c ~ kw(x) ~ 1. 

- Les derivees de la fonction k w sur Zw-tJi"__ ~ U i sont uniformement bornees. 

, kw II Ib@ll I1~ q. Pour w e D , \ { 0 }  on munit le fibre ~| de la metrique 1/2 

Soit j le plongement Zw--*X. Soient L ~, r les courbures des connexions holo- 

morphes hermitiennes sur les fibres (~, II 10 et (~g, tt t[~e)- Soient l~e q et l~| ~ les 

applications identite sur les fibres 5r q et ~ |  La  courbure N q de la connexion 

holomorphe hermitienne sur le fibre holomorphe hermitien sur Z~ 

k~ 11 II~| II~ q) 
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est donn6e par 

(8.24) Nq = Ow aw l~ I~|174174 

Soit ( , )  le produit scalaire sur T*~~174174 q associ6 aux m6triques 
u2 RrZ l[ Ilrz et k w II llr174 II~'~ q" Soit la courbure de la connexion holomorphe hermitienne 

sur le fibr6 (TZ, II IITz). 
Rernarquons que sur X - Z ,  la m6trique 1[ Ilrz est une m6trique lisse ordinaire. 

Comme ~zwaZ~log k west uniform6ment born6e, on en d6duit facilement qu'il existe une 

constante C > 0  teUe que, pour q assez grand, pour tout wED~\(O), si 

xEZw\t37 U v ~oE (T*~~174174 si UE(TZ, II II z)x est de norme 1, alors 

(8.25) ((Nq+RrZls| (U, (])o),o) )x>~ C( w,w )x" 

Les m6triques ][ I{o,x;o, et ]] I1~ sont plates sur les ouverts Ui, i.e. RrZ=0, Lt=0 sur Ui. 
Soit xEZ~NUs. Alors, pour tout qEN, si wC.(T*(~174174 x, si UE 

(TZ, 11 IlrZ)x est de norme 1, comme r(U, O)>0,  on tire de (8.21) que 

(8.26) ((Nq+R~ZI~| log (w, o9)~. 

Soit A n le laplacien horizontal agissant sur C| ~|174 associ6 aux m6- 

triques consid6r6es sur TZ et sur ~ |  De [B, Proposition 1.2], on tire que si XE TZ 
et de norme 1 pour la m6trique II [Irz, on a 

- -* = - -  A H + ( N q + R r z I ~ |  ( X ,  f ( ) .  (8.27) 2a~,~ ~,~ 

Puisque l 'op6rateur - A  n e s t  positif, on tire de (8.25)-(8.27) qu'il existe C>0  tel que 

pour q assez grand, si w E D s \ ( 0 ) ,  si w E C=(Z~, ~|174 alors 

(0~,w0~,~o),w) ~ C  log T ~  " 

Rappelons qu'il existe c tel que  0<c~kw~<l. I1 r6sulte de la Proposition 8.1 (ou 

plut6t de sa d6monstration) que si on munit WxjD, ~| des m6triques I] ][Ox~o~ et 

II I1 | q, pour  q assez grand, si les op6rateurs ~',~ et les produits scalaires ( , ) sont 

calcul6s relativement ~ ces nouvelles m6triques, l'in6galit6 (8.28) reste vraie (avec une 

constante C>0  diff6rente). 

Compte tenu de ce qui pr6c~de, il est maintenant clair que pour q assez grand, si 

w ED~,, H~(Zw, ~ |  

La proposition est d6montr6e. [] 
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Remarque 8.3. Par comparaison avec le calcul de la plus petite valeur propre non 

nulle du Laplacien de Laplace-Beltrami sur un tore, on voit que l 'estimation 

I~w>-C(log(1/lw])) 2 est optimale. Sans introduire la fonction kw, et en utilisant simple- 

ment la positivit6 stricte de r, on aurait obtenu l'in6galit6/~w>~Clw[. Cette derni~re 

in6galit6 est en fair suffisante pour poursuivre la d6monstration du th6or6me 2.1. 

PROPOSITION 8.4. Soit ~ un fibrO holomorphe sur X. Pour e' tel que 0 < e ' < e  

suff isamment petit, il existe des fibrOs holomorphes ~' et ~" sur X~,=zr-l(D~,) et des 

morphismes de fibrOs holomorphes u: ~-->~' et u': ~ ' --~" tels que 

(a) la suite 

o-~ ~ - ,  ~' ~ ~"- ,  o 
p o t 

est une suite exacte de fibrOs holomorphes sur Xe,. 

(b) Les f ibres ~' et ~" vOrifient l'hypothOse (A). 

D~monstration. Pour e'>O assez petit, il existe un entier N e t  un plongement 

i: X~'--~ D~• 

tel que le diagramme 

X~, i ,D xpNc  

De 

commute. Soit ~(1) le fibr6 canonique sur PUC. On d6signe par 5~ le fibr6 sur X,, 

~ =  (pr2 o i)'6(1). 

6(1) est un fibr6 positif sur pNc. De plus, le fibr6 en droite trivial sur De poss6de une 

m6trique de c1>0, par exemple 111[12=1/(1+1zl2). Donc prOWl) est un fibr6 positif sur 

D~• et ~ e s t  aussi un fibr6 positif. De la proposition 8.2, on tire que pour q assez 

grand, le fibr6 ~ |  v6rifie l 'hypoth~se (A) sur D~,n. 

Par ailleurs, le fibr6 en droite =~q est engendr6 en tout point par ses sections 

globales Sl, ..., sp dans Ho(X, ~q).  Posons 

U: ~- ' -~  ~ | 1 7 4  p 

f ---> ( f |  . . . . .  f |  
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vest  un morphisme injectif de fibr6s vectoriels. Si ~' est le fibr6 conoyau de v, on a 

la suite exacte 

0----> ~-'-> ( ~ ) ~ q ) ( ~ C  p---~ ~ '  ---~ 0.  

Par la proposition 8.1, on tire que ~' v6rifie l 'hypoth6se (A) sur D,,/3. La proposi- 

tion est d6montr6e. [] 

9. Equation de la chaleur, torsion analytique et d6g6n6rescence des courbes 

Dans cette section, on 6tablit des in6galit6s fondamentales sur la torsion analytique de 

surfaces de Riemann qui d6g6n6rent, quand le fibr6 ~ v6rifie l 'hypoth6se (A) de la 

section 8. 

En (a), on 6tablit des r6sultats de convergence pour le noyau de la chaleur 

exp ( - t~ ,  w J~, w) sur des courbes qui d6g6n~rent. 

En (b), on applique ces r6sultats h l'estimation de la torsion analytique. 

9 (a) In6galit6s sur la trace du noyau de la chaleur 

Dans cette section, on fixe uric f.s.o. :r:X--~D~ de fibre Zw=:r-l{w}, dont 

Z0=:r-l{0} est la seule fibre singuli6re. L'ensemble Z e s t  l'ensemble fini P1, ...,Pn de 

points doubles de Zo. On choisit des voisinages ouverts Ui (i= 1 .. . . .  n) des Pi qui sont 

disjoints, sur lesquels sont d6finies des coordonn6es locales (z0, z0 telles que 

Zo(Pi)  = Zl(P i) = 0 

Y~(Z O, Z 1 ) = Z 0 Z 1 �9 

Sur Ui, on dispose d'une section a partout non nulle de e)x,~E d6finie par 

dzo si z0~0 
z0 

(9.1) a =  ---dzl si z l * 0 .  

Zl 

On munit tOx/o, d'une m6trique hermitienne C ~ 11 II,ox/o, telle que sur Ui, on ait 

(9.2) 2 Ilarl~x,D~ = 2. 

La m6trique II IIo~D~ induit une m6trique II Ilrz sur TZIx_~=w}~DJx_~. 



60 J.-M. BISMUT ET J.-B. BOST 

Pour w E D ~ \ ( 0 } ,  posons 

(9.3) 

1 

= log z 0 - 2 log [w[ U 

u=a+ib;  a, bER;  0~<b~<2Jr. 

u est une coordonn6e locale sur Us. De (9.2), on tire que 

(9.4) ildull~ = 2. 

Donc Z w n U i est un cylindre de longueur li~log(1/lw l) et de circonf6rence 2zr. 

Soit R rz la courbure de la connexion holomorphe hermitienne sur (TZ, [1 I1~). 
Alors, RZZ=0 sur Ui\{Pi) ,  l<-i<~n. 

Soit II He une m6trique hermitienne sur le fibr6 ~. On suppose que si L e est la 

courbure de la connexion holomorphe hermitienne sur (~, II lie), alors Le--0 sur us 

(1 <~i<~n). 

Pour w E D s \ { 0 ) ,  8~,~, 8 ~  d6signent les op6rateurs consid6r6s ~t la Section 2(b) 

associ6s aux m6triques [I I1~ et I] lie. Soit do(x) l'616ment de volume de la fibre Zw. 

Pour w 6 D , \ { 0 ) ,  t>0,  P~'(x, x') (x, x' E Z w) d6signe le noyau C = associ6 ~t l'op6ra- 

teur exp(-tSe,~ 8~,~). Si h E C=(Z~; 8| ), x E Z w, on a 

exp(-tSr ~ O~ ~) h(x) = (~ P~(x, (9.5) X r ) h(x') dv(x'). 
w 

Soit xEZw et UE TxZ ~ tel que IlUllrz= 1. De [MKS] el de [BGS2, Th6or6me 2.16], 

on tire en particulier que quand t $ 0, on a l e  d6veloppement asymptotique 

0.6) Tr[P~'(x,x")]--- rg~5 1 [__l XrL.+__I rgr co+o(,,x) 
2Jrt 2Jr L2  3 J 

Comme les Zw sont h g6om6trie bom6e, on v6rifie facilement qu'il existe C tel que 

pour tout w E D , \ ( O } , x E Z w ,  0<t~<l 

(9.7) [O(t, x)[ ~< Ct. 

Pour w ED~\{O),  on pose 

(9.8) 
cl (rZ)  = f z  CI(('OxIDE' I[ ]Iwx]DE ) 

w 

q(~) = Sz c1(8, II II~)- 
w 
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cl(TZ) et cl(~) sont des entiers, qui ne d6pendent pas de w CD~\{0}.  

DOfinition 9.1. Co d6signe la constante 

(9.9) Co = __1 c1(~)+_~_1 cI(TZ) rg ~. 
2 J 

Pour w E D ~ \ { 0 ) ,  Vw est le volume de la fibre Zw. 

Soit As1 le laplacien sur Sj=R/2atZ i.e., si 0E [0, 2at[, As=d2/dO 2. 

On rappelle que n=card  5~. 

TrII~ORi~ME 9.2. On a l'identit~ 

(9.10) lira Vw = 2at. 
~-,0 n log(1/Iw[) 

Pour tous fl, T tels que 0<fl<T,  alors pour tout tE [fl, T] 

* [ )] wO~,w)] nrg~  Tr exp (9.1 I) lim Tr ' = As~ . 
w--,o log(l/lw[) 

et la convergence dans (9.11) est uniforme en tE [fl, T]. 

II existe C>0 tel que pour tout w E D , \ { 0 ) ,  pour tout t e l 0 ,  1] 

1 [ [TF [exp(-tO~, w O~w)] rg~Vw+co][<-Ct .  
(9.12) n log(1/Iwl) 2at~ 

Si le fibr~ ~ v~rifie l'hypothdse (A) de la section 8, alors il existe des constantes C', 
C">O telles que pour tout w E D~ \ {0 ) ,  t~  > 1 

D~monstration. (9.10) r6sulte de (9.4). 

Quitte g multiplier les coordonn6es z0, Xl, w par des constantes, on peut supposer 

que, pour i=1, ..., n 

u; = {(z0, zl) e c2; Iz01 < 1, Izd < 1) .  

Naturellement, on remplace e par e"> 1 de telle sorte que w varie dans le disque 

D,,,, et que at soit encore donn6e sur U~ par at(zo, zO=zozv 

Pour w ED~,,\{0}, z0 ED1, on pose encore 

u = log z0 - I log(iwl). 
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Pour i=1 . . . . .  n, on pose 

Ai,  w = Z w N  U i 

n 

B w = Z w - U  U i. 
1 

Dans les coordonn6es (z0, zl), Ai, wes t  d6crit par l '6quation 

/13 
Zl = - -  (Iwl < Iz01 < 1). 

Z0 

u est une coordonn6e holomorphe s u r  Ai, w telle que [Idull~z=2. mi, w est donc un 

cylindre. 

(a) Une borne uniforme sur la trace de Pt(x ,  x). Fixons/3, T tels que 0</3< T< + oo. 

On va montrer que si w E D 1 \ { 0  }, si x E Z  w, s i tE  [/3, T], alors Tr[Pt(x ,x)  ] est unifor- 

m6ment born6. Soit en effet A w le laplacien de Laplace-Beltrami sur la vari6t6 rieman- 

nienne (Zw, ]l II z), et soit p~(x, x') (x, x' 6 Z~) le noyau de la chaleur associ6 ~ l'op6ra- 

teur exp(tA~/2). 

Quand wEDs ,  les vari6t6s Zw ont une g6ometrie born6e, et en particulier leur 

rayon d'injectivit6 est born6 inf6rieurement par une constante strictement positive. 11 

r6sulte alors des estim6es de Cheeger-Gromov-Taylor  [CGT, exemple 2.1] que, pour 

t E [/3, T], la fonction Pt(X, x') (x, x' E Zw) est uniform6ment born6e. 

En utilisant les techniques de [CGT], on peut montrer de la meme mani6re que 

pour tE[/3, T], Tr[Pt(x, x)] reste uniform6ment born6e. On peut en fait d6duire ce 

r6sultat du r6sultat de [CGT] sur pt(x ,  x). En effet [B, Equation 1.34] nous permet de 

calculer P~(x, x) sous la forme 

(9.14) P t  (x, x) = p t (x, x) Ex~ 't [ U, rto] , 

o~: 

t ( O ~ s ~ t )  tel que -E~,  't est l 'op6rateur d'esp6rance pour le pont brownien x, 
t t 

X o = X t = X .  

- Pour O<~s<~t, U s E Endx(T*(~174 est solution d 'une 6quation diff6rentielle 

t ( 0 ~ S ~ t ) o  ordinaire calcul6e de long de x s 

-rt0EEndx(T*(~174 est un op6rateur unitaire de transport parall61e de 

xtt=x enx~=x le long dexts (O<.s<.t). 

Or, si VE TZ, [[VIJ=l, il est clair que les tenseurs Lr f'), Rrz(v ,  f,') sont unifor- 

m6ment born6s. I1 r6sulte alors de l '6quation dans [B, preuve du th6or6me 1.5] donnant 

Us que, pour t<~T, IU, I est uniform6ment born6e. 
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On d6duit donc de (9.14) que pour f l~t~T,  Tr [Pt(x, x)] reste uniform6ment born6. 

Notons incidemment qu 'on pourrait remplacer l 'argument pr6c6dent par le principe de 

domination de Kato des semigroupes associ6s h des op6rateurs auto-adjoints. 

(b) Preuve de (9.11). Posons 

/ / 1 \ \3 /4  
(9.15) dw= ~log~-~) ) . 

Soit A',, ~0 le cylindre des points de Ai, ~ dont la distance au bord cOAi, w de Ai, ~est  
sup6rieure ou 6gale ~t dw. On pose 

n 

B w = Zw-LJA;, w. 
1 

On a 

(9.16) 

Tr [ exp ( -  tJ~, ~ ~ ,  w)] = fz  w Tr [Pt(x, x)] do(x) 

= ~,w J B w  

Comme pour t E [fl, T], Tr [P~'(x, x)] reste uniform6ment born6, on voit que 

(9.17) ~ Tr[P•(x,x)ldv(x) <~C(l+d~). 

Soit A un cylindre de circonf6rence 2er et doublement infini. On consid~re A-' l,//3 

comme un sous-cyclindre de A. 

Rappelons que L~=0 sur Ui. On peut donc 6tendre le fibr6 hermitien trivial (~, II lie) 
en un fibr6 hermitien trivial sur A tout entier, qu 'on note encore (~, II I1 ). si k=dim ~, si 

on munit C k de sa m6trique hermitienne canonique, on peut identifier (~, II Ilg)la ~t C ~. 

Si u est la coordonn6e holomorphe sur le cylindre A qui prolonge de mani~re 

6vidente la coordonn6e u sur A~,w, on a encore liduilZa=2. 
On fait maintenant agir ~r ~,w sur les sections C | de ~ et T*(~174 sur A. 

Notons que, puisque les fibr6s hermitiens T *~~ 1)A et ~la sont triviaux sur A, l 'op6rateur 

20~, ~ ~ ,  ~ coincide avec le laplacien A a (oil A a agit maintenant sur des fonctions C ~ 

valeurs dans Ck). 

Soit P~(x,x ' )(x ,x 'EA) le noyau de la chaleur associ6 ~t l 'op6rateur 
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exp(-t0r sur A. Alors, si qt(O,O') est le noyau de la chaleur sur S1=R/2zrZ 

associ6 ~ l 'op6rateur exp(�89 on a 

(9.18) pat(a+iO;a,+iO, ) = 1 {-la-a'tz) ~ e x p ~  2t ] qt(O' 0') IT,(O,,)A| 

Pour t>0,  soit P~'(x, x') (x,x' fiAi, w) le noyau de la chaleur associ6 ~t l 'op6rateur 

exp(-t0~,w0~.w) sur Ai, w avec des conditions de Dirichlet sur le bord aAi, w. 
Pour 0 < s < t ,  x,x '  fiA[,w, on a 

0 fa P~(x'y)pW-'(Y'x')dv(y) 
(9.19) Os i. w 

1 ~ P,_~(y,x )--P~(x,y) 'Aa# w "" x')} dr(y). =--~ {(aApw(x,y)) -~ ' t r t-sltY, 
J A  i, io 

Soit n le vecteur normal sortant de norme 1 sur 8Ai, ~ et soit do(y) l 'dMment de 

longueur sur OAi, ~. Puisque, si y E OAi, w, ['~(Y, x')=O, on tire de (9.19) que 

(9.20) ~ O  fai, w P'(x 'Y) "~-s(Y'x')dv(y)= --21~ai~, pW(x,y)_~n~W_,(y,x,)do(y)._ 

Par intdgration de (9.20), on tire que 

(9.21) Pt(x, x') -['~'(x, x') = - - f  ds PW( x, Y) Pt-~(Y, x~) do(y). 
0 OAi, w 

De (9.21), on tire que pour t<-T, xEAi, w 

 fo' I (9.22) IPt(x,x)-Pt(x,x)l<~ sup IP~(x,y')l ds ['~_,(y,x) do(y). 
y '  ~. O A  w 

O<~a~T 

Si #~~ x') est le noyau de la chaleur scalaire sur Ai,~ associd ~ l 'op6rateur 

exp(tAa/2) avec condition de Dirichlet sur aAi,~, pour x, Y~-Ai, w on a 

(9.23) P~(y, x) = Pt(Y, x)I~. 

Or/St>~0. Comme, si xEA~,~, yEaAi,~, on a /~~ alors O#~(y,x)/On<-O. De 

(9.22), (9.23), on tire que 

(9.24) IrT(x,x)-P.(x,x)l~ sup tP~(x,y')l- ~ ds - O P r ( y , x )  do(y). 
y' E oal, w JOA';. ~ " a n  

O<~a<~T 
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Si xEA[,w, y E OAi, w, x et y sont distants d 'au moins d~, qui, pour w assez petit, est 

plus grand que 1. Commes les varietes Zw sont h geometrie bornee, il resulte de 

Cheeger-Gromov-Taylor ([CGT, exemple 2.1]) que si s E [0, T], p~(x, y) est uniforme- 

merit borne. 

De l 'analogue de l 'equation (9.13) pour P~(x,y), of a on remplace l 'operateur 

d'esperance U '~  par l 'operateur d 'esperance Ux',y relatif au pont brownien entre x et y, 

on tire que pour s E [0, T], l 'operateur P~(x, y)E Hom((~| (~| x) est unifor- 

mement borne. 

Rappelons que sur A, le fibre (~, II I1 ) est identifie ~ C k. Si xEA;,~, soit x, le 

mouvement brownien sur A tel que Xo=X. Soit Q la loi de x sur ~g(R+; A). Soit S le temps 

d'atteinte de OAi, w par x . .  

On sait que 

f 
Q(S>t) = I l~(x,y) dv(y). 

J A i ,  w 

Or par la formule de Green, on a 

= - -  (x, y) do(y), (9.25) -~ 15~(x,y) dv(y) -~ aiw On 
i,w , 

et de plus, par symetrie du noyau p~o, on salt que 

o~7 a~7 
On (x'Y)=--~-n (Y'X)" 

Done par integration de (9.25), on obtient 

1 t 0 -W 

(9.26) -2 fo dS foai (--~nPt-s) (Y'x)da(y)= Q(S~t)" 

Or pour t<.T, il resulte de [IMK, p. 26] que 

(9.27) Q(S <~ t) <- Q(S <~ T) <- c e x p k - - ~ - ] .  

On tire de (9.24)-(9.26) et des considerations qui precedent que s ix  EA~,w, t<.T 

(9.28) IP~(x,x)-P~(x,x) I-~Cexp 2T " 

5-908282 A c t a  M a t h e m a t i c a  165.  Imprim6 le 22 aoflt 1990 
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Une d6monstration identique montre que s ix  E A;, ~, t<.T 

I (x, x) l C exp . 

De (9.17), (9.27), (9.28), on tire que si V' est le volume du cylindre Ai',w, alors l, W 

pour t<.T, et pour Iwl assez petit 

(9.29) f Tr[PT(x,x)]dv(x) - rg~ qt(O,O) Vi, w ~ , ,  ex_f-(log(1/lwl))3/2'~ [,w ~ t C We, w ~ 2T J" Ja 

On v6rifie facilement que 

1 3/4 

De (9.29), (9.30), on tire que pour tE]0,  T] 

(9.31) lim I 
Tr [P~(x, x) ] dx = rg~ 

[wl"-)O .JA~ w log(1/[w[) 

et que la limite dans (9.31) est uniforme en tE]0,T].  
La formule (9.1 I) est alors une cons6quence imm6diate de (9.15), (9.16) et (9.31). 

(c) Preuve de (9.12) et (9.13). Rappelons que, par (9.7), dans (9.6), on a 

Io(t,x)l<~ft. Or, pour wEO~,,\(0}, si UE TZw, IIUIl=l, on a 

(9.32) 
Tr [exp(-tar w a~, ~)] rg ~ V~ - - +  C O 

' ' 2~t 

= f2 { Tr[Pt(x'x)]- rg~ + I (1Tr[L]+lrg~Rrz)(u,O)}do(x)" 
zw 2:tt 2~r 

Donc 

I rg ~ Vw 
(9.33) Tr [exp(-tJ~, ~ ~.  w)] 2=r-------t- + C~ <~ CtV~. 

(9.12) d6coule de (9.10) et de (9.33). 

Si A est un op6rateur lin6aire sur C~(Zw, ~| qui est continu pour la norme L 2, 

soit IIAII~ sa norme. P o u r / > I ,  on a 

(9.34, Tr [exp(-tg, ,  w g~, ~)1 ~< Tr [ e x p k - g  "w) ]  e x p ( -  ( t - l )  ae,~ g,*~) | 
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Or de (9.11), il r6sulte que pour Iwl assez petit 

(9.35, Tr [exp(-g~'2g~'  w) ] <~ C(log i -~ ) .  

De plus, de l'hypoth6se (A), on tire que si/z west la plus petite valeur propre de 

l'op6rateur a~,~a~,w, il existe c>0 tel que pour }w I assez petit 

1 -2  
(9.36, /~w ~> c ( l o g ( ] ~ ) )  . 

Donc il existe C">0 tel que pour t>~ 1 et Iw I assez petit 

(9.37) e x p ( - ( t - 2 )  O~,wO~*w) |  

De (9.34)-(9.37), on tire que pour t> l  et pour Iwt assez petit 

(9.38) Tr [exp(-O~,~g~,w) ] ~ C' log (-~w~ ) exp(-C"(log(-~w~ ) )-2t). 

En multipliant w par une constante pour revenir aux coordonn6es initiales, on 
obtient une in6galit6 du m~me type que (9.38), L'in6galit6 (9.13) est d6montr6e. [] 

9 (b) Estimation de la torsion analytique sous l'hypoth~se (A) 

On choisit les m6triques I[ II~x/~ et [[ tl~ comme ~ la section 9(a). On suppose aussi que, 
pour tout wEDs\{0} ,  H1(Zw, ~)={0}. 

Pour wEDs\{0} ,  l'op6rateur 0~, -* w a~, west inversible. On d6finit alors la fonction 
z~ta intervenant dans la construction de la m6trique de Quillen comme ~ la section 
2(a). Pour wEDs\{0} ,  sEC,  R e s > l ,  on pose 

(9.39) ~w(S) = Tr [(ge, ~ 0~,w)-* - '].  

De mani6re 6quivalente, on a 

(9.40) ~w(s) = F--~s) tS-lTr [exp(-tg~, w g~, w)] dt. 

Alors, ~(s)  s'6tend en une fonction m6romorphe sur C, qui est holomorphe en 
s=0. En particulier, de (9.6), on tire 

~w(O) = - Co 
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fol{ r g ~ V ~ + c  ~dt (9.41) a~w(0)  Tr[exp(-tge, -* - - =  - -  

8s 2Jrt 0j t 

+ Tr[exp(-tg~ -* - -  +F'(1) C o. wO~,~)]dt rg~V~ 
' t 2 ~  

Tn~OR~ME 9.3. Supposons que le fibrO ~ v~rifie l'hypoth~se (A) de la section 8. 
Alors, il existe une constante C>0 telle que pour tout w ED, \{0}  

(9.42) 

De plus 

(9.43) 
a~/Ss(O) n rg 

lim 1> 
w~o~\{o} log(1/[wl) 6 

j~l--,0 

DOmonstration. De (9.12), on tire qu'il existe C>0 teUe que si w C D , \ ( 0 }  

f0'{ (9.44) Tr [exp(- tg~, -* ~0~,~)] r g ~ V w + c ~ d t  
2zrt 0j t ~<Clog . 

De (9.13), on tire que si wEDe\{0}  

e - t  d t .  (9.45) 0 < Tr [exp(-tg~, ~ g~, ~)] dt <~ C'log 
t ,,(log(1/lwl)) ~ t 

I1 existe une constante C" telle que si y>0 

(+~ -tdt 
(9.46) jr e t ~ < C ' ( l +  l o g ( l )  ). 

De (9.41), (9.44)--(9.46), on tire (9.42). 
Rappelons que Co est une constante ne d6pendant pas de w. Pour tE]0, 1], 

w ED~\{0}, posons 

1 {Tr [exp(-/c5~, w 8~. w)] rg ~ Vw +C0}. (9.47) S~(t) = tlog(1/lwl ) 2zct 

De (9.12), on tire que la fonction S~(t) est uniform6ment born6e. De (9.10), (9.11), on 
ddduit que pour tout t C ]0, 1] 

(9.48) Iwl--,01im Sw(t)= nrg~ { Tr[exp((t/2) ~ tl }" 
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Par application du th6or6me de convergence domin6e, on d6duit des consid6ra- 
tions qui pr6c6dent que 

lim 1 ~ l {  
Iwl-,o log(1/[w[) Tr [exp(-t0~, ~ c5~, w)] 

(9.49) = nrg~ fo ' {  Tr[exp((t/2)Asl)]x/_fZtt 

rg~Vw +C ~ dt 
2Jrt 0j t 

at. 
t i t  

La fonction t--->Tr[exp(-tO~,wg~,~) ] est positive. De (9.11) et du th6or6me de 
Fatou, on tire que 

(9.50) lim 1 ~+o~ " ~' w ] t ~ n rg ~ f : --~t~t t Iwl--,o log(1/Iwl) Tr[exp(-tg~ wg* )" dt +~ Tr[exp((t/2)As,)] dt 

De (9.41), (9.49), (9.50), on tire que 

(9.51) 

lira 1 a~(0)  i> n rg ~ 
Iwl-o log(1/lw[) 0s ~ t 

f += Tr [exp((t/2) As,) ] dt 1] 
+ 2X/~ t ] 

Soit CR(s) la fonction z6ta de Riemann. Pour s E C, Re s>�89 on 

ff 1 ts-~(Tr [exp(tAsl) ] - 1) dt. (9.52) ~R(2s)- 2r(s) 

Posons 

(9.53) 
2-s-1 fo 1 F~(s) - F(s) ts-l(Tr [exp((t/Z)Asl) ] -  1) dt 

f+~ 
2-'-1 t~-l(Tr [exp((t/2) As~) ] - 1) dt. F2(s)- r(s) 

On a 

(9.54) ~R(2s) = Fl(S)+Fz(s ). 

Or Fl(s) est une fonction holomorphe en s E C, Re s>~. Fl(s) a une extension 
m6romorphe h C, qui est holomorphe en s=-�89 Puisque F(-1/2)=-2V--~-, on trouve 
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que 

(9.55) ) F I ( -  1/2) - 1 t -a/2 Tr [exp((t/2) As,) ] 2~r dt+ 
2V2--~ 

1 1 

2 v ~  

La fonction Fz(s) est une fonction holomorphe sur C. On a 

(9.56) F2( -  1/2) = 1 t-3/2Tr [exp((t/2) As)  ] d t - 2  
2 v ~  

De (9.54)-(9.56), on tire que 

(9.57) 

~(-1)=-l{foi(Tr[exp((t/2)As')]It- 1 ~ dt+ (+:: Tr[exp((tl2)As,)] dt 1~. 
TI  T j ,  ~ t J 

Par (9.51), (9.57), on a donc 

(9.58) lim 1 8~w(0~))/> 2n rg ~ ~R(_ 1). 
Iwl~0 1og(1/Iwl) aS 

Or, si B l= l /6  est le premier  nombre  de Bernoulli,  par [S, p. 117], on salt que 

BI _ - 1  
(9.59) ~R(_ 1) - 

2 12 

(9.43) r6sulte de (9.58), (9.59). [] 

10. Comportement des m~triques de Quillen au voisinage du diviseur 

des courbes singuli~res 

10 (a) F . s . o .  param6tr6es par un disque 

PROPOSITION 10.1. Soient at: X-->DE une f .  s. o. admettant Z0=yt'-l(0) c o m m e  seule fibre 

singulidre, et ~ un fibr~ vector/el sur X.  On suppose tOx/o, et ~ munis de m~triques 

hermitiennes 11 i] de courbure nulle au voisinage des points doubles de Zo, et ~(~) muni, 

sur DE-{0}, de la m~trique de Quillen II IIQ qui s' en d~duit. Pour toute section o de 

classe C ~ de 2(~) sur D,, partout non nulle, il existe une fonction q~: DE-*R, de classe 

C ~ et l E R  tels que: 

(10.I) VwED~-{0}, log IIo(w)lle = {p(w)- / log  Iw1-1. 
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De plus, si ~ satisfait a la condition (A), alors 

(10.2) 1~ 1--~nrg~ 
12 

oft n ddsigne le nombre de points doubles de Zo. 

Ddmonstration. D'apr~s le th6or~me 5.3, la validit6 de la proposition ne d6pend 

pas des m6triques choisies sur tox/o,. On pourra donc supposer toX/D, muni de la 

m6trique consid6r6e au w 9. De plus, d'apr~s le th6or~me 5.4, si 

0"~) ~ 1 -'~ ~2"~ ~3--~ 0 

est une suite exacte courte de fibr6s vectoriels sur X, munis, ainsi que tox/%, de 

m6triques de courbure nulle au voisinage des points doubles de Z0, alors si la proposi- 

tion 10.1 est vraie pour ~2 et ~3, elle est encore vraie pour ~1. Grf~ce h la proposition 8.4, 

on voit alors que pour 6tablir la proposition 10.1, on peut supposer que les m6triques 

sur tax/o, et ~ sont celles consid6r~es au w 9 et que ~ satisfait ~t la condition (A). Nous 

nous pla$ons d6sormais sous ces hypotheses. On dispose alors des majorations (9.42) 

et (9.43) sur 

Os 
( 0 )  ' -* - -  = - l o g d e t  a~,wO~, w. 

On peut 6videmment supposer que a est holomorphe sur D,. Comme le th6or~me 

2.1 est vrai lorsque ]AI=~ (cf. [BGS3]), il vient, sur DE-{0): 

(10.3) a01og Ilallq = f [Td(tox/s, tl I1-') ch( , II II)] 
J~ 

Or la 4-forme sous le signe intEgrale est nulle au voisinage de Z, puisque les m6triques 

II II sont plates au voisinages de X. Par cons6quent, le membre de droite de (10.3) est 

une 2-forme to de classe C = sur DE. Comme le laplacien est surjectif sur les fonctions de 

classe C | sur DE, il existe une telle fonction h valeurs r6elles 90 telle que a0q00=to. 

Posons alors 

W = log IIollQ-%. 

C'est une fonction harmonique sur D, -{0) .  De plus, d'apr6s les majorations (7.1) et 

(9.42), il existe ME R+ tel qu'on ait, pour [w[ suffisamment petit 
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(10.4) 

I (w)l I L:(o)I + Ilog Ila( o)llL l + I 0(w)l 

~< M(1 +log [w 1-1" log log [wl-l). 

Ainsi ~p est sommable au voisinage de 0, et d6finit donc une distribution sur D~. Le 

courant a0~p est support6 par {0}, et s'6crit donc 

m 

c%5~= E aii oi+: 
- -  (}0" i,j=O OwiO1])J 

Or: 

O 0 = ~ t  O01og[wl . 

On a donc l'6galit6 de courants sur D, 

i m oi+j ] 
0c5 ~ - ~  E ao loglw[ = 0  

i,j=O ~wioI~3J 

et donc, par ellipticit6 de 00, la fonction 

i ~ 0 i+j 
= - - -  a,y loglw[ 

g:l q: zr i,:=o awi&bY 

se prolonge en une fonction harmonique sur D,. 

La majoration (10.4) montre alors que si (i,j):#(O, 0), alors ai:=O. En effet, les 

distributions 

oi+J 
�9 log Iw[ 

Owi&b J 

o8 (i , j)*(0,0),  sont lin6airement ind6pendantes et homog6nes de degr6 -(i+j). Cela 

prouve (10.1), avec : 

q0=cp0+~pl et 1= t--Laoo . 
y'( 

De plus, d'apr~s la proposition 7.1, 

log IIo(w)llL= 
lim 
~--,o loglw1-1 

=0 .  
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I1 vient donc 

lim (log Iwl-l) -1 ~'(0) = lim - ( log  IWI-1)  -1 log IIo(w)ll~ = 2l. 
w~O w-+O 

L'in6galit6 (10.2) d6coule donc de (9.43). [] 

Ill(b) Le r6sultat suivant nous servira plus loin ~ 6tendre le lemme 9.2 ~t des 

families Jr: X - + S  ofa S est de dimension quelconque. 

PROPOSITION 10.2. Soient P u n  polydisque ouvert dans C N e t  f l  . . . . .  f~ des fonc-  

tions holomorphes sur P, non ident iquement  nulles. On suppose que les hypersurfaces 

Hj=ff~(0) sont lisses, connexes  et deux it deux distinctes, et que f j  a un z~ro simple sur 

Hi. On note : H =  D j=, Hi. 

Supposons qu 'une  fonct ion cp it valeurs r~elles sur P \ H  satisfasse aux conditions 

suivantes : 

(1) ~ est de classe C ~ sur P \ H  et aJcp se prolonge en une f o rme  w de classe C ~ 

sur P; 

(2) pour toute immersion i: D~--+P telle que i(D~- {0} ) c P \ H ,  que i(O) soit un point  

lisse de H et que i soit transversale it H e n  O, il existe ~ de classe C ~ sur D, et 2 E C tels 

que 

que 

Vt = D~-{O}, r o i(t) = ~p(t)+,~log Itl. 

II existe alors une fonct ion q~o de classe C ~ sur P e t  des nombres rdels 21 . . . . .  2n tels 

n 

q0 = qo0q-~ 2jlog [fjl. 
j=l 

Par conskquent,  q9 d~finit une fonct ion localement  sommable  sur P, et on a l'~galit~ de 

courants sur P 

Pour 6tablir la proposition 

suivants : 

n 

80q~= w-ari  E 2jail~ 
i=1 

10.2, nous ferons appel aux 6nonc6s bien connus 

LEMME 10.3. Pour  toute f o r m e  diff~rentielle o9 sur P, de classe C ~ et de type (1, 1), 

telle que dw=0,  il existe ~p E Ca(P, C) telle que w=aOq~. 
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LEMME 10.4. Soient N u n  sous-ensemble analytique de P, de codimension >12, et h 

une fonction de classe Coo sur P \ N .  Si a J h = 0  sur P \ N ,  alors h se prolonge en une 

fonction de classe Coo sur P. 

D~monstration de la proposition 10.2. (i) On a, sur P \ H :  dto=da0tp=0.  C o m m e  

P \ H  est dense dans P,  on a encore  dto=0 sur tout P. Donc,  d 'apr~s  le l emme 10.3, il 

existe ~0 E Coo(P, C) telle que Oavd=to. On voit alors, en rempla~ant  q0 par  q0-Re q~, que 

l 'on peut  supposer  to=0. 

(ii) Etablissons maintenant  la proposi t ion lorsque P e s t  un polydisque centr6 en 

0 ,m=l , jq (w~  . . . . .  WN)=Wl, et to=0. On note P=D• ofa D=C et P'ccN-1; ainsi 

H = { 0 } x P '  et e \ n = ( D - ( O } ) x e ' .  

D'apr~s  (2), il existe une fonction qg0: P--*C et une fonction 2: P'--->C telles que, 

pour tout (wl, w ' )E(D- (O})xP '  

qg(w 1, w') = q)o(Wl, w')+ ;t(w') log Iwd. 

et que tp0(', w')  soit de classe C = sur D pour  tout w'  E P ' .  C o m m e  to=0, tp0(', w')  est en 

fait harmonique sur D. I I  d6coule alors de la formule de Stokes sur un disque D ~ c c D  

que 

1 ( aqo (Wl, W t) dwl. ; ~ ( w ' )  = - - :  
xl LoE aw~ 

Cette identit6 mont re  que ;t est une fonction Coo sur P ' .  I1 en d6coule que q00 est de 

classe C oo sur P \ H = ( D - { O ) ) x P ' .  L a  formule de Poisson appliqu6e ~t COo(', w')  s '6crit ,  

lorsque Iw,l<~ : 

-- 1 (2~ d_lwdZ 
qOO(W, W') -- ~ )0 qg~176 W') ]eeiO wllZ dO 

et montre  que tp0 est C oo sur P. Posons 

N 

acS[;L(w2 ..... WN)IOg IW,[] = E C i j ( w '  . . . . .  WN)dWi^dwj" 
i,j=l 

Comme 

0c512( w 2 ..... w u) log I wd + %( w, . . . . .  wu)] = OOq~( w . . . . ,  wu) = O, 

on voit que 
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~2~o 

Cij = aW i aWj  

et donc que les Cii se prolongent  en des fonctions C ~176 sur P. Or, pour  tout j = 2 ,  . . . , N  

a loglwll, a-z~--2(w 2 . . . . .  WN) Clj(Wl . . . . .  WN) = aW l CYWj 

1 a)[ 
- - -  ( w 2  . . . . .  W N ) .  

2w I aO;j 

Par cons6quent O)[/aO;j=O. On voit de m~me que a)[/aw2=O. Au bout du compte,  )[ est 

constante sur P ' ,  et r6elle, puisque 9 est r6elle. 

(iii) Soit N l 'ensemble des points singuliers de H;  c 'es t  un ferm6 analytique de P,  

de codimension/>2.  On d6duit ais6ment de (ii) l 'existence de nombres r6els )[1, ..-,)[, 

tels que tout point y de H j \ N  possede un voisinage ouvert  ~2 sur lequel la fonction 

9-) [ / log  Is~l, definie sur f~\Hs-, se prolonge en une fonction C | (appliquer (ii)) dans un 

systeme de coordonn6es locales centr6 en y, de premiere composante  fi, et utiliser la 

connexit6 de Hs- \N) .  La  fonction 

t l  

90=9-  )[)og If, I 
j=l 

se prolonge en une fonction C ~ sur P \ N .  De plus, aggo=O sur P \ H ,  doric sur P \ N .  

D'apres le lcmme 10.4, 90 se prolonge donc en une fonction de classe C ~ sur P. [] 

THI~OR~ME 10.5. Plafons  nous sous les hypotheses du th~or~me 2.1. 

(1) La m~trique de Quillen [I [[Q sur )[(~), d~finie et de classe C | sur S-[A[,  est une 

mdtrique gdn~ralis~e sur S. 

(2) Soit A=Eie  I n i A i la d~composition de A en composantes irr~ductibles (ni E N*; 

la somme est localement finie). II existe des nombres r~els rh(~) tels que l'on ait 

l'~galit~ de courants sur S 

c,()[(~), tl ]]Q)=-f~ [Td (taxis' [[ [I-1)'ch(~, t[ tl)](')-/~t nirli(~)da,. (10.5) 

D~monstration. I1 suffit de montrer  que tout point s de S possede un voisinage 

ouvert f~ tel que les conclusions du lemme soient satisfaites lorsque f~ (resp. ~r-](f~)) 

est substitu6 ~t S (resp X). En effet, comme les Ai sont connexes,  on obtient un 6nonc6 

6quivalent ~t celui ~ 6tablir en d6finissant les rh(~) comme des fonctions localement 

constantes. 
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Par ailleurs, la validit6 des conclusions du th6or6me ne d6pend pas des m6triques 

choisies sur ~ et ~Ox/s, d'apr~s le th6or~me 5.3. 

Ainsi, il suffit d'6tablir le th6or~me lorsque les conditions suppl6mentaires suivan- 

tes sont r6alis6es : 

(i) S est isomorphe ~ un polydisque de CN; les composantes  irr6ductibles A,- de A 

sont en nombre fini, lisses et irr6ductibles, et il existe des fonctions holomorphes f sur 

S teUes que Ai=f~-l(0) et q u e f  s 'annule ~t l 'ordre 1 sur Di; 

(ii) les m6triques sur ~ et ~Ox/s ont des courbures nulles au voisinage de Z; 

(iii) il existe une section holomorphe o partout non nulle de ~.(~) sur S. 

D'apr6s (ii), l'int6grale dans le membre de droite de (10.5) est alors une 2-forme C = 

sur S. De plus, elle coincide avec c1(2(~), II IIQ) sur S-]AI,  puisque le th6or~me est vrai 

lorsque IA I est vide. Le th6or6me d6coule donc de la proposition 10.2, que l 'on peut 

appliquer ~ log I1~[1~ d'apr~s la proposition 10.1. [] 

10 (c) Propri~t~s des fonctions I// 

PROPOSITION 10.6. Conservons les notations du thOorOme 10.5. 

(1) Les ~li(~) ne d~pendent pas des m6triques sur ~ et Ogx/s. 

(2) Soient Jr': X'---~S', F: X'---~X et f'. S'--~S satisfaisant aux conclusions de la pro- 

position 3.3. Si i E I et si Aj est une composante irr6ductible du diviseur A ' des courbes 

singuliOres de Jr' contenue dans f - l (Ai) ,  alors 

r/j(F*~) = r/,(~). 

(3) Supposons que S soit un disque D~ et que ~r-l(O) soit la seule fibre singuli~re de 

~r (ainsi ]A]= {0) e t a  un seul 616ment i). Si ~ satisfait gt (A) au-dessus de De, alors 

(4) Soient ~l et ~2 deux fibr6s vectoriels holomorphes sur X.  S'il  existe une vari6t6 

complexe connexe A,  deux points 21 et 2z de A et un fibr6 vectoriel holomorphe ~ sur 

A •  tels que 

~k-------J~'E (k = 1,2), 

Jk: X-+ A x X  

x~(;~k,x), 
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alors, pour tout i E I  

(5) s i  

~]i(~l) = ~]i(~2)" 

77 

Si ~o et ~1 sont topologiquement 

holomorphe E sur X •  tel que 

Jk: X--~ X •  C 

x~(x,k). 

isomorphes, alors il ex&te un fibrO en droites 

(10.6) ~k-------j~'E, k =  0,1. 

DOmonstration. Supposons d 'abord  ~0 trivial. De la suite exacte courte de fais- 

0~81~82~83~0 

est une suite exacte de fibres vectoriels sur X,  alors, pour tout i E I 

~i(~2) = ~/(~l)"~-~i(~3 )" 

(6) Soient ~o et ~1 deux fibrOs en droites holomorphes sur X.  Si ~ et ~' sont topologi- 

quement isomorphes, alors, pour tout i E I 

D~monstration. (1) d6coule du th6oreme 5.3. 

(2) est une consdquence imm6diate de la compatibilit6 au changement  de base de la 

construction du fibr6 d6terminant et de la m6trique de Quillen. 

(3) est un corollaire de la proposit ion lO. 1. 

(4) d6coule du (2) et du th6or6me 10.5 appliqu6 ~t la f. s. o. 

z •  Id: X • 2 1 5  

et au fibr6 E. 

(5) est unr cons6quence du th6or6me 5.4. 

(6) r6sulte de (4) et de l '6nonc6 suivant : 

PROeOSITmN 10.7. Soient X une vari~t~ complexe, et ~o et ~1 deux fibr~s en droites 

holomorphes sur X.  Posons,  pour k=O,l 
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ceaux sur X 

_ ~ e x p ( 2 ~ r i . )  

O--)Z--) U ) ~9'-->0, 

on d6duit la suite exacte de groupes de cohomologie 

H'(X, 1~)-~ Hi(H, (~*)-~ H2(X, Z). 

Comme ~1 est topologiquement trivial, l ' image par C 1 de sa classe [~1] dans HI(X, ~*) 
est nulle. Donc il existe u QHI(X, ~) tel que [~l]=ex(u). 

Consid6rons alors le ~, produit  externe ~ : 

P: HI(x,  6 ) | 1 7 6  6 ) - ->HI (X•  C, 6) .  

On v6rifie imm6diatement qu 'un  fibr6 = sur X x C ,  dont la classe dans H I ( x •  r est 

l 'image par 

ex• HI(Xx C, (7)---> Hi(X• C, 6*) 

de P(u| satisfait aux conditions (10.6). 

Passons au cas g6n6ral. Comme ~'|  est topologiquement trivial, il existe 

d'apr~s ce qui pr6c6de un fibr6 E0 sur X •  tel que 

j~'E o---- ~ et j~E 0---- ~'| 

Le fibr6 E=(pr~'~0)| satisfait alors ~ (10.6). [] 

11. Fin de la d6monstration du th6or~me 2.1 

11 (a) Nous commen~ons par 6tablir le cas particulier suivant du th6or~me 2.1. 

LEMME 11.1. Le th~ordme 2.1 est vrai lorsque S est une surface de Riemann compacte 
et X une surface projective complexe. 

D~monstration. Le diviseur A est une somme de points : 

A= ~ nie i (niE N*). 
i=l 

II s'agit de montrer  que, avec les notations du th6or6me 10.5, on a, pour  tout 
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iE{I  . . . . .  m}, 

(11.1) 1 
r/i(~ ) = ~ rg ~. 

I L  

Introduisons la condition suivante : 

(A') / /  existe des disques ouverts disjoints D1 . . . . .  Din, voisinages dans S de 
P1 ..... Pm respectivement, tel que ~ satisfasse ~ (A) au-dessus de Dj, pour tout 
j = l  . . . . .  m. 

D'apr6s le th6or6me de Riemann-Roch-Grothendieck,  le courant c1(2(~), [[ 11) est 

cohomologue au courant 

fx, - s[Td(~ox]s,[I II-')ch(~,ll II)] (4)- = nirg~ae," 

Par cons6quent, les courants 

m 

i~=l--~2 nirg~c~Pi et ~ ni ~]i(~) (~Pi 
i=l 

sont cohomologues, et d o n c :  

(11.2) 2 ~-f2 nirg(~)= ~ nirli(~). 
i=l i=1 

La proposition 10.6 (3) montre que, si ~ satisfait ~ (A'), alors, pour tout i, 

r/i(~) >I -~-2 rg(~). 

Jointes ~t l'6galit6 (11.2), ces majorations prouvent que les 6galit6s (11.1) sont satisfaites 

lorsque ~ satisfait ~ (A'). 

Soit ~ u n  fibr6 en droites sur X admettant  une m6trique II II telle que cl(~g, II 1[)>0, 

c'est-h-dire un fibr6 ample sur X; il en existe puisque X est projective. Si q est un entier 

suffisamment grand, le fibr6 en droites ~q est engendr6 en tout point par ses sections 

globale. II existe ainsi sl ..... SN darts H~ ~q) tels, pour tout xEX, Fun des si(x) soit 

non nul. Posons alors : 

V: ~""~ ( ~ |  ~ q )  | C N 

t~--~ (t| . . . . .  t |  
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C'est  un morphisme injectif de fibr6 vectoriel. Soit ~' le fibr6 vectoriel conoyau de v. 

D'apr~s la proposit ion 7.2, le fibr6 ~ |  q satisfait h (A') d6s que q est assez grand. 

I I e n  va alors de m6me de (~|162 N, puis de ~', d'apr~s la proposition 8.1. Par 

cons6quent : 

~]i((~|174 = ~2 rg((~|174 

et 

= ~ 2  rg(~'). 

Ces in6galit6s impliquent les 6galit6s (11.1), grgme ?a la proposition 10.6 (5), appliqu6e ~t 

la suite exacte : 

0"---> ~--~ ( ~ | 1 7 4  ~' ""~ 0. [] 

11 (b) Remarque. Le th6or~me de Riemann-Roch-Grothendieck  n ' intervient  dans 

la d6monstration des th6or~mes 2.1 et 2.2 que par l ' interm6diaire de la d6monstration 

pr6c6dente. En fait, nous n 'y  faisons appel que pour  montrer  que le degr6 de 2(~) est 

donn6 par l 'expression suivante, sous les hypotheses  du lemme 11.1 : 

s 
. .,= 12 . ' 

c'est-h-dire que, en notant 6 le cardinal de Z et r le rang de ~, 

(I 1,3) s CI(~'(~)): -- fX [Td(O)X/S) ch(~)](4)- F~i12 

O1~1 Cl, ch, et Td d6signent des classes caract6ristiques en cohomologie rationnelle. De 

plus, nous n'utilisons cet te  formule que pour  des fibr6s ~ tels que 

(11.4) Rler. ~ = 0 

et 

(11.5) H2(X, ~) = O. 

En effet, si q est suffisamment grand, le fibr6 ( ~ | 1 7 4  N e t  tous ses quotients 

satisfont h c e s  conditions. Enfin, on peut supposer S connexe.  
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Sous ces hypotheses ,  il est facile de d6duire (11.3) du th6or~me de Riemann-Roch  

pour des fibr6s vectoriels sur une courbe ou une surface projective(I), et ramener  ainsi 

la preuve de (11.3) ~ celle de th6or~mes que l 'on peut  consid6rer, suivant ses inclina- 

tions, comme des cas particuliers de la formule de l ' indice d 'Atiyah-Singer ,  ou comme 

des avatars de r6sultats v6n6rables de ta th6orie des courbes et des surfaces alg6briqu- 

e s .  

En effet, sous la condition (11.4), le faisceau image direct R~ est localement 

libre, de rang 

= dim H~ ~) = HoOt's, ~ ) -d im  H~(Xs, ~) = :z(X~, ~) 

oil X~=Jr-L(s) est une fibre lisse de Jr. On a donc,  d 'apr6s le th6or~me de Riemann-Roch  

pour les courbes : 

De p/us 

donc 

~.(~) ~ ( A m a x R ~  -1 , 

c1(,~(~)) = - c l ( R % ,  ~),  

de sorte que, de nouveau d'apr~s le th6or~me de Riemann-Roch pour les courbes.  

(11.7) x(S, r = fs c ,Ql,1 2 t~ s J J "  

I1 vient alors, d 'aprhs (11.6) et (11.7) : 

(11.8) 3 

(1) Cela est  toujours ie cas lorsque (11.4) et (11.5) ne sont  plus v6rifi6es, pourvu que l 'on  connaisse  la 
suite spectrale de Leray. 

6-908282 Acta Mathematica 165, Imprim~ le 22 aoflt 1990 
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Par ailleurs, on dispose d ' isomorphismes canoniques 

H~ ~) = H~ R~ ~) 

et 

H~(X, ~) = HI(X,  R~ ~) 

Par cons6quent, d'apr6s (11.5) 

(d'apr6s (I 1.4)). 

(11.9) z (S ,  R~ ~) = dim H~ ~) -d im Hi(X,  ~)+dim H2(X, ,~) = : z (X ,  ~). 

Ce nombre se calcule par le th6or6me de Riemann-Roch pour la surface X : 

(1 I. 10) z(X' ~) = f x  [Td(TX) ch(~)] (4). 

On peut calculer Td(TX) en terme de Cl(tOx/s), Cl(g21S) et 6. En effet, un calcul local tr6s 

simple montre que la suite exacte de fibr6s vectoriels sur X-Y. d6finie par la diff6ren- 

tielle de x 

O~ ~*Qi'--' ~ ' ~  ~Ox/s~ 0 

se prolonge en une suite exacte de faisceaux sur X 

0"---> * 1 1 :t g2 s --> ff2 x---~ Og x/ s ---> i ,  i* W x/ s ---> O 

oO i: E%X. On a donc 

Par cons6quent 

et 

On en d6duit ais6ment 

01.11) 

ch ff2~ = x* ch ~2~+ch ~Ox/s-ch i ,  i*tOx/s 

= 2+X*CI(QI)+CI(~Ox/s)+ 1 Cl(tOx/s)2-O[X]. 

cl( TX  ) = - n *  C l ( ~ - ~ i ) - C l ( ( 2 ) x / s )  

c2(TX) = x*cI(Q1s).Ct(Wx/s)+5[X]. 

T d ( T X ) _ T d q o x ) s ) =  1 , l 1 , l 6 - - ~  :r c,(Qs)+-~ :r c,(Qs)'C,(a,x;s)+-~ IX]. 
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L'6galit6 (11.3) d6coule imm6diatement de (11.8), (11.9), (11.10) et (11.11). 

11 (c) Pour achever la d6monstration du th6or~me 2.1, il faut 6tablir que, avec les 

notations du th6or~me 10.5 et de la proposition 10.6, on a pour tout i 

(11.12) r/i(~) = .1 rg(~), 
12 

quels que soient la f.s.o. :r:X--->S et le fibr6 ~. 

A cet effet, nous ferons appel au corollaire suivant de la proposition 10.6 (2) et (5). 

LEMME 11.2. Soient ar:X---~S et :r':X'-->S' deux f .  s .o . ,  et F:X'--->X et f:S'--->S 

deux applications holomorphes telles que le diagramme 

X' F , X  

S' , S  

soit cart~sien, et soit ~ un fibr~ vectoriel holomorphe sur X. 

(1) Si le thOordme 2.1 est vrai pour la f .  s. o. :r:X--->S et le fibr~ ~, alors il est vrai 

pour la f .s .o,  rc:X'--->S' et le fibr~ F*~. 

(2) ROciproquement, si le thkordme est vrai pour :r': X'--->S' et F*~, alors l'OgalitO 

(11.12) est vraie, pourvu que f (S ' )  rencontre ]ki~ Uj,  i Aj. [] 

L'assert ion (2) ci-dessus, jointe au lemme 10.1, donne imm6diatement : 

LEMME 11.3. Le th~orkme 2.1 est vrai lorsque la f . s . o .  :r:X---~S satisfait ~ la 

condition (C) (cf. w 3 (e)). [] 

Grfice au th6or~me 3.6, qui nous assure que toute f. s. o. provient localement par 

changement de base d 'une  f. s. o. satisfaisant ~ (C), nous aUons en d~duire : 

LEMME 11.4. Le thOorOme 2.1 est vrai lorsque le fibrO ~ est de rang 1. 

DOmonstration. Soit s u n  point de S. Nous noterons C1 . . . . .  C. les composantes 

irr6ductibles de zCl(s) et d; le degr6 de ~ restreint ~ C;. I1 existe des sections holomor- 

phes el . . . .  , o. de ~, d6finies au voisinage de s, telles que a,(s) soit un point de Ci, et 

nous pouvons appliquer ~ ar:X--.S et Ol . . . . .  o. le th6or~me 3.6, dont nous utilisons 

d6sormais les notations. 
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D6finissons un fibr6 en droites sur X' : 

La restriction ~ Jr(s) de q~*~' est isomorphe ~ ~(~in~l diPi), donc topologiquement 

isomorphe ~ la restriction de ~. Comme ~-~(s) admet un voisinage dans X qui se 

r6tracte par d6formation sur x-~(s), il en d6coule que, quitte ~ remplacer V par u n  

voisinage ouvert de s plus petit, les fibr6s ~ et ~*~'  sont topologiquement isomorphes 

sur ~-I(V). 

Or, d'apr~s les lemmes 11.3 et 11.2 (1), le th6or~me 2.1 est vrai pour la famille 

Jr: J r - l ( V ) ~ V  et le fibr6 qb*~'. I1 est donc vrai pour ~r: 3r-~(V)~V et le fibr6 ~[~-~(v)' en 

vertu de la proposition 10.6 (6). [ ]  

La  validit6 du th6or~me 2.1 pour des fibr6s de rang arbitraire d6coule de sa validit6 

pour des fibr6s de rang 1, de la proposition 10.6 (5) et de la proposition 3.5 qui montre 

que, localement sur la base, tout fibr6 holomorphe sur X s 'obtient par extensions 

successives ~t partir de fibr6s en droites. 

12. D6monstration du th6or~me 2.2 

12 (a) Commen~ons par 6tablir une variante du th6or~me 2.2, valable sous des hypothe- 

ses plus restrictives. 

TH~OR~ME 12.1. Reprenons les hypotheses et les notations des thdor~mes 2.1 et 

2.2, et notons Y le lieu des points doubles des fibres de ~. Si les courbures de (taxis, II [[) 

et (~, [[ H) sont nulles au voisinage de ~ • 7c-~(~2), alors il existe q~o E C| R) telle que 

1 rg ~log I f  I+%. log  Itollo = 

En d'autres termes, la fonct ion Ifl-rgr dkfini sur ~ 2 \ A ,  se prolonge en une 

fonction C ~ partout  non nulle sur f~. 

DEmonstration. Le support de la forme diff6rentielle C = 

[Td(~~ II It -5) cb(~, II II)] (4) 

ne rencontre pas  E. Par consgquent,  son image par ~ est c ~ sur g2. Le th6or~me 2.1 

montre alors que le courant 
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aS[log [[o[[- -~2 rg ~ log If[ ] 

est C ~ sur Q. Le th6or6me 12.1 d6coule donc de l'ellipticit6 de l'op~rateur 88 agissant 

sur les fonctions. [] 

Un argument semblable a 6t6 utilis6 dans les d6monstrations des th6or6mes 5.3 et 

5.4 et de la proposition 10.1. En fait, compte-tenu de l'6galit6 ~/i=~2rg~, le th6or6me 

12.1 d6coule de la d6monstration du th6or6me 10.5. 

Par ailleurs, on s'assure facilement que la conclusion du th6or6me 12.1 reste 

valable lorsque les courbures de (COx/s, II II) et (~, II II) sont seulement suppos6es nulles, 

ainsi que toutes leurs d6riv6es, en tout point de Z Ner-~(f2). 

12 (b)D6montrons maintenant le th6or~me 2.2 en toute g6n6ralit6. Un argument 

tr6s simple de partition de l'unit6 montre qu'il suffit pour cela de prouver que tout point 

s de Q poss6de un voisinage ouvert g2' dans Q sur lequel sont d6finies des fonctions 

C ~ cpi, i=0, 1 .....  m, telles que l'6galit6 (2.10) soit satisfaite sur f~'. 

Cette propri6t6 va d6couler du th6or6me 12.1, de la formule d'anomalie (5.3) et du 

r6sultat suivant, qui pr6cise la proposition 5.2. 

THI~OR~ME 12.2. S o i e n t  f2' un  ouver t  de  s e t  fl u ne  f o r m e  d i f f#rent ie l le  C ~ de  t ype  

(1,1) sur  x- l ( f f2 ' ) .  I l  ex i s t e  Vo, V1, . . . .  ~PN d a n s  C=(ff2 ') tels que ,  sur  El' 

N 
8 = ~0 + ~ *P,l/,{Elog I/il �9 

i=l 

En effet, tout point s de g2 admet un voisinage ouvert Q' dans g) tels que ~ et cOx/s 

soient holomorphiquement triviaux sur un voisinage de :r-~(Q)n Y (car : rest  propre et 

nix est une immersion). I1 existe alors des m6triques hermitiennes C =, I1 I1', sur ~ et COx/s 

restreints ~t :r-l(Q ') dont les courbures sont nulles au voisinage de n-~(g2 ') hE. Notons 

II }[~ la m6trique de Quillen sur 2(~)1~, d6duite des m6triques II I1' et posons 

fl = T'd(cox)s, II ]1-1,11 I ] ' - ! )ch(~,  I} II)+Td(cox/s , I} }l-l)c"h(~, }} II, I} }l')" 

I1 vient d'apr6s (5.3) 

log II~lla = log IIo}lb- L/~. 
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Cette fonction est bien de la forme requise sur ~ ' ,  d'apr~s le th6or~me 12.1 appliqu6 

3r: zl-l(f2')---~f2 ', ~1~-~,)et aux m6triques It I1', et d'apr6s le th6oreme 12.2. 

Compte tenu de la description locale des f. s. o. (w 3 (a)), le th6or~me 12.2 d6coule 

de l'6nonc6 suivant, au moyen d 'un argument imm6diat de partition de l'unit6. 

THI~OREME 12.3 So i t  nn+l r x n  ~: t )  l ---)r, 1 l 'appl ica t ion  dOfinie p a r  

zC(Wo, ~Ol . . . . .  w.)  = (WOW1, w2 . . . . .  w.).  

Pour  toute  f o r m e  diffOrentielle a de t ype  (1,1), C ~ et  de suppor t  c o m p a c t  dans  ~lr~"+l, il 

exis te  ~oo et  ~Pl dans  C=(D~) tels  que,  p o u r  tout  w=(w 0, w 1 . . . . .  w , ) E ( D I \ { O } ) x D ~ ,  

f~ = ~Vo(W)+~,~(w)lwolZloglwol . co 

l(w) 

Lorsque n=  1, ce th6oreme est un cas particutier des r6sultats d ' Igusa sur les 

d6veloppements asymptotiques des fonctions obtenues par int6gration de formes diff6- 

rentielles C = clans la fibre d 'un  morphisme non lisse (cf. [I]; voir aussi [Ba]). On peut 

aussi 6tablir ce cas particulier au moyen de calculs tout ~ fait 616mentaires, en 

consid6rant le d6veloppement de Taylor de o~ au voisinage de (0, 0), en l'int6grant terme 

terme, et en estimant les restes par un argument analogue h celui de la d6monstration 

de la proposition 5.2. Une telle d6monstration s'6tend ais6ment au cas n>  1. En fait, 

pour 6tablir le th6or~me 12.3 dans le cas g6n6ral, il suffit de montrer que, dans le cas 

particulier n= 1, si la forme ~o d6pend de fa~on C = d 'un param~tre, alors on peut choisir 

~P0 et ~p~ d6pendant de fa~on C = de ce param~tre. Cela d6coule aussi de la m6thode 

d'Igusa, ou de consid6rations d 'analyse fonctionnelles (th6or6me du graphe ferm6; 

produits tensoriels topologiques). 

12 (e) R e m a r q u e .  La d6monstration pr6c6dente fait appel ~t la formule d'anomalie 

(5.3). II est facile de s 'en passer en remarquant que la forme diff6rentielle 

[Td(a~x/~s, [1 II- ')ch(~, II II)] (4) 

s'6crit tocalement sur X comme l 'image par a~ d 'une forme de type (1.1). Le th6or~me 

2.2 apparait ainsi comme une cons6quence directe des th6or~mes 2.1 et 12.2. 

Inversement, si l 'on connaR le th6or~me 2.1 lorsque les fibres de ~r sont lisses, on 

d6duit facilement du th6or~me 2.2 le th6or~me 2.1 en toute g6n6ralit6. En effet, le 

th6or~me 2.2 implique que c~(2(~), II IIQ) est la somme de -~z(rg~)ba et d 'un courant 

localement L ~. 
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13. Exemples 

13 (a) Cette section est consacr6e h des exemples et des applications des th6or6mes 2.1 

et 2.2, dans le cas particulier o0 le fibr6 ~ est le fibr6 trivial ~Tx, muni de la m6trique 

triviale [I II0, d6finie par IIIII0--1, et o0 les fibres de Jr: X---,S sont connexes et admettent 

au plus un point singulier. 

En premier lieu, nous d6crivons deux f. s .o.  Jr:X--,S pour lesquelles on peut 

explicitement calculer la m6trique de Quillen sur ;t(~Tx) (w 13 (b) et 13 (c)). Nous d6dui- 

sons ensuite du th6or6me 2.2 le comportement du d6terminant r6gularis6 du laplacien 

sur les fibres d 'une f. s. o. Jr: X---,D, munies de la m6trique riemannienne associ6e ~t une 

m6trique sur toX/D, dans le cas o0 Z e s t  r6duit ~t un point (w 13 (d)). Nous pr6sentons 

enfin un corollaire de ce r6sultat, qui se formule purement en termes de g6om6trie 

riemannienne, sans r6f6rence h la g6om6trie complexe : on consid6re une famille de 

surfaces munies d 'une  structure riemannienne Mt(LER+), form6es d 'une surface 

compacte fixe, de bord deux cercles, ~ laquelle est recoll6e un cylindre plat de 

circonf6rence fix6e et de longueur L, et l 'on d6termine le comportement asymptotique 

du d6terminant r6gularis6 du laplacien sur Mt  lorsque L tend vers l'infini (w 13 (e)). 

Commen~ons par quelques rappels. 

Soit M une surface de Riemann compacte, et soit II II une m6trique hermitienne sur 

wM. Cette m6trique d6finit une m6trique sur le fibr6 tangent complexe de M (par 

dualit6), donc une structure Riemannienne sur M. Soit A =d*d le laplacien scalaire sur 

M associ6 ~ cette m6trique. 

Par la construction du w la m6trique [I II sur toM d6termine des produits 

scalaires L 2 sur H~ (TM) et sur Hi(M, ~M)--~M 6tant muni de la m6trique triviale [I [[0- 

et sur H~ toM), ainsi qu 'un adjoint 0* de l 'op6rateur 0: C=(M)----~C=(M, (bM). 
Le produit scalaire L 2 ainsi d6fini sur H~ WM) est en fait ind6pendant du choix 

de II II, et s 'exprime par la formule 

(a, fl)L2= --i l a Aft. (13.1) 
3M 

De plus, l ' isomorphisme du dualit6 de Serre (analytique) 

H1(M, e M) = H~ WM)* 

est une isom6trie, relativement ~ ces produits scalaires. 

On a aussi 

~ ,~  =--1 A. 
2 
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De plus, si M est connexe, de genre g, on a, pour tout ~,ER* 

(13.2) det'(2A) = 2 ~(~ det 'A = A-(g+2)/3. det 'A. 

Soit :r: X--->S une f. s .o.  de fibres connexes. Le faisceau R~ CTx s'identifie cano- 

niquement ~t 6s. Comme :r est plat, Z(or-~(w), C_~(w )) est une fonction localement 

constante de w E S; par cons6quent 

dimHl(jc-l(w), (~ ~(w)) = 1-Z(:~-I(w), ~-~w)) 

est aussi localement constante, donc (de nouveau par platitude de :~) Rl~c.~x est 

localement libre, et pour tout w ES, la fibre en w de ce faisceau s'identifie ~t 

Hl(z-l(w),~_~(w)). Cet espace s'identifie, par dualit6 de Serre (analytique), 

H~ Wx/s)*, dont la dimension est donc une fonction localement constante de w. 

II s 'ensuit que R~ est localement libre, de fibre en w E S, H~ Wx/s). De 

plus, les isomorphismes de dualit6 qui pr6c6dent d6terminent un isomorphisme de 

fibres vectoriels holomorphes 

R lyg, ~X -'~ (ROyIs*O')x/s) $" 

On dispose ainsi d 'un isomorphisme canonique 

(13.3) A(G x) ~ Amax(R~ Ogx/s)*. 

13 (b) D~g~n~rescence d'une famiile de droites projectives complexes 

Cette section est consacr6e ~ l 'exemple de famille de surfaces de Riemann 

:r: X---~ C, 

oO X est obtenu en 6clatant (0,0: 1) dans C• et ot~ : r e s t  la compos6e de l'6clate- 

ment p:X-->C• et de la projection pr~: C• 

La famille 

:~: X\~-1(0)---> C * \ { 0 }  

s'identifie ~t la famille produit 

prl: C* x PIC--, C*. 
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Soit H l 'hypersurface surface lisse de C• d6finie par 

( w , X : Y : Z ) E H  ~ X Y - w Z Z = O .  

On v6rifie ais6ment que l 'application 

X - p - l ( O ,  0:1) ~ (C xPJC){(0, 0:1)} ~ H 

(w, U : V ) ~  (w, UZ: wVZ: UV) 

se prolonge en un isomorphisme (alg6brique) 

cp : X--% H. 

De plus, l 'application zoq~ -1 coincide avec la restriction ~ H de prl. On en d6duit 

facilement que Jr: X ~ C  est une f. s. o. 

Soit a E R*.  On v6rifie imm6diatement que l 'on d6finit une m6trique C ~ sur le fibr6 

en droites Wxlc, au-dessus de l 'ouvert X-z-~(0) ,  identifi~/t C*xP1C, en posant 

Ildtl] 2 -- Itl4+alt[2§ ]w[ 2, 

oil t e s t  la fonction m6romorphe sur C* • d6finie par 

X 
t(w, X: Y) = - - .  

Y 

Puis on v6rifie aussi tr6s simplement que cette m6trique se prolonge en une m6trique 

C a sur ~Ox/c, au-dessus de X tout entier. 

D6sormais, nous faisons a=2 ,  et, pour tout w E C*, nous notons [I ][w la m6trique 

sur le fibr6 canonique de p1C, identifi6 ~ {w} xPIC=zc-I(w), d6finie par la m6trique II II- 

Lorsque Iw]= 1, la m6trique I1 Ilw coincide avec la m6trique de Fubini-Study, d6finie par 

la formule 

IIdtH~ s = (1 + )12) 2. 

Par ailleurs, l ' isomorphisme canonique (13.3) devient ici une trivialisation cano- 

nique de 2(~x), puisque R~ ~Ox/c=0. I1 d6termine donc une section canonique o de 

2(Gx) sur C, partout non nulle. 

Soit enfin 11 IIQ la m6trique de Quillen sur 2(~) associ6e h la m6trique II II sur O)x/c et 

la m~trique triviale I[ 1[0 sur ~x. 

On peut calculer rlo(w)llQ/ll,~(l)llQ (oa w ~c*)  au moyen de la formule d 'anomalie 

rappel6e au th6or6me 5.1. En effet, grfice aux identifications de ~-1(1) et Jr-~(w) avec 
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PIC et de 2((7x)1 et 2((7x)~ avec [de tH*(P lC ,  (7)]-1, on voit que ce nombre  n ' e s t  aut re  que 

le quot ient  des m6tr iques  de Quil len sur [ d e t H * ( P ' C ,  (7)] -1 d6finies par  les m6tr iques  

I111~ et  I[ liw sur cov~ c ((TP~c 6tant  tou jours  muni de la m6tr ique  triviale).  I1 vient  ainsi 

log IIc,(w)ll~ = ( ~--d(TPlC ' II II; ~, II Ilwb. 
Ila(1)ll~ 3,,,c 

Expl ic i tement ,  en p o s a n t f w =  II II1/1111~, cet te  fo rmule  devient  la << formule  d ' anoma-  

lie con fo rme  de Po lyakov  >> : 

l [ i alogfwA~logf~]" (13.4) log II~ 1 logfw'cl(ZPIC, II IIVb+ 2:r 
I1o(1)11~ 3 ~,c 

I1 vient : 

f w = (Itl2 + 2ltl2 + lwl2) - t/2 (1 + Itl 2) 

~ ( T P ' C ,  II IIV') = / d t  ^ d [  
zc (l+ltl2) 2 

Ologf,~: - (l+[t12)((;[4~i:]4+lw12) [dt. 

En repor tan t  ces express ions  dans le m e m b r e  de droi te  de (13.4), on t rouve  

tla(w)ll~ = a(w)-A(1)+B(w) 
log Ilo(1)ll~ 

of 1 

1 fc_+lo (i,r,+21,r2+lwl2) -d'^d; a(w) = - ( l + ltl2) z 

fo § dx - 31 log(x2+2x+lwl2) ( l + x )  - - - - ~  

et 

1 (1_1w12)2 Ip Itl 2 i at A dt 
B(w) = - 3:r .,- (1 +1/12) 2 (It[a+21t12+lw[2) 2 2 

1 _ [w1212 f0+~ xdx - - ~ - ( - 1  
(1 + x) 2 (x2 + 2x +lw12) 2 

Les  int6grales A(w) et  B(w) se ca lculent  616mentairement .  Tou t  calcul fait,  on  t rouve ,  
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en accord avec le th6or6me 2.2 

(13.5) II~(w)llQ : Iwl *~2 e~ 

ofa, pour tout w tel que [wl<l,  

1 ~ 1 (l_lwl2),/210g[l+Cl_lwl2),/2]+_~4[l_Cl_lwl2)_,/2]loglwlL e ( w ) = -  1--2-- 12 

La fonction Q admet un d6veloppement de la forme 

O(w)= ~ anlw 12n.J~_ E bnlwlZ~l~ �9 
n=0 n=l 

Elle est analytique r6elle sur C - { 0 } ,  de classe C 1 sur C. Mais comme 

1 
b l = -  48 ~=0 

elle n 'est  pas deux fois diff6rentiable en 0. 

13 (c) D6g6nerescence d'une famille de courbes elliptiques 

L'6nonc6 suivant est une reformulation en termes de m6triques de QuiUen de r6sultats 

classiques de la th6orie des fonctions elliptiques. 

Tn~OR~ME 13.1. Soient M une surface de Riemann compacte connexe de genre 1 

e t a  une forme  diff~rentielle holomorphe sur M (partout) non nulle. Soit F c C  le rOseau 

des p~riodes de a - i.e. l 'ensemble des S~a, yEH1(M;Z)  - et g2 et g3 les invariants du 

r(seau F, dOfinis par  

gz =60  E ~1-4 et g3=140  E y-6. 
~ r - (o )  ~r-{o) 

Soit enfin A=g~-27g~ le discriminant de (M, a). 

Soit II ItQ la mktrique de Quillen sur de tH*(M,  ~M) associ~e(') d la mOtrique I1 II sur 

o)M dOfinie par 

Itall = 1, 

(t) On v6rifie ais6ment que cette m6trique sur det H*(M, r est en fait ind6pendante du choix de a. 
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et gtla mktrique triviale sur GM. L' isomorphisme canonique 

det H*(M, ~7 M) = AmaxH~ 0)M)* 

devient ici 

det H*(M, GM) ~ (Ca)* = C a  -1,  

ot~ a -1 dOsigne la forme linOaire sur Ca valant 1 sur a, et l'on a 

(13.6) Ila-llla = ~ - I A I  '/'2. 

Ce th6or~me d6coule ais6ment de la formule limite de Kronecker [W, p. 75], 

appliqu6e au r6seau dual de F. Nous laissons le d6tail des calculs au lecteur. 

Rappelons qu'il existe un espace de modules fin pour les courbes elliptiques 

munies d 'une forme diffdrentielle holomorphe (partout) non nulle. On le r6alise par 

l 'ouvert So de C 2 constitu6 des couples (p, q) tels que p3-27q2=#0 et par la courbe 

elliptique au dessus de So 

: :Xo6 So, 

o0 X0 est le ferm6 (alg6brique) de S0• form6 des points (p, q, U: V: W) tels que 

(13.6) V 2 W = 4 U 3 - p U W 2 - q W  3 

et o~ 

:r(p, q, U: V: W) = (p, q) 

et 

e(p, q) = (p, q,l :0:0) ,  

munie de la forme diff6rentielle holomorphe verticale f l=dU/V. De plus, pour tout 

(p, q)E So, les invariants du r6seau des p6riodes de (n-~(p, q),fl) sont gz=p et g3=q. La 

famille ~: X o ~ S o  se prolonge en une f. s. o. 7r: X ~ S ,  oll S=C 2-  {(0, 0)} et ofJ X est le 

ferm6 de s •  d6finie par (13.6). Le diviseur des courbes singuli6res de cette f. s. o. 

est d6fini par l 'annulation de A=p3-27q2; nous le noterons D. La  forme diff6rentielle fl 

se prolonge en une section partout non nulle de o~x/s, et d6finit une section sur S du 

fibr6 en droites R~ ~Ox/s, partout non nulle, que nous noterons encore ft. 
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L'isomorphisme canonique 

2(~x) ~- (AmaXR~ ~Ox/s) -~ = (R~ o)x/s) -~ 

permet de consid6rer la section/3-1 de (R~ COx/s) -1, duale de la section/3 de R~ O)x/s, 

comme une section de 2(Ox). Si II lie est la m6trique de Quillen sur 2(Gx) associ6e a la 

m6trique II II sur ~Ox/s d6finie par 

11/311 = 1 

et/t  la m6trique triviale sur ~x, on tire alors du th6or~me 13.1 

11/3-111Q=llAIl/12 sur S o = S \ D .  

En particulier, on voit imm6diatement sur cette formule que II lie est une m6trique 

g6n6ralis6e sur 2(Ox) au-dessus de S tout entier et que 

c,(X(~), II IIa) = -~2 ao, (13.7) 

conform6ment au th6or~me 2.1, puisque 

q(~Ox~s, It tl) = q ( %  tl It) = 0. 

L'6quation (13.7) peut s'6crire comme l'6galit6 de courants sur Remarque. 
c 2 \  {(o, o)} 

(13.8) a 0 f = 0  

of~ 

f =  log 11/3-111o - ~ 2 1 o g  IA[. 

Par ailleurs, on v6rifie ais6ment que f satisfait ~t la relation d'homog6n6it6 suivante, 

pour tout (p, q) E So et tout 2 E C* 

fOZp,  23q) =f(p ,  q); 

elle est donc born6e sur C2\{(0 ,  0)}. Joint ~ (13.8), cela montre que f est constante, 

donc qu'il existe CER* tel que 

11/3-'11 = C[AI 1/'2. 



94 J.-M. BISMUT ET J.-B. BOST 

On peut ainsi d6river du th6or~me 2.1 le th6or~me 13.1, c'est4t-dire la formule limite de 

Kronecker (~ une constante multiplicative pros). 

13 (d) Nous nous proposons d'6tablir dans cette section le th6or~me suivant. 

T~IgOR~ME 13.2. Soit :r: X--'~D~ une f .  s. o. de fibres connexes, dont la seule fibre 

singuli~re est Z0=:r-l(0), et telle que Zo poss~de un unique point singulier. On suppose 

tOx/o, muni d'une m~trique hermitienne C ~ II It et, pour tout wEDs- (0} ,  l' on d~signe 

par Aw le laplacien scalaire sur Zw=ar-l(w) muni de la structure riemannienne d~finie 

par la m~trique II II sur Wzw. 

s i  Zo est irr~ductible, il existe c E R* tel que 

[ det' Aw~clw[  1/6 log (w-->0). 

Si Zo n'est pas irr~ductible (et admet donc deux composantes irr~ductibles lisses), 

il existe c E R* tel que 

det' Aw~ clwll/61Og ~w [ (w--, 0). 

Compte-tenu de la d6finition de la m6trique de Quillen et des identit6s (13.1) et 

(13.2), ce th6or~me est une cons6quence imm6diate du th6or~me 2.2 et de l'6nonc6 

suivant. 

PROPOSITION 13.3. Conservons les notations et les hypothOses du tfiOorkme 13.2 et 

notons II IlL2 la m~trique L 2 sur 2(6x) au-dessus de D~-{0} d~terminOe par la mOtrique 

II l[ sur Wx/o, et la m~trique triviale sur Gx. Soit cr une section holomorphe de 2(~?x) sur 

D, telle que a(O):~ O. 

Si Xo est irr~ductible, il existe c E R* tel que 

Ila(w)ll    c log (w--~ 0). 

Si Xo n'est pas irrOductible, il existe c E R* tel que 

2 I -1 
[]a(W)IIL2~ C [ I o g - ~  ] (W---> O). 

Cette proposition d6coule ~t son tour des deux propositions suivantes. 

PROPOSITION 13.4. Conseroons les notations et les hypothOses du th~orOme 13.2 et 

notons 1 la section de R~ sur D d~finie par la fonction I sur X et II IlL2 la norme L 2 
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sur R~ au-dessus de D~-{0}, d(terminOe par la m~trique 1111 sur Wx/o, et la 

m~trique triviale sur t~x. II existe c E R* tel que 

1 Itl(w)ll~2- clog Iwl" 

PROPOSITION 13.5. Soit ar: X---~D, une f .  s. o. satisfaisant aux conditions du th(o- 

rome 13.2, et soit ( , ) L2 la structure hermitienne sur R~ Wx/oE, au-dessus de DE-{0}, 

dOfinie par la formule (13.1) (avec M=Z~,  wEDs-{0}) .  Soit de plus (ai)l<~i~g une 

famille de sections de R~ Wx/D~ sur DE, partout libre et gOn&atrice, et soit 

D:D~-{O}-* R* 

W ~-~ det((ai(w), aj(w ) )L2)l<~i,j<~g. 

Si Zo est irr~ductible, il existe c E R* tel que 

D(w) ~ c log ~ (w---) 0). 
Iwl 

Si Zo n'est pas irr~ductible, la fonction D admet un prolongement continu sur D,, non 

nul en O. 

DOmonstration de la proposition 13.4. D'apr6s la proposition 3.1, il existe un 

voisinage ouvert U dans X du point singulier Y de Z0 et un isomorphisme holomorphe 

tel que 

(x, y): U---> D,,• e 

~lu=  xy. 

Notons 2 la fonction de C|215 R*) teUe que, sur U\[x-~(O)Uy-l(O)], 

= - ~  =;~(x,y) 

et choisissons une fonction 0, C = sur X, de support dans U et valant 1 au voisinage de 
Z. 

Soit dAw la densit6 positive sur Zw (w E DE--{0}) d6finie localement par la formule 

suivante, oO fl d6signe une section non nulle de Wzw 

dA 
ii ll 2 " 
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II vient 

t"  
IIl(w)[l~ = [ dAw 

JL w 

w Z w  

Comme s~ est une submersion en dehors du support de (1-0),  l'int6grale 

fz w (1-0)  daw 

d6finit une fonction de w ED~-{0} qui se prolonge en une fonction C ~ sur D~. De plus, 

si 0 est la fonction sur D~,xD~, telle que ~=O(x,y), l'on a, pour tout wED~ tel que 

0<[wl<e 2 

fz odaw=fz pdAw 
w w n U  

= ( O(x, w/x) i2(x, W/X) -2 dx ^ d:r 
L '-l[wd<lxl<~, Ixl 2 

Lorsque w tend vers 0, cette expression admet comme 6quivalent 

fe /~p2 )~(0, 0) -2 '-llwl<lal<~' i dXlxl z^ d:r _ 4~r2(0, 0)-2 log -.Iwl 
[] 

DOmonstration de la proposition 13.5. Nous noterons g le genre (arithm6tique) des 

fibres de zr, et, pour simplifier, w au lieu de WX/D. 
Soit v:20--~Z0 la normalisation de Zo=3r-l(0), et soient Z1 et Z2 les images r6ci- 

proques par v du point singulier Z de Z0. Par construction, 2o est une courbe complexe 

compacte lisse. Deux cas se pr6sentent : 

(I) lorsque Z0 est irr6ductible, alors g~> 1 et 2o est une courbe connexe de genre 

g - l ;  

(II) lorsque Z0 n'est pas irr6ductible, alors Zo a deux composantes connexes 26 et 

2~, de genres g' et g", et g'+g"=g. 
On v6rifie ais6ment que l'image inverse par v 6tablit un isomorphisme v* entre 

H~ WZo) et l 'espace 

{s E H~ W2o| aY,  +X2)) I Resxl s+Resx2 s = 0 }. 
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Dans le cas (I), il vient 

dim H~ co&) = g -  1 = dim v*H~ COlZo)- 1. 

o E H~ colz o) telle que Par cons6quent, il existe a e 

Resz~ v* a ~ = -Resz2 v* a~ :~ O, 

et l 'on a 

Choisissons une base (a ~ . . . . .  a~ de v*-~(H~ la famille (a ~ . . . . .  a~ forme 

alors une base de H~ COlz0). 

Dans le cas (II), il vient 

dim H~ COlZo) = g = g '+g"= dim H~ co&)+dim H~ COz,;). 

Par cons6quent, il existe une base (a ~ . . . . .  a~ de H~ COlz o) telle que v*a ~ soit une 

forme diff6rentielle holomorphe sur 20, nulle sur ,~  si l<.i<.gl et nulle sur Z6 si 

gl+ l <~i<~g. 

Soit alors (al . . . . .  ag) une famille de sections de R~ sur un voisinage ouvert V de 

0 dans D~ telles que ai(0)=a ~ Nous allons 6tablir la proposition 13.5 pour cette famille 

particuli~re; le cas g6n6ral s 'en d6duit imm6diatement. 

Nous ferons usage du r6sultat suivant, dont nous omettons la d6monstration, qui 

se ram~ne ~ un calcul local au voisinage de Z, comme celle de la proposition 13.4, et ne 

pr6sente aucune difficult6. 

LEMME 13.6. Soient a et fl deux sections de R~ co sur un voisinage ouvert V de 0 

dans D~, telles que v*a(O), en tant que section de co2o, n' admette pas de p6le en Yq et E2. 

Alors la fonction 

v-{0)~c  

w ~  (a(w) ,~(w))~ 

se prolonge en une fonction continue sur V, qui prend en 0 la valeur 

- i  (. v*a(O) A V*fl(O). 
.I Z 

o 

Dans le cas (II), on peut appliquer le lemme 13.6 aux produits scalaires 

7-908282 Acta  Mathemat ica  165. Imprim6 le 22 aofit 1990 



98 J.-M. BISMUT ET J.-B. BOST 

(al(w),aj(w))L~ , l<~i,j<~g. On obtient ainsi l'existence du prolongement continu de 

D(w) jusqu'~ z=0. De plus 

D(O) = det - i  v*a ~ ̂ v*a 
o / I <~k, l<~g 

= d e t ( - i  I v*a~ d e t ( - i  I v*a---~k^v*a~ 
\ JZ"o l<~k,l<~g I \ J2'~ /]gl+l<~k,l<~g I 

est non nul, puisque (v*a~ (resp. (v*a~[z~)g,+,<_i<_g) est une base de H~ to~) 

(resp. de H~ toz~)). 

Dans le cas (I), on peut appliquer le lemme 13.6 aux produits scalaires 

(ai(w), aj(W))L2, l<~i,j<~g, (i,j)+(g, g). En particulier, comme fonction de w E V\{0} ,  

det((ak(W), al(w)) L2) l<_k, t~g- 1 se prolonge continfiment sur Vet  vaut en 0 

qui est non nul, puisque (~*g~)l~k~g-1 est une base de /-/~ toz0). Pour 6tudier 

(as(W), ag(w))L~, choisissons un voisinage ouvert U de Z dans X et un isomorphisme 

holomorphe 

tel que 

et que 

(x, y): U---) De,• 

Z[U = x y  

v(2~) n U =  x-l(0) et v(2~) fl U =  y-l(0). 

On peut identifier a e ~t une section holomorphe de to sur un voisinage ouvert de Z0 dans 

X. On a alors, sur U 

ag = f  dx 
x 

oOfest  une fonction holomorphe sur ~p telle que f(Z):r I1 vient alors, lorsque w tend 

vers 0, par un raisonnement semblable ~ celui de la d6monstration de la proposition 

13.4 
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(a,(w), i fz ^ ae 
w 

t * ,  

i ~ a e/x ag+O(l) 
d~ Zwf~ U 

= fw ~(x'w/x)12idx Adg+o(1) 
I/~'<~1<~ Ixl 2 

= If(O,0)12 ( i d x ^ d g  +0(1) 
alw[/~'<[xl<~ IX[ 2 

-- 4erl f(O, 0)12 log ~-~1+ 0(1). 

Par cons6quent 

D(w) = det( ( ai(w), aj(LO) ) L2)l<~i,j<~g_l < OL g(W), ae(w) ) L2 + O(1) 

4Jr[ f(0, 0)12A log ~1. 
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[] 

Remarque. La proposition 13.5 est une cons6quence classique des propri6t6s de 

l'application des p~riodes ~, au bord de l'espace des modules de courbes >>. Toutefois, 

nous n'avons pas su trouver de r6f6rence explicite pour l'6nonc6 de la proposition 13.5, 

et nous avons pr6f6r6 en donner une d6monstration directe. 

Une variante au recours h l'application des p6riodes consisterait ~t introduire la 

jacobienne relative de X sur D~ 

e 

ar': J'& D~, 

et h utiliser que, compte tenu de l'isomorphisme 

0 ~ , 1 R re, (1)X/De ~ e ~~j/De , 

qui permet d'identifier ai(w) ~t une section invariante par translation de Q~ il vient ~,-l(w)~ 

pour tout wEDs \{0}  (cf. [Sz; p. 26--27]) 

(13.9) 

D ( w ) = d e t ( - i (  dk(w) ^ a/(w) ) 
\ d~-l(w) l~k, l<~g 

= i g2 ( a~(w) A . . .  A fig(W) A a l (b0 )  A . . .  A (~g(L0). 

J~,-l(w) 
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Lorsque Z0 n'est pas irr6ducible, la jacobienne relative J e s t  une vari6t6 ab61ienne sur 

D,; l'int6grale (13.9) admet un prolongement analytique r6el sur tout D~. Lorsque Z0 est 

irr6ductible, J n'est que semi-ab61ienne et :r'-l(0) est extension d'une vari6t6 ab61ienne 

par C*. Un calcul direct sur un module local de d6g6n6rescence des vari6t6s ab61iennes 

6tablit alors le comportement logarithmique de (13.9). 

13 (e) Soit M une surface (r6elle) C a compacte et orient6e, dont le bord aM 

poss~de deux composantes connexes $1 et $2, et soit g une m6trique Riemanienne C = 

sur M telle qu'il existe des voisinages ouverts Vi de Si (i= 1,2), e>0, et des diff6omor- 

phismes pr6servant l'orientation 

q0i: [0, e[• Vi (i = 1,2) 

tels que les m6triques qo*g coincident avec la m6trique riemannienne sur [0, e[• 

d6duite de la m6trique euclidienne usuelle sur R z. 

Pour tout L>0,  posons CL=[0, L] • et consid6rons la surface compacte sans 

bord ML obtenue en recollant CL ~ M par les applications 

{0}• et {L}• 

(0, 0 ) ~ 9 1 ( 0 , - 0 )  (L, 0) ~ 92(0, 0). 

La vari6t6 topologique ML poss~de une unique structure de vari6t6 riemannienne 

C = telle que les inclusions 

M'-* ML et CL ~ ML 

soient des plongements isom6triques lorsque M e t  CL sont munis respectivement de la 

m6trique g e t  de la m6trique d6duite de la m6trique euclidienne usuelle sur R 2. 

On d6duit ais6ment du th6or~me 13.2 le comportement asymptotique, lorsque L 

tend vers l'infini, du d6terminant r6gularis6 det' DL du laplacien riemanien (scalaire) 

AL=d*d sur ML. 

TH~OR~t~E 13.7. Si $1 et Sz appartiennent  gt une mOme composante  connexe de M, 

alors il existe c E R* tel que 

det' A L - cL z e-~L/3 (L ~ + ~).  

Si S1 et $2 appartiennent  d des composantes  connexes de M distinctes, alors il 

existe c E R* tel que 

det' A L -- cL e -'~L/3 (L ~ + oe). 
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DOmonstration. On peut supposer que chaque composante connexe de M rencon- 

tre OM. Posons 

et 

D = {wCC I Iwl< l) 

Z)={w CI Iwl l) 

Sl = {wSCl Iwl= 1}, 

7)j:Sl--*Sj ( j =  1,2) 

e zniO ~ qgi(0, 0). 

Soit P=( / )x / ) ) \ (S~xS1) .  C'est une vari6t6 h bord, de bord S IxDUD•  1 diff6omorphe 

au bord SlXD U SzxD de M x / )  par l'application ~p d6finie par 

~p(x,y)=(Vdl(X),xy) si (x,y)ESlxD; 

~p(x,y) = OP2(y),xy) si (x,y)ED• 

Notons X l'espace obtenu par recollement de P et M x D  de long de leur bord par % 

Munissons ,~/de l'unique structure analytique complexe compatible avec la m6trique 

riemannienne g e t  l'orientation de M. On v6rifie ais6ment que X poss6de une (unique) 

structure de surface analytique complexe qui fait des inclusions 

/ b ~ X  et I~IxDI~X 

des plongements ouverts. De plus, les applications 

M• D et P - ,  D 

( m , w ) ~ w  (x , y )~xy  

sont compatibles au recollement et d6finissent une application holomorphe 

~:X--* D, 

qui est une f. s. o. Celle-ci admet Z0=zr-l(0) comme seule fibre singuli6re. Le seul point 

singulier de Z0 est (0,0)EP, et Z0 est (resp. n'est pas) irr6ductible si Z0-{(0,0)} est 

(resp. n'est pas) connexe, i.e. si M est (resp. n'est pas) connexe. 

Soit o la section de Wx/o sur/~ telle que o=dx/x sur D-{0}  xD et que a=  -dy/y sur 

D x D - { 0 }  (cf. w et soit II II la m6trique sur WX/D telle que, pour tout wCD, la 
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structure r iemannienne induite sur la sous-vari6t6 M x  {w} de 3T-I(w) soit la structure 

r iemannienne donn6e sur M e t  telle que 

110112 = 8 ~ .  

On v6rifie sans peine que [I 11 est une m6trique C ~ et que, muni de la structure 

r iemannienne associ6e ~ cette m6trique, ~r-~(e -E~L) est isom6trique h ML. La  conclusion 

du th6or6me d6coule donc du th6or6me 13.2 appliqu6e ~t Jr:X---~D. [] 
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