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1. Introduction

une famille de courbes complexes qui admet des fibres singuliéres.

Soient X et S des variétés analytiques complexes et soit 71: X—S une application
holomorphe propre. La construction de Grothendieck—-Knudsen-Mumford ([KM],
[BGS3]) permet d’associer & tout fibré vectoriel holomorphe £ sur X le fibré en droites
holomorphe sur § « déterminant de I'image directe de & », noté det(Rm,£). Le
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théoreme de Riemann-Roch-Grothendieck exprime(') la premiére classe de Chern de
det(Rx, &) comme intégrale le long des fibres de & de classes caractéristiques du fibré &
et du fibré virtuel TX—a*TS.

Supposons que 7 soit une submersion, ¢’est-a-dire un morphisme lisse au sens de
la géométrie analytique. Le fibré virtuel TX—a*TS est alors représenté par le fibré
tangent relatif de 7, TX/S. Supposons aussi que & et TX/S soient munis de métriques
hermitiennes. Dans [Q], Quillen a montré comment munir le fibré A(§) = [det(Rx, )]~}
d’une métrique hermitienne, obtenue comme produit de la métrique L? sur le détermi-
nant de la cohomologie de & dans les fibres de 7 et de la torsion analytique de
Ray-Singer [RS] du complexe de Dolbeault sur les fibres. Les résultats de Bismut,
Gillet et Soulé [BGS3], généralisant ceux de Quillen [Q}, fournissent un raffinement du
théoréme de Riemann-Roch-Grothendieck en exprimant la courbure de la connexion
holomorphe hermitienne sur A(£) associée a la métrique de Quillen comme intégrale le
long des fibres de 7 de polyndmes de Chern-Weil associés aux connexions holomor-
phes hermitiennes sur les fibrés £ et TX/S.

L’objet de ce travail est d’obtenir un raffinement analogue du théoréme de Rie-
mann-Roch-Grothendieck dans le cas ol 7: X—S§ est une famille de courbes com-
plexes a singularités ordinaires. Soit A le diviseur paramétrant les fibres singuliéres de
7. Comme 7 est une submersion sur X—z~ '(A), les considérations précédentes s appli-
quent au fibré A(8)|s_,, qui peut donc étre muni d’une métrique de Quillen. Cette
métrique ne se prolonge pas en une métrique continue sur S tout entier, et, dans cet
article, nous décrivons ses singularités au voisinage de A. Ces singularités sont suffi-
samment raisonnables pour que 1’on puisse définir comme courant sur S, singulier le
long de A, la courbure de A(&) muni de la métrique de Quillen. Le calcul de ce courant
fournit le raffinement souhaité du théoréme de Riemann-Roch-Grothendieck.

Compte tenu de sa définition, I’étude de la métrique de Quillen an voisinage de A
conduit & considérer le comportemént de la torsion analytique d’un fibré sur une
surface de Riemann lorsque celle-ci dégénére. L’étude de ce comportement apparait
naturellement en théorie des cordes et en théorie des champs en dimension 2. En fait,
I'une des motivations initiales de notre travail était de comprendre mathématiquement
les résultats sur cette question de divers physiciens, notamment de Belavin et Knizhnik
([BK]) et de Moore, Cohen et Polchinski (non publié).

Nos résultats principaux sont énoncés dans la partie 2, ol nous donnons aussi une

() Du moins lorsque X et § sont quasi projectives et x et £ algébriques.
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description détaillée du contenu de cet article (section 2(d)). Ces résultats ont été
annoncés dans [BB].

Nous tenons a remercier pour leurs conseils H. Gillet, F. Loeser, G. Moore ¢t C.
Soulé.

2. Enoncé des résultats
2(a) Notations et rappels

(1) Formes différentielles et courants. On note a® la composante de degré k d’une
forme différentielle a sur une variété différentiable.

Si m: X— S est une application C” entre variétés C* orientées, et w un courant sur
X tel que 7 restreinte au support de w soit propre, nous désignerons par [, son image
directe par s; c’est le courant sur S défini par I’égalité, pour toute forme différentielle
a sur X, C” i support compact

L <aA I w)= [waro.

Si 7 est une submersion en tout point du support de w et si w est de classe C”, alors
{zo est de classe C*.

1l vient, pour tout courant o sur X tel que la restriction de 7 au support de o soit
propre

2.1 dfw=fdco.

De plus, si X et S sont des variétés analytiques complexes, et si 7 est holomorphe, alors

2.2) 8Jw=j8w et G'Jw=jé§w.

Cela découle de (2.1) et du fait que si les fibres de 7 sont de dimension complexe d et si
w est de type (p, ), alors [, est de type (p—d, g—d).

Si M est une variété analytique complexe, nous désignerons par wj son fibré en
droites canonique, ¢’est-a-dire le fibré des formes de type (d, 0), o d est la dimension
complexe de M.

Si D est une sous-espace analytique fermé de M, on définit le courant d’intégration
sur D, dp, par I’égalité, pour toute forme différentielle a sur X, C” & support compact
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féDAa=f a
M D

r

ou D, désigne le lieu des points réguliers de D. Par linéarité, on étend cette définition a
tout cycle analytique sur M.

(ii) Classes caractéristiques des fibrés vectoriels holomorphes hermitiens. Soient &
un fibré vectoriel holomorphe sur une variété analytique complexe M, et || || une
métrique hermitienne C” sur &. Il existe une unique connexion V sur £ de type (1,0) et
compatible a la métrique || || (cf. [Ch]). Au moyen de cette connexion et des formules de
Chern-Weil, on peut associer a (&, || ||) des formes différentielles fermées de composan-
tes homogenes de type (p, p) (p €EN), qui représentent en cohomologie de De Rham ses
diverses classes caractéristiques (cf. [Ch}) : les « formes de Chern » ¢ (&, || |]), la
« forme caractére de Chern » ch(g, || ||) et la « forme de Todd » Td(, |} |

Plus précisément, si R désigne la courbure de V, considéré comme section de
NT*M®EndE, on a

: k
ch(&, || [N = (—) Tr R,
21

En particulier, si I’on note rgé le rang du fibré £, on a

2.3) ch&, || D@ =rgé&;
de plus
(2.4) ch&, || N? = ¢, & || ID.

Lorsque & est un fibré en droites, il vient (localement)

@.35) (&I ) = 5810 ol

ol g désigne une section holomorphe non nulle de &. De plus, on a

1

(2.6) ch(g, || )= m

k=0

e | D¢

et

D+ €& || +(ermes de degré >6).

@7 TdE| D=1+ %cl(g, |

Nous noterons || || ™! la métrique sur le fibré dual £~' d’un fibré en droites & déduite
par dualité d’une métrique || || sur &.
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(iii) Métrigues généralisées. Nous appellerons métrique généralisée sur un fibré en
droites complexes & sur une variété différentiable V une métrique hermitienne || || sur
& définie sur le complémentaire d’'une partic N de V, négligeable pour la classe de
mesure de Lebesgue, telle qu’il existe une métrique continue || ||, sur £, partout définie,
et une fonction localement sommable ¢: V—R telle que

lll=¢’llly sur V\UN.

Par partition de I'unité, il suffit en fait de vérifier localement cette condition.

Si V est une variété analytique complexe et £ un fibré en droites holomorphe muni
d’une métrique généralisée || ||, on peut encore définir ¢,(<, || ||) comme courant de type
(1, 1), au moyen de la formule (2.5). Ce courant représente encore la premiére classe de
Chern de £ en cohomologie de De Rham.

Par exemple, si D est un diviseur sur la variété analytique complexe V, on définit
une métrique généralisée || || sur le fibré en droites O(D) sur V en posant

[11]j() =1

pour tout x€V dans le complémentaire du support |[D| de D, ou 1 désigne la section
canonique de diviseur D de (D). La formule de Poincaré-Lelong peut alors s’écrire

c(OD), ]| D= p-

(iv) Déterminants régularisés. Nous noterons det’ P le déterminant régularisé d’un
opérateur différentiel elliptique positif opérant sur les sections d’un fibré vectoriel au
dessus d’une variété fermée, tel qu’il est défini par Ray et Singer [RS]. Si (4,),¢x €st la
suite des valeurs propres non nulles de P, répétées suivant leur multiplicité, alors la
série de Dirichlet L7 4,° converge si Res est suffisamment grand et définit une
fonction holomorphe sur un demi-plan, qui admet un prolongement méromorphe sur
tout le plan complexe. La fonction méromorphe &, ainsi définie est holomorphe en 0,
et, par définition,

det’ P =exp[—Cp(0)].

2(b) Familles holomorphes de surfaces de Riemann a singularités ordinaires,
fibrés déterminants et métriques de Quillen

Nous appellerons famille holomorphe de surfaces de Riemann a singularités ordinaires
(f-s.0.) toute application holomorphe, propre et surjective 7: X— S entre deux variétés
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complexes, telle que, pour tout point w de S, la fibre analytique de oz en w soit une
courbe réduite dont les seules singularités éventuelles sont des points doubles ordi-
naires. Le sous-ensemble X de X formé des points doubles des fibres de o7 est alors une
sous-variété fermée de codimension 2 de X, I’application 7|z est une immersion propre,
et on définit le diviseur A des courbes singuliéres de m comme son image, en tant que
cycle analytique. On définit le dualisant relatif de n comme le fibré en droites
holomorphe sur X

-1
Wys = Wy OT*wg) ™.

La restriction de wys & une fibre lisse Z de & s’identifie canoniquement & wz. (Nous
revenons, avec plus de détails, sur ces définitions dans la partie 3, ol nous décrivons
aussi diverses propriétés des f.s.0.)

Comme I'application i est une submersion en dehors de la partie X, Lebesgue-
négligeable, I'image réciproque par & d’une partie Lebesgue-négligeable de § est
Lebesgue-négligeable dans X. Par dualité, on en déduit que pour tout courant a
localement intégrable sur X, le courant [,a est localement intégrable sur .

Soient 7: X—.S une f.s.0. et £ un fibré vectoriel holomorphe sur X. Posons, pour
tout w€S,

Z,= 7 W(w)
et

(2.8) M8, = [A"*H"Z,, O] '®AN"H"(Z,, &).

La famille des déterminants de la cohomologie A(§)=(4(£),), ¢ €st munie d’une struc-
ture naturelle de fibré en droites holomorphe sur S, que I’on définit par la variante en
géométrie analytique de la théorie du déterminant de Grothendieck, Knudsen et
Mumford (cf. (KM], [BGS, II1.3.a] et la partie 4, ol ’on présente aussi une description
plus élémentaire de cette structure holomorphe).

Soit w un point de S n’appartenant pas au support |A] du diviseur A des courbes
singuliéres de 7. Si wgz, est muni d’une structure hermitienne C”, on dispose d’une
densité positive sur Z,, définie par la formule (locale) suivante, ol a désigne une
section non nulle de w,_

. AAG

dv=i——.
lled?



METRIQUES DE QUILLEN ET DEGENERESCENCE DES COURBES 7

Si de plus &|, est muni d’une structure hermitienne C*, alors il en va de méme de
E]Zw®a')zw, par produit tensoriel, et I'on peut définir des produits scalaires L? sur
C(Z,, 8 et C7(Z, §®a‘)zw) par la formule

(01,02 =f (0,(x), 0,(x)) du(x).
Zw

L’opérateur 3 sur Z, a coefficients dans &
35,01 C(Z,, B> C(2,,E® ;)

posséde un adjoint 3}, relativement a ces produits scalaires, qui nous permettent de
munir de structures hermitiennes

HYZ,, 5 =ker3, ,cC*(Z,, &)
et

H'(Z,,8)=ker8},cC(Z,, E® ;).

Nous désignons par || ||,; la métrique hermitienne sur A(§), déduite par puissance
extérieure, dualité et produit tensoriel de ces structures hermitiennes, et nous définis-
sons la métrique de Quillen sur A(&),, par

Il llg = (det’ 5%, 3¢ ,)"Il Il -

D’aprés [BGS3], lorsque £ et wys sont munies de structures hermitiennes C* sur
77 (S—A), alors les métriques de Quillen sur les A(§),, s €S—A, construites au moyen
des métriques sur £, et w, qui s’en déduisent, déterminent une métrique hermitienne
C” sur le fibré holomorphe A(8)|5_,.

2(c) Enoncé des résultats

Nous nous proposons d’établir dans cet article le résultat suivant.

THEOREME 2.1. Soient n:X—S une f.s.o., A le diviseur sur S des courbes
singulieres de 7 et |A| son support, et soit & un fibré vectoriel holomorphe sur X.
Supposons & et wy;s munis de métriques hermitiennes C* que nous noterons || ||, et
désignons par || llg la métrique de Quillen sur le fibré déterminant A(E) restreint a
S—|A|, construite a partir de ces métriques.
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La métrique || || définit une métrique généralisée sur M§), au dessus de S tout
entier, et 'on a I'égalité de courants de type (1,1) sur S

(2.9) ;@) || llp) = - j [Td(wgs, || 7" che&, | H)]“’——l‘z—rgséA.

Compte-tenu des formules (2.4) et (2.7), on peut expliciter I'intégrand dans le membre
de droite de (2.9) :

[Td(wxs, I} I ch(,

1 {
“)](4) = Erg & cil@ys |l >~ 5 c (&,

I @y, || 1D

+ch(é,

”)(4)_

Si £ est un fibré en droites, cette expression devient

L@ | 1P~ ex & D i@ | D6 I

Sur S—A, la formule (2.9) est un cas particulier des résultats de [BGS3], valables
pour les familles lisses kihleriennes de variétés complexes compactes de dimension
arbitraire.

Lorsque 7z: X—S est un morphisme algébrique entre variétés quasi projectives et
que & un fibré algébrique sur X, A(§) est naturellement un fibré en droites algébrique sur
S et le théoreme de Riemann-Roch-Grothendieck montre que la formule (2.9) est
encore vérifiée par les classes caractéristiques de A(§),& et wy/s dans les groupes de
Chow rationnels de X et S, a condition de remplacer I'intégration dans la fibre [, par
I'image directe x, des classes de cycles, et 8, par la classe du diviseur A (cf. [M, p.
100-102]) pour le détail du calcul; voir aussi § 11(b)). Cette égalité de classes de cycles
algébriques implique déja que les deux membres de (2.9) ont méme classe en cohomolo-
gie de De Rham. Le théoréme 2.1 apparait ainsi comme un raffinement du théoréme de
Rieman-Roch-Grothendieck en cohomologie de De Rham, valable comme égalité de
formes différentielles. 11 en allait déja ainsi des résultats de [Q] et [BGS3]; toutefois,
contrairement a ces derniers, le théoréme 2.1 permet de considérer des morphismes &
qui ne sont pas lisses.

Nous établirons aussi I’énoncé suivant, qui précise le comportement de la métrique
de Quillen || ||p sur A(£) au voisinage de |A|.

THEOREME 2.2. Reprenons les notations et les hypothéses du théoréme 2.1.
Soient Q un ouvert de S et l;, 1<i<N, des fonctions holomorphes sur Q telles que
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di{x)*+0

pour tout x€EQ, et telles qu’il existe des entiers n>0, 1<<i<N, de sorte que la restriction
a Q du diviseur A soit défini par I’annulation de

N
=115
i=1

Pour toute section o de AE) sur Q, C* et partout non nulle, il existe des fonctions
@, €EC*(Q,R), 0i<N, telles que

N
1
(2.10) log HOHQ = Ergfl()g |f|+‘po+2 D |li|2 log 1}).

i=1

En particulier, la fonction | f|7#%"||o||,, définie sur Q\|A
continue et partout non nulle sur Q.

, se prolonge en une fonction

On remarquera que tout point de S admet un voisinage ouvert € sur lequel sont
définies /; et o satisfaisant aux hypothéses du corollaire.

Le prolongement a Q de |f]"#¥'%|0]|,, n’est pas, en général, C* sur Q tout entier.
Les fonctions @; peuvent en effet prendre des valeurs non nulles sur [; 1(0) (cf. §13(b)
pour un exemple explicite de ce phénomene). Toutefois, ce prolongement est C”
lorsque les courbures de (&, || ||) et (wy;s, || ||) sont nulles au voisinage des points doubles
de fibres de 7 (cf. §12(a)). ‘

L’énoncé du théoréeme 2.2 se simplifie lorsque S est le dimension 1. 1l vient ainsi

COROLLAIRE 2.3. Reprenons les notations et les hypothéses du théoréeme 2.1. Si
S§={z€C||z|<1} et si n7(0) posséde n points doubles, alors, pour toute section
continue o de A(E) au voisinage de 0 telle que o(0)+0, il existe c ERY% tel que

lloG)l|g~ clw|™?7
lorsque w tend vers 0.

2(d) La démonstration du théoréme 2.1 proprement dit occupe les sections 5 4 11
de cet article. Elle est précédée de rappels sur les f.s.0. (§3) et sur les fibrés détermi-
nants (§4). Nous terminons I’article par la démonstration du théoréme 2.2 (§ 12) et par
quelques exemples (§ 13).

Indiquons les grandes lignes de la démonstration du théoréme 2.1.

On commence par établir diverses « formules d’anomalie » (cf. [BGS1,3]) qui
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montrent que la validité du théoréme 2.1 est indépendante du choix des métriques et est
compatible aux isomorphismes de fibrés déterminants associés aux suites exactes
courtes de fibrés sur X (§ 5).

On montre ensuite que la métrique || ||, sur A(§) est & singularités logarithmiques
au voisinage de A (§87).

Sous des hypothéses de positivité convenables sur £, on établit alors des inégalités
sur la trace du noyau de la chaleur associé a & sur les fibres 77'(s) de z, puis des
inégalités sur det’(é"‘_sa_g,s), valables lorsque s €S—A décrit un voisinage Q suffisam-
ment petit d’un point donné de A. Pour cela, on utilise notamment le fait que, munies
des métriques définies par une métrique C” sur wyys, les surfaces de Riemann 77 '(s),
s€Q, forment une famille de variétés riemanniennes de géométrie bornée (§ 8-9).

On déduit de ces inégalités que, lorsque & est « assez positif », la métrique de
Quillen sur A(§), définie et C* sur S—A, « ne croit pas trop vite » prés de A, et
détermine donc une métrique généralisée sur tout §. Les formules d’anomalie du §6
montrent alors qu’il en va ainsi pour tout §&. Compte-tenu de la validité de (2.9) en
dehors de A, cela établit (2.9) avec le courant ;rg £, remplacé par un courant de la
forme ¥;74(&) n;0, , o0 A=Z;n; A, est la décomposition de A en composantes irréductib-
les et ol les n(&) sont des nombres réels. De plus, les majorations du §9 sur
det' (9}, 9 ,) impliquent que

(&) = —1‘2— g€,

si & est suffisamment positif (§ 10).
La comparaison avec le théoréme de Riemann-Roch—Grothendieck de la formule
ainsi obtenue pour la classe de cohomologie c;(A(£)) prouve enfin que

=1
n(&) = TR &

du moins lorsque X est projective. Le cas général s’en déduit par des arguments
d’espaces de modules et de déformation (§11).

La section 6, dont les résultats ne sont pas utilisés par la suite, fait le lien entre le
théoréme 2.1 et les résultats de Witten et Bismut-Freed (W], [BF]) sur le calcul au
moyen d’invariants éta de I’holonomie du fibré déterminant (d’une famille sans singula-
rité).

2(e) Ce travail était achevé, lorsque P. Deligne nous a signalé qu’il est possible de
déduire le théoréme 2.2 des résultats de son article [D], au moins lorsque =0 et que
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7t: X— 8§ est une famille de courbes stables, de genre g=3. En effet, il montre dans [D]
que I'isomorphisme de Mumford sur S—A

MO = (wy; wys)

est une isométrie (4 un facteur ne dépendant que de g pres) lorsque A(0) est muni de la
métrique de Quillen et (wy,s; wy,s) de la métrique de Deligne (cf. [D]) définies par une
métrique C” sur wy;. Or, cet isomorphisme se prolonge sur S en

MO)BPRO(—A) = (wys; wys)

et un calcul local montre que la métrique sur {(wys; wy,g) définie par une métrique C*
sur wy;s se prolonge en une métrique continue sur tout S. On retrouve ainsi le
comportement de la métrique de Quillen pres de A.

Signalons enfin que le comportement du déterminant du laplacien sur une famille
de surfaces de Riemann qui dégénérent a été étudié par S. Wolpert, lorsque celles-ci
sont munies de leur métrique de Poincaré ((Wol).

3. Familles holomorphes de surfaces de Riemann 2 singularités ordinaires
3(a) Description locale des f.s.o0.

Prorosition 3.1. Soient X et S deux variétés complexes et n: X—S une application
holomorphe et surjective. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) pour tout point s € S, la fibre analytique de 7 en s est une courbe réduite dont les
seules singularités sont des points doubles ordinaires;

(ii) pour tout point x€X, il existe des coordonnées locales holomorphes
(20, 215 ..+ 20) (resp. (wy, ..., w,)) sur un voisinage ouvert de x dans X (resp. de s dans S)
telles que, exprimée dans ces coordonnées, I'application n soit définie par les équa-
tions

3. w;=z, i=1,...,n
ou par les équations
3.2) Wi =22 w;=2z, i=2,..,n.

Démonstration. L’implication (i) =(i) est évidente. L’implication réciproque est
une conséquence immédiate de 1’énoncé suivant.



12 J.-M. BISMUT ET J.-B. BOST

PRrROPOSITION 3.2. Soit f: (C"™1,0)—(C",0) un germe d’application analytique et
soit Fy la fibre analytique de f en 0.

(i) Si Fy est un germe de courbe réduite et lisse, alors f est un germe de morphisme
lisse : on peut trouver des coordonnées locales (zy,215 ...,2,) (resp. (Wy,...,w,)) au
voisinage de 0 dans C"*! (resp. C") telles que, exprimée dans ces coordonnées, f soit
définie par les équations

w; =2, i=1,..,n.

(ii) Si F,, est un germe de courbe réduite, possédant un point double ordinaire en 0,
alors on peut trouver des coordonnées locales (zy,21,...,2,) (resp. (wy,...,w,)) au
voisinage de 0 dans C**! (resp. C" telles que, exprimée dans ces coordonnées, f soit
définie par les équations

w‘=ZQZl; w,-=Z,-, i=2,..-,n.

Démonstration. L’assertion (i) est une conséquence du théoré¢me des fonctions
implicites. L’assertion (ii) découle des théorémes classiques sur les déformations de
germes d’espace analytique a singularité isolé (cf. [T]), appliqués au germe de courbe
plane d’équation xy=0. |

11 résulte immédiatement de la proposition 3.1 que si z: X—S§ est une f.s.o0., alors le
sous-ensemble X de X formé des points doubles des fibres de 7 est une sous-variété
fermée de codimension 2 de X. De plus, ’application :

Ay 2> 8

est une immersion propre, tandis que, restreinte 2 X—2X, 7 est une submersion (au sens
de la géométrie différentielle, i.e. un morphisme lisse au sens de la géométrie analy-
tique).

Soient (X),¢, les composantes connexes de Z. Les (X)) sont des hypersurfaces
analytiques fermées irréductibles de X et la famille des 7(Z;) est localement finie dans
§. On peut donc définir le diviseur des courbes singuliéres de la famille 7: X—§ comme

A= a(s).
i€l

Soit (A);¢, la famille des composantes irréductibles de A; cette famille a les mémes
éléments que la famille (7(Z)),¢,;, mais chacun d’eux y apparait une fois exactement. La
multiplicité n; de A; dans A, définie par
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A= nA,

JE€J

est le nombre de points doubles de la fibre 77'(z) pour tout point lisse z du support |A|
de A appartenant a A,.

3(b) Changement de base des f.s.o.

On établit aisément le résultat suivant.

ProrosiTioN 3.3. Conservons les notations de la section précédente. Soient S’
une variété complexe et f.8'—S une application holomorphe. Considérons I'espace
analytique produit fibré X'=XX¢S' et le diagramme cartésien d’espaces analytiques
qui le définit

F

X————X

1,

S —3

Les assertions suivantes sont équivalentes :
() f: S'—>S et nls:=—S8 sont transversales, i.e., si s'€ES’, 0€EZX et f(s")=n(0)=:s,
alors

T.S=ImT,f+Im T, 7x|;.

(ii) X' est une variété et ' est une f.s.o.
Lorsque ces conditions sont réalisées le diviseur A’ sur S’ des courbes singuliéres
de la f.s.0. ' est f~1(A).

Lorsque |A| est une hypersurface lisse, la condition (i) n’est autre que la transver-
salité de fa |A|.

3(c) Le fibré dualisant relatif d’une f.s.o.

Nous rappelons dans cette section quelques résultats élémentaires bien connus, et
précisons a cette occasion diverses notations.
Si M est une variété complexe, nous noterons T, le fibré tangent holomorphe de
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M, et T% ou Q;, son dual, le fibré des 1-formes holomorphes sur M. Sa puissance
extérieure maximale est le fibré en droites canonique w,,.

Reprenons les notations de la section 3 (a). On définit le faisceau Qj des différen-
tielles relatives sur X comme le conoyau du morphisme de faisceaux

QY- Qy
défini par la différentielle de 7. En dehors de =, Qj, est localement libre de rang 1, et

s’identifie au dual du fibré tangent relatif Ty;s, défini sur X—= comme le noyau de la
différentielle de

Tn: Tx——) .7[*Ts.

De plus, la suite exacte de fibrés vectoriels sur X—2

0— 1*Q5— Q) — Qs —0

détermine, par passage aux puissances extérieures maximales, un isomorphisme de
fibrés en droites sur X—X

1 = -1_
Qys = 0y (T wg)™ = wys.

Ainsi, wys est un fibré en droites sur X qui prolonge sur tout X le fibré en droites Q}Y/s
sur X—=. Comme X est de codimension 2 dans X, cette propriété caractérise wys (&
isomorphisme unique prés).

Soit s un point de X. Il existe un voisinage ouvert V de s dans X, des coordonnées
locales (29, 2y, ..., 2,) sur V et des coordonnées locales (w;, ..., w,) au voisinage de 7(s)
telles que, sur V, & soit définie en terme de ces coordonnées par les formules

W, =242 wW;=z, =2

Décrivons explicitement le prolongement de wys & X tout entier en exhibant une
section holomorphe partout non nulle de wys sur un tel ouvert V.
La sous-variété £nV est définie par les équations

=0 et z,=0.

Les formes différentielles dzo/zo €t —dz, /z;, sections de Q}, définies respectivement sur
les ouverts {zo#0} et {z;=0}, ont des images dans Q},; qui coincident sur I'ouvert
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{z0z,%0} puisque

ﬂ_’. d_zl = d(zozl) =% dwl

) 3 293y W

Elles définissent donc une section holomorphe o sur V-2 du fibré en droites wys. De
plus, o ne s’annule pas sur V—X; en effet, les restrictions de dzy/zq €t —dz,/z; & une fibre
de 7|,_5 ne s’annulent pas, puisque z; ou z; est toujours une coordonnée locale sur une
telle fibre. Comme X est de codimension 2 dans V, o se prolonge en une section partout
non nulle de wys sur V tout entier.

Signalons enfin que la construction du dualisant relatif est compatible au change-
ment de base : lorsque les conditions de la proposition 3.3 sont réalisées, on dispose
d’un isomorphisme canonique

Wy s = Froy;
qui prolonge le dual de I'isomorphisme évident au dessus de X' —|A’|

=~ %
Tyys = F*Tys.

3(d) Projectivité relative des f.s.o.

Les familles de surfaces de Riemann compactes 2 singularités ordinaires possédent la
propriété suivante de projectivité relative, localement sur la base.

Prorosition 3.4. Soit n: X—S une f.s.o. Pour tout point s de S, il existe un
voisinage ouvert V de s, un entier naturel N et un plongement

it {(V)— VXPNC

tel que le diagramme suivant commute

n—l(V)—i-_> VxPNC

N

Démonstration. Soient C;, i=1,...,n, les composantes irréductibles de 77 '(s) et
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soit, pour tout i=1, ..., n, P; un point lisse de C dans C;. D’aprés [Grau, Satz 4, p. 347 et
Korollar, p. 344}, le fibré en droite £=0(X, P, est ample. Il existe donc un entier n>0
tel que £®" soit tres ample sur 77 !(s) et que H'(z™'(s), £2")=0.

Comme I’application 7z est une submersion au voisinage de chacun des points P, il
existe un voisinage ouvert U de s dans S et des sections holomorphes o;: U—X de &
telles que o(s)=P;. Le fibré en droites M=0(Z", no(U)) sur 7 Y(U) est alors par
construction tel que :

(i) M_., , est trées ample sur 7 (y);

~1(y)
(i) B (), 4, )=0.

Il découle alors de [Gro, théoréme 2.1] qu’il existe un voisinage ouvert V de s dans S tel

que /mﬂ,l - soit trés ample relativement a 7 : 7 {(V)—> V. O

Remarque. On obtient une variante plus « constructive » de la démonstration en
montrant que si

g: Vo X, i=1,...,n

sont des sections de x telles que, pour tout s’ €V, chaque composante rationnelle de
77 !(s") contienne au moins deux distincts des points oi(s’), alors

(@ 1yy © O (V) +... 40, (V)]

est treés ample relativement a
ma (V)= V;
cf. [K, Corollary 1.9].

ProOPOSITION 3.5. Soient m: X—S une f.s.o. et & un fibré vectoriel holomorphe, de
rang r, sur X. Pour tout point s de §, il existe un voisinage ouvert U de s dans S et une
filtration

§ic..c§, = §|n*‘(U)
par des fibrés vectoriels holomorphes &; de rang i du fibré & sur n7(U).

Démonstration. 11 suffit d’établir I’existence d’un sous-fibré &; de rang 1 lorsque
r=2. La proposition s’en déduit par récurrence sur r, en considérant le fibré quotient

&/&:.
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D’apres la proposition 3.4, on peut supposer que X est une sous-variété de S XPVC
et que 7 est la restriction &4 X de la projection sur S. Soit alors Z le fibré en droites sur
X image inverse par la projection sur PYC du fibré en droites sur PYC défini par une
section hyperplane. D’aprés [GR, Satz I,], il existe g=0 tel que, sur un voisinage
7 Y U) de n~\(s), E® £ soit engendré par ses section globales. Une section générale de
E® Y7 ne s’annule pas sur 7 '(s) et définit un morphisme i: £ 9—& dont 'image est un
sous-fibré en droites holomorphe de & sur 7z~ Y(U). O

3(e) Algébrisation des f.s.o0.

Nous dirons qu’ une f.s.o. m: X—S satisfait a la condition (C) si, pour tout point s de S,
il existe une courbe complexe compacte lisse M dans §, contenant s, telle que 7~ '(M)
soit une surface projective lisse et que 7: 7~ '(M)—M soit une f.s.0.

Pour déduire le théoréme 2.1, dans sa forme générale, du cas particulier ol X est
une surface projective, nous ferons appel au résultat suivant (cf. section 11(c)).

THEOREME 3.6. Soient 1: X— S une f.s.0. et 0y, ...,0, des sections holomorphes de
7, définies sur S. Pour tout point s de S, il existe un voisinage ouvert V de s dans S, une
f.s.0.7': X' 8’ satisfaisant a la condition (C), des sections holomorphes ¢'y, ...,0', de
a', définies sur S’ et des applications holomorphes

p:V—>S et O:a (V)X

tels que le diagramme

)2 x
| |
v .

soit cartésien et que
bog;=0'0¢, i=1,..,n.

Démonstration. (a) L’idée de la démonstration est trés simple: il suffit de traiter le
cas ol les fibres de & sont connexes, et quitte a réduire § et a ajouter de nouvelles
sections g; de 7, on peut supposer que 7: X— S, muni des o;, est une courbe marquée
stable sur S (cf. [K]). Soit g son genre. Sile champ des modules des courbes complexes
n-marquées stables de genre g était une vraie variété, on pourrait la prendre comme S’

2-908282 Acta Mathematica 165. Imprimé le 22 aolt 1990
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et prendre comme X' la courbe universelle sur cette variété de modules. Ce n’est
malheureusement pas le cas, a cause des automorphismes des courbes marquées
stables : pour tout g>1 (resp. g=1) et tout n=0 (resp. n=1), il existe une courbe n-
marquée stable de genre g admettant un automorphisme non trivial. Aussi la démon-
stration doit procéder de fagon un peu plus compliquée.

La démonstration proprement dite de la proposition est donnée dans les para-
graphes (e) et (f) ci-dessous. Auparavant, nous procédons a quelques préliminaires sur
les espaces de modules des courbes marquées stables.

(b) Rappelons tout d’abord quelques résultats sur les courbes marquées stables (cf.
[K]). Pour tout (g, n) EN? tel que 2g—2+n>0, nous notons Mg,,, I’espace de modules
grossier des courbes complexes n-marquées stables. C’est une variété algébrique
complexe projective, dont le sous-ensemble Mg,n des classes des courbes marquées
n’admettant pas d’automorphisme non trivial forme un ouvert (de Zariski) lisse.

Nous noterons aussi abusivement M | 'ouvert de M ; formé des courbes de genre
1 marquées stables (C, x) admettant un unique automorphisme non trivial (son complé-
mentaire est formé des deux courbes elliptiques dont I'invariant j vaut 0 et 1728).

On dispose entre ces divers espaces des morphismes de « contraction »

Mg, n+l1 d Mg, n
et de « recollement »
Mgl,n1+l XMgz, ny+1 - Mg1+g2,nl+n2
Mg—l,n+2—>Mg,n'
Sur Mg,n, on dispose d’une courbe n-marquée stable de genre g universelle :
9
— -
(3.3) Cpn> My,
k4

De plus, la variété C, , est lisse.
Il vient immédiatement :

LEMME 3.7. Si une courbe (n+1)-marquée stable de genre g admet un automor-
phisme non trivial, alors la courbe n-marquée stable qui s’en déduit par contraction

admet elle aussi un automorphisme non trivial (on suppose 2g—2+n>0). O

On a de plus :
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LEMME 3.8. Soient (g, n)EN? tels que g+n=3. Une courbe générique de Mg,,,
n’admet pas d’automorphisme non trivial.

Démonstration. Cet énoncé est bien connu lorsque g+n=3 ou g=3 et n=0 (cf. par
exemple [Rau]). On raméne a ce cas le cas général, par récurrence sur n, au moyen du
lemme 3.7. U

Nous laissons au lecteur le soin d’établir ’énoncé suivant, au moyen des lemmes
3.7 et 3.8.

LEMME 3.9. Si g=0 et n=4, alors Mg’ﬂ=Mg’n. Si (g, n) EN*XN et n+g=4, alors la
seule composante de codimension 1 de Mg’n—Mg‘n est 'image E, , du recollement

G.4) My XMy > M, . =
(c) En tant qu’espace analytique, M, , admet la description locale suivante.

Soient (C,xy,...,x,) une courbe n-marquée stable de genre g, et I' son groupe

(fini) d’automorphismes. L’espace vectoriel
E=Ext(QL®0(x,+...+x,), Op)

=H(C, 0, ®Q®OC(x,+...+x,)*

est de dimension 3g—3+n, et est muni d’une action naturelle de T'. De plus, il existe un
voisinage ouvert Q de 0 dans E, T-invariant, et une courbe n-marquée stable de genre
g, analytique complexe, sur Q

(3.5 X—-Q, i=1,..,n

telle que :

- X soit lisse;

(7 1(0), 01(0), .., 0,(0)) soit isomorphe a (C, xy, ..., X,);

-(3.5) soit une déformation universelle (en géométrie analytique complexe) de
@'(0), 61(0), ..., 5,(0));

laction de T sur 77'(0) se prolonge en une action holomorphe sur X, telle que les
applications 7 et o; soient I'-équivariantes.

L’application de Q vers Mg,n définie par (3.5) se factorise alors en
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QoM

| /o

Q/T

R

et @ établit un isomorphisme C-analytique entre des voisinages ouverts de [0] dans Q/T
etde [(C,x,,...,x,)] dans Mg,,,. De plus, pour tout s€Q, le groupe des automorphismes
de (n7\(s), 01(s), ..., 0,(s)) s’ identifie au stabilisateur dans T de s.

Indiquons comment déduire ces énoncés des résultats de [K].

Avec les notations de [K], p. 210, Mg_,, est la variété (algébrique) quotient
H, ,/PGL(v—1). La variété H, , est lisse et 'action de PGL(v—1) sur H, , est propre et
localement libre (au sens de la géométrie différentielle). De plus, H, , est munie d’une
courbe n-marquée stable, de genre g « e-canoniquement plongée » universelle

,
g;

(3.6) zg,,,-‘}Hg,,,, i=1,..,n

et Z, , est lisse.

Soit 4 un point de H, , d’image dans Mg,,, la classe de (C, xy, ..., x,). Le stabilisa-
teur de & dans PGL(v—1) s’identifie au groupe I'. De plus, I’on dispose d’une suite
exacte canonique

0 Lie PGLw—1)—> T, H, ,— Ext'(QL®0(x, +...+x,), ) — 0.
Soit V un voisinage ouvert I'-invariant de 0 dans
E=Ext(QL®O(x,+...+x,), O
et soit
S VoH,,
une application holomorphe telle que
j0O)=h et KoTyj=Idg.

Considérons la courbe n-marquée stable au dessus de V

3.7 VX, 3v, i=1,..,n

gn &N g

déduite de (3.6) par le changement de base j. Il découle de la proposition 3.3 que
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I’espace analytique VX HMZg,n est lisse au voisinage de 77~'(0). De plus, la famille (3.7)
est une déformation universelle de sa fibre en 0, qui s’identifie & (C, x, ..., x,,). Cela se
déduit facilement du fait que la courbe Z, , sur H, , représente le foncteur « courbe n-
marquée stable de genre g muni d’un plongement « e-canonique » (cf. [K], p. 210), non
seulement en géométrie algébrique complexe, mais aussi en géométrie analytique
complexe. Cette derniére assertion est elle-méme une conséquence directe des théo-
rémes de comparaison GAGA (cf. [Gro, §3] et [R}).

L’unicité des germes de déformation universelle fournit une action naturelle de I
sur un voisinage ouvert Q de 0 dans V, et une action naturelle de T sur 7~ (Q) qui
prolonge ’action de T sur 717 (0); les applications x et o; sont alors [-équivariantes. De
plus, comme toute action d’un groupe fini sur une variété analytique se linéarise
analytiquement au voisinage de I’un de ses points fixes, on peut supposer que cette
action de T sur Q coincide avec I’action naturelle de T sur E.

Enfin, si Q est suffisamment petit, X=n"'(Q) est lisse, et puisque 1’action de
PGL(v—1) est localement libre, propre et transversale & j en /4, on a bien

QT = (j(Q)-PGL(v—1))/PGL(v—1)
= @(Q/T)

et le stabilisateur dans T de s € Q s’identifie au stabilisateur dans PGL(v—1) de j(s).

(d) Désignons par Eg’n I’image par le recollement (3.4) de ouvert

Mg—l,n+1

XM .

C’est 'ouvert (de Zariski) de E, , formé des classes de courbes marquées possédant un
unique automorphisme non trivial : elles sont obtenues par recollement d’une courbe
marquée stable sans automorphisme et d’une courbe elliptique 1-marquée sans auto-
morphisme; leur unique automorphisme non trivial se déduit de la « symétrie » par
rapport au point marqué de la courbe elliptique.

Avec les notations des paragraphes précédents, si [(C, x‘,...,xn)]EEg
I’application Q——)Mg,,, est un revétement double ramifié le long de Eg,n. En effet, le

alors

,n’
nombre de valeurs propres —1 de I'involution non triviale de (C, xy, ..., x,,) agissant sur
Ext'(QL® 0 (x,+...+x,), Op)

est égal 4 1; c’est en effet la codimension du fermé analytique dans @(Q/T) formé des
classes de courbes marquées admettant un automorphisme non trivial, i.e. de
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Ef,,nmp(g/l‘). Il en découle que Eg’,, est une hypersurface lisse de ’ouvert des points
lisses de M, , et que

o
Mg,n—Mg,nUEg,n
est un ouvert lisse de M, .

(€) Montrons que le théoréme 3.6 découle de I’énoncé suivant, que nous établirons
plus loin.

ProrositionN 3.10. Soit (C,xy, ..., x,) une courbe n-marquée stable de genre g,
dépourvue d’automorphisme non trivial, et soit c sa classe dans Mg,,,.

Il existe un ouvert de Zariski lisse V dans M;,yn,
complexe lisse V, un morphisme algébrique p: V—V, faisant de V un revétement de

une variété quasiprojective

degré 2 de V, et une courbe n-marquée stable analytique complexe de genre g sur 1%
(3.8) #E5V, i=1,..,n

tels que

(i) M, ,\V soit de codimension au moins 2 dans M, »;

(ii) ¢ appartienne a V, mais n’appartienne pas au diviseur R sur V des points de
ramification de p;

(iii) € soit lisse et que, au dessus de p_‘(VﬂMg,n\R), la courbe n-marquée (3.8)
soit isomorphe a la courbe n-marquée déduite de (3.3) par le changement de base p.

On remarquera que, puisque V est lisse, le diviseur R est nécessairement réduit et
lisse.

Comme € est lisse, 7i: €—V est une f.s.0. Prouvons qu’elle satisfait 2 la condition
(C). Pour cela, choisissons un plongement projectif i: M, ,—~P"C et désignons par ¢ la
codimension de i(M,, ,) dans PVC. Soit s un point quelconque de €. L’intersection de
i(M,, ,) et d’un sous-espace projectif de dimension g+1 de PVC, contenant iop(s) et en
position générale, est une courbe compacte lisse i(M) incluse dans (V) (d’apres (i), qui
rencontre transversalement i(R) et i(A), ou A est le diviseur de Mg,,, formé des classes
des courbes singuli¢res. La courbe M'=p (M) est alors une courbe compacte lisse
dans V, et #: A Y (M')—M’ est une f.s.o. (proposition 3.3). Enfin, 7 '(M’) est une
surface projective; en effet, M’ est une courbe projective et 7~ !(M') posséde un fibré en
droites trés ample relativement & 7, puisque ¢’est I’espace total d’une courbe marquée
stable sur M’ (cf. 3(d), Remarque).
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Lorsque 7: X—S, (04, ...,0,) et s, dans le théoréme 3.6, sont tels que la courbe
marquée (717(s), 01(s), ..., 0,(s)) soit stable et dépourvue d’automorphisme non trivial,
alors la conclusion du théoréeme 3.6 découle immédiatement de la proposition 3.10
appliquée a cette courbe marquée : on prend X'=%,5'=V, n'=# et 0/=0;; I'existence
de ¢ et @ découle du fait que (3.3) est une déformation universelle de chacune de ses
fibres et de I’assertion (iii).

Pour établir le théoréme 3.6 en toute généralité, on remarque que 1’on peut
toujours supposer satisfaite cette condition sur (z”'(s), 01(s), ..., 0,(s)), en remplagant S
par un voisinage ouvert de s dans S et en adjoignant a la famille (o, ..., 0,) de nouvelles
sections de 7. Cela découle du lemme suivant, dont nous laissons la démonstration au
lecteur.

LEMME 3.11. Soit C une courbe complexe compacte connexe, dont les seuls points

siguliers sont des points doubles ordinaires. Il existe des points Pi,...,P, de C,
distincts, tels que (C,Py,...,P,) de C soit une courbe marquée stable dépourvue
d’automorphisme non trivial. 0

(f) Pour démontrer la proposition 3.10, nous commengons par établir deux lemmes.

LemME 3.12. Soient U un ouvert dans M&‘,,n, U une variété analytique complexe et
p: U= U un revétement de degré 2, ramifié le long de UnEg,n.
La famille de courbes marquées stables
&
#:C=C, Xyp (UNE, )Sp \(UNES,), i=1,..,n

déduite par le changement de base p de
0.

i
"N 1 .
C,.,> M, \E,, i=1,..,n
42

admet un prolongement en une famille holomorphe de courbes marquées stables

unique a isomorphisme unique prés. De plus, C est lisse.

Démonstration. L’unicité du prolongement est une conséquence de Ia stabilité :
grace aux opérations de contraction et de stabilisation (cf. [K]), on se raméne 2 établir
I'unicité d’un prolongement stable d’une famille de courbes stables (non marquées) de
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genre g=2, ou d’une famille de courbes 1-marquées stables de genre g=1; or cela
découle de la théorie des modeéles minimaux des surfaces (cf. [DM, lemma 1.12]).

Gréce a I'unicité, il suffit, pour établir ’existence du prolongement, de 1’établir
localement. Or un tel prolongement au voisinage d’un point x de p‘l(Eg, ) est fourni par
une déformation universelle d’une courbe marquée de classe p(x), d’aprés la descrip-
tion locale de M, , rappelée plus haut.

La lissité de C découle de la lissité de I’espace total d’une telle déformation au
voisinage de la fibre de p(x). O

LEMME 3.13. Soient W une variété quasi-projective complexe lisse, D et D' deux
diviseurs (algébriques) positifs réduits de W, tels que D ne contienne aucune compo-
sante de D', et x un point de W\D.

Il existe une variété quasi-projective normale W et un morphisme
pWoW

qui fasse de W un revétement ramifié de degré 2 de W, dont le diviseur R des points de

ramification (sur X) soit réduit, contienne D, mais ne contienne ni x, ni de composante
de D'.

Démonstration. Soit & un fibré en droites ample sur W. Si n EN est suffisamment
grand, alors £®"®0(—D) est trés ample, et posséde donc une section réguliére non
identiquement nulle, dont le diviseur des zéros Z soit réduit et ne contienne ni x, ni de
composante de D ou de D'. Posons donc

M=ZL®" et R=D+Z.
Le revétement de degré 2 de W déterminé par I’isomorphisme
MP2=O(R)
satisfait alors aux conditions requises. O

Terminons la démonstration de la proposition 3.10.

Appliquons le lemme 3.13 a W=Mi,,,l,D=Eg’”,D'=A—Ef,’,l et x=[(C, x1,....,x)].
Notons W,, R, et A, les fermés des points singuliers de W, R et A, respectivement, et
posons V=W\[W,UR,UA,U(RND")] puis V=p (V). Les conditions (i) et (ii) de la
proposition 3.10 sont alors satisfaites par construction. Sur AN Eg’ ), on dispose de
la courbe marquée stable déduite de (3.3) par le changement de base

p: V\p—l(Eg, ,1)—>Mg,,,. D’aprés le lemme 3.12, elle se prolonge en une courbe marquée
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stable € sur V tout entier, d’espace total lisse, qui satisfait par construction a la
condition (iii) de la proposition 3.10.

4. Le fibré déterminant
4(a) Le foncteur det R, en géométrie analytique

Dans [KM], Knudsen et Mumford développent d’aprés Grothendieck une théorie du
déterminant des complexes parfaits de Ox-modules sur un schéma X. Leur construction
admet une variante valable en géométrie analytique complexe, décrite dans [BGS3],
§3.a. Rappelons quelques propriétés de cette derniere.

Soit 7: X—B un morphisme propre d’espaces complexes, ol B est une variété
complexe. A tout faisceau analytique cohérent & sur X, on peut associer un fibré en
droites (graduéV) sur B, det(Rx, %), €t a tout isomorphisme de faisceaux analytiques
cohérents sur X, =%, un isomorphisme :

det(Rn, %) =det(R7,%).
Cette construction est « locale sur B » : si U est un ouvert de B, alors

det(R, F)|y = det(R, F| ., )-

Elle posséde de plus les propriétés suivantes :
(i) Pour toute suite exacte courte de faisceaux analytiques cohérents sur X
0>FoY—>H—0,

il existe un isomorphisme canonique, compatible aux isomorphismes et aux suites
exactes courtes de suites exactes courtes

det(R7, %) = (R, F) ® det(Rr, ).

(i) Lorsque les faisceaux analytiques cohérents (sur B) R'n, %, sont localement
libres, il existe un isomorphisme canonique

det(Rz, F) = ® N™*Rin, %) "

(ili) Lorsque % est plat relativement & &, det(Rz, ) « commute a tout changement

(") Nous négligerons par la suite les questions de graduations et de signe.
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de base » : 4 tout diagramme cartésien d’espaces analytiques

y—Y . x

jﬂ' T

B—4 —p

ol B et B’ sont des variétés, on associe un isomorphisme canonique
u*det(Rn,F)=detRa, (U*F)

de fagon compatibles aux changements de base successifs et aux isomorphismes décrits
plus hauts.

(iv) Lorsque & est plat relativement a 7, il existe, au moins localement sur B, un
complexe fini (€) de faisceaux analytiques sur B localement libres et de rang fini, dont
la cohomologie est Rz, F « universellement », c’est-a-dire apres tout changement de
base (cf. [KV], §4.4.1). On a alors un isomorphisme canonique, compatible au change-
ment de base

det(Rm, F) = ® (A™*&) V"

En particulier, lorsque B est réduit & un point, det(Rz,%) est I’espace vectoriel
complexe de dimension 1

det H*(X, F) = @ [NH(X, 7)) """

et lorsque F est plat relativement a 7, la fibre en s€ S du fibré en droites det(Rx, )
s’identifie canoniquement a det H*(:t™'(s), i* %), ou i, désigne le morphisme canonique
al(s5)—X.

De plus, cette théorie « analytique » du déterminant est compatible a la théorie
« algébrique » de Knudsen et Mumford. Par exemple, I’énoncé suivant découle
facilement des propriétés qui précédent, des propriétés analogues du foncteur det Ror,,
en géométrie algébrique et des énoncés « GAGA » usuels (cf. [R]).

Soient X et S des variétés algébriques complexes (au sens de Serre), 7#: X—S un
morphisme algébrique projectif, et % un faisceau algébrique cohérent sur x, plat
relativement a 7. Supposons en outre que S est lisse. On désignera par X**, §*" (resp.
", F*°, ...) les espaces analytiques (resp. morphisme d’espace analytique, faisceau
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analytique cohérent,...) déduits de X, S (resp. n, %,...). On sait que F*" est plat
relativement & #*". De plus, pour tout s€S, on dispose d’isomorphismes canoniques

Hi(™'(s), i#F) 5 H(@*™'(s), & F™),
donc d’un isomorphisme
I:det H¥(x™\(s), i*F) x5 det H*(@™'(s), & F™).

Le terme de gauche (resp. de droite) dans cet isomorphisme s’identifie 4 la fibre en s de
det(Rx, %) (respectivement de det(Rai" "), et la famille d’isomorphismes détermine
un isomorphisme de fibrés en droites holomorphes sur S

I (det(Rm, FN™ 5 det(RA5 F").

4(b) Le fibré déterminant associé a un fibré vectoriel sur une famille de surfaces
de Riemann a singularités ordinaires

Dans la suite de cet article, nous ne considérerons les fibrés det(Rmn, %) que lorsque
m: X— 8§ est une f.5.0. et % le faisceau des sections holomorphes d’un fibré vectoriel &
sur X. Nous noterons alors :

ME) 1= [det(Rm, F)] .

Le morphisme s est alors plat, donc le faisceau localement libre % est plat relativement
a m. Par conséquent, la fibre en s €S du fibré en droites A(§) s’identifie &

[det H*(Z,, £)] 7" := [A"™*HYZ,, ©)] ' ® A"™H'(Z, £).

ou Z,=n"1(s).

Ainsi, la donnée de A(E) n’est autre que celle d’une structure de fibré en droites
holomorphe sur la famille de droites vectorielles complexes (det H*(Z,, §)—l)se 5

1l est en fait possible de présenter la théorie du fibré déterminant associé a un fibré
vectoriel sur une f.s.o0. de fagon plus élémentaire, grace a la proposition suivante.

ProposiITION 4.1. Soit 1: X—S8 une f.s.0. 1l est possible, de facon unique, d’asso-
cier, a tout ouvert U de S et tout fibré vectoriel & sur w~'(U), une structure de fibré en
droites holomorphe sur la famille de droites vectorielles complexes (M&),),es=
(detH*(Zs,E)_l)ses, de sorte que
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(1) ces structures soient compatibles, en un sens évident, aux isomorphisimes de
fibrés et soient définies « localement sur la base » (i.e., si V est un ouvert dans U,
alors les structures holomorphes sur (A(€),),c définies par & et §|n_1(v) coincident);

(2) lorsque les fonctions (s—dimH'(Z;, &) sont constantes sur U et que
H°=(H°(Zs,§)):€ set H1=(H1(Zs,§))s€ s sont munis de leurs structures naturelles de
fibrés vectoriels holomorphes (telles que le faisceau des sections holomorphes de H'
s’identifie a Rin,F, on F désigne le faisceau des sections holomorphes de &), alors la
SJamille d’isomorphismes

ME), = [N"H]]™ ® A" H]

détermine un isomorphisme de fibrés en droites holomorphes entre (M§),)c, et
[AmaxHO]—l®Amale.

(3) 5i 0—& —&,—E—0 est une suite exacte courte de fibrés vectoriels sur 7~ '(U),
alors les isomorphismes

A&, = ME), ® AE;),
déduits des suites exactes de cohomologie
0— HAZ,,E)—> H(Z,,§)—> H'Z, &)
—H'Z,8)—>H'(Z,5)—>H'(Z,&)—0

par passage aux puissances exterieures maximales, définissent un isomorphisme de
fibrés en droites holomorphes.

Comme la construction « fibré déterminant » satisfait aux conditions (1)~(3), on
voit que ’on peut définir A(£) comme la famille (A(§),),¢ ¢ munie de la structure de fibré
en droites holomorphe décrite par cette proposition.

Nous laissons au lecteur le soin d’en établir la preuve, qui ne présente pas de
difficulté, pourvu que I’on dispose du lemme suivant.

LEMME 4.2. Soient U un ouvert de S et & un fibré vectoriel sur x~"(U). Pour tout
point s de U, il existe un voisinage ouvert V de s dans U, un fibré vectoriel &' sur a (V)
et un morphisme injectif de fibrés vectoriels

g g, —

tels que, pour tout wEV
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“.1D H\Z,,§)=0 et H'Z,E'i(§)=0.

Démonstration. La proposition 3.4 assure 1’existence d’un voisinage ouvert V,de s
dans U et d’un plongement

Fa (V- VyxP¥
tels que pryoj=amx. Soit
p=pr,05:a" (V) —>P",

soit Zle fibré en droites O(H) sur PVC, ot H est un hyperplan de PVC, et soit £’ =p* <.
Comme ¥ est ample, £’ est ample sur 77 '(s). Il existe donc un entier g=0 tel que

HY(Z Q%' =0.
On a alors
4.2) H\Z,,E®RL' D=0

pour tout w dans un voisinage ouvert V de s dans V,, par semicontinuité.

Par ailleurs, le fibré £7 est engendré en tout point de PVC par ses sections
globales. 11 existe donc sy, ..., s, dans H°(x~'(V), £'9 tels que, pour tout xE€x '(V),
I'un des s{x) soit non nul.

Posons alors

& =(ERL'H®C"
et
i) =u®sy, ..., t1Ds,).

La condition (4.2) implique la premiére des conditions (4.1). La second s’en
déduit, compte tenu de la suite exacte de cohomologie associée a la suite exacte de
fibrés sur Z,,

0—s £ &' — E'/i(E)— 0. O

Le lecteur vérifiera aussi trés facilement la compatibilité avec les changements de
bases des f.s.0. (cf. proposition 3.3) de la construction du fibré déterminant fournie par
la proposition 4.1.
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Remarquons enfin que, si z: X— S est une f.s.0. et A le diviseur sur S des courbes
singuliéres de x, alors : X—n7'(|A|)— S—|A| est une fibration localement kahlerienne
au sens de [BGS3]. Par conséquent, pour tout fibré £ sur X, la structure holomorphe de
A(&) restreint & S—|A| peut étre aussi décrite au moyen de la construction de [BGS3].

5. Formules d’anomalie au voisinage du diviseur des courbes singuliéres

Dans cette section, on rappelle les résultats de [BGS1,3] concernant le lien entre
formules d’anomalie et classes de Bott-Chern, et on étudie le comportement de ces
formules au voisinage du diviseur des courbes singuliéres A.

En (a), on rappelle les résultats de [BGS1,3]. En (b), on étudie I'intégrale dans la
fibre d’'une forme C” de degré 2 sur X au voisinage de A. En (¢), on applique les
résultats de (b) aux formules d’anomalie.

5(a) Formules d’anomalie et classes de Bott—Chern

On fait ici les mémes hypothéses qu’a la section 4(b). Ainsi m: X—S§ désigne une
fonction & singularités ordinaires de fibre Z,=z"'{s}. On note A le diviseur des courbes
signulieres de la famille 7: X—S. = désigne I’ensemble des points doubles des fibres de
7.

On désigne par TZ le fibré tangent relatif sur X—Z associé a4 la submersion
n:X~Z—S. Pour x€Z, la fibre T, Z s’identifie a la fibre en x du fibr€ tangent & Z_,,.

Soit Py I’ensemble des formes différentielles C* sur X qui sont somme de formes
différentielles de type (p, p). Soit P%le sous-espace des a € Py tels que a=38+3p" ou
et 8’ sont des formes C” sur X.

Soit|| ||¢ et || ||t deux métriques hermitiennes sur le fibré &.

Dans Bott-Chern [BotC] et Donaldson [D], on a construit une classe
GHE, | |l || 11D € P /P telle que

ER) 58OGR I I, 1 1) = ch, | [ =cheé. .

La classe ch(, || |
1.0)].

De méme, si || ||zz, || ||7z sont deux métriques hermitiennes sur 7Z|,_s, on construit
dans [BGS1, Théoréme 1.29] une classe Td(7Z, || ||z || llr) dans P,/P% telle que

& || /] a été construite axiomatiquement dans [BGS1, Section

5.2 5= 80T, |l 1) = TTZ, | ) =TACTZ, | 12
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Soit || |lo et || ||o les métriques de Quillen sur le fibré A(§)|s_, associées aux
métriques (|| [izz, [l ll) et A llzz Il 112-

THEOREME 5.1. Sur S—A, on a Uidentité

12
og(1121) - | {78 10
Q Fi 4

(5.3) _ ©
+ TA(TZ, || |lz) ch(&, || Iz | HQ}]

l

Démonstration. (5.3) est la formule d’anomalie conforme écrite & Paide de classes
de Bott—-Chern comme dans [BGS3, Théoréme 1.23]. a

5(b) Intégrale dans la fibre de formes de degré 2

Soit a une forme C* de type (1, 1) sur X. L’intégrale dans la fibre [,a est C* sur S—A.
La restriction de f,a & S—A définit un courant localement intégrable sur S, qui est
I'intégrale dans la fibre du courant a.

Nous allons préciser le comportement de la fonction [,a au voisinage de A.

PROPOSITION. 5.2 Soit a une forme C* de type (1,1) sur X. La fonction C* sur
S—A [.a se prolonge par continuité a S tout entier.

Démonstration. Supposons tout d’abord que X=C2, et que x est I’application de C*
dans C définie par

5.4 7(Zq, Z‘) =252,

dont la fibre singuliére unique est-ici Z.
On supposera a & support dans {(zo, z;) € C?; |z0/<1, Jz1|<1}. On peut écrire a sous
la forme

a = Bdz,dzy+ydz, dz,+06 dzydz, +edz, dZ,.

On désigne par [, lintégrale dans la fibre Z,. Quand w+0, w—0, on a par
convergence dominée

(5.5) j (ﬁdzodz'0+ydz1dz',)—>j (Bdzydzy+ydz, dzZ).
z, Zy
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De plus, pour w=+0

. dz,dz
f édzodz'1=-u7f 6<ZO’E)‘>_0.2—Q’
z wislzg<1 Zp Zy

w

et donc, quand w—0

(5‘6) f 5dZOdZ1—>0.
y4

w

On a aussi

5.7) f £ dz, dzy—0.
V4

w

De (5.5)~(5.7), on en déduit le résultat dans le cas particulier ot X=C? et ou 7 est
donné par (5.4).

Par partition de 1'unité, on se raméne facilement a ce cas pour une fonction a
singularités ordinaires générale.

La proposition est démontrée. O

5(c) Formules d’anomalie et lieu singulier

Rappelons que sur X—=, TZ=wy/;. Toute métrique hermitienne || ﬂwm Sur wy,s induit
donc une métrique hermitienne || ||zz sur le fibre TZ|y_;.

Si || {l,
XIS
métrique de Quillen || ||, sur le fibré A(§)|s_, associée aux métriques || ”‘")_(/ls et || |le

Soit maintenant || ||,

et || ||; sont des métriques hermitiennes sur wys et &, on construit la

I, deux métriques hermitiennes sur wys et || [z | [lé

deux métriques hermitiennes sur £. Soit || ||p €t || ||p les métriques de Quillen sur le fibré
M&)|s_, respectivement associées aux métriques (| “w},‘s S et ()l “;;,‘S -

THEOREME 5.3. La fonction C* sur S—A log(|| ||*/|| ly) se prolonge en une fonc-
tion continue sur S tout entier. On a I'égalité de courants sur S

33 Il ||’Q2>
f108<
2in 1%

@
= [ f {Td@js. || ) eh(&, [ 19~ Td(@xs, || 1], ) ch(&. | ||§)}] :

(5.8



METRIQUES DE QUILLEN ET DEGENERESCENCE DES COURBES 33

Si les courbures des connexions holomorphes hermitiennes sur les fibrés w et &
associées aux métriques || ||, |l I, . et | lle |l iz sont nulles au voisinage de 2, la
fonction log(|| I/l Ip) est C* sur S tout entier.

Démonstration. Par le théoréme 5.1, on sait que sur S—A

r2
log< |:| l}ﬁ > - [j {T?i(w;(}s,” el 1) oh |
0 .

(0)
+ Td(@xgs. | ], ) (& |l e Hé)}] :

Il

(5.9)

Or a droite de (5.9), on intégre le long de Z une forme C” sur X tout entier. De la
proposition 5.2, on tire que la fonction log(| [|,*/|| [I;) se prolonge en une fonction
continue sur S tout entier. Cette fonction est, en tant que courant, I'intégrale dans la
fibre du courant C” sur X qui apparait a droite de (5.9).

De (5.1), (5.2), (5.9), on déduit (5.8).

Si les courbures des connexions considérées sont nulles au voisinage de X, la
forme différentielle

y=Td(@gh, | Il,.,) (&, | =Tz Il . ch(&. | 9

est nulle au voisinage de X. Il en résulte que la forme =],y est C* sur S.
Soit (wy,...,w,) des coordonnées holomorphes sur S. Le laplacien A en les
variables (wy, ..., w,) est donné par

n 82
A=4 .
Z dw; O

De I’équation (5.8), on tire que puisque B est C*, la distribution A(log(| H'QZ/“ |[2Q)) est
C”. Comme A est elliptique, la fonction log(| ||/l ) est C=.
Le théoréme est démontré. a

Soient maintenant (&, || ||¢ )o</<; des fibrés holomorphes hermitiens sur X, et vy, vy
]
des morphismes de fibrés holomorphes tels que la suite

‘S:O_)E()T“) 5171)52_)0

Soit exacte.

3-908282 Acta Mathematica 165. Imprimé le 22 aoft 1990
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Par [KM], on sait que le fibré A=A(£) @A (EYR®A(E,) est trivial, et posséde une
section holomorphe canonique ¢ non nulle.

Soit || |}, une métrique hermitienne sur wy;s. On munit les fibrés A(§)|5_, (0</<2)
des métriqus de Quillen associées aux métriques (|| ”w,;,' |l HEJ_)KJQ. Soit || || la mé-
trique sur A|;_, qui est le produit alterné des métriques de Quillen sur A(&p), A(§;), A(&2).

Soit ch(é) 1a classe de Bott—Chern associée i la suite exacte de fibrés holomorphes
hermitiens & [BGS1, théoréme 1.29]. On sait que

2
(5.10) S-883R(©) = D, (=1 eh(& | [l
in 5 i

Dans [BGS3, théorémes 2.4 et 2.8], on a calculé [lof]}. On a plus précisément :

THEOREME 5.4. Sur S—A, on a I'égalité
_ ©)
(5.11) log|lol/§ = - [f Td(wys, || o) ch(é)] .

La fonction 10g||a||f2 posséde un prolongement continu a S tout entier. On a Uidentité
de courants sur S

89 ST ®
(5.12) E{—log”crllzg= [J' Td(wys || ”w;,‘s) (2 (—1)/ ch(&, || ”E))] .
n 0

Si les courbures des connexions holomorphes sur des fibrés wxs, &, &1, sont
nulles au voisinage de Z, la fonction loglla”é est C* sur S.

Démonstration. (5.11) est le résultat de [BGS3, théorémes 2.4 et 2.8]. La premiere
partie du théoréme est une conséquence immédiate de la proposition 5.2. Pour démon-
trer la fin du théoréme, on utilise (5.10) et on procéde comme au théoréme 5.3. O

6. L’holonomie du fibré déterminant au voisinage de la fibre singuliére

Soit D, le disque complexe de rayon ¢, et soit s: X—D, une fonction & singularités
ordinaires dont la fibre singuliére est 7~'{0}. Soit c un lacet dans D,\ {0}.

Dans cette section, nous calculons I’holonomie sur le lacet ¢ de la connexion
holomorphe sur le fibré hermitien (A(£),]| ||o), par application d’un résultat de Bis-
mut-Freed [BF], ot une formule d’anomalie globale suggérée par Witten [W] était
démontrée.

Dans [A], Atiyah a appliqué le théoréme d’holonomie de {BF] aux familles d’opé-
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rateurs de Dirac associés au complexe de signature d’une fibration. Le théoréme
d’holonomie fournit en effet dans ce cas un représentant explicite du logarithme de
I’holonomie. Dans [A], Atiyah compare dans certains cas ce représentant du logarith-
me de I’holonomie avec le résultat correspondant obtenu par une trivialisation explicite
du fibré déterminant.

La situation considérée ici est différente, et le théoréme d’holonomie laisse persis-
ter une ambiguité dans le calcul de la courbure de la métrique de Quillen. Cette
ambiguité sera levée dans les sections qui suivent par une méthode différente.

Dans (a), nous calculons une limite de courants représentant la classe de Todd de
X quand on explose la métrique de X dans des directions horizontales.

Dans (b), on calcule 'holonomie d’un lacet ¢ pour une métrique de Quillen
particuli¢re.

Enfin dans (c), on obtient une forme partielle de notre résultat principal énoncé au
Théoreme 2.1. L’intérét essentiel de ce résultat est qu’il ne fait intervenir que la
géométrie locale de la fibration.

Les résultats de cette section ne seront pas utilisés dans la suite.

6(a) Limite adiabatique de courants de Todd

Notons pour 0<es+: D.={w € C;|w|<e}.

Soit m: X—D, une f.s.0. Pour w€D,, on pose Z,=x '{w}. On suppose que
Zy=7""{0} est la seule fibre singuliére. = est ici constitué d’un ensemble fini de points
P,,...,P,EZ,

Pour 1<ti=n, soit (29, 2;) un systéme de coordonnées holomorphes sur un voisinage
de P; tel que 71(zp, 21)=202:- On munit TX sur ce voisinage de la métrique

(6.1) |dzo|*+|dz, .

Par partition de I'unité, on peut trouver une métrique || ||zx sur TX qui coincide
avec chacune des métriques (6.1) sur un voisinage U; de P; (1<i<n).

Soit || ||zz la métrique hermitienne sur 7Z|,_, induite par la métrique || ||7x.

Soit R™ la courbure de la connexion holomorphe hermitienne sur 7Z.

PROPOSITION 6.1. Sur le voisinage U; de P;(1<i<n), dans les coordonnées (zy,21),
R™ est donnée par

RZ = (z,d2y~2,d2)) (2, dzy—20dz)

(6.2)
(|zo|2+|z1|2)2
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En particulier sur un voisinage de P;(1<i<n)
(6.3) R AR =0.

Démonstration. Dans les coordonnées (24, z;,), une section holomorphe de 7Z est
donnée par (3/3z¢)—(z1/z0) (8/8z).
De (6.1), on tire que

2 2
(6.4 o _aal|l_|n
9zy zy 9z 2y
Comme
. z 2
R™=3310g|| -2 - 2.2
9z, 2z, 9z
on en déduit (6.2). (6.3) est une conséquence de (6.2). g

Soit || ||zp_la métrique sur D, donnée par ||8/8w|[3, =1. Pour a>0, Y€ TX, on pose

””*YHZTD
(6.5) 1Yk, o = 1Y |7+ ————

Soit RI* la courbure de la connexion holomorphe hermitienne sur (TX, || |Izx, «)-

THEOREME 6.2. La forme différentielle lisse sur X—%, Td(TZ, I llzz) définit un
courant localement intégrable sur la variété X.

De plus, sur la variété X, on a la convergence de courants

. 1~
(6.6) m TA(TX, | [17x, o) = TATZ, || 1)+ 2 (P}
a 1

Démonstration. Par (6.2), il est clair que R™ est localement intégrable. Comme
R™ AR™=0 sur des voisinages ouverts de Py, ..., P,, RZAR™=0 est aussi un courant
intégrable. Donc le courant Td(7Z, || ||zz) sur X—X s’étend en un courant localement
intégrable.

Sur X-X, la formule (6.6) est essentiellement due 4 Bott—-Chern [BotC]. Nous
donnons une preuve rapide du fait que

_RTX RTZ
(6.7 limTd 5 = =Td< ) uniformément sur les compacts de X—=X.

alo in 2in
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On considére la suite exacte de fibrés sur X—=
6.8) 0-5TZ—>TX— a*TD,— 0.

On identifie #*TD, a I’orthogonal TZ* a TZ pour la métrique || ||zx.

Soit § I’extension définissant la structure holomorphe de TX. § est une (0, 1)-forme
a valeurs dans Hom(z*TD,, TZ) telle que 53=0.

L’opérateur VX' qui définit la structure holomorphe de TX est donné sous forme
matricielle par la formule

, |V
(6.9) V”=[ 0 Veug]'

Soit VX', V72 ™ les parties holomorphes des connexions holomorphes hermiti-
ennes sur (IX, || ||zx, o), (TZ, |} |I2) et (TD,, || llzp)-
De (6.9), on tire que quand a—0

. V%0
(6.10) v [ 0 VTD’] uniformément sur les compacts de X—2.

De (6.9), (6.10), on tire que quand a—0

TZ ’
6.11) R™* R VB uniformément sur les compacts de X—2,
¢ 0 0

ol V'S est la dérivée holomorphe covariante de 8.

Comme le genre Td est multiplicatif, on déduit (6.7) de (6.11).

Montrons maintenant (6.6). Au voisinage de P;(1<<i<n), dans les coordonnées zy,
21, la métrique || ||;x , est telle que

1
(6.12) I ||2TX,a = |dzO|2+|dZ1|2+; |z dz,+2, dz,|*.

Pour y>0, soit §, 'homothétie de C?, (zy, 2,)—0,(zy, 2)=(¥2g, y2;). On 2
(6.13) 1, = 6% ia |l 7x,1-

Soit RaCz la courbure de la connexion holomorphe hermitienne sur C> muni de la
métrique donnée par le membre de droite de (6.12). De (6.13), on tire que

(6.14) RS =6* ,RY.
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Soit k une fonction continue & support compact définie sur le voisinage U; de P;
dans X. De (6.13), (6.14), on tire que

_RTX RC2
(6.15) f de< 2 ) = f k(Va zy, Va z;) Td .
U, 2im UV 2in
On montre par le calcul que
o 1 (I+|zP) dz, dzy— 2y 2, dZydz, (1 +|zo/) dz, dzy—2¢ 2, dZy dzo]
L (g Pz PP L AP dzydz —2y 2, d2, dzy (T2 ) dZy dzg=Zp 2, A2, dzg

(6.16)
De (6.16), on tire en particulier que
(Tr [RE])? = 2(1+ |2+, d2y dzy d2, dz,

6.17)
Tr [(RICZ)Z] = —2(1+(g*+ o,/ dzy dzy dz, dz;.

Si w ENTEX), si 0<p<4, soir »” la composante de w dans A(T§X). On a

R\ @ 2
(6.18) [Td( 1'21 )] =_L2|: Tr[(;: ] (T [RC])Z]

2im 4

De (6.17), (6.18), on déduit que

(M) -
(6.19) Td m) =—4———(T r[RT))

De (6.17), (6.19), on tire que la forme [Td(—RICZ/2in)](4) est intégrable sur C>. Par
convergence dominée, on déduit de (6.15) que

R RY
(6.20) lim j de( > k(0) f -—.
alo Jy 2in P 2im

De (6.17), (6.19), on tire que

ro(-22)-4 [ e
c 2in/ 3 Jy «x, (1+P+r?

(6.21) __J' _dudw’  _ 1

xR, (1+u+u’)3 6
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De (6.20), (6.21), on déduit

RTX 1
(6.22) limf de(— : )=—k(0).
v 2 6

al0 114

Soit maintenant k' une 2-forme continue a support compact inclus dans U;. De
(6.14), (6.16), on tire que ’

k’Td(—R£X>=—L k'(zg,2,) 6%, Tr[RE']
U 2in dir ), AL !

_L k’(Z(le)
4int Jy, a(1+ (2o fa)+ (2 fo))®
2 - 2 _
Zp<
x[(1+'z°l )dz‘ldzl—ﬁ—zldz'odzl+(l+ il )dz‘odzo— 0 ‘dz,dzo].
a

a a a

(6.23) =

On a les inégalités
|Zo|2 < |Zo|2
(a+|zo|2+'zl|2)2 (|ZO|2+|Z1|2)2
a < 1
(a+lzo|2+|zx|2)2 4(|Zo|2+|21|2)

(6.24)

et les membres de droite de (6.24) sont intégrables sur les parties bornées de C>. Par le
théoréme de convergence dominée, on déduit de (6.23) que

__RTX _ k/ ,
limf k'Td<__a>=4f_§Z°_iz_2
(6.25) al0 Jy 2x ) Hm Jy (gl +zP)

X(|zof dz, dz,—2y 2y dZy dz, + |2, d2 dzg— 242, dZ, dzy).

De (6.2), (6.25), on tire que

-RIX _pIz
(6.26) limfk’Td< o ):fk'Td( R )
alo )y 2in v 2in

Le théoréme résulte des équations (6.7), (6.22), (6.26). O
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6(b) Holonomie du fibré (45, ]| ||p) sur D\ {0}

Soit || ||: une métrique hermitienne sur le fibré £. || |lrz désigne la métrique sur TZy_;
considérée a la section 6(a).

Soit [| ||p la métrique de Quillen sur le fibré holomorphe A(§)|p \ (o) associée aux
métriques (|| [|zz || [l¢)-

Soit V*® la connexion holomorphe hermitienne sur le fibré (A(€)[p « (o) Il llg)- Le
résultat qui suit ne fait intervenir que la restriction du fibré A(§) a D,\{0}. En
particulier, il ne dépend ni du fait que (&) est un fibré holomorphe sur D, tout entier, ni

a fortiori de I'extension particuliere de A(£)| D\ (0) a D, définie par I'image directe
(detRm, &),

Soit c: s € S'=R/Z—>c,€ D,\{0} une courbe lisse dans D\ {0}, sans point double,
qui entoure une seule fois 0, et ceci positivement. Soit C I'intérieur de c.

Soit 7 I'opérateur de transport parallele de A, (&) en 4, (&) pour la connexion Vi@l
long de la courbe s € S'—c;,. r‘l) agit sur /100(5) par multiplication par un nombre complexe
de module 1, qu’on note encore ..

‘Rappelons que n=Card(Z).

THEOREME 6.3. Le nombre complexe ) est donné par la formule

(6.27) r?=exp{—2i:r<f ITd(TZ, Il llz) che&. || |19+ %rgé)}-
CJn

Démonstration. Pour montrer le théoréme, on va utiliser deux arguments essen-
tiels :

~ Le théoreme d’indice pour des variétés a bord d’Atiyah-Patodi-Singer [APSI,
Théoréme 4.2];

- Le théoréme d’holonomie de Bismut-Freed [BF, théoréme 3.16].

Toutefois, le résultat de [BF] n’est applicable que si la métrique sur les fibres Z est
restriction d’une métrique kahlérienne sur X. Comme en général || [[;x n’est pas
kihlérienne, un argument supplémentaire de déformation est nécessaire.

Par [BGS1, théoreéme 0.1], la courbure de la connexion holomorphe hermitienne
sur 2(§)|p « (o) st donné par

Zin[ f Td(TZ, |

11 suffit donc d’établir le théoréme quand ¢ est une courbe arbitrairement proche de

@
|lz2) ch(&, || ||§)] .
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0. Or, par la Proposition 3.4, comme PVC et D, sont kihlériennes, pour 0<¢'<e si &’ est
assez petit, 7~'(D,.) est kéhlérienne.

On pourra donc supposer que la variété X elle-méme est kahlérienne.

Soit donc || ||y une métrique kahlérienne sur TX. Soit || ||5, la métrique induite par
| |15 sur TZ},_s. Soit || I§ la métrique de Quillen sur le fibré ME)|p (o) associée aux
métriques (|| (|52, || Il)- .

Soit M la variété n~(C). M est une variété a bord, de bord 8M=x"'(c).

En remplagant dans la formule (6.5) la métrique || ||;x par la métrique || ||5,, pour
>0, on obtient une métrique kihlérienne || [{5; , sur TX.

Sur X—3, soit TZ* I’orthogonal de 7Z dans (TX, || ||%,). TZ* est encore I’orthogo-
nal de TZ dans (7X, || ||y ,)-

On pose

TH3M = TOMN T, Z*.
Alors, sur oM

(6.28) ToM = T, Z®T"3M.

Soit || ||z, une métrique sur Tc. On peut alors identifier ¢ a §;. Comme
T#3M=a*Tc, on peut relever la métrique || ||, & T79M. Soit || ||z, 12 métrique sur ToM
qui a les deux propriétés suivantes :

- La somme directe (6.28) est orthogonale.

~ La métrique || ||, coincide avec || ||5, sur TZ et avec #*|| ||, sur T7oM.

Soit ¥ un voisinage de ¢ dans C dont la distance a 0 est strictement positive, tel
que ¥V=cX[0,y[ (y>0). Soit u la coordonnée variant dans [0,y[. Si y est assez petit,
7 N(Y)=MX[0, y[.

Soit || {7, , une métrique sur Tz M ayant les propriétés suivantes :

-~ Surz”(¥),ona

| HZTRM= Il [Fonet ldul’s

- Au voisinage de Z, || ”§R 4 coincide avec la métrique || ||%,, i.e. est donnée par

(6.1).
Soit enfin || ||z, p, une métrique sur T, D, qui a les deux propriétés suivantes :
- Sur V=cx[0,y[, on a

(6.29) Il 175, = Il 117+ Iduefs
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— Au voisinage de 0, on a

(6.30)

I 7,0, = I Iz,
Pour a>0, soit || || », , la métrique sur Tz M telle que si YETx M

1 ,
6.31) Y1 b0 = WY N P Y N,

Notons que la métrique || ||, 5, , est encore produit au voisinage de oM.
Soit || [l7su, o 12 restriction de la métrique || ||z 4, , @ TOM. De (6.28)~(6.31), on tire
que si YETOM

1
(6.32) ||Y”2TaM,a = ”Y“2T8M+;“ﬂ*Y”;'c'

Pour simplifier, on va supposer que la variété X est spin, ou de maniére équiva-
lente que le fibré det TX posséde une racine carrée, notée (det 7X)'"2.

Soit F,=F, ,®F_ , le fibré hermitien des spineurs au-dessus de (Tx M, || {7, u,o)
associé 2 la structure spin définie par (det TX)"2.

On munit le fibré (det TX)"? de la métrique hermitienne induite par la métrique
| lzx.o Le fibré holomorphe hermitien &' =(det TX)"?®¢ est naturellement muni de la
connexion holomorphe hermitienne VS.

Soit alors D, ’opérateur de Dirac d’Atiyah-Patodi-Singer [APS1] agissant sur les
sections C” de F,®&' sur la variété M associé a la métrique || [|7 €t & la connexion
V. Soit D, , la restriction de D, aux sections de F, , ®¢&'.

F, .|oy st le fibré des spineurs sur la variété (OM, || ||z, ). Soit D3 'opérateur
de Dirac agissant sur les sections C* de (F, , ®&'),, associé a la métrique || |75, €t 2
la connexion V5.

Par [APS1, p. 55], 'opérateur D, , est un opérateur de Fredholm. Soit Ind D, .
son indice.

Soit R 1a courbure de la connexion de Levi-Civita Ve sur (T M, || llz a1, o) €t SOIL
Lf la courbure de la connexion V= . Soit enfin #,(0) I'invariant éta réduit de ’opérateur
de Dirac D3 [APS1].

Par la formule d’ Atiyah-Patodi-Singer [APS1, théoréme 4.2}, on sait que si Aestle
genre de Hirzebruch

. RM _LE'
(6.33) IndD, , = j A(—“—) Tr [ exp( -2 )] —177,(0).
’ v 27 2in
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De (6.33), on tire en particulier que

.(RY -LY
(6.34) 7,(0) = j A<—a) Tr [ exp< - >} modZ.
y \27m 2im

On fait maintenant tendre o vers 0 dans (6.34).

(1) Le membre de droite de (6.34).

Soit V'** 1a connexion de Levi-Civita sur (T M, || | 10> €t SOt v'#% 1a projection
orthogonale de V'*" sur Ty Zy_s.

1l résulte de [BF, équation (3.196)] que si R'Z est la courbure de VTRZ, alors quand
alo

(R (R'%
(6.35) A 2" —>A<2—) uniformément sur les compacts de X—X.
g 4

De (6.11), on tire en particulier que comme la métrique || |5, est plate, alors quand
alo

LY _ 1z
(6.36) T [ exp( 2ir: )] - exp(—gjlzTr [RTD ch(&, || |l

uniformément sur les compacts de X—2.

La métrique || ||7x est kdhlérienne au voisinage de =, et donc la métrique || ||7x, . est
également kahlérienne au voisinage de X. Or par hypothése, on sait que, au voisinage
de Z, || ”TRM,a=“ llzx, o- Donc

(RY -Lf —R
(6.37) A(—a> Tr [ exp( = >:| = Td( = )ch(.f;, Il Il au voisinage de Z.
2n 2 2irw

Du Théoréme 6.2, de (6.35) et de (6.37), on déduit que

(RY ~L;
limf A -i> Tr exp< 2 )
alo )y \27 2in

(6.38) . ~
~(R -1 R n
=) A gl h(g, || ||+ —rg&.
fM <27r>eXp<2i7t r[ 2 ])C &1 -l
Soit B une réunion de boules ouvertes de centres Py, ..., P, telles que, a Pintérieur

de B, || |l »=l llzx est donnée par (6.1). Comme la métrique (6.1) est kihlérienne, on a

((RZ —-1.. [ R” _ —R”
6.39) L A(E) exp(ETr[T])ch(E, )= L Td( 2 )ch(g, 9.
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Soit E une forme de Chern-Simons de degré 3 telle que

~{ R ~(R'% N
(6.40) A(——) —~A <——) =dE sur M\GB.
2 2

On peut supposer que E est nulle sur dB. On en déduit que

() e 2 [ 7])
fM\éA<2n>exp<2mTr > ch(, || [l
(6.41) _R™
_ f Td< ! )ch(s,il l)-re& f E.
M B 1 oM
De (6.38), (6.41), on tire que
[ (R —Li’)]
Aol

(6.42) _RT "
=j Td( - )ch(é, I ng)+;rg§—rg$f E.
M oM

1T

Q) Le membre de gauche de (6.34).
On va appliquer le théoréme d’holonomie de [BF, théoréme 3.16] aux invariants
é&ta réduits 77,(0). Sur X—X, on a

det 7X = TZ® n*(1D,).

Notons que TD, est un fibré trivial. Soit (TD,)"? une racine carrée de TD,. On
définit le fibré (7Z)"? sur X—X par la relation

(6.43) (det TX)"? = (TZ2)"? ® #*(TD,)".

De (6.43), on tire que le fibré TZ est spin.

Soit V™™ 13 connexion holomorphe hermitienne sur (det X Y2 muni de la
métrique induite par || ||y ,. De (6.9), (6.10), il résulte, que quand a—0, la connexion
VUt ™)™ converge vers la connexion Ve ™¥ )" associée a la métrique (|| ||z ®@7*|| IITDE)U2
sur le fibré (det TX)". Notons que le fibré (TD,, || ||;») étant trivial, on peut identifier
V@0 3 Ja connexion holomorphe hermitienne V™" sur le fibré (7Z)"?|y_; muni de
la métrique induite par || ||z

On voit donc que quand a—0

(6.44) VS v = V@1 +1QVE
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Soit 7,(0) 'invariant éta réduit de I'opérateur de Dirac DiM sur 8M associé a la
métrique || |i;a o €t & la connexion V.

De la formule locale de variation de I'invariant éta d’ Atiyah-Patodi-Singer {APS2,
section 4], [BF, théoréme 2.10], on tire facilement que quand a—0

(6.45) 7,0)—7,(0)—0 dans RIZ.

Soit F=FZ@FZ le fibré des spineurs de T, Z pour la métrique || ||, associé a la
structure spin définie par (det 7Z)"2. Pour w€D,\ {0}, soit D, I'opérateur de Dirac
agissant sur les sections C* de F*®&’ sur la fibre Z, associé a la métrique || |5, et a la
connexion V. Soit D, | la restriction de D,, aux sections C* de F;®%'.

Soit A(&) le fibré déterminant construit dans [BF, section 1] associé 2 la famille
D, .. A(¢) est un fibré C” sur D,\ {0}.

Des résultats de [BF], on tire que la métrique sur FZ®¢&' et la décomposition
TrM=TxZ®T Z* déterminent une métrique C* et une connexion unitaire V sur A(§).
Soit #€ S, I’holonomie de la connexion V sur la courbe c.

Notons que comme bord de C, ¢ identifié a S; a une structure spin non triviale. Il
résulte de [BF, théoréme 3.16] et du fait que la structure spin de c est ici non triviale
(alors qu’elle est triviale dans [BF]) que quand a—0

7,(0)—7% dans R/Z
(6.46)
#) = exp(—2in7n).

Or comme la métrique || ||5, est kahlérienne, il resulte de [BGS3, théoréme 1.15]
que

- On peut identifier les fibrés A(£) et A(&) en tant que fibrés C* sur D\ {0}.

- La connexion V est exactement la connexion holomorphe hermitienne sur
(@, 1l lIl) ou || I[; est la métrique de Quillen associé aux métriques

S A D™ 1

(3) Fin de la démonstration.
De (6.34), (6.42), (6.45), (6.46), il résulte que

(6.47) = exp{—Zin(f Td(“ZI?TZ) ch(g, || |0+ =g E—rgé E)}
» in 6 oM

Or la connexion V'*% est 1a projection orthogonale sur T, Z de la connexion de
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Levi-Civita V'*", Sur M, on sait que les restrictions de Il 1z ae €t |l |5 & Tx Z coinci-
dent, et que de plus la décomposition TOM=T"8M® Tz Z est orthogonale pour les
métriques induites par || |, ,, et || ||%¢- Il résulte de [BGS2, théoreme 1.2] que sur oM,
la connexion V'*“coincide avec la connexion V% K qui est la projection orthogonale
sur TZ de la connexion VXX,

Soit R™*X ]a courbure de la connexion V72X, Soit E’ une forme de Chern-Simons
sur X—X telle que

7 17, K
(6.48) A( R )—A(R ) - dE'.
27 2

11 résulte des considérations qui précédent que

| =] b
oM oM

Soit H la classe de Bott-Chern de degré 2 [BGSI, section 1(f)] telle que

1z 12K 5
(6.49) A(R )—A(R )=a‘9.H.
21 2 2in

Alors, il résulte du formalisme des classes de Bott—-Chern [BGSI1] que

(1/2in) (3—3) H/2 est une forme de Chern-Simons E’ et que donc

(6.50) f?=exp{—2in<f Td( |I§)+£rg§) +rg§f aH}.
M 6 oM

Or la formule d’anomalie du théoréme 5.1 nous indique comment change la
métrique de Quillen, quand on change les métriques sur 7Z ou &. Plus précisément, on

écrit la formule d’anomalie a I'aide de classes de Bott-Chern et on vérifie immédiate-
ment que

6.51) r?=f?exp{—rg§f aH}.
M

(6.26) résulte de (6.50), (6.51). 4

_RTZ
2im

) ch(§,

6(c) Application au calcul de la courbure du fibré (A(&), || [|p)

Soient || |, || [l¢ des métriques hermitiennes lisses sur les fibrés Wyp,» & Soit || [|p la

métrique de Quillen sur le fibré A(£)|,, () associée aux métriques || llo o 1 e
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Soit o une section holomorphe non nulle de A(§) sur D,.

A la proposition 10.1 et au théoréme 10.5, on montrera par des arguments locaux
sur § qu’il existe une fonction continue k(w) sur D, et une constante /(£) ER telle que
sur D,\ {0}, on ait

log |la][}, = k(w)+1(&) log(lw[?)

(6.52) @)
c, @\ i) =— [J. TATZ, || ||1) ch(g, || ”5)] ~U(E) 04)-

De plus, on montrera aussi a la proposition 10.6 que la constante /(&) ne dépend pas

des métriques || ||, .|| |-

La constante /(§) sera complétement déterminée par la démonstration du théoréme
2.1, qui utilisera des arguments globaux.

Nous allons ici obtenir une information partielle sur /(§), par des arguments locaux
sur S.

THEOREME 6.4. Pour tout fibré holomorphe & sur X

(6.53) I(E) = Lgf mod Z.

Démonstration. Soit || ||; une métrique hermitienne sur &, telle que la courbure L°
de la connexion holomorphe hermitienne correspondante s’annule au voisinage de X.
Soit || [|w oo, UD€ métrique hermitienne sur o telle que, pour i=1,...,n dans les
coordonnées (zo, z1) sur le voisinage U; de P; qu’on a considéré a la section 6(a), on ait

dz dz
- ’ it} =2,
% “Dxip, 4 @xip,
Sur X-Z, on a I'identification canonique TZ~wX/D Donc sur X-X, || || - peut étre

considérée comme une métrique hermitienne sur 7Z.

Soient || |izx, || |7z les métriques hermitiennes sur les fibrés TX, TZ|,_ considérées a
la section 6 (a). Soient Rw;/bf, R les courbures des connexions holomorphes hermitien-
nes sur les fibrés (@, || ”w;}fpe) et (TZ]y_s, || |lzp)-

Soient enfin || [|p et || || les métriques de Quillen sur le fibré AE)|p . (oy associées
aux métriques (|| “w}/‘D Al et Al gz -

De la formule d’anomalie conforme du théoréme 5.1, on tire facilement que sur
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D \{0}, on a

2 ©¥b, | 51z 2 £ 2 ©
(6.54) log(” ”2Q> _ 1 f rg€ R "°+R log ll !TZ +f Tr[L?] log I !72 _
Hg/ 27| ), 6 2 WMo ) Jo 2 1l
XD, XiD,

Puisque Tr[L?] s’annule au voisinage de X,

(e, (I \]°
U 2 °g<nnj,%

On peut supposer que pour tout i=1, ..., n, il existe a>0 tel que

est une fonction C” sur D,.

U= {(zy,21); |zol<a; |7/ <a},

et que de plus les U, sont disjoints.
Pour w € D,\ {0}, on paramétre Z, N U, par la coordonnée z,. On vérifie facilement
que sur Z,NU;

2 w2
(6.55) I lzz =2<1+| | (A

e, 2|

Wz
XD,

De plus par la proposition 6.1, sur U;, on a

_ Awlzydz, dz,

(6.56) R™
(lzol“+|wl2)2
On a
oo
1 f RE+R™": ) (M
2y 2 e,
. wZZ 2 w2
(6.57) ==t —————I [l log| 2 |20|2+| | dzydz,
FA ( 4 232 2
lwlia<izg<a (|20l +[w]") |2y
allw|'? 3 allw|? 3 2
4 J’ rdr ol drtd j r* log((r 4+21/r2)) o
leofa (1+r4)2 [wi"/a (1+r%)

Or

a/|w'1/2 3d +x d
(6.58) lim4J' 4 4’2=J o=l
\w{—»O 'w’l/Z/a (1+r) 0 (1+u)




METRIQUES DE QUILLEN ET DEGENERESCENCE DES COURBES 49

De (6.54)-(6.58), on tire que

; log(|| l7/1 1) _nrgé
-0 log(jw]?) 127

(6.59)

Soit o une section holomorphe non nulle de A(£) sur D,. De (6.52), (6.59), on tire
que

. log(|lollg nrgé
6.60 lim ———=—=] —_—=2,
(©60 o Tog(wP) 012

Or, par [BGS1, théoréme 0.1], on sait que sur D\ {0}

6.61 L 561 2 1d( =R\ 1 <_L§> ?
(©.60 sz ooletled) = | | () wewn ()1

Par (6.3), on sait que R AR™=0 au voisinage de £. Comme L*=0 au voisinage de
2, on en déduit que la forme

(6.62) (Td( —R TZ) T [ exp (LLf) ])m
2in 2in

est nulle au voisinage de Z. Donc la forme (6.61) est C” sur D,.
De (6.60)(6.62), et de Uellipticité de I'opérateur 33 sur D,, on tire qu’il existe une
fonction C* y(w) sur D, telle que

(6.63) tog(fol) = v+ 16+ 1<) tog(up.

Or, par le théoréme 6.3, on connait ’holonomie de n’importe quelle courbe
entourant 0 pour la connexion holomorphe hermitienne sur (A()|p « o) |l llg)-
De (6.27), (6.63), on tire que

nigf _nrgé
(6.64) &+ T mod Z.

Le théoréme est démontré.

Remarque 6.5. Notre résultat principal énoncé au théoréme 2.1 affirme que
l(§)=nrg&/12. On l&ve donc I’ambiguité mod Z dans I’égalité (6.53).
Les résultats de cette section ne seront pas utilisés dans la suite.

4-908282 Acta Mathematica 165. Imprimé le 22 aoQt 1990
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7. La métrique L? au voisinage du diviseur des courbes singuliéres

On fait les mémes hypotheses qu’a la section 6.

On munit les fibrés wyp,_ et £ de métriques hermitiennes || ”wm et || |l

On fait ici ’hypothése suivante : pour tout w €D,, H'(Z,, £)=0.

Alors, il résulte de la proposition 4.1 que les H(Z,, £) sont les fibres d’un fibré
holomorphe sur D,, qu’on note H(Z, £).

Pour w€ D\ {0}, H%Z,, &) est un sous-espace vectoriel de C*(Z,, §). HZ,,&
hérite donc du produit scalaire hermitien sur C*(Z,,, £) défini 2 la section 2(b). Cette
métrique hermitienne est lisse sur H(Z, o0y

Par la proposition 4.1, on a I'identification de fibrés holomorphes sur D,

ME) = (det H'(Z, &))"

A)ip,\ 0y st ainsi muni d’une métrique hermitienne qu’on note || llz,-
Soit x(&) la caractéristique d’Euler de &, i.e. x(§)=dim HZ,®).

ProrosirioN 7.1. Soit ¢ une section continue de AM&) partout non nulle. Pour
0<e'<e, il existe des constantes C' et C" dans R telles que pour tout wED.,., on ait

(.1 C' =log(|lol[7.) = ~x (&) log(log(l—;l» +C".

Démonstration. Le résultat ne dépend évidemment pas du choix des métriques
I llo,, €tlllle- En utilisant les notations de la section 6 (a), on peut donc supposer que,
pour 1<i=<n, sur I'ouvert U, on a

2 2

dz, dz,

%

(7.2)

=2,

% @xip, ®xip,

L’énoncé de la proposition est vide si H(Z, £)={0}. On suppose donc dans la suite
que si [=yx(§), alors [>0.

Soit sy,...,s; des sections continues du fibré H%Z, £) qui forment une base de
H%Z, &) au voisinage de 0. On peut supposer que

o=(s;A ... As)~".

Sur X-3, on a l’identification TZzw,},i). Soit duv(x) la mesure de volume sur Z,
induite par la métrique || || ., sur TZ.
Wxip,
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Pour w=0 (1<i,j<l), si { , ) est le produit scalaire dans H%Z,, &), on a

(7.3) (s;, Sf>L2w=f (55> 8,:(x) dv(x).
Z

w

Pour 0<¢'<e, les fonctions (s; s;) (x) sont uniformément bornés sur z~'(D,). De
(7.2), on tire que si V,, est le volume de la fibre Z,,, il existe C>0 tel que si w € D, \ {0},
ona

V,< Clog<1—1|>.
w

De (7.3), on tire qu’en changeant au besoin la constante C, on a

1
(7.4) |(si,sj)LiISClog<m).

Or Ha||i2 est 'inverse du déterminant de la matrice (s, s,),; ;< De (7.2), (7.4), on
tire qu’il existe une constante k telle que

(7.5) lofl2, > k(cmg(i)) B

wl

Soit U un voisinage ouvert de = dans X. Soit A€ C'. On pose

l .

s= 2 Als

1

Pour w€D N\ {0}, on a
i, = [ Wsgdoco= | pslpaoco
z, zZ,~U

Quand w €D\ {0}—0, on a

(7.6) j (|5l do(x)— 5|2 dv(x),
zZ,-U

et 1a convergence dans (7.6) est uniforme quand A varie dans la boule unité de (o
Si 2#0, s est une section holomorphe non identiquement nulle de & sur Z. Ses
z€ros étant isolés, on en déduit que

7.7 f |s|* dv(x) *0.
Z,0U
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De (7.5)=(7.7), on tire qu’il existe une constante ¢>0 telle que, si w€D,.\ {0},
alors

(7.8) ” Ei: A's; ;w = Al
De (7.8), on tire que
7.9 ||a||ii <c™
(7.1) résulte de (7.5) et (7.9). O

Remarque 7.2. La proposition 7.1 affirme que la métrique L? sur A(&) est a
singularités logarithmiques le long du diviseur A, lorsque R'7, £=0. La preuve est une
variante d’un calcul de Faltings ([F, p. 355-356)] qui montre que la métrique utilisée
pour définir la hauteur modulaire est 4 singularités logarithmiques.

8. Minoration de la plus petite valeur propre du Laplacien et fibrés positifs

Pour 0<e<1, on pose D.={w€ C; |w|<e}.

Soit 7: X—D, une f.s.o0. de fibre Z,=n""{w)} dont Zy=x"'{0} est la seule fibre
singuliére. Soit de plus £ un fibré holomorphe sur X. On suppose enfin que £ et Wyp,
sont munis de métriques hermitiennes C”, || ||, et || ||
sur TZ|y_; par || “w)_(/lD .

On utilise mainténant toutes les notations de la section 4, avec S=D,.

g+ SOIL || |l fa métrique induite

Définition 8.1. Nous disons que le fibré hermitien (&, || ||¢) vérifie 'hypothese (A)
sur D, si

(a) YwED,, H'Z,, £={0}.

(b) 1l existe une constante C>0 telle que pour tout w€D,\ {0}, la plus petite
valeur propre u,, de I'opérateur 3; ,8f,, sur C*(Z,, & ®a@, ) est telle que

@®.1) Py = C(log <|_ILI>> -

ProrosiTiON 8.1. Soit (&, || ”51) et (&, || ||§2) deux fibrés holomorphes hermitiens
sur X et v un morphisme surjectif de fibrés holomorphes & —&,. Alors si (§,]|[|s)
vérifie 'hypothése (A) sur D,, pour tout &' tel que 0<e'<e, (&, || || 52) vérifie I’hypothese
(A) sur D,.
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Si le fibré (§,
métrique || ||, . sill Iz, || |, =~sont des métriques hermitiennes sur &, wyyp, , pour tout &

tel que 0<e'<e, le fibré (&, || ﬁé) vérifie encore I'hypothése (A) sur D, quand Wy;p, €st

muni de la métrique || ||;, .
€

le) vérifie I’hypothese (A) sur D, quand Wyp_ est muni de la

Démonstration. On a la suite exacte
Hl(Zw; 51)_’ Hl(Zw; Ez)"’ 0.

Puisque H'(Z,, £,)=0, alors H'(Z,, §,)=0.

Soit v* I’adjoint de v. Pour w €D,\ {0}, on désigne par 3, ,, 3%, et 3, ,, 35, les
opérateurs 3, , et 3¢, de la section 2(b) associés respectivement a (&, || llg) et
(&2l l)- On omettra souvent I'indice w dans ce qui suit.

Soit w€ D\ {0}. Soit 6EC™(Z,, £® a')Zw). On pose

8.2) 0’ = v3}(3,3F) 'v*(wv*) ' ECT(Z,, ).
Comme v est holomorphe, on a

8.3) d,v=13,.

De (8.2), (8.3), on tire que

8.4 3,0'=6.

La décomposition de Hodge de 8’ s’écrit

(8.5) 0' = 8fa+p; a€C™(Z,, 5®d,); PECT(Z,,E); 3,8=0.

De (8.5), on tire que 3,6'=9,3fa, et donc par (8.4), on voit que

(8.6) 3,5%a=0.

De (8.6), on tire que I’opérateur 32 8_5" est inversible — ce qui était déja connu puisque
HYZ,,E)=0 - et que

@.7) a=(3,8%)76.
De (8.5), on tire que

(8.8) [95al’ < 16|
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Par (8.7), (8.8), on voit que
(8.9) ((3,8%)7'6,0) <|lo"II".
Pour 0<&’'<¢, on pose

(8.10) m= sup [v*v[(x) et M= sup |(w*) ()]
x€x"\(D,) x€x7UD,)

De (8.1), (8.2), il résulte que
m{ (3, éi“)’lv*(vv*)"le v*(vv*)"())
. <22 (10g( L)t
c |w)

De (8.9), (8.11), on tire que
8.12 5, 5716, mM( o1
8.12) (@ 0y <72 {10g( 71: l)) loIF.

Donc le fibré (£,, ]| )]51) vérifie bien I’hypothése (A) sur D,

En particulier si (&,|| ||s) vérifie 'hypothése (A), et si || ||; est une autre métrique
hermitienne sur &, alors (&, || ||p) vérifie encore I’hypothése (A).

Supposons maintenant que (, || ||¢) vérifie ’hypothése (A) quand wy,, est muni de
la métrique [ {|, . Soit|[(|;, = une autre métrique hermitienne sur wy, . Pour 0<¢’<e,
il existe ¢’, C’ tel que 0<c’ <C’ pour lesquels

(8.13) gy, <Hlayy <€, sur 77Dy,

De (8.13), on tire que si || || et || |3z sont les métriques induites par [ [|, et
“ ”(IJ)X,DE sur TZ|X~2, alors

®.14) C N iz Mz ez sur 27'(D)~Z.

Soit { , ) et {, )’ les produits scalaires sur C*(Z,, &) ou sur C*(Z,,, E®a@, ) relatifs
aux métriques (|| ||z, Il |l et U Iz, | l). Notons que si w €D, \{0}, 0EC™(Z,ERdz)

(8.15) (6,6) =(6,0).

Soient 3%, 3;%, les adjoints de 3¢, relativement aux produits scalaires (,)et
(, ), et soit V¥ la partie holomorphe de V. Si 0€ C*(Z, E®dy), on a
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((PwOtL) 0. 0) = (5£,6,5¢,0) = "L (V56.5%,0)),

Ry aly £ 31
(8.16) <-iC L (v90,51,0)),

w

=C"?(5,,9%6, ).
De (8.16), on tire la fin de la proposition. O

Compte tenu de la proposition 8.1, on dira désormais qu’un fibré & vérifie I’hypo-
thése (A), sans préciser un choix de métriques sur wyp, Ou sur &.

Rappelons qu’un fibré en droite holomorphe £ sur X est dit positif s’il existe une
métrique || ||¢ sur & telle que si r est la courbure de la connexion holomorphe
hermitienne sur (%,|| ||l9), la forme c;(¥%, ] ||» est strictement positive, i.e. si
UETWOX, U0, alors —ic|(Z, || || (U, U)>0.

ProrositioN 8.2. Soit & un fibré vectoriel holomorphe sur X et soit £ un fibré
positif sur X. Alors pour tout &' tel que 0<e'<g, il existe un entier p EN tel que si q est
un entier =p, le fibré E& L vérifie hypothése (A) sur D,.

Démonstration. Montrons tout d’abord que, pour g assez grand, H'(Z,, E® %9 =0.
Par dualité de Serre, on sait que [H'(Z,, EQL)*=H"Z,, wy,;RE* @ L 9).

Soit v:Zy—Z, la normalisation de Zy. Au moyen de l'image inverse par v,
HYZ), 0,,,®E*®F ™% sinjecte dans HYZ,, v¥(w,,@E*QL9), qui est nul pour g
assez grand par le théoréme d’annulation de Kodaira appliqué a la courbe lisse Z.

Par la proposition 8.1, on peut fixer arbitrairement des métriques lisses sur wyp, €t

Soit donc || ||wm une métrique lisse sur wy,, telle que pour tout i (1<<i<n), sur un
s . £ . ¢ , . N . .
voisinage U; de P;, dans les coordonnées (z,, z;) décrites a la Section 6(a), on ait

dz, ||? dz, ||2
8.17) bl b R

w
XID,

2 4

w
XD,

Soit || ||: une métrique C” sur &, telle que la courbure de la connexion holomorphe
hermitienne associée s’annulle sur les U..

Soit || ||¢ une métrique hermitienne sur ¥ telle que ¢(%,|| ||» est une forme
strictement positive. On va modifier la métrique || || sur les ouverts U; de mani¢re 2
obtenir I’estimation souhaitée sur la premiére valeur propre de 55*.
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Pour w€ D\ {0}, on pose

(8.18) u=1og(z,) — %log(w).

On parametre alors Z,,nNU; a I’aide de la coordonnée u. Par hypothése, on a

(8.19) Hdu{]zrz,, =2,
On pose
(8.20) k() ( Re u )
. u=exp| ——— .
¢ P (log(1/|w)))?
Notons que
N 1 dudi
(8.21 3,9, log(k =,
) “u Og( w(u)) ) (log(1/[w|))2
De plus,
log(l/w) \ _ —log(l/w)) _ <_ 1 )
8. ot s el RS ORI = L
(8.22) kw< 5 ) kw< > eXP\ ~ 7

(8.22) est exactement la valeur prise par la fonction &, sur le bord du cylindre
Z,NU,.

Dans la suite, on considére la fonction k, comme une fonction définie sur
iz, nU).

Pour tout w € D\ {0}, on peut prolonger la fonction &,, en une fonction définie sur
toute la fibre Z,,, qui a les propriétés suivantes:

- 1l existe une constante ¢ (0<c<1) telle que pour tout w€D.\ {0}, xEZ,

(8.23) c=kx)=1.

— Les dérivées de la fonction k, sur Z,—U7_, U, sont uniformément bornées.

Pour w € D,\ {0}, on munit le fibré £Q.%7|, de la métrique k7| ||.®]| [I°.

Soit j le plongement Z,—X. Soient L, r lies courbures des connexions holo-
morphes hermitiennes sur les fibrés (£, || [l et (&, || ||9). Soient I, et [, les
applications identité sur les fibrés ¥7 et E®¥?. La courbure N? de la connexion

holomorphe hermitienne sur le fibré holomorphe hermitien sur Z,,

ER L, , K2 11,11 189
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est donnée par

(8.24) N?=38,9,logk,) 1,g /" (L*®I o +arlg ).

®L7 ERZLY

Soit {,) le produit scalaire sur T*®PZ@E®F? associé aux métriques
Il llzz et 2201 1|:®|| 192, Soit R™ la courbure de la connexion holomorphe hermitienne
sur le fibré (TZ, || ||12).

Remarquons que sur X—Z2, la métrique || ||zz est une métrique lisse ordinaire.
Comme §°#5% log k,, est uniformément bornée, on en déduit facilement qu’il existe une
constante C>0 telle que, pour g assez grand, pour tout w€D,/\{0}, si
x€EZ U U, w €E(T*OVZ, RER LY, si UE(TZ, || |Iz). est de norme 1, alors

(8.25) < (N4+RTZI

§®$q) (U,U)Q),w>x>C(w,w)x.

Les métriques || ||, et|| (|¢ sont plates sur les ouverts U i.e. R™=0, [*=0 sur U,.

Soit x€EZ,NU,. Alors, pour tout gEN, si w€(T**VZ E®LY), si UE
(TZ, || ||Ip), est de norme 1, comme r(U, U)>0, on tire de (8.21) que

1z ; B

(8.26) ((N'+R%ILg ) (U, D)o, w ) = (log ( o (w,0),.

Soit A¥ le laplacien horizontal agissant sur c*(Z,, §®$q®d)zw) associé aux mé-
triques considérées sur TZ et sur E& #9. De [B, Proposition 1.2], on tire que si X€TZ
et de norme 1 pour la métrique || ||7z, on a

(8.27) 23, , 0%, = — AP+(N+R™I

s00 (. X).

Puisque I'opérateur —A est positif, on tire de (8.25)—-(8.27) qu’il existe C>0 tel que
pour g assez grand, si w€D,\ {0}, si w €EC"(Z,, §®££"®a')zw), alors

< < 1 \\-2
8.28 9; , 9% LW, BC(lo (—)) .
&2 (Frudtuere) = Cloe (g
Rappelons qu’il existe ¢ tel bque 0<c=k,=1. Il résulte de la Proposition 8.1 (ou
plutt de sa démonstration) que si on munit @y, , EQL? des métriques 0, et

[I'1: @I |29, pour g assez grand, si les opérateurs 3¢, et les produits scalaires ( , ) sont
calculés relativement 2 ces nouvelles métriques, 1'inégalité (8.28) reste vraie (avec une
constante C>0 différente).

Compte tenu de ce qui précéde, il est maintenant clair que pour g assez grand, si
w€D,, H(Z,, EQF1)=0.

La proposition est démontrée. O
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Remarque 8.3. Par comparaison avec le calcul de la plus petite valeur propre non
nulle du Laplacien de Laplace-Beltrami sur un tore, on voit que I’estimation
#=C(log(1/|w]))* est optimale. Sans introduire la fonction &,, et en utilisant simple-
ment la positivité stricte de r, on aurait obtenu I'inégalité u,=Clw|. Cette derniére
inégalité est en fait suffisante pour poursuivre la démonstration du théoréme 2.1.

ProrosITION 8.4. Soit & un fibré holomorphe sur X. Pour ¢ tel que 0<e'<e
suffisamment petit, il existe des fibrés holomorphes &' et &' sur Xy=a"'"(D,) et des
morphismes de fibrés holomorphes v: E—>E' et v': &' —E" tels que

(@) la suite

0o E—E =58>0

est une suite exacte de fibrés holomorphes sur X,
(b) Les fibrés &' et &' vérifient I’hypothése (A).

Démonstration. Pour &'>0 assez petit, il existe un entier N et un plongement
it X* — D, XP"C

tel que le diagramme

X,—+t—p xP'C

D,

commute. Soit €(1) le fibré canonique sur PYC. On désigne par £ le fibré sur X,

Z=(pryoi)*1).

O(1) est un fibré positif sur PYC. De plus, le fibré en droite trivial sur D, posséde une
métrique de ¢;>0, par exemple ||1]*=1/(1+|z]). Donc pri@(1) est un fibré positif sur
D.XPVC, et Lest aussi un fibré positif. De la proposition 8.2, on tire que pour g assez
grand, le fibré £® £ vérifie I’hypothése (A) sur D, .

Par ailleurs, le fibré en droite ¥7 est engendré en tout point par ses sections
globales sy, ..., s, dans Hy(X, £9). Posons

V:E ERFIQC
[ (®sy,....[Ss,).
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v est un morphisme injectif de fibrés vectoriels. Si &’ est le fibré conoyau de v, on a
la suite exacte

0— - (ERLNRVCPF—E — 0.

Par la proposition 8.1, on tire que &' vérifie I’hypothése (A) sur D, ;. La proposi-
tion est démontrée, g

9. Equation de la chaleur, torsion analytique et dégénérescence des courbes

Dans cette section, on établit des inégalités fondamentales sur la torsion analytique de
surfaces de Riemann qui dégénerent, quand le fibré & vérifie I'hypothése (A) de la
section 8.

En (a), on établit des résultats de convergence pour le noyau de la chaleur
exp(—13; , 3% ,) sur des courbes qui dégénerent.

En (b), on applique ces résultats i I'estimation de la torsion analytique.

9(a) Inégalités sur la trace du noyau de la chaleur

Dans cette section, on fixe une f.s.o. m:X—D, de fibre Z,=n"'{w}, dont
Zy=n"'{0} est la seule fibre singuliére. L’ensemble = est I’ensemble fini Py, ..., P, de
points doubles de Z,. On choisit des voisinages ouverts U; (i=1, ..., n) des P; qui sont
disjoints, sur lesquels sont définies des coordonnées locales (zq, z1) telles que

z()(Pi) = Z](Pi) =0
7[(20; Zl) =Zp%y-

Sur U, on dispose d’une section a partout non nulle de w,,;, définie par

dz, )
— si z3*0
Z
©9.1) a=4 °
dz, .
-— s1 z;%0.
g

On munit @,,, d’une métrique hermitienne C” || \l,,, telle que sur U;, on ait

9.2) lalp =2.

w
XD,

La métrique || ||, induit une métrique || ||z, sur TZ|,_s=wyp ly—s-
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Pour w € D,\ {0}, posons

1
u=logzy,— —log|w|
(9.3) 2
u=a+ib; a,bER; 0<b<2m.

u est une coordonnée locale sur U;. De (9.2), on tire que
0.4 (ldulffz = 2.

Donc Z,,n U, est un cylindre de longueur /,~log(1/|w|) et de circonférence 2.

Soit R’ la courbure de la connexion holomorphe hermitienne sur (7Z, || ||z2).
Alors, R™=0 sur U\ {P;}, 1<i<n.

Soit || || une métrique hermitienne sur le fibré & On suppose que si L est la
courbure de la connexion holomorphe hermitienne sur (&, || ||¢), alors L5=0 sur U;
(Isi<n).

Pour w€ D\ {0}, ég,w, ¥, désignent les opérateurs considérés a la Section 2 (b)
associ€s aux métriques || |7z et || ||¢. Soit dv(x) I'élément de volume de la fibre Z,.

Pour w € D,\ {0}, >0, P{(x, x") (x,x' € Z,) désigne le noyau C” associé a I’opéra-
teur exp(—19; ,,8f ). Si h€C™(Z,;E®m, ), x€EZ,, on a

9.5) exp(—13; , 8% ) h(x) = f PY(x, x') h(x") du(x").
Z

w

Soitx€Z, et UET, Z, tel que ||U||z=1. De [MKS] et de [BGS2, Théoré¢me 2.16],
on tire en particulier que quand ¢ | 0, on a le développement asymptotique

©.6)  T[Pxx")]= %‘% -L B Tr Lﬁ-—%—rg ngZ] W, O+0(, x).

Comme les Z,, sont a géométrie bornée, on vérifie facilement qu’il existe C tel que
pour tout wE€D,\{0},x€EZ,, 0<t=<1

9.7 lo(t, x)| < Ct.
Pour w€D,\ {0}, on pose

C1(TZ)=I Cl(w)_f/lD;” ||w;/1D)
(9.8) Za

61(5)=J' &l Hlo-
Y4

w
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¢(TZ) et c((§) sont des entiers, qui ne dépendent pas de w € D,\ {0}.
Définition 9.1. C,y désigne la constante

9.9) c, =—;—cl(§)+—;—c1(TZ)rg .

Pour w€ D\ {0}, V, est le volume de la fibre Z,,.
Soit A, le laplacien sur §,=R/27Z i.e., si 0€[0, 2l, A =d/df".
On rappelle que n=card Z.

THEOREME 9.2. On a lidentité

9.10 Hm——® __—>
©-10 u}—I{(l) nlog(1/|w]) i

Pour tous B, T tels que 0<B<T, alors pour tout t€[B, T]

. [exp(—15; ,0F )]  nrgé [ ( t >]
9.11 limTh s = Tr}expl —A .
©-1D u}E) ' log(1/jw)) 2t TP\ O

et la convergence dans (9.11) est uniforme en t€[B, T].
Il existe C>0 tel que pour tout w€ D\ {0}, pour tout t€10,1]

<Ct

9.12) —L [Tr[ex (—13; , ¢ )]—rggv"wc]
' nlog(1/|w)) PEEs el ™ T

Si le fibré & vérifie I’hypothese (A) de la section 8, alors il existe des constantes C’,
C">0 telles que pour tout w€ D\ {0}, =1

9.13) 0<Tr[exp(—13; , 0% ,)] <C' log(—lal)ﬂ exp(—-C”(log(l—l%l)) _21) .

Démonstration. (9.10) résulte de (9.4).
Quitte & multiplier les coordonnées zo, x,, w par des constantes, on peut supposer
que, pour i=1,...,n

U= {(Zo, Z])EC2§ |Zol< 1, |21|< 1}'

Naturellement, on remplace £ par £>1 de telle sorte que w varie dans le disque
D, et que & soit encore donnée sur U; par n(zy, 2,)=22;-
Pour w€ D\ {0}, zo€D,, on pose encore

1
u=logz,— 5 log((w}).
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Pour i=1, ..., n, on pose
Ai,w=anUi

B,=Z,—-UU,
1

Dans les coordonnées (z,, z,), A, ,, est décrit par I’équation

= zﬂ (w| <zl < D).

0
u est une coordonnée holomorphe sur A;, telle que ||du|j;,=2. A, est donc un
cylindre.

(@) Une borne uniforme sur la trace de P(x, x). Fixons 3, T tels que 0<g<T<+x.
On va montrer que si w€D,\{0}, six€Z,, sit€[B, T], alors Tr[P;(x, x)] est unifor-
mément borné. Soit en effet A” le laplacien de Laplace—Beltrami sur la variété rieman-
nienne (Z,, || ||;2), et soit p¥(x, x') (x, x' € Z,) le noyau de la chaleur associ€ a I’opéra-
teur exp(tA*/2).

Quand w€D,, les variétés Z, ont une géométrie bornée, et en particulier leur
rayon d’injectivité est borné inféricurement par une constante strictement positive. 1l
résulte alors des estimées de Cheeger—Gromov-Taylor {CGT, exemple 2.1] que, pour
t€[B, T1, la fonction p;(x, x') (x, x' € Z,) est uniformément bornée.

En utilisant les techniques de [CGTI, on peut montrer de la méme maniére que
pour €[S, T], Tr[P{(x, x)] reste uniformément bornée. On peut en fait déduire ce
résultat du résultat de [CGT] sur p¥(x, x). En effet [B, Equation 1.34] nous permet de
calculer P}’(x, x) sous la forme

9.14) PY(x, x) = p{x, x) E) [U 7]

X

N

ou:

—EY! est l'opérateur d’espérance pour le pont brownien x; (0<s=<¢) tel que
Xo=xi=x.

— Pour 0<s<t, U € End (T**PZ®%) est solution d’une équation différentielle
ordinaire calculée de long de x{ (0<s</).

—7,€End (T**YZ®§&) est un opérateur unitaire de transport parallele de
x;=x enxy=x le long dex’ (0<s<1).

Or, si VETZ, ||V||=1, il est clair que les tenseurs L5V, V), R™4(V, V) sont unifor-
mément bornés. Il résulte alors de ’équation dans [B, preuve du théoréme 1.5] donnant
U, que, pour +<T,|U]| est uniformément bornée.
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On déduit donc de (9.14) que pour f<t<T, Tr[P{(x, x)] reste uniformément born¢.
Notons incidemment qu’on pourrait remplacer I’argument précédent par le principe de
domination de Kato des semigroupes associés a des opérateurs auto-adjoints.

(b) Preuve de (9.11). Posons

©.15) d, = <log<|—li)—l>>3/4.

Soit A, le cylindre des points de A; ,, dont la distance au bord 34, , de A; , est
supérieure ou égale a d,,. On pose

B,=Z,-UA|,.
1
On a

Tr [exp(—13; , 8% )] = f Tr [PY(x, x)] dv(x)
Zw

9.16) "
=> | T[P¥x 0]dv0o+ J Tr [P2(x, )] dv(x).
i=1 JA, B

w

Comme pour t€[B, T], Tr[P{(x, x)] reste uniformément borné, on voit que

9.17) f Tr [P (x, x)] dv(x) | <C(1+d,).
B

w

Soit A un cylindre de circonférence 27 et doublement infini. On considére A,
comme un sous-cyclindre de A.

Rappelons que L¢=0 sur U;. On peut donc étendre le fibré hermitien trivial (&, || ||¢)
Il Si k=dimé, si
on munit C* de sa métrique hermitienne canonique, on peut identifier (&, || ||z)ls & C~.

en un fibré hermitien trivial sur A tout entier, qu’on note encore (§,

Si u est la coordonnée holomorphe sur le cylindre A qui prolonge de maniere
évidente la coordonnée u sur A ,, on a encore ||dul|r,=2.

On fait maintenant agir J; ,, 3}, sur les sections C* de & et T** DA®E sur A.
Notons que, puisque les fibrés hermitiens 7+* VA et &, sont triviaux sur A, I'opérateur
29, , 0%, coincide avec le laplacien A* (ou A* agit maintenant sur des fonctions C” &
valeurs dans C¥).

Soit P‘,’*(x,x’) (x,x’€A) le noyau de la chaleur associé a [lopérateur
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exp(—tég,wégw) sur A. Alors, si g{6,0’) est le noyau de la chaleur sur S'=R/27Z
associ€ a I'opérateur exp(} tAs), ona

. . 1 —la—a’} ,
9.18) Pia+if;a’+i0) = — exp< |a2tal)q,(G,G)II*m,nA@.

Pour >0, soit Isﬁ”(x, x') (x,x' €A, ) le noyau de la chaleur associé a 'opérateur
exp(—tég,wég‘, ») sur A; , avec des conditions de Dirichlet sur le bord 94; .
Pour O0<s<t, x,x’ €A} ,,on a

s [
019 ), PEIFLOXWE)
) Ai.w

= % f {(ASPY(x, ) P (3, x") =~ PY(x, y) (AP Ny, x') } do(y).
Ai,w

Soit n le vecteur normal sortant de norme 1 sur d4; , et soit do(y) I’élément de
longueur sur 84; ,,.. Puisque, si y €A, ,, P;"(y, x")=0, on tire de (9.19) que

2

©9.200 2 f P, ) B (3, x)doy) = =L | P20 y)-2 B2 (y,x") doty).
as Ai,w aAi,w a“

Par intégration de (9.20), on tire que

t
9.21)  P¥x,x") —P;”(x,x')=—i J ds f P;”(x,y)—g—ﬁ:”_s(y,xl)da(y).
2 J, oA, on

De (9.21), on tire que pour t<T7T, x€EA; ,

(9.22)  |P*(x,x)—P“(x,x)|< sup [P“, y’)l% j ds f iépi‘is(y,x) do(y).
0

y' €3AY
O<a<T

Si p¥(x,x') est le noyau de la chaleur scalaire sur A;, associé a I’opérateur
exp(tA*/2) avec condition de Dirichlet sur dA; ,, pour x,y€A; , on a

9.23) Py, x)=p*(y, 0)I,.

Or p¥=0. Comme, si x€EA/,, yEJA,,, on a p*(y,x)=0, alors 3p;(y,x)/dn<0. De
(9.22), (9.23), on tire que

3 ! apY
(9.24) |P¥(x,x)—PY(x,x)|< sup |Pf,"(x,y’)|if dsf <— (y, X)) do(y).
Y €34, , 2 ) oL, on

0<as<T
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Six€A],, yEIA, ,, x ety sont distants d’au moins d,,, qui, pour w assez petit, est
plus grand que 1. Commes les variétés Z, sont & géométrie bornée, il résulte de
Cheeger-Gromov-Taylor ([CGT, exemple 2.1]) que si s €[0, T], p“(x, y) est uniformé-
ment borné.

De T'analogue de I'équation (9.13) pour P¥(x,y), ol on remplace I’opérateur
d’espérance E’ * par I’opérateur d’espérance E’ § relatif au pont brownien entre x et y,
on tire que pour s€[0, T], "opérateur P¥(x, y)EHom((E@wzw)y,(aE@wa)x) est unifor-
mément borné.

Rappelons que sur A, le fibré (&, || ||¢) est identifié a C*. Si x€A],, soit x, le
mouvement brownien sur A tel que xo=x. Soit Q la loi de x sur €(R.; A). Soit S le temps
d’atteinte de 9A; , par x-.

On sait que

Qs>n = J p(x, y)du(y).

A,

Lw

Or par la formule de Green, on a

3pY
9.25) —J 5, (x, ) dv(y)—~J 3
aA,.Yw

et de plus, par symétrie du noyau 5%, on sait que

ap; _opy
o x,y)= o (y,%).
Donc par intégration de (9.25), on obtient
1 3
9.26) —f dSI (——ﬁt"_s) (v, x)do(y) = Q(S=1).
2 J o, , on

Or pour r<T, il résulte de [IMK, p. 26] que

_ d2
9.27) o8 =nN=0l8<sT=sc exp( T )
On tire de (9.24)-(9.26) et des considérations qui précédent que si x€EA],, t<T
dZ
9.28) |P¥(x, x)— P“’(x, x)|=sC exp( 5T )

5-908282 Acta Mathematica 165. Imprimé le 22 aoat 1990
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Une démonstration identique montre que si x€A/ ,, t<T

2

- -d
|PA(x, x)—P¥(x, x)| < C exp( 2T“’) )

De (9.17), (9.27), (9.28), on tire que si V}, est le volume du cylindre A; ,, alors
pour ¢<T, et pour |w| assez petit
w 1gé '
(9.29) f Tr [P (x, x)} dv(x)——==—¢q[0,0) V] ,
e )= 5 a0 0T

Lw

_ 302
sC'V;, exp(————l——l——aog(l/ w]) )

2T

On vérifie facilement que

1 1 3/4
(9.30) Vie= 2n<log(m) —Zn(log<m>) )

De (9.29), (9.30), on tire que pour t€]0,T]

) Tr[PY(x,x)]dx  rg& t
(9.31) lim f = Tr [exp(—A ) R
w0 Sy, log(1/jw) 2mt 2

et que la limite dans (9.31) est uniforme en t€]0,77].
La formule (9.11) est alors une conséquence immédiate de (9.15), (9.16) et (9.31).

(c) Preuve de (9.12) et (9.13). Rappelons que, par (9.7), dans (9.6), on a
|OGt, x)|<Ct. Or, pour w€ D\ {0}, si UETZ,, ||U||=1,0na

Tr [exp(— 13, , 9% )] — IAL +C

©.32) Pebel 2w

— w rgf;‘ 1 <1 1 IZ) § }

= P -—=2 4 — Tr[L]+— R U, U); dv(x).

L{Tr[ P 0]+ oy (T e R (U U) pdul

Donc
9.33 T ), . OF eV, C,| =CtV
(9.33) T [exp(—13; ,,0% )] — o TG sa,

(9.12) découle de (9.10) et de (9.33).
Si A est un opérateur linéaire sur C*(Z,, § ®a')Zw), qui est continu pour la norme L?,

soit ||A||. sa norme. Pour ¢>1, on a
< = —a-é' w -gw 1) 5 J*
(9.39) Tr [exp(—tag,wag‘,w)] <Tr|exp ——2— expl — t—7 O wOiw

®©
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Or de (9.11), il résulte que pour |w| assez petit

o8] <o
(9.35) Trlexpl ————=] | = C(log —>
2 |w|

De plus, de I’hypothése (A), on tire que si u, est la plus petite valeur propre de
Iopérateur fw _Ek,w’ il existe ¢>0 tel que pour |w| assez petit

1 \\-2
(9.36) U, = c<log(—|u7|)> .

Dongc il existe C">0 tel que pour r=1 et |w| assez petit

ool 4)6)] <eof <o) )

De (9.34)~(9.37), on tire que pour >1 et pour |w| assez petit

038 Trlexp(-3;,8%,)]<C log (L) e“’(“cl'(l"g(—l”))_z’)'

Juof ]

En multipliant w par une constante pour revenir aux coordonnées initiales, on
obtient une inégalité du méme type que (9.38). L’inégalité (9.13) est démontrée. O

(9.37)

9(b) Estimation de la torsion analytique sous I’hypothése (A)

On choisit les métriques | ||, et || |l: comme a la section 9(a). On suppose aussi que,
pour tout w € D,\ {0}, H'(Z,, £&)={0}.

Pour w€D,\ {0}, I'opérateur 3, ,8F , est inversible. On définit alors la fonction
z€ta intervenant dans la construction de la métrique de Quillen comme 2 la section
2(a). Pour w€D,\ {0}, s€EC, Res>1, on pose

(9.39) 8, =Tr [, 3:.,)"°]

De maniére équivalente, on a

(9.40) gw(s)=ﬁls—)- 0 £ VT [exp(~13, , 3t D] dt.

Alors, £, (s) s’étend en une fonction méromorphe sur C, qui est holomorphe en
s=0. En particulier, de (9.6), on tire

£,0)=—-C,
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3,0 ! e o tEEV, }dt
9.41) " -—jo {Tr[exp( tag,was,w)] Y- +C, "

rg&v,

+
+f Tr [exp(—tég’wég‘,w)]%- +T'(1) Cy-
1

THEOREME 9.3. Supposons que le fibré £ vérifie I'hypothése (A) de la section 8.
Alors, il existe une constante C>0 telle que pour tout w € D\ {0}

il el )
3s |l i
De plus
9L,/05(0) _ nrgé&
(9.43) wE;T“\‘{O} log(1/[w)) =76
fwl—0

Démonstration. De (9.12), on tire qu’il existe C>0 telle que si w €D, \ {0}

1 . rg€vVv dt 1
Tr [exp(—13; ,, 0% )]~ '”+CO}— sClog(——).
fo { fw™e 25t lw|

9.44)

De (9.13), on tire que si w€D,\ {0}

+ o0 +x
9.45) 0<f Tr[exp(—ta-g,wézw)]%sC’log<—1->f e_’g.
1 c

|w] “(log(1/|w)) 2 t

1l existe une constante C” telle que si y>0

T dt
(9.46) J' e_’TSC"'(H-
y

log(i)l)
y
De (9.41), (9.44)—(9.46), on tire (9.42).
Rappelons que C, est une constante ne dépendant pas de w. Pour ¢€]0,1],
wED,\ {0}, posons

1
tlog(1/|w))

(9.47) S.(1)= Tr[exp(— 3, , 8% )]— rggv‘uc}
. wit) T [ p &w §,w] 2t o[
De (9.12), on tire que la fonction S,(f) est uniformément bornée. De (9.10), (9.11), on

déduit que pour tout t€]0, 1]

(9.48) lim S,(1) = "T8E {

w|—0 t

Tr [exp((t2) Ag)] }

27t t
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Par application du théoréme de convergence dominée, on déduit des considéra-
tions qui précédent que

! - - g§v
I f {Tr[eXp(—tag,wagw gzitw“LCO}ﬂ

lim ————
wi—o log(l/|wl]) J, t

(9.49) j‘ { Tr[exp((t2) As)] 1 } dt
=nrgé R
0

2t t

La fonction t—Tr[exp(—13; 9% ,)] est positive. De (9.11) et du théoréme de
Fatou, on tire que
x0((112) A0)] dr
V 27t rk

9.50 lim- 1 o
—>
9.50) | wlII_I}O log(l oD f Tr[exp(— ta £w)] nrgé j

De (9.41), (9.49), (9.50), on tire que

1 8¢, (0) >nrg§[jl { Tr [exp((t/2) As)] _L}it_
0

lim
wi—o log(l/lw|])  ds 2t t] ¢t

+j+°° Tr [exp((t/Z) Asl)] dr 1]
1 2t t

9.51)

Soit ¢R(s) la fonction zéta de Riemann. Pour s €C, Re s>1,on

9.52) £R s )_T() +wts‘l(Tr[exp(tAsl)]~—1)dt.

Posons

.59 s o) 1t‘_l(Tr[exp((t/Z)Asl)]—l)dt
Fys) = 2;;)1 fl R [exp((112) A )]~ dr.

Ona

(9.54) ER(2s) = F,(s)+ Fys).

Or Fi(s) est une fonction holomorphe en s€C, Res>i. F\(s) a une extension
méromorphe a C, qui est holomorphe en s=—1. Puisque I'(—1/2)=-2V &, on trouve
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que

1
| -3 2 1 1
9.55 F(-12)=——— | ¢ T t12) AT dt+—— .
) 3 ) 2V 2n fo ( r[exe( 5] 2t ) 2 Vo2n

La fonction Fy(s) est une fonction holomorphe sur C. On a

1 R
(9.56) F,(—1/2)= J T 12 A dz——Z]
2 ) Vi [ 1 T [exp((1/2) Ag)]
De (9.54)—(9.56), on tire que
9.57)
o _i{fl (Tr[exp((t/Z) Ag)] __1_) é+J'+w Tr[exp((t/2) A ﬂ—l}.
2 (b 27t t)t ) 2t t

Par (9.51), (9.57), on a donc

1 ag,(0)

(9.58 lim
) -0 log(l/|w]) 9s

=2nrg ECR(-1).

Or, si B;=1/6 est le premier nombre de Bernoulli, par [S, p. 117], on sait que

Ry _Bi_-1
9.59) F-n=-3'=1-

(9.43) résulte de (9.58), (9.59). a

10. Comportement des métriques de Quillen an voisinage du diviseur
des courbes singuliéres

10(a) F.s.o. paramétrées par un disque

ProproOSITION 10.1. Soient m: X—D, une f. s. 0. admettant Zy=n""(0) comme seule fibre
singuliére, et & un fibré vectoriel sur X. On suppose Wyp, €t & munis de métriques
hermitiennes || || de courbure nulle au voisinage des points doubles de Z,, et A(§) muni,
sur D,—{0}, de la métrique de Quillen || ||p qui s’en déduit. Pour toute section o de
classe C* de ME) sur D,, partout non nulle, il existe une fonction @: D.—R, de classe
C” et IER tels que:

(10.1) VwED,—{0}, log|low)ll,=@w)—Ilog|w|™".
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De plus, si & satisfait a la condition (A), alors

(10.2) 12T12~nrg§

ol n désigne le nombre de points doubles de Z,.

Démonstration. D’aprés le théoréme 5.3, la validité de la proposition ne dépend
pas des métriques choisies sur wy,,. On pourra donc supposer Wyip, muni de Ia
métrique considérée au §9. De plus, d’aprés le théoréme 5.4, si

0—>§1—>§2—>§3——>0

est une suite exacte courte de fibrés vectoriels sur X, munis, ainsi que wy,,, de
métriques de courbure nulle au voisinage des points doubles de Z;, alors si la proposi-
tion 10.1 est vraie pour §; et &3, elle est encore vraie pour &;. Grice a la proposition 8.4,
on voit alors que pour établir la proposition 10.1, on peut supposer que les métriques
Sur wy,, et & sont celles considérées au §9 et que £ satisfait a la condition (A). Nous
nous plagons désormais sous ces hypothéses. On dispose alors des majorations (9.42)
et (9.43) sur

3¢,
s

(0) = ~logdet '3}, 5 ,,-

On peut évidemment supposer que o est holomorphe sur D,. Comme le théoréme
2.1 est vrai lorsque |A]=@ (cf. [BGS3)), il vient, sur D,~{0}:

(10.3) ddlog|lofl, = —nif [Td(wgs, || IIH ch&, || D]

Or la 4-forme sous le signe intégrale est nulle au voisinage de Z, puisque les métriques

|| || sont plates au voisinages de X. Par conséquent, le membre de droite de (10.3) est

une 2-forme o de classe C* sur D,. Comme le laplacien est surjectif sur les fonctions de

classe C” sur D,, il existe une telle fonction a valeurs réelles g, telle que 3dpy=w.
Posons alors

y = log|lolly—,.

C’est une fonction harmonique sur D,—{0}. De plus, d’aprés les majorations (7.1) et
(9.42), il existe MER, tel qu’on ait, pour |w| suffisamment petit
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[y )| < |C,,(0)]+[log |lo(w)]] .|+ |@e(w)|

(10.4) < M(1+log |w| ™" loglog jw|™).

Ainsi i est sommable au voisinage de 0, et définit donc une distribution sur D,. Le
courant 33y est supporté par {0}, et s’écrit donc

Or:

n i+

1/)1=¢~—I-E ~log |w|

aij—._—
TSy ow'ow
se prolonge en une fonction harmonique sur D,.
La majoration (10.4) montre alors que si (7,7)#(0,0), alors a;=0. En effet, les
distributions
i+j

dw'ow’ log ]

ol (i,/)*(0,0), sont linéairement indépendantes et homogenes de degré —(i+j). Cela
prouve (10.1), avec :

i
@ =@, ty, et l=;a00.

De plus, d’apres la proposition 7.1,

log lot),2

w—0 log|w|™!
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Il vient donc

lim (log w| ™) ™" £;,(0) = lim ~(log |w|™") ' log |jo(w)|[}, = 21.
w—0 w—0

L’inégalité (10.2) découle donc de (9.43). g

10(b) Le résultat suivant nous servira plus loin 2 étendre le lemme 9.2 & des
familles 7: X— S ou § est de dimension quelconque.

ProrositioN 10.2. Soient P un polydisque ouvert dans CV et f,, ...,f, des fonc-
tions holomorphes sur P, non identiquement nulles. On suppose que les hypersurfaces
Hj=fj"1(0) sont lisses, connexes et deux a deux distinctes, et que f; a un zéro simple sur
H;. On note : H=U}_ H,.

Supposons qu’une fonction @ a valeurs réelles sur P\ H satisfasse aux conditions
Suivantes

(1) @ est de classe C* sur P\H et 33¢ se prolonge en une forme o de classe C*
sur P,

(2) pour toute immersion i: D,—P telle que i(D,—{0})cP\ H, que i(0) soit un point
lisse de H et que i soit transversale a H en 0, il existe y de classe C” sur D, et LEC tels
que

Vi=D,—{0}, g@oi(t)=y()+Ailogl|.

1l existe alors une fonction @, de classe C* sur P et des nombres réels A4, ..., A, tels
que

@= %+2 Alog|f].
j=1

Par conséquent, ¢ définit une fonction localement sommable sur P, et on a I'égalité de
courants sur P

g = w—m’z A;0q.
i=1

Pour établir la proposition 10.2, nous ferons appel aux énoncés bien connus
suivants :

LEMME 10.3. Pour toute forme différentielle w sur P, de classe C” et de type (1, 1),
telle que dw=0, il existe Y€ C*(P, C) telle que v=33¢.
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LEMME 10.4. Soient N un sous-ensemble analytique de P, de codimension =2, et h
une fonction de classe C* sur PN\N. Si 833h=0 sur P\ N, alors h se prolonge en une
fonction de classe C” sur P.

Démonstration de la proposition 10.2. (i) On a, sur P\ H: do=d33¢=0. Comme
P\ H est dense dans P, on a encore dw=0 sur tout P. Donc, d’aprés le lemme 10.3, il
existe ¥ € C*(P, C) telle que 33y =w. On voit alors, en remplagant ¢ par p—Rey, que
I’on peut supposer w=0.

(ii) Etablissons maintenant la proposition lorsque P est un polydisque centré en
0,m=1, fi(w, ..., wy)=w;, et @=0. On note P=DXP’', ot D=C et P'=C""'; ainsi
H={0}xP' et PN\NH=(D—-{0})xP’,

D’aprés (2), il existe une fonction ¢y: P—C et une fonction A: P'—C telles que,
pour tout (w;, w') E(D—{0})xP’

pw,, w") = @,(w,, w)+Aw")log|w,|.

et que @, w') soit de classe C” sur D pour tout w’ € P’. Comme w=0, go(-, w') est en
fait harmonique sur D. II découle alors de la formule de Stokes sur un disque D,c<D
que

awy=L] 22w, w)dw,
7 5, Ow,

Cette identité montre que A est une fonction C* sur P'. Il en découle que ¢, est de
classe C* sur PN\ H=(D—{0})x P'. La formule de Poisson appliquée & ¢(-,w’) s’écrit,
lorsque |w;|<e :

2 2 2
1 i0 £ _lwll
N~ i , w' _______do
@olw, w) > fo @olee”, w') oo —w

et montre que @q est C” sur P. Posons

N
38[Aw,, ..., wy)log|w ] = D, Cw,, ..., wy) dw,Adb;.

i=1
Comme
33[Aw,, ..., wy)log |w|+@ywy, ..., wy)] = 3p(w,, ..., wy) =0,

on voit que
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32%
Swiau')j'

i

et donc que les C; se prolongent en des fonctions C” sur P. Or, pour tout j=2,...,N

o %)
Cilw,,...,wy) =——log|w| - ——Aw,, ..., wy)

dw, ow;

1 3A
=———(w,,..., W

2w, ow (w0, W

Par conséquent 82/31,=0. On voit de méme que 34/6w;=0. Au bout du compte, 4 est
constante sur P’, et réelle, puisque @ est réelle.

(i) Soit N I’ensemble des points singuliers de H; c’est un fermé analytique de P,
de codimension =2. On déduit aisément de (ii) ’existence de nombres réels 4y, ..., 4,
tels que tout point y de H;\ N posséde un voisinage ouvert Q sur lequel la fonction
@—A;log|fj|, définie sur Q\ H;, se prolonge en une fonction C* (appliquer (ii)) dans un
systéme de coordonnées locales centré en y, de premiére composante f;, et utiliser la
connexité de H;\ N). La fonction

@o=9— . Alog|f]
i=1

se prolonge en une fonction C* sur P\N. De plus, 33¢=0 sur P\ H, donc sur P\ N.
D’apres le lemme 10.4, ¢ se prolonge donc en une fonction de classe C* sur P. O

THEOREME 10.5. Placons nous sous les hypothéses du théoréme 2.1.

(1) La métrique de Quillen || || sur A(§), définie et de classe C* sur S—|A|, est une
métrique généralisée sur S.

(2) Soit A=%,¢;n; A, la décomposition de A en composantes irréductibles (n;EN*;
la somme est localement finie). Il existe des nombres réels n{&) tels que lU'on ait
Iégalité de courants sur S

10.5) 0@, lp=- f [Td @ || 1) ch(&. || D)~ >, nn &) s,

i€l

Démonstration. 1l suffit de montrer que tout point s de S posséde un voisinage
ouvert Q tel que les conclusions du lemme soient satisfaites lorsque Q (resp. 7~ (Q))
est substitué a S (resp X). En effet, comme les A, sont connexes, on obtient un énoncé

équivalent & celui & établir en définissant les (&) comme des fonctions localement
constantes.
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Par ailleurs, la validité des conclusions du théoréme ne dépend pas des métriques
choisies sur & et wyys, d’apres le théoréme 5.3.

Ainsi, il suffit d’établir le théoréme lorsque les conditions supplémentaires suivan-
tes sont réalisées :

(i) S est isomorphe & un polydisque de C; les composantes irréductibles A; de A
sont en nombre fini, lisses et irréductibles, et il existe des fonctions holomorphes f; sur
S telles que Ai=f,."’(0) et que f; s’annule a 'ordre 1 sur D;;

(ii) les métriques sur & et wys ont des courbures nulles au voisinage de Z;

(tii) il existe une section holomorphe o partout non nulle de A(§) sur S.

D’apres (ii), I’intégrale dans le membre de droite de (10.5) est alors une 2-forme C*
sur S. De plus, elle coincide avec ¢;(A(8), || ||p) sur S—|A|, puisque le théoréme est vrai
lorsque |A

est vide. Le théoréme découle donc de la proposition 10.2, que 'on peut
appliquer a log||a[|2Q d’aprés la proposition 10.1. O

10(c) Propriétés des fonctions 1;

ProrosiTiON 10.6. Conservons les notations du théoréme 10.5.

(1) Les &) ne dépendent pas des métriques sur & et wys.

(2) Soient n': X' —>S',F: X' =X et f: §'—S satisfaisant aux conclusions de la pro-
position 3.3. Sii€1 et si A] est une composante irréductible du diviseur A’ des courbes
singulieres de i’ contenue dans f~(A), alors

n(F*&) =n(&).

(3) Supposons que S soit un disque D, et que 7~ \(0) soit la seule fibre singuliére de
7 (ainsi |A|={0} et a un seul élément i). Si £ satisfait a (A) au-dessus de D,, alors

n{&) Bl—lzrg g

(4) Soient &, et &, deux fibrés vectoriels holomorphes sur X. S’il existe une variété
complexe connexe A, deux points A, et A, de A et un fibré vectoriel holomorphe Z sur
AXX tels que

SkE‘]fE (k=1,2),
ou
Jie X— AXX

X ('{k: x)’
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alors, pour tout i€l
&) =n4&).
(5) Si
0—-&,—8,—E,—0
est une suite exacte de fibrés vectoriels sur X, alors, pour tout i€1
n{&) = nLEP+ni&y).

(6) Soient &) et &, deux fibrés en droites holomorphes sur X. Si & et &' sont topologi-
quement isomorphes, alors, pour tout i€1

77[(50) = 77,(‘51)

Démonstration. (1) découle du théoréme 5.3.

(2) est une conséquence immédiate de la compatibilité au changement de base de la
construction du fibré déterminant et de la métrique de Quillen.

(3) est un corollaire de la proposition 10.1.

(4) découle du (2) et du théoréme 10.5 appliqué a la f.s. 0.

axXId: XxXA—SXA

et au fibré =.
(5) est une conséquence du théoréme S5.4.
(6) résulte de (4) et de I’énoncé suivant :

ProprosITION 10.7. Soient X une variété complexe, et &y et £ deux fibrés en droites
holomorphes sur X. Posons, pour k=0,1

jk:X——)XXC

x> (x, k).

Si & et & sont topologiquement isomorphes, alors il existe un fibré en droites
holomorphe = sur XxC tel que

(10.6) E,=j5Z, k=0,1.

Démonstration. Supposons- d’abord &, trivial. De la suite exacte courte de fais-
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ceaux sur X

exp(2mi-)

0-Z—->0— 0*—0,

on déduit la suite exacte de groupes de cohomologie
H'\X, 0)3 H\(H, 0%) 5 H\X, Z).

Comme &, est topologiquement trivial, I'image par ¢, de sa classe [&,] dans H'(X, 0%)
est nulle. Donc il existe u € H'(X, 0) tel que [£,]1=ex(u).
Considérons alors le « produit externe » :

P:H'(X, O)®QHYC, 0)—-»H'(XXC, 0).

On vérifie immédiatement qu’un fibré E sur XxC, dont la classe dans H'(XxC, 0*) est
I'image par

exxc: H'(XXC, 0)— H'(XXC, 0%)

de P(u®z), satisfait aux conditions (10.6).
Passons au cas général. Comme Ef®E; est topologiquement trivial, il existe
d’aprés ce qui précéde un fibré E, sur XX C tel que

JEE,=0 et JFE,=EF®E,.

Le fibré Z=(pr{£,)®E, satisfait alors a (10.6). O

11. Fin de la démonstration du théoréme 2.1
11(a) Nous commengons par établir le cas particulier suivant du théoréme 2.1.

LEMME 11.1. Le théoréme 2.1 est vrai lorsque S est une surface de Riemann compacte
et X une surface projective complexe.

Démonstration. Le diviseur A est une somme de points :

A= nP, (nEN®.

i=1

Il s’agit de montrer que, avec les notations du théoréme 10.5, on a, pour tout
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i€{l,...,m},

-1
(11.1) n{&) = D rgé&.

Introduisons la condition suivante :

(A") 1l existe des disques ouverts disjoints Dy, ...,D,, voisinages dans S de
P, ..., P, respectivement, tel que & satisfasse a (A) au-dessus de D;, pour tout
j=1,....m

D’aprés le théoréme de Riemann-Roch-Grothendieck, le courant c;(A(§),]] ||) est
cohomologue au courant

- o 1
| s iene ) p1o-3 L nreto,
=1
Par conséquent, les courants

2—17 rggaP,- et 2”1”71'('5)61’,.

i=1

sont cohomologues, et donc :

(11.2) > e = S nn®.
i=1

i=

—

La proposition 10.6 (3) montre que, si & satisfait a4 (A’), alors, pour tout i,

(&> %rg(&).

Jointes a I’égalité (11.2), ces majorations prouvent que les égalités (11.1) sont satisfaites
lorsque £ satisfait & (A’).

Soit £ un fibré en droites sur X admettant une métrique || || telle que ¢;(%, |} {D>0,
¢’est-a-dire un fibré ample sur X; il en existe puisque X est projective. Si g est un entier
suffisamment grand, le fibré en droites #7 est engendré en tout point par ses sections
globale. 1l existe ainsi sy, ..., sy dans HY(X, #9) tels, pour tout x €X, 'un des s,(x) soit
non nul. Posons alors :

v:E>(ERLH®CY
t— (®sy, ..., tQsN).
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C’est un morphisme injectif de fibré vectoriel. Soit &' le fibré vectoriel conoyau de v.

D’apreés la proposition 7.2, le fibré §® %9 satisfait a (A’) dés que g est assez grand.
Il en va alors de méme de (® L9)®CY, puis de &', d’apres la proposition 8.1. Par
conséquent :

P{(E®LHRC) = —1‘2— re(E® ZHBCY)
ct
n(&) = L rg(&’)
! 12 )

Ces inégalités impliquent les égalités (11.1), grace a la proposition 10.6(5), appliquée a
la suite exacte :

0—ES (ERLNBOCY - &' —0. 0

11(b) Remarque. Le théoréme de Riemann-Roch-Grothendieck n’intervient dans
la démonstration des théorémes 2.1 et 2.2 que par 'intermédiaire de la démonstration
précédente. En fait, nous n’y faisons appel que pour montrer que le degré de A(§) est
donné par I’expression suivante, sous les hypothéses du lemme 11.1 :

f [_ J [Td(wxs) ch(@®]“- —rigzi 2 5p,] :
N k4 !

¢’est-a-dire que, en notant o le cardinal de X et r le rang de &,

(11.3) j ¢ (AME) =— f [Td(wgs) ch(g)]“)—-’i
N X 12

ou ¢, ch, et Td désignent des classes caractéristiques en cohomologie rationnelle. De
plus, nous n’utilisons cette formule que pour des fibrés § tels que

(11.4) Rz, E=0
et
(11.5) HYX,&)=0.

En effet, si g est suffisamment grand, le fibré (E®FH®CY et tous ses quotients
satisfont a ces conditions. Enfin, on peut supposer S connexe.
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Sous ces hypothéses, il est facile de déduire (11.3) du théoréme de Riemann-Roch
pour des fibrés vectoriels sur une courbe ou une surface projective('), et ramener ainsi
la preuve de (11.3) a celle de théorémes que I'on peut considérer, suivant ses inclina-
tions, comme des cas particuliers de la formule de I'indice d’ Atiyah-Singer, ou comme
des avatars de résultats vénérables de la théorie des courbes et des surfaces algébriqu-
es.

En effet, sous la condition (11.4), le faisceau image direct R%z,£ est localement
libre, de rang

o=dimH'X,, &) = H'(X,, &)—dim H'(X,, §) =: (X, &)

ot X,=x'(s) est une fibre lisse de 7. On a donc, d’aprés le théoréme de Riemann-Roch
pour les courbes :

(11.6) o= j [Td(wy/s) ch(£)]® = f [cl(é)—%cl(wxxs)]-
X:

X,
De plus

ME) = (AR, £)7",
donc

C](l(g)) = _Cl(Ron* &,

de sorte que, de nouveau d’aprés le théoréme de Riemann-Roch pour les courbes.

aLm xS, R'm, &)= j

N

[—cla(s»— 2 cl(szb].

Il vient alors, d’aprés (11.6) et (11.7) :

j ¢, (A§)) = —x(S, R7, &) - %f <C1(Q§)J [01(5)“% C1(a’X/s)])
s M 4

_ 0 _1
= —x(S,R°n, &) 2J

X

(11.8)
¥ e, (Qy) [01(5)—% Cl(wX/S)]'

() Cela est toujours le cas lorsque (11.4) et (11.5) ne sont plus vérifiées, pourvu que 1'on connaisse la
suite spectrale de Leray.

6-908282 Acta Mathematica 165. Imprimé le 22 aott 1990
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Par ailleurs, on dispose d’isomorphismes canoniques

H(X, &) =H"S, R’ &)

et
H'(X,&)=H'(X,R’7, &) (d’apres (11.4)).
Par conséquent, d’aprés (11.5)
(11.9) %(S, R, & = dim H(X, &)—dim H'(X, £)+dim HXX, §) =: x(X, §).

Ce nombre se calcule par le théoréme de Riemann-Roch pour la surface X :

(11.10) XX, 8= f [Td(TX) ch(§)]®.
X

On peut calculer Td(TX) en terme de c;(wyss), ¢;(Ry) et 8. En effet, un calcul local trés
simple montre que Ja suite exacte de fibrés vectoriels sur X—X définie par la différen-
tielle de &

0— 7*QL— QL — Wy — 0
se prolonge en une suite exacte de faisceaux sur X
0— m*QL— Q- wyy— iy Fwys—0
oll i:2<X. On a donc
ch Q) = a* ch Q{+ch wy—chiy *wyg

= 2+ﬂ*cl(Q§)+c,(wX,s)+—;— ¢ (@ —OLX].

Par conséquent
c{TX) = —7*¢c,(QY) — ¢ (wys5)
et
c(TX) = m*c (QY) - ¢ (wys)+O[X].

On en déduit aisément

P
(111 TdIX)-TdwyL) = — %n*cl(gé)+% 7%, (@Y e (@yg) > X1,
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L’égalité (11.3) découle immédiatement de (11.8), (11.9), (11.10) et (11.11).

11(c) Pour achever la démonstration du théoréme 2.1, il faut établir que, avec les
notations du théoréme 10.5 et de la proposition 10.6, on a pour tout i

.
(11.12) n{é) = 5 rg(),

quels que soient la f.s.0. 7: X— S et le fibré &.
A cet effet, nous ferons appel au corollaire suivant de la proposition 10.6 (2) et (5).
LeMME 11.2. Soient m: X—S et n':X'—S' deux f.s.0., et F:X'>X et f:§'>S§

deux applications holomorphes telles que le diagramme

X’

o,

§—S

soit cartésien, et soit & un fibré vectoriel holomorphe sur X.

(1) Si le théoréme 2.1 est vrai pour la f.s. 0. m: X—S8 et le fibré &, alors il est vrai
pour la f.s.0. m: X' —S' et le fibré F*E.

(2) Réciproquement, si le théoreme est vrai pour n': X' —S§' et F*&, alors I'égalité
(11.12) est vraie, pourvu que f(S') rencontre A\U,,; A, [

L’assertion (2) ci-dessus, jointe au lemme 10.1, donne immédiatement :

LEMME 11.3. Le théoréme 2.1 est vrai lorsque la f.s.0. n: X—S§ satisfait a la
condition (C) (cf. §3(e)). U

Grace au théoréme 3.6, qui nous assure que toute f.s. 0. provient localement par
changement de base d’une f.s. 0. satisfaisant & (C), nous allons en déduire :

LEMME 11.4. Le théoréme 2.1 est vrai lorsque le fibré & est de rang 1.

Démonstration. Soit s un point de S. Nous noterons C,, ...,C, les composantes
irréductibles de 77'(s) et d; le degré de & restreint a C;. Il existe des sections holomor-
phes o1, ..., 0, de &, définies au voisinage de s, telles que g{s) soit un point de C;, et
nous pouvons appliquer a 7: X—S et oy, ...,0, le théoréme 3.6, dont nous utilisons
désormais les notations.
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Définissons un fibré en droites sur X’ :
£ = @(2 d,.o;(s')>.
i=1

La restriction a n(s) de ®*&’ est isomorphe a O(X., d,P,), donc topologiquement
isomorphe a la restriction de £&. Comme 7~ '(s) admet un voisinage dans X qui se
rétracte par déformation sur 7~ !(s), il en découle que, quitte & remplacer V par un
voisinage ouvert de s plus petit, les fibrés £ et ®*&’ sont topologiquement isomorphes
sur 7~ (V).

Or, d’aprés les lemmes 11.3 et 11.2 (1), le théoréme 2.1 est vrai pour la famille
ma (V) V et le fibré ®*&'. Il est donc vrai pour : 77 '(V)—=V et le fibré ‘ﬂn—l(vy en
vertu de la proposition 10.6 (6). o

La validité du théoréme 2.1 pour des fibrés de rang arbitraire découle de sa validité
pour des fibrés de rang 1, de la proposition 10.6 (5) et de la proposition 3.5 qui montre
que, localement sur la base, tout fibré holomorphe sur X s’obtient par extensions
successives a partir de fibrés en droites.

12. Démonstration du théoreme 2.2

12(2) Commencons par établir une variante du théoréme 2.2, valable sous des hypothe-
ses plus restrictives.

THEOREME 12.1. Reprenons les hypothéses et les notations des théorémes 2.1 et
2.2, et notons X le lieu des points doubles des fibres de w. Si les courbures de (wys, || 1))
et (&, || |) sont nulles au voisinage de Ena~(Q), alors il existe o€ C*(Q,R) telle que

1
log |lally = TR Elog|f|+@q.

En d’autres termes, la fonction |f|™?|o||y, défini sur Q\A, se prolonge en une
fonction C partout non nulle sur Q.

Démonstration. Le support de la forme différentielle C¥
[Td(@ys, || [T che&, || D]

ne rencontre pas X. Par conséquent, son image par |, est C* sur Q. Le théoréme 2.1
montre alors que le courant
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aé[log lloll— —llz—rgélog lfl]

est C” sur Q. Le théoréme 12.1 découle donc de ellipticité de ’opérateur 33 agissant
sur les fonctions. O

Un argument semblable a été utilisé dans les démonstrations des théorémes 5.3 et
5.4 et de la proposition 10.1. En fait, compte-tenu de I’égalité n,=%4rgé, le théoréme
12.1 découle de la démonstration du théoréme 10.5.

Par ailleurs, on s’assure facilement que la conclusion du théoréme 12.1 reste
valable lorsque les courbures de (wyss, || ||) et (§,]| ||) sont seulement supposées nulles,
ainsi que toutes leurs dérivées, en tout point de =nx ' (Q).

12 (b) Démontrons maintenant le théoréme 2.2 en toute généralité. Un argument
trés simple de partition de I’unité montre qu’il suffit pour cela de prouver que tout point
s de Q posseéde un voisinage ouvert Q' dans Q sur lequel sont définies des fonctions
C” @, i=0,1,...,m, telles que 1’égalité (2.10) soit satisfaite sur Q’.

Cette propriété va découler du théoreme 12.1, de la formule d’anomalie (5.3) et du
résultat suivant, qui précise la proposition 5.2.

THEOREME 12.2. Soient Q' un ouvert de Q et 8 une forme différentielle C* de type
(1,1) sur w{(Q). 1l existe Yo, Y1, ---» Yn dans CT(Q) tels que, sur Q'

N
fﬁ=%waMﬁ%ML

i=1

En effet, tout point s de Q admet un voisinage ouvert Q' dans Q tels que § et wxs
soient holomorphiquement triviaux sur un voisinage de 7~ '(Q)NX (car x est propre et
7|z est une immersion). Il existe alors des métriques hermitiennes C*, || ||', sur & et wys
restreints & 77'(Q’) dont les courbures sont nulles au voisinage de 77 '(Q’)n=. Notons
| llo la métrique de Quillen sur A(§)|, déduite des métriques || ||’ et posons

B =Tdwgs | 11T "D eh&, || D+Tdwys, | 117 hE, L1 ID-

Il vient d’apres (5.3)

bywb=MQWM—fﬂ
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Cette fonction est bien de la forme requise sur Q', d’aprés le théoréme 12.1 appliqué a
A (Q)-Q', £] -1q, €t aux métriques || ||', et d’aprés le théoréme 12.2.

Compte tenu de la description locale des f.s. 0. (§ 3(a)), le théoréme 12.2 découle
de I’énoncé suivant, au moyen d’un argument immédiat de partition de I'unité.

THEOREME 12.3 Soit m: D} — D Papplication définie par

T Wes Wy -evs W) = (Wo Wy, Wy ooy W),

Pour toute forme différentielle a de type (1,1), C* et de support compact dans D}*', il
existe g et Y, dans C*(D}) tels que, pour tout w=(wy, w,, ..., w,) € (D, \{0})xDf,

j w= wo(w)+w1(w)|w0|zlog |w|.
a Y w)

Lorsque n=1, ce théoréme est un cas particulier des résultats d’Igusa sur les
développements asymptotiques des fonctions obtenues par intégration de formes diffé-
rentielles C* dans la fibre d’un morphisme non lisse (cf. [I]; voir aussi [Bal]). On peut
aussi établir ce cas particulier au moyen de calculs tout a fait élémentaires, en
considérant le développement de Taylor de w au voisinage de (0, 0), en I’'intégrant terme
a terme, et en estimant les restes par un argument analogue a celui de la démonstration
de la proposition 5.2. Une telle démonstration s’étend aisément au cas n>1. En fait,
pour établir le théoréme 12.3 dans le cas général, il suffit de montrer que, dans le cas
particulier n=1, si la forme w dépend de fagon C” d’un paramétre, alors on peut choisir
¥y €t ; dépendant de facon C* de ce paramétre. Cela découle aussi de la méthode
d’Igusa, ou de considérations d’analyse fonctionnelles (théoréme du graphe fermé;
produits tensoriels topologiques).

12(c) Remarque. La démonstration précédente fait appel a la formule d’anomalie
(5.3). 1l est facile de s’en passer en remarquant que la forme différentielle

[Td@gs. I I che, || D]

s’écrit localement sur X comme I'image par 33 d’une forme de type (1.1). Le théoréme
2.2 apparait ainsi comme une conséquence directe des théorémes 2.1 et 12.2.

Inversement, si I’on connait le théoréme 2.1 lorsque les fibres de x sont lisses, on
déduit facilement du théoréme 2.2 le théoréme 2.1 en toute généralité. En effet, le
théoreme 2.2 implique que ¢, (A(§), ]| ||p) est la somme de —L(rg&)d, et d’un courant
localement L'.
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13. Exemples
13(a) Cette section est consacrée A des exemples et des applications des théoremes 2.1
et 2.2, dans le cas particulier ol le fibré & est le fibré trivial Oy, muni de la métrique
triviale || ||), définie par ||1]|,=1, et ou les fibres de 77: X— S sont connexes et admettent
au plus un point singulier.

En premier lieu, nous décrivons deux f.s.o. 7#: X—S pour lesquelles on peut
explicitement calculer la métrique de Quillen sur A(Oy) (§ 13 (b) et 13 (c)). Nous dédui-
sons ensuite du théoréme 2.2 le comportement du déterminant régularisé du laplacien
sur les fibres d’une f. s. 0. m: X— D, munies de la métrique riemannienne associée a une
métrique sur wy,, , dans le cas ot X est réduit a un point (§ 13(d)). Nous présentons
enfin un corollaire de ce résultat, qui se formule purement en termes de géométrie
riemannienne, sans référence a la géométrie complexe : on consideére une famille de
surfaces munies d’une structure riemannienne M;(LER,), formées d’une surface
compacte fixe, de bord deux cercles, a laquelle est recollée un cylindre plat de
circonférence fixée et de longueur L, et I’on détermine le comportement asymptotique
du déterminant régularisé du laplacien sur M; lorsque L tend vers infini (§ 13 (e)).

Commengons par quelques rappels.

Soit M une surface de Riemann compacte, et soit || || une métrique hermitienne sur
wy. Cette métrique définit une métrique sur le fibré tangent complexe de M (par
dualité), donc une structure Riemannienne sur M. Soit A=d*d le laplacien scalaire sur
M associé a cette métrique.

Par la construction du §2.6, la métrique || || sur w) détermine des produits
scalaires L? sur H'(M, 0y) et sur H'(M, Oy,)— 0, étant muni de la métrique triviale || ||, —
et sur H°(M, wy), ainsi qu’un adjoint 8* de I'opérateur 3: C*(M)—C*(M, @y).

Le produit scalaire L? ainsi défini sur H%M, wy) est en fait indépendant du choix
de || ||, et s’exprime par la formule

(13.1) (a,ﬂ)LZ=—if anB.

M
De plus, I'isomorphisme du dualité de Serre (analytique)
H'(M, 0,) = H'(M, w,))*

est une isométrie, relativement a ces produits scalaires.
On a aussi

1

*o=—A.
2
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De plus, si M est connexe, de genre g, on a, pour tout AER%
(13.2) det’(AA) = 2°” . det'A = 17#*DP det A,

Soit 7: X—S une f.s. 0. de fibres connexes. Le faisceau Rz, Oy s’identifie cano-
niquement a Os. Comme 7z est plat, y(z '(w), @n’l(w)) est une fonction localement
constante de w € S; par conséquent

dim H'(v"'w), 0, ) = 1-x(@"'W), 0,

est aussi localement constante, donc (de nouveau par platitude de =) R'7, Oy est
localement libre, et pour tout w€S, la fibre en w de ce faisceau s’identifie a
H'(r '(w), @“ﬂ_,(w)). Cet espace s’identifie, par dualité de Serre (analytique), a
H(n™'(w), wy;s)*, dont la dimension est donc une fonction localement constante de w.
Il s’ensuit que R°7,y, est localement libre, de fibre en w €S, H(z™'(w), wys). De
plus, les isomorphismes de dualité qui précédent déterminent un isomorphisme de
fibrés vectoriels holomorphes

1 —~ 0 FS
R'7,0,=(Rm,wy;5)*.
On dispose ainsi d’un isomorphisme canonique

(13.3) MO = N R 7, wy,0)*.

13 (b) Dégénérescence d’une famille de droites projectives complexes
Cette section est consacrée a I’exemple de famille de surfaces de Riemann
7. X—-C,

ol X est obtenu en éclatant (0,0: 1) dans CxP!C et o x est la composée de I’éclate-
ment p: X—CXP'C et de la projection pr;: CXP'C—C.
La famille

7 XN\ '(0)— C*\ {0}
s’identifie a la famille produit

pr;: C*xXP'C— C*.
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Soit H I’hypersurface surface lisse de CXP*C définie par
(w,X:Y:Z)€EH <= XY-wZ'=0.
On vérifie aisément que I’application
X—p~'(0,0:1)=(CxP'C){(0,0:)} > H
(w, U:V)—> (w, U wV*: UV)
se prolonge en un isomorphisme (algébrique)
p: X3 H.

! coincide avec la restriction & H de pr;. On en déduit

facilement que 7: X—C est une f.s. 0.

De plus, I'application 7o g~

Soit a €ER%. On vérifie immédiatement que ’on définit une métrique C” sur le fibré
en droites wy,c, au-dessus de I’ouvert X—x~'(0), identifié & C*xP'C, en posant

lde]f? = [¢f*+alef+ wwf’,

ou ¢ est la fonction méromorphe sur C*xP!C définie par

X
tw, X:Y)= Y
Puis on vérifie aussi trés simplement que cette métrique se prolonge en une métrique
C” sur wyc, au-dessus de X tout entier.

Désormais, nous faisons a=2, et, pour tout w € C*, nous notons || ||, 1a métrique
sur le fibré canonique de P'C, identifié & {w}XP'C=x"'(w), définie par la métrique || ||.
Lorsque |w|=1, la métrique || ||,, coincide avec la métrique de Fubini-Study, définie par
la formule

lldtllgs = (1+ 1),

Par ailleurs, I'isomorphisme canonique (13.3) devient ici une trivialisation cano-
nique de A(0y), puisque R%, wyxc=0. Il détermine donc une section canonique o de
A(Ox) sur C, partout non nulle.

Soit enfin || ||, la métrique de Quillen sur A(£) associée & la métrique || || sur wyc et
a la métrique triviale || ||o sur Ox.

On peut calculer ||o(w)||o/||o(1)]lo (00 w € C*) au moyen de la formule d’anomalie
rappelée au théoreme 5.1. En effet, grace aux identifications de z7'(1) et 77 (w) avec
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P!C et de A(Oy); et A(Oy),, avec [det H*(P'C, ©)]~', on voit que ce nombre n’est autre que
le quotient des métriques de Quillen sur [det H*(P'C, @)]"! définies par les métriques
|l et || L sur o, ¢ (Oy: €tant toujours muni de la métrique triviale). Il vient ainsi

llow)ilp _
lo(DIlg

o | T i
PiC

Explicitement, en posant f,,=|| ||/l |
lie conforme de Polyakov » :

»» cette formule devient la « formule d’anoma-

lowlly _ 1

- [logfw-c,(TP’C, I I+ —=—3logf, A a‘logfw].
PiC 21

(13.49) lo
N E

Il vient :
fo= (P+20 P+ wP)™ 2 (A +[eP)

_ i dtadt

Cl(TPle Il 113 = = (1+|t|2)2
2
dlogf, = - (Uf])

A+ (e +2)e* +|wP)

En reportant ces expressions dans le membre de droite de (13.4), on trouve

2
“"(w)“f = Aw)—A(1)+B(w)
||‘7(1)||Q
ou
_ {1 . ) 2 i dindt
Aw) 3 J; 5 log(j#)*+2j1]* +|w]?) % (1+}PF
1 [*7 dx
=?f0 log(x2+2x+|w|2)—(T_|_—x)—2
et
1 I’ i :
B(w) = — —— (1—[wP? —dt A dt
(w) 37 ( |w| ) L (1+|t|2)2 (’t|4+2|l|2+IWI2)2 2 A
1 e [ xdx
= — — —-1— N
3 C1lb L (1+x)* (o +2x+w])’

Les intégrales A(w) et B(w) se calculent élémentairement. Tout calcul fait, on trouve,
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en accord avec le théoréme 2.2
(13.5) lot@)llg = ]2 &2 [lo(1)}

o, pour tout w tel que jw|<1,

1 1 N2 PRI | 23-172 2
=——+—(1- log[1+(1— +—[1-(1- log |w|*.
o(w) 15 75 U= lwl) Plogl+(1-w) ]+ — [1-(1~]w|)™"]log |w|
La fonction ¢ admet un développement de la forme

@

o)=Y, awPr+ > b Jwf" log w|.

n=0 n=1

Elle est analytique réelle sur C—{0}, de classe C' sur C. Mais comme

b1=——41§¢0

elle n’est pas deux fois différentiable en 0.

13(c) Dégénerescence d’une famille de courbes elliptiques

L’énoncé suivant est une reformulation en termes de métriques de Quillen de résultats
classiques de la théorie des fonctions elliptiques.

TuEoRrEME 13.1. Soient M une surface de Riemann compacte connexe de genre 1
et a une forme différentielle holomorphe sur M (partout) non nulle. Soit I'<C le réseau
des périodes de o —i.e. 'ensemble des [,a,y € H(M;Z) - et g, et g; les invariants du

réseau I', définis par

8=60 > ¥y et g=140 > ¥

yET—{0} yET—{0}

Soit enfin A=g;—27g?2 le discriminant de (M, a).
Soit || ||g la métrique de Quillen sur det H*(M, Oy) associée(’) a la métrique || || sur
wy définie par

llall =1,

() On vérifie aisément que cette métrique sur det H*(M, 0,y est en fait indépendante du choix de a.
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et a la métrique triviale sur Oy. L’isomorphisme canonique
det H*(M, 0,) = N"*H'(M, »,,)*
devient ici
det H*(M, 0,)) = (Ca)* = Ca ™',

o a”' désigne la forme linéaire sur Ca valant 1 sur a, et 'on a

(13.6) ||a—1“Q=_1_

|A|1”2.
2m

Ce théoréme découle aisément de la formule limite de Kronecker [W, p. 75],
appliquée au réseau dual de I'. Nous laissons le détail des calculs au lecteur.

Rappelons qu’il existe un espace de modules fin pour les courbes elliptiques
munies d’une forme différentielle holomorphe (partout) non nulle. On le réalise par
I'ouvert S, de C? constitué des couples (p, q) tels que p*=27¢°+0 et par la courbe
elliptique au dessus de S,

e
X5 S,

ol X, est le fermé (algébrique) de SoxP*C formé des points (p, g, U: V: W) tels que
(13.6) VW = 4P -pUW*—qW?
et ol

a(p,q, U:V:W)=(p,q)

et

e(p,q)=(p,q,1:0:0),

munie de la forme différentielle holomorphe verticale §=dU/V. De plus, pour tout
(p, g) €Sy, les invariants du réseau des périodes de (n~'(p, q), 8) sont g,=p et g3=q. La
famille 1: X,— S, se prolonge en une f.s.o0. 1: X—S, ot S=C*—{(0,0)} et o1 X est le
fermé de S xPC définie par (13.6). Le diviseur des courbes singulieres de cette f.s. 0.
est défini par ’annulation de A=p*—274%; nous le noterons D. La forme différentielle 8
se prolonge en une section partout non nulle de wy;s, et définit une section sur S du
fibré en droites R°P, wy,s, partout non nulle, que nous noterons encore f3.
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L’isomorphisme canonique
MO = (N""R7, 03,5) "' = (R, yy5) ™"

permet de considérer la section 87! de (R, wy;s)~', duale de la section 8 de R%r, wy;s,
comme une section de A(Oy). Si || ||p est la métrique de Quillen sur A(Ox) associée a la
métrique || || sur wy;s définie par

l8l=1
et a la métrique triviale sur Oy, on tire alors du théoréme 13.1

- 1
18 1||Q:E'A|l/12 sur S,=S\D.

En particulier, on voit immédiatement sur cette formule que || ||p est une métrique
généralisée sur 1(Oy) au-dessus de S tout entier et que

(13.7) (A&, 11 Ip) =%6D,

conformément au théoréme 2.1, puisque
cl@ys || 1) =c (g || D=0

Remarque. L’équation (13.7) peut s’écrire comme I’égalité de courants sur

C\{(0,0)}
(13.8) 88f=0

N

ou
- 1
f=1og||™ o~ 5 log |4,

Par ailleurs, on vérifie aisément que f satisfait & la relation d’homogénéité suivante,
pour tout (p, q) €S, et tout A€C*

fPp, 2’9 =f(p, q);

elle est donc bornée sur C*\ {(0,0)}. Joint a (13.8), cela montre que f est constante,
donc qu’il existe CER?Y tel que

187 =clal"®.
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On peut ainsi dériver du théoréme 2.1 le théoréme 13.1, ¢’est-a-dire la formule limite de
Kronecker (& une constante multiplicative prés).

13(d) Nous nous proposons d’établir dans cette section le théoréme suivant.

THEOREME 13.2. Soit m: X—D, une f.s. o. de fibres connexes, dont la seule fibre
singuliere est Zy=n"'0), et telle que Z, posséde un unique point singulier. On suppose
Wyp, muni d’une métrique hermitienne C* || || et, pour tout w € D,—{0}, I'on désigne
par A, le laplacien scalaire sur Z,=n~(w) muni de la structure riemannienne définie
par la métrique |

| sur w, .
Si Zy est irréductible, il existe c ER% tel que

2
det’ A ~ c|w|”6 [log—l—] (w—0).

||
Si Zy n’est pas irréductible (et admet donc deux composantes irréductibles lisses),
il existe cER* tel que
det' A, ~ c|w|”6log—1— (w—0).
|w]
Compte-tenu de la définition de la métrique de Quillen et des identités (13.1) et
(13.2), ce théoréme est une conséquence immédiate du théoréme 2.2 et de I’énoncé
suivant.

ProrositionN 13.3. Conservons les notations et les hypothéses du théoréme 13.2 et
notons || ||, la métrique L? sur M(Ox) au-dessus de D,—{0} déterminée par la métrique
|| 'I| swer wyp, et la métrique triviale sur Ox. Soit 0 une section holomorphe de A(Ox) sur
D, telle que o(0)+0.

Si X, est irréductible, il existe c ERX tel que

_ [ 12
ol ~c 1oL w0
[ {w)
Si Xy n’est pas irréductible, il existe c ER* tel que
_ [ 1
lo@)|:~c|log—|  (W—0).

] |

Cette proposition découle a son tour des deux propositions suivantes.

ProroSITION 13.4. Conservons les notations et les hypothéses du théoréme 13.2 et
notons 1 la section de R, O sur D définie par la fonction 1 sur X et || ||, la norme L?
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sur R°n,Ox, au-dessus de D.—{0}, déterminée par la métrique ||| sur wyp, €t la
métrique triviale sur Ox. Il existe c ERY tel que

1
1@)I,~ clog —:.

||

ProProsITION 13.5. Soit 7: X—D, une f.s. o. satisfaisant aux conditions du théo-
réme 13.2, et soit { , ) , la structure hermitienne sur R'x, wyp , au-dessus de D,—{0},
définie par la formule (13.1) (avec M=Z,, w€D,—{0}). Soit de plus (@) <ice UNE
famille de sections de R'n, wy,, sur D,, partout libre et génératrice, et soit

D:D.~{0} - R%
w > det({aw), o (W) )1 j<,-
Si Z, est irréductible, il existe c ER% tel que

D(w) ~ clog‘—;—l (w—>0).

Si Zy n’est pas irréductible, la fonction D admet un prolongement continu sur D,, non
nul en 0.

Démonstration de la proposition 13.4. D’aprés la proposition 3.1, il existe un
voisinage ouvert U dans X du point singulier = de Z, et un isomorphisme holomorphe

,y):U—D_xD,
tel que
nly=xy.

Notons 4 la fonction de C*(D, xD,., R*) telle que, sur U\ [x"'(0)uy~'(0)],

d
X

fé e
y

et choisissons une fonction g, C* sur X, de support dans U et valant 1 au voisinage de
z.

Soit dA,, la densité positive sur Z,, (w € D.—{0}) définie localement par la formule
suivante, ol 8 désigne une section non nulle de Wz,

da,=iBrB.
8I°
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11 vient

), = f dA,
Z

w

-

w

QdAw+f (1-0)dA,,.
ZW

Comme 7 est une submersion en dehors du support de (1—g), 'intégrale

J (1_9) dAw
VA

w

définit une fonction de w € D,—{0} qui se prolonge en une fonction C* sur D,. De plus,
si ¢ est la fonction sur D, xD, telle que 0=g(x,y), I'on a, pour tout w€D, tel que

0<|w|<e
f 0dA, f 0dA,
z z,0U

f O(x, wix) iA(x, w/x)‘z_di/\_zdi.
e"l’wl<|x|<g' |x|

Lorsque w tend vers 0, cette expression admet comme équivalent

40,0 f (AR 430,0 P og S 0
&' Nw|<|al<e’ lxi |w|

Démonstration de la proposition 13.5. Nous noterons g le genre (arithmétique) des
fibres de 7, et, pour simplifier, w au lieu de Wyp,-

Soit v: Zg—Z, la normalisation de Z,=x"'(0), et soient =, et =, les images réci-
proques par v du point singulier % de Z,. Par construction, Z, est une courbe complexe
compacte lisse. Deux cas se présentent :

() lorsque Z, est irréductible, alors g=1 et Z, est une courbe connexe de genre
g—1

(II) lorsque Z, n’est pas irréductible, alors Z, a deux composantes connexes Zh et

s, de genres g’ et g, et g’ +g"=g.

On vérifie aisément que I'image inverse par v établit un isomorphisme v* entre

H(z,, ;) et I'espace

{s€ HYZy, 0; ®OE,+X))|Resy s+Resy s =0}
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Dans le cas (I), il vient
dim HZ,, w;) = g—1 =dim v*H(Z,, 0|,)— 1.
Par conséquent, il existe o € H(Z,, wl,) telle que
Resy v*ay = —Resy v*ay #0,
etl'on a {
HZ,, wlz) = V*"(HO(ZO, a)Z-O))@Cag.
Choisissons une base (a?, oo ag_l) de v*“(HO(ZO, a)z-o)); la famille (a?, . ag) forme

alors une base de H(Zy, wl,).
' Dans le cas (I), il vient

dim H°(Z,, wlz)=g=g'+g"=dim HZ;, wz)+dim H(Z;, wz)-

Par conséquent, il existe une base (af, ..., a;) de HO(ZO,wIZO) telle que v*a? soit une
forme différentielle holomorphe sur Z,, nulle sur Zj si 1<i<g, et nulle sur Zj si
s+1<isg.

Soit alors (ay, ..., a,) une famille de sections de Rz, sur un voisinage ouvert V de
0 dans D, telles que a,-(0)=a?. Nous allons établir la proposition 13.5 pour cette famille
particuliére; le cas général s’en déduit immédiatement.

Nous ferons usage du résultat suivant, dont nous omettons la démonstration, qui
se ramene 4 un calcul local au voisinage de X, comme celle de la proposition 13.4, et ne
présente aucune difficulté.

LEMME 13.6. Soient a et B deux sections de Rz, w sur un voisinage ouvert V de 0
dans D,, telles que v*a{0), en tant que section de Wz, n’admette pas de pble en Z; et Z5.
Alors la fonction

V—{0}—C
ws (a(w), fw)) ;-

se prolonge en une fonction continue sur V, qui prend en 0 la valeur

—i[ v*a(0) A v*B(0).
Z

‘0
Dans le cas (II), on peut appliquer le lemme 13.6 aux produits scalaires

7-908282 Acta Mathematica 165. Imprimé le 22 aoit 1990
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(al(w),aj(w)) 2 1Si,j<g. On obtient ainsi I'existence du prolongement continu de
D(w) jusqu’a z=0. De plus

D) = det —if
ZO
= det _if viay Avia) det ”lf v*ad Av*al
zy Ik, Isg, Zy g +1sk Isg,

est non nul, puisque (V*ay];) <, (resp. (V*allz), 1 1<i<,) €st Une base de HAZ), w;)
(resp. de HYZ)), wz).

Dans le cas (I), on peut appliquer le lemme 13.6 aux produits scalaires
(afw), aw)) . 155, j<g, (i, )#(g, ). En particulier, comme fonction de w€ V\{0},
det({a(w), W)} 1)1 1<—1 S€ Prolonge continiment sur V et vaut en 0

A =det —if
z

qui est non nul, puisque (v*ap),.<, ; €st une base de HZ,, wz). Pour étudier

v¥al) Av¥a)
1<k, I<g

%0 % 0
via, Av a,)

0 Ik, I<g—1

(ag(w),ag(w)) s choisissons un voisinage ouvert U de X dans X et un isomorphisme
holomorphe

x,y):U—>D.XD,
tel que
aly=xy
et que
vZYnU=x70) et w(ZpnU=y '(0).

On peut identifier a, & une section holomorphe de @ sur un voisinage ouvert de Z, dans
X. On a alors, sur U

_pdx
ag—fx

ou f est une fonction holomorphe sur y telle que f(Z)=0. 1l vient alors, lorsque w tend

vers 0, par un raisonnement semblable 4 celui de la démonstration de la proposition
13.4
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(a,w), a,(w)),, =i f a,Ad,

4

w

=if a, A @, +0(1)
Z nU

w

= f [fr, whoP i B2 EE L o
wlfe <b<e I

= |0, 0)p ] LT N

[wlle’ <lx|<e ‘xlz

= 4] £(0,0) log ‘—i)—(m(l).

Par conséquent

D(w) = det(<a,‘(w)s aj(w)>Lz)1si,jsg_1 (ag(w), ag(w)>Lz+ o)
~ 2 N
47| £(0,0)[* A log Wl O

Remarque. La proposition 13.5 est une conséquence classique des propriétés de
I'application des périodes « au bord de I’espace des modules de courbes ». Toutefois,
nous n’avons pas su trouver de référence explicite pour I’énoncé de la proposition 13.5,
et nous avons préféré en donner une démonstration directe.

Une variante au recours & I’application des périodes consisterait 4 introduire la
Jjacobienne relative de X sur D,

et a utiliser que, compte tenu de 'isomorphisme
0 ~ % O]
Rty wyp =e* Qup ,

qui permet d’identifier a(w) & une section invariante par translation de Qj{,_l w’ il vient
pour tout w € D\ {0} (cf. [Sz; p. 26-27))

D(w) = det(—if a(w) A a,(w))
2 w) 1<k, Isg

(13.9)
- ing (W) A ..o A aw) A G W) A . A G w).
7'~ Yw)
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Lorsque Z; n’est pas irréducible, la jacobienne relative J est une variété abélienne sur
D,; I'intégrale (13.9) admet un prolongement analytique réel sur tout D,. Lorsque Z; est
irréductible, J n’est que semi-abélienne et 77’ ~'(0) est extension d’une variété abélienne
par C*. Un calcul direct sur un modéle local de dégénérescence des variétés abéliennes
établit alors le comportement logarithmique de (13.9).

13(e) Soit M une surface (réelle) C” compacte et orientée, dont le bord oM
posse¢de deux composantes connexes S; et S,, et soit g une métrique Riemanienne C*
sur M telle qu’il existe des voisinages ouverts V; de S; (i=1,2), >0, et des difféomor-
phismes préservant I’orientation

@: [0, e[ XRIZ—V, (i=1,2)

tels que les métriques @fg coincident avec la métrique riemannienne sur [0, [ XR/Z
déduite de la métrique euclidienne usuelle sur R%.

Pour tout L>0, posons C,=[0, L]XR/Z, et considérons la surface compacte sans
bord M; obtenue en recollant C; & M par les applications

{0}XR/Z— S, et {L}XR/Z—S,
0,0)—>@i(0,-60) (L, 0) ¢(0,6).

La variété topologique M; posséde une unique structure de variété riemannienne
C” telle que les inclusions

MQ)ML et CLL)ML

soient des plongements isométriques lorsque M et C; sont munis respectivement de la
métrique g et de la métrique déduite de la métrique euclidienne usuelle sur R%.

On déduit aisément du théoréme 13.2 le comportement asymptotique, lorsque L
tend vers P'infini, du déterminant régularisé det’ D; du laplacien riemanien (scalaire)
Ap=d*d sur M;.

THEOREME 13.7. §i 8| et S, appartiennent a une méme composante connexe de M,
alors il existe c ER* tel que

det’' A, ~cL?e™" (L— +).

Si S, et S, appartiennent a des composantes connexes de M distinctes, alors il
existe cERY tel que

det’ A, ~cLe ™ (L— +w).
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Démonstration. On peut supposer que chaque composante connexe de M rencon-
tre M. Posons

D={weC||w/<1}

D={weC| |w|<1}

S'={weC| [w|=1},
et

y;:8'>S, (j=1,2)

ézmo > @40, 6).

Soit P=(DxD)\(S'x8!). C’est une variété a bord, de bord S'xDuUDxS! difféomorphe
au bord S;xD U S,xD de MxD par 'application v définie par

Yx,y)=@1(x),xy) si (x,y)€S'XD;
Ylx,y) = (yy),xy) si (x,y)EDXS,.

Notons X I’espace obtenu par recollement de P et MxD de long de leur bord par .
Munissons M de I'unique structure analytique complexe compatible avec la métrique
riemannienne g et Porientation de M. On vérifie aisément que X posseéde une (unique)
structure de surface analytique complexe qui fait des inclusions

PoXx et M xXDi=X
des plongements ouverts. De plus, les applications

MxXD—-D e P—-D

(m,w)y»w (x,y)—>xy
sont compatibles au recollement et définissent une application holomorphe
n.X— D,

qui est une f. s. 0. Celle-ci admet Zy=n"'(0) comme seule fibre singuliére. Le seul point
singulier de Z, est (0,0)EP, et Z, est (resp. n’est pas) irréductible si Z,—{(0,0)} est
(resp. n’est pas) connexe, i.e. si M est (resp. n’est pas) connexe.

Soit ¢ la section de wy,p sur P telle que o=dx/x sur D—{0} XD et que g=—dyly sur
DxD—{0} (cf. §3(c)) et soit || || la métrique sur wy;p telle que, pour tout w€D, la
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structure riemannienne induite sur la sous-variété Mx{w} de a~Y(w) soit la structure
riemannienne donnée sur M et telle que

llol|* = 8x°.

On vérifie sans peine que || || est une métrique C” et que, muni de la structure
riemannienne associée a cette métrique, 77~ '(e~*"L) est isométrique a M, . La conclusion
du théoréme découle donc du théoréme 13.2 appliquée & m: X—D. O
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