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w O. Introduction 

Ce travail 6tait motiv6 initialement par la lecture de [15] et la remarque que les courbes 

contenues dans une surface K3 S, telle que P icS  est engendr6 par la classe de C, 

poss6dent des fibr6s vectoriels de rang 2, stables, de d6terminant 6gal ~ Kc, et 

exceptionnels par leur nombre  de sections. Par exemple,  si g est pair, g=2s, le 

th6or6me 3 de [15] entraine : 

0.1. Tn~OR~ME. II existe sur une telle surface K3 S un fibr~ E de rang 2 stable, tel 

que detE=(~s(C), c2(E)=s+ l, h~ 2. 

Utilisant les techniques de [10], [17], il est facile de voir que si C o S  est 

g6n6rique, C a un nombre fini de g]+llLI, sans points fixes, et que pour  chacun d 'eux  

EIc peut s '6crire comme une extension : O--->L--->EIc--->Kc-L---~O, telle que h~ 

h~176 Cette extension ne peut  pas 6tre scind6e (puisqu'il y a plusieurs 

g]+t sur C), et fournit  une classe eEHI(2L-Kc)  envoy6e sur 0 dans le groupe 

Hom (H~ - L),H I(L)). 

0.2. L 'ex is tence  d 'une  telle classe est donc une condition n6cessaire pour  que C 

soit contenue dans une surface K3S ,  avec P i c S = C .  On a 6videmment un crit~re 

analogue en genre impair. (Le rapporteur  m' informe que cette observation a 6t6 

6galement faite par Mukai, dans un travail non publi6.) 

I1 est alors naturel de se demander  si le crit6re 0.2 est impliqu6 par le crit~re de 

Wahl [18], [3] : 

0.3. TH~ORi~ME. Si C est contenue dans une surface K3, l' application de Wahl tF c 

de C n'est pas surjective. 

(On rappelle (cf [5], [7]) que Wc: AEH~176176 peut se d6finir comme la 
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restriction ~t AZH~176174176 de la duale de l 'application (qbKc).: 

HI(TgE)---~HI(Tc| ofl dPKc est l 'application canonique.) 

Une rrponse affirmative est fournie dans ce travail sous l 'hypoth~se que C est 

grnrrique au sens de Bril l-Noether-Petri  (i.e. dim W~(C)=Q(g, d, r) pour tout couple 

(d, r), et W,~ est lisse en dehors de W~+1), qui est naturelle au vu du rrsultat principal de 

[10]. Les rrsultats prrcis sont donnrs  en w 2 pour le cas du genre impair (proposition 

2.2) et en w 3 pour le cas du genre pair (proposition 3.2). Ce dernier cas nrcessite une 

hypoth~se supplrmentaire, qui est discutre en w 4. Darts ce paragraphe 3, consacr6 ~t 

l ' r tude du cas g pair, on obtient par ailleurs des informations prrcises sur le corang de 

l'appliation de Wahl (propositions 3.3 et 3.4). 

Le paragraphe 4 est enfin consacr6 b. la discussion du crit~re 0.2, dont on montre 

aisrment qu'il est non-trivial pour g pair I>10, et g impair I>13, ce qui donne une autre 

dfmonstration du thror~me principal de [5] : 

0.4. TH~OR~ME. L'application de Wahl Wc est surjectioe pour C gOn&ique de 

genre I>10 ou impair >113. 

0.5 Rappels et notations. Soit C ~ P  g-1 u n e  courbe plongre canoniquement; soit 

Pg-~=Pg drfini par l ' rquat ion linraire X=0.  Une courbe C2=P g est une extension 

infinitrsimale de C si Cz est un schrma de multiplicit6 deux support6 sur C, localement 

intersection complete, tel que C soit l ' intersection schrmatique de C2 et pg-1. La  

donnre d 'une telle extension est 6quivalente ~t la donnre d 'un 616ment u dans 

U:=Ker(H1(T|174 qu'on obtient comme la classe d 'extension asso- 

cire ~t la suite exacte : O~Kc~--~Qc| provenant de la suite exacte : 
1 X 

O~K c -~6c ~ r c ~ O .  

w 

1.0. On considrre dans ce paragraphe la version infinitrsimale de la construction 

drcrite dans [10] : 

Soit C c P  g-~ une courbe plongre canoniquement,  et soit CzcP g une extension de C 

correspondant ~t un 616ment u E U. Soit L un fibr6 inversible sur C, tel que h~ et L 

est engendr6 par ses sections globales. On drfinit un faisceau cohrrent/~L sur C2 par la 

suite exacte : O---~FL---~H~174 et on pose : /~L=FL| o0 H=6c2(1), 

FL=FL| c, EL=EL|174 . 
/~L et/~L ne sont pas localement libres sur C2 mais on a : 

1.1. LEMME. EL est localement libre de rang 2 sur C. 
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D~monstration. Soit c E C, et soit (sl, S2) u n e  base de H~ telle que S 1 ne s 'annule 

pas en c. Sl trivialise localement L, et posant Ct=S1/S2, fonction holomorphe sur C au 

voisinage de c, on obtient le diagramme suivant : 

O---~M ~ G 2c2 'P ~ Cc--->0 

O---> PL---~ H~ | Cc2---, L---~O 

00 les deux derniers isomorphisrnes verticaux sont donn6s respectivement par les 

bases (s 1, s 2) et sl, et 00, pour (f, g) E 02 c2, q~(f' g)=f lc+ag[c �9 Choisissant une extension 

& de a ~t C2, on obtient imm6diatement un isomorphisme 7: Ic |  en posant : 

Y(fl,  g l ) = ( f l - a g l ,  gO E622- Comme Ic est isomorphe comme ~?q-module a tTc(-H)= 

Kcl,Ic| est localement libre de rang un sur C, ce qui montre le lemme. 

Les lemmes suivants d6crivent plus pr6cis6ment le fibr6 EL : 

1.2. LEMME. (a) EL est naturellement donn~ comme une extension : 

O ---> L ---~ E L ---, K c - L ---~ O . 

(b) La classe d' extension correspondant d cette suite exacte est Ogale gl RL'U oft u 

est dOfini en 1.0 et RLEH~ est la section (dOfinie gl un coefficient pros) 

correspondant au diviseur de ramification de l'application ~L:C---~P 1, associOe au 

pinceau ILl. 

D~monstration. (a) Compl6tant la suite exacte d6finissant FL, on a l e  diagramme 

exact suivant : 

0 0 

H~ | Kc 1 _- H~ | K c  I 

F L ,. H~ | Cq 

> - L  ' H~ | ~c 

0 0 

~ L  

[[ 
~L 

~0 

~0 
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On d6duit de la premiSre colonne la suite exacte �9 

Torlc ( - L, e c) ~ H~ | Kc I ~ PL | ~7c ~ - L ---> O. 

D'autre part, de la suite exacte : 0--~Kcl---~7c2--*(~c-->0, on d6duit imm6diatement 

Torlc2(~? c, (Tc)=Kc 1, d'otl Torl(-L,~Tc)=Kcl-L. 
Enfin, comme #t |  est libre de rang 2 par le lemme 1.1, Ke r j  est libre de rang 1 

ce qui entraine que i e s t  une injection de fibres vectoriels (sur C), et que coker i  est 

isomorphe ~ KcI+L, ce qui donne bien la suite exacte : 

O--, Kc1+ L---, FI~ --, -L - - ,  O, 

annonc6e darts (a). 

--->L---~0; consid6rons le compos6 (b) On a la suite exacte : O---~FI---~H~174 ~ 

~ : HO(L)| d_, no(L)| ~_~Id L| 

il est facile de voir que la restriction de # h Jet est ~?c;lin6aire et fournit donc, puisque 

~c2| est un Oc-module, une application v : Ft--->f~c2| ~Tc-lin6aire. De mSme, de la 

suite exacte : 
r/0 

0--, -L---. H~174 L--~ O, 

on tire le compos6 

d 0 q|  
v o :H~174 H (L)|  c ---> Kc(L), 

dont la restriction ~t - L  fournit une injection ~Tc-lin6aire V l : - L ~ K c + L ;  il est facile de 

voir que vl est la multiplication par RL. D'autre part, il est clair par construction que le 

diagramme suivant est commutat if  : 

O---~KcI+L >Ft------.~-L-.--~O 

0--', KcI +L -', Qc2 | L----~ Kc+L-> O, 

et cela fournit imm6diatment le rSsultat puisque la classe d 'extension correspondant 

la seconde ligne est 8gale ~t u. 

1.3. LEMME. On a h~176176 
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Ddmonstration. On a la suite exacte de t~c2-modules 

0---> EL---> H~174 Kc+ L---~ 0 

qui identifie H~ au noyau du produit/2: H~174176176 Notant /~  le 

produit H~174176176 on voit facilement qu 'on a la suite exacte : 
0 X 

0--*H (L)---~ Ker/i--->Ker/~--->0. Enfin, la ruse du pinceau sant point fixe identifie Kerkt 

H~ ce qui donne : h~ dim Kerl~=h~176 Par ailleurs, reprenant 

la d6monstration de 1.2 (a), il est facile de voir que le noyau de la restriction r :/:SL---~EL 

est isomorphe h - L ,  et donc r e s t  injective au niveau des sections globales, ce qui 

entraJne : h~176176 tandis que la suite exacte 6tablie en lemme 1.2(a) 

donne l'in6galit6 inverse. 

Le lemme pr6c6dent montre que la suite exacte de 1.2 (a) induit une suite exacte au 

niveau des sections globales, ce qui est int6ressant d6s qu'elle n 'est  pas scind6e. Le 

lemme suivant donne une condition n6cessaire et suffisante pour que cette suite soit 

scind6e : 

1.4. LEM~tE. La suite exacte O--->L--~EL--*Kc-L--->O est scindde si et seulement si 

il existe un fibrd inversible L2 sur Cz tel que L21c=L, et les restriction 

H~174 H~ H~ H~ 

sont des isomorphismes. 

Ddmonstration. Supposons que la suite exacte est scind6e et soit s:EL---~L une 

r6traction; consid6rons le compos6 g : F.L---~EL-~L : il est facile de v6rifier que le noyau 

M de g est inversible sur C2 : posons L2=H| on a l e  diagramme exact : 

0 0 

- L  = - L  

g 
0----~ M --'---~ /~L --->L---> 0 

II 
$ 

0 ~ K c - L  ~ EL --->L--->O 

0 0 

Ceci entraine imm6diatement M| et donc L21c=L; d'autre part, de 
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. g 

h~176176 et de la suite exacte O-.M--~EL--.L--~O, on tire imm6diate- 

m e n t :  h~176 de la premiere colonne du diagramme ci-dessus, on tire par 

ailleurs l'inrgalit6 inverse et l ' isomorphisme h~176 Enfin il est facile de 

voir que le compos6 M-->EL---~H~174 est une injection de fibrrs vectoriels sur Cz, 
dont le quotient est isomorphe ~ H| on a donc une application surjective 

H~174 qui donne h~ Enfin comme h~ et que C est plongre 

canoniquement, on a certainement h~ et donc la restriction H~176 

est injective, et donc un isomorphisme puisque h~ 

Inversement, soit L2 un fibr6 inversible sur 6'2 tel que L2[c=L, et H~176 

Alors L2 est ehgendr6 par ses sections globales et l 'on a l e  diagramme suivant : 

0 ~ L f  1 --~ H~ | ~7c2--~ L 2 ~ O. 

0--~ f" 'H~ | ~c2 --~ L--~ 0 

On en drduit  immrdiatement  une suite exacte : O-.-~L~I--~[:L~Kcl+L--->O d'o~ une 

application surjective : FL--.-~KcI+L; le fait que cette application donne bien un scin- 

dage de la suite exacte de 1.2(a) se vSrifie localement ~ l 'aide d 'une trivialisation 

comme en 1.1. 

w 

Dans la suite, on supposera que C satisfait la condition de Brill-Noether-Petri,  c'est4t- 

dire que W~d(C) est de dimension g-(r+ 1)(g-d+r), et est lisse eta dehors de W~r+l(C). 

2.1. Pour g impair, g~>7, g--2s+ 1, la condition de Brill-Noether-Petri  entra~ne que 

wl~+2 est une courbe lisse : de plus W]+ 1 e t  W2s+2 sont vides, et donc tout 616ment L de 

W~+ 2 satisfait : h~ et L e s t  engendr6 par ses sections globales. Soit maintenant 

u E UcHI(Tg 2) : d'apr~s le w 1, la donnre de u permet d'associer h chaque L E W]+ 2 une 

classe e~ E H~(Kcl+2L), d6finie ~t un coefficient pros par e~=RL.u, et envoyre sur 0 

dans Hom (H~ On a alors la proposition suivante : 

W]+2, alors u=0. 2.2. PROPOSITION. Si e~----'0 pour L g~n~rique dans 1 

D~monstration. On va r66crire d 'une mani~re un peu diffrrente le lemme 1.4 et se 

ramener h la throrie de Bril l-Noether classique. 

Soit B u n  616ment grnrr ique de ]Kc~2[ et soit C--~C le revrtement double de C 

ramifi6 le long de B et tel que r.~c=t?c~)Kc I. On a : g~=r*(g~c 2) et doric 
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HI(Te)~-HI(T~c2)~HI(T~c3), Ofl le premier facteur est anti-invariant pour l 'involution 

naturelle agissant sur HI(Te) et correspond aux d6formations de C qui ne pr6servent 

pas l 'involution de C au-dessus de C. Le  vecteur u E H1(Tc ~2) d6finit donc un 616ment 

u E HI(Te) anti-invariant; la variation infinit6simale de structure de Hodge de C injecte 

HI(Te) dans Hom(H~ Hl(~?e)), et le sous-espace HI(Tc ~2) dans 

Hom(H~176 H1(r G Hom(H~ H 1 (K c 1)), 

ce qui compos6 avec la projection sur le premier facteur donne encore l ' injection : 

Hl(T~c2)--+Hom(H~ qu'on peut interpr6ter comme l'application 

HI(Te)---+ Hom(H~ -, Hl(~?e)+), les symboles + et - d6signant les espaces invari- 

ants et antiinvariants respectivement pour l 'action naturelle de l 'involution sur chacun 

des espaces consid6r6s. 

I1 suffit donc de montrer que u va sur 0 dans Hom(H~ sous 

l 'hypoth6se de la proposition. 

Consid6rons la courbe r*W]+2cj2s+4(C). On a l e s  lemmes suivants : 

2.3. LEMME. r*W]+ 2 est une composante connexe lisse de W~s+4((~). 

2.4. LEMME (cf. Lemme 1.4). Si u satisfait la condition de la proposition, la 
d~formation u de C induit une d~formation de j2s+4(~) qui preserve la sous-vari~tO 
r*W~+ 2. 

2.5. DOmonstration du lemme 2.3. Soit L EW]+2(C); on a h~ car 

h~174 par raison de degr6. Comme r*W]+ 2 est de dimension un et contenu dans 

W~+4(C) il suffit de v6rifier que le corang de l 'application 

#0(r'L): H~ |176 r'L) ~ H~162 

est 6gal fi un, puisque son image est l 'orthogonal de l 'espace tangent de Zariski fi 

W~s++(C) au point r*L (cf. [1]). Mais de Kc=r*K~c 2, on tire les d6compositions : 

H~162 = H~176176 et H~ = H~176 

et l~o(r*L) s'identifie alors fi la somme directe des applications 

/~0(L): H~174176 H~ et /~(L): H~174176176 H~176 

La premi6re application est de corang un, puisque W]+2(C) est lisse de dimension un, et 

la seconde est surjective, car comme L est sans point fixe, son conoyau s'injecte dans 

HI(K~c2-2L), qui est nul par raison de degr6, et parce que g~>7. 
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2.6. D~monstration du lemme 2.4. L 'hypoth6se e~=0 pour L g6n6rique entraine 

e~=0 pour tout L, car hl(Kc +2L) est constant, si g~>7. Soit :r : J2'+4---)A, la d6formation 

de j2~+4 induite par u, off A~ :=Spec C[e]/e 2. Consid6rons le sous-sch6ma ~'~+4.~=J 2~+4, 

repr6sentant le foncteur qui fi un sch6ma S---)A, associe l 'ensemble des faisceaux 

inversibles s sur la courbe C, x a  S, dont la restriction ~t ~ est un 616ment de W2~,+4(C), 

dont au moins deux sections s '6tendent en des sections de s Son intersection avec la 

fibre centrale j2,+4 a pour composante connexe lisse la courbe r*W]+ 2, et il suffit de voir 

que la diff6rentielle ~ . :  T l~/~s+4.e---*TA e est surjective en chaque point r*L de r*W]+ 2. 

Or la th6orie de Brill-Noether dit que cela est le cas si et seulement si le vecteur 

u ~HI(Te) est orthogonal h l 'image de/ul(r*L):Kerlao(r*L)---)H~ z) (cf. [4], p. 163). 

On a H~176176 et bien stir u est orthogonal au second facteur. 

Enfin, reprenant les notations introduites en 2.5, on a : 

Ker/~o(r*L)=Ker/~(r*L)=H~ 

et il est facile de voir que la premiere composante de I~l(r*L) : H~176 
s'identifie alors au produit par RL. L'hypothese  Rl.u=O dans Hl(Kc%2L) se dualise 

finalement en : u est orthogonal ~t RL.H~ soit par ce qui pr6cSde 

u E (Im/tl(r*L)) • ce qui achSve la preuve du lemme 2.4. 

2.7. Fin de la preuve de la proposition 2.2. On veut montrer que u E H1(Tr va sur 

0 dans Horn (H~ HI(~c)). Or le compos6 a : H~176162176 identi- 

fie (H~ ~2) ~t Kerj*:H~176247 ) du fait que la courbe Wls+2 engendre 

JS+2(C); pour la m6me raison, le compos6 j* 0/3 : 

H'((~c)-~ HI((q~) --- H'(Qi~+,) J~ Hl(~.w~+2) 
) 

est injectif; soit v E HI(T,] 2s+4) la d6formation infinit6simale de j2s+4 induite par u; par le 

lemme 2.4, la restriction de v ~t r*W]+ 2 provient d 'un  616ment w de H1(T,w]§ et l 'on a 

alors la commutativit6 du diagramme suivant : 

u:/ /~176 ~ Hl( ~c) 

v:  H~ ~ H1(~.,.-2,+4) 
J*$ .,* ~, 

w : H~ ) * H~(V',w,+ ). 
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Comme par ce qui pr6c6de j * o a = 0  et j*ofl est injectif, la nullit6 de la premi6re 

application en r6sulte imm6diatement. 

Dualisant la proposition 2.2, on obtient le corollaire suivant : 

2.8. COROLLAIRE. Soit Cune  courbe satisfaisant ia condition de Brill-Noether- 

Petri, de genre g = 2 s +  11>7. Si l' application de Wahl de C est non surjective, l'applica- 

tion it L : H~174176 ) est non surjective, pour tout K E W~+2(C ). 

2.9. On a dimH~ et dimH~ pour LEW~+2(C) et 

g = 2 s + l .  On peut donc s 'at tendre h la surjectivit6 de /~L, pour un couple (C,L) 

satisfaisant ces conditions, d6s que s(s+l)/2>~4s-4, soit s~>6 et g~>13. En w on 

montrera en effet la surjectivit6 de/zL pour un couple (C, L) g6n6rique comme en 2.2 et 

pour g>~13. On en d6duit une autre preuve du th6or6me de [5] : 

2.10. THi~OR~ME. Soit C u n e  courbe g~n~rique de genre impair I>13. Alors 

l'application de Wahl de C est surjective. 

w 

3.0. Dans ce paragraphe, C est une courbe de genre g=2s > - 10 satisfaisant la condition 
l de Brill-Noether-Petri.  C poss6de alors un nombre fini de gs+~, complets et sans points 

fixes. Pour chaque L E W]+ l, la lissit6 de W]+ l en L signifie exactement que la multipli- 

cation p0(L) :H~174176176 est un isomorphisme. 

3.1. On fera les hypoth6ses suppl6mentaires suivantes sur C : 

(i) Pour L ~ L '  dans W]+ 1 on a h~ 

(ii) L ' image de C dans plxp1 par l 'application (qb L, ~L') associ6e aux pinceaux ILl 
et IL'I est une courbe nodale. (Comme C satisfait la condition de Brill-Noether-Petri ,  

cette application est de degr6 un sur son image.) 

(iii) Pour L, L ' ,  L" trois 616ments distincts de W]+I(C), l 'application naturelle : 

H~ )| H~ ')| H~ H~ + 2L ' + 2L ") est injective. 

On montrera en w 4 que ces hypoth6ses sont satisfaites par une courbe g6n6rique. 

Elles ne sont peut-~tre pas n6cessaires pour la suite, mais elles permettent une 

d6monstration simple des propositions suivantes : 

3.2. PROPOSITION. Soit Cune courbe de genre pair >110 satisfaisant la condition 

de Brill-Noether-Petri et les hypoth#ses 3.1. Si l'application de Wahl qJc n'est 
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pas surjective, alors pour tout L~  W~+l(C) l'application produit /~L : H~ | 

H~176 ) n' est pas surjective. 

Une 6tude un peu plus pr6cise de l'application/xL et la m6thode utilis6e pour montrer 

3.2 permettent ~galement de donner la majoration suivante du corang de l'application 

de Wahl. 

3.3. PROPOSITION. SOUS les m~mes hypotheses, on a pour L , L ' E  W~+I(C), 

corang/zt= corang/~L,~<l, et le corang de l'application de Wahl qJ c est <<-3. 

Ces propositions sont des cons6quences de la proposition suivante : 

3.4. PROPOSITION. Notons, pour L ~ W~+1(C). 

U t = Ker (H 1 (Kc I + 2L) --> Hom (H~ H 1 (L)). 

Alors, pour L ,L ' ,L"  distincts dans W~+I(C), l'application (d~duite de w a:  U--> 

Ut•215 qui ~ uE U associe le couple a(u)=(Rt.u,RL,'u,Rt,, 'u) est injective. 

3.5. On peut r6interpr6ter g6om6triquement la proposition 3.4 de la fagon sui- 

vante, ~ l'aide du lemme 1.4. Soit C2cP g une extension infinit6simale de C, correspon- 

dant ~ u E U. La condition Rt" u=O signifie d'apr~s le lemme 1.4 qu'il existe un fibr6 

inversible L2 sur C2, tel que LE[c=L, et h~ h~174 Consid6rons la 

multiplication/z0(L 2) : H~ | H~ | L~I)-~H~ elle est injective, puisque sa res- 

triction ~ C est l'isomorphisme #0(L) de 3.0. Son image est donc un hyperplan 

HLcH~ isomorphe ~ H~ par la restriction, qui d6finit donc un point O L E pc, tel 

que O L ~ Pg-l. 

L'isomorphisme/~0(L) : H~ | H~176 fournit par ailleurs le plonge- 

ment de Segre K t c P  g-l, ofa KL: =P(H~215176 et l'on voit facilement que 

ce qui pr6c~de se traduit par : C2 est contenue dans le c6ne sur Kt de sommet Or. 

La.proposition 3.4 admet donc la formulation suivante : 

3.4'. PROPOSIXION. S'il existe des points 0 L, OL,, OL,, dans pg~pg-1, tels que C2 

soit contenue dans les c6nes sur KM de sommet OM pour M=L, L', L" alors C2 est 

contenue dans un c6ne sur C. 

Avant de prouver la proposition (3.4)', nous allons d6crire la g6ometrie des 

vari6t6s Kt et de leurs intersections dans les lemmes 3.6-3.9. 

3.6. LEMME. Pour L4:L' E W~+ 1, l'intersection KL nK L, est une surface lisse Xt, L, 
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isomorphe ~ l'(clatement de QI~,L,:=P(It~176 v) le long de BL,  L, , lieu singuli- 

er de la courbe ~L• L,. 

D~monstration. On se contentera d'6tablir le lemme du point de vue ensembliste 

pour ne pas alourdir le texte. Notons ~r: ZL, v--.QL, v le produit des restrictions des 

premieres projections KL---~P(H~ v) et Kv---~P(H~ ~) ~ EL, L,:=KL nK v.  Soit (t, t') 

un point de QL, V e t  soit s E H~ s' E H~ des 6quations d6finissant respectivement 

t et t '; il est facile de voir que la fibre de ~r au-dessus de (t, t') s'identifie ~t l ' intersection 

des deux espaces projectifs Wt-lcP g-1 et P~,-1cPg-I d6finis respectivement par les 

sous-espaces s .H~ s ' . H ~  ') de H~ Le lemme 3.6 r6sulte alors du 

sous-lemme suivant : 

3.7. SOUS-LEMME. Avec t, t', s, s' comme ci-dessus on a : 

(i) S i s  et s' n'ont pas de z(ro commun sur C, p~-I f)~_l est constitu~ d'un point. 

(ii) On a la m~me conclusion s i s  et s' ont un seul z(ro commun sur C. 

(iii) Si s et s' s' annulent sur un diviseur de degr( deux de C (i.e. (t, t') est un point 

double de q~LXqbv(C)), l'intersection P~t -1 f)~71 est une droite. 

Notons que (i), (ii) et (iii) 6puisent toutes les possibilit6s par l 'hypoth~se 3. l(ii). 

D~monstration. (i) ~ -1  tq~,-i est d6fini par le sous-espace lin6aire s .H~  

s' .H~  ') de H~ s i s  et s' n 'ont  pas de z6ro commun sur C, on a la suite 

exacte : 

0--~ K c - L - L '  --~ K c - L |  (~-~) Kc--> O. 

On a d o n c :  d im(s .H~ ' . H ~ 1 7 6  Mais l 'hypoth~se 

3.1(i) entraine h ~  et donc 2 s - h ~  ce qui 

prouve (i). 

(ii) De m~me s i s  et s' ont un seul z6ro commun c E C, la suite exacte pr6c6dente 

devient : 

, ( s ,  s ' )  
O--~ K c - L - L ' + c - - ~  K c - L |  --~ Kc-c---~O 

et l 'on trouve d i m ( ( s . H ~ 1 7 6 1 7 6  mais de 

h~ et IL+L'I sans point fixe, on tire h~ ' -c )=3 et h ~  ' +c)=  1, ce 

qui entraine (ii). 

(iii) Enfin si s et s' s 'annulent sur un diviseur D de degr6 2 de C, on a 



260 c. VOISIN 

h~ d'oO h ~  et cela entraine comme ci-dessus que 

dim (s. H ~  s ' . H ~  prouvant (iii). 

3.8. Remarque. I1 est facile de voir que l'6clatement de QL, v le long de Bz, v est 

envoy6 sur ZL, L, c P  g-I par le syst~me lin6aire : at~'((Tp,(S-I)) | ~2 (6p~(S-1))(-E), ofl E 

est le diviseur exceptionnel de l'6clatement et les :t~ sont les deux projections corres- 

pondant ~t l'isomorphisme de 3.6 : QL, v = P I x P  ! (c'est-~-dire les deux composantes 

de :t). 

Toujours sous les hypotheses 3. I (i) et (ii), on 6tudie maintenant les c6nes/~L sur 

KL de sommet O L E p g \ p g - i  et leurs intersections. Soient O L, 0 v deux points distincts 

et soit xE pc-1 le point d'intersection de la droite (O~., OL,) et de l'hyperplan pg-lcPg. 

On notera ZL, v le diviseur de l'unique section de K c - L - L '  (hyp. 3.1(i)), et (ZL, v )  le 

sous-espace projectif de Pg-' engendr6 par Z L v .  On a les  lemmes suivants : 

3.9, LEMME. Si xl~ (ZL, v ) ,  la surface XL, v de 3.6 est une composante r~duite de 

l'intersection li; L n I~ v ,  et c' est la seule composante de RL n g:v qui contient C. 

D~monstration. II suffit de montrer que g~n6riquement le long de C, les espaces 

tangents de/(TL e t /~v  ont pour intersection l 'espace tangent TEL. v de EL.L,. Or on a 

pour cEC,(TI~L)c={(TKr.)c, OL) e t ( T I ~ v ) c = ( ( T K v ) o O v )  ; il est facile de voir que 

(TILL) ~ n (TI~L)c=(TKL) ~ n (TKv) ~ si et seulement si le point x n'appartient pas ~t l 'espace 

((TKL) ~, (TKv)~); or on montre ais6ment que ce dernier espace est un hyperplan de 

pg-l, contenant ZL, v (pr6cis6ment d6fini par la section s c .s'~.q~z,r,, ofa s~ (resp. s') est la 

section de L (resp. L') qui s'annule en c, et cPt,,v est la section de K c - L - L ' )  et que 

l'intersection de ces hyperplans, lorsque c parcourt C, est 6gale (ZL, v ) .  Ceci entraine 

imm6diatement le lemme. 

3.10. LEMME. S i x  E ( Z L v  ) , l'intersection X=I~L f)Iiiv a une seule composante Xo 

de dimension trois et ses autres composantes sont ponctuelles et ne rencontrent pas 
p g - 1 .  

D~monstration. Notons :~ : X--~QL, v =P(H~176 ')V), l'application rationel- 

le d6finie en dehors des points O L, O v (qui sont 6ventuellement sur X) dont les 

composantes :~ et a2 sont d6finies comme les compos6s : 

7tO L pr 1 
ff'~l: X -.-> K L--> P(H~ 
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(oi~ ato~ est la projection depuis O~ et prl la premirre projection (cf. 3.5)), et 

7tO L, p r  1 

7~ 2 " X ---> K v ~ P (H~ 

La fibre de a au-dessus de (t,t')EQL, L, est l ' intersection ~ - z n ~ t -  1, of 1 ~t -a= 

~I~t -1, eL> , Pt,--I=(P~, --1, OL), et ~ -1 ,  ~71 sont drfinis comme en 3.6. D 'aprrs  3.7, si 

(t, t') est grnrrique,  et ~ 7  ~ se coupent  en un point y ~K~ n Kv,  et donc engendrent un 

hyperplan de Pg-1, qui doit s'identifier ~t l 'hyperplan ((TKL)y,(TKv)y) (cf. 3.9). Ce 

dernier contient d 'aprrs  3.9 l 'espace ( Z L v ) ,  et donc contient x. I1 en r6sulte imm6di- 

atement que la fibre grn6rique de z? est une droite, donc que X a une seule composante  

X0 de dimension trois, qui domine QIj.,. Le reste rrsulte de ce que Xnpg-I=Y.L,v qui 

est une surface lisse d 'aprrs  3.6. On peut d'ailleurs pr~ciser que X0 est lisse au 

voisinage de E L y  et donc a un nombre fini de points singuliers, non situ6s sur Pg-~. 

3.11. Preuve de la proposition (3.4)' : Supposons d 'abord que O L = O v - : O .  Alors 

l ' intersection des c6nes /~L et K/~, est le c6ne sur la surface XL, v de sommet 0. La  

projection depuis 0 envoie donc C2 dans ZL, r,,, et sa diffrrentielle fournit une applica- 

K - 1  . tion (~c-lin6aire : Kc=NcC2---~NcY.L,v, ou encore une section de xL,~,l c, or avec les 

notations de 3.8, on a : 

KxL,v = ~r~'(~?p~(--2)) | ~2(~7v~(--2)) (E), avec (E.  C) = 2 card (BLv) = 2s(s -2) .  

I1 vient donc : d~ vlc)=2(s2--4s--2) qui est strictement positif drs  que s~>5. Donc 

h~ et la projection de C2 depuis 0 est en fait contenue dans C, ou encore C2 

est contenue dans le c6ne sur C de sommet 0; la proposition est donc prouvre  dans ce 

c a s .  

(b) Raisonnant d6sormais par l 'absurde,  on peut  donc supposer OL*OL,4=OL,,; 

posons comme pr rc rdemment  x=  (O L, Or} fl pg-l. Comme par hypothrse  C2~l~t. fl KL, 
et n 'est  pas contenue dans pg-1, on drduit  du lemme 3.9 que xE (ZLv}; d 'aprrs  le 

lemme 3.10, /~L f)/~ v a donc essentieUement une composante  X0 de dimension trois, 

lisse au voisinage de ZL, v, et qui doit contenir C2. Quitte ~ modifier X0 en X6 

aux 6ventuels points OL et Or, on a sur X~ les deux fibr6s i n v e r s i b l e s  ~({~pl(1)) et 

~'((7p1(1)), et bien sf~r n : =  ~pg(1)lxb. La courbe C=ZL, v appartient au sys t rme lin6aire 

a~(~p,(s+l)| tandis que par 3.8 on a : HXLL=a'~;(t?pI(S--1)| 

~2(~Tp1(S--I))(-E). On en drduit  imm6diatement : il existe un fibr6 inversible ~7x6(C) 

dont la restriction ~t XL, L' est tTxL, v(C). Soit X~)L, c X  ~ la surface d6finie par l ' rquation 
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Xz=0; on a : CzcX~)v, et il est  facile de voir que C2 est  un 616ment du syst6me lin6aire 

(Tx;(C)[xi2)v; d6finissant X~)vcX'0 par l '6quation X~=0, on va d6duire du lemme 3.12 

suivant que pour  tout k>~2 il existe un 616ment C k E ItTxa(C)[x~?v dont l ' intersection avec 

Xz, v e s t  C. 

3.12. LEMME. Pour k>-2, on a : HI(~'xL L (C) ( -k )=0 .  

D~monstration. Cela r6sulte imm6diatement des formules donn6es plus haut pour  

ffzL L (1) et ffz~ ~ (C), qui entrainent : 

6xL v (C)(-k) = ~'(6p~(S + 1 - k ( s -  1)) | z~'(Op,(s+ 1 - k ( s -  1))( ( -2+k)E);  

le r~sultat est alors clair pour  k=2 et il suffit de montrer que pour k~>2, et r/E 

H~ , l 'application ~?:Hl(6xL, v(C)(-k-1))--->HX(~TxL.v(C)(-k)) est injective. 

Mais cela r6sulte imm6diatement du fait qu 'on peut choisir r /de sorte que son diviseur 

soit une courbe irr6ductible et r6duite F,  et qu 'on a d~ ~ (C)(--k)IF)<O. 

3.13. L 'exis tence de C(k)=X <k) pour tout k r6sulte alors imm6diatement du lemme L,L' 

3.12 puisqu'il  entraine que les suites exactes : 

o ~  v~. ~ (c) ( -k)- - ,  ex,kt,,(c)-, ex~?~ ( c ) ~  o 

induisent une surjection 

H~ H~ ~ (C)) pour k>~2. 

On en d6duit alors par des raisonnements ,, standard >, l 'existence d 'une surface 

TL, vcXo  telle que TL, v N pg-I = C  sch6matiquement.  II est facile de voir que le degr6 de 

~[TL, L, est ~<2. 

En raisonnant de fa~on analogue avec les couples (L', L") et (L, L"), on obtient de 

la m6me fa~on des surfaces TL," v,  TL, V', contenues dans /~v  n/~v' et/~L N/~L" respective- 

ment. Le lemme suivant implique facilement que ces trois surfaces sont 6gales : 

3.14. LEMME. La surface TLv est contenue dans Iiiv,. 

DOmonstration. Par hypoth6se,  C 2 est contenue dans /~v ;  soit y un point de TLv,  

non situ6 sur pg-l; il est facile de voir que l ' intersection des quadriques contenant /~v  et 

y est constitu6e de deux composantes ,  dont l 'une e s t /~v ,  et l 'autre un espace projectif  

de dimension quatre. Or la restriction de chacune de ces quadriques ~t TL, v s 'annule sur 
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C2 et y, et donc s 'annule en fait sur Tr, L,. Comme TL, L' n 'es t  pas contenue dans un p4, 

TL, L' est donc bien contenue dans/(L"- 

La  surface T: =TL, L,=Tr, L,,=TL,,L,,, contenue dans les trois c6nes/~L,/(TL',/~r" admet 

alors une application naturelle dans P(H~ ") x P(H~ v) x P(H~ v) (dont les compo- 

santes sont d6finies comme en 3.10), et comme par ce qui pr6c6de, elle est de degr6 au 

plus deux au-dessus de chacun des facteurs QL, L" QLL"' QL',L ~ et que son image 

contient ~ z  x ~ r '  X qbr,,(C), cela contredit  en fait l 'hypoth6se 3.1 (iii) (en remarquant  que 

comme C est une courbe de Bri l l -Noether-Petr i ,  on a H~176 pour  

L 

3.15. Pour  prouver  les propositions 3.2 et 3.3 on va 6tablir quelques propri6t6s 

suppl6mentaires de l 'application PL : On a d 'abord  le lemme suivant : 

3.16. LEMME. Le corang de l 'application I~L : H~174176 est in- 

d~pendant de L ~ W]+I(C), si C satisfait l 'hypothdse 3.1(i). 

Ddmonstration.  Dualement,  on consid6re le noyau UL de l 'application naturelle 

HI(Kcl+2L)--~Hom(H~ HI(L)).P(Ur) param6tre les extensions non triviales : 

O---~ L---~ E---~ K c-L---~ O , 

satisfaisant la condition : h~176 +h~ Soit 04=e EUL, soit L' E W~+I(C), 

L'~=L, et soit CL, r.' l 'unique section de K c - L - L ' ;  consid6rant la suite exacte : 

0---~ L - L '  ~ Hom (E, Kc-L ' ) - -~  K c - L - L ' - - - ~  0, 

on va montrer  : il existe une unique section de Horn(E,  K c - L ' )  qui se projette sur 

qbL, L'. I1 SUffit pour  cela de prouver  que dPL, L,'e=O dans H I ( L - L ' ) .  Dualement,  soit 

KcH~ l 'horthogonal  de e; il faut v6rifier que K contient Cr, r "  h~ -L+L ' ) "  

Mais par hypoth6se K contient  l ' image de /~L et il suffit donc de voir que 

dpL, L, " H ~  Im#L. Mais l 'hypoth6se h ~  1 entraine que la multi- 

plication H~174176176  ') est surjective; on a donc 

dPL, L, . H ~  + L ' ) c ~PL, L' " H~ - L  ) " H~ ') ~ Im/tL, 

comme d6sir6. On dispose donc d 'une  application non nulle r / :E---~Kc-L' .  Soit 

D c K c - L '  l ' image de r/; on a une suite exacte : 

0---~ K c-D--*  E---~ D---~ 0, 
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avec h~ et donc h~176 d'autre part, on a D<~Kc-L ' et 

K c - D ~ K c - L  donc D et Kc-D satisfont h~ (et donc aussi h~ enfin comme 

C satisfait la condition de Brill-Noether-Petri ,  on a h~176 On en 

d6duit : on a soit h~ et h~ soit h~ et h~ Mais dans le 

premier cas D est de degr6 s + l ,  et on a donc d~176 : Kc-D est donc 

envoy6 isomorphiquement sur Kc-L,  ce qui contredit le fait que e est non-nulle; dans 

le second cas Kc-D est un g~+l et donc par raison de degr6, D est en fait 6gal ~t Kc-L' .  
E peut donc s'6crire 6galement comme une extension O---~L'---~E---~Kc-L'---~O et ceci de 

fa~on unique car h~ I1 est 6vident que cette extension ne peut pas se 

scinder car sinon E contiendrait un sous-fibr6 isomorphe h Kc-L' ,  qui devrait donc 

admettre une application non nulle dans Kc-L  ou dans L, ce qui est absurde. 

On a donc construit une application naturelle aL, L, :P(Ut---~P(UL,) qui admet 

clairement aL',L comme r6ciproque, et donc on a bien dim P(UL)= dim P(UL,). 

3.17. La  proposition 3.2 d~coule alors de la proposition 3.4 et du lemme 3.16; en 

effet, si l 'application de Wahl Wc n 'est  pas surjective il existe un L E W]+I, tel que/~/~ 

n'est  pas surjective, et donc pour tout L,/t/~ n 'est  pas surjective. 

La  proposition 3.3 r6sulte enfin de la proposition 3.4 et du lemme suivant : 

3.18. LEMME. Toujours sous l'hypothdse 3.1(i) on a : corang/~L~<l. 

En effet UL est le dual de coker/~L et la proposition 3.4 fournit une injection 

a: U~UL• UL, X UL,, ce qui donne par le lemme pr6c6dent : corangWc= dim U~<3. 

Preuve du lemme 3.18. On reprend la notation r L' de 3.16; soit ZL, L' le diviseur 

de dPL, L, EH~ d'apr6s la preuve de 3.16, un 616ment eEUL satisfait la 

condition q~L, L'" e----0 dans H1(L-L ') et donc provient d 'un  616ment e de H~ 'IzL,L,), 
uniquement d6termin6 par e. Notons 

a : H~176 et fl : H~ ~ H~ 

les restrictions. Alors l ' image de e dans Horn (H~ Ht(L)) est obtenue par le 

compos6 : 
e 6 

H~ -.~ H~ [zL, v) ~ H~ ' ]zL L,)--~ HI(L), 

off ker 6 =Imfl .  La  condition e E UL s'6crit donc : e. Im acImfl. Supposons maintenant 

que e s 'annule en un point de ZL, L'; soit D I CZL, L' le sous-sch6ma d6fini par e, consid6r6 

comme u n cycle sur C et soit D 2=ZL, L'--Dr On a: e- Im a s 'annule sur D~ et est contenu 



L'APPLICATION DE WAHL 265 

dans Imfl, et donc est contenu dans fl(H~ d'autre part, le noyau de ellm~ 

est 6gal ~t ct(H~ il vient donc:  

dim (Im a ) -d im  (a(H~ dim (fl(H~ '-D1)), 

soit encore : h~176176 car Kerfl=H~ est de 

dimension 2. On a donc h~176 avec K c - L - D 2 + K  c -  

L'-D~ =Kc, et D E, D1, Kc-L-D2 ,  Kc-L ' -D~  effectifs. On conclut alors par le m6me 

argument qu'en lemme 3.16 que ceci n'est possible que si DE est vide (puisque D1 ne 

l'est pas), c'est4t-dire DI=ZL.L,. Donc si e, correspondant ~ un 616ment de UL, s'annule 

en un point de ZL.L,, e est en fait identiquement nulle, ce qui entra~ne bien que 

dim UL~<I. 

3.19. Comme dans le paragraphe 2, on peut retrouver ~ l'aide des r6sultats de ce 

paragraphe le th6or~me de [5] : 

En effet, on montrera en paragraphe 4 que les hypotheses faites en 3.1 sont 

satisfaites par une courbe g6n6rique. D'apr~s la proposition 3.2, si C satisfait ces 

hypoth6ses et si l'application de Wahl n'est pas surjective, l'application 

I~L : h~ | ~ H~ ~2- 2L) 

n'est pas surjective p o u r  LEW]+I(C ). D'autre part on a : dimH~ et 

dimH~ avec g=2s, et s(s+ 1)/2~>2g-5 exactement lorsque g>~10. On 

peut donc s'attendre ~ la surjectivit6 g6n6rique de/~L d6s que g>~10. On montrera en 

paragraphe 4 (proposition 4.2) qu'elle a effectivement lieu, et ceci donne une autre 

preuve du th6or6me de [5] (cas g pair) : 

3.20. THI~ORi~ME. Soit C une courbe g~n&ique de genre pair I>10. Alors l' applica- 
tion de Wahl de C est surjectioe. 

w 

On 6tudie dans cette section les hypoth6ses faites en 3. I, et les applications/~L de 2.8, 

3.2. On va montrer : 

4.1. PROPOSITION. Soit C une courbe gOn~rique de genre pair g=2s>~4, et L, L' 

des M~ments distincts de W]+I(C); alors les deux propri~t~s suivantes sont satisfaites : 

(i) h~ 1; 

18-928283 Acta Mathematica 168. Imprim6 le 24 avril 1992 
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(ii) l'application produit d~LX~ L, :C---)QL, L, envoie C birationnellement sur une 

courbe nodale de QL, L'. 

4.2. PROPOSITION. Soit C une courbe gOnOrique de genre pair g=2s~>10 et 

LE W~+I(C); alors l' application ~L : H~174176174 est surjectiue. 

4.3. PROPOSITION. Soit C u n e  courbe gOn~rique de genre impair g=2s+l~>13 et 

L E W]+I(C ) gOnOrique; alors l'application/~L:H~174176176 est surjec- 

tire. 

4.4 On sait que la vari6t6 ~a~.g constitu6e des courbes lisses de genre g munies d 'un 

pinceau de degr6 d e s t  irr6ductible lorsque le nombre de Brill-Noether Q = g - 2 ( g - d +  1) 

est sup6rieur ou 6gal ~ z6ro. D'autre  part, dans le cas (9=0, i.e. lorsque g=2s et d=s+ 1, 

il est prouv6 dans [8] que la monodromie agit comme le groupe sym6trique sur 

l 'ensemble (fini) des g]+l d 'une  courbe g6n6rique. Enfin les propri6t6s 4.1, 4.2 et 4.3 

sont clairement ouvertes; il suffit donc dans chacun des cas d'exhiber un couple (C, L) 

ou un triplet (C, L ,L ' )  satisfaisant la propri6t6 en question pour prouver l '6nonc6 

(l 'argument de monodromie n'intervient que dans la preuve de 4.1 et dira que si la 

propri6t6 est satisfaite par un triplet (C, L, L') g6n6rique, alors pour C g6n6rique, elle 

est satisfaite par tous  les triplets (C, L, L'). 

4.5. Preuoe de la proposition 4.1. On utilise les r6sultats de [10], [12], [17] : Soit S 

une surface K3 munie d 'un  diviseur tr6s ample H engendrant Pic S, tel que H2 = 2 g - 2 .  

I1 existe alors sur S u n  unique fibr6 vectoriel stable E avec : rang(E)=2,  de t (E )=H,  

c2(E)=s+ 1; E satisfait alors h~ et si C c S  est un 616ment g6n6rique de H,  L un 

des g~§ de C, on peut reconstruire E comme en w 1, en posant E=F|  et en 

d6finissant F par la suite exacte 

O--+ F-->H~174 L--~ O. 

Une section g6n6rique de E correspond h un z6ro-cycle Z g6n6rique de degr6 s + l  

satisfaisant la condition : h~ 1. Soit maintenant x un point g6n6rique de S e t  

soit s, s' deux sections g6n6riques de E s 'annulant en x : soit Z et Z'  le lieu d 'annulation 

de s e t  s' respectivement; alors on a Z N Z ' = x  et il existe une section lisse C de H 

s'annulant sur Z et Z'  (il est facile de voir que Z et Z '  engendrent au plus un 

Pg-lcPg=P(H~ Z et Z '  d6finissent alors deux 1 gs+l distincts sur C. En effet, 

comme s et s' sont g6n6riques (comme sections de E| Z et Z '  satisfont 

h~174176174 et donc h~176 ce qui donne bien 
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h~176 si Z et Z '  sont lin6airement 6quivalent sur C, comme Z et Z'  ont le 

point x en commun, Z - x = Z  ' - x  sont des 616ments d 'un g] sur C, ce qui n'existe pas par 

[10]. D'autre part, C poss6de un nombre fini de g]+l : en effet, si tel n'6tait pas le cas, 

l 'application naturelle ~E : Grass (2, H~ g associ6e ~ l 'application lin6aire 

^ det 
A~HU(E)-_~ H~ 

aurait une fibre de dimension positive puisque les g]+l sur C correspondent bijective- 

ment ~ des pinceaux de sections de E (cf. [17]). Or ceci est impossible car cette 

application est partout d6finie puisque E est stable. Soit maintenant k= dimlz(H)n 
Iz,(H) pour (s, s') g6n6rique dans P(H~174176174 Consid6rons 

Y c Pg-1 X P(H~174 x P(H~174 

la sous-vari6t6 constitu6e des triplets (C, Z, Z'),  tels que C est un 616ment de [H I 

passant par x et contenant les z6ro-cycles Z et Z ' ;  soit Y0 la composante de Y dominant 

le produit P(H~174 P(H~174 : On a : 

dim I10 = 2 s - 2 + k -  1 = g + k - 3 ;  

comme la premi6re projection prl:  Yo---~W -~ est finie par l 'analyse pr6c6dente, on a 

k<~2, ce qui donne bien : Pour (Z, Z') g6n6rique dans P(H~174176174 et C 

g6n6rique contenant Z et Z', h~ ' +x)~< 1, e t a  fortiori h~ 1, ce qui 

montre (i) puisqu'on sait aussi que Z et Z'  ne sont pas lin6airement 6quivalents sur C, 

ce qui entraine facilement l'in6galit6 inverse. 

4.6. Preuve de la proposition 4. l(ii). I1 suffit d 'exhiber une courbe nodale irr6duc- 

tible de type ( s + l , s + l )  et dont le genre de la norrnalis6e est g=2s, contenue dans 

PlxpI .  Soit C1 une courbe lisse de type ( s -  1,2) et C2 une courbe lisse de type ( 2 , s - l )  

dans Q: =P~ x P  ~, telles que C~ et C2 se coupent transversalement en B : La  suite exacte : 

o eQ --, eQ(c, | ee(c  2) IB(C, + c p  --, o 

montre que HI(IB(CI+C2))=O, ce qui entraine la surjectivit6 de la restriction : 

H~ 1 + C 2 ) )  ---> H~ + C2)). 

Pour tout N<-#B=(s-1)2+4, o n  peut donc construire une courbe de type (s+ 1, s+  1) 

sur Q poss6dant exactement N noeuds, et irr6ductible d6s que N<#B. Comme 
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s(s-2)<(s-1)2+4, o n  peut donc en particulier trouver une courbe irrrductible nodale 

de type (s+ 1, s+ 1) possrdant exactement s(s-2) noeuds et dont la normalisre est donc 

de genre g=2s; la restriction des deux pinceaux de droites de Q ~t cette courbe fournit 

deux g]+~, dont il est ais6 de montrer qu'ils ne sont pas linrairement 6quivalents sur la 

normalisre, ce qui prouve 4.2(ii). 

4.7. Preuoe des propositions 4.2 et 4.3. C'est un cas particulier de la conjecture du 

rang maximal, mais h ma connaissance celle-ci n'est prouvre que pour les courbes non 

sprciales [2]. On va appliquer les techniques de [2], [9], pour obtenir le rrsultat. 

Si d'abord g=Io, s=5, l'application ~.  :H~174176 n'est pas 

surjective si et seulement si elle n'est pas injective, si et seulement si l'image de C dans 

p4 par l'application ~/%-L est contenue dans une quadrique; il est facile de voir que C 

est contenue dans au moins 6 cubiques et donc si qbL n'est pas surjective, C est 

contenue dans une surface intersection complbte d'une cubique et d'une quadrique; il 

est facile de voir que cela n'est pas le cas grnrrique (cette remarque est d'ailleurs drj~t 

faite dans [4]), bien que cette demirre surface ne soit peut-rtre pas une surface K3; (en 

fait, il est vraisemblable qu'on obtienne bien une surface K3, peut-rtre singulirre, sous 

l 'hypothrse que C est grnrrique au sens de Brill-Noether-Petri?). De m~me, si g= 12, 

on a s=6, et l'application #L:H~174176 n'est pas surjective si et 

seulement si l'image de C dans p5 par le morphisme d#rc_ Lest contenue dans au moins 

trois quadriques; C a donc tendance ~ 6tre contenue darts une surface K3, sous la m~me 

rrserve que prrcrdemment, et encore une fois il est ais6 de prouver directement que 

cela n'est pas le cas grnrrique. 

Partant du cas g= 12, on va montrer les propositions 4.2 et 4.3 par rrcurrence sur g 

h l'aide des lemmes suivants : 

4.8. LEMME. Soit g pair ~>12; si la proposition 4.2. est vraie pour g, la proposition 

4.3 est vraie pour g+ 1. 

4.9. LEMME. Soit g impair; si la proposition 4.3 est vraie pour g, la proposition 

4.2 est vraie pour g+ 1. 

4.10. Preuve du lemme 4.8. Soit (C,L) tel que C est de genre g=2s, 

L E W]+1(C), L ~ W2s+I(C), et #Lest  surjectif. On peut bien stir par hypoth~se supposer 

que C est grnrrique, et donc, par le thror~me de Gieseker-Petri, on a, pour le 

plongement 

O K c _  L " C.--.~ ps-1, HI(Nc I~-1) = O; 
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Comme g~12, C est certainement contenue dans au moins une quadrique de 1 ~-1, et 

comme C est non d6g6ner6e dans 1 ~-~ cette quadrique ne contient pas la vari6t6 

balay6e par les bis6cantes de C. Soit A une bis6cante de C coupant C transversalement 

en exactement deux point et non contenue dans l ' intersection des quadriques contenant 

C. Posons C ' = C U A .  On a : 

(i) g(C')=g+ 1, 
(ii) l 'application H~176 est un isomorphisme, 

(iii) l 'application H~176 est surjective, 

(iv) d~ - 1))=s+2. 

De plus, par [9], on a : C' se d6forme sur une courbe lisse C' de 1 ~-~. 

Pour C"c I  ~-1 lisse assez proche de C les conditions (i) ~t (iv) restent satisfaites, et 

L"=Kc~(-1) fournit alors un g]+2 sur C" satisfaisant la propri6t6 4.3. 

4.11. Preuoe du lemme 4.9. Soit C u n e  courbe g6n6rique du genre g = 2 s + l ,  et soit 

L E Wls+2(C) satisfaisant la propri6t6 4.3. Comme C satisfait la condition de Gieseker-  

Petri, on a : H~ d'oO h~ et le morphisme ~2L envoie C birationelle- 

ment sur son image dans p3, au moins pour L gen6rique. On peut donc trouver x, y 6 C 

tels que : 

(i) h ~  1 ; 
(ii) h~176 

Soit C ' c l  ~ l ' image de C par le syst6me lin6aire IKc-L+x+Yl. La courbe C' est nodale, 

isomorphe ~ C/x=y. L'hypoth~se (ii) entraine facilement H1(TI~Ic,)=O. Or ceci entraine 

que C' peut 6tre lissifi6e dans 1~; soit C " c l  ~, une courbe lisse assez proche de C';  on a : 

(i) g(C'~=2s+ 2, 
(ii) d~ - 1))=s+2, 

(iii) h~ et donc L":=Kc-(-1)  est un g~+2 sur C". Enfin il est facile de 

voir que l 'hypoth6se ~/~L surjectif ~ entraine que la restriction : H~176 
est surjective, puis que ~tL- est surjectif. 

4.12. Finalement, pour conclure, comme annonc6 en 3.19, que les hypotheses 3.1 

sont satisfaites par une courbe g6n6rique de genre pair I>10, il reste simplement ~t 

6tudier la condition 3. l(iii); notons que pour des raisons de dimension celle-ci ne peut 

pas 6tre satisfaite par une courbe g6n6rique de genre plus petit; en genre au moins 6gal 

~t dix, le r6sultat r6sulte facilement d 'un calcul de dimensions d 'espaces de modules 

(intuitivement, C est contenue dans une surface K3 dont le groupe de Picard et de rang 

au moins quatre). 
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4.13. Remarques ; questions. (a) I1 est vraisemblable qu'une 6tude plus pouss6e 

du fibr6 vectoriel E introduit dans la preuve de 4. l(i) permette de montrer que 4. l(ii) a 

6galement lieu pour une courbe g6n6rique C de genre pair contenue dans une surface 

K3 dont elle engendre le groupe de Picard. Notons que l'introduction de fibr6s 

vectoriels de ce type a d6j~ permis ~ Lazarsfeld de montrer qu'une telle courbe satisfait 

la condition de Brill-Noether-Petri; ceci, et la proposition 3.3 entraineraient alors : le 

corang de l'application de Wahl est inf6rieur ou 6gal ~ 3 pour une courbe g6n6rique 

contenue dans une surface K3 dont elle engendre le groupe de Picard.(1) 

(b) En genres 10 et 12, on a not6 au d6but de la preuve des propositions 4.2 et 4.3 

que la non-surjectivit6 de l'application PL entraine que C est contenue dans une surface 

K3 ,, virtuelle~,, ~t savoir l'intersection d'une cubique et d' une quadrique dans p4, et 

l'intersection de trois quadriques dans p5, dont il ne doit pas 6tre trop difficile de 

montrer que ce sont effectivement des modules de surface K3. On peut se demander 

g6n6ralement si la non-surjectivit6 de/zL pour g=2s et L EWe+ 1, ou g=2s+ 1 et pour tout 

LEWd+ 2, caract6rise les courbes contenues dans une surface K3, au moins dans 

l'ouvert de Jgg constitu6 des courbes satisfaisant la condition de Brill-Noether-Petri. 

Le cas g pair est plus remarquable du fait des lemmes 3.16 et 3.18, qui montrent 

l'existence et l'unicit6 du fibr6 vectoriel E de rang 2, de d6terminant Kc, satisfaisant 

h~ et qui peut s'6crire comme une extension de L par Kc-L pour tout 

L EW~§ sous l'hypoth6se 3. l(i), si C satisfait la condition de Brill-Noether-Petri, 

et si PL n'est pas surjectif. 

(c) Un autre point int6ressant est l'6tude des obstructions d'ordre sup6rieur 

l'aide de la construction du w 1. Si C2cPg est une extension de C, on a vu en w I qu'on 

pouvait construire un faisceau/~L sur C2 pour tout fibr6 inversible L sur C tel que 

h~ et L e s t  engendr6 par ses sections globales, satisfaisant h~176 Si 

maintenant C2 peut 6tre 6tendue en C3cP g, il est facile de voir qu'il existe un fibr6 

vectoriel de rang 2 sur C 2,/~L tel que :  ELIc=F.LIc, il existe une application surjective 

/~L--~/~L, induisant l'isomorphisme pr6c6dent apr6s tensorisation par ~7c, et 

h~176 On peut se demander quelle est la r6ciproque; par exemple, dans les cas 

g pair, suffit-il que l'on puisse construire/~L pour chaque L E W]+ l, satisfaisant les trois 

conditions pr6c6dentes, pour que l'obstruction ~t 6tendre C2 en C3 s'annule? On a bien 

sflr une question analogue en genre impair. 

(1) En  genre g pair t>12; En  effet 3. l(iii) est  alors satisfait g6n6riquement pour une courbe de genre g~>12 
contenue dans une surface K3; cela n ' e s t  pas le cas en genre 10, pour  lequel la conclusion de 4.13(a) est  

fausse (cf. [20]). 
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Note .  Le travail de Lazarsfeld a d6j~t 6t6 mentionn6 comme r6f6rence ~t propos de 

l ' introduction de fibrds de rang deux du type de ceux 6tudi6s ici; on doit bien sflr citer 

6galement l 'article << On the projective normality of  complete linear series on an 

algebraic curve ,,, Invent. Math.,  83, de Green et Lazarsfeld, oO leur utilit6 dans l '6tude 

des questions de normalit6 projective est mise en 6vidence. 

Le rapporteur me signale par ailleurs que la question 4.13 (b) a 6t6 propos6e par 

Mukai, avec les 616ments d 'une  solution. 
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