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0. I n t r o d u c t i o n  

On consid~re des surfaces (de dimension r~elle 2) plong~es dans C n, lisses, compactes et 

totalement r~elles, i.e. nulle part tangentes ~ une droite complexe. Elles peuvent ~tre 

bord, non connexes ou non orientables. 

Une surface S est rat ionneUement  convexe si son compl~mentaire est rempli par 

des hypersurfaces alg~briques [16]. Cela permet d'approcher uniform~ment les fonctions 

continues sur la surface par les fractions rationnelles ~ p61es hors de S (g~n~ralisation du 

th~or~me de Runge due ~ Oka-Weil [12] puis ~ Nirenberg-Wells [11] par exemple pour 

les sous-vari~t~s totalement r~elles). 

Rappelons qu'une forme de K~ihler sur C n e s t  une forme ferm~e de bidegr~ 1, 1 

strictement positive. On peut encore l'~crire sous la forme i 0 0 r  off r est une fonction 

strictement plurisousharmonique. La surface S est isotrope pour une forme de K~ihler si 

elle l'annule. Elle est alors n~cessairement totalement r~elle par positivit~ de la forme de 

K~ihler par rapport ~ la structure complexe. 

Voici le lien entre ces deux notions : 

THI~OREME 1 . -  Soit  S une surface totalement  r~elle de C n. On a l'dquivalence 

entre : 

(i) la surface S est rat ionnel lement  convexe ; 

(ii) il existe une forme  de Kdhler  w sur C n pour laqueUe S est isotrope. 

L'implication (i) ~ (ii) figurait dans [4] tandis que [3] traitait un cas particulier de 

l 'autre implication (pour n = 2  et la forme standard). La dfimonstration du cas g~n~ral 

reprend les idles de [3] en les simplifiant. En voici le sch6ma. 

I1 s'agit de construire assez d'hypersurfaces dans le compl~mentaire d'une surface S 

isotrope pour une forme de K~ihler w. Pour cela, on approche w par une hypersurface 
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alg6brique H au sens des courants par un r6sultat de Lelong [9], [10] dont l'id6e re- 

monte essentiellement ~ Oka (voir aussi Bremermann [1] et Sibony [14]). L'isotropie de 

S se traduit  par le fait que l 'intersection homologique de l 'hypersurface avec des petits 

disques de la surface va 6tre nulle ou presque, i.e. n6gligeable devant son intersection 

g6omdtrique. On peut  alors d6former un peu H de sorte qu'en toutes ses intersections 

avec la surface passent deux branches de l 'hypersurface de signes d'intersection oppos6s. 

On d6singularise en chacun de ces points la r6union des deux branches pour obtenir une 

nouvelle hypersurface proche de H 6vitant S. 

En dualisant le th6or~me ~ la mani~re de la caract6risation des vari6t6s compactes 

complexes non K~ihler par Harvey-Lawson [7] (cf. aussi Sullivan [17]), on obtient le 

corollaire suivant : 

COROLLAIRE. - -  Soit S une surface totalement rdeUe. On a l'dquivalence entre : 

(i) la surface S n'est pas rationnellement convexe ; 

(ii) il existe un courant non trivial T positif, d support compact, de bidimension 1, 1, 

qui est somme d'un courant portd par S e t  d'une (1, 1)-composante d'un bord. 

En fait, si un tel courant T existe, son support sort ndcessairement de la surface et 

est dans l'enveloppe convexe rationnelle de S, i.e. dans l'ensemble des points par lesquels 

ne passe aucune hypersurface alg6brique 6vitant la surface. 

Cette formulation est int6ressante dans le sens oh elle g6n6ralise directement 

l 'obstruction habituelle ~ la convexit6 rationnelle qui est la pr6sence d 'un disque holo- 

morphe D s 'appuyant sur S e t  dont le bord OD borde dans S [15]. Ce disque d6finit 

un courant d'int6gration satisfaisant les hypotheses du (ii). Ce corollaire est 6galement 

rapprocher de deux r6sultats de nature plus pr6cise car produisant des courbes holo- 

morphes au lieu de courants, mais cette fois dans des enveloppes convexes polynSmiales 

(cf. [16] ou le w (c) pour une d6finition) : le fait qu'une courbe r6elle non polynSmialement 

convexe borde une courbe holomorphe (Wermer [18]) ou l'existence d 'un disque holo- 

morphe s 'appuyant sur un tore lagrangien pour une forme de K~ihler de C 2 (Gromov 

[6]). 

Une voie possible pour approcher une forme de K~ihler w par des hypersurfaces 

alg6briques est de g6n6raliser la formule de Crofton [13] en exprimant w comme une 

int6grale de courants d'int6gration, puis de discr6tiser cette int6grale. Une telle formule 

int6grale existe, r6pondant dans le cas des formes de K~hler g une question de Sullivan 

[17]. Elle peut donner lieu ~ une d6monstration 16g~rement diff6rente du th6or~me 1. 

Voici un 6nonc6 pr6cis : 

T H I ~ O R E M E  2 .  - -  Soit w une forme de K5hler sur C n e t  B une boule de C n. I1 

existe un plongement polyn6mial P de C "  dans un espace projectif C P  m et une fonction 
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f lisse et positive sur l'espace H a des hyperplans a1~nes complexes de C a tels que l'on 

ait l'dgalitd au sens des courants sur B 

= f .~ + fH d .  

o4 H m est l'espace des hyperplans projectifs de C P  m e t  d H  une mesure invariante par 

les isomdtries dans les deux cas. 

La premiere int6grale est une d6formation de la forme standard sur C a qui cor- 

respond par la formule de Crofton au cas off f e s t  constante, tandis que la deuxi~me, 

toujours par la formule de Crofton, est proportionnelle ~ P*wo off w0 est la forme de 

Fubini-Study. La d~monstration de ce r~sultat repose sur une amelioration du r~sultat 

de Lelong [91 communiqu~e ~ l 'auteur par J.-P. Demailly (cf. lemme 6, w ainsi que sur 

la formule d'inversion de la transformde de Radon complexe [5]. 

Voici comment s'organise ce texte : d an s  le premier paragraphe on montre la con- 

vexit~ rationnelle des surfaces isotropes, le deuxi~me est consacr~ ~ la preuve du corollaire 

tandis que la formule int~grale pour les formes de K/ihler fait l 'objet du troisi~me. Pour 

flair, on aborde dans la quatri~me paragraphe quelques questions ouvertes. 

Remerciements .  - -  Je ne saurais trop remercier Daniel Bennequin, ~ l'origine de 

toute cette dtude, Jean-Pierre Demailly et Nessim Sibony qui m'ont guid~ dans les voies 

de cette preuve ainsi qu 'Emmanuel  Giroux qui m'a d~voil~ les charmes de la formule de 

Crofton. J'aimerais ~galement t~moigner ma reconnaissance ~ Yasha Eliashberg, Wilhelm 

Klingenberg et l'Universit~ de Stanford pour leur hospitalit~ propice ~ l'~closion de ce 

texte. Je remercie enfin le referee de ses pr~cisions bibliographiques. 

1. C o n v e x i t ~  rationnelle d'une surface isotrope 

On se fixe une surface S, une forme de K/ihler w pour laquelle S est isotrope et un point 

x du compl6mentaire de S. I1 s'agit de construire une hypersurface algdbrique passant 

par x ~vitant S. Pour cels il est bon de savoir d6former des hypersurfaces algdbriques 

pour r~duire leur intersection avec la surface. 

(a) D~formations d'hypersurfaces 

Une hypersurface alg~brique sera dite transverse d S si chacune de ses branches est lisse et 

transverse ~ la surface en ses points d'intersection avec S. Si on se donne une orientation 

locale de la surface prbs d 'un de ces points, on peut associer ~ chaque branche y passant 
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un signe d'intersection. Dans toute la suite, les hypersurfaces utilis~es seront algSbriques 

et transverses ~ S, on ne le pr~cisera plus. 

Voici un proc~d~ d'~limination d'intersections (cf. [3], proposition 1) : 

LEMME 1. - -  Soit H une hypersurface qui coupe S en s localement par deuz branches 

de signes opposds. On peut ddformer H e n  une hypersurface dvitant s sans changer les 

intersections orientges avec le reste de la surface. Si H passe par x, on peut faire en sorte 

que la ddformge y passe encore. 

Ddmonstration. - -  Notons (P=O) l '~quation de H,  et L un polyn6me d'interpolation 

de Lagrange, nul en x et aux points d'intersection de H avec le reste de la surface. On 

va fixer sa valeur en s pour que la d~form~e (P+~L=O) ~vite un voisinage de s pour 

petit. Localement pros de s, si on choisit des coordonn~es complexes commen~ant par 

des ~quations ad~quates des deux branches de H,  le polyn6me P s'$crit ZlZ2f et S se 

projet te  dans le plan des ZlZ2 sur une surface tangente au plan z2--Zl-bazl avec [a[ <1 

du fait des signes opposes d'intersection. On en d~duit par un d~veloppement limit~ que 

R e ( ( z l z 2 f ( z ) / L ( z ) ) + 6 )  >1 ~+(1 -[a[)[Zl [ 2 - O([Zl [ 3) 

au voisinage de 0 sur la surface, si on prend L(s)=f(O) .  Donc la d~form~e de H ~vite la 

surface pros de se t ,  en fixant ~ assez petit, on ~vite l 'apparition de nouveUes intersections 

non voulues. [] 

On va maintenant pr~ciser comment d~former des hypersurfaces de fa~on ~ faire 

coincider des intersections de signes opposes. 

D d f i n i t i o n . -  Consid~rons une branche d 'une hypersurface, Sl, ..., smles  intersec- 

tions de la branche avec la surface et D1, ..., Dm les disques de rayon r ( r>0)  centr~s en 

ces points sur S. La branche sera dite r-souple si ces disques sont disjoints et si, pour 

tout  choix d 'un point ti dans chacun des disques Di, on peut d~former la branche pour 

que ses intersections avec S soient exactement les points ti, les signes d'intersection ~tant 

conserves. On dira qu'une hypersurface est r-souple si toutes ses branches le sont. Si, de 

plus, l 'hypersurface passait par x, on demande que ses d~form~es y passent encore. 

I1 existe beaucoup d'hypersurfaces souples. En effet, notons H l'espace des hyper- 

plans affines complexes (on dira simplement hyperplan darts la suite), T celui des hyper- 

plans non transverses ~ S et H8 celui des hyperplans passant par s. 

LEMME 2. - -  ( i )  T poss~de une base de voisinages dans H dont l'intersection avec 

H8 peut ~tre rendue de mesure aussi petite que l'on veut, uniform~ment en s sur la 

surface. 
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(ii) Si on se donne un voisinage de T ,  il existe une constante r teUe que les hyperplans 

hors de ce voisinage soient  r-souples. 

Ddmonstration.  - -  Pour le (i), on va montrer que l'intersection de T avec Hs est 

de mesure nulle, le passage h la conclusion ~tant sans difficult~ et laiss~ au lecteur. 

On remarque d 'abord que, pour des raisons de dimension, les (n -2) -p lans  complexes 

n'intersectant S qu'en s sont de mesure pleine parmi tous ceux passant par s. I1 suffit 

donc de voir que, si P e s t  un tel plan ne rencontrant S qu'en s, l 'intersection de T avec 

H p  est de mesure nulle dans l'espace H p  des hyperplans contenant P.  Or ceci r~sulte du 

th~or~me de Sard, car cette intersection coincide avec les valeurs critiques de l 'application 

de S priv~e de s dans H p  envoyant un point t sur l 'hyperplan engendr6 par t et P,  si on 

oublie le cercle des hyperplans contenant P non transverses h S en s. 

Regardons le (ii) (cf. [3], lemme 4). Le fait d 'etre hors d 'un voisinage de T fournit 

des bornes a priori sur le nombre des points d'intersection si d 'un hyperplan avec la 

surface, ainsi que sur le minimum de leurs distances mutuelles. Si, par exemple, (zl =0)  

~tait l'~quation de l 'hyperplan, sa d~form~e passant par les ti s'~crira (zl =L(z2,  ..., Zn)) 

off L e s t  un polyn6me de Lagrange. Les bornes a priori donnent un contrSle de la taille 

de L en fonction du maximum des distances de si ~ ti, donc de r et permettent  d'6viter 

la creation d'intersections non voulues avec S s i r  est assez petit. [] 

R e m a r q u e s . -  (i) Ce lemme reste vrai pour une surface plong6e dans un espace 

projectif en remplaqant les hyperplans affines par les hyperplans projectifs, la notion de 

souplesse 6tant d6finie de manibre analogue. 

(ii) On d6duit du lemme l'existence d 'une constante r fix6e dans la suite telle qu'en 

tout point de la surface passent deux hyperplans 2r-souples la coupant avec des signes 

opposes. En effet, si on choisit en tout point de la surface une orientation locale, on peut 

d6finir l'espace H + (resp. H~-) des hyperplans coupant positivement (resp. n6gativement) 

la surface en s. Comme la surface est totalement r6elle, on remarque que ces deux espaces 

sont de mesure non nuUe, minor6e uniform6ment en s sur la surface. Par  le lemme, on 

peut  donc trouver un voisinage de T dont le compl6mentaire rencontre h la fois H + et 

H~- en tout point de S et r n'est autre que la moiti6 de la constante associ6e par le 

lemme h ce voisinage. 

(b) Construct ion d'une hypersurface par x 6vitant la surface 

Fixons une triangulation (~-) de la surface dont les triangles sont de diambtre plus petit  

que r. On se donne une orientation pour chaque triangle, ainsi que deux hyperplans 

2r-souples le coupant positivement et n6gativement. On appelle H0 l 'union de ces hyper- 

plans, on peut  toujours supposer que Ho passe par x et 6vite les bords des triangles. 

6-945201 Acta Mathematica 172. Imprim6 le 29 mars 1994 
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Voici quelques notations suppl~mentaires. Appelons, pour une hypersurface Hj  ~vi- 

tant les bords des triangles, pj(~-) (resp. nj(~-)) le hombre de branches de Hj  coupant 

T positivement (resp. n~gativement). La difference i j = p j - n j  est en fait un cobord de 

la cohomologie simpliciale C2(S, Z) car une hypersurface intersecte toute composante 

ferrule orientable de S trivialement en homologie. Comme le cobord 0: CI(S,  Z)-- ,Im(0) 

admet une section lin~aire, il existe une constante a plus peti te que �88 telle qu'~tant donn~ 

un cobord b on puisse toujours trouver une 1-cochaine c v~rifiant Oc=b avec un contrSle 

du type Ilcll < (4(~) -1]lbll, off IlCll=SUPar~te s Ic(a)l et [Ibll=suPtriangle s Ib(T)l. Finalement, 

pour un entier relatif u, on note u + =sup(0,  u) et u -  =sup(0,  - u ) .  

Avec ces notations, on a les  r~sultats suivants : 

LEMME 3. - - / / e x i s t e  une hypersurface H1 et un entier k tels que 

Ilkio --Pl II + II k i + - n l  II < k~. 

LEMME 4. - - / / e x i s t e  une hypersurface r-souple H2 passant par x et vdrifiant n2 > Pl , 

p 2 > n l  et i 2 : - i l  pour tout triangle. 

Admettons provisoirement ces lemmes pour construire l 'hypersurface par x ~vi- 

tant  S. On peut  d~former H2 - -  qui est suffisamment souple - -  dans chacun des tri- 

angles de faqon h faire co'/ncider chaque intersection positive (resp. n~gative) d e / / 1  avec 

une n~gative (resp. positive) de/-/2. On fait co'incider par d~formation les intersections 

restantes de H2 dans chaque triangle par paire d 'une positive et d 'une n~gative. En ap- 

pliquant le lemme 1 ~ l 'hypersurface r~union de H1 et de la d~form~e de/-/2, on ~limine 

toutes ses intersections avec la surface ce qui termine la d~monstration car les d~form~es 

successives de H~ passaient toutes par x. [] 

Ddmonstration du lemme 4. - -  On va obtenir/-/2 par d~formation de k exemplaires 

de Ho. Grace au lemme 3, la somme k io§  peut s'exprimer comme un cobord d 'une 

1-cochaine c avec Ilcll < �88 A cette cochaine c on peut  associer une d~formation de kilo 

que l 'on va d~crire ar~te par ar~te. On se fixe une ar~te int~rieure orient~e a de la 

triangulation ainsi qu'une orientation de la surface pros de a. Des deux triangles adjacents 

a munis de cette orientation T1 et T2, l'un, par exemple le premier, induit l 'orientation 

donn~e sur l'ar~te. La d~formation consiste h faire passer c(a) intersections orient~es 

de T1 vers T2. C'est possible car l 'hypersurface kilo est suffisamment souple et poss~de 

assez d'intersections positives et n~gatives avec chaque triangle : le nombre maximal par 

triangle de branches susceptibles d 'etre d~form~es est major~ par ~"]~0~ Ic(a)l<-311cll <~ 3k 

tandis que le nombre minimal par triangle de branches positives comme de branches 

n~gatives est k. Pour une ar6te orient6e du bord, on fixe l 'orientation de son triangle 
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adjacent de fa~on compatible et on fait la ddformation du triangle vers rextdrieur de la 

surface. On vdrifie que l 'hypersurface H2 obtenue ainsi convient. [] 

Ddmonstration du lemme 3 . -  Comme H0 est assez souple, on peut  la ddformer 

pour associer le maximum d'intersections par paires de signe opposSs et les dliminer 

par le lemme 1. On obtient une hypersurface Ho vdrifiant fio=io et ~o=i +. On lisse 

cette hypersurface en une forme wl au sens o~, si (P=O) est l 'dquation de H0, on pose 

wl=i](P)dPAdP avec .f positive, de masse 1 et ~ petit  support  autour de 0. Pour une 

constante A assez grande, la diffdrence Aw-wl est une forme de Kiihler ~ sur une boule B 

contenant la surface S, qui induit une forme de signe constant sur chacun des triangles v 

d'intdgrale -i0(~-). On va approcher en trois dtapes ~ par une hypersurface pour conclure. 

On se donne e. 

La premiere dtape consiste, en appliquant le lemme 6 (cf. w ~ approcher ~ uni- 

formdment ~ ~ pros sur la boule B par une forme w~=(p/q)P*wo off P e s t  un plongement 

polynSmial de C ~ dans C P  m, w0 la forme de Fubini-Study et p/q un rationnel. 

Par  la formule de Crofton, on peut  exprimer w ~ comme une intdgrale de courants 

d'intdgration f H [ P - I ( H ) ]  dg (notations du th~or~me 2) oh dHest de masse totale p/q. 
Evalude sur un triangle t de la surface, cette formule intdgrale se traduit  par l'dgalitd 

w'=fH i[P-I( H), t] dH, i dtant l 'intersection homologique. 

La deuxi~me dtape est de ndgliger dans cette intdgrale un voisinage des hyperplans 

non transverses ~ P(S) de fa~on ~ ne manipuler que des hypersurfaces assez souples. 

Pour  cela, on choisit par le lemme 2 un voisinage V de T dont l 'intersection avec les H8 

est de mesure plus peti te que e. Toujours par le lemme 2 et puisque P e s t  un plongement, 

on en ddduit l'existence de ~ tel que les hypersurfaces P-:(H) soient ~-souples pour H 

hors de V. On se fixe une triangulation i t) plus flue que la prdcddente en triangles de 

diam~tre plus peti t  que ~. Par  le choix de V,  la diffdrence ~t w ' - - J 'H-v  i[P-:(g),t] dH 
est petite, de l 'ordre de eaire(t). 

La trosi~me dtape est la discrdtisation simultande de la formule de Crofton sur chacun 

des triangles t. Si on se donne un entier u, on consid~re pu hyperplans rdguli~rement 

rdpartis par rapport  ~ la mesure dH dans H.  On note H,, la rdunion des prdimages 

par P de ceux de ces hyperplans qui sont dans H - V .  Par  convergence des so,nines de 

Riemann vers l'intdgrale correspondante, on vdrifie que l 'on peut  choisir u assez grand 

pour que les diffdrences (qu)-:i~-ft w' soient de l 'ordre de 6aire(t) pour tout  triangle t. 

Comme Hu est 0-souple, on remarque qu'on peut la ddformer en une hypersurface H1 

vdrifiant p:(t)=i+(t) et n:(t)--i~(t) pour tout  triangle t. En  sommant ces estimdes sur 

les triangles t contenus darts ~-, et comme w est ~-proche d 'une forme de signe constant 

sur T, on obtient l'indgalitd suivante ]]nz- ki + II + IlPl- kio II < Ck~ oh C ne ddpend que de 

la triangulation (T) et k=qu. Ceci conclut si on avait choisi ~ assez petit  au ddpart. [] 



84 J. DUVAL 

2. C a r a c t d r i s a t i o n  e n  t e r m e s  d e  c o u r a n t s  

Commen~ons par quelques notations. On appellera j le plongement de S dans C a. On 

dcrira C:,: pour l'espace des courants rdels ~ supports compacts de bidimension 1, 1 sur 

C n, dual de l'espace C: ' :  des formes rdelles de bidegrd 1, 1. De m~me on aura Cm, Cm(S), 
C m et cm(s) les espaces de courants rdels de dimension m e t  de formes rdelles de degrd 

m sur C n ou sur la surface. Tous ces espaces sont rdflexifs. On notera encore C:j(S) les 
j .  

courants de C1,: supportds par S, i.e. ceux dans l'image de la composde C2(S)--.C2--,C:,1, 
d 

BI,: les (1, 1)-composantes de bords, i.e. ceux dans l'image de la composde C3--~ C2--* C1,1 

et P:, :  les courants positifs de C1,1, i.e. ceux qui sont positifs sur les formes positives. Pour  

finir, I ddsignera l'espace des formes de C: ' :  fermdes (et donc exactes) pour lesquelles S 

est isotrope. On constate que la somme C:,:(S)+BI,1 est dans l 'annulateur de I.  

Montrons d 'abord le sens (ii) ~ (i) du corollaire. Tout d 'abord le support  de T doit 

sortir de S. En effet, S dtant totalement rdelle, il existe une forme Cs fermde de bidegrd 

1, 1 pour laquelle S est isotrope (donc dans I)  strictement positive au voisinage de S 

(prendre Cs=iOOf off f coincide avec le carr~ de la distance ~ S pros de la surface [8]). 

De ce fait, si le support de T ~tait contenu dans S, on aurait T ( r  ce qui contre- 

dirait l 'hypoth~se que T e s t  dans C1,1(S)+B1,1 donc dans l 'annulateur de I.  Ensuite le 

support de T e s t  dans l'enveloppe rationnelle de S. En effet, si x n'est pas dans cette eno 

veloppe, on peut d~finir une forme Cx de I positive partout  et strictement positive pros de 

x ce qui conclut comme pr~c~demment. Voyons la construction de Cx: il existe une 

hypersurface alg~brique (P=O) passant par x ~vitant S que l'on peut supposer lisse 

en x et tangente ~ l 'hyperplan (z:=O) par un changement de coordonn~es. Donc les 

fonctions P: =P, P2=P+sz2, ..., Pn=P+sz,~ sont ind~pendantes pros de x et on v~rifie 

que r ~ j  f(Pj)dPjAdPj convient s i e  est assez petit  et f e s t  une fonction positive 

non nulle en 0 et ~ petit  support. 

Remarque. - -  A c e  stade, on peut  red~montrer le sens (i) ~ (ii) du th~or~me 1 (cf. 

[4]). En effet, si la surface est rationnellement convexe, on construit directement une 

forme de K/ihler pour laquelle S est isotrope en sommant Cs, un nombre fini de Cx 

qui apportent la positivit~ dans le reste d 'une boule contenant S e t  un terme du type 

iOOf([z[) pour la positivit~ en dehors de la boule. 

Int~ressons-nous maintenant au sens (i) =~ (ii) du corollaire (cf. [7]). L'hypoth~se est 

pr~cis~ment que PI,: ne rencontre la somme C:,:(S)+BI,1 qu'en 0 dans C1,1. Consid~rons 

r  forme de C: ' :  strictement positive et K l'ensemble des courants positifs valant 1 sur 

r et ~ support dans une boule B fix~e contenant S. On v~rifie comme dans [7] que K est 

faiblement compact. Si on admet provisoirement que C : , I (S )+  B:,:  est faiblement fermi, 

par le th~or~me de Hahn-Banach on r~cup~re une forme r de C: ' :  nulle sur C1,: (S )+B: , I  



UNE CARACTI~RISATION KAHLI~RIENNE 85 

donc dans I e t  strictement positive sur K ,  donc sur la boule B.  Par  t roncature du 

potentiel de r on peut  supposer que le support  de r est compact.  En lui a joutant  un 

terme de la forme iOOf(H) nul dans B e t  suffisamment positif en dehors, on obtient une 

forme de K~ihler pour  laquelle S est isotrope, ce qui conclut par  le th4or~me 1. 

La somme C1,1(S)+B1,1 est ferm4e car elle coincide exactement avec l 'annulateur 

de I ,  comme on le d4duit du lemme suivant : 

LEMME 5. - -  // existe un prolongement continu ~., des 2-formes exactes sur S vers 
les formes exactes de C 1,1. 

Soit alors un courant T dans l 'annulateur de I ,  on construit un courant ~ dans C2(S) 

en posant ~ ( r 1 6 2  pour les 2-formes exactes de S e t  en prolongeant cette d4finition 

par  le th4or~me de Hahn-Banach.  Par  construction, B = T - j . ~  s 'annule sur les formes 

exactes de C 1,1 car, s i r  est exacte, r 1 6 2  est dans I .  Donc B e s t  dans B1,1 et T e s t  

bien dans la somme C1,1(S)+B1,1. [] 

Ddmonstration du lemme 5. - -  Recouvrons un voisinage tubulaire de S d 'un nombre 

fini d 'ouverts  (Uj) munis chacun d 'une projection lin4aire complexe fj: Uj--~C dont la 

restriction h Uj n S  est un diff4omorphisme sur son image. Consid4rons une part i t ion de 

l 'unit4 (gj) associ4e au recouvrement (UjNS) de S que l 'on 4tend en des fonctions h 

valeurs complexes, ~ supports  dans les Uj et de sorte que la restriction ~ S de cSgj soit 

nulle, ce qui est possible car S est totalement r4elle (cf. HSrmander-Wermer  [8]). On 

consid~re maintenant  une 2-forme r exacte sur S. On peut  lui associer une primitive A 

d~pendant continfiment de r En restriction ~ l ' intersection UjNS, A s'4crit Re cS(hj ofj)  

grace au lemme du c9, avec un contr61e continu de hj en fonction de A. On v4rifie que r 

coincide avec la restriction ~ S de la forme Re 0cS[~-~j gj(hjofj)], ce qui conclut. En fait, 

ce lemme est encore vrai par une autre m4thode pour  les surfaces quelconques. [] 

On a bien les deux 4quivalences du th4or~me 1 et du corollaire du fait des implications 

montr4es : S est rationnellement convexe ~ il n 'existe pas de courant positif non trivial 

somme d 'un courant port4 pax S e t  d 'une (1, 1)-composante de bord =~ il existe une 

forme de K~ihler pour laquelle S est isotrope ::~ S est rationneUement convexe. 

3. Une  formule int~grale pour les formes de K~ihler 

Rappelons qu'il s 'agit de trouver, pour une forme de Kiihler w sur C n et une boule 

B donn~es, une fonction f positive sur l 'espace des hyperplans affines H de C n e t  un 

plongement polyn6mial P de C n dans C P  m tels que w soit la somme d 'un  multiple de 

P*wo et de wy sur B. Ici, w0 d4signe toujours la forme de Fubini-Study sur C P  m tandis 

que w f e s t  l 'int4grale de courants d' int4gration fH[H]f(H)dH. 
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Pour cela, on va montrer la densitd des formes proportionnelles ~ P*~0 paxmi les 

formes de K~ihler et le fait que les formes w I y ddcrivent un ouvert. Plus prdcisdment, 

ces propridtds vont se voir au niveau des potentiels des formes w, i.e. des fonctions r 

satisfaisant iO0~=w : 

LEMME 6 ([2]). - -  Soit r une fonction lisse strictement plurisousharmonique au 

voisinage de B. Elle est limite, dans la topoloyie Ck( B), d'expressions de la forme fa,p= 

a L o g ( ~ i  IPil2), a dtant un rdel et les Pi des polyn6mes en nombre fini. 

Ces expressions sont des potentiels de aP*wo pour l'application polynSmiale P de 

C n dans un espace projectif dont les composantes sont les Pi. On peut, en rajoutant si 

ndcessaire les polynSmes ezi, toujours supposer que P est un plongement. 

LEMME 7 .  - -  ~oit r une fonction d valeurs rdelles ddfinie au voisinage de B. 17 

existe une fonction g ddfinie sur H teUe que w9=i00r avec un contr6le de la forme 

]ig][oo ~<Cste HCHc2-(B). 

Si on admet ces deux lemmes, voici comment on conclut. Soit r un potentiel de 

w, c'est une fonction lisse strictement plurisousharmonique car w e s t  K/ihler. On peut 

trouver e tel que ~b-e]z] 2 soit encore strictement plurisousharmonique sur la boule B. 

Par le lemme 6, il existe a et P tels que la diffdrence r162  soit plus petite 

que e/Cste en norme Can(B). Le lemme 7 permet d'obtenir g telle que r soit le potentiel 

de Wg avec []g[[oo ~<e. Autrement dit, 

wg = iO0r = w-we - aP* wo 

et la forme w s'dcrit bien comme somme de aP*wo et de w(e+g) avec e + g  positive. [] 

Ddmonstration du lemme 6 ([2]). - -  Par un rdsultat de Lelong [9], on a la densitd 

LLo r des fonctions ]a,P parmi les fonctions strictement plurisousharmoniques. On peut 

toujours supposer ces fonctions lisses, quitte ~ rajouter une petite composante constante 

P.  Notons E le cSne des fonctions strictement plurisousharmoniques qui sont dans 

Ck(B) muni de cette topologie. Par convolution, les fonctions de la forme fa,P*g~, o~1 

g~ est une suite rdgularisante, sont denses dans E. Or, comme les fa,p sont lisses, les 

intdgrales de convolution sont approchdes dans Ck(B) par des sommes de Riemann de 

la forme b ~ i  fa,p(z-zj)ge(zj)  ]es zj 6tant dans le support de g~. En approchant les 

coefficients de cette somme par des rationnels, on en ddduit que les fonctions de la 

forme q-1 ~-~j nj  Log[ )-~i IPi(z-zJ)] 2] sont denses dans E. Ces fonctions peuvent s'6crire 

encore q-1 Log[l-Ij(~ IP~(z-z3)12) n~] qui sont bien de la forme fr en d6veloppant le 

produit. [:] 
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Ddmonstration du lemme 7. - -  Prolongeons r all del~ de la boule B e n  une fonc- 

tion lisse r & support dans la boule 2B avec un contr61e de ]]r par ]]r 

Par  la formule d'inversion de la transform6e de Radon complexe [5], on a l'6galit6 

suivante : r  l f (z+H)dH off Hl  est l 'espace projectif des hyperplans complexes 

lin6aires de C n, dH la mesure normalis6e invariante par l 'action de Un et f est la 

transform6e de Radon de A n - l r  donc falt correspondre ~ un hyperplan affine com- 

plexe l'intdgrale de A ~ - l r  sur cet hyperplan. On en d6duit par d6rivation l'6galit~ 

iO0r ~ iOOf(z+H)dg. Comme la fonction f(z+H), l 'hyperplan H ~tant fix~, 

ne d6pend que de la coordonn6e complexe ZH dans la direction orthogonale ~ H,  on peut 

r66crire cette 6galitfi comme suit : iOOq~(z) =f i l l  g(z+H)(i dzHAd2~) dH off g est la fonc- 

tion [ ] f ,  l 'op6rateur [] consistant ~ prendre le laplacien de f dans la direction complexe 

orthogonale ~ l 'hyperplan off l 'on se situe. On v~rifie que g coincide avec la transform6e 

de Radon complexe de An~b et que la derui~re 6galit6 traduit  bien le fait que r est un 

potentiel de wg. Ceci conclut car, par construction, []g]]~ est contrS16e par ]]A~r qui 

l'est par []r [] 

4. Quelques questions ouvertes 

(a) D'apr~s [4], toute sous-vari6t6 totalement r6elle rationnellement convexe est iso- 

t rope pour une forme de K/ihler. Inversement, les sous-vari6t6s isotropes de dimension 

sup6rieure - -  par exemple les sous-vari~t6s lagrangiennes (de dimension 3) dans C 3 - -  

sont-elles rationneUement convexes ? Les intersections entre une hypersurface alg6brique 

et une teUe sous-vari6t~ deviennent alors importantes - -  au moins des courbes r6elles - -  

donc plus difficiles ~ 61iminer. Cependant il n'existe, s ma connaissance, pas encore de 

contre-exemple. 

(b) Peut-on avoir des renseignements plus precis sur l'enveloppe convexe rationnelle 

d 'une surface non convexe ? Peut-on, par exemple, assurer l'existence d'une courbe holo- 

morphe s 'appuyant sur la surface avec un bord homologue & zfiro, quitte & rajouter  des 

hypotheses sur la surface ? 

(c) Une surface est dite polyn~mialement convexe si son compl6mentalre est rempli 

d'hypersurfaces algfibriques que l 'on peut d~former continfiment jusqu'$ l'infini. On peut 

voir, pour  une telle surface S, qu'il n'existe pas de courant positif s support  compact non 

trivial dont le bord est port6 par S. Du point de vue dual des formes, cel~ se traduit  par 

le fait qu'il existe une forme de K/ihler pour laqueUe S est isotrope exacte - -  i.e. cette 

forme admet une primitive globale exacte sur S. 

Cependant l 'exemple d 'un disque lagrangien de C 2 non polyn6mialement convexe 

[3] montre que cette propri6t6 n'est pas suffisante pour assurer la convexit6 polynSmiale. 
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Est-il possible de caract~riser g~om~triquement les surfaces polyn6mialement convexes ? 

(d) Restreignons-nous aux tores T totalement r~els rationnellement convexes dans 

le plan complexe C 2. On peut pr~ciser un peu le th~or~me d'approximation des fonc- 

tions continues sur T par des fractions rationneUes en localisant a priori tous les  p61es 

des fractions approchantes sur une courbe alg~brique A ~vitant T, appel~e la courbe 

d'approximation. I1 n 'y a pas unicit~ de A, mais l'~tude de la g~om~trie de la paire (T, A) 

semble int~ressante. 

Remarquons tout  d 'abord que T ne peut  pas border dans le compl~mentaire de A, 

car il existe une 2-forme complexe ferrule sur le compl~mentaire de A d'int~grale non 

nulle sur T. Pour cela, il suflit de constater qu'on peut, T ~tant totalement r~el, exprimer 

une aire sur T sous la forme f ( z ,w)dzAdw,  puis approcher suiIisamment f par une 

fraction rationneUe complexe s p61es sur A. 

En fait, il existe m~me sur le tore un cycle enlaqant A. C'est le bord du disque 

holomorphe D donn~ par le th~or~me de Gromov [6]. En effet, A doit rencontrer D sans 

quoi on approcherait uniform~ment toute fonction continue sur le bord de D par des 

fonctions holomorphes h l'int~rieur de D. L'intersection homologique de A et de D est 

donc non nulle car chaque intersection g~om~trique y contribue positivement (A et D 

sont holomorphes). 

I1 serait int~ressant d'avoir une preuve directe de la presence de ce cycle enla~ant 

A reposant sur l 'approximation par les fractions rationneUes. Car, en retour, cela impli- 

querait par exemple la non-exactitude des tores lagrangiens plong~s que Gromov d~duisait 

de l'existence du disque D. Remarquons pour finir que la propri~t~ d'enlacement de 

l 'hypersurface d'approximation n'est plus vraie en dimension sup~rieure, comme le mon- 

trent les exemples des surfaces isotropes exactes de C 3. 
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