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Introduction

Le but de ce travail(}) est de donner une justification de la méthode fonctionnelle, due &
Cayley ([5]) et utilisée par Berzolari et Severi pour trouver en particulier les formules sur
les coniques multisécantes aux courbes gauches ([1], [2], [26], [27]). On est sur un corps
de caractéristique 0 et on travaille sur C pour la commodité (utilisation de coordonnées
locales analytiques) ; on notera P?3 ’espace projectif complexe.

1. Apergu historique

Pour une courbe lisse X de P3 un probleme classique est de déterminer les sous-variétés
de P3 que sont en position spéciale par rapport 4 X, afin d’obtenir des formules énuméra-
tives. Avant de donner quelques exemples, on veut rappeler la définition d’un invariant
projectif d’une courbe X de P3, & savoir le nombre h de points doubles apparents de X :
c’est le nombre de points doubles d’une projection générique X de X sur un plan. Si X
est une courbe irréductible (lisse) de degré n et genre g, alors on a la formule classique
g=31(n—-1)(n-2)—h.

Voici maintenant des exemples de formules k-sécantes pour une courbe X CP?3 de
degré n avec h points doubles apparents :

— le nombre ¢(X)=h(n—2)~—(}) de trisécantes rencontrant une droite fixe (Cayley,
1863) ;

(1) Le contenu de cet article représente le thése de Doctorat de 'auteur. Pendant sa préparation
Pauteur a été boursier du Consiglio Nazionale delle Ricerche (I) et ensuite du Ministero della Pubblica
Istruzione (I). Je remercie mes parents pour leur soutien constant.
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— le nombre ¢(X) des coniques quadrisécantes & X et qui rencontrent quatre droites
fixées par ailleurs (Severi, 1900) :

= (o) i) el 4000 G)

Pour trouver ces formules les géomeétres Castelnuovo (1887), Berzolari (1900), Severi
(1900) ont utilisé la «méthode fonctionnelle», due & Cayley. La méthode fonctionnelle,
telle que la concevaient les Anciens, consiste & supposer que toute formule k-sécante pour
une courbe C est a priori de la forme p(n, h), fonction seulement des deus invariants pro-
jectifs de la courbe: le degré n et le nombre h vu plus haut. Il est alors possible de trouver
une «équation fonctionuelle» pour ¢, grace & quoi, on peut établir ¢ explicitement.

Remarque 1. — La plus grosse difficulté & propos de la méthode fonctionnelle est de
prouver que toute formule k-sécante est seulement fonction de n et h (cf. [29, pp. 7-10]).
Severi, commentant ses deux Notes de 1900, a bien conscience d’un besoin de justification
de la méthode fonctionnelle. 11 écrit en effet en 1950 : Le due Note vanno inquadrate nello
stadio di sviluppo della geometria numerativa di mezzo secolo fa. Di fronte alle esigenze
critiche moderne, gli strumenti usati hanno soltanto valore euristico, per quanto (secondo
lopinione di chi scrive) 1 risultati sieno sicurissimsi.

Justifier la méthode fonctionnelle est le but de cet article! Nos résultats ont été
annoncés dans la note {30]. Plus précisément, on démontre un théoréme qui donne
P’expression d’une formule k-sécante pour une courbe de degré n avec h points dou-
bles apparents: c’est un polynéme en n et h (de degré au plus k en n et [%k] en h, ou
[-] désigne la partie entiére). Le cas des droites k-sécantes a été traité dans [18]. Comme
ces polynomes P de Q[n,h] sont des polynoémes numériques (i.e. P(n,h)€Z, pour n
et h dans Z), on les décrira pour la commodité dans la base {(7) (;”) }i,j de Q[n,h] ol
(1)=n(n—1)...(n—i+1)/i!. Cela permet de simplifier les calculs et de donner une forme
«plus jolie» aux formules (cf. [27, p. 93]).

2. Le point de vue moderne

Dans tout ce qui suit, on note X une courbe lisse de P2 de degré n avec h points doubles
apparents. Dans Darticle, tout schéma sera de type fini sur C et « point» signifie « point
fermén.

Pour utiliser nos techniques, on aura besoin du schéma de Hilbert Hilb* X, para-
métrant la donnée de k points sur la courbe X. Cette idée est déja implicite dans Severi
(cf. [28]) quand il dit : Consideriamo la varietd oo*U delle quaderne di punti della curva
X contenuta nella varietd 00'?Z di tutte le quaderne di punti dello spazio .... En termes
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modernes, la variété U est remplacée par le schéma Hilb*X et la variété Z par le schéma
Hilb* P2, de dimensions respectivement 4 et 12. Donc, il sera intéressant de connaitre la
classe d’équivalence rationnelle [Hilb* X] du schéma de Hilbert des k-uplets de X dans le
groupe de Chow CH(Hilb’C P3). On désignera en effet par CH(Z) le groupe de Chow d’un
schéma Z ; c’est un anneau si Z est non-singulier (voir [7]). On dira souvent «cyclesy au
lieu de «classe de cycles».

Généralités sur les schémas de Hilbert ponctuels. — Si X est un schéma projectif,
rappelons (cf. [9]) que Hilb* X est le schéma de Hilbert associé au polynéme constant
k (keN). Ensemblistement Hilb*X est Pensemble de k-uplets, contenus (schématique-
ment !) dans X, c’est-a-dire, plus précisément, des sous-schémas £ C X avec dim£=0 et
long(¢)=k (i.e. dimg ['(X,O¢)=k). Autrement dit Hilb*X paramétrise les idéaux I(¢)
de Ox avec Supp(OxlI(g)) fini et dime I'(X, Oxlg(g))=k.

Conventions. — On posera Hilb®X={@}. On parlera dans la suite de doublet au
lieu de 2-uplet, triplet pour 3-uplet, quadruplet pour 4-uplet.

Dans (Hilb*X) x X, notons Z*(X) le revétement tautologique de Hilb* X dont I'en-
semble sous-jacent est formé de (£, z) avec z€€. La restriction g de pr; & Z*(X) est plate,
ce qui revient & dire que la longueur des fibres est constante, égale a k. Notons que, par
définition de Z*(X), la fibre Z*(X); est ¢.

Propriété universelle de Hilb*X. Soit S un schéma arbitraire. Si ZCSxX est un
revétement (ramifié) de S & k feuillets, via la premiere projection, alors Z est obtenu
de Z*(X) par changement de base, via un unique morphisme de schémas f: S— Hilb* X.
(Remarquer que f n’a aucune raison d’étre plat !)

Soit U un ouvert de C contenant 0 et soit £ C X x U un revétement fini, plat de U, ce
qui encore une fois, revient 4 dire que &5 a une longueur constante k. D’apres la propriété
universelle, on a un morphisme U —Hilb*X : en particulier, ce morphisme est continu,
donc on a lim,_,0&;=&p, dans Hilb* X. On utilisera constamment ce procédé dans Uarticle
pour montrer qu’un k-uplet & cHilb* X est dans 'adhérence d’un ouvert de Hilb* X .

Plus généralement si T'/S est un schéma relatif, on définit le schéma relatif Hilb* T/S
sur S qui vérifie également une propriété universelle. Une conséquence de cette propriété
est 'égalité de schémas: (Hilb* T/8),=Hilb*(T;) si s€S.

Remarque II. — Soit X un schéma, £ CX un k'-uplet, £”CX un k”-uplet avec
N’ =2. Si on note £=¢'UE", c'est un (k+k')-uplet de X et 'on a un isomorphisme
schématique d’un voisinage de £ dans Hilb* **"X sur un voisinage de (¢’,€”) dans
Hilb* X x Hilb* X. Pareil dans le cas relatif Hilb* t*'X/S ot X/S est un schéma re-
latif.

18 —945202 Acta Mathematica 172. Imprimé le 28 juin 1994
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Les schémas considérés auront en général dans ce qui suit une structure nilpotente!
En particulier, surtout ne pas confondre Hilbk(xred) et (Hilka red-

Si Z est un sous-schéma de X, on notera aussi [Z] sa classe d’équivalence rationnelle
en tant que cycle, dans le groupe de Chow CH(X). Si dim Z=k alors [Z]€ CH(X).

L’idée principale. — On va déformer platement X en un schéma Y de P3 tel que
Hilb* X et Hilb*Y soient rationnellement équivalents, d’olt I’égalité des classes de cycles
[Hilb* X]=[Hilb* Y). L’intérét est que le schéma Y que I'on trouve est tel que Hilb* Y est
réductible, mais on sait compter ses composantes !

La technique tout au long du travail consiste 4 présenter des k-uplets donnés £ de
P3, comme limite d’une famille & un paramétre (£,),cc de k-uplets plus simples. Cela
sera en particulier le cas, par définition du schéma de Hilbert, quand on a la donnée d’un
sous-schéma de P2 x C, fini sur C avec longueur des fibres constantes (platitude). C’est
cette vérification de la longueur constante (quand s—0) qui est essentielle pour ce que
nous faisons.

Soit X une courbe dans P3 de degré n et X la projection (générique) sur un plan P.
On notera (M;)i1<j<r les h points doubles ordinaires de X. Alors, il existe (cf. [10, HII,
§9, p. 259]) un schéma relatif I de base C, avec la fibre I'; en 1 égale 3 X et (I'g)rea=X X
De plus, la famille (Ty), forme une famille plate sur C. Le schéma I’y est la réunion de
X et des voisinages infinitésimaux a 'ordre 1 dans P3 des points M; (1<j<h) de X
comme il est montré dans [18, remarque 2, p. 175]. (Si m est I'idéal de M dans Ops, alors
le voisinage infinitésimal & I’ordre 1 de M est défini par 'idéal m? dans Ops.)

Résultat. — On montrera au paragraphe III ’équivalence rationnelle
[Hilb* X] = [Hilb* T;] ~ {[Hilb* ['g]}+

dans Hilb* P3, o {-}; désigne la partie de dimension k d'un cycle (cf. [7, p. 10]).

La partie principale de notre travail (paragraphe IT) donne une expression ezplicite
de {[Hilb*T']}1 comme combinaison linéaire de cycles fixés qui ne dépendent ni du degré
n de la courbe X ni du nombre h de ses points doubles apparents. Voir le théoréme qui
suit.

3. Le théoréme principal et quelques applications

Les énoncés précis du théoréme et du corollaire ci-dessous se trouvent au paragraphe III.

THEOREME. — Pour tout entier k>0 il existe des cycles C;; dans le groupe
CH(Hilb’C P3) tels que pour toute courbe lisse X de degré n dans P? avec h points doubles
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apparents, on ait I’égalité des cycles (avec Cpo=0):

Hilb* X = (h> (7,‘)0- .
[ ] ogg'sk J ogz‘g—zg‘ i)

Expliquons sur un exemple simple la démonstration du théoréme. Dans ce qui suit,
k=3. Soit X CP3 une courbe de degré n=3 avec h=1 (cubique lisse). Soit Xla projection
de X sur un plan P. On déforme la courbe X en trois droites Ly, Lo, Lz de P, telles que
L;N Ly soit le point double M de X. On notera Ty (resp. A1(83)) le schéma défini comme
la réunion de X (resp. des trois droites) et du voisinage infinitésimal  'ordre 1 dans P
du point M. Alors, on a I'égalité des cycles: [Hilb®X]={[Hilb3Iy]}s={[Hilb3A,(3)]}s.
Mais {[Hilb3A;(3)]}3 est formé des seules composantes adhérences de:

(1) 3 composantes Hilb® L; (1<4<3) ; on notera plus simplement A leur classe d’équi-
valence rationnelle ;

(2) 6 composantes birationnelles 3 (Hilb®L;)xL; (1<i,5<3); on notera B leur
classe ;

(3) une composante birationnelle & L, x Ly x L3 ; on notera C sa classe ;

(4) une «composante» formée des triplets composés d’un doublet d de support M
et d’un point simple sur L1 ULs. On notera cette composante D (remarquer que D n’est
pas trréductible) ;

(5) une composante formée des triplets composés d’un doublet d de support M et
d’un point simple sur Lz. On notera cette composante E.

Dot D'égalité des classes d’équivalence rationnelle [Hilb®X]=34+6B+C+D+E
dans Hilb®P3. De cette facon, on justifie en général ’étude des composantes du schéma
Hilb* T,

Une conséquence importante du théoréme est le corollaire suivant (voir ’énoncé
précis au théoréme 6, paragraphe III).

COROLLAIRE. — Soit V une variété compléte non singuliére ; soit f: V —Hilb* P¥
un morphisme localement intersection compléte et f*: CH(Hilb* PN )—CH(V) le mor-
phisme associé entre groupes de Chow.

Alors, pour tout cycle a de dimension 2k dans V et pour toute courbe lisse C de
degré n dans PV avec h points doubles apparents, le degré du zéro-cycle a- f*[Hilb* C]
est de la forme (avec c;;€Z et coo=0).

h\ (n
P[RR — B
deg(a- f*[Hilb"C]) E E .c,] (]) (z)
0<i<[k/2] 0<i<k—2]

Noter que le nombre deg(a- f*[Hilb* C]) donne une définition correcte d’une expres-
sion vague comme «nombre d’objets de V' qui sont k-sécants 3 C, tout en vérifiant la
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condition a par ailleurs».

Ce résultat permet de trouver de nombreuses formules k-sécantes relatives & une
courbe.

Nous donnons dans le paragraphe IIT une application de ce corollaire, au cas des
conigques multisécantes & une courbe. C'est le but initial de ce travail !

4. Plan de D’article

Au paragraphe 1: soit Ap(N) le schéma défini comme la réunion de NV droites (contenues
dans un plan P), dont 2p passent par les p points d’un ensemble fini P, et du voisinage
infinitésimal & Pordre 1 (dans P3) de I’ensemble P. On construit des cycles C;fa dans
Hilb* P3 et on montre que la classe d'équivalence rationnelle [Hilb*Ap(N)] s’exprime
comme combinaison linéaire des cycles C;?,U (théoréme 1).

Le paragraphe II est consacré a étudier la classe d’équivalence rationnelle entre les
cycles [Hilka.(,),] dans Hilb* P3, ot1 X0 est une courbe plane quelconque de degré n ayant
comme singularités uniquement des croisements normaux, avec P CSing X°; X% est la
réunion schématique de X° et du voisinage infinitésimal & 1'ordre 1 (dans P3) de P. La
encore, on montre que [Hilb* X3] est combinaison linéaire des cycles C¥, (théoréme 3).
On se raméne pour cela au schéma Ap(N) en déformant X° en n droites si n>2 Card P.

Au paragraphe 111, on applique les résultats des paragraphes précédents pour ex-
primer la classe [Hilb*C] d’une courbe C de I'espace projectif P comme combinaison
linéaire des cycles C]’?,L,. Pour cela, on utilise une déformation de C en le schéma X2 vu
plus haut ; en étudiant la déformation correspondante de Hilb*C en Hilka%, on arrive

a exprimer [Hilb'c C] comme combinaison des C¥_, avec pour coefficients des polynémes

3,07
numériques en n et h. Le corollaire cité plus haut en résulte alors presque immédiatement.

Dans la version originale envoyée au referee, se trouvait une Annexe. Nous avions
regroupé dans cette Annexe, tous les calculs auxiliaires qui auraient alourdi le cours du
texte. Pour manque de place, nous avons supprimé cette Annexe.

5. Les remerciements

Je remercie vivement Patrick Le Barz, pour m’avoir confié I’étude d’un sujet si passion-
nant. Je remercie également G. Elencwajg, A. Collino, J. Briangon, J. L. Cathelineau qui
on participé au jury de cette thése, car leurs remarques ont été précieuses.

Merci enfin au referee dont les critiques ont grandement amélioré ce travail.
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L Les cycles C¥,

La nature du chapitre est technique. On commence par résoudre un probleme de type
combinatoire sur des urnes et des tickets. Cela nous permettra de donner une expression
trés simple aux formules qu’on rencontrera au cours de notre travail. Ensuite, on construit
les cycles C’j’f , Dar lesquels on va exprimer dans le paragraphe 111, la classe d’équivalence
rationnelle de Hilb*C ol C est une courbe lisse de P3.

Pour décrire les schémas qu’on rencontrera plus loin, on introduit un schéma, noté
X, qui nous servira comme modeéle local. On étudie alors les k-uplets contenus dans Xg
et on donne I’expression de leurs idéaux en coordonnées.

1. Les cycles C;ia

Par la suite, on aura besoin de résoudre un probléme simple, de nature combinatoire que
I’'on va énoncer de la fagon suivante :

Probléme 1. — Soit n€N et supposons qu’on ait o; tickets qui portent le numéro
¢, pour 1<i<n. Supposons par ailleurs données M urnes. Combien y a-t-il de fagons de
mettre les o, tickets avec le numéro ¢ dans o; urnes différentes, en supposant que chaque
urne contienne au plus un ticket? La réponse au probléme est fournie par la proposition
suivante :

PROPOSITION 1. — Le nombre cherché, que l'on notera P,(M), est une fonction
polynéme de M dont la valeur est

PoM) = (Z) (M(;;al) (M—(al+a;:...+an_1))'

(On fait la convention (A(;I)=1.) De plus P, est un polynéme numérique, c’est-a-dire
Py(z)€Z sizcZ.

Démonstration. — Facile. On remarquera que deg P,(M)=01+...+0,.

Notations 1. — Soit N*=N\{0}. Pour c€NN") cest-a-dire o est une suite
(01,02, ...) s'annulant A partir d’un certain rang, posons s(o)=Y i~ i0; et l(o)=Y_2, 0.
On appellera alors somme de la suite o le nombre s(o) et longueur de o le nombre (o).
Evidemment [(c)<s(0). Ainsi deg P,(M)=I(c). En particulier, on notera {e‘} la «base
canoniquey de NN ; donc e? est la suite (0, ...,0,1,0, ...) avec 0 partout sauf & la i-iéme
place ot il y a 1. Dans ce cas, on a s(e?)=1 et I(e’)=1. Il est commode de poser e®=0.

On va généraliser cette définition au cas c€Z(™N7),
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Définition 1. — Pour toute suite a=(ai)i€Z(N‘) on pose P,(M)=0 si ¢ a au moins
une composante <0, sinon P,(M) est donné par la valeur de la proposition 1.

Avec un raisonnement combinatoire trés simple sur les urnes et les tickets (cf.
probléme 1) on démontre la proposition suivante, qui généralise la formule

M+1\ (M + M
k) \k k-1)°
PROPOSITION 2. — Pour toute suite s€ZN") et pour tout M€Z on a la formule

Po(M+1)=P,(M)+3.22, P,_.:(M). (Rappelons que P,(M)=0 si c€Z™N") a au moins
une composante <0.)

Par ailleurs, on sait [12] que le schéma Hilb* P3 est réductible pour k grand. On
donne donc la définition :

Définition 2. — On note Hilb¥ P3 la composante de Hilb* P? adhérence des k-uplets
simples (c’est-a-dire formés de k points distincts).

Notations 2. — On dessinera / un doublet de support un point, c’est-a-dire iso-
morphe & Spec Cle] avec Cle]=C[T}/(T?) ou T est une indéterminée.

Remarque 1. — Tout doublet d de C* (ou P3) est contenu dans une unique droite,
notée Axe(d). C’est clair si Supp(d) est formé de deux points. Sinon, dans Og=
Clz,y,2]/I(d), qui est de dimension 2, on a deux relations entre les classes 1,Z,7, Z,
quon reléve i C[r,y,2]; par exemple §=az+01 et Z=vZ+61. Remarquer également
que Hilbi P3=Hilb® P3.

Les doublets de P3 de support {M} s’identifient alors aux droites passant par M. (A
une telle droite D, on associe le premier voisinage infinitésimal de M sur D.) Maintenant,
définissons précisément les cycles C;?ya.

Définition 3. — Pour tout k€N, pour toute suite o=(0;); ENN") et pour tout
entier j tel que s(0)+2j<k on note C;-“,UCHilbg P3 le cycle suivant : on choisit j points
My, ...,M; dans un plan P de P3. Pour chaque point M; (1<i<j) on considére deux
droites D] et D! du plan P avec DiND!={M;}. On se donne aussi /(o) droites L,
(1€axl(o)) de P, ne passant par aucun point M;.

(a) Alors le cycle C;-ia est ’'adhérence dans Hilbﬂ.c P23 des k-uplets formés de:

— j doublets d, ...,d; de support respectivement M, ..., M;;

— k—2j—s(o) points simples distincts sur les droites D] et D! (1<i<j) en
dehors des M; ;

— s(o) points simples distincts placés sur les [(o) autres droites de la facon sui-
vante :
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exactement 1 point sur chacune des o7 droites Ly, ..., Ly, ;
exactement 2 points sur chacune des o9 droites Ly, +1,..., Lo,, €tc.
(b) De plus,
() si j=0 et s(c)#k on pose Cf ,=@;
(B) par ailleurs, on étend la définition de C}“’U 3 0€ZM™") en convenant C;?’ =9
si o a au moins une composante <0.

Remarque 2. — On voit que C}fa n’a aucune raison d’étre irréductible! (Cela résulte
de la position arbitraire des k—2j—s(o) points sur les droites D] et D.)

Comme complément & la définition précédente on a la proposition suivante :

PROPOSITION 3. — La classe d’équivalence rationnelle C;?’,U dans Hilb P? ne dépend
pas du plan P ni du choiz dans le plan P des points M; (1<i<j), des droites D] et D}
(1<i<j) et des l(o) autres droites Ly, ..., Ly(o).

Démonstration. — Soit P un autre plan et soit u; € Aut(P3) avec u;(P)=P. Soit
u: P'— Aut(P3) une courbe rationnelle avec u(0)=id et u(1)=u,;. Par ailleurs, & tout
vEAut(P3) est associé &€ Aut(Hilbs P3). Si on pose C59=ii;(C57), on voit qu’on a
I'équivalence rationnelle C5J~C¥J. On est donc ramené & prouver la proposition pour
P=P. Soit C;-fa le cycle comme dans la définition 3. Donnons-nous j autres points
(i)1<igy> 27 autres droites (Af)icig; et (AY)i<ig; dans P telles que AJNAY={u;}
pour tout 1<4<j. Donnons-nous enfin (o) droites (A;)1<i<i(o)- Notons D¥ , le cycle cor-
respondant aux points (u;)1<ic; et aux droites (A])i1<igj, (A )1<igs (M)igigi(o) dans
la définition 3. On transforme alors le point M; en le point y;, la droite D] en la droite
Al et la droite Dy en la droite AY, dans une déformation dont la base est P!. Cela
en laissant fizes les autres points et droites. Et ainsi de suite jusqu’a M; en p;, D; en
A;-, D;-' en A;-’ , chaque transformation considérée transformant seulement le point M;
et seulement le couple des droites (D}, D!). Puis de la méme maniére on transforme
successivement les [(o) droites (L;)1<i<i(o) en les droites (Ar)1<i<i(o)- En conclusion, via
une suite de j+1(o) déformations de base P! on transforme le cycle C}f - €n le cycle D;?’g.
D’ou lassertion de 1’énoncé.

La proposition 3 nous permet de parler de la classe d’équivalence rationnelle du cycle
C¥, dans le groupe CH(Hilb% P?) (définition 2) ; nous la noterons encore C;-fc par abus.

2. La forme des k-uplets

Soit P un plan fixé dans I’espace projectif complexe P3. Dans le plan P, on considére un
ensemble P formé de p points en position générale et une courbe X° de degré N du plan
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P passant par les p points, avec P CSing X°. On suppose que les singularités de X° sont
uniquement des croisement normauz. Notons P(!) le voisinage infinitésimal & I’ordre 1
(dans P3) des points de P, ce qui correspond & Spec C[z,y, 2]/(z, y, 2)*.

Définition 4. — Avec les notations précédentes, on notera X% le schéma formé de
la réunion schématique de la courbe plane X° et de P(V).

On veut par la suite (c’est le coeur de I'article) déterminer les différentes composantes
de Hilb* X9,.

Notations 3. — Soit P un ensemble de p points en position générale dans le plan P.
Considérons 2p droites passant par ces p points et N—2p autres droites en position
générale (i.e. ni trois des droites concourantes ni deux se coupant sur une des 2p droites
précédentes). Notons A(N) la courbe réunion de ces N droites. On notera Ap(N) le
schéma (A(N))p défini comme la réunion de A(N) et de P1). Ce schéma n'est défini
que pour N 2=2p.

N.B. Pour tout schéma X on a: Hilb’°X #@, puisque c’est {@} (cf. Conventions
dans PIntroduction).

Définition 5. — Un schéma de dimension 0 est dit quasisimple si c’est une réunion
(disjointe) de points simples et de doublets (simples ou isomorphes & Spec Cle]). Il forment
un ouvert de Hilb*P3.

Remarque 3. — Un k-uplet quasisimple de P2 est évidemment contenu dans Hilbk P3
(définition 2; si d est un doublet de support {M}, déformer d en deux points de Axe(d),
Axe(d) ayant été défini dans la remarque 1).

Définition 6. — Disons qu’un k-uplet dans X3 est standard s’il est limite de k-uplets
quasi-simples de X% (définition 5 ci-dessus), sinon, on le dit non-standard.

Notations 4. — Nous notons Hilb* X%CHilka% le fermé des k-uplets standard de
XY, On le considére donc, par définition, comme sous-schéma réduit de Hilka%.

Remarque 4. — On a Hilb¥® X3 CHilb} P? d’aprés la remarque 3.

L’utilité de la définition 6 vient de ce qu’en général, un k-uplet dans X7°> n’a aucune
raison d’étre limite de k-uplets simples de X$. (Considérer d, dZ P, un doublet de support
un point de Sing X°.) Mais il sera en général limite de k-uplets quasi-simples de X3.

Remarque 5. — 1l existe cependant des k-uplets dans X—‘,’, qui sont non-standard.
Mais on connait leurs idéaux et on montrera (proposition 12) qu'’ils n’interviennent pas
dans les calculs de classes de cycles dont on aura besoin.
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Nous sommes intéressés (paragraphes II et IIT) par des schémas qui sont des courbes
planes avec des composantes immergées dans leur lieu singulier. Le schéma Xy que nous
introduisons servira d’étude locale au voisinage des points doubles de nos courbes. 1l a
déja été utilisé dans [19].

Définition 7. — Choisissons un systéme de coordonnées [z:y:2:t] de P? tel que le
plan P ait pour équation z=0 dans P3\ H (ol H est le plan & l'infini ¢=0). On notera
X le schéma réunion schématique des deux axes des coordonnées Oz et Oy dans le plan
P={2z=0} et du voisinage infinitésimal & I’ordre 1 (dans P3) de ’origine O.

On remarquera que le schéma Xo coincide avec le schéma Ap(2) ot P={O0} (no-
tations 3). Le schéma X, a pour idéal dans Jo=(z,y, 2)*N{(zy, z2)=(zy, z2,yz, 2%) car
'idéal d’une réunion est l'intersection des idéaux. Le réduit associé Xy=(X¢)rea a pour
idéal (zy, z): c’est la réunion de deux axes des coordonnées. De plus, schématiquement
X,=%XoNP car (zy, z)=Jo+(z). (L’idéal d’une intersection est la somme des idéaux.)

La proposition suivante, dont la démonstration est fastidieuse mais élémentaire, nous
dit d’abord quel est I’idéal d’un k-uplet contenu dans Xg=%,NP.

PROPOSITION 4. — Soit I l’idéal d’un k-uplet & de support {O} contenu dans X5=
XoNP.

Alors I a l'une des deuz formes :

() (zy,z% 9% 2) avec a+b=k+1,

(ii) (zy,z%+By" z) avec a+b=k et $#0.

Avec des calculs simples en coordonnées locales, on démontre la proposition suivante
qui nous donne l'expression de I'idéal d’un k-uplet contenu dans le schéma ¥, (et non

plus X3).

PROPOSITION 5. — Soit I l'idéal d’un k-uplet & dans X, de support {O}.
Alors I a ’une des quatre formes:

(i) (zy,z°, y”, z) avec a+b=k+1,
si & C P
(ii) (zy,z*+By% 2) avec a+b=Fk et B#£0.

(iii) (zy,z2,y2,22%,2%+cz,y°+c'2) avec a+b=k
(c,c' quelconques),
st {0 ¢ P A
(iv) (zy; z2z,y2,2%,2%+ByP+v2z)  avec a+b=k—1 et B#0
(v quelcongque).
Remarquer que les cas (iii) et (iv) s’excluent mutuellement, les intersections de &
avec ’axe des z (resp. y) ne pouvant étre identiques toutes les deux.
Toujours fastidieuse mais élémentaire, est la preuve de la proposition suivante :
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PROPOSITION 6. — (1) Des quatre types précédents de k-uplets :

(a) les types (i), (ii) et (iii) sont standard dans X, (définition 6),

(b) alors que le type (iv) est non-standard.
(2) De plus, un k-uplet standard £ de X peut selon le cas étre limite de :

premier cas : une réunion de k—k' points simples distincts sur un des azes de co-
ordonnées et k' points simples distincts sur Uautre axe, pour 1<k’<k;

deuziéme cas: une réunion d’un doublet dy de support O (do¢ P), de k' points
simples distincts sur un des azes et k—(k'+2) points simples distincts sur Uqutre

are.

Dans chacun des deux cas, les k-uplets standard correspondants forment (pour
chaque k') une composante irréductible de dimension k de Hilb* X, (cf. aussi la propo-
sition 9). Que dans le deuxiéme cas la dimension soit k est clair, car dy dépend de
deux parameétres (puisqu’il correspond & une droite de P® passant par O), d’ou k'+
k—(k'+2)+2 paramétres en tout.

Notations 5. — On désigne par Hilb* X, le fermé (réduit par définition) des k-uplets
standard dans Xg. C’est un cas particulier de notations 4, puisque X, est un cas particulier
de X%.

PROPOSITION 7. — Le schéma Hilb* X, est génériquement réduit le long de chacune
des composantes (toutes de dimension k) du fermé Hilb’,f Xo.

Démonstration. — Soit §€Hilb',f Xo un k-uplet standard de X,. D’apres la proposi-
tion 6 précédente il peut se présenter deux cas: ou £ est limite d’une réunion de k points
simples distincts, ou £ est limite d’une réunion d’un doublet de support O non contenu
dans le plan P et k—2 points simples distincts. Dans le premier cas, la proposition 7 est
évidente. Donc, il suffit de regarder le deuxiéme cas, pour lequel on peut se ramener 3
§=dy, avec dy doublet de support O, non contenu dans X¥;=%XoNP. Soit alors I 'idéal
d’un tel doublet dy. L’idéal Iy est de la forme Iy=(z2,z+ Az, y+uz) avec A\, u€C. Une
carte de Hilb> C? en dy est donc (u,u',a,a’,b,b') correspondant 4 I'idéal

I=(Z2+uz+u', 2+ 2+az+a', y+pz+bz+b).

(voir par exemple [13, p. 302]). D’aprés [8, propositions 0.5 et 0.6], le germe de Hilb® %,
en dg est défini par les équations u=u'=a'=b'=0. On voit ainsi que Hilb® %, est, au
voisinage de dg, non-singulier, donc réduit.

PROPOSITION 8. — Soit £ un k-uplet non-standard dans Xo. Alors & est limite dans

Hilb* X, de k-uplets de Xq qui sont réunion disjointe de k—3 points simples distincts de
O et d’un triplet (non-standard) XoNP’ ot P’ est un plan distinct de P, passant par O.
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Démonstration. — On se ramene a Supp £=0. D’apreés les propositions 5 et 6, 'idéal
de £ est de la forme I=(zy,zz,yz,22%,2°+Py?+7v2) avec k=a+b+1 et 3#0. On pose
pour s#0

I, = (zy,z2,y2, 2%, 2(z* "1 =52 )+ By(y* 1 =1 +72).

(En convenant z°71—

s~ 1=1si a=1; de méme pour b.)

Alors, on voit par un calcul simple mais élémentaire que I,=I'NI"NI" ol

— I'=(z%1—5%"1 4, 2) est I'idéal de a—1 points simples sur 'axe des z ;

— I"=(y* 1 —sP"1 1, 2) est I'idéal de b~ 1 points simples sur I'axe des y;

— I"=(s*"1g+Ps*"ly—vz)+m? est I'idéal du triplet non-standard intersection du

plan d’équation s lz+4s°~1

y—~2=0 avec le premier voisinage infinitésimal dans P3 de
Porigine (d’idéal m).

On a I,—1I si s—0 car I, est bien un idéal de longueur constante k (comme 'idéal I),
car (a—1)+(b—1)+3=a+b+1=k, d’ou la platitude de la déformation (voir Introduction,

§2).
Comme conséquence de la proposition précédente on a la

PROPOSITION 9. — Les k-uplets non-standard forment des composantes irréduc-
tibles de dimension k—1 de Hilb* Xo.

Démonstration. — Soit 7 le triplet 7=XoNP’' ot P’ est un plan passant par O,
ne contenant ni 'axe Oz, ni 'axe Oy. On va voir que 7 n'est pas limite dans Hilb? %,
de triplets quasisimples. En effet, 7 ne peut étre limite de triplets simples de Xy, car
on aurait 7 contenu dans P'. Par ailleurs, si £;U£] est un triplet formé de la réunion
d’un point simple £ situé sur Paxe des = par exemple et d'un doublet &;' de support O,
alors le triplet 7 est nécessairement dans un plan d’équation a(t)y+0(t)z=0, car on sait
(remarque 1) que &' est contenu dans une droite passant par O. Un tel plan ne peut
pas tendre vers le plan P’ d’équation z+ 8y++vz=0. Or la proposition 8 montre qu'un
k-uplet général £ non-standard de Xo est donné par la réunion de a¢—1 points simples
sur 'axe des z, de b—1 points simples sur I’axe des y et du triplet 7=XoNP’ ot P’ est
un plan passant par O.

On voit donc qu'un tel £ n’est pas limite de k-uplets quasisimples de ¥, (donc
n’est pas limite de k-uplets standard). On obtient donc ainsi, suivant a et b différentes
composantes irréductibles de Hilb* X;. Qu’elles soient de dimension k—1 est clair, car un
k-uplet générique d’une composante est réunion de a+b—2=k—3 points simples et d’un
triplet 7 qui dépend de deux parametres seulement ; en effet 7 est déterminé par le plan
P’ passant par O.

Notations 6. — On notera Hilbﬁst X la réunion des composantes de la proposition 9.
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Définition 8. — Soit X un schéma. Soit X;U...UX,, la décomposition de Xreq €n
composantes irréductibles X; (1<i<n). On note [; la longueur de Ox, ¢, ou &; est le
point générique de X;. Alors la classe fondamentale de X notée [X] est définie par
[X)=Y L[X;]. En particulier /;=1 si X est génériguement réduit le long de X; ([7, p. 15]).

Rappelons que pour un cycle a, on désigne par {a}x la partie de dimension k ([7,
p. 10]). Un corollaire immédiat des propositions 7 et 9 et de la définition 8 est la propo-
sition suivante.

PROPOSITION 10. — Soit ¥ le schéma introduit plus haut (définition 7). Alors pour
tout entier k on a I'égalité des cycles {[Hilb* %] }» =[Hilb¥ X,] dans Hilb§ P3. (Pour k=0
rappelons la convention faite : Hilb® Xo={2}.)

Démonstration. — Comme on a déja remarqué, Hilbf X est une réunion de com-
posantes irréductibles, toutes de dimension k. De plus (proposition 7) Hilb* %, est
génériquement réduit le long de chacune de ces composantes. Par contre Hilbfm X0
(k-uplets non-standard) est formé des composantes irréductibles de dimension k—1 de
Hilb* X, (proposition 9), d’oli 'égalité de I’énoncé.

3. Les k-uplets de X3,

Revenons au schéma X® défini au début du numéro 2 de la maniére suivante. Comme
toujours soit P un plan fixé dans P3. Dans le plan P considérons un ensemble P formé
de p points et une courbe X° de degré N passant par les p points de P, avec P CSing X 0,
On suppose que les singularités de X sont uniquement des croisements normaux. Notons
P le voisinage infinitésimal & I'ordre 1 (dans P3) de P. On note X3 le schéma formé
de la réunion schématique de X© et de P(V). Les résultats trouvés sur Xo dans le numéro
2 se généralisent & X9 (propositions 12 et 13 ci-dessous). D’abord on a la

PROPOSITION 11. — Soit X% le schéma défini ci-dessus. Pour tout point M de
P, il existe un voisinage transcendant de M dans X2 analytiquement isomorphe d un
voisinage transcendant de O dans Xp.

Démonstration. — Dans le plan P, soit (z,y) des coordonnées centrées en M telles
que les deux branches de X° aient pour équations locales (analytiques) : y—@(x)=0 et
z—(y)=0. En faisant le changement de coordonnées X =y—p(x) et Y=z—1(y) et en
rappelant que X% est la réunion schématique de X° et de P(1), on obtient que I'idéal
de X% au voisinage de O est ((X,z)N(Y,2))N(X,Y,2)? car I'idéal d’une réunion est
V'intersection des idéaux. Cet idéal n’est rien d’autre que Vidéal (XY, X2,Y z,22) de X.

Le résultat suivant généralise les propositions 7 et 9 et la démonstration en est

analogue.
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PROPOSITION 12. — (i) Les k-uplets standard dans X2 forment des composantes
irréductibles de dimension k et le schéma Hilka% est génériquement réduit le long de
ces composantes.

(ii) Les k-uplets non-standard dans X2 forment des composantes irréductibles de
Hilka% de dimension strictement inférieure & k (précisément comprise entre k—p et
k—1 ot p=Card P).

Notations 7. — On notera Hilbﬁst X2 la réunion des composantes de Hilka%
formées de k-uplets non standard de X3.

Le résultat suivant généralise la proposition 10. Il résulte de ce que les composantes
de Hilb*, X9 sont de dimension inférieure & k (proposition 12), alors que celles de
Hilb* X9 sont de dimension k.

PROPOSITION 13. — Pour tout entier k>0 on a l'égalité des cycles {[Hilka%]}k=
[Hilb* X2 dans Hilbf P3.

Rappelons (cf. notations 3) que le schéma Ap(N) est défini comme la réunion de 2p
droites passant par les points de P, N —2p droites et du voisinage infinitésimal & 'ordre
1 (dans P3) des points de P. Comme corollaire de la proposition précédente (appliqué &
X" formée de la réunion des N droites) on a:

COROLLAIRE 1. — Soit Ap(N) le schéma défini plus haut. Alors pour tout entier
k>0 on a légalité des cycles {[Hilb* Ap(N)]},=[Hilb* Ap(N)] dans Hilbk P3.

4. L’opération A™

Soit S un schéma réduit (qui dans la suite sera un ouvert de P! ou bien un point).
Soit ACP? une droite et soit W CHilb* P3x S un sous-schéma, vu comme schéma re-
latif sur S. Le schéma W peut éventuellement étre non réduit, mais sa structure nilpo-
tente n’interviendra pas dans le résultat. On va définir un sous-schéma réduit A™W C
Hilb*P3 x S. Mais d’abord une remarque :

Remarque 6. — La réunion nU§ d’un k-uplet et d’'un m-uplet § dans un schéma
X n’est pas forcément un (k+m)-uplet, comme on le voit déja avec des uplets simples
ayant un point en commun. Cependant si et § sont disjoints, nUS est un (k+m)-uplet.

Notations 8. — Soit W CHilb* P?x § un sous-schéma.

(i) Dans le schéma W xHilb™ACHilb* P3x S xHilb™A, soit D¥™ Dlouvert des
(m,t,6) vérifiant nNé=2. (1l est dense car on peut toujours « déplacer» & le long de A.)

(ii) On a une application rationnelle union»: u: W x Hilb™A ... Hilb*t™ P3 dé-
finie seulement sur D*™ (remarque précédente) par u(n,t,6)=nUé.
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(iii) Soit
'*™ ¢ W x Hilb™ A x Hilb**™ P3 c Hilb* P x § x Hilb™ A x Hilb*+™ p3

Uadhérence (réduite par définition) du graphe de u et soit g: ™ —Hilb**™P3x S 1a
projection naturelle.
(iv) On pose A™W =go(T*™)CHilb** ™ P3 x S.

Remarque 7. — (i) Comme ¢, est propre (car Hilb*P? et Hilb™A sont propres),
A™W est un sous-schéma de Hilb**™P3x S, réduit par définition d’une image propre
de sous-schéma.

(ii) En particulier A°W =W,.q (se rappeler Hilb°’A={2}).

LEMME 1. — On reprend les notations 8 précédentes. Soient O dans S et & dans
Hilb§ ™ P3. 8i (£9,0) appartient @ A™W CHilbE P2 x S, alors il existe un voisinage V de
0 dans C et une courbe analytique ~: Vo HIb* ™ P3x S telle que en posant E=pryoy et
§=pryoy, on ait:

(a) £(0)=¢o,

(b) si t£0, alors £(t)=n(t)Us(t) avec 6(t) dans Hilb™A et (n(t), s(t)) dans W avec
n(t)Né(t)=2. En particulier, n{t) est dans la fibre W) de W sur S.

Preuve. — Soit q;:T*™ W xHilb™A la projection naturelle. Noter que q; réalise
un isomorphisme d’un ouvert dense DEm de TF™ avec D¥™. D’oti un diagramme com-

mutatif :
rkm O Dksm
T N
Hilb*+™ P3 x s W x Hilb™ A <— pk.m
p 1 /

HilbF+™ P3

Supposons donc (§p,0) dans A™W. Par définition (notations 8) on a (£p,0)=g2(7)
ol v, €I'®»™. Mais comme D*™ est un ouvert dense de I'*"™, il existe une courbe analy-
tique 4/: V—T*™ (ou V est un voisinage de 0 dans C) avec v'(0)=~} et 'y'(t)ef)k’"‘ si
t#0. Comme on a:

D*™ c TF™ c Hilb* P3 x § x Hilb™ A x Hilb**+™ P3,

on écrit pour tout t#0: v'(t)=(n(t), s(t), 6(t),n(t)Ué(t)). Notons alors y=gaoy":V —
Hilb**™P3x § , d’o1 s=pr,o7y. Posons { =pr; o ; comme les restrictions de pr; og2 et uogq
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4 D*™ sont égales, on a donc (pour t30): &(t)=pr, g2y (t)=uq(t)7 (t)=u(n(t), s(t),
8(t))=n(t)Ué(t) comme on le voulait. Ceci termine la démonstration du lemme.

COROLLAIRE 2. — Soit Q(k, m) CHilb**™ P3 x § ’ensemble des (nUé,t) ou (n,t) est
dans W CHilb* P3x S, § est dans Hilb™A et nN6=@. Alors A™W est égal & I’adhérence
Q(k,m) de Q(k,m) dans Hilb**™P3x S.

Preuve. — On a Q(k,m)CA™W puisque (nUé,t)=g2(n,t,6,nUs) d’ou Q(k,m)C
A™W puisque A™W est fermé. Réciproquement, le lemme 1 montre A™W C(k, m)
car pour (£o,0)€A™W, le couple (&o,0) est limite de (n(t)Ub(t), s(t)).

Remarque 8. — Ce corollaire prouve, si WCHilbg P3x S (définition 2), que l'on a
Vinclusion A™W CHilbft™P3x S.

PROPOSITION 14. — Soient Ay, Ay deuz droites sécantes de P3 et O leur point
d’intersection. On suppose que pour tout (7),1&)€WCHilb’c P3x 8, le point O n’est pas
sur n. Alors on a Uégalité AT*AT*W=AT?AT*W de sous-schémas (réduits) dans
Hilb*tmitme p3 g,

Preuve. — Soit
Q(k,m1,mz) C HilbFTm™1tm2 p3x g

I’ensemble formé des (nUéd;Udy,t) ou §;€Hilb™ A;, ou (n,t)eW avec nNd;=@. Alors
AT AT2W comme AT2A™ W, est Padhérence de Q(k, m1, mz) dans Hilb* ™ t™ P3 x §

par le corollaire 2.

PROPOSITION 15. — On reprend les notations de la définition 3, de notations 1 et 8
avec S égal un point. Alors si A est une droite de P ne passant par aucun des My, ..., M;

mpak _pk+m
on a A™C] =Ci Vom.

Preuve. — Résulte aussitot du corollaire 2 et de la définition 3. (Naturellement, pour
m=0, on utilise la convention e’=0 de notations 1.)

Remarque 9. — Dans la suite, on utilisera surtout la construction de A™W dans
le cas particulier suivant. Soit ZCP3x S un sous-schéma (non nécessairement réduit) et
soit W =Hilb*Z/S CHilb* P?x S le schéma de Hilbert relatif de Z/S. Par construction
méme, on voit alors I'inclusion

A™Hilb*Z/§ Cc Hilb**™Z' /S c Hilb** ™ P3x §

ol Z'=ZU(Ax S). Noter qu'on aurait aussi bien pu écrire (Hilb¥*™Z’/S)eq dans les
inclusions précédentes, puisque A™W est réduit par définition.
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5. Expression de la classe [Hilb* Ap(N)] en fonction des cycles C;{ -

Le but est maintenant d’exprimer la classe [Hilb* Ap(N)] (ot Ap(N) a été introduit
dans notations 3) comme combinaison linéaire des cycles C]’?,U définis en §1. Précisément
on a le théoréme :

THEOREME 1. — En posant p=Card P, pour tout k et N entiers, k>0 et N>2p,
on a Uégalité des cycles de Hilbf P3 :

mint A= 3 (7) P2k,
2 4s(0)<k

ot P, est le polynéme numérique donné par la proposition 1.

Ezemple 1. — Soit k=3, N=5, Card P=2. Vu que 2j+3s(c)<3 on a deux cas seule-
ment & considérer : le cas j=0 et le cas j=1.

Le cas j=0. Dans ce cas, on doit avoir s(o)=01+202+303 (cf. notations 1) sinon
CF,=@ par définition (définition 3 (). Pour s(0)=3 on a trois suites & considérer: la
suite 0'=(3,0,...,0,...), la suite ”=(1, 1,0, ...,0,...) et la suite 0"’ =(0,0,1,0...0,...).

Le cas 3=1. Dans ce cas, peut étre s(7)=0 ou bien s(7)=1. Pour s(7)=0, on a une
seule suite & considérer la suite 7/=e°=(0,0, ...,0,...) (notations 1). Pour s(7)=1, on a
encore une seule suite & considérer : la suite 7"=e!=(1,0,...,0,...).

Alors dans cet exemple le théoréme 1 nous donne:

2 2 2
[Hilb2 Ap(5)] = ( 0) Py (5)C3 o+ ( 0) Py (5)C3 o+ ( 0) Pyt (5)C3 yin

2
+ (f) Pru(3)C3+ ( 1) Pon(3)C2...

ce qu’on notera symboliquement

st sl e / f o] o ]

en utilisant des dessins qui parlent mieux & Pimagination que la notation générale C}“’a.

On aura besoin en paragraphe II (propositions 20, 21) d'un résultat plus fort que le
théoreme 1; c’est le théoreéme 2 ci-dessous.

Notations 9. — Soient m,, ..., m, €N des nombres entiers fixés.

(i) Si k est un entier, on pose: k'=k+m; +...+m,.

(ii) On rappelle que €’ est la suite (0,0, ...,0,1,0,...) avec 0 partout sauf a la place
ionilyal et que €=0. Alors on pose: €' =e™! +...4+e™= dans Z(MN'),
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THEOREME 2. — Soient my,...,mq €N des nombres entiers et soient Ay, ..., A, des
droites du plan P en position générale (non concourantes 3 a 3).

Alors en posant p=Card P, pour tous k>0 et N >2p entiers, on a ’égalité des cycles
de Hilbt P3

[AT*. AT-HIb} Ap(N)]= (?)P,,(N~2j)cj’?;+e,.
—~  \J ’
2j+3(0)<k
Le théoréme 1 est un cas particulier du Théoréme 2; en effet lorsque tous les
m; sont nuls, on a AT... AM=Hilb? Ap(N)=(Hilb* Ap(N))eeq par la remarque 7 (ii)
et Hilb? Ap(IN) est réduit par définition (notations 4).

Démonstration du théoréme 2. — Rappelons (notations 3) que le schéma Ap(N)
est réunion de:

(i) le premier voisinage infinitésimal dans P3 d’un ensemble P de p points dans P ;

(ii) 2p droites Dj et Dg de P passant par ces p points (1<4<p);

(iii) N—2p autres droites Lo de P (1<a< N —2p).

Soit alors n€ AT ... AT Hilb* Ap(N).

Premier cas: Supposons 1 schématiquement contenu dans P ; alors par le corollaire 2
(appliqué avec S=Spec(C)) et par la définition de Hilb¥, on a n=lim¢&, ol & est un
k'-uplet simple £LUE! avec:

— &/ un k-uplet dans Ap(N)NP et

— &7 un (my+...+m,)-uplet tel que £/ CAU...UA,.

De plus, on peut supposer que les k points de £, sont placés sur les N droites Dy,
Dg, L, constituant Ap(N)NP de la fagon suivante : on trouve exactement ¢; fois i points
de . sur une de ces droites.

Si on pose 0=(01,03,...) alors (notations 1), on a s(o)=Y_, ic;=k. D’aprés la défi-
nition 3, il vient donc EQEC[’{’G ; d’ou nEC(’)“:U 4er» toujours par la définition 3, ou encore
par la proposition 15. Par la proposition 1, on a P,(N) composantes dans

AT ... AT Hilb* Ap(N)

rationnellement équivalents au cycle C(’{'U 4o ; en effet, on choisit des points sur N droites,
au lieu de tickets dans N urnes!

Deuziéme cas: Supposons le k’-uplet n non contenu schématiquement dans P; le
support de n ne peut étre formé de k' points distincts. D’aprés la remarque 9 (avec
S=Spec(C)), on a n€HiIIb* ™ (Ap(N))UA;U...UA,).

Comme nCAp(N)UA1U..UA, et n¢ P, le support de 5 rencontre forcement P.
Numérotons les éléments de P en {Mi,...,Mp} et ramenons-nous & PNSupp(n)=

19—-945202 Acta Mathematica 172. Imprimé le 28 juin 1994
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{M, ..., M;} (avec 1<j<p). Comme ne AT ... A™=Hilb* Ap(N), on a comme précédem-
ment np=lm(£.UEY) avec

— &, un k-uplet standard de Ap(N), donc &, est encore limite de doublets de
supports {M},...,{M;} et de points simples ;

— &Y est limite de m; +...4+m, points simples sur les droites Aq,...,A,.

Plus précisément, n appartient a ’adhérence du cycle dont les k’-uplets sont formés
de:

(i) j doublets dy, ...,d; de supports {M1},...,{M;};

(ii) s points sur les N—2;j droites Lo, Dj et Dg (j+1<8<p) de Ap(N), de fagon
a ce qu’on ait fait o; fois exactement ¢ points sur une de ces droites ;

(iii) k—2j — s points sur les 2j droites D;, et Dg (1<B<7) qui passent par M, ..., Mj;

(iv) enfin m; +...+m, points sur les droites A, ..., Ag-

Si on pose 0=(01,02,...), il vient s(g)=}_, io;=s<k—2j. On voit alors (définition 3)
626(3;‘,0 d’olt neCf,'a +er (Proposition 15). Mais il y a (;’) facons de choisir les j points
My, ...,M; parmi les p points de P et par la proposition 1, il y a P,(N —2j) facons de
placer s(o) points sur les N —2j droites restant dans Ap(/N) de maniére qu’on ait o; fois
1 points sur une droite.

Conclusion : Lorsque j varie entre 0 et p et la suite o parmi les suites telles que s(o)<
k—2j on obtient toutes les composantes de AT... A™*Hilb¥Ap(N). Dot 1a formule
cherchée :

[ATH . AT<HilbE Ap(N)]= > (’J’) P, (N-25)CE,

4,0
2j+3(0)<k

Ceci termine la démonstration du théoréeme 2.

I La classe [Hilb*X9]

Au paragraphe I nous avons construit les cycles C}" , €t nous avons montré que la classe
[Hilb* Ap(N)] s’exprime comme combinaison linéaire des cycles C]'-“‘a (théoréme 1). On
veut généraliser ce résultat, du cas d’une réunion de droites A{N), au cas d’une courbe
plane quelconque X°, ayant comme singularités uniquement des croisements normaux,
avec PCSing X°. Pour éviter des confusions, on note cette fois n et non N, le degré
de Xg.

On s’apergoit qu’il faut distinguer deux cas : le casn22 Card P et le casn<2 Card P.
Dans le premier cas, pour exprimer [Hilb¥ X3] (ot X% =X°UPW), cf. définition 4) comme

combinaison linéaire des cycles C*_, il sera suffisant de déformer la courbe X en n droites

3,07
et, une fois montrée I'équivalence rationnelle entre les cycles [Hilb¥ X3 et [Hilb* Ap(n)]
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dans Hilbg P3, on obtient la formule cherchée grace aux résultats du paragraphe 1. En
vue de traiter le deuxieme cas, dans lequel on ne peut pas déformer directement la courbe
X0 (avec les conditions imposées) on démontre un résultat plus fort, & savoir ’expression
de [AT"... A™=Hilb* X3] (notations 8) comme combinaison linéaire des cycles C;-“’a. Cela
permet, dans le deuxiéme cas (n<2CardP), par une double récurrence, d’arriver au
résultat voulu.

6. Le schéma Xp/C

Soit P un plan fixé dans P3. Soit PP un ensemble fini de points dans P et P(!) son premier
voisinage infinitésimal dans P3. Soient X° et X! deux courbes du méme degré n dans
P passant par les points de P. On suppose que PCSing X°NSing X' et que toutes les
singularités de X° et X' sont des points doubles ordinaires, les quatre tangentes y étant
distinctes. De plus, on suppose qu’un point singulier de l'une (en dehors de P) ne peut
étre que régulier pour Uautre. On se donne Aj, ..., A, des droites du plan P en position
générale (non concourant 3 & 3) coupant transversalement les courbes X° et X' en des
points lisses.

Choisissons un systéme de coordonnées inhomogénes (z,y,2) de P? tel que P ait
pour équation z=0. Notons fo=0 et f; =0 les équations qui définissent respectivement
X% et X! dans P.

Définition 9. — On notera X le schéma dans P3 x C défini par les équations (¢ étant
la coordonnée de C) f(z,y,t)=tfi(z,y)+(1~¢)fo(z,y)=0 et 2=0.

Définition 10. — Notons Xp/C le schéma relatif sur C défini comme sous-schéma
de P?xC de la maniére suivante : Xp=XU(P1V) xC).

Définition 11. — Notons m: P3 x C—C la projection naturelle sur C. La fibre (Xp)q,
du schéma Xp en to€C est définie de la maniére suivante (intersection schématique):
(Xp)to=XpN7"(t). On la note X2 pour la commodité.

LEMME 2. — Pour la fibre X2 de Xp enty on a XR=X*U(PW x{to}).
Donc la fibre X3 coincide bien avec X3 défini au paragraphe I (définition 4).

Démonstration. — Dans la suite, on identifiera PV x {t5} & P(1). Pour rendre les
calculs moins fastidieux, prouvons ’assertion dans le cas tp=0. On se place au voisi-
nage d’un point O€P avec des coordonnées (z,y, z) inhomogeénes centrées en 0. Par la
définition 11 la fibre X3 est égale & XpN7~1(0).

Rappelons que si Y et Y’ sont deux sous-schémas alors I'idéal (Y NY”) de l'inter-
section est par définition la somme I(Y)+I(Y’) desidéaux de Y et Y”. Par ailleurs, I'idéal
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I(YUY") de la réunion est par définition l'intersection I(Y)NI(Y’) des idéaux. Donc on
a I(X3)=I(Xp)+I(r~1(0)) dans P3xC. D’aprés la définition 11 1’égalité précédente
donne

I(X$) = (I(X)NI{PY x C)) + I(x~1(0)). (1)

Si (x,y,2) est I'idéal de origine dans Ogs alors l'idéal de PV est (z,y,2)%. L’idéal
I(X) est donné d’apres la définition 10 par I(X)=(f,z) et I'idéal I(n~1(0)) est donné
par I(m~1(0))=(t), d’oti dans P3xC:

I(X3) = ((f, 2)N(zy, x2,yz,2°,47,2%)) + (). (2)

Maintenant il faut remarquer que f appartient & l'idéal (z,y,2)? car on a supposé
qu’on a une singularité au point O pour X et pour X*; I'égalité (1) donne ainsi: [(X$)=
(f,z2,y2,2%,t). Vu que f=fo+¢(f1— fo) on conclut alors I(X%)=(fo,z2,yz,22,t). Par
ailleurs Yidéal de X°UP™) CP? x {0} comme on a dit ci-dessus est donné localement en
O par I(X°UPM)=1(X)NI(PW) d’ot I(X°UP)=(fo,2)N(zy,z2,y2,22,1%,2%)=
(fo,z2,y2,22). Donc dans P3xC, on a

I(XOU'P(l))=(f0,.’L'Z,yZ,22,t)- (3)

En regardant (2) et (3) on trouve que X3=X°UP() et le lemme 2 est montré.
Introduisons maintenant une propriété tres utile.

Définition 12. — Soit Z un schéma et Y C Z x U un sous-schéma, ou U est un ouvert
de P'. On dit que Y posséde la propriété (H) si pour tout to€U, tout z;, €Y;, est dans
l'adhérence de Y Y5, .

PROPOSITION 16. — Soit Z un schéma, UCP! un ouvert et YCZ xU un sous-
schéma réduit, de dimension pure. Alors:

(1) Y est plat sur U si et seulement si Y posséde la propriété (H).

(ii) Dans ce cas on a l’équivalence rationnelle [Y;]~[Yy] entre cycles de Z associés
auz fibres schématiques en t et t'.

Démonstration. — (i) Comme Y est réduit, la propriété (H) est équivalente & dire
que la projection p=prs|y:Y —U est plate ([10, III, Proposition 9.7]).

(ii) Comme Y est de dimension pure, p posséde une dimension relative ([10, III,
corollaire 9.6] et (7, p. 429]) ; on applique alors {7, théoréme 1.7] avec a=[t]—[t'].

Remarque 10. — Si YCZxU et Y'CZ'xU sont réduits et de dimension pure
vérifiant la propriété (H) et si Y xy Y’ est réduit et de dimension pure, alors il vérifie
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aussi la propriété (H). En effet il suffit de vérifier la platitude sur U, ce qui résulte de
(10, Proposition 9.2 (b) et (c)].

Soit alors U un ouvert non vide de P! et soit ZCP3xU un sous-schéma non réduit
a priori. Soit W=Hilb*Z/U c Hilb* P3 x U le schéma de Hilbert relatif de Z sur U (voir
Introduction, §2). La construction §1.4 (voir remarque 9) permet de définir le schéma
(réduit) A™W = A™Hilb* Z/U CHilb* ™ P2 x U. Pour étudier ses fibres au-dessus de U,
on aura besoin du lemme suivant, dont la démonstration est fastidieuse mais facile.

LEMME 3. — Soit (z,y) les coordonnées de C?%, soit A Uaze des y et soit Z, une
courbe d’équation y=p,+z1s(x) ot ws et Ys(z) sont des fonctions analytiques (resp.
de s et (s,z)). On suppose po=0 et Yo(z)=0 de sorte que Zy est l’aze des x. Soit &
un (k+m)-uplet de support {0}. On suppose qu’il emiste une fonction analytique s(t)
de t#0 telle que & est limite dans Hilb*tT™P3 de ¢, (t—0) oti £=6:U¢;, 6:NG:=9, 6
étant un m-uplet contenu dans A et (; un k-uplet contenu dans Zy(), 61 et ¢ dépendant
analytiquement de t (#0). Alors lidéal I (fo) de &y est de l'une de trois formes:

(i) I(&)=(zy,z***,y™),

(i) 1(60)=(oy,2%,y™),

(iii) I(&o)=(zy,yy™+a*), avec v#£0.

Soit donc toujours U un ouvert non vide de P! et ZCP3xU un sous-schéma non
réduit a priori. Soit PCP? un plan et AC P une droite.

Hypothése. — On supposera dorénavant que pour tout {€U, la fibre Z; est une
courbe de P? (éventuellement non réduite), qui dans un voisinage de A est contenue
dans P et rencontre transversalement A en des points non singuliers.

PROPOSITION 17. — Avec les notations et [’hypothése précédentes, on a pour tout
to€U Uégalité d’ensembles (A™Hilb* Z/U),, =A™ (Hilb*(Z,,)) dans Hilb*+™ P3.

Preuve. — Avant de donner la démonstration, remarquons bien que dans le membre
de droite, la construction A™ (voir §1.4) est faite avec S={to} tandis que dans le membre
de gauche, elle est faite avec S=U. Noter aussi que le membre de gauche étant une fibre,
a une structure nilpotente a priori.

Soit &€ (A™Hilb* Z/U),,, c’est-a-dire £, est un élément de (A™Hilb*Z/U)Np~(to)
ot p:HIIb* ™ P3xU—U est la projection canonique. On se raméne a to=0. D’apres
le lemme 1 (appliqué 3 W=Hilb*Z/U CHilb*P3x U } il existe une courbe analytique
v:V—Hilb* P3x U telle que en posant £=prjoy et s=pryoy on ait :

(i) £(0)=¢o,

(if) si t£0, £(t)=6(t)U((t) ol 8(t)EHIIL™A, n(t)€(Hilb* Z/U), ) =Hilb*(Z,()) et
s(tyN¢(t)=2.
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Si lapplication s:V —U est constante (=0) c’est terminé: £o€ A™HIilb*(Zg) car
¢(t)C Zy. Supposons donc ’application s: V—+U non constante. On se raméne au cas ou
Supp & est un seul point M de ZyNA. Choisissons un systéme local de coordonnées de
P centré en M tel que A soit {x=0} et Z, soit {y=0}. Par hypothése Z, coupe transver-
salement A, donc Z, a pour équation (pour s voisin de 0) y=¢,+zs(z) ol @, et 1, sont
analytiques (resp. en s et en (s, z)). On peut alors appliquer le lemme 3 et donc l'idéal
de &, €(A™Hilb* Z/U) est de I'une des trois formes : (zy, z¥*1,y™) ou (zy, z*,y™*!) ou
(zy, yy™+x*), v#0. Les trois déformations suivantes (pour u€C) montrent alors que o
est limite de k+m points distincts, dont k sur Z, et m sur A :

(@y, 2(z* —u),y(y™ " —w));  (ey,a(z* 7 ~u),y(y™ ~w);  (zy, " +2F ).

Ainsi &€ A™Hilb*(Z,).

Réciproquement, Pinclusion A™Hilb*(Zo)C(A™HiIb*Z/U), est évidente, car si
¢ est dans A™Hilb*(Z), alors £=Lm[6(t)U((t)] avec 6(t)CA, ((t)CZoCZ ; donc €€
A™Hilb*(Z/U). La proposition 17 est donc complétement démontrée.

Soient A; (1<i<a) des droites (non concourantes 3 & 3) fixées dans le plan P. Soit
U un schéma et soit Z/U un sous-schéma relatif de P3x U tel que pour tout teU, la
fibre Z; de Z en t soit une courbe, qui au voisinage de A; est contenue dans P, et coupe
A; transversalement en des points non singuliers. De plus, on suppose Z;NA;NA;=2
pour teU et 1<i<j<a.

On va appliquer la construction de §1.4 3 W=Hilb*(Z/U) de maniére & obtenir le
schéma réduit Y =AM-... AT*Hilb*(Z/U). (D’aprés la proposition 14, 'ordre des droites
n’a pas d’importance.)

PROPOSITION 18. — Soit U un ouvert de C. Avec les notations précédentes pour
tout toeU, on a l’égalité entre les ensembles :

(ATe... AMHIlb* Z/U),, = AT=... AT Hilb*(Z,,)

dans Hilb* P3 o6 k' =k+my+...+m,.

Preuve. — On donne la démonstration pour a=2. L’inclusion D est évidente comme
pour la proposition 17. Dans Pautre sens, si £ € (AT? (AT Hilb* Z/U)),, on écrit §=E€n U
£02UE" avec Supp&p; CA:NZy, (i=1,2), (Suppé’)NANZ =3, et £o1,&02,&  disjoints.
Puis, on applique la proposition 17 & o1, £02 respectivement.

Nous allons maintenant appliquer ce qui précéde au cas ot le schéma relatif Z/U est
le schéma Xp /U (définition 10) Pouvert U CC étant défini un peu plus bas. Rappelons
que les courbes X° et X! passent par les points de I’ensemble fini P et ont comme
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singularités des points doubles ordinaires. Les droites A;,...,A, de P sont en position
générale c’est-a-dire trois quelconques entre elles sont non concourantes. On les a choisies
aussi transverses & X° et X! en des points non singuliers.

Remarque 11. — Notons toujours Hilbf Xp les k-uplets standard de Xp. Comme
conséquence de la proposition 12, on remarquera que A7*e... A’I’“Hilbk Xp est réunion de
AMe . AT Hilb*¥ Xp et de composantes de dimension strictement inférieure & k' (ol
E=k+mi+...+my,).

La proposition suivante, qu’on montrera plus bas, est fondamentale pour tout ce qui
suit. (On renvoie aux définitions 9, 10, 11.)

PROPOSITION 19. — Awec les hypothéses faites sur le schéma Xp et les droites
Ay, .., A, il existe un ouvert U de C (contenant Q) tel que pour tout t€U et pour tout
entier k=0 on ait ’équivalence rationnelle entre cycles de Hilb’(ﬁlP3

[ATe .. AT HIIbY X9] ~ [ATe . A™ HilbY XL).

Remarque 12. — On se servira surtout de la Proposition 19 dans le cas my=ma=
...=mg=0. On aura en fait besoin de ce résultat plus fort pour une récurrence sur k
(proposition 21).

Soit U €C l'ouvert défini de la maniére suivante : t€U si et seulement si Xt n’a que
de points doubles ordinaires comme singularités et les droites A; sont transverses & X* en
des points non-singuliers. L’ouvert U contient 0 et 1 par hypothése. Grace au théoréeme
de Bertini (appliqué sur I’éclaté de P en P au pinceau sans point base défini par X 0 et
X1), on peut méme supposer que pour tout t€U\{0,1}, X* est non-singuliére en dehors
de P.

LEMME 4. — Le sous-schéma réduit Y =AM=... AT*Hilb* Xp /U de Hilbg'P:’xU
vérifie la propriété (H) (définition 12).

Preuve. — Soient to€U et
€0 € (AT... AT Hilb* Xp/U);, ou encore £ € AMe... AT Hilb* X%

par la proposition 18. On peut donc écrire &, =EUELUEY Uﬁ(()iv)UmU...Una oll

— Supp&CP;

— &4 a pour support des points de Sing X,ﬁ;‘? qui ne sont pas contenus dans P (¢f =9
si t#0 ou t#1, car alors X* est non singuliére en dehors de P);

— &}’ a pour support des points de X2 NA, (1<a<a);
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— (()iv) a pour support des points non singuliers de X qui ne sont sur aucune des
droites A, ;

— Supp 7. CAN\X® (1<a<a).

Pour montrer la propriété (H) pour Y, on va utiliser 'isomorphisme (au-dessus de
U) de Y au voisinage de &, avec un produit Y'xY"” xY"" xY W) x Z, dans un voisi-
nage (&5, &0, &Y, (()iv) , o) ; voir remarque II dans le §2 de I'Introduction. On doit exhiber
une déformation de & pour montrer que &y est dans ’adhérence _Y—':_}Z de Y-Y;, (on
utilisera, comme Y —Y;, est un ouvert de Zariski de Y, que 'adhérence de Zariski est
confondue avec Padhérence transcendante).

On peut supposer que le support de tous ces uplets est un point et on écrit : Supp &)=
{Mo}, Supp&f={No}, Supp&)’'={Qo}, Suppﬁ((,iv)={Ro}. Fixons les uplets 5, pendant
la déformation qu'on cherche. Donc, il reste & exhiber une déformation dans les quatre
cas suivants (de fagon a prouver &, =lim§;, & €Y, t#16):

Premier cas : dans un voisinage du point My. Soit =0 I’équation de la singularité
de X' en M, avec ¢ dans les germes de fonctions analytiques de deux variables C{z,y}
(ol (z,y,z) est un systéme de coordonnées locales en My avec P={Z=0}). Quitte 3
effectuer une transformation de coordonnées, on peut méme supposer ¢=zy. Donc, on
peut supposer que l'idéal de X;‘,’ en My est: (zy,z2,yz,22). Alors pour tout s=t—tg
petit et g€ C{z, y} (ou g est ’équation de X 1), p+sg s’écrit comme un produit F;G, ou
F,,G,€C{z,y} sont les équations des deux branches de la déformation X* de X*. Noter
que comme Mp€ X°N X!, M, reste fixe dans cette déformation. Etant donné que X? est
la réunion dans P? des deux branches d’idéal respectivement (Fy, ) et (G, z), il s’ensuit
que l'idéal I(X) de X dans I'anneau local Ops x ¢ (ay,t0) €St 1(X)=(Fs, 2)N(Gs, 2), d’ott
l'idéal I(Xp) de Xp au voisinage de (Mo, to): I{Xp)=I(XUP)=I(X)NI(P)=I(X)N
(z,y,2)?. En faisant un changement de coordonnées locales X =F(z,y), Y =G,(x,v),
2=z, t=t, on obtient I(Xp)=(XY,X2,Yz,2%). Cet idéal étant indépendant de ¢, il
s’ensuit que le schéma relatif Xp/C est localement un produit dans un voisinage d’un
point (My,to)€P3x C. Ainsi Y’ est au voisinage de (£),%o) isomorphe & un produit et
donc & €Y'\Y;. . (On remarquera que les A, n’interviennent pas dans ce cas.) Rappelons
enfin que si Z/S est isomorphe & un produit, Hilb*Z/S Vest aussi.

Deuzxiéme cas : dans un voisinage du point Ny. Dans ce cas le théoréme de Bertini
permet, on l'a vu, de supposer t,=0 ou {g=1. Supposons t;=0. Soit Ny un point du plan
P tel que Np€Sing X° et No¢P. Rappelons que Xp est défini de la maniére suivante
dans P3xC: Xp=XU(PM xC) ot X est défini par les équations f(z,y,t)=tfi(z,y)+
(1-t)fo(2z,y)=0 et z=0. En faisant t=0, on obtient I’équation de X3 : f(z,y,0)=
fo(z,y)=0. Ensuite, dans un voisinage de Np, on peut choisir un autre systéme de coor-
données analytiques locales de P tel que No=(0,0) et fo(z,y)=xy=0. Soit £ un k-uplet
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de support Ny contenu dauns X3. On veut montrer qu’on peut déformer £ dans X5. Etant
donné que fo=zy, alors 'équation locale de X} devient : tfy +(1—t) fo=zy+t(f1 —zy)=0
ol f1(0,0)#0, car X! n’est pas supposée passer par Ny (Ng est un point singulier de X°
non dans P). Donc f; —zy est une unité u de C{z,y} et 'équation locale de X}, devient
zy/(fi —zy)+t=0. On peut donc écrire 1’équation XY —t=0 quitte & transformer zy/u
en XY et ten —t.

Donc, aprés changement de coordonnées analytiques locales on peut dire que X%
est donné par 1'équation zy=t. Maintenant si &) est un k-uplet quelconque de X3 de
support {No}, d’aprés la proposition 4 sur la forme des k-uplets, £ a pour idéal

() (zy,z?, 1) avec k=a+b—1,
ou bien

(i) (zy,z*+By®) avec k=a+b et B#0.

Dans le cas (i), on voit facilement que (zy,z%,4°)=lim. oI, ou I. est 'idéal
(zy,z(xz® 1 —¢),y(y* "t —¢)) de la réunion de a—1 points simples sur 'axe des z, b—1
points simples sur I’axe des y et de Porigine Ny. Ces points sont eux-mémes limite de
points dans X% : si u#0, on a (u,0)=lim;,o(u,t/u) pour (0,u) avec u#0. De méme
No=(0,0)=lim,_,¢ lim;_o(e, t/¢). Dans le cas (ii), on voit facilement que (zy, z®+38y®)=
lim, o I, ou I. est I'idéal (zy,z%+By* *—¢) est 'idéal de k points simples; d’ou la
méme conclusion que dans le cas (i). On a ainsi montré £/ €Y"\ Y.

Troisiéme cas: dans un voisinage du point Qqg. Soit toujours to€U et soit Q¢ un
point de Xg’ NA, (ol o est fixé entre 1 et a). Dans un voisinage de Qq, on peut choisir
un systéme de coordonnées analytiques locales (z,y) dans P tel que Qo=(0,0), X;;’ :
{y=0}, A, : {z=0}. Rappelons que équation de Xp dans P est: f(z,y,t)=tfi(z,y)+
(1—¢)fo(z,y)=0. Vu le choix de nouvelles coordonnées locales que nous avons fait,
I'équation de Xp dans un voisinage de @)y devient

f(l‘, Y, t) = f(iL‘, Y, t0)+(t—to)a($, Y, t) = y+(t—t0)a(x, Y, t) =0. (*)

Du fait que f(0,0, to)=0 et (8f/0y)(0,0,t0)=10, le théoréme des fonctions implicites
montre que 1’équation (*) définit une et une seule fonction ¢;(z) analytique en t et en
z telle que f(z,:(x),t)=0 pour tout z dans un voisinage de Qo. L'équation y=¢;(z)
représente alors le schéma X% dans un voisinage de Qo.

Soit &y’ un (k+ma)-uplet de support {Qo}. Par le corollaire 2, £’ est limite (¢ —0)
d’un k-uplet ¢! dans X7 et d’un ma-uplet ¢/ dans A, avec (!NC'=@, ¢! et ¢ ne
contenant pas @g. Comme toujours, il faut prouver que &)’ est limite d’un (k+m )-uplet
¢ formé d’un k-uplet ¢ dans X% (t#to) et d’un my-uplet ¢}’ dans A,. Etant donné que
nos uplets sont contenus dans des courbes lisses, on peut déja se ramener 4 des uplets
simples et donc au cas ol Supp {{={S.} et Supp{/={7.}, o S, (resp. T¢) est un point
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de P'axe de z (resp. y) distinct de Qp. Alors le point simple S, de coordonnées (z,0)

est limite du point S;. de coordonnées (z.,:(ze)) car lims o @¢(zc)=0. On obtient
" o __rn
t,e T de

(cU¢;. L'étude du troisiéme cas est compléte : £’ €Y\ Y. Remarquer qu’on ne pouvait

ainsi (;=lim; o {{ .. Evidemment, si on prend il s’ensuit que lim; o({;  U¢ )=
appliquer la proposition 17, puisque on voulait t#tg.

Quatriéme cas: dans un voisinage du point Ry. Soit (z,y) des coordonnées analy-
tiques centrées en Ry, avec 'axe des = tangent & X% en Ry. L’équation locale de X? est
y=w¢(x) (ou ¢ est une fonction analytique en ¢ et en ). Comme le support du l-uplet

(V) est {Ro} son idéal est T (E§MYy=(2!, y— 1, (2)). T est évidemment limite (si t—to)
de I;=(z!,y—¢:(z)). On a donc montré &V ey )\ v,

Conclusion: du fait qu’on a un isomorphisme (au-dessus de U) d’un voisinage de
& dans Y avec un voisinage de (&p,&5,€5’, ((,i"),na) dans Y'xY"xY" xYW x Z, on
a prouvé que &g ETYtO (encore une fois, ’adhérence transcendante est la méme que
I'adhérence de Zariski). Donc Y vérifie la propriété (H) et ceci termine la démonstration
du lemme 4.

Pour la démonstration de la proposition 19 on aura besoin encore d’un lemme.
Précisément :

LEMME 5. — Considérons Y/U=AT-... A;’“Hilb"Xp /U (qui est réduit, rappelons-
le, par construction méme). Alors les fibres schématiques de Y sont génériquement
réduites le long des composantes de dimension k'=k+mi+...+m,.

Preyve. — En effet, un k’-uplet général de Y; est formé (proposition 18) de m; points
généraux sur A; (1<i<a) et d’un k-uplet dans X% (disjoint des A;). On est donc ramené
a montrer ’assertion pour les fibres schématiques de (Hilka'p /U )red- Mais de inclusion
de schémas (Hilb* Xp /U)eq CHilb* Xp /U résulte linclusion schématique des fibres

((Hilb* Xp /U ) eq)s C (Hilb* Xp /U), = Hilb* X%,

la derniére égalité, par définition méme du schéma de Hilbert relatif (voir introduc-
tion). Or, Hilkaf, est génériquement réduit le long de ses composantes de dimension k
(proposition 12 (i)). A fortiori ((Hilb* X:p /U )req); est génériquement réduit, puisque son
réduit est le méme que celui de Hilkaf, ; en effet, pour deux sous-schémas A et B d’un
schéma T on a (ANB)eq=AredNBrea. Ici, dans T=Hilb* P3x U, pour A=Hilb*Xp /U
et B=p~(t), on trouve (Hilb* X% ),ca = (((Hilb* X% /U)rea)t)rea- Ceci prouve le lemme 5.

Démonstration de la proposition 19. — Maintenant, comme Y vérifie (H), par le
lemme 4 on a I’équivalence rationnelle entre fibres schématiques de Y : [Yp]~[Y:] d’otr
{lYol}xr ~{[Y1]}x', o0t K¥’=k+m;+...4+m,. Or, par le lemme 5, la fibre Y (resp. Y;) est
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génériquement réduite le long des composantes de dimension &’. D’oll
{Yol}w = {{(Yo)eeal}er = {[AT" .. AT*Hilb* X3} = [AT= .. AT Hilb¥ X

(la deuxidme égalité résultant de la proposition 18 et la troisitme de la remarque 11).
Idem avec {[Y;]}+'. La proposition 19 est donc montrée.

7. Le schéma Hilb% X9

Reprenons les notations du numéro 6. Soit P un ensemble fini de p points de P et
soient X° et X! deux courbes de méme degré dans P passant par les points de P, ayant
comme singularités des points doubles ordinaires en P (c’est-a-dire on suppose que PC
Sing X°NSing X!). De plus, on suppose que les autres singularités de X° et de X' sont
également des points doubles ordinaires, et qu’un point singulier de I'une (en dehors de
P) ne peut étre que régulier pour autre. On suppose également deg X®=deg X'=n>2p
ot p=Card P.

Dans le paragraphe I, on a défini (notations 3) le schéma Ap(N) de la maniére
suivante. Soit P un ensemble de p points en position générale (trois & trois non alignés)
dans le plan P. Considérons 2p (ol p=Card P) droites par ces p points et N —2p autres
droites. Notons A(N) 'ensemble formé par ces N droites et P{!) le voisinage infinitésimal
de P. Nous avons noté Ap(N) le schéma défini comme la réunion de A(N) et de P(1). On
veut appliquer la proposition 19 au cas suivant : t=1, X, =Ap(n) ot n=deg X° et n>2p
(p=Card P), dans le but d’exprimer la classe [Hilb* X°] comme combinaison linéaire des
cycles C¥, définis dans le paragraphe I (définition 3).

Voici donc le résultat annoncé dans introduction de ce chapitre. Rappelons que si k
est un entier, on pose k'=k+mj+...4+m,, que si e™==(0,...,0,1,0,...),le 1 & la m-iéme
place, alors €' =e™! +...+¢e™e.

PROPOSITION 20. — Soit X3 la fibre du schéma Xp en 0. Notons n=deg X° et
supposons n22p ot p=Card P. Soient m1,...,m, des entiers naturels. Alors, pour tout
entier k20, on a, dans HilbglP", I’égalité des classes d’équivalence rationnelle :

[ATe.. AT HIbEXY = Y (f) Py(n—25)CE, 1
254 2(o)<h

ou P, est le polynome introduit dans le paragraphe 1.

Démonstration. — Comme on disait plus haut, on applique la proposition 19 au cas
suivant : =1 et X, =Ap(n) (qui est défini car n>2p). D’apreés la proposition 19, on a
I’égalité entre classes d'équivalence rationnelle dans HilbglP:’ :

[Ama..  AT2 AT HIlbY X2 = [AMe... AT AT Hilbk Ap (n)).



286 V. VASSALLO
D’apres le théoréme 2 du paragraphe I on a ’égalité

[APe.. AT HIB Ap(n)] = S (?)Po(n—%)CﬁLw;
2i+s(o)<k

d’ou Vassertion de la proposition 20.

COROLLAIRE 3. — Soit X° une courbe plane et X%=X0U'P(1). Notons n=deg X°
et supposons n>2p ou p=Card P. Alors, pour tout entier k20, on a, dans Hilb’g P3,

U’égalité des classes d’équivalence rationnelle :

[Hilb* X3] = Z <I;>Pg(n—2j)cf,a~

Jo
2j+s(o)<k

Démonstration. — 11 suffit de prendre les m, nuls dans la proposition 20, puis de
se rappeler €9=0 et ASW=W,eq (remarque 7 (ii)). Or ici W=Hilb¥ X3 est réduit par
définition (notations 4).

Maihtenant, on va généraliser la proposition 20 au cas n=deg X°<2p=2Card P. On
s’apercoit que dans ce cas on ne peut pas déformer la courbe X3 avec n=deg X O enla
réunion de 2p droites passant par les points M; o P={Mi, ..., M} et n—2p droites par
ailleurs ! On va arriver cependant 3 exprimer pour tout k€N, le cycle [Hilb? X9] comme
combinaison linéaire des cycles Cf’a en faisant une récurrence sur k. La proposition 21 a
donc pratiqguement le méme énoncé que la proposition 20. Mais d’abord, un lemme.

LEMME 6. — Dans Hilb’gIP3 (définition 2) on a légalité des classes

k
[ATe... AT HIDbY Y] =D [ATe... AT* A'Hilb ' Y3). (1)
1=0

Preuve. — Soit £€ A=... AT Hilb¥ Y3. Alors on a: £=lim(§&UE U...U&,) olt:
— & est un k-uplet standard de Y3=XJUA;
— &, sont des my-uplet de A, (1<a<a).
Alors, on a: §=lim(£HUEY) ot
— £], est un réunion de doublets di, ..., d; de support un point de P ;
— &} est une réunion de points simple my, ..., mi_g; avec

m; € XO\A, 1<j<k-2i-r,
m; € A\X?, k-2i-r<j<k-2i.
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Donc ¢€ ATHilbY ™" X2 pour r=0, ...,k d’ott € A™=... A™* ATHilb* " ¥3. On a donc
prouvé I'égalité d’ensembles

k ,
ATe AT HILE VS = | Ae... AT HilbF T Y3,
=0

D’oti 'assertion du lemme 6, puisque les schémas sont réduits par définition (remarque 7).

PROPOSITION 21. — Soit X2 la fibre du schéma Xp en 0. Supposons n=deg X°<2p
ot p=Card P. Alors, pour tout entier k>0 on a, dans HilbglP:’, l’égalité des classes
d’équivalence rationnelle :

[Ame AP HIPEXD]= Y (?)Pa(n—%)cf,:m'- (+)

5o
2j+s(o)<k

Démonstration. — On démontre la proposition 21 par récurrence sur k. Pour k=0,
vu la convention Hilb’(X)={@}, si X est un schéma, il s’agit de voir [A™... AT {@}]=
CyF*™e o ¢'=e™ +..+e™=. Par construction méme du cycle C(']t‘el,+"'+m“ (défi-
nition 3) on a I’égalité.

On suppose vraie l'assertion de la proposition 21 pour k-1, k-2, ...,2,1. Passons
au stade k. Comme n< 2p, posons [=2p—n. Nous allons montrer le résultat pour k, par
récurrence sur [. Le cas [=0 est connu (proposition 20). Passons du stade ! au stade
[+1. Dans le plan P, considérons une autre droite A, choisie générale par rapport 3 X°
(coupant X© transversalement en des points non-singuliers) et par rapport & Ay, ..., A,.
Notons Y le schéma suivant : YO=YPUA. Alors, Y3=XSUA.

Le terme de gauche dans la formule (1) du lemme 6 est le méme que le terme
de gauche dans I’énoncé de la proposition 21, appliquée au cas Y3. Etant donné que
2p—(deg Y°)=2p—(n+1)=(2p—n)—1=I—1, par hypothése de récurrence (sur Pentier )
’assertion (x) de la proposition 21 est valable pour Y°. Soit, comme ici degY?=n+1:

[ATe APUHID Y= 3 (f) P, (n+1-25)C¥, 0
2j+3(0) <k
(ot K'=k4+mi+...4+m, et =™ +...+e™Ma).
Par la formule P,(M+1)=P,(M)+> 2, P,_.:(M) (proposition 2), on a

Py(n+1-2j) =Py (n=2j)+>_ Py_ei(n—2j).

i=1



288 V. VASSALLO

Donc

[ATe.. ATHIBL YD) = > (?)Pa(n—%)cf}mf
2j+.§i¢;)<k

+Z Z () et (M=25)C 5 yer-

2]+s(a)<k

(1)

Mais par ailleurs, cette fois par 'hypothése de récurrence (sur k) au stade k—r,
appliquée aux a+1 droites A, Aq,...,A4, on a, pour 7>1:

[ATe..AT*ATHIDS " X3]= ) (?)Pa(n_2j)c_;’c,lo+e'+e" (2)
3o

2j+s(o)<k—r

(Noter qu’ici (k—r)" donne k—r+m,+...+m1+1=k".)
Le lemme 6 donne la différence suivante :

k
[AT<... AT Hilb} XD] = [AT... AT HilbY Y] - ) [AM=... AT ATHilb} " X3].

r=1

Si 'on remplace (1) et (2) par leurs valeurs, cette différence est :

[A;"«...A;'"Hilb’:xg]z( ¥ (I;)Pa(n‘“2j)c_;?,’a+e’

Jo
2j+s(o0)<k
+Z Z () o— e‘(n 2.7) a+e') (3)
2J+s(a)<k
k D ,
-5y ( .)Po(n—2j)6}°,a+e.+e,.
r=1 VR4 J

2j+s(c;)<k-'r

Pour 0=(01, 03, ...) on a défini (paragraphe I) la somme s(c) de o en posant s(o)=
> ie,i0; d’ou la formule évidente s(o+€e™)=s(c)+m. Alors, si on pose (ce qui est pos-
sible car c€ZM™N")) 7=0—¢' on a s(o)=s(7)+4. Maintenant, si on remplace o et s(c)
dans les deux derniers termes du membre de droite de (3) on obtient :

oo

k
Z Z ( ) o—et n 2.7) 0’+€'_Z Z (?)Pﬂ(n_2h)cf,la+e’+e'
r=1 j 0

=1 y
2]+s(a)<k 2j+s(a)<k—r

nz > () Potn-20CE z 3 (°) 72 (-2 erse

2]+s(‘r)<k % 2]+s(a)<k r
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Et si Pon fait i=r et =0 on s’apercoit que cette derniére différence est nulle; on re-
marque qu’en effet ¢ varie entre 1 et k, car pour i>k on a k—i<0, d’olt s(7)<0; dont
T a au moins une composante <0, et par définition Pr(M)=0. D’on, toujours par (3)
(ou, on vient de le voir, les deux derniers termes s’annulent) on a 1’égalité des classes
d’équivalence rationnelle dans Hilb® P3 :

[A7e.. AP HIDXD]= Y (?)Pa(n—%)c}iﬂf
2j+al0) <k

et la récurrence sur [ est compléte. La proposition 21 est donc démontrée.

Maintenant, on peut résumer les propositions 20 et 21 dans une seule proposition
qui nous permet entre autres d’exprimer la classe [Hilbf X%] comme combinaison linéaire
des cycles C}“a.

PROPOSITION 22. — Soient a droites Aq,...,A, en position générale dans P. Soit
XY la fibre du schéma Xp en 0. Soit n=deg X° et p=Card P (n et p quelconques). Alors
pour tout entier k=0 on a dans Hilbé’lP3 Uégalité des classes d’équivalence rationnelle :

[Ape.. AT'HIBY X3]= ) <§’) Py(n—2§)CE .
2j-+9(0) <k
Comme corollaire (avec m1=m2=...=ma:0), en utilisant la remarque 7 (ii), nota-
tion 4 et la proposition 13, on a le théoréme principal du paragraphe II:

THEOREME 3. — Soit X3 la fibre du schéma Xp en 0 (c’est-d-dire X3, est la réunion
d’une courbe X° du plan P, passant par les p points de P, et du voisinage infinitésimal
PQ) des points de P). Soit n=deg X° et p=Card P (n et p quelcongues).

Alors, pour tout entier k220 on a dans Hilbg P32 l’égalité des classes d’équivalence
rationnelle :

(bt =il = Y (%) P2k,

2j+3(c)<k

ot {-}r désigne la partie de dimension k d’un cycle et ot P, désigne le polynome
numérique introduit en §1.1.

III. La classe [Hilb*C]

Dans ‘ce paragraphe, on veut appliquer les résultats des paragraphes précédents pour
exprimer la classe [Hilb*C] du schéma des k-uplets d'une courbe lisse CCP3, comme
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combinaison linéaire des cycles C}“’d définis au paragraphe I. Comme corollaire de ce
résultat, on obtient un théoréme qui permet :

(i) de justifier la méthode fonctionnelle (cf. Introduction de cet article),
et plus précisément

(ii) d’affirmer que les formules énumératives k-sécantes dans le cas d’une courbe C
de degré n et de genre g dans P3, sont des polynémes en n et g de degré au plus k en n
et [3k] en g (ou [-] désigne la partie entiére).

8. Le schéma Hilb*C

Dans tout ce qui suit, C' est une courbe lisse de P2, non nécessairement conneze, de
degré n avec h points doubles apparents, c’est-a-dire h est le nombre de croisements
normaux d’une projection X° de C sur un plan générique P de P3 par un point général w.
(Autrement dit h est le nombre de cordes de C par w.) En vue de connaitre le schéma
Hilb* C ou plutdt la classe [Hilb* C] dans Hilb§ P? (définition 2) on cherche un schéma
Y tel que:

(i) on ait D’égalité [Hilb*C)=[Hilb*Y] des classes d’équivalence rationnelle dans
Hilb} P3,

(ii) on puisse donner une expression simple, explicite, de la classe [Hilb* Y].

On verra que la recherche d’un tel schéma Y et la connaissance de la classe [Hilb* Y]
sont trés liés a Pétude de la classe [Hilb’,f X9 faite dans le paragraphe précédent. On
commence en rappelant le résultat suivant.

PROPOSITION 23. — Avec les notations ci-dessus, il existe un sous-schéma réduit
et irréductible T de P3xC, plat sur C avec T'1=C et (Fo),ed=X0; de plus Ty est la
réunion de X° et des voisinages infinitésimauz & Uordre 1 (dans P3) des points doubles
de X°. Si on note P={M;}1<icn U'ensemble des points doubles de X0 et PO le premier
voisinage infinitésimal de P alors on a l’égalité (au sens des schémas) T'o=X oyp),

En effet, (cf. {10, III, Example 9.8.3]) le schéma I'/C est par définition 'adhérence
dans P3x C du sous-schéma de P3x C* image du plongement de C x C* dans P3xC*
défini par ([z:y:2:1], \)—([z:y:Az:t], ).

Le schéma Ty est donc un cas particulier de schéma X% (définition 4), avec P=
Sing I’y et p=Card P=h. Dans [18, p. 175], on montre que Fo=XUP®).

En vue d’étudier le schéma relatif Hilb*T'/C, on définit d’abord le schéma relatif
X/C, par la définition suivante.

Définition 13. — Dans C3 , _ xC) on considére la réunion X des deux plans affines

d’équations z=2+A=0 et y=2z—A=0.
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On considére X comme un schéma relatif sur C par la projection (z,y, 2, A)—A.
L’idéal I(X) de X est alors I(¥)=(z, z+A)N(y, 2—A) car I'idéal d’une réunion est l'inter-
section des idéaux. D’oll, comme z, ¥, z+\, z— ), sont des coordonnées de C*, on a I(X)=
(z, 24+ 2)N(y, 2= A)=(x, 24+A)-(y, 2= A) =(zy, (2= A), y(z+ 1), 2% ~ A?). La fibre X dans
C? est alors la réunion des deux droites disjointes d’équations : z=2z+A=0 et y=2—A=0,
que ’on notera respectivement D_» et D,. La fibre Xy de X en 0 a pour idéal I(X,)=
(zy,z2,y2,2%) dans Ocs. Ce schéma X; est la réunion schématique des deux axes de
coordonnées dans le plan {z=0} et du voisinage infinitésimal & l'ordre 1 (dans P3) de
lorigine 0; c’est le schéma Xq déja étudié dans le paragraphe I (cf. définition 7).

Remarque 13. — Dans [19, p. 124], on montre que le schéma Hilb*T'/C n’est pas
plat sur C; par contre le schéma Hilb*T'/C* est plat sur C*, puisque I'/C* est isomorphe
4 un produit C' X C* (par construction de I'), donc Hilb*T / C*~Hilb*C x C*.

La proposition suivante se trouve dans [11].

PROPOSITION 24 (Hartshorne). — Soit M un schéma ; soit S une courbe lisse et S*
un ouvert. Si Z est un sous-schéma réduit de M x S*, plat sur S*, alors l’adhérence Z
dans M x S est plate sur Z.

Notation 10. — On notera Z le sous-schéma Hilb*T'/C* de Hilbf P3 x C*.
On va appliquer la proposition 24 au schéma Z défini ci-dessus.

PROPOSITION 25. — Si on pose M=Hilb¥P3, S=C, §*=C* et Z=Hilb*T'/C*C
Hilb*T'/C alors on conclut que Z est plat sur C.

Démonstration. — Z est isomorphe au produit Hilb*C'xC* (cf. remarque 13) et
donc Z est plat sur C*. De plus, Z est réduit car Hilb* C est lisse, donc réduit.

On va énoncer un résultat important, dont la démonstration, élémentaire, est fasti-
dieuse encore une fois.

THEOREME 4. — Soit & un k-uplet dans la fibre Xo de X (définition 7) en 0, de
support Vorigine. Alors (en utilisant la classification de & donnée par la proposition 5)
& est limite de k-uplets £, dans les fibres X avec A\#0 si et seulement si lidéal de &g
est de l'une des trois formes :

() (zy,z% 9% 2) avec a+b=k+1,

(i) (zy,z%+Py% 2) avec a+b=k et B#0,

(iti) (zy,z2,yz,2%,2%+cz,y°+c'2) avec a+b=k (c et ¢’ quelcongues).

Autrement dit, si et seulement si &y est standard (proposition 6).

Comme conséquence du théoréme 4, on a le résultat suivant :
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PROPOSITION 26. — Un k-uplet £,€Hilb* Ty (ot T est la fibre en 0 de T'/C) est
dans la fibre (Z)o de Z si et seulement si il est standard dans Ty.

Preuve. — Soit & CI'y de support M, l'un des points-doubles de I'y. D’apres ({18,
proposition 1]), on a un isomorphisme (analytique) (I', M) (X,0) de germes de schémas
relatifs au-dessus de C. Par ailleurs, par définition de Z, on a &, C(Z)y si et seulement si o
est limite de k-uplets £, CT'y avec A#0. Le théoréme 4 montre alors (via 'isomorphisme
ci-dessus) que c’est équivalent & & standard dans I'.

Comme corollaire de la proposition 25, on a la
PROPOSITION 27. — On a dans Hilb} P? Uéquivalence rationnelle

[Hilb* C] ~ [Hilb’ Tg).

Preuve. — (i) On a ((Z)o)rea=(Hilb* ['g);eq par la proposition 26 (et notations 4).
Par ailleurs on a les inclusions de schémas Z=Hilb*T/C* CHilb*T'/C, et comme
Hilb*T'/C est fermé dans Hilb* P3x C on a linclusion schématique Z CHilb*T'/C. En
particulier, on a linclusion schématique :

(i) (Z)o C (Hilb*I'/C)o=Hilb*T'y. Comme Hilb* T’y est génériquement réduit le long
de chacune des composantes de Hilbf Ty (cf. remarque 13 et proposition 14 (i)), a fortiori
(Z)o est génériquement réduit aussi, vu (i) et Pinclusion (ii).

On en déduit 1'égalité des cycles de Hilbk P3: [(Z)o]=[Hilbf T]. Or le schéma Z
est plat sur C, de dimension relative 1. D’aprés [7, théoréme 1.7], on a Y'équivalence

_rationnelle dans Hilb P2 : [(Z)1]=[(Z)e). Mais

[(Z)o) =[Hilb*[y] et (Z)1 =2 = (Hilb*T'/C*); = Hilb*T, = Hilb*C
d’oit le résultat. D’aprés le théoréme principal (théoréme 3) du paragraphe II on a,
puisque p=~h dans notre cas:
THEOREME 5. — Pour tout entier k>0 il existe des cycles C;-“,U de Hilbk P? tels que

pour toute courbe lisse CCP3 de degré n avec h points doubles apparents on ait I’égalité
des classes d’équivalence rationnelle dans Hilbk P :

Hib*Cl= Y (?)pa(n—zj)c;,,.
2j+3(0)<k

{01 les P, sont les polyndémes numériques donnés par la définition 1).

Démonstration. — On a vu a la proposition 23 que le schéma T'y coincide avec le
schéma X3 pour P=Sing Iy, donc Card P=h. D’aprés la proposition 27 et le théoréme 3,
il vient 1’égalité de ’énoncé.

Une conséquence importante du théoreme 5 est le
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COROLLAIRE 4. — Soit V une variété compléte non singuliére ; soit f: V—Hilbk P3
un morphisme localement intersection compléte et f*: CH(Hilbf P3)—CH(V) le mor-
phisme associé entre groupes de Chow. Alors pour tout cycle a de dimension 2k dans V
et pour toute courbe lisse C de degré n dans P3 avec h points doubles apparents, le degré
du zéro-cycle a- f*[Hilb* C] est de la forme

deg(a- f*[Hilb*C]) = Z (?)Qk—zj(n)

0<ji<[k/2]
ot Qm est un polynéme numérique de degré <m. ([-] désigne la partie entiére.)

Démonstration. — C’est une conséquence du théoréme 5 et du fait que f* est un
morphisme de groupes. On pose

Qi-2i(n)= > P,(n—2j)deg(a-f*Ck,);

s(0)<k-2j
or deg P,=I(0)<s(oc)<k—2j (notations 1).
Remarques 14. — (i) On remarque que Qx(0)=0. En effet, pour j=0 et n=0 on

a Qr(0)=3 (5 <k Po(0) deg(a- f*C§ ,)=0 car P,(0)=0: si 0#0, notons r=min{ieN*:
0:#0}, alors P,(M)=(M)(M~or) ... et donc P,(0)=0. Si par contre o=e°=0, on a:

Tr Or41

Ct o=@ (définition 3 (b)).
(ii) Les polynomes Q,(n) sont des polynémes numérigues, c’est-a-dire Q,(2)€Z si
2€Z, d’ou (cf. [10, chapitre I, p. 49]) il existe ¢;;€Z tels que

N I

0<ig<k—2j

D’aprés la remarque (i) on a coo=Qx(0)=0, car (J)=1 (cf. Conventions & la définition 1).
Donc on peut écrire le degré du zéro-cycle a- f*[Hilb* C] sous la forme

h\ [n
deg(a- f*Hilb*C]) = .
wermrc)= Y w(h)()
0<7<[k/2] 0Ki<k—25
avec ci; €7 et cop=0.
Le corollaire 3 se généralise & P de la facon suivante:

THEOREME 6. — Soit V une variété compléte non singuliére ; soit f:V —Hilbl PN
(ot N<3) un morphisme localement intersection compléte et f*: CH(HilbE PN)—CH(V)
le morphisme associé entre groupes de Chow. Alors pour tout cycle a de dimension 2k
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dans V et pour toute courbe lisse C de degré n dans PV avec h points doubles apparents
(par la projection d’un PN=3), le degré du zéro-cycle a- f*[Hilb*C] est de la forme

deg(a- f*[Hilb*C]) = Z (?)Rk—Zj(n),

0<i<[k/2]
ot les Ry, sont des polynémes numériques de degré <m.

Démonstration. — Soit p: PV ...—P3 la projection par un P¥~3 disjoint de C. Soit
C la courbe dans P3 projection de C ; elle est de degré 7 avec h points doubles appa-
rents. On remarque que n=7 et h="h. Soit ¢: Hilbg pP3 HHilb’S PY P’injection canonique et
@.: CH(Hilb% P3)— CH(HilbX P¥) le morphisme («image directe») associé entre groupes
de Chow. Alors on a (cf. théoréme 5)

~ h
Hilb*C]= ( ,)P n—24)Ck .
[Hilb* C' Z ;) Pen=20)C3
2j+3s(o)<k
Le procédé de Hartshorne, (cf. [10, chapitre III, p. 259]) qu’on a déja utilisé (cf. propo-
sition 23), montre qu’on a légalité [Hilb*C ]=<p*[Hilbk5] dans CH(HilbE PY), car C
n’acquiert pas de singularité par projection de C. D’ou le degré du zéro-cycle:

deg(a- f*[Hilb*C]) = deg Z Z (‘};)P,(n—2j)a-f*ga*c;°’o

0<i<k/2] 50y Ch—2j

=, 2, ()

0<i<(k/2]

ot P'on pose Rk—2j(n)=23(o)<k—2]’ P,{n—2j) deg(a-f*<p*C;-°’a).

Remarque 15. — On appeliera méthode fonctionnelle (cf. Introduction & ce travail)
la méthode qui consiste & supposer que toute formule k-sécante pour une courbe lisse
C PN est a priori fonction seulement des invariants projectifs de la courbe : le degré de
C et le nombre de points doubles apparents de C sur un P? général de PV. Le théoréme 6
permet :

(i) de justifier la méthode fonctionnelle, c’est-a-dire d’affirmer que les formules
énumératives, relativement au cas d’une courbe C de degré n avec h points doubles
apparents dans P sont fonction seulement de n et h;

(ii) de donner I'expression d’une formule k-sécante a une courbe. Plus précisément,
le théoréme 6 montre qu’une formule k-sécante est un polyndme en n et h de degré au
plus k en n et [%k] en h.
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9. Applications énumératives du théoréme 6

Voyons une application concréte du théoréme 6. D’autres applications énumératives du
théoréme 6 seront données dans un autre travail. Cherchons par exemple le nombre de
coniques qui rencontrent une courbe lisse C (de degré n dans P? avec h points dou-
bles apparents) en k points et qui vérifient d’autres conditions par ailleurs. Construisons
d’abord la variété V pour laquelle on utilisera le théoréme 6. Dans tout ce qui suit
on suppose 1<k<8. Soit UCP3xP? le plan universel (ou tautologique) défini de la
maniére suivante: (M, P)elU <& McP. On le considére comme schéma relatif sur P2,
Soit Hilb*(Z//P3) de dimension totale 2k+3, le schéma de Hilbert relatif, lisse sur P3
(en effet (U/P3) est une fibration de fibre P2, donc Hilb*(U/P?) est une fibration de
fibre Hilb* P2, qui est non-singuliére ([6])). Par ailleurs, soit K I'espace des coniques de
P? (de dimension 8) et p: K—P3 le morphisme qui envoie une conique I' sur son plan ;
c’est une fibration de fibre P5.

Définition 14. — Notons V la variété p*Hilb* (U /P3) formée des triplets (P, T, &) ot
I' est une conique du plan P et {CP un k-uplet. On a dim V =2k+8.

Remargue 16. — V est une variété non-singuliere. Pour le voir, considérons le dia-
gramme cartésien
V =p*Hilb* (U /P3) — Hilb* (U /P3)
‘Yl lw

K P p3

Alors v est un morphisme lisse par changement de base, car 7 est lisse; or K est
non-singulier d’ott V' non-singulitre. Notons f: V —Hilb P3 le morphisme (P, T, £)—¢.

Remarque 17. — En fait f est & valeurs dans l'ouvert non-singulier (cf. [6])
Hilb* P3 CHilbX P des k-uplets superficiels de P3 (c’est-a-dire des k-uplets ¢ tels que
dimps TE< 2 pour tout M €Suppé).

Définition 15. — Dans V =p*Hilb* (U /P3) soit Coc*P3 la sous-variété d’incidence,
de dimension k+8, des (P,T, &) tels que £CT au sens des schémas (« Coc» pour k-uplets
« coconiques »). Soit j: Coc®* P3<-V Dinjection canonique.

On appliquera le théoréme 6 & la situation suivante :

— V=p*Hilb*(U/P3);

— f:(P,T,£)—~¢cHilbt P3;

— a=3.(1)-7*(a) oh ac A3~*(K).

Dans ces conditions on peut retrouver les formules relatives aux coniques k-sécantes
(1<k<8) & une courbe lisse de P? (Berzolari et Severi). Voyons un exemple.
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Ezemple 2. — Cherchons le nombre des coniques 8-sécantes & une courbe lisse C
(de degré n avec h points doubles apparents) dans P3. On pose a=j.(1). Alors d’aprés le
théoréme 6 le degré du zéro-cycle a- f*[Hilb®C] (ol1 f est le morphisme défini ci-dessus)
est de la forme:

deg(a- f*[Hilb®C)) = (Z) Py(n)+ <;) Py(n)+ (;’) Py(n)+hPs(n)+Ps(n)

(ou les P; sont des polynémes numériques en n de degré <i). Le degré de ce 0-cycle
représente le «nombre de coniques 8-sécantes & C». Par des calculs assez élémentaires,
on trouve alors explicitement (cf. [26, p. 788]):

deg(a- f*[Hilb® C]) = (g) [(;) —6n+21] * (g> [—2 (Z) o (Z> —56"“26]
) () ) ]
) o))
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