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Introduct ion 

Le but  de ce travail(1) est de donner une justification de la m~thode fonctionnelle, due tt 

Cayley ([5]) et utilis~e par  Berzolari et Severi pour trouver en particulier les formules sur 

les coniques multisdcantes aux courbes gauches ([1], [2], [26], [27]). On est sur un corps 

de caractdristique 0 et on travaiUe sur C pour  la commodit~ (utilisation de coordonndes 

locales analytiques) ; on notera p3  l 'espace projectif  complexe. 

1. A p e r ~ u  h i s t o r i q u e  

Pour une courbe lisse X de p3  un probl~me classique est de d~terminer les sous-vari~t~s 

de p3  que sont en position sp~ciale par  rappor t  ~ X,  afin d 'obtenir  des formules ~num~ra- 

tives. Avant de donner quelques exemples, on veut rappeler la d~finition d 'un invariant 

projectif  d 'une courbe X de p3 ,  ~ savoir le nomb~ h de points doubles apparents de X : 

c'est le nombre de points doubles d 'une projection g~n~rique X de X sur un plan. Si X 

est une courbe irr~ductible (lisse) de degr~ n e t  genre g, alors on a la formule classique 

Voici maintenant  des exemples de formules k-s~cantes pour une courbe X c P  3 de 

degr~ n avec h points doubles apparents  : 

- -  le nombre t ( X ) = h ( n - 2 ) -  (3) de tris~cantes rencontrant une droite fixe (Cayley, 

1863); 

(1) Le contenu de cet article repr~sente le th~se de Doctorat de l'auteur. Pendant sa preparation 
l'auteur a ~t~ boursier du Consiglio Nazionale delle Ricerche (I) et ensuite du Ministero della Pubblica 
Istruzione (I). Je remercie rues parents pour leur soutien constant. 
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- -  le hombre q(X) des coniques quadris~cantes ~ X et qui rencontrent quatre droites 

fix~es par ailleurs (Severi, 1900) : 

Pour trouver ces formules les g~m~tres  Castelnuovo (1887), Berzolari (1900), Severi 

(1900) ont utilisfi la << m~thode fonctionnelle>>, due h Cayley. La mdthode fonctionnelle, 

telle que la concevaient les Anciens, consiste h supposer que toute formule k-sgcante pour 

une courbe C est a priori de la forme ~(n, h ), fonction seulement des deux invariants pro- 

jectifs de la courbe : le degr~ n e t  le nombre h vu plus haut. I1 est alors possible de trouver 

une << ~quation fonctionnelle >> pour ~, grace ~ quoi, on peut  ~tablir ~ explicitement. 

Remarque I. - -  La plus grosse difficult~ h propos de la m~thode fonctionnelle est de 

prouver que toute formule k-s~cante est seulement fonction de n et h (cf. [29, pp. 7-10]). 

Severi, commentant ses deux Notes de 1900, a bien conscience d 'un besoin de justification 

de la m~thode fonctionnelle. Il ~crit en effet en 1950 : Le due Note vanno inquadrate hello 

stadio di sviluppo della geometria numerativa di mezzo secolo fa. Di fronte alle esigenze 

critiche moderne, gli strumenti usati hanno soltanto valore euristico, per quanto ( secondo 

l'opinione di chi scrive) i risultati sieno sicurissimi. 

Justifier la m~thode fonctionnelle est le but  de cet article! Nos r~sultats ont ~t~ 

annonc~s dans la note [30]. Plus pr~cis~ment, on d~montre un th~or~me qui donne 

l'expression d 'une formule k-s~cante pour une courbe de degr~ n avec h points dou- 

bles apparents : c'est un polyn6me en n et h (de degr~ au plus k e n  n et [�89 en h, off 

[. ] d~signe la partie enti~re). Le cas des droites k-s~cantes a ~t~ trait~ dans [18]. Comme 

ces polyn6mes P de Q[n,h] sont des polynSmes numdriques (i.e. P(n ,h )EZ ,  pour n 
n h et h dans Z), on les d~crira pour la commodit~ dans la base { ( i ) ( j ) ) i , j  de Q[n,h] off 

(?) = n ( n - 1 ) . . .  ( n - i +  1)/i!. Cela permet de simplifier les calculs et de donner une forme 

~( plus jolie }) aux formules (cf. [27, p. 93]). 

2. Le  p o i n t  de  v u e  m o d e r n e  

Dans tout  ce qui suit, on note X une courbe lisse de p3 de degr~ n avec h points doubles 

apparents. Dans l'article, tout  schema sera de type fini sur C et << point >> signifie ((point 

feting >>. 

Pour  utiliser nos techniques, on aura besoin du schema de Hilbert HilbkX, para- 

m~trant la donn~e de k points sur la courbe X. Cette idle est d~j~ implicite dans Severi 

(cf. [28]) quand il dit : Consideriamo la varieth oc4U delle quaderne di punti della curva 

X contenuta nella varieth co12Z di tutte le quaderne di punti dello spazio .... En termes 
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modernes, la vari~t~ U est remplac~e par le schema Hilb4X et la vari~t~ Z par Ie schdma 

Hilb 4 p3, de dimensions respectivement 4 et 12. Donc, il sera int~ressant de connaitre la 

classe d'~quivalence rationnelle [Hilb~X] du schema de Hilbert des k-uplets de X dans le 

groupe de Chow CH(Hilbk P3). On ddsignera en effet par CH(Z) le groupe de Chow d'un 

schema Z ;  c'est un anneau si Z e s t  non-singulier (voir [7]). On dira souvent ((cycles)) au 

lieu de (( classe de cycles )). 

Gdndralitds sur les schdmas de Hilbert ponctuels. - -  Si X est un schema projectif, 

rappelons (cf. [9]) que HilbkX est le schdma de Hilbert associ~ au polyn6me constant 

k (kEN). Ensemblistement HilbkX est l'ensemble de k-uplets, contenus (sch~matique- 

ment !) dans X, c'est-h-dire, plus pr~cis6ment, des sous-sch~mas ~ c X  avec d im~=0  et 

long(~)=k (i.e. d ime F(X, O~)=k). hutrement  dit HilbkX param~trise les id~aux I(~) 

de Ox avec Supp(Ox]i(~)) fini et d ime F(X, Oxl1(~))=k. 

Conven t ions . -  On posera H i lb~  On parlera dans la suite de doublet au 

lieu de 2-uplet, triplet pour 3-uplet, quadruplet pour 4-uplet. 

Dans (HilbkX) x X, notons z k ( x )  le rev~tement tautologique de HilbkX dont l'en- 

semble sous-jacent est form~ de (~, x) avec xE~. La restriction p de prl h z k ( x )  est plate, 

ce qui revient d dire que la longueur des fibres est constante, dgale h k. Notons que, par 

d~finition de Zk(X),  la fibre z k ( x ) ~  est ~. 

Propridtd universelle de HilbkX. Soit S u n  schema arbitraire. Si Z c S •  est un 

revStement (ramifi~) de S h k feuillets, via la premiere projection, alors Z e s t  obtenu 

de z k ( x )  par changement de base, via un unique morphisme de schemas f :  S--~HilbkX. 

(Remarquer que f n 'a aucune raison d'etre plat !) 

Soit U un ouvert de (3 contenant 0 et soit ~ c X  x U un rev~tement fini, plat de U, ce 

qui encore une lois, revient ~ dire que ~ a une longueur constante k. D'apr~s la propri~t~ 

universelte, on a un morphisme U--*HilbkX: en particulier, ce morphisme est continu, 

donc on a lims--,0~8=~0, dans HilbkX. On utilisera constamment ce procddd dans l'article 

pour montrer qu'un k-uplet ~0EHilbkX est darts l'adhdrence d'un ouvert de HilbkX. 

Plus g~n~ralement si T / S  est un schema relatif, on d~finit le schema relatif Hilb k T / S  

sur S qui v~rifie ~galement une propri~t~ universelle. Une consequence de cette propri~t~ 

est l'~galit~ de schdmas: (Hilb k T/S)8=Hilbk(T~) si sES.  

Remarque I I . -  Soit X un schema, ~ ' c X  un k'-uplet, ~ " c X  un k"-uplet avec 

~ ' f3~"=~.  Si on note ~=~'U~", c'est un (k+k')-uplet  de X et l'on a un isomorphisme 

schdmatique d'un voisinage de ~ dans Hilbk'+k"X sur un voisinage de (~',~") dans 
' k' k"  HilbkX x Hilbk"X. Pareil dans le cas relatif Hilb + X / S  oh X / S  est un schema re- 

latif. 

18-945202 Acta Mathematica 172. Imprim61r 28 juin 1994 



260 v. VASSALLO 

Les schdmas considdrds auront en gdndral dans ce qui suit une structure nilpotente ! 

En paxticulier, surtout ne pas confondre Hilbk(Xred) et (HilbkX)red. 

Si Z e s t  un sous-sch6ma de X, on notera aussi [Z] sa classe d'6quivalence rationnelle 

en tant  que cycle, dans le groupe de Chow CH(X). Si dim Z = k  alors [Z] ECHk(X). 

L'idde principale. - -  On va d6former platement X en un schema Y de p3 tel que 

HilbkX et Hilbk Y soient rationnetlement ~quivalents, d'ofi l'6galitd des classes de cycles 

[HilbkX] = [Hilb k Y]. L'int6r6t est que le sch6ma Y que l'on trouve est tel que Hilbk Y est 

r6ductible, mais on salt compter ses composantes ! 

La technique tout au long du travail consiste ~ presenter des k-uplets donn6s ~ de 

pa,  comme limite d'une famille ~ un param~tre (~s)sec de k-uplets plus simples. Cela 

sera en paxticulier le cas, par d6finition du sch6ma de Hilbert, quand on a la donn~e d 'un 

sous-sch6ma de p3 x C, fini sur C a v e c  longueur des fibres constantes (platitude). C'est 

cette v6rification de la longueur constante (quand s--*0) qui est essentielle pour ce que 

nous faisons. 

Soit X une courbe dans p3 de degr~ n e t  )C la projection (g~n~rique) sur un plan P. 

On notera (Mj)l<<j<~h les h points doubles ordinaires de )(. Alors, il existe (cf. [10, III, 

w p. 259]) un schema relatif F de base C, avec la fibre Fz en 1 ~gale ~ X et (Fo)red-----~. 

De plus, la famille (Fx)x forme une famille plate sur C. Le schema F0 est la r~union de 

)~ et des voisinages infinit~simaux ~t l'ordre 1 dans p3 des points Mj ( l~ j~<h)  de .~, 

comme il est montr~ dans [18, remaxque 2, p. 175]. (Sim est l'id~al de M dans Op3, alors 

le voisinage infinitesimal ~ l'ordre 1 de M est d~fini pax l'id~al m 2 dans (9p3.) 

Rdsultat. - -  On montrera au paragraphe III l'~quivalence rationnelle 

[HilbkX] = [Hilb k F1] ,-, {[Hilb k Fol}k 

dans HilbkP 3, off {- }k d~signe la partie de dimension k d 'un cycle (cf. [7, p. 10]). 

La pattie principale de notre travail (paxagraphe II) donne une expression explicite 

de {[Hilb k Fo]}k comme combinaison lin~aire de cycles fixes qui ne d~pendent ni du degr~ 

n de la courbe X ni du nombre h de ses points doubles appaxents. Voir le th~or~me qul 

suit. 

3. Le th~or~me principal et quelques applications 

Les 6nonces precis du th60r~me et du corollaire ci-dessous se trouvent au paragraphe III. 

THI~OREME.- Pour tout entier k>/O il existe des cycles Cij dans le groupe 

CH(Hilbkp 3) tels que pour route courbe lisse X de degrd n dans p3 avec h points doubles 
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apparents, on ait l'dgalitd des cycles (avec Coo=O) : 

O~2j~k O~z~k-2j 

Expliquons sur un exemple simple la ddmonstration du thdor~me. Dans ce qui suit, 

k= 3. Soit X C p3 une courbe de degrd n= 3 avec h= 1 (cubique lisse). Soit .~ la projection 

de X sur un plan P. On ddforme la courbe )( en trois droites L1, L2, L3 de P, telles que 

LI•L2 soit le point double M de )(. On notera F0 (resp. A1(3)) le schdma ddfini comme 

la r~union de -~ (resp. des trois droites) et du voisinage infinitesimal ~ l'ordre 1 dans p3 

du point M. Alors, on a l'dgalitd des cycles: [Hilb3X]={[Hilb3Fo]}3={[Hilb3AI(3)]}3. 

Mais {[Hilb3A1 (3)]}3 est formd des seules composantes adhdrences de: 

(1) 3 composantes Hilb3 Li (1 ~<i~<3) ; on notera plus simplement A leur classe d'~qui- 

valence rationnelle ; 

(2) 6 composantes birationnelles ~ (Hilb 2 Li) x Lj (1 ~i ,  j <~ 3) ; on notera B leur 

classe ; 

(3) une composante birationnelle ~ LI x L2 x L3 ; on notera C sa classe ; 

(4) une (< composante >) formde des triplets composds d 'un doublet d de support M 

et d 'un point simple sur L1 I.JL2. On notera cette composante D (remarquer que D n'est 

pas irrdductible) ; 

(5) une composante formde des triplets composds d 'un doublet d de support M et 

d 'un point simple sur L3. On notera cette composante E. 

D'ofi l'dgalitd des classes d'dquivalence rationnelle [Hilb3X]=3A+6B+C+D+E 

dans Hilb a p3. De cette fa~on, on justifie en gdndral l'dtude des composantes du schdma 

Hilb k Fo. 

Une consdquence importante du thdor~me est le corollaire suivant (voir l'dnoncd 

prdcis au thdor~me 6, paragraphe III). 

COROLLAIRE. - -  Soit V une varidtd complete non singuli~re ; soit f: V--*HilbkP N 

un morphisme localement intersection complete et f*: CH(Hilb}pN)--~CH(V) le mor- 

phisme associd entre groupes de Chow. 

Alors, pour tout cycle a de dimension 2k dans V e t  pour route courbe lisse C de 

degrd n dans p g  avec h points doubles apparents, le degrd du zdro-cycle a.f*[HilbkC] 

est de la forme (avec cijEZ et Coo=O). 

deg(a'f'[HilbkC]) : ~ ~ - ~ c i J ( ~ ) ( n i ) "  
O<j<[k/2] O<i<k-2j 

Noter que le nombre deg(a, f* [Hilb k C]) donne une ddfinition correcte d'une expres- 

sion vague comme << nombre d'objets de V qui sont k-sdcants s C, tout en vdrifiant la 
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condition a par ailleurs >>. 

Ce rdsultat permet de trouver de nombreuses formules k-sdcantes relatives s une 

courbe. 

Nous donnons dans le paragraphe III une application de ce corollaire, au cas des 

coniques multisdcantes s une courbe. C'est le but  initial de ce travail ! 

4. P l a n  de  l ' a r t i c l e  

Au paragraphe I : soit A p ( N )  le schdma ddfini comme la rdunion de N droites (contenues 

dans un plan P) ,  dont 2p passent par les p points d 'un ensemble fini T', et du voisinage 

infinitdsimal ~t l 'ordre 1 (dans p3)  de l'ensemble 7 ~. On construit des cycles C~k,o dans 

Hi lbkp 3 et on inontre que la classe d'dquivalence rationnelle [HilbkAp(N)] s'exprime 

comme combinaison lindaire des cycles C~k,o (thdor~me 1). 

Le paragraphe II est consacrd ~ dtudier la classe d'dquivalence rationnelle entre les 

cycles [HilbkX~] dans Hilb k p3,  off X ~ est une courbe plane quelconque de degrd n ayant 

comme singularitds uniquement des croisements normaux, avec 7)cSing X ~  X ~ est la 

rdunion schdmatique de X ~ et du voisinage infinitdsimal ~ l 'ordre 1 (dans p3)  de 7 ). Ls 

encore, on montre que [nilbkX ~ est combinaison lindaire des cycles C~k,o (thdor~me 3). 

On se ram~ne pour cela au schdma Ap(N) en ddformant X ~ en n droites si n>~2 Card:P. 

Au paragraphe III, on applique les rdsultats des paragraphes prdcddents pour ex- 

primer la classe [Hilb k C] d 'une courbe C de l'espace projectif p3 comme combinaison 

lindaire des cycles C~k,,. Pour cela, on utilise une ddformation de C en le schdma X ~ vu 

plus hau t ;  en dtudiant la ddformation correspondante de HilbkC en HilbkXgv, on arrive 

exprimer [HilbkC] comme combinaison des C k avec pour coefficients des polyn6mes 
3,o' 

num~riques en n e t  h. Le corollaire citd plus haut en rdsulte alors presque immddiatement. 

Dans la version originale envoyde au referee, se trouvait une Annexe. Nous avions 

regroupd dans cette Annexe, tous les calculs auxiliaires qui auraient alourdi le cours du 

texte. Pour manque de place, nous avons supprimd cette Annexe. 

5. Les  r e m e r c i e m e n t s  

Je remercie vivement Patrick Le Barz, pour m'avoir confid l'dtude d 'un sujet si passion- 

nant. Je remercie dgalement G. Elencwajg, A. Collino, J. Brian~on, J. L. Cathelineau qui 

on participd au jury de cette th~se, car leurs remarques ont dtd prdcieuses. 

Merci enfin au referee dont les critiques ont grandement am~lior~ ce travail. 
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I. Les cycles Cjk,~, 

La nature du chapitre est technique. On commence par  rdsoudre un probl~me de type 

combinatoire sur des urnes et des tickets. Cela nous pe rmet t ra  de donner une expression 

trbs simple aux formules qu 'on rencontrera au cours de notre travail. Ensuite, on construit 

les cycles Ck~ par  lesquels on va exprimer duns le paragraphe III ,  la classe d'dquivalence 

rationnelle de Hi lbkC off C est une courbe lisse de p 3  

Pour ddcrire les schdmas qu 'on rencontrera plus loin, on introduit  un schdma, notd 

~0, qui nous servira comme module local. On dtudie alors les k-uplets contenus duns ~E0 

et on donne l 'expression de leurs iddaux en coordonndes. 

1. Les cycles Cik,, ~ 

Par  la suite, on aura besoin de rdsoudre un problbme simple, de nature combinatoire que 

l 'on va dnoncer de la faqon suivante : 

Probl~me 1. - -  Soit n E N  et supposons qu'on ait ai tickets qui portent  le numdro 

i, pour  1 <~i<<.n. Supposons par  ailleurs donndes M urnes. Combien y a-t-il de fa~ons de 

mettre  les ai tickets avec le numdro i duns ai urnes diffdrentes, en supposant que chaque 

urne contienne au plus un ticket ? La rdponse au problbme est fournie par  la proposition 

suivante : 

PROPOSITION 1. - -  Le hombre cherchd, que l'on notera Pa(M) ,  est une fonction 

polyn6me de M dont la valeur est 

(On fait la convention ( M ) = I . )  De plus P~, est un polyn6me numdrique, c'est-d-dire 

P~(x )EZ  si x e Z .  

Ddmonstration. - -  Facile. On remarquera  que deg P~ (M) = a l  +. . .  + (rn. 

Notations 1 . -  Soit N * = N \ { 0 } .  Pour a c N  (s*), c'est-h-dire a est une suite 

(cq, cr2, ...) s 'annulant  h par t i r  d 'un certain rang, posons s(cr)=~i~=1 iai et I(a)=~i~=1 ai. 

On appellera alors somme de la suite a l e  hombre s(a) et longueur de c~ le nombre l(a). 

Evidemment  l(cr)~<s(a). Ainsi deg P~(M)=l (a ) .  En particulier, on notera {e i} la ((base 

canonique )> de N (N*) ; donc e i e s t  la suite (0, ..., 0, 1, 0, ...) avec 0 par tout  sauf h la i-i~me 

place off il y a 1. Duns ce cas, on a s(e i )=i  et l (e i )=l .  I1 est commode de poser e~  

On va gdndraliser cette ddfinition au cas a E Z (N*). 



264 v. VASSALLO 

Ddfinition 1. - -  Pour toute suite a=(ai)iEZ (N') on pose P ~ ( M ) = 0  si a a au moins 

une composante <0, sinon P~(M) est donn~ par la valeur de la proposition 1. 

Avec un raisonnement combinatoire tr~s simple sur les urnes et les tickets (cf. 

probl~me 1) on d~montre la proposition suivante, qui g~n4ralise la formule 

(5+1) 
P R O P O S I T I O N  2 .  - -  Pour toute suite a E Z  (N*) et pour tout M E Z  on a la formule 

P~(M+ I)=P~(M)+ ~ =  1 P~-e~(M). (Rappelons que P ~ ( M ) = 0  si a e Z  (N*) a au moins 

une composante <0.) 

Par ailleurs, on sait [12] que le schema HilbkP 3 est r~ductible pour k grand. On 

donne donc la d~finition : 

Ddfinition 2. - -  On note Hilb0 k p3 la composante de Hilb k p3 adherence des k-uplets 

simples (c'est-~-dire form's  de k points distincts). 

Notations 2. - -  On dess ine ra / z  un doublet de support un point, c'est-~-dire iso- 

morphe ~ Spec C[E] avec C[e]=C[T]/(T 2) off T e s t  une ind~termin~e. 

Remarque 1. - -  Tout doublet d de C 3 (ou p3)  est contenu dans une unique droite, 

notre Axe(d). C'est clair si Supp(d) est form~ de deux points. Sinon, dans Od= 

C[x,y,  z]/I(d), qui est de dimension 2, on a deux relations entre les classes i , x ,  y, z, 

qu'on relive s C[x, y, z]; par exemple ~--a2+~i et 5=~/~+5i. Remarquer ~galement 

que Hilbo 2 p3 =Hilb 2 p3. 

Les doublets de p3 de support {M} s'identifient clots aux droites passant par M. (A 

une telle droite D, on associe le premier voisinage infinitesimal de M sur D.) Maintenant, 

d6finissons pr~cis~ment les cycles Ck,~. 

Ddfinition 3 . -  Pour tout kEN,  pour toute suite a=(ai) iEN (N*) et pour tout  

entier j tel que s(a)+2j <.k on note C~,~ c Hilbo k p3 le cycle suivant : on choisit j points 

M1,...,Mj dans un plan P de p3. Pour chaque point Mi (l~<i~<j) on consid~re deux 

droites D~ et D~' du plan P avec D~ND~'--{Mi}. On se donne aussi l(a) droites L~ 

(l<~a<.l(a)) de P,  ne passant par aucun point Mi. 

(a) Alors le cycle C ~  est l 'adh~rence dans Hilbok P a des k-uplets form,s de:  

- - j  doublets dl, ..., dj de support respectivement M1, ..., M j ;  

- -  k - 2 j - s ( a )  points simples distincts sur les droites D~ et D~' ( l~<i~j )  en 

dehors des Mi ; 
- -  s(a) points simples distincts places sur les l(a) autres droites de la faqon sui- 

vante : 
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exactement 1 point sur chacune des cq droites L1, ..., L ~  ; 

exactement 2 points sur chacune des a2 droites L~+I , . . . ,  L~2, etc. 

(b) De plus, 

(~) si j=O et s (a)r  on pose C0k,~=O ; 

(/~) par ailleurs, on 6tend la d~finition de C],~ k creZ (N*) en convenant C],~=~ 

s i a  a au moins une composante < 0. 

Remarque 2. - - O n  voit que gk,~ n'a aucune raison d'etre irrgductible! (Cela r~sulte 

de la position arbitraire des k - 2 j - s ( a )  points sur les droites D~ et D~'.) 

Comme compl~ment ~t la d~finition pr~c~dente on a la proposition suivante : 

PROPOSITION 3. - -  La classe d'dquivalence rationneUe Cjk,~ darts Hilb0 k p3 ne ddpend 

pas du plan P ni du choix dans le plan P des points Mi ( l~i~<j) ,  des droites D~ et D~' 

( l ~ i ~ j )  et des l(a) autres droites L1,...,nl(~). 

Ddmonstration.-  Soit P u n  autre plan et soit u l e A u t ( P  3) avec Ul(P)=P. Soit 

u:P1--~Aut(P 3) une courbe rationnelle avec u(0)--id et u(1)=ul. Par ailleurs, ~ tout 
-k,j _ - k,j vEAut (P  3) est associ~ ~3EAut(Hilb0kP3). Si on pose C~ -Ul(C,~ ), on voit qu'on a 

l'6quivalence rationnelle ck,J~d~ ,j. On est donc ramen~ h prouver la proposition pour 

P=P. Soit C~,~ le cycle comme dans la d~finition 3. Donnons-nous j autres points 

A' " ill i=' t#i l  (#~)l~<~<S, 2j autres droites ( i)x~<~<S et (A i)l..<~..<s dans P telles que A ' - A "  r 

pour tout 1~<i ~<j. Donnons-nous enfin l(a) droites (Al)l~<l~<l(~). Notons :D~,~ le cycle cor- 
/~  t I t  respondant aux points (#i)l<<.i<<.j et aux droites ( i)l<<.i<~S, (Ai)l<<.i<-.j, ()~l)l<l<l(a) dans 

la d~finition 3. On transforme alors le point M1 en le point #1, la droite D~ en la droite 

A~ et la droite D~' en la droite A~', dans une d~formation dont la base est p1. Cela 

en laissant fixes les autres points et droites. Et ainsi de suite jusqu'~ M s e n  gj, D) en 

Dj en AS, chaque transformation consid~r~e transformant seulement le point M~ 

et seulement le couple des droites (D~, D~'). Puis de la m~me mani~re on transforme 

successivement les l(a) droites (Lz)l~<l<~l(~) en les droites (A1)l~<z~<l(~)- En conclusion, via 

une suite de j+l(a)  d~formations de base p1 on transforme le cycle Ck,~ en le cycle l)k,~. 

D'ofi l'assertion de l'~nonc~. 

La proposition 3 nous permet de parler de la classe d'~quivalence rationnelle du cycle 

C~k,~ dans le groupe CH(Hilb0kP 3) (d~finition 2); nous la noterons encore c~k,a par abus. 

2. La forme des k-uplets 

Soit P u n  plan fix~ dans l'espace projectif complexe pc.  Dans le plan P,  on consid~re un 

ensemble 7 ) form~ de p points en position g6n~rale et une courbe X ~ de degr~ N du plan 
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P passant par les p points, avec P C S i n g X  ~ On suppose que les singularitds de X ~ sont 

uniquement des croisement normaux. Notons :p(1) le voisinage infinitesimal s l 'ordre 1 

(dans p3)  des points de T', ce qui correspond ~ Spec C[x, y, z]/(x, y, z) 2. 

Ddfinition 4. - -  Avec les notations pr~c~dentes, on notera X ~ le schema form~ de 

la r~union sch~matique de la courbe plane X ~ et de p(1). 

On veut par la suite (c'est le coeur de l'article) d~terminer les difFerentes composantes 

de HilbkX~. 

Notations 3. - -  Soit :Pun  ensemble de p points en position g~n~rale dans le plan P.  

Consid~rons 2p droites passant par ces p points et N - 2 p  autres droites en position 

g~n~rale (i.e. ni trois des droites concourantes ni deux se coupant sur une des 2p droites 

pr~c~dentes). Notons A(N)  la courbe r~union de ces N droites. On notera A~,(N) le 

schema (A(N))~, d~fini comme la r~union de A(N)  et de :p(1). Ce schdma n'est ddfini 

que pour N >>. 2p. 

N.B. Pour tout schema X on a:  H i lb~  puisque c'est {0} (cf. Conventions 

dans l 'Introduction). 

Ddfinition 5. - -  Un schema de dimension 0 est dit quasisimple si c'est une r~union 

(disjointe) de points simples et de doublets (simples ou isomorphes s Spec C H ) .  I1 forment 

un ouvert de Hilb k p3. 

Remarque 3. - -  Un k-uplet quasisimple de p3 est ~videmment contenu dans Hilb0 k p3 

(d~finition 2 ; si d est un doublet de support {M}, d~former d e n  deux points de Axe(d), 

Axe(d) ayant ~t~ d~fini dans la remarque 1). 

Ddfinition 6. - -  Disons qu'un k-uplet dans X~ est standard s'il est limite de k-uplets 

quasi-simples de X ~ (d~finition 5 ci-dessus), sinon, on le dit non-standard. 

Notations 4. - -  Nous notons Hilb. k X~ c HilbkX ~ le ferm~ des k-uplets standard de 

X ~ On le consid~re donc, par ddfinition, comme sous-schdma rdduit de HilbkX~. 

Remarque 4. - -  On a Hilb. k X ~ C Hilb0 k p3 d'apr~s la remarque 3. 

L'utilitd de la d6finition 6 vient de ce qu'en g6n~ral, un k-uplet dans X~ n'a aucune 

raison d'6tre limite de k-uplets simples de X ~  (Consid6rer d, d ~  P,  un doublet de support  

un point de Sing X~ Mais il sera en g6n6ral limite de k-uplets quasi-simples de X ~  

Remarque 5 . -  I1 existe cependant des k-uplets dans X ~ qui sont non-standard. 

Mais on connait leurs id6aux et on montrera (proposition 12) qu'ils n'interviennent pas 

dans les calculs de classes de cycles dont on aura besoin. 
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Nous sommes int~ress6s (paragraphes II et III) par des schemas qui sont des courbes 

planes avec des composantes immerg~es dans leur lieu singulier. Le schdma ~o que nous 

introduisons servira d'dtude locale au voisinage des points doubles de nos courbes. I1 a 

d~js ~t~ utilis~ dans [19]. 

Ddfinition 7. - -  Choisissons un syst~me de coordonn&s [x:y:z:t] de p3 tel que le 

plan P ait pour ~quation z=0  dans p 3 \ H  (off H est le plan ~ l'infini t=0) .  On notera 

:~0 le schema r~union sch~matique des deux axes des coordonn~es Ox et Oy dans le plan 

P = { z = 0 }  et du voisinage infinitesimal k l'ordre 1 (dans p3) de l'origine O. 

On remarquera que le schema :~0 coincide avec le schema Ap(2) off P = { O }  (no- 

tations 3). Le schema Xo a pour id4al clans Jo=(x ,y , z )2 • (xy ,  z ) = ( x y , x z , y z ,  z 2) car 

l'id~al d'une r~union est l'intersection des id~aux. Le r~duit associ~ ~ m ( ~ 0 ) r e  d a pour 

ideal (xy, z) : c'est la r~union de deux axes des coordonn&s. De plus, sch~matiquement 

: ~ = : ~ o A P  car (xy, z )=Jo+(Z) .  (L'id~al d'une intersection est la somme des id~aux.) 

La proposition suivante, dont la d~monstration est fastidieuse mais ~l~mentaire, nous 

dit d'abord quel est l'id~al d 'un k-uplet contenu dans X'o=XoNP. 

PROPOSITION 4. - -  Soit I l'iddal d'un k-uplet ~o de support {O} contenu dans X~o = 

Y.onP. 

Alors I a l'une des deux formes : 

(i) (xy, x~,yb, z) avee a + b = k + l ,  

(ii) (xy, xa+~yb, z) avec a + b = k  et 1 ~ 0 .  

Avec des calculs simples en coordonn~es locales, on d~montre la proposition suivante 

qui nous donne l'expression de l'id6al d 'un k-uplet contenu dans le schema 9Z0 (et non 

plus X~). 

PROPOSITION 5. - -  Soit I l'iddal d'un k-uplet ~o dans 2~o de support {O}. 

Alors I a l'une des quatre formes : 

f ( i )  (xy, xa, yb, z) a v e c a + b = k + l ,  
si ~o C P I (ii) (xy, x ~ +13y b, z) avec a+b = k et t3 ~ O. 

(iii) (xy, xz,  yz, z 2, xa+cz ,  yb+ctz) avec a + b =  k 

(c, c I quelconques), 

si ~o ~ P  (iv) (xy ixz ,  yz, z2,x~+t3yb+~/z) avec a + b = k - 1  et 13~0 

(7 quelconque). 

Remarquer que les cas (iii) et (iv) s'excluent mutuellement, les intersections de ~o 

avec l'axe des x (resp. y) ne pouvant &re identiques toutes les deux. 

Toujours fastidieuse mais ~l~mentaire, est la preuve de la proposition suivante : 
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PROPOSITION 6. - -  (1) Des quatre types prdcddents de k-uplets : 

(a) les types (i), (ii) et (iii) sont standard dans :Eo (d~finition 6), 

(b) alors que le type (iv) est non-standard. 

(2) De plus, un k-uplet standard ~ de :Eo peut selon le cas ~tre limite de : 

premier cas : une r~union de k - k  ~ points simples distincts sur un des axes de co- 

ordonndes et k I points simples distincts sur l'autre axe, pour l <~ k' <~ k ; 

deuxi~me cas : une rdunion d'un doublet do de support 0 ( d o , P ) ,  de k' points 

simples distincts sur un des axes et k - ( k ' + 2 )  points simples distincts sur l'autre 

a x e .  

Dans chacun des deux cas, les k-uplets standard correspondants forment (pour 

chaque k') une composante irrdductible de dimension k de HilbkiE0 (cf. aussi la propo- 

sition 9). Que dans le deuxi~me cas la dimension soit k est clair, car do d~pend de 

deux param&res (puisqu'il correspond h une droite de p3 passant par O), d'o~ k ' +  

k - ( k ' + 2 ) + 2  param&res en tout. 

"1 k Notations 5. - -  On d~signe par HI b. Xo le ferm6 (r~duit par d~finition) des k-uplets 

standard dans 3~o. C'est un cas particulier de notations 4, puisque X0 est un cas particulier 

de X~. 

PROPOSITION 7. - -  Le schdma Hilb k 3Co est gdndriquement rdduit le long de chacune 

des composantes ( toutes de dimension k) du fermd Hilb.kiEo . 

Ddmonstration. - -  Soit ~EHilb. k :Eo un k-uplet standard de :Eo. D'apr~s la proposi- 

tion 6 pr&~dente il peut se presenter deux cas : ou ~ est limite d'une r~union de k points 

simples distincts, ou ~ est limite d'une r~union d 'un doublet de support O non contenu 

dans le plan P e t  k - 2  points simples distincts. Dans le premier cas, la proposition 7 est 

6vidente. Donc, il suffit de regarder le deuxi~me cas, pour lequel on peut se ramener 

~=do, avec do doublet de support O, non contenu dans ~o=3EofqP. Soit alors Io l'id~al 

d 'un tel doublet do. L'id~al I0 est de la forme Io=(z  ~, x+)~z, y + # z )  avec A,#EC. Une 

carte de Hilb 2123 en do est donc (u, u', a, a ~, b, b') correspondant h l'id~al 

I = (z 2 + u z + u ' ,  x+)~z+az+a  ~, y+#z+bz+b~).  

(voir par exemple [13, p. 302]). D'apr~s [8, propositions 0.5 et 0.6], le germe de Hilb2Xo 

en do est d6fini par les 6quations u=u'=a '=b '=O.  On volt ainsi que Hilb23E0 est, au 

voisinage de do, non-singulier, donc r6duit. 

PROPOSITION 8. - -  Soit ~ un k-uplet non-standard dans 3Eo. Alors ~ est limite dans 

Hilb k 2~o de k-uplets de 3Eo qui sont rdunion disjointe de k - 3  points simples distincts de 

0 et d'un triplet (non-standard) 3EoNP' or P'  est un plan distinct de P,  passant par O. 
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Ddmonstration. - -  On se ram~ne s Supp ~=O.  D'apr~s les propositions 5 et 6, l'id4al 

de ~ est de la forme I=(xy,  xz, yz, z2,xa+~yb+~/z) avec k=a+b+l  et /3r On pose 

pour s#O 

Is = (xy, xz, yz, z 2 , x(x a-1 - - sa- -1) -4-]~y(y  b -1  -- s b - 1 ) - 4 - T Z  ). 

(En eonvenant x a - l - s a - l = l  si a = l  ; de m6me pour b.) 

Alors, on volt par un calcul simple mais 414mentaire que Is=I 'NI"AI '"  off 

- -  I ' = ( x a - l - s  ~-1, y, z) est l'iddal de a - 1  points simples sur l'axe des x ;  

- -  I"=(y b - l - s b - l , x ,  z) est l'id4al de b - 1  points simples sur l 'axe des y ;  

- -  I '"=(s~-lx+~sb-ly--Tz)+m2 est l'id4al du triplet non-standard intersection du 

plan d'4quation sa-lx+sb-ly-"/z=-O avec le premier voisinage infinit4simal dans p3 de 

l'origine (d'id4al m). 

On a Is--*I si s--*0 car /8  est bien un id4al de longueur constante k (comme l'id4al I) ,  

car ( a -  1) + (b -  1) + 3 - - a + b +  1 =k,  d'ofi la platitude de la d4formation (voir Introduction, 

w 

Comme cons4quence de la proposition pr4c4dente on a la 

PROPOSITION 9 . -  Les k-uplets non-standard ]orment des composantes irrdduc- 

tibles de dimension k - 1  de Hilb k :Eo. 

Ddmonstration.-  Soit T le triplet T = : ~ o A P  ' o~1 p i  est un plan passant par O, 

ne contenant ni l 'axe Ox, ni l'axe Oy. On va voir que ~- n'est pas limite dans Hilb 3 :~0 

de triplets quasisimples. En effet, ~- ne peut 6tre limite de triplets simples de :Eo, car 

on aurait 7- contenu dans P ' .  Par  ailleurs, si ' " ~tU~t est un triplet form4 de la r4union 

d 'un point simple ~ situ4 sur l 'axe des x par exemple et d 'un doublet ~ '  de support O, 

alors le triplet ~- est n4cessairement dans un plan d'4quation (~(t)y+~(t)z=O, car on salt 

(remarque 1) que ~ '  est contenu dans une droite passant par O. Un tel plan ne peut 

pas tendre vers le plan P '  d'4quation x+~y+Tz=O. Or la proposition 8 montre qu'un 

k-uplet gdndral ~ non-standard de :E0 est donn4 par la r4union de a - 1  points simples 

sur l 'axe des x, de b - 1  points simples sur l'axe des y e t  du triplet T=:~oNP I O~l P' est 

un plan passant par O. 

On volt donc qu'un tel ~ n'est pas limite de k-uplets quasisimples de :~0 (donc 

n'est pas limite de k-uplets standard). On obtient donc ainsi, suivant a e t  b diff4rentes 

composantes irr4ductibles de Hilb k :~0- Qu'elles soient de dimension k - 1  est clair, car un 

k-uplet g6n6rique d 'une composante est r6union de a + b - 2 = k - 3  points simples et d 'un 

triplet T qui d4pend de deux param~tres seulement ; en effet v e s t  d4termin4 par le plan 

P '  passant par O. 

Notations 6. - -  On notera Hilbn~st :~0 la r4union des composantes de la proposition 9. 
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Ddfinition 8. - -  Soit X un schema. Soit X1U...UXn la d~composition de Xre d e n  

composantes irr~ductibles Xi (l~<i<~n). On note li la longueur de Oxi,~ off ~i est le 

point g~n6rique de Xi. Alors la classe fondamentale de X notre IX] est d6finie par 

[ X ] = ~  li[Xi]. En particulier l~=l  si X est gdndriquement rdduit le long de X~ ([7, p. 15]). 

Rappelons que pour un cycle a, on d~signe par {a}k la partie de dimension k ([7, 

p. 10]). Un corollaire imm6diat des propositions 7 et 9 et de la d6finition 8 est la propo- 

sition suivante. 

PROPOSITION 10. - -  Soit 3~o le schdma introduit plus haut ( ddfinition 7). Alors pour 

tout entier k on a l'dgalitd des cycles {[Hilb k ~0]}k = [Hilb. k Jr dans Hilbo k p3. (Pour k--0 

rappelons la convention faite : Hilb ~ 3~0={O).) 

Ddmons t ra t ion . -  Comme on a d~jh remarqu~, Hilb.~Jr est une r~union de com- 

posantes irr~ductibles, toutes de dimension k. De plus (proposition 7) Hilbk~o est 

g~n~riquement r~duit le long de chacune de ces composantes. Par  contre Hilb~t3~o 

(k-uplets non-standard) est form~ des composantes irr~ductibles de dimension k - 1  de 

Hilb k :~0 (proposition 9), d'o/~ l'~galit~ de l'~nonc~. 

3. Les k-uplets de X~ 

Revenons au schema X ~ d~fini au d~but du num~ro 2 de la mani~re suivante. Comme 

toujours soit P u n  plan fix~ dans p3. Dans le plan P consid~rons un ensemble 79 form~ 

de p points et une courbe X ~ de degr~ N passant par les p points de 7 9, avec 79CSing X ~ 

On suppose que les singularit~s de X ~ sont uniquement des croisements normaux. Notons 

79(1) le voisinage infinitesimal b. l 'ordre 1 (dans p3)  de 79. On note X~ le schema form~ 

de la r~union sch~matique de X ~ et de 79(1). Les r~sultats trouv~s sur :~0 dans le num~ro 

2 se g~n~ralisent ~ X ~ (propositions 12 et 13 ci-dessous). D'abord on a la 

PROPOSITION 1 1 . -  Soit X ~ le schdma ddfini ci-dessus. Pour tout point M de 

7 9, il existe un voisinage transcendant de M dans X ~ analytiquement isomorphe it un 

voisinage transcendant de 0 dans :~o. 

Ddmonstration. - -  Dans le plan P,  soit (x, y) des coordonn~es centr~es en M telles 

que les deux branches de X ~ aient pour ~quations locales (analytiques) : y - q o ( x ) = 0  et 

x-~p(y)=O. En faisant le changement de coordonn~es X = y - q o ( x )  et Y = x - r  et en 

rappelant que X ~ est la r~union sch~matique de X ~ et de 79(1), on obtient que l'id~al 

de X ~ au voisinage de O est ( ( X , z ) N ( Y , z ) ) N ( X , Y , z )  2 car l'id~al d 'une r~union est 

l 'intersection des id~aux. Cet ideal n'est rien d 'autre  que l'id~al (XY ,  X z ,  Yz ,  z 2) de Xo. 

Le r~sultat suivant g~n~ralise les propositions 7 et 9 et la d~monstration en est 

analogue. 
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PROPOSITION 1 2 . -  (i) Les k-uplets standard dans X ~ forment des composantes 

irrdductibles de dimension k et le schdma HilbkX ~ est gdndriquement rdduit le long de 

ces composantes. 

(ii) Les k-uplets non-standard dans X~ forment des composantes irrdductibles de 

HilbkX ~ de dimension strictement infdrieure h k (prdcisdment comprise entre k - p  et 

k - 1  oft p=CardP). 

�9 k Notations 7 . -  On notera Hl lb , s tX  ~ la r~union des composantes de HilbkX~ 

form~es de k-uplets non standard de X ~  

Le r~sultat suivant g~ndralise la proposition 10. I1 r~sulte de ce que les composantes 
�9 k 0 de HllbnstX ~ sont de dimension inf~rieure h k (proposition 12), alors que celles de 

�9 k 0 Hflb. Xp sont de dimension k. 

PROPOSITION 13. - -  Pour tout entier k>>.O on a l'dgalitd des cycles {[HilbkX~ 

�9 k Hilb0 k p3.  [Hfib, X~] dans 

Rappelons (cf. notations 3) que le schema A p ( N )  est d~fini comme la r~union de 2p 

droites passant par  les points de 7 ), N - 2 p  droites et du voisinage infinitesimal h l 'ordre 

1 (dans p3)  des points de P.  Comme corollaire de la proposition pr~cddente (appliqu~ h 

X ~ form~e de la r~union des N droites) on a : 

COROLLAIRE 1. - -  Soit Ap(N)  le schdma ddfini plus haut. Alors pour tout entier 

k>~O on a l'dgalitd des cycles {[HilbkAp(Y)]}k=[Hilb.kA~,(g)]  gnus Hilb0kp 3. 

4.  L ' o p ~ r a t i o n  A m 

Soit S un schema r~duit (qui dans la suite sera un ouvert de p1 ou bien un point)�9 

Soit A c P  3 une droite et soit W c H i l b k P  a x S u n  sous-sch~ma, vu comme schema re- 

latif sur S. Le schema W peut ~ventuellemeat ~tre non r~duit, mais sa structure nilpo- 

tente n ' interviendra pas dans le r~sultat. On va d~finir un sous-sch~ma rdduit A m W C  

Hilb k p3  x S. Mais d 'abord  une remarque : 

Remarque 6. - -  La r~union rlUdi d 'un k-uplet r I et d 'un  m-uplet  (5 dans un sch~rna 

X n'est  pas forc~ment un (k+m)-up le t ,  comme on le voit d~js avec des uplets simples 

ayant un point en commun. Cependant  si y e t  (5 sont disjoints, ~7U6 est un (k+m)-uple t .  

Notations 8. - -  Soit W C H i l b k p 3  x S un sous-sch~ma. 

(i) Dans le schema W xHilbmACHilbkP3• soit D k'm l 'ouvert des 

(r], t, ~i) v~rifiant ~Ndi=~. (I1 est dense car on peut  toujours ~ d~placer)~ ~ le long de A.) 

(ii) On a une application rationnelle (( union/~ : u: W x HilbmA ...--~Hilb k+m p3  d~- 

finie seulement sur D k,m (remarque pr~c~dente) par  u(~, t, di)=r]US. 
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(iii) Soit 

F k'm C W • HilbmA • Hilb k+m p3 C Hilb k p3 • S • Hilb mA • Hilb k+m p3 

l'adhdrence (rdduite pax ddfinition) du graphe de u et soit q2: Fk"~--*Hilbk+'~P 3 •  la 

projection naturelle. 

(iv) On pose A m W = q 2 ( F  k'm) CHilb k+m p3 x S. 

Remarque 7 . -  (i) Comme q2 est propre (car Hi lbkp  3 et HilbmA sont propres), 

AmW est un sous-schdma de Hilbk+mp3 x S, rdduit par dgfinition d'une image propre 

de sous-schdma. 

(ii) En particulier AOW:Wred (se rappeler Hilb~ 

L E M M E  1 .  - -  On reprend les notations 8 prdcddentes. Soient 0 dans S e t  ~0 dans 

Hilb0k+mP 3. Si ( ~o , O) appartient h AmWcHilbokp3 x S, alors il existe un voisinage V de 

0 dans C et une courbe analytique-y: V--*Hilbk+rnP 3 x S telle queen  posant ~=prlo" ), et 

s--pr2o'y, on ait : 
(a) 
(b) si tr alors ~(t)=~?(t)US(t) avec ~(t) dens HilbmA et (~(t) ,s( t ))  dans W avec 

~?(t)n~(t)=o. En particulier, ~?(t) est dans la fibre Ws(t) de W sur S. 

Preuve. - -  Soit ql: F k'm---*W • Hilb~nA la projection naturelle. Noter que ql rdalise 

un isomorphisme d 'un ouvert dense/~k,m de F k'm avec D k'm. D'ofi un diagramme com- 

mutat if :  

Fk,m < ~ L)k,m 

Hilbk+mp3 x S )-S ~ W x Hilb mA ~ ~D k,m 

Hilbk+,~ p3 

Supposons donc (~o, 0) dans A m W .  Par  ddfinition (notations 8) on a (~0,0)---q2(~/~) 

oh "y~EF k,m. Mais comme/~k,,~ est un ouvert dense de F k'm, il existe une courbe analy- 

tique "y': y - - , r k ,  m (oh ves t  un voisinage de 0 dans C) avec ~/'(0)---~/~ et ~/'(t)ED k,m si 

t~0 .  Comme on a:  

~k,m C F k''n C Hilb k p3 x S x HilbmA • Hilb k+m p3, 

on dcrit pour tout t r  7'( t )=(rl( t ) ,s( t ) ,5( t ) ,r l ( t )US(t)) .  Notons alors 7=q2oT':V--* 

Hilbk+m p3 • S, d'o~l s-=pr 2 o% Posons ~--pr I o-), ; comme les restrictions de pr 1 oq2 et uoql 
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5 k'm sont 6gales, on a donc (pour t r  ~(t)=priq27'(t)=uqi(t)~/ '( t)=uO?(t) ,s(t) ,  

6(t))=~?(t)U6(t) comme on le voulait. Ceci termine la d~monstration du lemme. 

COROLLAIRE 2. - -  Soit ft(k, m) CHilb k+m p3 x S l'ensernble des 0?US, t) oft 07, t) est 

dans W c H i l b k P  3 x S, 6 est dans HilbmA et ~1n5=0. Alors A m W  est dgal 6 l'adhdrence 

it(k, m) de it(k, rn) dans Hilb k+m p3 x S. 

P r e u v e . -  On a ~ ( k , m ) c  A m W  puisque (~US, t)=q20?,t, 5,~?U6) d'ofi f~(k,m)C 

A m w  puisque A m w  est ferm6. R~ciproquement, le lemme 1 montre A m W c i t ( k , m )  

car pour (~0, 0)E Am w ,  le couple (~o, 0) est limite de (zl(t)U6(t), s(t)). 

Remarque 8 . -  Ce corollaire prouve, si WcHilbokP3 x S (d6finition 2), que l'on a 

l'inclusion AmWcHi lbo  k+m p3 x S .  

PROPOSITION 1 4 . -  Soient Ai ,A2  deux droites sdcantes de p3 et 0 leur point 

d'intersection. On suppose que pour tout 0 ? , t ) E W c H i l b k P  3 x S, le point 0 n'est pas 

sur ~]. Alors on a l'dgalitd ml ,~2 ,~2 ml A i A 2 W = A  2 A 1 W de sous-schdmas (rddui t s )dans  

Hilb k+m~+m2 p3 x S. 

Preuve. - -  Soit 

~(k,  mi ,  m2) C Hilb k+m~+m2 p3 x S 

l'ensemble form~ des 0?USiU52,t) off 6iEHilbm'A~, off (7],t)EW avec ~?N6i=O. Alors 
m l  m2 m2 m l  A i A 2 W comme A:  A i W, est l'adh~rence de ~(k,  mi ,  m2) dans Hilb k+ml+m2 p3 x S 

par le corollaire 2. 

PROPOSITION 15. - -  On reprend les notations de la ddfinition 3, de notations 1 et 8 

avec S dgal un point. Alors si A est une droite de P ne passant par aucun des M1, ..., My 
A m[~k _(Tk+m on a ~ ,%a--vj,~+em. 

Preuve. - -  R~sulte aussit6t du corollaire 2 et de la d~finition 3. (Naturellement, pour 

m = 0 ,  on utilise la convention e~  de notations 1.) 

Remarque 9. - -  Dans la suite, on utilisera surtout la construction de AmW dans 

le cas particulier suivant. Soit Z c p 3 •  S un sous-sch~ma (non ndcessairement r~duit) et 

soit W = H i l b k Z / S c H i l b k P a x  S le schema de Hilbert relatif de Z / S .  Par construction 

m~me, on voit alors l'inclusion 

A m H i l b k Z / S  C H i lb k+ m z ' / s  C Hilb k+m p3 x S 

off Z ' = Z U ( A  • S). Noter qu'on aurait aussi bien pu ~crire (Hilbk+mz'/s)red darts les 

inclusions pr~c~dentes, puisque A m w  est r~duit par d~finition. 
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5. Exp re s s ion  de  la classe [Hilb.kA~,(N)] en  fonc t ion  des cycles Cjk, a 

Le but est maintenant d'exprimer la classe [Hilb.kA~(N)] (off A~,(N) a ~t~ introduit 

dans notations 3) comme combinaison lin~aire des cycles C~k,~ d~finis en w Pr~cis~ment 

on a l e  thdor~me : 

THI~OR~;ME 1. - -  En posant p = C a r d P ,  pour tout k et N entiers, k>/O et N~2p,  

on a l'dgalitd des cycles de Hilb0kP 3 : 

[Hilb*k Ap(N)] = E (P)P~(N-2j)C~,~ 
j,a 

2j-Fs(a)~k 

o~ Pa est le polynSme numdrique donnd par la proposition 1. 

Exemple 1. - -  Soit k=3,  N = 5 ,  CardlP=2.  Vu que 2j+s(a)~3 on a deux cas seule- 

ment ~ consid6rer : le cas j = 0  et le cas j = l .  

Le cas j = 0 .  Dans ce cas, on dolt avoir s(a)=al+2a2+3a3 (cf. notations 1) sinon 

C],~--O par ddfinition (d6finition 3 (a)). Pour s ( a )=3  on a trois suites ~ consid6rer : la 

suite a '= (3 ,0 ,  ..., 0, ...), la suite a "= ( 1 ,  1,0, ..., 0, ...) et la suite a ' "= (0 ,  0, 1,0... 0, ...). 

Le cas j - 1 .  Dans ce cas, pent 6tre S(T)=0 on bien s(T)=l .  Pour S(T)=0, on a u n e  

seule suite ~ consid6rer la suite T '=e0=(0,  0, ...,0, ...) (notations 1). Pour S(T) : I ,  on a 

encore une seule suite $ consid6rer : la suite T"=el=(1, O, ..., O, ...). 

Alors dans cet exemple le thdor~me 1 nous donne : 

H. 3 2 p , ,  3 2 2 ,,, 3 

2 , 3 
+ (21)P,'(3)C13,r,+ ( 1 )  P" (3)Cl,r" 

ce qu'on notera symboliquement 

[ " i lb .  3 Ap(5)l = 1 0 [ / / / ] + 2 0 [ / / J + 5 [ / ] + 2 [ ~ ( ~  ]+5[ ~}] 
en utilisant des dessins qui parlent mieux ~ l'imagination que la notation g~n~rale C k,,. 

On aura besoin en paragraphe II (propositions 20, 21) d 'un r~sultat plus fort que le 

th~or~me 1 ; c'est le th~or~me 2 ci-dessous. 

Notations 9. - -  Soient ml ,  ..., m~ EN des hombres entiers fixes. 

(i) Si k est un entier, on pose: k~=k+ml+.. .+m~. 

(ii) On rappelle que e ~ est la suite (0, 0, ..., 0, 1, 0, ...) avec 0 partout sauf ~ la place 

i off il y a 1 et que e~ Alors on pose: e~=e m~ + . . .+ e  m~ dans Z (N*). 
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THI~OREME 2. - -  Soient ml,  ..., m a E i  des nombres entiers et soient A1, ..., Aa des 

droites du plan P en position gdndrale (non concourantes 3 ~ 3). 

Alors en posant p=Card 7 ~, pour tous k >~O et N >>.2p entiers, on a l'dgalitd des cycles 
de Hilb0 k' p3 

(:) [A~"' ... Aam-Uilb,k A~,(N)] = E P'(N-2j)C~,~+ e'' 
j , a  

2jTs(a)<<.k 

Le th~or~me 1 est un cas particulier du Th~or~me 2; en effet lorsque t o u s l e s  

mi sont nuls, on a A~l . . .A~~ par la remarque 7(ii) 

et Hilb.kAp(N) est r~duit par d~finition (notations 4). 

Dgmonstration du thdor~me 2 . -  Rappelons (notations 3) que le schema A p ( N )  

est r~union de : 

(i) le premier voisinage infinit~simM dans p3 d 'un ensemble 7 ~ de p points dans P ; 

(ii) 2p droites O h e t  D~ de P passant par ces p points (l~<~<p) ; 

(iii) N -  2p autres droites L~ de P (1 ~< a ~< N -  2p). 

Soit alors ~ �9 A~I. . ,  A mo Hilb, k Ap (N). 

Premier cas : Supposons ~ sch~matiquement contenu dans P ; alors par le corollaire 2 

(appliqu~ avec S=Spec (C) )  et par la d~finition de Hilb, k, on a ~?=lim~, off ~, est un 

k'-uplet simple ' " ~ U ~  avec : 

- -  ~ un k-uplet dans AT~(N)NP et 

- -  ~7 un (ml+.. .Tma)-uplet  tel que ~TCAlU. . .uAa.  

De plus, on peut supposer que les k points de ~ sont places sur les N droites D~, 

D~, L~ constituant A p ( N ) N P  de la fa~on suivante : on trouve exactement ai fois i points 

de ~'~ sur une de ces droites. 

Si on pose a=(al ,  a2, ...) alors (notations 1), on a s(a)=~-~ iai=k. D'apr~s la d~fi- 

nition 3, il vient donc c, =C k �9 d'ofl k' ~ =  0,~, ~?ECo,~+~, , toujours par la d~finition 3, ou encore 

par la proposition 15. Par la proposition 1, on a P~(N) composantes dans 

m 1 m a �9 k A 1 ...A~ Hllb, A v ( N )  

k '  rationnellement ~quivalents au cycle C0,~+ ~, ; en effet, on choisit des points sur N droites, 

au lieu de tickets dans N urnes ! 

Deuxi~me cas: Supposons le k'-uplet r/ non contenu sch~matiquement dans P ;  le 

support de ~/ ne peut ~tre form~ de k' points distincts. D'apr~s la remarque 9 (avec 

S=Spec(C)) ,  on a ~?�9 

Comme ~?cA~(N)UA1U.. .UA~ et ~?~P, le support de 77 rencontre forcement 7 ). 

Num~rotons les ~l~ments de P en {M1,.. . ,Mp} et ramenons-nous ~ PMSupp(~)= 

19-945202 Acta Mathematica 172. Imprim6 le 28 juin 1994 
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{M1, ..., Mj} (avec 1 <~j<.p). Comme 7/EA~ n~ ... A~'Hilb.k Ap(N),  on a comme pr~cddem- 
_ _  " ! I I  ment y - - l i m ( ~ U ~  ) avec 

- -  ~'~ un k-uplet standard de Ap(N),  donc ~ est encore limite de doublets de 

supports {M1}, ..., {Mj} et de points simples ; 

- -  ~ '  est limite de mz+. . .+ma points simples sur les droites Az, ..., A~. 

Plus pr~cis~ment, ~/appartient ~ l'adh~rence du cycle dont les k'-uplets sont form,s 

de : 

(i) j doublets dl, ..., dj de supports {M1}, ..., {Mj} ; 

(ii) s points sur les N - 2 j  droites L~, D~ et D~ (j+l<<.fl<~p) de A~(N),  de fa~on 

ce qu'on ait fait a~ fois exactement i points sur une de ces droites ; 

(iii) k - 2 j - s  points sur les 2j droites D~ et D~ (1 ~<fl~<j) qui passent par MI, ..., Mj ; 

(iv) enfin m z + . . . + m a  points sur les droites A1,..., Aa. 

Si on pose a = (al ,  a2,...), il vient s(a)= ~ i  ia~ =s <. k - 2 j .  On volt alors (d~finition 3) 
! k '  ~eC~k~ d'ofl yeC~,~+~, (proposition 15). Mais il y a (~) fa(ions de choisir les j points 

M1,. . . ,Mj parmi les p points de P e t  par la proposition 1, il y a P ~ ( N - 2 j )  fa~ons de 

placer s(a) points sur les N - 2 j  droites restant dans A~,(N) de mani~re qu'on ait a~ fois 

i points sur une droite. 

Conclusion : Lorsque j varie entre 0 et p et la suite a parmi les suites telles que s(a) <~ 
k - 2 j  on obtient toutes les composantes de A ~ . . .  A~-Hilb.kAp(N). D'ofi la formule 

cherchde : 

[A~'. . .  A~-Hilb.kAp(N)] = ~ (')~P p.~(N_2 "'C k',,j,~+~, 

2jTs(a)<~k 

Ceci termine la d~monstration du th~or~me 2. 

�9 k 0 I I .  L a  c l a s s e  [ H z l b . X ~ , ]  

Au paragraphe I nous avons construit les cycles C~,~ et nous avons montr~ que la classe 

[Hilb.kAp(N)] s'exprime comme combinaison lin~aire des cycles Ck~ (th~or~me 1). On 

veut g~n~raliser ce r~sultat, du cas d 'une r6union de droites A(N), au cas d 'une courbe 

plane quelconque X ~ ayant comme singularit~s uniquement des croisements normaux, 

avec P c S i n g X  ~ Pour ~viter des confusions, on note cette fois n et non N, le degr~ 

de X0. 

On s 'aper~oit qu 'il faut distinguer deux cas : le cas n >~ 2 Card P e t  le cas n < 2 Card 7 ). 

Dans le premier cas, pour exprimer [Hilb.kX~] (off X ~ 1 7 6  (1), cf. d~finition 4) comme 

combinaison lin~aire des cycles Ck~, il sera suffisant de d~former la courbe X ~ en n droites 

�9 k 0 [Hilb.kAp(n)] et, une lois montr~e l'~quivalence rationnelle entre les cycles [Hllb. X~] et 
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dans Hilb0kp 3, on obtient la formule cherch~e grace aux r~sultats du paragraphe I. En 

vue de traiter le deuxi~me cas, dans lequel on ne peut pas d~former directement la courbe 

X ~ (avec les conditions impos~es) on d~montre un r~sultat plus fort, ~ savoir l'expression 
m~ ~n a �9 k 0 de [A 1 ... A Hllb. Xp] (notations 8) comme combinaison lin~aire des cycles C -~ Cela 

permet, dans le deuxi~me cas ( n < 2 C a r d P ) ,  par une double r~currence, d'arriver au 

r~sultat voulu. 

6. Le s c h e m a  X~,/C 

Soit P u n  plan fix~ dans p3. Soit P un ensemble fini de points dans P et p(1) son premier 

voisinage infinitesimal dans p3.  Soient X ~ et X 1 deux courbes du m~me degr~ n dans 

P passant par les points de P.  On suppose que P c S i n g X ~  1 et que routes les 

singularitds de X ~ et X 1 sont des points doubles ordinaires, les quatre tangentes y grant 

distinctes. De plus, on suppose qu'un point singulier de l'une (en dehors de P) ne peut 

~tre que rdgulier pour l'autre. On se donne A1, ..., Aa des droites du plan P e n  position 

g~n~rale (non concourant 3 & 3) coupant transversalement les courbes X ~ et X 1 en des 

points lisses. 

Choisissons un syst~me de coordonn~es inhomog~nes (x ,y ,  z) de p3 tel que P air 

pour ~quation z=0 .  Notons fo--O et f l = 0  les ~quations qui d~finissent respectivement 

X ~  X 1 d a n s P .  

Ddfinition 9. - -  On notera X le schema dans p3 • C d~fini par les ~quations (t ~tant 

la coordonn~e de C) f ( x , y , t ) = t f l ( x , y ) + ( 1 - t ) f o ( x , y ) = O  et z--0. 

Ddfinition 10. - -  Notons X p / C  le schema relatif sur C d~fini comme sous-sch~ma 

de p3 x C  de la mani~re suivante : X~,=XU(7 p(1) x C ) .  

Ddfinition 11. - -  Notons 7r: p3 x C--*C la projection naturelle sur C. La fibre (Xp)to 

du schema Xp en to E C est d~finie de la mani~re suivante (intersection sch~matique) : 

(Xp)zo=XpA~r-l(to).  On la note X~ ~ pour la commoditY. 

LEMME 2. - -  Pour la fibre X~ ~ de X p  en to on a X~~176 ~(1) x {to}). 

Donc la fibre X~ coincide bien avec X~ d~fini au paragraphe I (d~finition 4). 

Ddmonstration. - -  Dans la suite, on identifiera :p(1)x {to} k p(1). Pour rendre les 

calculs moins fastidieux, prouvons l'assertion dans le cas t0--0. On se place au voisi- 

nage d 'un point O E P  avec des coordonn~es (x, y, z) inhomog~nes centr~es en O. Par  la 

d~finition 11 la fibre X~ est ~gale ~ X~n~r- l (0) .  

Rappelons que si Y e t  Y~ sont deux sous-sch~mas alors l'id~al I ( Y N Y  ~) de l'inter- 

section est par d~finition la somme I ( Y ) + I ( Y ' )  des id~aux de Y e t  Y'. Par  ailleurs, l'id~al 
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I ( Y U Y ' )  de la r6union est par d6finition l'intersection I ( Y ) M I ( Y ' )  des id6aux. Donc on 

a I ( X ~  dans p 3 x C .  D'apr~s la d~finition 11 l'6galit~ pr6c6dente 

donne 

i ( x  ~  = • c ) )  (1) 

Si (x, y, z) est l'iddal de l'origine dans Oos alors l'id4al de :p(1) est (x, y, z) 2. L'id4al 

I ( X )  est donn6 d'apr~s la d4finition 10 par I ( X ) = ( f ,  z) et l'id~al I(rr-l(O)) est donn4 

par I(~r-a(O))=(t), d'ofl dans pa •  

I ( X  O) = ((f, z )N(xy ,  xz ,  yz ,  x 2 , y2, z2))+ (t). (2) 

Maintenant il faut remarquer que f appartient h l'id6al (x, y, z) ~ car on a supposd 

qu ' on a une singularitd au point  0 pour X ~ et pour X 1 ; l'6galit6 (1) donne ainsi : I ( X ~ ) = 

( f ,  x z ,  yz ,  z 2, t). Vu que f = f o + t ( f l  - f o )  on conclut alors I ( X g ) = ( f o ,  xz ,  yz,  z 2, t). Par 

ailleurs l'id~al de X ~  O) c p 3 x  {0} comme on a dit ci-dessus est donn6 localement en 

O par I ( X ~ 1 7 6  d'ofi I ( X ~  z )M(zy ,  xz ,  yz,  x 2, y2, z2)= 

(fo, xz ,  yz,  z2). Donc dans p3 x C, on a 

I (X~ UP 0)) = (fo, xz ,  yz,  z 2, t). (3) 

En regardant (2) et (3) on trouve que X~176 et le lemme 2 est montr6. 

Introduisons maintenant une propri6t6 tr~s utile. 

Ddfinition 12. - -  Soit Z un sch6ma et Y C Z x U un sous-sch~ma, off U est un ouvert 

de p1. On dit que Y poss~de la propridtd (H) si pour tout toEU,  tout XtoEYto est dans 

l'adh6rence de Y-Yto.  

PROPOSITION 1 6 . -  Soit  Z un schdma, U c P  1 un ouvert et Y C Z x U  un sous- 

schdma rdduit, de dimension pure. Alors : 

(i) Y est plat sur U si et seulement  si Y possdde la propridtd (H). 

(ii) Dans ce cas on a l'dquivalence rationnelle [Yt],-~ [Yt,] entre cycles de Z associds 

aux fibres schdmatiques en t e t t ' .  

Ddmonstration.  - -  (i) Comme Y est r6duit, la propri6t6 (H) est 6quivalente g dire 

que la projection p=pr2iy:  Y- -*U est plate ([10, III, Proposition 9.7]). 

(ii) Comme Y est de dimension pure, p poss~de une dimension relative ([10, III, 

corollaire 9.6] et [7, p. 429]); on applique alors [7, th~or~me 1.7] avec a - - I t ] -  [t']. 

Remarque 1 0 . -  Si Y c Z •  et Y ' c Z ' x U  sont r6duits et de dimension pure 

v6rifiant la propri6t6 (H) et si Y x v Y' est r4duit et de dimension pure, alors il vdrifie 
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aussi la propri6t6 (H). En effet il suffit de v~rifier la platitude sur U, ce qui r6sulte de 

[10, Proposition 9.2 (b) et (c)]. 

Soit alors U un ouvert non vide de p1 et soit Z c P  3 x U un sous-sch6ma non rdduit 

a priori. Soit W = H i l b k Z / U g H i l b k P J x  U le sch6ma de Hilbert relatif de Z sur U (voir 

Introduction, w La construction w (voir remarque 9) permet de d6finir le schema 

(r6duit) A MW = A~Hilb ~ Z / U  C Hilb ~+'~ P a x  U. Pour  ~tudier ses fibres au-dessus de U, 

on aura besoin du lemme suivant, dont la d6monstration est fastidieuse mais facile. 

LEMME 3 .  - -  Soit (x,y)  les coordonndes de C a, soit A l'axe des y et soit Z8 une 

courbe d'dquation y=qos+xCs(x) of~ ~o~ et r sont des fonctions analytiques (resp. 

de s et (s ,x)) .  On suppose qo0=0 et r  de sorte que Zo est l'axe des z .  Soit ~o 

un (k+m)-uple t  de support {0}. On suppose qu'il existe une ]onction analytique s(t) 

de t#O telle que ~o est limite dans Hilbk+mP 3 de ~t (t-*O) o~ ~t=JtU~t, 6tN~t=g~, ~t 

dtant un m-uplet contenu dans A e t  ~t un k-uplet contenu dans Zs(t), 6t et ~t d@endant 

analytiquement de t (50) .  Alors l'iddal I(~o) de ~o est de l'une de trois formes : 

(i) xk+l 
(ii) I(~o)=(xy,  xk ,ym+l) ,  

(iii) I(~o)=(xy, 'yym + xk), avee ~/~0. 

Soit donc toujours U un ouvert non vide de p t  et Z c P a x  U un sous-sch6ma non 

rdduit a priori. Soit P c P  a un plan et A c P  une droite. 

H y p o t h d s e . -  On supposera dor6navant que pour tout  tEU,  la fibre Zt est une 

courbe de p3 (dventuellement non rdduite), qui dans un voisinage de A est contenue 

dans P e t  rencontre transversalement A en des points non singuliers. 

PROPOSITION 17. - -  Avec les notations et l'hypothdse prdcddentes, on a pour tout 

to E U l'dgalitd d'ensembles (AmHilb k Z/U)to =- Am (Hilb k (Zt0)) dans Hilb k+m p3. 

Preuve. - -  Avant de donner la ddmonstration, remarquons bien que darts le membre 

de droite, la construction A m (voir w est faite avec S={ to}  tandis que dans le membre 

de gauche, elle est faite avec S = U .  Noter aussi que le membre de gauche dtant une fibre, 

a une structure nilpotente a priori. 

Soit ~oE(AmHilbkZ/U)~o, c'est-&-dire ~0 est un ~l~ment de ( A m H i l b k Z / U ) A p - t ( t o )  

oh p:Hilb~+mP 3 x U--*U est la projection canonique. On se ram~ne & to=O. D'apr~s 

le lemme 1 (appliqud & W = H i l b k Z / U c H i l b k P  3 x U) il existe une courbe analytique 

"y: V--*Hilbkp3 x U telle que en posant ~--prloj '  et s=pr2o'y on ai t :  

(i) ~(0)=~0, 

(ii) si t~O, ~(t)=~(t)Ur off 6(t) EHilbmA, y(t) �9 (nilbkZ/V)~(t)  =Hilbk(Zs(t)) et 
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Si l 'application s:V-*U est constante (=0)  c'est termin6: ~0EAmHilbk(Zo) car 

r Supposons donc l 'application s: V--*U non constante. On se ram~ne au cas off 

Supp~0 e s t u n  seul point M de ZoMA. Choisissons un syst~me local de coordonn6es de 

P centr6 en M tel que A soit {x=0} et Zo soit {y=0}.  Par hypoth~se Z8 coupe transver- 

salement A, donc Z8 a pour 6quation (pour s voisin de 0) y=~+xr off ~os et Cs sont 

analytiques (resp. en s e t  en (s, x)). On peut  alors appliquer le lemme 3 et donc l'id6al 

de ~oE(AmHilbkZ/U)o est de l 'une des trois formes : (xy, x k+l, ym) ou (xy, x k, ym+l) ou 

(xy, ~/ym +xk) ,  ~/r Les trois d6formations suivantes (pour u E C) montrent alors que ~0 

est limite de k+m points distincts, dont k sur Zo et m sur A : 

(xy, x(xk-u),y(ym-l-u)); 

Ainsi ~0 �9 AmHilbk(Zo). 

R6ciproquement, l'inclusion AmHilbk(Zo)C(AmHflbkZ/U)o est 6vidente, car si 

est dans Amnilbk(Zo), alors ~=lim[5(t)ur avec 5(t)CA, ((t)CZoCZ; donc ~ �9  

AmHilbk(Z/U). La proposition 17 est donc compl~tement d6montr6e. 

Soient Ai ( l~i~<a) des droites (non concourantes 3 ~ 3) fix6es dans le plan P.  Soit 

U un sch6ma et soit Z/U un sous-sch6ma relatif de p 3 •  U tel que pour tout tEU, la 

fibre Zt de Z en t soit une courbe, qui au voisinage de Ai est contenue dans P,  et coupe 

Ai transversalement en des points non singuliers. De plus, on suppose ZtNAiMAj=O 
pour tEU et l<.i<j<~a. 

On va appliquer la construction de w ~ W=Hilbk(Z/U) de mani~re g obtenir le 

sch6ma r6duit y = A y ,  ... A'~Hilbk(Z/U). (D'apr~s la proposition 14, l 'ordre des droites 

n 'a  pas d' importance.) 

P R O P O S I T I O N  18 .  - -  Soit U un ouvert de C. Avec les notations prdcddentes pour 
tout to �9 U, on a l'dgalitd entre les ensembles : 

( A ~ . . .  A ~ '  Hilb k Z/V)to = A ~ . . .  A ~  ni lb  k (Zto) 

dans Hilbk'P 3 off k' = k + m l  +.. .  +m~.  

Preuve. - -  On donne la d6monstration pour a=2 .  L'inclusion D est 6vidente comme 

pour la proposition 17. Dans l 'autre sens, si ~0 �9 (A~ 2 ( A ~  HilbkZ/U))to on 6crit ~0 =~ol U 

~o2U~' avec Supp~oiCAiMZto ( i=1 ,2) ,  (Supp~')MAiMZto----~, et ~0~,~o2,~' disjoints. 

Puis, on applique la proposition 17 ~ ~0~, ~0~ respectivement. 

Nous allons maintenant appliquer ce qui pr6c6de au cas off le sch6ma relatif Z/U est 

le schema Xp/U (d6finition 10) l 'ouvert UCC 6tant d6fini un peu plus bas. Rappelons 

que les courbes X ~ et X 1 passent par les points de l'ensemble fini P e t  ont comme 
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singulaxit6s des points doubles ordinaires. Les droites A1, ..., A~ de P sont en position 

gdndrale c'est-s trois quelconques entre elles sont non concourantes. On les a choisies 

aussi transverses ~ X ~ et X 1 en des points non singuliers. 

Remarque 11. Notons toujours " k - -  Hflb, X~  les k-uplets s tandard de X~.  Comme 

consequence de la proposition 12, on remaxquera que Aa m~ ... A~lHi lbkXp est r~union de 

... A 1 Hflb,  X~  et de composantes de dimension strictement inf~rieure ~ k' (off 

k '=k+ml+. . .+m~) .  

La proposition suivante, qu 'on montrera  plus bas, est fondamentale pour tout  ce qui 

suit. (On renvoie aux d~finitions 9, 10, 11.) 

PROPOSITION 1 9 . -  Avec les hypotheses faites sur le schdma X~ et les droites 

A1, . . . ,Aa ,  il existe un ouvert U de C (contenant O) tel que pour tout tEU et pour tout 

entier k>~O On air l'dquivalence rationneUe entre cycles de Hilbok'p 3 

mo .~ ,  �9 k o ~ [ A ~  . . .A 1 H f i b .  X ~ ] .  [A~ . . .A 1 Hflb,X.p] m,, m~ �9 k t 

Remarque 12. - -  On se servira surtout  de la Proposit ion 19 dans le cas m l = m ~ =  

. . . .  m~=0 .  On aura  en fait besoin de ce r~sultat plus fort pour une r6currence sur k 

(proposition 21). 

Soit U E C  l 'ouvert  d~fini de la mani~re suivante : tEU si et seulement si X * n ' a  que 

de points doubles ordinaires comme singulaxit~s et les droites Ai sont transverses ~ X t e n  

des points non-singuliers. L 'ouvert  U contient 0 et 1 par  hypoth~se. Grace au th~or~me 

de Bertini (appliqu~ sur l'~clat~ de P e n  :P au pinceau sans point base d~fini pax X ~ et 

X1), on peut  m~me supposer que pour tout  tEU\{O, 1}, X t e s t  non-singuli~re en dehors 

de 7 ) . 

t 

_ _  - -  r n  a LEMME 4. Le sous-schdma rdduit y _ A  ... A ~ H i l b k X p / U  de Hilb0 k P a x U  

vdrifie la propridtd (H) ( ddfinition 12). 

Preuve. - -  Soient to E U et 

~0 E ( A y  ~... A~lHilb~Xp/U)to ou encore 40 E A m' . . .  A~lHilbkX~,  ~ 

pax la proposition 18. On peut  donc ~crire 40--(~U(~'U~"U~ (iv) U~l U ...U~a Ol~l 

- -  S u p p ~ C P  ; 

- -  ~ '  a pour support  des points de Sing X~  ~ qui ne sont pas contenus dans P (~ '  = O 

si t r  ou t e l ,  car alors X t est non singuli~re en dehors de P )  ; 

- -  ~ "  a pour support  des points de X~~ MAa (l~<a~<a) ; 
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- -  4 (iv) a pour support des points non singuliers de X t~ qui ne sont sur aucune des 

droites Aa ; 

- -  Supp~/~cA~\X t~ (l~<a~<a). 

Pour montrer la propri~t~ (H) pour Y, on va utiliser l 'isomorphisme (au-dessus de 

U) de Y au voisinage de 4o, avec un produit Y ' x Y " x Y m x y ( i v ) •  dans un voisi- 
nage (4~, " i,, g(iv) ~ ~. 40,40 , U0 , , ~ j ,  voir remarque II dans le w de l 'Introduction. On dolt exhiber 

une d6formation de 4o pour montrer que ~o est dans l'adh~rence Y-Yto  de Y-Yto  (on 

utilisera, comme Y-Yto  est un ouvert de Zariski de Y, que l'adh~rence de Zariski est 

confondue avec l'adh~rence transcendante).  

On peut supposer que le support  de tous ces uplets est un point et on 6crit : Supp ~ = 

{Mo}, Supp4~t={No}, Supp4~"={Qo}, Supp4o(iV)={Ro}. Fixons les uplets ~ pendant 

la d~formation qu'on cherche. Donc, il reste ~ exhiber une d~formation dans les quatre 

cas suivants (de fa~on ~ prouver ~to=lim4t, 4t EYt, t # t 0 )  : 

Premier cas : darts un voisinage du point Mo. Soit ~ = 0  l'6quation de la singularit6 

de X t~ en M0 avec ~ dans les germes de fonctions analytiques de deux variables C{x, y} 

(off (x,y, z) est un syst~me de coordonn6es locales en M0 avec P = { Z = 0 } ) .  Quitte 

effectuer une transformation de coordonn6es, on peut  m6me supposer ~=xy. Donc, on 

peut supposer que l'id~al de X~ ~ en M0 est:  (xy, xz, yz, z2). Alors pour tout s= t - to  

petit  et gEC{x, y} (off g est l '6quation de X~), ~+sg s'6crit comme un produit  F~G~ off 

F~, G~ e C{x, y} sont les 6quations des deux branches de la d6formation X t de X t~ Noter 

que comme MoEX~ 1, Mo reste fixe darts cette d6formation. Etant  donn6 que X test 
la r6union dans p3 des deux branches d'id6al respectivement (F~, z) et (G~, z), il s'ensuit 

que l'id6al I(X) de X dans l 'anneau local Or'3• est I(X)=(F~, z)r3(G~, z), d'ofi 

l'id6al I(XT~) de X~, au voisinage de (M0, t0): I(Xp)=I(XUP)=I(X)MI(P)=I(X)M 
(x, y, z) 2. En faisant un changement de coordonn6es locales X=F~(x, y), Y=G~(x, y), 
z=z, t=t, on obtient I(XTv)=(XY, Xz ,Yz ,  z2). Cet id6al 6tant ind6pendant de t, il 

s'ensuit que le sch6ma relatif Xp/C  est localement un produit  dans un voisinage d 'un 

point (Mo, t o ) E p 3 •  (3. Ainsi Y' est au voisinage de (~ ,  to) isomorphe s un produit  et 

donc ~ E Y ' \  Yt~o . (On remarquera que les An n'interviennent pas dans ce cas.) Rappelons 

enfin que si Z/S est isomorphe s un produit,  HilbkZ/S l'est aussi. 

Deuxi~me cas : dans un voisinage du point No. Dans ce cas le th60r~me de Bertini 

permet,  on l'a vu, de supposer t o=0  ou t o = l .  Supposons to=0.  Soit No un point du plan 

P tel que NoESingX ~ et No~P. Rappelons que X~, est d6fini de la mani~re suivante 

dans p 3 •  C :  XTa=XU(P (1) • (3) off X est d~fini par les ~quations f(x, y, t)=tf~ (x, y)+ 
(1-t)fo(x,y)=O et z=0 .  En falsant t=0 ,  on obtient l'~quation de X~v: f(x,y,O)= 
fo(x, y)=0:  Ensuite, dans un voisinage de No, on peut choisir un autre syst~me de coor- 

donn6es analytiques locales de P tel que No=(O, 0) et fo(x, y)=xy=O. Soit 4~' un k-uplet 
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de support No contenu dans X~. On veut montrer qu'on peut d~former ~ dans X~. Etant  

donn6 que fo =xy, alors l'~quation locale de X~ devient : t f l  + (1 - t ) f0  =xy+t( f l  - x y ) = 0  

off fl(0,  0)r  car X 1 n'est pas suppos~e passer par No (No est un point singulier de X ~ 

non dans P). Donc f l - x y  est une unit~ u de C{x, y} et l'~quation locale de X~, devient 

x y / ( f l - x y )  +t=O. On peut donc 6crire l'~quation X Y - t = O  quitte ~ transformer xy/u 
en X Y  et t e n  - t .  

Donc, apr~s changement de coordonn6es analytiques locales on peut dire que X~ 

est donn~ par l'6quation xy=t. Maintenant si ~ '  est un k-uplet quelconque de X ~ de 

support {No}, d'apr~s-la txr.o.position 4 sur la forme des k-uplets, ~ '  a pour idSal 

(i) (xy, z ~, yb) avec k = a + b -  1, 
ou bien 

(ii) (xy, x"+;3y b) avec k=a+b et ;3~0. 

Dans le cas (i), on voit facilement que (xy, xa,yb)=lim~_.oIe off I~ est l'id~al 

(xy, x(x " - l -~ ) , y ( yb - l - r  de la r6union de a - 1  points simples sur l'axe des x, b - 1  

points simples sur l'axe des y et de l'origine No. Ces points sont eux-m~mes limite de 

points dans X~v: si u r  on a (u,O)=limt__.o(u,t/u) pour (0,u) avec u#0 .  De mSme 

N0=(0, 0)=lim~-.0 limt--.0(c, t/~). Dans le cas (ii), on voit facilement que (xy, Xa+Zyb)  = 

lim~--.0 I~ oh I~ est l'id~al (xy, x~+~yk-~--E) est l'id~al de k points simples ; d 'oh la 

mSme conclusion que darts le cas (i). On a ainsi montr~ ~ E Y " \ Y g  ~. 
Troisi~me cas :dans un voisinage du point Qo. Soit toujours toEU et soit Qo un 

point de X~,~ (off a est fix~ entre 1 e t a ) .  Dans un voisinage de Qo, on peut choisir 

un syst~me de coordonn~es analytiques locales (x, y) dans P tel que Q0=(0, 0), X~~ 

{y=0}, Aa : {x=0}. Rappelons que l'~quation de Xp dans P e s t :  f (x ,y , t )=t f~(x ,y )+ 
(1-t)fo(x,y)=O. Vu le choix de nouveUes coordonn~es locales que nous avons fait, 

l'~quation de X~, dans un voisinage de Q0 devient 

](x, y, t) = ](x, y, to)+(t- to)a(x,  y, t) = y+( t - to)a(x ,  y, t) = O. (,) 

Du fait que ](0, 0, to)=O et (O]/Oy)(O, O, t0 ) - - l#0 ,  le th6or~me des fonctions implicites 

montre que l'6quation (*) d6finit une et une seule fonction ~t(x) analytique en t et en 

z telle que ](x, qot(x),t)=O pour tout x dans un voisinage de Q0. L'~quation y=~t(x) 
repr~sente alors le schema X~ dans un voisinage de Qo. 

Soit ~"  un (k+ms)-uple t  de support {Qo}. Par le corollalre 2, ~ '  est limite (c-*0) 

d 'un k-uplet r dans Xg ~ et d 'un ms-uplet C dans As avec ~'~A~----~, r et C ne 

contenant pas Q0. Comme toujours, il faut prouver que ~ "  est limite d 'un (k+ms)-uple t  

7/t form~ d'un k-uplet r dans X~ (tCto) et d 'un ms-uplet ~ '  dans As. Etant  donn~ que 

nos uplets sont contenus dans des courbes lisses, on peut d6js se ramener ~ des uplets 

simples et donc au cas off Supp~={SE} et SuppC={T~},  off S~ (resp. T~) est un point 
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de l'axe de x (resp. y) distinct de Q0- Alors le point simple St de coordonn6es (x~,0) 

est limite du point St,~ de coordonn6es (x~,~t(xe)) car limt--.0~t(x~)=0. On obtient 

ainsi ~--limt__.0 ~,~. Evidemment, si on prend ~',e = ~ ,  il s'ensuit que limt--.0(~,e U~:~)= 

r U r L'6tude du troisi~me cas est complete : ~ " E  Y ' " \  Y~'o"" Remarquer qu'on ne pouvait 

appliquer la proposition 17, puisque on voulait t~to. 

Quatri~me cas : dens un voisinage du point Ro. Soit (x, y) des coordonn6es analy- 

tiques centr6es en Ro, avec l'axe des x tangent ~ X t~ en Ro. L'6quation locale de X t e s t  

y=~t(x) (off ~ est une fonction analytique en t et en x). Comme le support du l-uplet 

~0 (iv) est {Ro} son ideal est I (~iv))=(xt ,y-~o(X)) .  I1 est ~videmment limite (si t - , to)  

de It = (x', y -  ~ot (x)). On a done montr6 ~0 (i~) �9 Y(i~) \ y0 (iv). 

Conclusion: du fait qu'on a un isomorphisme (au-dessus de U) d 'un voisinage de 

~o dens Y avec un voisinage de (~,~t,~tt,~0(iv),~]a) dens Y ' x Y " x Y " ' x y ( i v )  xZ~ on 

a prouv6 que ~o�9 (encore une lois, l'adh6rence transcendante est la m6me que 

l'adh6rence de Zariski). Done Y v6rilie la propri6t6 (H) et ceci termine la ddmonstration 
du lemme 4. 

Pour la d6monstration de la proposition 19 on aura besoin encore d 'un lemme. 

Pr6cis6ment : 

LEMME 5. - -  Considdrons Y /U = A~a... A~l  Hilb k XT~ /U ( qui est rdduit, rappelons- 

le, par construction mdme). Alors les fibres schdmatiques de Y sont gdndriquement 
rdduites le long des composantes de dimension k '=k +ml  +...+me. 

Preuve. - -  En effet, un k'-uplet g6n6ral de Yt est form6 (proposition 18) de mi points 

g~n6raux sur Ai (1 <.i<~a) et d 'un k-uplet dens X~, (disjoint des Ai). On est done ramen6 

montrer l'assertion pour les fibres sch6matiques de (HilbkX~,/U)~ed. Mais de l'inclusion 

de schdmas ( Hilb k XT~ /U)r~d C HilbkX~,/U r6sulte l'inclusion schdmatique des fibres 

((HilbkX~,/U)~ed)t C (HilbkXp/U)t = HilbkX~,, 

la derni~re 6galit~, par d~finition m~me du sch6ma de Hilbert relatif (voir introduc- 

tion). Or, HilbkX~, est gdndriquement rdduit le long de ses composantes de dimension k 
(proposition 12 (i)). Afort iori  ((HilbkX~,/U)red)t est g6n6riquement r~duit, puisque son 

r6duit est le m6me que celui de HilbkX~ ; en effet, pour deux sous-sch6mas A et B d 'un 

sch6ma T on a (AnB)red='AredNBred. Ici, dens T=Hilbkp3x  U, pour A=HilbkX~,/U 
et B=p-l ( t ) ,  on trouve (HilbkX~)red=(((HilbkX~/U)red)t)red. Ceci prouve le lemme 5. 

Ddmonstration de la proposition 19. - -  Maintenant, comme Y v6rifie (H), par le 

lemme 4 on a l'6quivalence rationneUe entre fibres schdmatiques de Y:  [Y0] ~[Y~] d'ofi 

([Yo]}k,~{[Y1])k,, off k '=k+ml+. . .+ma.  Or, par le lemme 5, la fibre Y0 (resp. Yt) est 
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g6n~riquement r6duite le long des composantes de dimension U. D'o~ 

{[Y0]}k' = {[(Y0)~ed]}k' = {[Am, .-. A ~ I H i l b k Z ~  = [A~" ... A~ Hi l b k  X ~ 

(la deuxi~me 6galit6 r6sultant de la proposition 18 et la troisi~me de la remarque 11). 

Idem avec {[Yt]}k,. La proposition 19 est donc montr6e. 

�9 k 0 7. Le seh6ma Hllb. X~, 

Reprenons les notations du num6ro 6. Soit P un ensemble fini de p points de P et 

soient X ~ et X 1 deux courbes de mSme degr~ dans P passant par les points de P,  ayant 

comme singularit6s des points doubles ordinaires en 79 (c'est-s on suppose clue P C  

Sing X~ De plus, on suppose que les autres singularit~s de X ~ et de X 1 sont 

~galement des points doubles ordinaires, et qu'un point singulier de l'une (en dehors de 

7 )) ne peut 6tre que r6gulier pour l'autre. On suppose dgalement deg X ~ =deg X 1 = n  ~ 2p 

o~ p =  Card P.  

Dans le paragraphe I, on a d~fini (notations 3) le seh6ma A~,(N) de la mani~re 

suivante. Soit P u n  ensemble de p points en position 9dndrale (trois ~ trois non align~s) 

dans le plan P. Consid~rons 2p (off p=Card7  9) droites pax ces p points et N - 2 p  autres 

droites. Notons A(N) l'ensemble form6 par ces N droites et p(x) le voisinage infinitesimal 

de P. Nous avons not~ A~,(N) le sch6ma d~fini eomme la r~union de A(N) et de p(1). On 

veut appliquer la proposition 19 au eas suivant : t = l ,  X~,=A~,(n) off n = d e g X  ~ et n>~2p 

(p=CardP) ,  dans le but d'exprimer la elasse [Hilb,kX ~ eomme combinaison lin~aire des 

cycles C~,~ d~finis dans le paragraphe I (d6finition 3). 

Voici done le r~sultat annonc~ dans l 'introduetion de ce ehapitre. Rappelons que si k 

est un entier, on pose U = k + m l  + . . . + m a ,  que si e m'~ =(0, ..., 0, 1, 0, ...), le 1 h la m-i~me 
place, alors e t=  e m l -+ ... --k em" . 

PROPOSITION 20. - -  Soit  X g  la fibre du schdma X ~  en O. Notons  n = d e g X  ~ et 

supposons n >>. 2p oft p =  Card P .  S oient m l , ..., m~ des entiers naturels. A lors, pour tout 

entier k>~O, on a, dans Hilb~'P a, l'dgalitd des classes d'6quivalence rationneUe : 

m, 0 C) [A a .. .A 1 Halb, X v l =  ~ P,,(n-2j)C~,',,+~, 
3 , o  

2j+s(a)~<k 

oiz P~ est le polyndrae introduit dans le paragraphe I. 

Ddmonstrat ion.  - -  Comme on disait plus haut, on applique la proposition 19 au cas 

suivant : t = l  et X~=A~,(n)  (qui est d6fini car n>~2p). D'apr~s la proposition 19, on a 

l'6galit~ entre classes d'dquivalence rationneUe dans Hilb0 k' p3 : 

m a  "m2  m l  �9 k 0 ~ n a  m 2  m l  �9 k [A a . . . 5  2 A 1 Hflb, X~,]=[A a ...A 2 A1 HIlb, A~,(n)]. 
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D'apr~s le th~or~me 2 du paragraphe I on a l'~galit~ 

(p) [AY""" A~Hilb*kAP(n)]  = E J P~(n-2j)C],,,+~, ," 
j , a  

2j+s(a)~<k 

d'o/a l'assertion de la proposition 20. 

C O R O L L A I R E  3. - -  Soit X ~ use courbe plane et X ~ 1 7 6  (1). Notons n = d e g X  ~ 

et supposons n ) 2 p  oiz p = C a r d 7  ~. Alors, pour tout entier k>.O, on a, dans Hilb0kP 3, 

l'ggalitd des classes d'dquivalence rationneIle : 

[Hilb*k X~ = E (P)P~,(n-2j)C],,~. 
j,a 

2j+s(a)<.k 

Ddmonstration. - -  I1 suffit de prendre les ms  nuls dans la proposition 20, puis de 

se rappeler e~  et A~ (remarque 7(ii)). Or ici w = n i l b , k X ~  est r~duit par 

d~finition (notations 4). 

Maintenant, on va g~n~raliser la proposition 20 au ca sn  = deg X ~  21)= 2 Card P.  On 

s'aper~oit que dans ce cas on ne peut pas d~former la courbe X ~ avec n = d e g X  ~ en la 

r~union de 2p droites passant par les points Mi off P={M1,  ..., M v} et n - 2 p  droites par 
�9 kX0 ailleurs ! On va arriver cependant ~ exprimer pour tout  kEN,  le cycle [Hllb. ~,] comme 

combinaison lin~aire des cycles C~,a en faisant use r~eurrence sur k. La proposition 21 a 

done pratiquement le m6me dnoncd que la proposition 20. Mais d'abord, un lemme. 

LEMME 6. - -  Dans Hilbok'P 3 (ddfinition 2) on a l'~9alitd des classes 

k 

[Amo... A?lHilb,k y~] ,~  ,~ i �9 k- ,  o = 2 [ A a  ... n 1 n Hflb. Y~]. (1) 
i=O 

P r e u v e . -  Soit ~EAm~ A~nlHilb k Y~. Alors on a:  ~=lim(~0U~lU...U(a) oh:  

- -  ~0 est un k-uplet standard de Y ~ 1 7 6  ; 

- -  ~s sont des ms-uplet  de As (l~<a~<a). 

Alors, on a:  ~ o = l i m ( ~ U ~  ') off 

- -  ~ est un r~union de doublets dl, ...,di de support un point de P ;  

- -  ~ '  est une r~union de points simple ml ,  ..., mk-2i avec 

m j E X ~  l<~ j<~k-2 i - r ,  

m j E A \ X  ~ k - 2 i - r < j < . k - 2 i .  
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r �9 k - r  0 Doric ~EA Hflb. X~ pour r=0 ,  ..., k d'o~ m~ m~ CEA~ .../X 1 /X~Hilbk.-~Y ~ On a donc 

prouvd l'~galit~ d'ensembles 

k 
ma A m 1  ~ T . ~ k  A m 1  l_l;l~,k-i  y o h o  ... 1 U A ro... I . . . . .  . 

i = 0  

D'ofi l'assertion du lemme 6, puisque les schemas sont r~duits par d~finition (remarque 7). 

PROPOSITION 21. - -  Soit X ~ la fibre du schdma X~, en O. Supposons n=deg X ~  <~ 2p 

off p = C a r d 7  ~. Alors, pour tout entier k>~O on a, dans Hilb0k'P 3, l'dgalit6 des classes 

d'6quivalence rationnelle : 

C) �9 k [Aam~ "'" A ? '  Hilb*k X~ = Z j P ~ ( n -  23)C~,~+ ~'' 
j , a  

2 j+s (a )<k  

(,) 

Ddmonstration. - -  On d~montre la proposition 21 par r~currence sur k. Pour k=0,  

vu la convention S i lb~  si X est un schema, il s'agit de voir [Am1... A~  1 {0}]=  

C ~ ,  +'''+m~ off e'=em~+.. .+e m". Par construction m~me du cycle C~,~, +'''+m" (d~fi- 

nition 3) on a l'~galit~. 

On suppose vraie l'assertion de la proposition 21 pour k - 1 ,  k - 2 ,  ..., 2, 1. Passons 

au stade k. Comme n<~2p, posons l = 2 p - n .  Nous allons montrer le r~sultat pour k, par 

r~currence sur 1. Le cas l=O est connu (proposition 20). Passons du stade 1 au stade 

/+1.  Dans le plan P,  consid~rons une autre droite A, choisie g~n~rale par rapport ~ X ~ 

(coupant X ~ transversalement en des points non-singuliers) et par rapport ~ A1,..., Aa. 

Notons y0  le schema s u i v a n t : Y ~ 1 7 6  Alors, Y ~ 1 7 6  

Le terme de gauche dans la formule (1) du lemme 6 est le mSme que le terme 

de gauche dans l'~nonc~ de la proposition 21, appliqu~e au cas ]i0. Etant donnfi que 

2 p - ( d e g  yO)=  2 p - ( n +  1)= ( 2 p - n ) -  1 = l - 1 ,  par hypoth~se de r~currence (sur l'entier l) 

l'assertion (.) de la proposition 21 est valable pour yo.  Soit, comme ici deg Y ~  1: 

I P )  �9 k' ma m~ . k o P~(n+l-2s)C~,~+~,_ --- [A a ... A 1 Hflb. rTg] = Z j 
j , a  

2 j + s ( a ) ~ k  

(off k l - - k + m l + . . . + m a  et e '=eml+. . .+ema).  

Par la formule P~ ( i +  1) = P~ (M) + Y~=I P~-e~ (M) (proposition 2), on a 

o o  

P ~ ( n + 1 -  2j) = P ~ ( n -  2 j )+  ~-~ P~-e' ( n -  2j). 
i----1 



288 v. VASSALLO 

Donc 
/ \ 

lAma ?nl  �9 ]r 0 [ P ~  i A1 HIlb*YT~]= E " "  P~ a+e' [ - - a  I g l  

j,o k3 / 
2j+s(=)<~k (1) 

" C) i = 1  j ,a  
2 j+s (o )~k  

Mais par ailleurs, cette lois par l 'hypoth6se de r4currence (sur k) au stade k - r ,  
appliqu6e aux a + l  droites A, Ax, ..., Aa, on a, pour r /> l :  

[ A  . . .A a A~I-Iilb,k-~X~,]= ~ j P~,(n-3)C~,~,+~,+e. (2) 
j ,a  

2 j + s ( a ) ~ k - r  

(Noter qu'iei (k-r ) '  donne k-r+ma+. . .+ml+l=kq)  
Le lemme 6 donne la diff4rence suivante : 

k 
0 m~ ml  r �9 k - r  0 [Ama. . .A? 'Hilb ,kX~ l = [ A r ' . . . A ? l H i l b . k Y ~ ] - E [ A a  .. .A x A Hflb, X~]. 

r = l  

Si l'on remplace (1) et (2) par leurs valeurs, cette diff4rence est : 

= J,~ P P, n - 2 "  k' [A:~"" A~I  Hilbk X~] ( E  ( j )  ~( 3)C~,,~+~, 

2j+s(a)~<k 

E E p -t- - k 

i=1 j,o j P~-e'(n-23)C~'~ (3) 

2 j T s ( a ) ~ k  

-F_, F_, k J ,)e;.o+o.§ 
r = l  j ,o 0 

2 j T s ( a ) ~ k - - r  

Pour a = ( a l ,  o'2, ...) on a d6fini (paragraphe I) la somme s(a) de a en posant s(a)= 
~i~=1 iai d'ofi la formule 4vidente s(a+em)=s(a)+m. Alors, si on pose (ce qui est pos- 

sible car a e Z  (N*)) T=a--e i on a s(a)=S(T)+i. Maintenant, si on remplace a et s(a) 
dans les deux derniers termes du membre de droite de (3) on obtient : 

P~_~,(n-2j)g~,'~+~,- i=1 j,~ ~=1 j,~ J P~-n-2h---'~ 

2 j+s (a )~k  2 j+s (o )~k - - r  

,o-+er  + e t  �9 

i = 1  j , v  r----1 j ,a  
2 j+s(v)<k-- i  2 j+s (a )~k - - r  



J U S T I F I C A T I O N  DE LA M I ~ T H O D E  F O N C T I O N N E L L E  P O U R  LES C O U R B E S  G A U C H E S  289 

Et  si l 'on fait i=r  et T---~ff on s'aper~oit que cette derni~re diffdrence est nulle; on re- 

marque qu'en effet i varie entre 1 et k, car pour i>k  on a k - i<O,  d'ofi s(7-)<0; dont 

T a au moins une composante <0,  et par d~finition P~(M)=O. D'ofi, toujours par (3) 

(off, on vient de le voir, les deux derniers termes s'annulent) on a l'~galit~ des classes 

d'~quivalence rationneUe dans Hilb0k'P 3 : 

�9 0 mlmlH,lb, XT,]= ~ , , .  p~(n_2j)e],~+e, 
j,a \3/ 

2j+s(~)<~k 

et la r~currence sur l est complete. La proposition 21 est donc ddmontrde. 

Maintenant, on peut  r~sumer les propositions 20 et 21 dans une seule proposition 
�9 k 0 qui nous permet entre autres d'exprimer la classe [Hdb, X~] comme combinaison lin~aire 

des cycles CIr. 

PROPOSITION 22. - -  Soient a droites A1, ..., Aa en position gdndrale dans P. Soit 

X ~ lafibre du schdma X~, en O. Soit n = d e g X  ~ etp=Card79 (n etp quelconques). Alors 

pour tout entier k >/O on a dans Hilb0k'P 3 l'ggalitd des classes d'dquivalence rationnelle : 

�9 k [ZX2~ = j 
j,o" 

Comme corollaire (avec m l = m 2  . . . . .  ma=0) ,  en utilisant la remarque 7 (ii), nota- 

tion 4 et la proposition 13, on a l e  th~or~me principal du paragraphe II : 

THI~ORI~ME 3. - -  Soit X~  la fibre du schdma X~, en 0 (c'est-h-dire X ~ est la rdunion 

d'une courbe X ~ du plan P, passant par les p points de 7 9, et du voisinage infinitdsimal 

79(1) des points de 79). Soit n = d e g X  ~ et p=Card79 ( n e t  p quelconques). 

Alors, pour tout entier k>~O on a dans HilbokP a l'dgalitd des classes d'dquivalence 

rationnelle : 

{["ilbkX~ ~ (P)P~(n--2 j )ck~ 
j ,a 

2j+s(a)~k 

o~ {. }k ddsigne la partie de dimension k d'un cycle et o~ Pa ddsigne le polyn6me 

numdrique introduit en w 

III. La classe [HilbkC] 

Dans 'ce paragraphe, on veut appliquer les r~sultats des paragraphes precedents pour 

exprimer la classe [HilbkC] du schema des k-uplets d 'une courbe lisse C c P  3, comme 
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combinaison lin6aire des cycles C],~ d6finis au paragraphe I. Comme corollaire de ce 

r6sultat, on obtient un th6or~me qui permet : 

(i) de justifier la mdthode fonctionnelle (cf. Introduction de cet article), 

et plus pr6cis6ment 

(ii) d'a~rmer que les ]ormules dnumdratives k-sdcantes dans le cas d'une courbe C 

de degrd n e t  de genre g dans p3, sont des polyn~mes en n e t  g de degrd au plus k e n  n 

et [~ k] en g (o~ [. ] d~signe la partie enti~re). 

8. Le schema HilbhC 

Dans tout ce qui suit, C est une courbe lisse de p3, non ndcessairement connexe, de 

degr~ n avec h points doubles apparents, c'est-~-dire h est le nombre de croisements 

normaux d'une projection X ~ de C sur un plan g~n~rique P de p3 par un point g~n~ral w. 

(Autrement dit h est le nombre de cordes de C par w.) En vue de connaitre le schema 

HilbkC ou plutSt la classe [Hilb k C] dans Hilb0 k p3 (d~finition 2) on cherche un schema 

Y tel que : 

(i) on ait l'~gaht6 [HilbkC]=[Hilb k Y] des classes d'~quivalence rationnelle dans 

Hilb0 k p3, 

(ii) on puisse donner une expression simple, explicite, de la classe [Hilb k Y]. 

On verra que la recherche d 'un tel schfima Y e t  la connaissance de la classe [Hilb k Y] 

sont tr~s li6s ~ l'6tude de la classe [Hilb.kX ~ faite dans le paragraphe pr6c6dent. On 

commence en rappelant le r~sultat suivant. 

PROPOSITION 2 3 . -  Avec les notations ci-dessus, il existe un sous-schdma rdduit 

et irrdductible F de p 3 x C ,  plat sur C avec F I = C  et (F0)red=X ~ ; de plus F0 est la 

rdunion de X ~ et des voisinages infinitdsirnaux ~ l'ordre 1 ( dans p3) des points doubles 

de X ~ Si on note 7)={Mi}l<~i<~h l'ensemble des points doubles de X ~ et 7 )(1) le premier 

voisinage infinitdsimal de 7) alors on a l'dgalitd (au sens des schdmas) F0=X~ (1). 

En effet, (cf. [10, III, Example 9.8.3]) le sch6ma F / C  est par d~finition l'adh6rence 

dans p 3 x  C du sous-sch6ma de p 3 x  C* image du plongement de C x C* dans p 3 x  C* 

d~fini par ([x:y:z:t], A)~-~([x:y:Az:t], A). 

Le sch6ma F0 est donc un cas particulier de schema X ~ (d6finition 4), avec 7)= 

SingF0 et p=CardT)=h. Dans [18, p. 175], on montre que Fo=X~ (1). 

En vue d'6tudier le sch6ma relatif HilbkF/C,  on d6finit d'abord le sch6ma relatif 

X / C ,  par la d6finition suivante. 

3 Ddfinition 13. - -  Dans C~,y,z x CA on consid~re la r6union X des deux plans affines 

d'6quations x = z + A = 0  et y = z - A = 0 .  
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On consid~re S comme un sch6ma relatif sur C par la projection (x, y,z,  )~)~--~A. 

L'id@al I(S)  de S est alors I ( S ) = ( x ,  z+~)N(y,  z - A )  car l'id@al d'une r@union est l'inter- 

section des id@aux. D'oix, comme x, y, z+A, z - A ,  sont des coordonn@es de C 4, on a I ( S ) =  

(x, z+A)n(y ,  z - A ) = ( x ,  z+)~). (y, z - )~)=(xy ,  x ( z - A ) ,  y(z+A), z 2-A2). La fibre S~ dans 

C 3 est alors la r@union des deux droites disjointes d'@quations : x=z+A=O et y = z - A = 0 ,  

que l'on notera respectivement D_~ et D~. La fibre S0 de X en 0 a pour id@al I (So)= 

(xy, xz, yz, z 2) dans Oc3. Ce sch@ma So est la r@union sch@matique des deux axes de 

coordonn@es dans le plan {z=0} et du voisinage infirtit@simal & l'ordre 1 (dans p3) de 

l'origine 0 ; c'est le sch@ma :~0 d6j~ 6tudi~ dans le paragraphe I (cf. d~finition 7). 

Remarque 1 3 . -  bans  [19, p. 124], on montre que le sch6ma Hi lbkF/C n'est pas 

plat sur C ; par contre le sch6ma Hilb k F/C* est plat sur C*, puisque F/C* est isomorphe 

un produit C x C* (par construction de F), donc Hilb k F/C*-~HilbkC x C*. 

La proposition suivante se trouve dans [11]. 

PROPOSITION 24 (Hartshorne). - -  Soit M un schdma ; soit S une courbe lisse et S* 

un ouvert. Si Z e s t  un sous-schdma rgduit de M•  plat sur S*, alors l'adhdrence Z 

dans M • S est plate sur Z. 

Notation 10. - -  On notera Z le sous-sch@ma Hilb ~ F/C* de Hilb0 k p3 x C*. 

On va appliquer la proposition 24 au sch@ma Z d6fini ci-dessus. 

PROPOSITION 2 5 . -  Si on pose M=Hilb0kP 3, S = C ,  S*=C* et Z=Hi lbkF /C*c  

Hilb k F / C  alors on conclut que 2 est plat sur C. 

Ddmonstra t ion . -  Z e s t  isomorphe au produit HilbkC • C* (cf. remarque 13) et 

donc Z est plat sur C*. De plus, Z est r~duit car HilbkC est lisse, donc r@duit. 

On va @noncer un r@sultat important, dont la d@monstration, 61@mentaire, est fasti- 

dieuse encore une fois. 

THI~OR~ME 4. - -  Soit ~o un k-uplet dans la fibre So de S (ddfinition 7) en O, de 

support l'origine. Alors ( en utilisant la classification de ~o donnde par la proposition 5) 

~o est limite de k-uplets ~ dans les fibres Sx avec A~O si et seulement si l'iddal de ~o 

est de l'une des trois formes : 

(i) (xy, xa, yb, z) avec a+b=k+l ,  

(ii) (xy, xa+~yb, z) avec a+b=k et Z~O, 

(iii) (xy, xz, yz, z 2, xa+cz, yb+c'z) avec a+b=k (c et c' quelconques). 

Autrement dit, si et seulement si ~o est standard (proposition 6). 

Comme cons@quence du th@or~me 4, on a l e  r6sultat suivant : 

20-  945202 Acta Mathematica 172, Imprim~ le 28 juin 1994 
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PROPOSITION 2 6 .  - -  Un k-uplet ~oEHilbkFo (03 Fo est la fibre en 0 de F / C )  est 

dans la fibre ( Z)o de Z si et seulement s i i l  est standard clans Fo. 

Preuve. - -  Soit ~oCFo de support M,  run  des points-doubles de Fo. D'apr~s ([18, 

proposition 1]), on a un isomorphisme (analytique) (F, M)-% (~, 0) de germes de sch6mas 

relatifs au-dessus de C. Par ailleurs, par d6finition de Z, on a ~o C (2)0 si et settlement si ~o 

est limite de k-uplets ~x CF~ avec Ar Le th6or~me 4 montre alors (via l'isomorphisme 

ci-dessus) clue c'est 6quivalent ~ ~o standard daas Fo. 

Comme corollaire de la proposition 25, on a la 

PROPOSITION 2 7 . -  On a dans HilbokP a l'dquivalence rationnelle 

[nilb k C] ,~ [Hilb. k ro]. 

Preuve. - -  (i) On a ((Z)o)red=(Hilb.  k F0)red Par la proposition 26 (et notations 4). 

Par aiUeurs on a l e s  inclusions de schdmas Z = H i l b k F / C * C H i l b k F / O ,  et comme 

Hilb k F / C  est ferm6 dans Hilb k p3 x C on a l'inclusion schdmatique 2 C H i l b  k F / C .  En 

particulier, on a l'inclusion schdmatique: 

(ii) (2)0 C (Hilb k F /C)o  =Hilb  k Fo. Comme Hilb ~ Fo est g6n~riquement r~duit le long 

de chacune des composantes de Hilb. k Fo (cf. remarque 13 et proposition 14 (i)), a fortiori 

(2)0 est g6n6riquement r6duit aussi, vu (i) et l'inclusion (ii). 

On en d6duit l'6galit6 des cycles de Hilbo k p 3 :  [(2)0]= [Hilb. k Fo]. Or le sch6ma 

est plat sur C, de dimension relative 1. D'apr~s [7, th6or~me 1.7], on a l'6quivalence 

rat ionnelle dans Hilbo k p 3 :  [(2)1]=[(2)o]. Mais 

[(2)0] = [Hilb.kFo] et (,~)1 : Z 1  : (Hi lbkr /C*) l  =HilbkF1 : H i l b k 6  ' 

d 'oh le r6sultat. D'aprbs le th6orbme principal (thdorbme 3) du paragraphe II on a, 

puisque p--h dans notre cas : 

THEOREME 5. - -  Pour tout entier k>~O il existe des cycles C~k,~ de Hilbo k p3 tels que 

pour route courbe lisse C c P  3 de degrd n avec h points doubles apparents on air l'dgalitd 

des classes d'dquivalence rationnelle dans Hilb0kpa : 

[Hilbk C] -- E j P~ ( n -  23)C~,~. 
j,a 

2jd-s(tr)~k 

( o11 les P~ sont les polyn6mes numdriques donnds par Ia ddfinition 1). 

Ddmonstration. - -  On a vu ~ la proposition 23 que le sch6ma Fo coincide avec le 

sch6ma X ~ pour P = S i n g  Fo, donc Card :P= h. D'apr~s la proposition 27 et le th6or~me 3, 

il vient l'6galit~ de l'6nonc6. 

Une cons6quence importante du th6or~me 5 est le 
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COROLLAIRE 4 .  - -  Soit V une varigtd complgte non singuligre ; soit f: V--*Hilbo k p3 

un morphisme localement intersection complgte et f*:CH(Hilb0kp3)--*CH(V) le mor- 

phisme associd entre 9roupes de Chow. Alors pour tout cycle a de dimension 2k dans V 

et pour toute courbe lisse C de degrd n dans p3 avec h points doubles apparents, le degrd 

du zdro-cycle a.f* [Hilb k C] est de la forme 

deg(a'f*[HilbkC])-~ Z (~)Qk-2 j (n)  
O<~j~[k/2] 

oi~ Qm est un polyn6me numdrique de degrd <~ m. ([.] ddsigne la par'tie enti~re.) 

Ddmonstration. - -  C'est une consdquence du thdor~me 5 et du fait que f* est un 

morphisme de groupes. On pose 

Qk_2j(n)= Z P~(n-2j)deg(a.f*C~,a); 
(F 

or deg P,, = l(a) <~ s(a) <~ k -  2j (notations 1). 

Remarques 1 4 . -  (i) On remarque que Qk(O)=O. En effet, pour j=O et n=O on 

a Qk(0)=~s(,)~<k P~(O)deg(a.f*gko,~)=O car P~(0)=0 : si a r  notons r = m i n { i e N * :  
M M--aN ai~O}, alors P ~ ( M ) = ( ~ ) (  #r+, )"" et done P~(0)--0. Si par contre a=e~ on a:  

C0k,0=o (ddfinition 3 (b)). 

(ii) Les polyn6mes Q~(n) sont des polyn6mes numdriques, c'est-~-dire Q~(z)EZ si 

zEZ,  d'ofi (cf. [10, chapitre I, p. 49]) il existe cijEZ tels que 

D'apr~s la remarque (i) on a Coo=Qk(O)--O, car (0)=1 (cf. Conventions ~ la ddfinition 1). 

Done on peut dcrire le degrd du zdro-cycle a.f*[HilbkC] sous la forme 

deg(a'f*[HilbkC])= Z Z c q ( ~ ) ( n )  
O<j<[k/2] O<i<~k-2j 

avec cijEZ et Coo----0. 

Le coroUaire 3 se gdndralise ~ p n  de la fa~on suivante : 

TH~OR~ME 6. - -  Soit V une varidtd complete non singuli~re ; soit f: V--~Hilb0kP N 

(o3 N~<3) un morphisme localement intersection complete et f*: CH(Hilb0kPN)--*CH(V) 

le morphisme associd entre groupes de Chow. Alors pour tout cycle a de dimension 2k 
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dans V et pour toute courbe lisse C de degrd n dans pN avec h points doubles apparents 
(par la projection d'un pN-3) ,  le degrd du zdro-cycle a.f*[Hilbk C] est de la forme 

deg(a'f*[HilbkC])= E ( ~ )  Rk-2j(n),  
O~j~lk/2] 

oiz les Rm sont des polyn6mes numdriques de degrd <~ m. 

Ddmonstration. - -  Soit p: pg . . ._ . .p3  la projection par un p g - 3  disjoint de C. Soit 

la courbe dans pa  projection de C ;  elle est de degr6 h avec h points doubles appa- 

rents. On remarque que n =  h et h =  h. Soit ~: Hilbo k p3 ~ Hilbo k pN l'injection canonique et 

~. :  CH(Hilbo k p3)_.CH(Hilbo k pN) le morphisme ((( image directe ))) associ6 entre groupes 

de Chow. Alors on a (cf. th60rbme 5) 

[Hilbk~]= ~ (~)P,,(n-2j)C~,,,. 
j , a  

2j+s(a)~<k 

Le proc~dr de Hartshorne, (cf. [10, chapitre III, p. 259]) qu'on a d~jh utilis~ (cf. propo- 

sition 23), montre qu'on a l'~galit~ [HilbkC]=~.[UilbkC "] dans Cn(HilbokPN), car 0 

n'acquiert pas de singularit6 par projection de C. D'o5 le degr6 du z6ro-cycle : 

h �9 �9 k 
deg(a'f*[HilbkC])=deg E E ( j ) P a ( n - 2 , ) a . f  ~o,C~, a 

O~j~[k/2] a s ( a ) ~ k - 2 j  

0~<j~<[k/2] 

oh l'on pose Rk_2j(n)=Es(~)~<k_2 ~ P,(n-2j)deg(a. f*~.C], , ) .  

Remarque 15. - -  On appellera mdthode fonctionnelle (cf. Introduction ~ ce travail) 

la m~thode qui consiste k supposer que toute formule k-s~cante pour une courbe lisse 

C c P  g est a priori fonction seulement des invariants projectifs de la courbe : le degr~ de 

C et le nombre de points doubles apparents de C sur un p2 g~n~ral de pN.  Le th~or~me 6 

permet : 

(i) de justifier la m~thode fonctionnelle, c'est-~-dire d'affirmer que les formules 

~num6ratives, relativement au cas d'une courbe C de degr~ n avec h points doubles 

apparents dans pN sont fonction seulement de n e t  h ; 

(ii) de donner l'expression d'une formule k-s~cante h une courbe. Plus pr~cis~ment, 

le thr 6 montre qu'une formule k-s~cante est un polyn6me en n e t  h de degr~ au 

plus k e n  n e t  [�89 en h. 
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9. Applicat ions 6num6ratives du th6or~me 6 

Voyons une application concrete du th6or~me 6. D'antres applications 6num6ratives du 

th6or~me 6 seront donn6es dans un autre travail. Cherchons par exemple le nombre de 

coniques qui rencontrent une courbe lisse C (de degr6 n dans p3 avec h points dou- 

bles apparents) en k points et qui v6rifient d'autres conditions par ailleurs. Construisons 

d'abord la vari~t~ V pour laquelle on utilisera le th~or~me 6. Dans tout ce qui suit 

on suppose l~<k~<8. Soit H C p 3 x p  3 le plan universel (ou tautologique) d6fini de la 

manibre suivante : (M, P )EH ~=~ M E P .  On le considbre comme sch6ma relatif sur p3. 

Soit Hilbk(H/P 3) de dimension totale 2k+3, le sch6ma de Hilbert relatif, lisse sur p3 

(en effet (U/P  3) est une fibration de fibre p2, donc Hilbk(L//P 3) est une fibration de 

fibre Hilb k p 2  qui est non-singulibre ([6])). Par ailleurs, soit K l'espace des coniques de 

p3 (de dimension 8) et p: K--+P 3 le morphisme qui envoie une conique F sur son plan ; 

c'est une fibration de fibre p5. 

Ddfinition 14. - -  Notons V l a  vari6t6 p*Hilbk(H/P 3) form6e des triplets (P, F, ~) off 

F est une conique du plan P e t  ~ c P  un k-uplet. On a d i m V = 2 k + 8 .  

Remarque 16. - -  V e s t  une vari6t6 non-singulibre. Pour le voir, consid6rons le dia- 

gramme cart6sien 

V =p*Hi lbk(U/ t  '3) > Hilbk ( / / / P  3) 

K P , p3 

Alors "y est un morphisme lisse par changement de base, car ~r est lisse ; or K est 

non-singulier d'ofi V non-singulihre. Notons f :  V--*Hilb0 k p3 le morphisme (P, F, ~)~-*~. 

Remarque 1 7 . -  En fait f est s valeurs dans l'ouvert non-singulier (cf. [6]) 

Hilb~p3CHilbokp 3 des k-uplets superficiels de p3 (c'est-~-dire des k-uplets ~ tels que 

dimM T~<2 pour tout MESupp~).  

Ddfinition 1 5 . -  Dans V=p*Hilbk(Ll /P 3) soit Cock P 3 la sous-vari~td d'incidence, 

de dimension k+8,  des (P, F, ~) tels que ~CF an sens des schemas (<<Coc >> pour k-uplets 
<< coconiques ~). Soit j :  Cock P3~---+V l'injection canonique. 

On appliquera le th6or~me 6 k la situation suivante : 
- -  V=p*Hilbk(U/p3)  ; 

- -  f :  (P, F, ~)~--~eHilbok P3 ; 

- -  a=j.(1) . 'y*(a) oh a E A S - k ( K ) .  

Dans ces conditions on peut retrouver les formules relatives aux coniques k-s6cantes 

(l~<k~<8) ~ une courbe lisse de p3 (Berzolari et Severi). Voyons un exemple. 



296 v. VASSALLO 

Exemple 2 . -  Cherchons le nombre des coniques 8-s~cantes ~ une courbe lisse C 
(de degr~ n avec h points doubles apparents) dans p3. On pose a=j , (1 ) .  Alors d'apr~s le 
th~or~me 6 le degr~ du z~ro-cycle a. f*  [HilbSC] (off f est le morphisme d~fini ci-dessus) 
est de la forme : 

deg(a" f*[HilbS C]) = ( : ) P 0 ( n ) +  (~ )P2(n )+  (h2) P4(n)+hP6(n)+ Ps(n) 

(off les Pi sont des polynSmes num~riques en n de degr~ ~<i). Le degr~ de ce 0-cycle 
repr~sente le <( nombre de coniques 8-s~cantes ~ C)~. Par des calculs assez ~l~mentaires, 
on trouve alors explicitement (cf. [26, p. 788]) : 

deg(a'f*[HilbSC])= ( ~ ) [ ( 2 ) - 6 n + 2 1 ]  + ( ~ ) [ - 2 ( 4  ) +16 (2  ) -56n+126] 

+ 8 ( 8  ) - 9 1 ( 7  ) - 7 5 ( 6  ) +100(5  ) - 8 0 ( 4  ) +57(3  ) - 3 9 ( 2  ) +2On. 
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