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0. I n t r o d u c t i o n  

Soient G u n  groupe de Lie r~ductif dans la classe de Harish-Chandra, a une involution 

de G, 0 une involution de Cartan de G commutant ~ a, H u n  sous-groupe ouvert du 

groupe des points fixes de a, K le sous-groupe des points fixes de 0 et D(G/H) l'alg~bre 

des opSrateurs diff~rentiels G-invariants sur G/H. Soit ao un sous-espace ab~lien maximal 

du sous-espace des 51~ments de ~ anti-invariants par la diff~rentielle de a et celle de 0. 

Si P e s t  un sous-groupe parabolique a0-stable de G, contenant A ~ : e x p a o ,  on note 

P=MIApNp sa a-d~composition de Langlands oh Mp=M~Ap est le sous-groupe de 

Levi 0-stable de P e t  Apc Ao. Soient M, M '  des sous-groupes de Levi 0-stables de sous- 

groupes paraboliques a0-stables de G. Soit ~- une representation unitaire de dimension 

finie de K.  On dispose de la version ~--sph5rique des fonctions II~o I(A) relativement ~ M 

(voir [6]) et on consid~re l'espace engendr~ par leurs combinaisons lin~aires quand A varie. 

On le note II~ol(G , M, T). On introduit m~me un espace plus gros II~ol(G, M, T) afin d 'y 

inclure la multiplication des int6grales d'Einsenstein par un polyn6me convenable (cf. 

[6, proposition 2]). Si FEII~ol(G, M, T), elle d~finit en particulier une famille de fonctions 

~--sph~riques sur G/H, temp~r6es, D(G/H)-finies, param~tr~e par ia*M, A~-~F(A). On 

suppose, pour simplifier l'expos6 introductif, que ao ne rencontre le centre de it qu'en 0. 

Soit TEao, r6gulier par rapport  aux racines de ao darts [I. On d~finit STCG/H par:  

k(exp X)HEST si et seulement si X appartient ~t l'enveloppe convexe de T sous le groupe 

de Weyl de a~, pour kEK, XEao. On note 1st  l 'indicatrice de ST. On prouve, par une 

d~monstration calquSe sur celle d 'Arthur [1, th~or~me 8.1], que, pour F 'E  II~ol (G, M p, ~-), 

l'expression : 

~T(F, F', A, A' ) :=/G/H1ST (X)(F(A)(x), F'(A')(x))  dx 

est asymptotique s une fonction analytique en (A, A'), wT(F, F' ,  A, A'), quand IITil tend 

vers -t-c<) et T reste dans un cSne ferm~ priv~ de {0} et contenu dans une chambre de Weyl 
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ouverte. La fonction wT(F, F t, A, )~t) a une expression explicite en fonction du terme con- 

stant de F(),) et F'(A') le long de certains sous-groupes paraboliques. Nous rempla~ons 

l'utilisation par Arthur de la formule de Plancherel par un lemme simple sur les paquets 

d'ondes (lemme 9). Lorsque M=M t et dim aM=l, l'analyticit@ de wT(F, Ft, A, A t) se 

traduit  par les relations de Maass-Selberg (du moins celles qui ne r~sultent pas d 'un trans- 

port  de structure). Retournant au cas g@n@ral et utilisant des propri@t@s d'holomorphie de 

F(A), F'(A') et de leurs termes constants, nous donnons une expression de ~T(F, F t, )~, )~t) 
l'aide de transform@es de Fourier d'indicatrices de cSnes. Ceci nous permet finalement 

de donner une expression de l'int@grale sur G/H du produit d 'un paquet d'ondes, form5 

partir  de F,  avec F~(At). Tous ces r~sultats ont une traduction pour les int@grales 

d'Eisenstein qui sera d@velopp@e dans [9]. Dans le cas des groupes, notre travail donne 

un point de vue nouveau sur certains r@sultats d 'Harish-Chandra [13]. 

1. N o t a t i o n s .  C h o i x  des  m e s u r e s  

On utilise les conventions de [10, w (par exemple si S est un groupe de Lie, S o d~signe 

sa composante neutre, e ou es son @l~ment neutre, etc.). 

Soient G u n  groupe de Lie r~ductif dans la classe de Harish-Chandra, a une involu- 

tion de G, 0 une involution de Cartan de G cornmutant avec a, H u n  sous-groupe ouvert 

du groupe des points fixes de a, K le sous-groupe des points fixes de 0. Soit 5 (resp. q) le 

sous-espace propre de la diff@rentielle de 0 (resp. a), not@e encore de m@me, pour la valeur 

propre -1 .  Si P e s t  un sous-groupe parabolique aO-stable de G, on note MR ou M son 

sous-groupe de Levi stable par a et 0, i.e. Mp=PNO(P), dite composante de Levi, Np 
son radical unipotent et P=M1ApNp sa a-d@composition de Langlands. En particulier 

on note G=G1AG la a-dScomposition de Langlands de G. Ici Ac est le sous-groupe de 

la composante d~ploySe de G form~ des ~l@ments a de celle-ci tels que a(a)=a -1. On 

l'appelle composante a-d@ploy@e de G. Clairement, si P e s t  un sous-groupe parabolique 

a0-stable de G, (MR, OlMp, 0IMp, HNMp) v@rifie les m@mes hypotheses que (G, a, 0, H) ,  

et de m@me en rempla~ant MR par M R. On dispose d 'une application H c  de G/H dans 

ac  qui, ~ gH, associe logaEaa off g=gla avec glEG1, aEAa. Notez que H est contenu 

dans G 1. De plus, on a:  

(G1/H) • aG est diff@omorphe ~ G/H par l 'application (x, X)~-* ( e x p X ) x  (1.1) 

On se fixe dans toute la suite de l'article un sous-espace ab@lien maximal de sAq, ao. 

On note M o l e  centralisateur dans G de ao. C'est la composante de Levi d 'un sous- 

groupe parabolique aO-stable minimal. I1 admet pour a-d@composition de Langlands 
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Mz=MlzAz off Az  = e x p  ao. On a G=KMeH. Soit P un sous-groupe parabolique a0- 

stable contenant Me .  Alors Me est contenu dans M ( = M p )  et Ap est contenu dans Ae.  

On note Ep  l 'ensemble des racines de ap dans np. On peut ais~ment d~finir l 'ensemble 

des racines rdduites, E~o, ainsi que l 'ensemble Ap des racines simples de Ep.  On note 

a+={XEap]a(X) >0,  a E A p } .  Si Q est un sous-groupe parabolique a0-stable de G con- 

tenant  P ,  on note A p  Q les ~l~ments de A p  qui sont des racines de ap dans l'alg~bre 

de Lie np Q du radical unipotent du sous-groupe parabolique aO-stable PMMQ de MQ. 
On appelle a-sous-groupe de Levi de G, toute composante de Levi d 'un sous-groupe 

parabolique a0-stable contenant Me. Si M est un a-sous-groupe de Levi de G, on note 

/ : (M) l 'ensemble des a-sous-groupes de Levi de G contenant M, P(M) l 'ensemble des 

sous-groupes paraboliques aO-stables de G dont la composante de Levi est 5gale ~ M,  

5C(M) l 'ensemble des sous-groupes paraboliques aO-stables de G dont la composante de 

Levi contient M. Si M=Mz, on notera s au lieu de L:(Me), etc. 

On se fixe dans toute la suite de l 'article un ensemble de racines positives, E~e, du 

syst~me de racines de ae  dans la sous-alg~bre de Lie de g, g ~176 form~e des points fixes 

de a0. On note 7)st (st pour standard) le sous-ensemble de P form~ des P E P  tels que 

l 'ensemble des racines de az  dans p contienne E~0. Pour MEt : ,  on note :Pst(M) (resp. 

9Vst(M)) l 'ensemble des dl~ments de 7)(M) (resp. ~-(M)) contenant un 61dment de :Pst. 

On ajoutera  L en indice sup~rieur dans tout ce qui precede, si on remplace G par  un 

~l~ment L de s Tous les ensembles ci-dessus sont finis, mais contrairement an cas 

des groupes, /)s t  n 'est  pas n~cessairement r~duit ~ un ~l~ment. 

On se fixe une forme bilin~aire B sur g, (Ad G)-invariante telle que la forme quadra- 

tique sur g, Xt---+HXll2:=-B(X, Ox) soit d~finie positive. On suppose en outre que B e s t  

invariante par  a et 8, coincide avec la forme de Killing sur [g, g] et que le centre 3 de g 

est orthogonal s [g, g]- Si ME/ : ,  on notera aOM l 'orthogonal de a a  dans aM pour  B. Si 

PEP(M), on note 5p la fonction sur M/MMH d~finie par : 

5 p ( m )  = e 2eP(HM(m)), m E M/MNH, 

off OP E a~ est la demi-somme des racines de ap dans np, compt~es avec leurs multiplicit~s. 

La forme B d~termine un produit  scalaire sur aM, ME f-., ce qui d~termine une 

mesure de Haar  sur aM. On munira  ia* M de la mesure duale. Pr~cisons cette notion. 

Soit E un espace vectoriel r6el de dimension finie et dX une mesure de Haar  sur E. 

Pour f ~l~ment de l 'espace de Schwartz S(E), on d~finit sa transform~e de Fourier rela- 

t ivement ~ dX, ]ES(iE*), off E* est le dual de E,  par  : 

f()~)= /Ef(X)e-(~"z) dX, .~ E iE*. 
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On identifie i(iE*)* ~ E en posant  ((X, A ) ) = - ( A ,  X}, pour  XEE, AEiE* (car i 2 = - 1 ) .  

La  mesure duale de dX est la mesure de Haar  sur iE*, dA, telle que notant  encore ^ 

la t ransform6e de Fourier relat ivement h dA, de S(iE*) dans S ( E ) ,  on ait f = f  pour  

fES(E). La transform6e de Fourier s '6tend naturel lement  aux distributions.  

L 'espace sym6trique M I / M I N H  est compact  et on le muni t  d 'une  mesure M 1-  

invariante de masse totale 1. Utilisant l ' i somorphisme (1.1), en y remplaqant  G par  M o  

et notre choix de mesure sur az ,  on en d6duit un choix de mesure invariante par  M o  sur 

Me/MzAH. 
On note Hz au lieu de HM~. Si PoEPst ,  on no t e :  

(M~/M~MH)+o = {m E Mz I a ( H ~ ( m ) ) / >  0, a E Apo}. 

Si a E E P o ,  on note  p~ sa multiplicit~ dans 1~ ~~ et q~ sa multiplicit6 dans sMIJ@t~Mq. On 

d6finit une fonction DR o sur Mo/MoMH p a r :  

Dpo(m)= I I  le'~(Hg(m))--e--'~(H~ I 

a E E P  o 

si m E  (Mo/MzNH)+o et DPo(m ) = 0  sinon. 

On  choisit une mesure G-invariante sur G/H, dx, telle que : 

/G/Hf(X)dX=p,~st/K /M~/M~nHDPo(m)f(kmH)dkdm, f ECc(G/H). (1.2) 

Ici la mesure sur K a ~t~ normalis~e ~ 1. Un tel choix est possible d 'apr~s [11, th~o- 

r~me 2.6]. On  remarque  que ce choix, joint ~ notre choix d 'une  mesure sur aG, conduit  

un  choix de mesure sur G1/G 1MH, grg~ce ~ l ' i somorphisme (1.1). 

Le lemme suivant est obtenu de faqon analogue au lemme 1.1 et au corollaire 1.2 

de [1]. 

LEMME 1. - -  Soit P 0 E ~ s t  et PE]: contenant Po. Soit 5 > 0 .  Alors : 
(i) I1 existe des constantes strictement positives, C et 6, telles que : 

iDPo(m) l/2_Sp(m)l/2 Dp onM~,(m) 1/21 <~ CSPo(m) l/2 e-~lIHa(m)li, 

to t  t ment m de (Mz/M nH)+o tel pou  

de A p  o - A P  o. 

(ii) II existe une constante positive, C ~, teUe que : 

Dpo(m) 1/2 <. C'Spo(m) 1/2, m E (Mo/MzNH)+ o. 
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2. Pr~ l imina ires  h la t r o n c a t u r e  

Nous allons rappeler certains r6sultats de [1, w n~cessaires dans la suite. La difference 

est que nous utilisons des sous-groupes paraboliques a0-stables, mais cela ne change rien, 

car les r~sultats de [1, w pourraient 8tre ~nonc6s seulement ~ l'aide d 'un syst~me de 

racines et de parties paraboliques. Ici le syst~me de racines est celui de a~ dans ft. 

Soit MEs Un ensemble de points de aM index6 par PET' (M)  : 

3; = YM = {YP E aM IPEP(M)} 

est dit (G, M)-orthogonal (on devrait dire (cr, G, M)-orthogonal) si et seulement si, pour 

tous P, P'E P(M), (r-adjacents (cf. [8, w pour la d~finition) dont la fermeture des cham- 

bres de Weyl dans aM ont en commun l e m u r  d~termin~ par a ~l~ment de ApN--Ap,, 
on a Yp-Yp,=rp, p,& pour un r~el rp, p,. Rappellons que & est la coracine de a E A p .  

Plus pr~cis~ment si M=Me, &=2(a,  a ) - l a ,  off a~ est identifi~ ~ ae grgce au produit 

scalaire sur ao. Maintenant si M est quelconque, P E P ( M )  et a E A p  (donc simple), on 

choisit PoEP,  contenu dans P. I1 existe un unique ~l~ment de Apo, /3, tel que/31ap=a. 

On note & la projection orthogonale de/3Ea~ sur ap, qui ne d~pend pas du choix de P0. 

Pour :y un ensemble (G, M)-orthogonal, on d~finit : 

d(y) := {inf a(Yp) [ PE P(M), a E Ap}. (2.1) 

Si QE~'(M),  YQM :={YPnMQ (:=Yp) IPEP(M), PcQ} est un ensemble (MQ, M)-ortho- 

gonal. Si L e s t  un ~l~ment de s et Q un ~l~ment de P(L) ,  on note YQ la projection 

sur aL de Yp, off Pest  un ~l~ment quelconque de P ( M )  tel que PcQ. Alors YQ est 

ind~pendant de P et yL={YQIQEP(L)} est un ensemble (G, L)-orthogonal. On notera 

SM(Y) l'enveloppe convexe de la projection de y sur aM/aa. 
Soit T u n  ~l~ment de a~ r~gulier par rapport aux racines de a~ dans g. Si PoEP,  

soit TPo l'unique conjugu~ de T, sous le groupe de Weyl, WE, du syst~me de r&cines 

de ao dans g, qui est un ~l~ment de a+ o. Alors {TPoIPoEP } est un ensemble (G, Mo)- 

orthogonal, qu'on notera simplement T. On a : 

d(T)~a(Tp), P E P ,  a E  Ap. 

On notera u ( . ,  T) l'indicatrice de l'ensemble des xEG/H de la forme kmH avec kEK, 
mEM~/MoMH tels que la projection de H~(m) dans ao/aa soit dans SM~(T). 

On n o t e  s la base de (a~)* duale de {~IEgCAp}. Soit M un 

~l~ment de s et Q un ~l~ment de $'(M). On note ~-Q (resp. ~Q) l'indicatrice dans 

ao de {XEaola(X)>O (resp. ~>0), aEAQ}, et si P E P ( M ) ,  on notera pp  l'indicatrice 



46 P. DELORME 

dans az  de {XEazlw(X)<.O, wEAp }. Ici on a prolong~ aEAQ (resp. wEs par 0 

sur l 'orthogonal de aQ (resp. aGM) darts ao. Soit y un ensemble (G, M)-orthogonal tel 

que d(y)  est strictement positif, ce qui veut dire que chaque Yp appartient ~ a +. Alors 

d'apr~s [1, lemme 3.1], on a : 

Pour tout P E P ( M ) ,  

SM(Y)Na + = {X e a+ l w ( X - Y p )  <~ 0, w �9 5 p } .  (2.2) 

On pose, pour tout  ~l~ment Y de a +, 

Tp(X,Y)='rp(X)~p(X-Yp), Xcao,  
(2.3) 

et de m6me en remplaqant ~-p par "~p. 

Soit P�9 Sp, Tp�9 +. Soit QC.T(M) avec PcQ. On note SQ (resp. TQ) la projec- 

tion orthogonale de Sp (resp. Tp) sur aQ. On note : 

(2.4) 

oh les seconds membres sont d6finis en rempla~ant G par MQ. 
Alors, d'apr~s [1, lemme 3.2 et (3.14)], nous avons les propri6t6s suivantes, pour 

Sp,Tp�9 : 

Cp(X, Sp+Tp)= E CQp(X, Sp)r X e a z ,  (2.5) 
Qe.T'(M) 

PCQ 

 p(x-sp)= Z sq), z e a l .  (2.6) 
Qe.~(M) 

PcQ 

! 
3. F o n c t i o n s  I lho  l 

On utilise les notations habituelles : 

~d=tnl~+i(snb) ' ~ d = s n q + i ( t ~ n q )  ' gd=~d+sd. 

On note 0 "d (resp. 0 d) la restriction ~ ~d du prolongement C-lin~aire de 0 (resp. a) ~ 9o. 

On choisit un groupe de Lie connexe d'alg~bre de Lie 9d, pour lequel le sous-groupe 

analytique d'alg~bre de Lie ~d, K d, e s t u n  sous-groupe compact maximal et O d e s t u n e  

involution de Cartan. Un sous-espace ab~lien maximal a d de s d, stable par a d et tel que 
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ad:=adNs~q est contenu dans az,  sera dit sous-espace de Cartan standard de ~d On 

notera ad:=adMi(~Mq). On notera parfois a au lieu de a d2. Si a d est un sous-espace de 

Caftan standard de s d  on note W ~ le groupe de Weyl de (gd, ad) et 7a~ l'isomorphisme 

d'Harish-Chandra entre l'alg~bre D(G/H), des op~rateurs diff~rentiels G-invariant sur 

G/H et l'alg~bre S(ad)Wo ~, des fonctions polynomiales sur (ad)~ invariantes sous Wa~. 

Si f est une fonction C ~ sur G/H et s on dit que f est un vecteur propre (resp. 

vecteur propre g6n~ralis~) sous D(G/H) pour la valeur propre A si et seulement si: 

(D-~/~(D)(A)) n =0 ,  pour n :  1 (resp. pour un n E N * )  et tout DED(G/H). 

Un ~l~ment M de t: sera dit sous-groupe de Levi (a-)cuspidal si M1/M1NH admet une 

s~rie discrete. On note t:cusp l'ensemble des sous-groupes de Levi cuspidaux. Un ~l~ment 

P de 5 ~ sera dit cuspidal si Mp E/:cusp- I1 r~sulte de la description des s6ries discr~tes 

(cf. [15]) que MEs si, et seulement si, il existe un sous-espace de Cartan standard 

qu'on notera a d tel que (ad)~ : a  M. 

On se fixe d6sormais une representation unitaire de dimension fiuie de K,  (~-, V). Si 

MEt :  (resp. PE~) ,  on notera TM (resp. rip ) la restriction de 7 ~ KMM (resp. KC)Mp). 
Soit Met:cusp et a d eomme ci-dessus. Si A e ( ( a d ) e )  * (done r~el sur (ad)e)  est r~gulier 

par rapport  aux racines de (ad)e  dans (ml)c ,  on d~finit les fonctions ~--sph~riques II~ol(A) 

sur G/H comme dans [6, d~finition 2]. Pour MEt:cusp, on d6finit l'espace II~ol(G, M, T), 

ou II~ol(M , T) en abr~g~, comme le sous-espace des fonctions C ~ sur G/H, 7-sph6riques, 

engendr~ par les fonctions II~ol(A), lorsque A d6crit l'ensemble des ~l~ments de (ad)~ 

r~guliers par rapport  aux racines de (ad)e  dans (ml)c .  Alors II~ol(M, T) ne d~pend pas 

du ehoix de a d .  Si M~s on pose I I~ol (M,r )={0 }. 

Des propri6t6s des fonctions II~ol(A) (cf. [6, w on d6duit imm6diatement des 

propri6t6s similaires des 616ments de II~o 1 (M, T) que nous allons ddcrire. 

Si FEII~ol(M , T), F d6termine pour tout  )~Eia* M une fonction T-sph6rique, D(G/H)- 
finie et temp6r6e, not6e F(A). Pour QE~',  on dispose du terme constant, FQ(A), de 

F(A) le long de Q (cf. [7]). Un prolongement holomorphe de FQ au voisinage de ia* M 
existe et sera not6 encore FQ. On note, pour M et L~s W(aL, aM) l'ensemble des 

applications lin6aires de aL dans aM induites par un automorphisme int6rieur de ~c. On 

note W(aM)=W(aM, aM). 
On se fixe ami~ un sous-espace ab~lien maximal de ~ contenant a~ (il est automa- 

tiquement a-stable ) et a d (resp. a ~d) u n  sous-espace de Cartan standard contenant a L 

(resp. aM). Pour tout sEW(aL, aM), on peut choisir un 61~ment k~ de K d, resp. k~ de K,  

qui induit s sur aL et tel que Adk~(a'd)=a d, resp. Adk~s(amin)=amin ([12, w corol- 

laire 2]). Si MEt:cusp on d~finit alors W~ aM), comme l'ensemble des ~l~ments s de 

d de ~d contenant aL et W ( a L ,  aM) tels qu'il existe un sous-espace de Cartan standard a~ 
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ks 616ment de K d v6rifiant : 

Ad ks induit s sur aL, 

Ad ks (a d ) = a~ ,  

Adks(as) =aM, oh as =ad~.~CIq et Adk~(ad)~ = (ad) , .  

(3.1) 

On notera Ms le centralisateur de as dans G. Si M~Er on pose  W~ aM)=l~. 
Si MEEc~p, LEE,  A E ( a d ) ~  (resp. AE(aM)~), sEW~ aM) et ks satisfait (3.1), on 

notera A s =AoAd ksla~ ' (resp. A s =Aos). 

Alors d'apr~s [6, lemme 4], on a pour QE9 r et F 616ment de II~o~(G , M, T), 

Z . .  ( 3 .2 )  Q,s( ), ~E~aM, 
sEW(aQ ,aM) 

Ol~l s t F6,s ~ IIho~ (MQ, Ms, T IQ) si S �9 W ~ (aQ, am) et nulle sinon. Plus pr6cis6ment F~,s est 
l S IIho I(A ) si F est II~o I(A). On notera aussi : 

FQ,s( ) = FS,s( s), AEia . 

Remarque 1. - -  La d~composition (3.2) est unique grs ~ l'ind~pendance lin~aire 

des a~-~a ~8, pour A g~n~rique, et aux propri~t~s d'holomorphie des F~, s. I1 en r~sulte que 

F~-~FQ,s est lin~aire. 

Nous allons pr~ciser certaines propri~t~s de W~  aM). 

L E M M E  2 .  - -  (i) 8i P e t  Q sont des dldments de jz conjuguds sous G, il le sont par 

un dldment k de K qui normalise az et ami n tel que Ad k(ap)=aQ. 

(ii) Si L, M E E  sont c~-associds, c'est ~ dire que aL et aM sont conjugu~s par un 

dldment de K ,  ils le sont par un dldment de K qui no~malise az et amin- 

(iii) Pour L , M  dldments de s W(aL, aM) est dgal h {Wla L ] wEWz ,  W(aL)CaM}. 

En particulier W ( az ) -~ W z  . 

(iv) Salt MEEcusp et LEE.  Alors WO(ai ,aM) est non vide si et seulement si L 

eontient M'EEcu~p a-associd ~ M.  Alors WO( ai ,  aM) est dgal h {Wla L I wE W~ aM ', ai  ) }. 

En particulier, si les dimensions de aM et aL sont les m~mes, W ~  aM) est non vide 

si et seulement si on a LEEcusp et L, M sont a-associds et dans ee cas W ~  aM) est 

dgal h W(aL, aM). 

Ddmons t ra t ion . -  (i) Si P et Q ~l~ments de ~" sont conjugu~s par un ~14ment 

de G, ils le sont par un ~l~ment de K car G = K P .  Salt Prnin un  sous-groupe parabolique 

minimal de G contenant exp(amin) et contenu dans P. D'apr~s [4, lemme 2.5], il existe 

k E K  normalisant az et amin tel que Qk (:=kQk-1) contienne Pmin" Alors P e t  Qk, 
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qui sont conjugu~s et contiennent Pmin sont ~gaux. Comme Ad k envoie la composante 

d~ploy~e de Q sur celle de P e t  prdserve no, on a aussi Adk(ap)=aQ. D'ofi (i). 

(ii) Soient M e t  L des ~ldments de s qui sont a-associ~s, kEK tel que Ad k(ai)=aM, 
QET)(L). Montrons que p:=Qk est ~l~ment de P(M). La seule chose ~ voir est que P 

est a0-stable. Pour cela il suffit de revenir ~ la d~finition de l'alg~bre de Lie de Q (puis de 

P par t ransport  de structure) en terme de sous-espaces poids sons ai (resp. aM). Alors 

(ii) rdsulte de (i) appliqu~ ~ P et Q. 

(iii) D 'abord  Wz est ~gal au quotient du normalisateur NK(aZ) de az dans K 

par  son centralisateur dans K,  ZK(aZ). Donc W(aL, aM) contient les restrictions ~ fI i 

des dl~ments de Wz qui envoient ai darts aM. Montrons l'inclusion inverse. Soient sE 

W(aL, aM) et kEK tels que A d k  induise s sur aL. On note L r le centralisateur dans G 

de Adk(ai). Montrons que L'Eg et ai,----Adk(ai). Pour le voir on choisit Q E P ( L )  et 

on montre comme dans (ii) que Qp=Qk est dans 9 r ,  v~rifie MQ,=L ~et aQ, (=aL,)  est 

conjugu~ sons K ~ aQ (=aL)- Mais aL, contient Ad k(aL). Pour des raisons de dimension 

on a donc aL, = A d  k(aL). Alors L e t  L ~ sont a-associ~s et la preuve de (ii) montre que 

Q~=Qk' pour un ~ldment k' de NK(aZ) tel que Ad M(ai)=ai,. hlors k- lk  ' normalise Q 

et ai. Donc k-lM est dans KNQ, donc dans L, et il induit l 'identit~ sur ai. Alors AdM 

induit s sur fl i comme d~sir~ et (iii) est prouv~. 
d (iv) Soient MEgcusp, L E g ,  sEWO(aL, aM). On ehoisit a~ un sous-espace de Car- 

tan s tandard de sd et k~EK d comme dans (3.1). On note Ms le centralisateur dans G 

de as. On volt facilement que Ms E gcu~p et est contenu dans L puisque a~ contient aL. 
De plus la restriction de Adk~ ~t ai~ (=as)  est un ~l~inent de W(ai~, aM). Elle est in- 

duite par  un ~l~ment de K.  Donc M~ v~rifie les conditions voulues. R~ciproquement si 

M~EL:r est contenu dans L e t  a-associ~ ~ M, il existe, d'apr~s (ii), kENK(az) tel que 

Ad k(aM,)=aM, donc induit sur aM, un ~l~ment s de W(ai,,  aM). Comme M, M'EL:cusp, 

il existe ks ~l~ment de K d, tel que Adk~(ad,)=a d et Adks induit s sur aM,. Mais par 

ailleurs Ad k~ (aM,) = aM et par orthogonalit~ Ad k~ (a~4,)e = (adM)e. Donc s E W ~ (aM,, aM), 
de m~me que la restriction s ~ de s ~ 0-i d~finit un ~l~ment de W~ aM). On a donc bien 

caract~ris~ le fait que wO(aL, aM) soit non vide. Les autres assertions de (iv) r~sultent 

de la d~monstration ci-dessus. [] 

Si gEG, on rappelle que Ov(gH) est ~gal ~ ~G(ga(g-1)) 1/2, o1"1 ~ o  est la fonction 

de Harish-Chandra.  On ~crira patrols O au lieu de Oc .  On note Np(gH):--(I+IIXtI) ~ 
si g=k(expX)h avec XEaz, kEK, hEH et Np(A)=(l+]]A]]) psi AE(az )5 ,  p E N .  On 

notera aussi ](A,x)i=Nl(A)Nl(X) off xEG/H, AE(az )5 .  

LEMME 3 . -  Soient MEgr et F u n  gldment de II~ol(M,T ). Soient QE~ et 
PoEP tels que PoCQ. Alors : 
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(i) Il existe un rdel positif C et un entier positif k tels que : 

Ilfq(~,m)ll < Cl(),,m)l~OMQ(m), ), e ia*M, mEMQ/MQNH. 

(ii) Soit 5 un rdel strictement positif. II existe des nombres rdels strictement positifs 

C et c et un entier positif k tels que : 

116Q(m)l/2 F( s m) - FQ (A, m)II CNk (,,k ) OMQ(m) e -~llH~'(m)ll 

pour tout )~Eia* M et m E ( M o / M o n H ) +  ~ tels que : 

(~(Hz(m)) ~>,~llU~,(m)ll, pour , ~  Apo--AQ o. 

Ici on regarde M o / M ~ N H  comme un sous-ensemble de MQ/MQnH.  

Ddmonstration. - -  (i) r~sulte de la d~composition (3.2) du terme constant et de la 

d6finition des fonctions II~ol(MQ, Ms, ~'IQ)' 

(ii) On va appliquer le th6or~me 4 de [7]. On ~crit az=a~z| a Q = a ~ a G .  On 

d6finit une application lin~aire de az dans aQ qui s X ~l~ment de ao associe l'~l~ment Y 

de aQ tel que la composante de Y dans a~ est ~gale ~ celle de X et v~rifiant c~(Y)=c~(X), 

pour tout c~EAp o --ApQ o. La continuit~ des applications lin~aires implique qu'il existe des 

constantes C1, C~ positives telles que : 

IIYII<CIIIXII, IIx-YII<C;IIXII, z e a l .  (3.3) 

De plus si X est ~16ment de a+o (chambre positive ferm~e) on a YEtiS. En outre X - Y  

est ~l~ment de a+Po" En effet, si a E A p  o -AQpo on a c ~ ( Z - Y ) = 0  par d~finition de Y, et si 

aEAQpo , c ~ ( X - Y )  est 6gal ~ a(X)  car YEaQ et l'on a bien a(X-Y)>~O pour c~EAp 0. 

Soient 5 et m satisfaisant les conditions de l'~nonc& On note X = H z ( m ) .  On peut 5crire 

re=m1 exp X ( M o N H )  avec m l E M o N K  car M o = ( M o A K ) ( e x p a o ) ( M o N H ) .  On ap- 

plique le th~or~me 4.b de [7] off l'on prend a 6gal ~t e x p ( X - Y )  et l'on remplace X par 

YEg~), apr~s avoir prolongd l'in6galit~ aux ~l~ments de ~ par continuitY. Alors ten- 

ant compte du fait que F (resp. FQ) est ~--sph~rique (resp. TiQ-sph6rique), on prouve 

l'existence de k E N  et C2>0, "7>0 tels que : 

115Q(m)a/2 F( A, m ) -  FQ( A, m)ll <~ C2e-'YZQ(Y) N3k+3(Y) Nk( X - - Y )  Nk( A )6PonMQ(a) -1/2 

(3.4) 

pour A Eia*M, oh l'on a not~ ~Q(Y)=inf~eAQ c~(Y). Mais d'apr~s les propri~t~s de X, Y 

et celles de m on a:  

#Q(Y) ~> 611Xll, 



et par suite : 

TRONCATURE POUR LES ESPACES SYMI~TRIQUES RI~DUCTIFS 51 

soit majord par 

est major~ par : 

pour ;kEia~ et m comme dans le lemme 3 (ii). 

Ddmonstration. - -  Grgce au lemme 1 (i) et au lemme 3 (i), on volt clue 

Ilnpo(m) l /2F(A, m)-~Q (m) l/~ n p o n i  Q(m)l/2 F( A, m) ll 

Ci Nkl ( A ) SPo(m) U2 e-slllHo(~)ll Oa(m) 

oh C1, el >0,  kl E N  ne d6pendent pas de m e t  ,~ v~rifiant les hypotheses de l'6none~. Par  

ailleurs (ef. [5, proposition 17.2]), il existe C2>0  et d l E N  tels que:  

~Po (m) 1/2 eG (m) ~ C2 ( 1 ~- II No (m) II) d~ (3.8) 

pour m eomme dans l'~none& Done (3.7) est major~ par 

C3Nkl (,~) e -~2 II H~, (m)II (3.9) 

(3.7) 

e -~Q(Y) ~ e -~l lxl l .  (3.5) 

D 'aut re  part  grgce ~ (3.3), on voit qu'il existe ~>0  et C3>0  tels que : 

C2N3k+3(Y)Nk(X--Y)e -5~llxll <~ C3 e-~llxll . (3.6) 

En  tenant  eompte de l'~galit~ 5PonMQ(a)=6PonMQ(m ) (puisque YEaQ), on en d~duit de 

(3.4), (3.5), (3.6) : 

116Q(m)I/2 F( A, m)-  FQ( A, raDII ~< C35PonMQ(m)-l/2 Nk( )~)e -elIH~(m)ll 

Par ailleurs on sait (cf. [5, proposition 17.2]) que 

~PoNMQ(m) -1/2 < OMQ(m) 

car m E ( M z / M z  ng)+o est contenu dans ( M z / M z  AH)+onMQ. D'ofi l'in6galit~ voulue. [] 

COROLLAIRE DU LEMME 3. - -  Soient F, Po, Q comme dans le lemme. Pour ~ stricte- 

ment positif, on peut choisir des constantes strictement positives C, e et k E N  tels que : 

[I Dpo (m)1/2F(/~, m) - Dp o nMQ (m)1/2FQ (A, m)11 
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off C3, e2>0. D'apr~s l'in~galit6 du lemme 3 (ii), on a:  

115Q(m)I/2DPonMQ(m)V2F(A,m)--DPonMQ(m)I/2FQ(A,m)I I (3.10) 

qui est major~ par 

Ca Nk2 (~) nPonMQ (m) 1/20M~ (m) e-ea II Ho (m)II (3.11) 

Off C4, ~3>0 et k2EN. Appliquant (3.8) et le lemme 1 (ii) ~ MQ, on volt que 

DPonMQ(m)~/2OMQ(m ) <~ Cs~fPonMQ(m)~/2OMQ(m) <~ C6(I +IIHQ(m)II) d~ (3.12) 

oh C5, C6>0 et d2eN* sont des constantes. Alors (3.11), et ~ fortiori (3.10) est major6 

par une fonction du type (3.9). Grace ~ l'in6galit6 triangulaire et ~ la majoration de (3.7) 

par une fonction du type (3.9), on obtient le r~sultat voulu. [] 

Nous aurons besoin de l'estimation suivante de FQ, pour F comme dans le temme 3 : 

I1 existe C > 0 et k E N tels que IIDPonMQ(rn)l/2FQ()~, m)II ~ CI(~, m)l k, 
(3.13) 

pour m E MQ/MQDH, A E ia * M. 

Cela r6sulte du lemme 3 (i) et de (3.12). 

4. Op~rateurs diff~rentiels invariants 

Sur C~(G/H)  on d6finit une forme bilin6aire sym~trique, ( . , . )  (resp. sesquilin6aire 

hermitienne, ( - , . ) ) ,  ~ l'aide de la mesure G-invariante de G/H. Si DED(G/H) ,  on 

note D t le transpos~ de D par rapport ~t ( . , . )  et D* l'adjoint (formel) de D par rap- 

port s ( . , . ) .  Ce sont des 616ments de D(G/H).  On fait de m6me pour C~(G) et les 

616ments de U(g). La transposition se r6duit ~ l 'antiautomorphisme principal de U(g). 

Soit D ~ D  l 'automorphisme antilin6aire de U(g) 6gal ~ l'identit6 sur g. Alors D*=(D) ~. 
De plus si DEU(g) H, notant D__ l'~16ment de D(G/H) correspondant, on a ( D) t = ( D  t) et 

(D)*=(D*). On confondra souvent DED(G/H)  avec un repr6sentant de D dans U(~) H. 

L E M M E  4 .  - -  O n  se  f i x e  u n  sous-espace de Cartan standard a d de sd. Alors 

l~d~*~:r~i(ad~ * %~(D*)(A) %d(D)(A), D E D ( G / H ) ,  AE~ ~j ,., ~ ~j . 

Ddmonstration. - -  Soit Tune  involution C-lin~aire de ~c qui commute ~ a et ~ et 

pr6serve a d. Alors revenant k la d6finition de ~ad, voir par exemple [10, w on 6tablit 

facilement que : 

7 a d o T  = T O ~ a d .  (4.1) 
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De mSme (4.1) est vrai si Tes t  une involution antilin~aire de gc  commutant  k a et 0 et 

pr~servant a d, c e  que l'on utilise pour la conjugaison complexe de gc  par rapport  ~ g. 

On sait par ailleurs que si DEU(g) H, 

D' = a(D) (4.2) 

car a est l'involution de Cartan de gd  dont l'ensemble des points fixes est ~d (cf.  [14, 

chapitre II, corollaire 5.3]). En utilisant (4.1), on en d~duit que 

"Tad (D t) = a(%,d (D)) 

et comme a vaut - 1  sur a d on a, pour A comme dans l'~noncd, 

%d (Dt)()~) = %d (D)(-A) .  (4.3) 

Mais D* est 6gal ~ t D ,  off la conjugaison est par rapport  ~ la forme r~elle 9 de go. On 

utilise encore (4.1) pour voir que 

Vad (Dr) (A) = %e (D')  (~) 

off ~ est le conjugu~ de A par rapport  s la forme r6elle (ad)cNg de (ad)c. Mais si A est 

comme dans l'~noncS, ~ = - A  car : 

d - d d 
acNg ---- za~ Ga~. 

Tenant compte de (4.3), on obtient le r~sultat voulu. [] 

5. Une d~composi t ion de .Atemp(G/H, 7") 

Dans ce paragraphe on note (.) pour (G/H,T) (resp. (G/H)) et (.)1 pour (G1/H,T) 
(resp. (G1/H)). 

On d~finit l'espace Atemp(') des fonctions r T-sph~riques (resp. K-finies k valeurs 

dans C) sur G/H qui sont D(G/H)-finies et telles que pour tout DEU(i~), il existe C > 0  

et m E N vSrifiant : 

IILDr <~ CN~(x)Oa(x), x � 9  G/H. (5.1) 

Si ~b est une fonction C ~ sur G/H, T-sph~rique (resp. K-finie) et D(G/H)-finie, r est 

un ~16ment de ~4temp(') si et seulement s i r  est temp~r~e au sens de [10, d~finition 2], 

ceci d'apr~s [2, th~or~me 6.1] et [5, proposition 17.2]. 
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Nous allons voir que: 

D(G/H) op~re sur .Atemp(')- (5.2) 

En effet d'apr~s [3, lemme 4], si r est 414ment de -Atemp(" ), LD r est 414ment de ,4temp(" ) 

pour DEU({~). Mais l 'estimation (5.1) pour D ' r  D'ED(G/H), r4sulte de ce fait et du 

lemme 1.7 de [3] qui majore II(D'r en fonction de ItLD,r pour une famille finie 

d'414ments Di de U(g). 

On note C(.) l'espace des fonctions ~, C ~ sur G/H, ~--sph4riques (resp. K-finies 

valeurs dans (3) telles que pour tout DE U(g), nEN,  on ait:  

Pn,D(r := sup O(x)-lNn(x)II(LDr < +oc. (5.3) 
xEG/H 

D'apr~s [5, th4or~me 17.1] et [2, lemme 7.2], 

D ( G / H )  op~re continument sur C(-), (5.4) 

lorsque celui ci est muni des semi-normes Pn,D. D'autre part d'apr~s [5, corollaire 17.6], 

il existe m E N  tel que : 

N,~ 10  2 E L 1 (G/H), (5.5) 

ce qui implique : 

x~--~(~(x),r est 414ment de LI(G/H), ~ 6 C ( . ) ,  ~) E.Atemp('), (5.6) 

et on note (%z, r  l'int4grate de cette fonction. Si CECoo(-) et XEaG, on d~finit r  
C~176 1 par:  

CX(x) = %b((expX)x), x E G1/H. (5.7) 

Soit CE.Atemp('). S ix  1 est un 414ment de G1/H, l'application r de aG dans Vr (resp. C) 

qui h X associe r  est annut4e par un id4al de codimension finie de S(aa) ,  

ind4pendant de Xl car r est D(G/H)-finie donc S(aa)-finie. Donc r est contenu dans 

un espace vectoriel de dimension finie, F ,  de fonctions sur a~ h valeurs dans V~ (resp. C), 

stable par S(aG), form4 d'exponentielles polyn6mes, ind4pendant de xl.  L'ensemble des 

applications lin4aires de F dans V~ (resp. C), evx, XEaG, off evx est l'4valuation en X, 

engendre un espace vectoriel de dimension finie, car F est de dimension finie. De plus 

X~--+evz est une exponentielle polyn6me h valeurs dans Hom(F, V~) (resp. F*) car F 

est engendr4 par des exponentielles polyn6mes. Consid4rons l'application C ~ de G1/H 
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dans F,  r qui & Xl associe r Alors evx ~21=~/JX pour X E a c .  De ce qui pr6c~de on 

d6duit : 

Les 616ments de .4temp( ' )  1, c x ,  X E aG, engendrent un espace 

vectoriel de dimension finie, et X ~-+ c z  est une exponentielle 

polyn6me sur aa & valeurs dans un sous-espace vectoriel de di- 

mension finie de .4temp (") 1. 

(5.8) 

On d6finit le sous-espace vectoriel .42(') de .4 temp( ' )  form6 des 616ments r de ce 

dernier tels que : 

x~-+ (~bX(x),~bX(x)) est intdgrable sur  G1/H, XE  aG. (5.9) 

Nous allons voir que: 

D ( G / H )  op~re sur `42(')- (5.10) 

On se ram~ne, grgce s (5.8) et & l'isomorphisme entre D ( G / H )  et D ( G 1 / H ) |  

au cas off a a =  {0}. Le point important dans (5.8) est le fait que les tb x engendrent un 

espace de dimension finie. On suppose donc aa = {0} et il faut montrer que si ~b E At~mp(') 

v6rifie (5.9) avec X = 0 ,  il en va de m~me pour De ,  D E D ( G / H ) .  Or: 

Si aa = {0}, A2( . )  est inelus dans C(.) (5.11) 

d'apr~s [2, th~or~me 7.3]. Donc, avec nos hypotheses, D e  est darts C(.) d'aprSs (5.4) et 

v~rifie (5.9) d'aprSs (5.3) et (5.5), ce qui prouve (5.10). 

On ne suppose plus ac = {0}. Remarquons que pour r E`4temp ("), ~ E`42 (") et X E ac, 

(~, c x )  est bien d~fini d'apr~s (5.6) et (5.11). 

On note `4temp,c(') le sous-espace de `4t~mp(') form~ des 61~ments r de ce dernier 

v6rifiant : 

( r  X E a c , ~ E A 2 ( . )  1. (5.12) 

LEMME 5. - -  Soit a dun sous-espace de Cartan standard de 84. 

(i) L'espace .42(.) est la somme des sous-espaces propres gdndralisds de .4temp(') 

pour les valeurs propres qui sont rdelles sur adNg~ et rdguli~res par rapport aux racines 

de a d dans 9c  (rdelles et rdguli~res en abrdgd). De plus si aa={0},  on pent remplacer 

sous-espace propre gdndralisd par sous-espace propre. 

(ii) Si CE.4temp(') la forme lindaire sur C(.) ddfinie par ~-+(~ , r  est continue. 

De plus on a : 

(D~, r = (~, D*r ~ E C(.), r E .Atemp(" ), D E D ( G / H ) ,  
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olt D* est l'adjoint formel de D. 

(iii) r (.) est la somme des sous-espaces propres gdndralisds de .Atemp (.) qui ne 

sont pas contenus dans .42(-). En partieulier D(G/  H) op~re sur Atemp,c(") et Atemp(") 

est la somme directe de `4temp,c(') et `42('). 

Ddmonstration. - -  On supprime (.) des notations. On note `4o la somme des sous- 

espaces propres gdndralisds de r pour des valeurs propres rdelles et rdguli~res. Mon- 

trons que `4o=`42. D'abord, `42 dtant invariant par D(G/H) ,  tout dldment de `42 est la 

somme de vecteurs propres gdndralisds sons D ( G / H )  et dldments de `42. 

Traitons le cas aG={0}. D'aprbs [10, lemme 15 (i)], les vecteurs propres gdn~ralisds 

sons D(G/H)  dans ,42 sont des vecteurs propres pour des valeurs propres rdelles et 

rdgulibres d'apr~s la description des sdries discrbtes de G / H  (voir [15] et aussi [10, propo- 

sition 8] pour le passage du cas connexe au cas gdndral). Donc `42 est inclus dans `4o- 

L'inclusion inverse rdsulte du lemme 15 (ii) de [10]. 

Supposons aG non rfiduit ~ zdro. On remarque que si ~)E`4temp est vecteur propre 

gdndralisd sons D ( G / H )  pour une valeur propre rdelle et rdguli~re, il en va de m~me 

pour r  X E a c  relativement ~ D(G1/H). Donc ~ est dldment de ,42 d'apr~s la premibre 

pattie de la ddmonstration. Donc `4o est inclus dans `42. On obtient de fa~on similaire 

l'inclusion inverse en utilisant le fait que tout dldment de `42 est somme de vecteurs 

propres gdndralisds dans `42, sons D(G/H) .  Ceci prouve (i). 

(ii) Soient ~EC et r Alors (~ ,~)  est ddfini d'apr~s (5.6). De m~me il rdsulte 

de (5.1), (5.3) et (5.5) que pour ~ fixd, ~ - ~ ( ~ , ~ )  est une forme lin~aire continue sur C. 

Etudions maintenant (D~, ~) et (~, D*r Clairement ces deux expressions ddpendent 

continument de ~ dans C, d'apr~s ce qui prdcbde et (5.2), (5.4). Pour ddmontrer que ces 

deux expressions sont dgales, d'aprbs la densit~ de Cc ~ dans C (cf. [5, th~orbme 17.1] et 

[2, lemme 7.1]), on pent supposer que ~ est ~. support compact. Soit X une fonction C c~ 

suppport compact, valant 1 au voisinage du support de ~. Alors on a:  

(n~o, r  = (nq0, Xr et (~o, D*~b) = (qo, D*Xr 

L'dgalitd voulue rdsulte de la ddfinition de D*. 

(iii) On note `4c la somme des sous-espaces propres gdndralisd sons D ( G / H )  de 

,Atemp qui ne sont pas contenus dans `42. Clairement ,Atemp est la somme directe de `4~ 

et `42, d'apr~s (i) et (5.2). Par ailleurs l 'intersection de Atemp,c et `42 est rdduite g 0 

(on le voit en revenant aux ddfinitions). Donc pour prouver (iii) il sufflt de prouver que 

`4temp,c contient `4c. I1 suffit pour cela de voir que que pour tout ~bE`4c et ~E`42(.)  1 on 

a (~,~bX)=0 pour tout X dldment de aG. Pour cela, grgce g la stabilitd sons D ( G / H )  

de Ac (resp. grgce g (i)), on pent supposer, par lindaritd, que r (resp. ~0) est vecteur 

propre gdndralisd (resp. vecteur propre) sons D ( G / H )  (resp. D(G1/H)) pour une valeur 
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propre A (resp. #). Notons A1 la restriction de A ~ ado(9~)O. On peut supposer ~b et ~o non 

nuls. Alors, d'apr~s (i), les caract~res de D(G1/H) correspondant g A1 et #, X~ et X~, 

sont distincts. I1 en r~sulte que pour XEaG, il existe DED(G1/H) v~rifiant : 

D e •  et x~(D)~O. 

Alors (~o, DO x) est nul. D'aprhs (ii) et (5.11) on a:  

(~, Dr X) = (D*~o, ~bX), 

d'ofi : 

On a aussi, d'apr~s (ii) et (5.11): 

c x )  = 0. (5.13) 

(D~o, qo) : (qo, D*~o). 

D'ofi l'on d~duit l'~galit~ de )is(D) et xs(D*). Comme xs(D) est non nul, on d~duit de 

(5.13) clue (~, ~b z ) est nul comme d~sir~. [] 

On gtend la forme sesquilin~aire sur ,42(" )1• J12(. )1 donn6e par (~, ~b) en une forme 

sesquilin~aire sur Jltemp(')lx Atemp(')l notge de mgme, qui est nulle dgs que qo ou ~b 

est ~l~ment de r 1. Si ~/JE.Atemp(-) 1 et  AEia~ on note CA l'~l~ment de ,Atemp(" ) 

d~fini par 

~b~((expX)xl) = e~(X)~b(xl), X E aa, Xl E G1/H. (5.14) 

Remarque 1 . -  Soit * ~gal h temp, 2, ou temp, c. On d~finit le sous-espace Jl** s 

de .4,( . )  engendr~ par les ~l~ments de la forme ~b~ off A d~crit ia~ et r d~crit .a , ( . )  1. 

Le lemme 5 (i) et (iii) reste valable si on remplace A,  par A~, s. Cela r~sulte du lemme 

pour G1/H. 

LEMME 6. - -  Soient MEZ:cusp et F u n  dldment de II~ol(G, M, r) .  Soit QeY. 
(i) Si a O n'est pas conjugud (resp. est conjugud) gz aM par un dldment de K, 

FQ(A), FQ,s(A ) sont dldments de J~Semp,c(Mo,TiQ ) (resp. flt2(MQ,TIQ)) pour tout s 
dldment de ia* M e t  sEW(aQ, aM). 

(ii) De plus si aQ est conjugud d aM par un dldment de K,  il existe 6>0 tel que 
l'application A~-~(FQ,~(A)) ~ soit une application holomorphe de ( a~)~={AE(a~)o]  

I I Re All < 6} dans l'espace ,42 (M~, TM~). 

Dgmonstrat ion.-  (i) On remarque que si M ~ G ,  F(A) est un ~l~ment de 

fl~e*mp,~(G, ~-) pour A dans l'ouvert dense de ia*M form~ des ~l~ments non nuls sur a~/, ceci 

d'apr~s les ddfinitions des fonctions II~o 1 et le lemme 5 (iii). C'est vrai encore pour AEia* M 
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par passage ~ la limite, ceci d'apr~s la d~finition des fonctions II~o I e t  (5.5), (5.11). Si 

M=G, on voit que F()Q est ~l~ment de .A~ (G, T) pour AEia*M, grs au lemme 5 (i). Ceci 

d~montre le lemme pour Q=G. Passons ~ Q ~l~ment quelconque de 5 c. Si W~ aM) est 

vide, les assertions du lemme sont triviales. On le suppose non vide. I1 suffit de d~montrer 

les assertions sur les FQ,~, seW~ aM). Si Ms est ~gal ?~ Mp (resp. different de NIp), 
on a FQ,~(A) ~l~ment de A~(MQ, Tip ) (resp..~Smp,c(MQ, TIQ)) d'apr~s la premiere partie 

de la d~monstration. Mais Ms est ~gal ~ MQ si et seulement si aQ et aM sont conjugu~s 

par un ~l~ment de K.  D'o~x (i). 

(ii) On connait l 'holomorphie de A~-*(FQ,~(A)) ~ comme application de (a~)~ 

dans C~(M~/M~NH, TM~) d'apr~s la d~finition des fonctions II~ol(G ,M,T) .  Mais 

.A2(G/H, T) est un sons-espace ferm~ de C~(G/H, 7) car de dimension finie (cf. appen- 

dice). Comme (FQ,~()O) ~ A~ia*M, est ~l~ment de cet espace d'apr~s la premiere partie 

de la d~monstration, on a l e  r~sultat voulu. 

6. P r o d u i t s  s c a l a i r e s  

Soient ME/ :  et PE~(M). On se fixe AEa~f tel que Re A(&) soit strictement positif pour 

tout a ~l~ment de Ap. Soit Z ~l~ment de aG. On note (G/H) z l 'ensemble des ~l~ments 

x de G/H tels que HG(x)=Z. On note : 

:={X+ZlXe 

qui est un sous-espace affine de aM, que l'on munit de la mesure de Lebesgue associ~e 

la structure euclidienne de aM. Alors (M/MNH)N(G/H) Z s'identifie, grs ~ (1.1) 

pour M au lieu de G, s (M1/M1NH)• a z.  Par transport  de structure e t n o s  choix de 

mesures, on en d~duit une mesure sur (M/MAH)n (G/H) Z. 
Si )~E(aM)~ et CeC~(M/MNH), on note ~ la fonction C ~ sur M/MNH d~finie 

par : 

Cx(m) = e ) f f H M ( m ) ) ~ ) ( m ) ,  m E M/MNH. 

Cela est coherent avec nos notations ant~rieures (cf. (5.14)), si l 'on convient d'~tendre 

les fonctions sur M1/M1NH en des fonctions AM-invariantes sur M/MNH. Soit T un 

~l~ment de a~, r~gulier par rapport  aux racines de ao dans 0- On confond T avec la 

(G, Mg)-famille orthogonale qu'il d~finit. Soient r162 TM) et XEflM. On note 

(r r  = (r r 

Si X est nul, on n0tera (r r  au lieu de (r r Cette notation p%sente le d~faut de 

confondre r et Ct avec leurs restrictions ~ M1/M1NH, mais est plus l~g~re. On d~finit 
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alors 

rT(~A,~b ' )Z : - - f  (~,~')X~p(X-Tp)eA(X)dX, %b,~'E.A2(M, TM), (6.1) 
da 

oh ~e  d4signe (la restriction ~ aM de) l'indicatriee de {X E a~ I w(X) ~< 0, w E/~e }. Mon- 

trons que l'int4grale est eonvergente. Utilisant la condition de temp4rance sur ~b, on voit 

que les exponentielles polyn6mes de (5.8) sont ~ croissance polynomiale car e'est vrai 

d4j~ pour les 414ments de F. I1 en r4sulte que (r ~y)x est ~ croissanee polynomiale. Ce 

que l'on cherche en r4sulte, grs ~ notre ehoix de A. On remarque qu'avee nos choix de 

mesures, on a aussi : 

r (wA, r  := A(HM (m)) din. (6.2) 

De plus si r r  sont des 414ments de A2(M1/M1AH, ~-M~) et A, A' des 414merits de ia*M, 
on a: 

rT((~)A,~i,)Z=(r fa e(~+A-~')(X)~p(X--Tp)dX, (6.3) 

off r et %b~,, ont 4t4 d4finis en (5.14). 

Un calcul imm4diat donne : 

ei(X)~p(X) dX = 0p(A) -1, (6.4) 

off 0p est la fonction sur (a~t)c d4finie par 

Op(,~) = Cp I 1-I ~(~) '  ~k E (0-~/)C- (6.5) 
aEAp 

Ici cp est la valeur absolue du d4terminant de la matrice exprimant la base {&]aEAp} 

de aGM dans une base orthonorm4e de cet espace. C'est aussi le volume du quotient de 

aCM par le r4seau engendr4 par les &, a E A p .  Alors (6.3) devient : 

~'pT ((~)A)A, r Z = (~2. ~2 ) t  e(A+A-A')(Z+TP)Op( t + A - A') -~ . (6.6) 

Le second membre est m4romorphe en A. Par sesquilin4arit4, on en d4duit que 

rpT(r r est m4romorpae en A pour r 1 6 2  414ments de .A~(M/MMH, TM). Lorsque 

celle-ci est d6finie pour A=0, on note rT(r  r sa valeur en 0. Dans (6.6), cette condi- 

tion est v4rifi4e d~s que A-A'  est Ag-r4gulier et dans ce cas, avec les notations de (6.6), 

on a: 
T ~ Z rp(~/))~, CA') = (~), Ct)e(.k-~')(Z+Tp) Op( )k--,~t)-l. (6.7) 
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On note r T ( r 1 6 2  ') au lieu de r T ( r 1 6 2  ~ Tenant compte de l'extension de ( . , . )  de 

.A2(M~/M~MH, TM~) ~ .Atemp(M~/M~MH, TM~), on peut ~tendre par sesquilin~arit~ la 

d~finition de rT ( r162  Z ~ r 1 6 2  ~l~ments de .A~mp(M/MMH,~-M ) de telle sorte que 

(6.1) reste encore vrai. Cette expression est nulle d~s que r ou r est dans A~'~mp,~ et elle 

est m~romorphe en A. On ~tend alors la d~finition de rT(r ~,)z.  La formule (6.7) est 

encore vraie pour r r  ~l~ments de ~4temp(M1/M1NH). 

! 
7. P r o d u i t  sca la i re  t r o n q u d  de  fonc t ions  IIho l 

Soient M (resp. M')  un dldment de s a d (resp. ad , )  un sous-espace de Cartan 

standard de sd tel que aM=adMsMq (resp. aM,=ad,  NsMq). Soit F (resp. F ' )  un dldment 

de T) (resp. ' ' II~ol(G, M, IIhol(G,M ,7")). Si aM et aM, sont conjugu~s par un ~l~ment 

de K,  on note ~ le compl~mentaire dans ia*M• M, de l'ensemble ~c  des (A, A p) tels 

que )~_)~ps soit r~gulier par rapport aux racines de aM dans g, ceci pour tout s ~l~ment 

de W(aM, aM,). On pose 7-/=0 sinon. Alors ~ est, dans tous les cas, la r~union d'une 

famille finie d'hyperplans. 

LEMME 7. - -  Soient ZEaG,  PE.7 r et T comme au paragraphe prgcddent. 

(i) Si a p n' est pas conjugud sous K a aM et aM,, rT ( Fp ( )~ ) , F~ ( )~') ) Z e s t  bien dd fini 

pour (A, A') E ia * M • ia * M, et identiquement nul. 

(ii) S i a p  est conjugud sous K it aM et aM, (qui sont alors conjuguds sous K) ,  pour 

tout (A,)~')eTl c, rT(Fp()~),F~()~') ) z est bien ddfini et dgal it la somme sur s E W ( a p ,  aM), 

s t E W ( a p ,  a M  , ) de: 

(Fp, s (A), F~, s, (~')) e (~8- ~' ~')(Z+Tp) OR (A s - ) t s ' ) -  1, 

Ici (Fp, s(,~), F~,s,(A')) vaut pour (Fp, s(A), F~,s,(A')) ~ 

Ddmonstration. - -  (i) est clair grs A la d6finition de r T (cf. w et au lemme 6. 

Pour (ii), si aM, aM,, ap sont conjugu6s sous K,  ils sont de m~me dimension. On 

remarque que si (A, ,V) E 7-/~, ,~s _ A,s' est Ap-r~gulier pour s E W (ag, aM), s' E W (ap, aM, ) 

car ,~s-A's '=(A-,Vs'~ off s'os -1 est un 61~ment de W(aM, aM,). Par ailleurs pour 

s, s', ,~, A' comme ci-dessus, Fp, s(A) (resp. F~, s, (,V)) est un ~16ment de .A~S(M, TM) (resp. 

.A~S(M',TM,)) d'apr6s le lemme 6. On d6duit le r6sultat voulu de (6.6) et de la d6com- 

position (3.2) du terme constant. [] 

On rappelle que ~'st (resp. Pst) est l'ensemble des ~l~ments standards de 9 ~ (resp. P).  

Pour LC/:,  on notera P L = { P M L I P E T ) s t } .  On d~finit grace au lemme precedent une 

fonction sur ~ par : 

wT=t (F'F' 'A ' '~ ' )Z-= E rT(Fp(A)'F~P(A'))z '  (A,A')e?'/% (7.1) 
PC ~-st 
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On supprime Z de la notation si Z e s t  nul. On d4duit du lemme 7 que pour (A, 1')El-U, 

cette fonction est ~gale la somme sur PE~'st, s E W ( a p ,  aM), s tEW(ap ,  aM,) de 

I ! s t s  ! ,' (Fp,.(.k),Fj~,.,(A ))e (~' -;~ )(Z+TP)Op(A"--I'" )--1. (7.2) 

De plus : 

Si ap n'est pas conjugu~ sous K ~ aM et aM,, les termes 

eorrespondant ~ P dans  (7.2) sont  nuls. (7.3) 

On rappelle que la fonction u ( . ,  T) est la fonction indicatrice d'une partie de G / H .  

Avec les notations du w on note 

gtTs, (F, F ' ,  A, A') z = [ (F(A)(x), F'(A ' ) (x) )u(x ,  T) dx. (7.4) 
J(c/ H) z 

I1 est clair que 12Ts,(F , F' ,  . , .  ) z  s'6tend en une fonction holomorphe de ( A , - t ' )  au voisi- 

nage de ia*M• , grs ~t la d~finition des fonctions II~o 1 (cf. [6, d~finition 2]). 

T H I ~ O R I ~ M E  1 .  - -  Avec les notations ci-dessus : 

(i) La fonction sur ~c,  w~st(F,F, ,A,A,) ,  s'dtend en une fonction analytique sur 

ia* M x ia*M, , qu'on note de la m~me fagon. 

(ii) Soit 6>0. Il existe des constantes C, r  et k E N  telles que la diffdrence : 

A T ( F ,  F ' ,  A, A') z := f~T (F, F ' ,  A, A') z - w T ( F ,  F' ,  A, A') z. 

soit majorde en module par : 

CNk(A, A') e - e [ ]TH 

I �9 * �9 * pour tout (I ,  1 )E~aMX~aM, , Z E a c  et tout T vdrifiant d(T)>~511Tll. 

Ddbut de la ddmonstration. - -  La d~monstration est calqu~e sur le module de celle 

de Arthur dans le cas des groupes ([1, th6or~me 8.1]). 

On proc~de par r~currence sur la dimension de G / H .  On suppose le th~or~me vrai 

pour tous les  espaces sym~triques r~ductifs de dimension strictement inf~rieure ~ celle 

de G / H .  

LEMME 8. - -  Pour 6>0, r > 0 ,  on peut choisir C,r  k E N  tels que : 

AT+S{~ ~! A l '~ AT (F , j -  - llvll 

pour (A,)/) dldment de Tl ~, Z E a c ,  T eomme dans le thdor~me 1 et S E a  G rdgulier par 

rapport aux racines de az  dans 9 tel que S e t  T soient dans la m~me ehambre et vdrifient 

IISll<rlITll. 
D d m o n s t r a t i o n . -  La d~monstration est essentiellement la m6me que celle du 

lemme 9.1 de [1]. Elle n'en diff'ere que par les r~f~rences et de petits changements. Ceux-ci 

sont suffisamment nombreux pour rendre n~c~ssaire une r~cri ture  complete. 
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Soient T et S comme dans l'~noncC Si x=kmEG/H avec kEK et mE (Me/MeAH)+po 
pour PoEP~t, on a, gr&ce ~ (2.2) : 

u(x, T+ S) = r (He (m), Tp o + Spo). 

D'apr~s la formule d'int~gration (1.2), FtT+S(F ~,.~ t , F ' ,  A, A') est 6gal ~ : 

[ Dpo(m ) r Tp o +SPo)(F(A)(m), F'(A')(m))  dm. 
Po 6T~t J ( Mo/Mo AH) N(G/H) z 

(7.5) 
Dans cette expression on substitue le d~veloppement (2.5) de ~po(.,SPo+TPo). 

On obtient la somme, sur PoE790 et sur QE~'~t contenant Po, de l'int~grale sur mE 

(Me/MeNH)A(C/H) z du produit de 

DPo(m ) ( F( A )(m), F' ( A')(m) ) (7.6) 

avec 

~Qpo(He(m), TPo)~Q(HQ(m)-TQ, SQ). (7.7) 

On a remplac6 He(m) par sa projection HQ(m) sur aQ, grs aux propri~t~s de ~Q. 

On fLxe P o e t  Q comme ci-dessus et mE(Me/MeNH)N(C/H) z tel que (7.7) soit 

non nul. On note {5;~Ic~EAQ} la base de a~ duale de la base AQ de (a~)*. I1 est ais~, 

en utilisant la d~finition des fonetions CQ et r de voir que Po 

Hz(m)=Tpo- ~ cf~j+ ~ d~d;~+Z 
~EAQpo ~EAQ 

off cf3, do sont des nombres r~els positifs ou nuts. Ici l) est la coracine de/~. Soit a un 

616ment de Apo--ApQ ~ et &EAQ sa restriction ~ aQ. Comme a(~)~<0 pour tout  fl dans 

ApQ 0 nous  avons : 

a(Uz(m)) ~ a(TPo)+da >>. a(Tpo) >t ~IITII, (7.8) 

grace aux hypotheses sur T. De plus Cpo(He(m),TPo+SPo) est ~gal ~ 1, d'apr~s la non 

nullit~ de (7.7) et l'~galit~ (2.5). Ceci implique, grgce ~ (2.2) : 

NHe(m)ll < IIS+TII • (l+r)llTll. 

D'ofl l'on d~duit : 

a(Hg(m)) >~6111He(m)ll, oh (~l=(~(1-~-r) -1 .  (7.9) 
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On peut donc appliquer le corollaire du lemme 3 qui nous dit que, pour m tel que (7.7) 

soit non nul : 

IIDpo(m) l /2F(s  (m)-- DponM Q (m)I/2 FQ ()Q(m)ll 

est born~e par une fonction de la forme CNk(,,k)e -~llH~(m)ll. On a u n e  majoration simi- 

laire pour F r. Alors pour m tel que (7.7) soit non nul, la difference entre (7.6) et 

DPonM  FQ (7.10) 

est majorSe en valeur absolue par une fonction de la forme : 

CNk(A) Nk(A') (l +tfH~(m)[I)d e -~lIH~(m)ll. 

En effet on applique l'in~galit~ (3.13) (pour Q et G) pour tenir compte des termes crois~s. 

On note pour P0, Q comme ci-dessus WToQ(m) le produit de (7.10) par ~Qpo(Ho(m), TPo). 
Si Q=G, les expressions (7.6) et (7.10) sont ~gales et l'int~grale de WToQ(m) est pr~cis~- 

ment la contribution de P0 et Q s l'expression (7.5). Supposons Q-~G. On peut  choisir 

~ e A p o - - A ~ 0  et  d'apr~s (7.8), si (7.7) ne s'annule pas, on a a(Ho(rn))>~SliTil. On en 

d6duit aisdment que l'intdgrale sur (Mo/MoAH)M(G/H) Z du produit de (7.7) par une 

fonction de la forme (1 + ]] H e  (m) li)d e-Ell H~ (m)II est born~e par C1 e -e~ IITII pour C~, ~ > 0. 

On a donc montr~ que la difference de (7.5) avec 

Z [  Q(HQ(m)-Tq'Sq)W o%n) m" 
Po CT~st QE.~st J ( Mz /MznH)A(  G/H)Z 

PocQ 

(7.11) 

est born~e en valeur absolue par une expression de la forme voulue : 

CNk(a) (7.12) 

On note n~ le sous-espace affine de aQ form6 des 616ments de aQ dont la projection 

orthogonale sur ac  est 6gale g Z. On intervertit la somme sur P0 et Q dans (7.11). On 

fixe Q et on 6crit la somme 

Z z'Q WfoQ(m)dm PoE~st J~(Mo/M~NH)n(G/H) (HQ(m)-TQ, SQ) 
PoCQ 

sous la forme : 

PoCQ 
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Substituant l'expression (3.2) de FQ, F~ dans (7.10) et utilisant (1.2) pour changer de 

variables, on voit que : 

zL 
PoET'~t z/MzAH)A(MQ/MQAH)xWToQ (m) dm 
PoCQ 

est ~gal ~t 
Z ~  ~ ~,~, ~,~,)~ ,OpQ ~.Q,~, ~ Q,~,, A ~, (7.13) 
S~8 ! 

oh s d~crit W(aQ, aM), s' d~crit W(aQ, aM,) et 7)Q={PonMQ[Poe~st}. Supposons 

Q~G. Alors, par notre hypoth~se de r~currence, la diffSrence entre (7.13) et 

T Fs  As, )~'s')X F~,~,, (7.14) Z ~ (  Q,~, ,~' 
8 , S  p 

est major6e par une fonction du type (7.12). Par ailleurs l'int6grale sur a~ de 

TQ(X-TQ, SQ) est ~ eroissanee polynomiale en [[SqU et done en HTH. Si Q=G la diff6- 

rence entre (7.13) et (7.14) est juste 6gale k A T ( F ,  F ' ,  A, A') Z. Mettant tout cela en- 

semble, on conclut que la difference entre 

~tT+S( F ~,~ ~ ,F',A,A')Z-AT,~(F,F',A,A ') (7.15) 

et la fonction obtenue par la somme sur QE~-st de l'int6grale sur XEa~ du produit de 

~-Q(X-TQ, SQ) avee (7.14) est born6e en module par une fonction du type (7.12). Par 

sesquilin6arit6, l'expression (7.14) peut ~tre simplifi6e. Elle est 6gale ~: 

r~l((Fq(~))R1, (F~(Z))R1) x 
R1CT'~ 

Notons P1 l'unique ~l~ment de ~-st tel que P1cQ et PINMQ=R1. En appliquant la 

transitivit~ du terme constant, cette expression s'~crit aussi : 

E ~I(FP1 (~), F~I (~,))x. 
R1EP Q 

Finalement (7.14) s'6crit : 

~ (Fp~(,~), ' , x P~M~ F~(,~ )) . 
P~ CY'~t 
P1cQ 

(7.16) 
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Pour revenir ~ la fonction qui est asymptotique s (7.15) on doit multiplier (7.16) par 

~-Q(X-TQ, SQ), int~grer sur XEa~ et prendre la somme sur Q E ~ t .  On intervertit la 

somme sur Q et P~. Cela devient la somme sur P I E ~ t  de 

c 2 ~  ~ To" (X--TQ' SQ)rTQnp~(k~' qgt)z dX, 

P~cQ 

(7.17) 

On en d~duit que (7.17) est ~gal 

T + S  i t Z ~p~ (Fp~(A), F'~I(A )) 

La somme de (7.17) sur PiEg~st est donc 5gale ~ wT+StF F ~, A, A~) z. C'est notre aproxi- 

mation de (7.15). On en d~duit que AT+S/Fp.t ~ , F ,  A, A ~z] - ATp.t ~ rF' F', A, A '~zj est major~e 

par une fonction du type (7.12). [] 

Suite de la ddmonstration du thdor~me 1. - -  On dcrit limT--+~ pour d6crire la limite 
5 

quand ]]TI] tend vers l'infini en v~rifiant d(T) ~>SIITII. Alors on d~duit du lemme precedent, 

comme dans [1, preuve du lemme 9.2], que la limite 

A~(F,F ' ,A ,A ' )Z= lim A~ (F,F',A,A') z 
T---*c~ ~t 

existe unifom~ment pour (A, A t) dans un compact de T/c. De plus il existe C, c>0 ,  k E N  

tels que 

IIA~(F, F*, A, A')Z--AT (F, F', A, A*)z II < CNk(A)Nk(A')e -~''x.' 

pour tout  (A, A t) ET/c et Z, T comme dans le th~or~me 1. 

On note ~ ,  l'ensemble des couples (A, A') ~l~ments de ia* M x ia* M, qui appartiennent 

?_fcet tels que A t soit r~gulier par rapport aux racines de aM, dans ft. 

Rappelons que si a est un ~l~ment de C~(ia*M) ou m~me S(ia*M), on dispose du 

paquet d'ondes Fa (not~ W~,F dans [6]) et d~fini par :  

f 
Fa(x)= I a(A)F(A)(x)dA, xEG/H.  (7.18) 

dia 

off ~=FPI(A),  k~'=F~I(A' ). En rempla~ant, dans (7.17), ko par qih, avec AEa~, tel que 

A(&)>0 pour aEAp1, appliquant la d6finition de rTQnp~ et utilisant (2.5), on trouve 

que cette nouvelle expression est ~gale 
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En outre Fa(x) est un ~ldment de C(G/H,T) et rapplication qui ~ a associe Fa est 

continue de $(ia*M) dans C(G/H, ~') d'apr~s [6, th~or~me 1]. Alors pour tout A'Eia*M, 

( Fa, F' ( A') ) =/G/H(F~(x), F' (/V)(x) ) dx (7.19) 

est bien d~fini et continu en aES(ia*M) car F'(A')E.Atemp(G/H,T). On note T~, cette 

distribution sur ia* M. On d~finit de m~me (F~, F~,) pour a'ES(ia*M, ) et le th~or~me de 

Fubini peut s'appliquer, d'apr~s les majorations de F ' ,  qui est II~ol, pour donner : 

(F~, Fa') : f (Fa, a'(A')F'(A'))  dA' (7.20) 
Jia 

Comma nous l'avons dit, la d~monstration du th~or~me 1 v a s e  r~duire au point (ii) du 

lemme suivant, dont le point (i) ~vite le recours ~ la formula de Plancherel sur G/H.  

C'est heureux, car c'est celle-ci qu'on cherche! 

LEMME 9. - -  Avec les notations prdcddentes : 

(i) Soit A' un dldment de ia*M,, rdgulier par rapport aux racines de aM, dans 1~. Si 

aM et aM, ne sont pas conjuguds par un dldment de K,  T~, est nulle. Sinon le support 

de T~, est contenu dans {A'SIsEW(aM, aM,)}. 
(ii) Si a (rasp. a') est une fonction C a d support compact sur ia* M (rasp. ia*M, ) pour 

lesquelles le support de a| est contenu dans Jr,, (Fa, Fa') est nul. 

Ddmonstration. - -  Pour d~montrer le lemme, on peut, par sesquilin~arit~, supposer 

que F (rasp. F') est IIhol(A ) (rasp. ' ' ' IIhol(A )) off AE(ad)~  est r~gulier par rapport  aux 

racines de (ad)~ dans mc  et A' v~rifie des conditions similaires. Montrons (i). Soit A ~ 

comma dans l'dnonc~. Soit DED(G/H) .  On a, d'apr~s le lemme 5 (ii) : 

(DF~, F'(A')) = (F~, D*F'(A')) .  (7.21) 

Par  ailleurs, D peut s'dcrire, sur un ouvert dense, O, de G / H  sous la forme : 

~-~f i (x )L~,  uiEU(g),  
i E I  

off I e s t  fini et les fi sont C ~ (cf. [3, preuve du lemme 1.7]). On applique alors le 

lemme 5 (i) de [6] pour conclure, qua pour x ~l~ment de O, on a:  

(D(Fa))(x) = (DF)a(x), 

puis, par continuitY, on en d~duit : 

D(Fa) = (DF)a. (7.22) 
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Par ailleurs : 

et : 

D(F(A)) =-y,~ (D)(A+A) F(A) (7.23) 

D*(F'(,~')) =-~a~, (D*) (A'+A') F'(A').  

Du lemme 4, on d~duit que, pour )(cia* M, : 

D*(F'()()) =-yadM,(D)(A'+A' ) F'(A').  

Mais il r~sulte de (7.21), (7.22) et (7.23) que la multiplication de T~,, par toute fonction 

sur ia* M de la forme %~M(D)(A+A)-%~,(D)(A'+A') ,  DED(G/H) ,  est une distribution 

nulle. Le support de T~, est donc contenu dans l'ensemble S des z~ros communs de toutes 

ces fonctions. D'apr~s nos hypotheses A ~ +)~ est r~gulier par rapport  aux racines de a d ,  

dans gc- Par suite, appliquant Ie lemme 2 de [7], si )~ est ~l~ment de S, r u et aM, sont 

conjugu~s par K et il existe un ~l~ment s de wO(au, aM,) tel que ~'~=)~. Donc (~, ~') 

est un ~ldment de 7-/. On rappelle que 7-/est vide si aM et aM, ne sont pas conjugu~s 

sous K.  Ceci d~montre (i). 

Prouvons (ii). Soient a, a' comme dans l'~nonc& I1 suffit, d'apr~s (7.20), de voir que 

a(A') (Fa, F(A')) est identiquement nul. Raisonnons par l 'absurde et soit ~' tel que cette 

expression est non nulle. Alors A ~ est dldment du support de a ~ et l 'intersection du support 

de T~, avec le support de a contient au moins un ~16ment )~. Alors ceci implique d'apr~s 

(i) que aM et aM, sont conjugu~s sous K et qu'il existe un ~l~ment s de W~ aM,) 
tel que )(~=~. Donc (~, A ~) est ~l~ment de ~ ,  donc non 61~ment de ~'., et est 61fiment 

du support de a| ~. Or celui ci est contenu dans ~'. par hypoth~se. Cette contradiction 

ach~ve de prouver le lemme. [] 

Fin de la ddmonstration du thdor~me 1 . -  On se ram~ne facilement au cas off 

aa={0} .  Alors Z=O et on le supprime de la notation. Comme dans la preuve de [1, th~o- 

r~me 8.1, p. 65], on voit qu'il suffit, pour prouver le th~or~me, de voir que A ~ t  (F, F',/k, A') 

est nul sur un ouvert dense de ia* M x ia*M,. On va voir que l'ensemble ~-. des ~l~ments 

(~, A') de 7-U tels que A ~ soit r~gulier par rapport  aux racines de aM, dans ~ convient. 

En effet, soient aEC~(ia*M) et a'eC~(ia*M, ) avec a| ~ support dans ~'.. Alors : 

fa.MXiaM, A~8~ (F, F', ~, ~') a(A) a(A') d)~ dA' 

est 6gal ~ la diff6rence de : 

fa/H (Fa(x), Fa, (x))u(x, T) dx (7.24) 
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avec la somme sur PE~Ost, sEW(tip, a M )  , 8tEW(ap, a M ' ) ,  du produit de : 

a(A) a(A') (Fp,~ ()~), Fp,~, (A')) Op ()~ -)~'~') -~ (7.25) 

par : 

e ()~-A' J)(TP) (7.26) 

Dans (7.24) on a utilis6 le th6or~me de Fubini. Le th6or~me de convergence domin6e et les 

propri6t6s des paquets d'ondes montrent que (7.24) converge vers fC/H (Fa ix), Fa, ix)) dx 
quand T--*cc. Cette int6grale est nulle d'apr6s le lemme pr6c6dent. Par ailleurs, avec nos 

5 
hypotheses sur le support de a| I, (7.25) est C ~162 s support compact sur ia*M• 
Sa transform6e de Fourier 6tant une fonction dans l'espace de Schwartz, on conclut que 

l'int6grale sur ia* M • in* M, du produit de (7.25) avec (7.26) converge vers 0 quand T--*c~. 
5 

On conclut que : 

jfia~ • (F, F ' ,  A, A')dA dA'= 0, 

puis que A ~ ( F ,  F/,  A, A t) est nulle pour (A,)~) Egr. comme d~sir~. [] 

On veut ~tendre les r~sultat du th~or~me 1 k une classe plus large de fonctions. Si 

MEs on d~finit l'espace II~ol(G, M, T) des familles de fonctions T-sph~riques sur G/H 
F ,  W - 1  param~tr~es par )~Eia*M, de la forme F()~)=E~ew(a~)  ~(A ), AEia*M, oh F~ est un 

~l~ment de IIho~(G , M , 7). Nous ne nous int~ressons pas k l'~ventuelle unicit~ de cette 
! 

~criture. En utilisant la d~compositon (3.2) du terme constant des fonctions IIho], on voit 

que pour FEII~o~(G, M, 7) et MEt: ,  on peut ~crire 

FQ(A) = E FQ,~ (A) (7.27) 
8~W(aQ,CtM) 

off 

et 

FQ,s( )~) E Atemp( MQ/MQNH, T) 

= 

(7.28) 

(7.29) 

et de plus pour tout mEMQ/MQMH, 

)~ ~ FQ,~()~)(m) est continue sur ia*M. (7.30) 

Une telle dScompositon est unique. En effet, l ' ind@endance lin~aire des caract~res de AQ, 
A s a~--~a , sEW(aQ, aM), pour A g~n~rique et (7.29) impliquent l'unicit~ de la d~composition 

(7.27), pour )~ g~n~rique fix& La condition (7.30) permet de conclure. Cette unicit~ 

permet de conclure ~ la lin~arit~ de F~FQ,~. Les lemmes 6 et 7 sont encore valables 

pour les fonctions II~hol(G, M, ~-). De m~me, on a imm~diatement par sesquilin~arit~ et 

transport de structure : 
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COROLLAIRE DU THEORF.ME 1. - -  Le thdor~me 1 est encore vrai pour 

FEIIthoL(G,M, 7) et ' ' F E IIhol(G, M' ,  T). 
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8. R e l a t i o n s  d e  M a a s s - S e l b e r g  en  r a n g  1 p o u r  les f o n c t i o n s  II~ol 

Soient M E s  et P E P ( M ) .  Si xEG, on notera px  au lieu de xPx  -1. Soit W M le sous- 

groupe du groupe de Weyl W g (not6 aussi Wz)  du syst~me de racines de ao dans g, form6 

des 616ments de Wz qui fixent les 616ments de aM. C'est aussi le quotient du normalisateur 

de ao dans K N M ,  NKnM(az), par M o n K .  Six  est un 616ment de NK(az),  Px ne d6pend 

que de l'616ment w de Wo qu'il repr6sente. On le note pw. I1 ne d@end que de la classe 

gauche modulo W ~  de w. 

LEMME 10. - -  (i) Soient M E s  et PEP(M) .  L'application de W z / W  M dans .T qui 

associe Pw it w W  M est une bijection entre W z / W  M e t  les dldments de jz conjuguds sous 

G i tP.  

(ii) On note W ~  l'ensemble des dldments de Wz  ayant un reprdsentant dans K A H .  

Si P et Q sont des dldments de 3zst conjuguds par W H, ils sont @aux. 

(iii) Soient ME/2st et PEPs t (M) .  Dans chaque (W~, W M)-double class( w dans Wz, 

il existe un unique dldment wg de W o / W  M tel que p~e soit standard. On note Wp le 

sous-ensemble de W z / W  M formd par les wp lorsque w ddcrit W ~ \ W z / W  M. L'appli- 

cation qui it x dldment de 1/Vp associe px est une bijection entre 142p et l'ensemble des 

dldments de ~st conjuguds it P. 

Ddmonstration. - -  (i) Soient w, w'ENK(az)  tels que pw et P~ '  soient 6gaux. Alors 

p~w,-1 est 6gal ~ P.  Donc ww '-1 est 616ment de K n P  donc de K A M .  Ceci prouve que 

l 'application 6tudi6e est injective. Elle est surjective d'apr~s le lemme 2 (i). 

(ii) Soient P, QEJZst et y E W ~  tels que Q soit 6gal ~ PY. Montrons que P=Q. 

Soit p~e (resp. Q~0) l'intersection de P (resp. Q) et G ~e, off G ~e est le groupe des points 

fixes de cr0. Soit P0 le sous-groupe parabolique minimal de G ~e contenant Az  et d6termin6 

par E~o. Alors p~0 et Q~e sont des sous-groupes paraboliques de G ~e contenant P0 (car 

P e t  Q sont standards). En outre, comme ils sont conjugu6s par un 616ment y~ de KMH, 

repr6sentant de y, ils sont 6gaux et y 'EKMp~oCKNM. Donc y centralise aM et pu=p.  

D'oti l 'assertion voulue. 

(iii) Soient MEf-.st et P E P s t ( M ) .  Soient xEWo et w la (W H, wM)-double  classe de 

x dans Wo. On note Q=PX. L'intersection P~~ (resp. Q~o) de P (resp. Q) avec G ~~ est 

un sous-groupe parabolique de G ~e. Alors p~0 contient Po (voir (ii)) et Q~e contient un 

sous-groupe parabolique minimal de G ~e, qui est conjugu6 s P0 par un 616ment y E W  H. 
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Alors PY~ est standard. D'ofi l'existence de wp. L'unicit6 r~sulte de (ii). Donc wp est 

bien d~fini. Le reste de (iii) %sulte de (i). [] 

Hypoth~se jusqu'it la fin du paragraphe . -  On suppose que ME/:cuspNs est tel 

que dim a a = 1. 

Alors P ( M )  est r~duit ~ deux 6l~ments et on note P l'unique 51~ment de ~~ 

On a W(aM) (=W(aM,  aM)) qui est ~gal k W~ d'aprbs le lemme 2 (iv). Ce groupe a 

au plus deux ~l~ments. On note Wp l'ensemble des repr~sentants de W H \ W ~ / W  M d@rit 

au lemme p%c~dent. Si w E W p ,  w -~ d~termine un ~l~ment de W(aQ, aM) ofl Q = P ~  est 

un ~lSment de ~ .  

THI~OREME 2 . -  Pour toute fonction FEII~hol(G,M,T) et avec les notations ci- 

dessus on a: 

(i) Si W(aM) poss~de deux dldments, 1 et s, les dgalitds suivantes sont vdrifides 

pour )~E ia* M : 

IIF>'=,,=-,(~)II 2= ~ IIFp=,~w-:(~)ll 2 
w ~  I,~}p IvE~Vp 

et 

(Yp=,=-, (~), YP=,s=-, (s~)) = y~  (Fp= s~-i (~), Pp~,~-~ (s~)). 
wEWp wEl4~p 

(ii) Si W(aM) a un seul dlgment, on note P l e  sous-groupe parabolique opposg it P 

et l'on a, pour AEio* M : 

E IIFP~,~-I(~)II2= E IIFp=,~ -~(~)112 
wEYFp wEI4~p 

Dans (i) et (ii) on a notg IiFp~ ~-,(~)II 2 pour (Fp~ ~-I(A) ,Fp= ~-~(~)) ~ etc. En 

d'autres termes on restreint les fonctions it ( M ~ ) I / ( M ~ ) I M H  et on int~gre. 

Dgmons t ra t ion . -  Si QE~'st est tel que aQ et aM sont conjugu6s sous K (c'est 

dire que Q et P sont a-associ6s), Q est conjugu6 k P ou P.  

(i) Si W(aM) poss~de deux 616ments 1 et s, P et P sont conjug@s, donc Q comme 

ci-dessus est conjug@ ~ P.  I1 est de la forme Q = P ~  avec wE1/Fp d'apr~s le lemme 

pr@~dent. Alors w -~ d~finit un 61~ment de W(aQ, aM), l 'autre ~16ment de W(aQ, aM) 

6rant 6gal ~ sw -1. Alors, d'apr~s (7.2) et (7.3), w~=r F, ~, ~') est 6gal k la somme sur 

w E 1/Fp de la diff6rence de : 

(Fp= ~-~ (A), Fp=,~-~ (~')) e (~-z)(TP) 

avec: 

. . . .  [ ' , \  ~, ( + V - A ) ( T p )  (Yp,~,sw-1 [A), l~'p,~,sw-~ (A})e 
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multipli6e par : 
~p(~__)~,)--i  

additionn@e ~ la somme sur w ~ Wp du produit de la diff@rence de : 

avec: 

multipli6e par : 
0p (~..~_)~,)- 1. 

Pour obtenir cela on a utilis6 les relations suivantes: s = - l ,  Opw()~w-1)--~p(,~), 
Op(.~)=-Op(-.~) (car Ap n'a qu'un 616ment), .~-~(Tp~)=)~(Tp) pour .~ia* M. Les 

relations du th@or~me r6sultent de l'analyticit6 de w~st(F,F',)~,A') (cf. corollaire du 

thdor~me 1) respectivement au voisinage de (A, A) et (A, -)~). 

(ii) Si W(aM) est rdduit ~ un 616ment, P e t  P ne sont pas conjugu@s. Si QEJ~st est 

tel que W(ap, aM) est non vide avec P e t  Q a-associ@s, Q est conjugu6 soit ~ P soit 

P.  Soit w0 un 51@ment de KAH qui normalise az  et qui transforme Eoe en -E~e .  Si Q 

est conjugu@ ~ P,  il est de la forme pw wEWp. Si Q est conjugu@ ~ P,  le parabolique 

oppos5 ~ Q, ~) est tel que (~Wo 1 est standard et conjugu@ s P,  puisque c'est le cas pour Q). 

Donc Q)~o 1 est de la forme P~  avec w~Wp et Q est @gal ~ F ~~ En utilisant la relation 

Op=-Op (car Ap est r@duit ~ un ~16ment) et les fairs d5js utilis@s dans (i), on d@duit de 

(7.2) et (7.3) que w~st(F, F, )~, A') est @gal au produit de la somme sur wEVPp de: 

(Fp~,w-~()O,Fp~,~-~()~'))-(Fp~o~,(~,ow)_~()~),Fp~o~,(~o~)_~(.~')) (8.1) 

par : 
e(A-)~')(TP)Op(.X_ ~')-i" 

L'analyticit~ au point (A, A) de w~, (F, F, A, A') implique : 

La somme sur w E Wp de (8.1) est nulle pour A' = )~. (8.2) 

Mais w0 est 5l~ment de KNH. Donc 

F(.X, wogwolg) = T(Wo) F(A, gg), g �9 C. 

On d@duit alors de la d~finition du terme constant, que, pour Q c ~ ,  on a : 

FQ~o()h womwol(MQ,~oNH))=T(wo)FQ()~,m(MqNH)), meMQ, 

puis que : 

-1  FQ~o,(wow)-~()hwomw o (MQ~oAH))=T(wo)FQ,w-I()~,m(MQNH)), mE MQ. 

Joint ~ (8.2), cela termine la d6monstration du th6or~me, puisque T(Wo) est unitaire. [] 
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9. U n e  d e s c r i p t i o n  de  w ~ , t ( F  , F ' ,  )~, ) j ) z  c o m m e  d i s t r i b u t i o n  su r  ia* M 

Commenqons par quelques faits 414mentaires. On munit R de la mesure de Lebesgue dx. 

Le dual de R,  not4 R*, s'identifie naturellement h R et i R  est muni de la mesure duale 

d)~ de dx. C'est la mesure de Lebesgue sur i R  divis4e par 2~. La transform4e de Fourier a 

4t4 d4finie au w Ces choix flxent des identifications des fonctions localement int4grables 

~t des distributions. On consid~re pour A E R \  {0} la distribution s u r / R = / R * ,  TA, d4finie 

par la fonction C a ,  (A+A) -1. Alors 

lim TA= To i (9.1) 
A---,0 �9 

off la limite est une limite forte d a n s / ) ' ( R )  et 

T + (resp. T o )  est la transform4e de Fourier de Y+ (resp. Y_) (9.2) 

off : Y+(x )=l  si x~>0 et 0 sinon, Y _ ( x ) = l  si x~<0 et 0 sinon. 

I1 suffit de prouver que la limite est une limite faible car l'espace d4crit par A est 

m4trisable, et toute suite de distributions qui converge faiblement converge fortement. 

Soit ~ E C ~ ( i R ) .  Calculons, pour A>0, T + ( ~ ) - T A ( ~ ) .  Un calcul imm4diat donne:  

( T + - T i  )(~) = / o ~  ( ~ R ( e - X X - e - ( ~ + i ) x  )~()~) d)~)dX. 

On note r  ) d)~. Alors ]r est major4 par 2 ]~( -X) [  

qui est clairement int4grable. Par ailleurs on volt que CA converge simplement vers 0 

quand A tend vers 0 + par une simple application du th4or~me de convergence domin4e. 

Une autre application du th4or~me de convergence domin4e montre que (TA-T0+)(~) 

tend vers 0, si A tend vers 0 +. On 4tudie de m~me T A - T  o pour A<0. 

Soient ME/ :  et AEa~4, r4gulier par rapport aux racines de a i dans 9- Pour P 

414ment de :P(M) on notera ~h  l'indicatrice de : 

Cp h ={XEaGMIw~(X)A(&) >0 ,  a E A p } ,  

que l'on regarde comme une mesure sur ap port6e par aGM, grs ~ notre choix de mesure 

sur aGM . Soit flA le nombre d'616ments c~ de Ap tels que A(&)<0. 

LEMME 11. - -  Avec les notations et hypotheses ci-dessus, on note pour t>O, Tt la 

distribution sur ia* M associde ~t la fonction C cr 8p(A+tA) -1. Avec ces identifications 

Tt converge fortement vers ( - 1 ) ~ p ,  oh r  est la transformde de Fourier de cA.  On 

notera (sA ) -1 cette limite. 

Ddmonstration. - -  On d4crit facilement Tt en 6crivant aM=aGM+aG et en utilisant 

la base &, (~EAp, de a~4. Les calculs s'effectuent gr~tce ~ (9.1). La constante cp qui 

intervient dans la d6finition de 0 p  disparait en raison du changement de variable. [] 
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Nous aurons g utiliser quelques propri~t~s simples des fonctions holomorphes et des 

distributions. Soit E un espace vectoriel norm~ de dimension finie muni d'une mesure de 

Haar, ~t un ouvert de E, V une boule ouverte de E centr~e en 0. Soient f une fonction 

holomorphe sur ~ + i V  et A un ~l~ment de V. On note pour te l0 ,  1], Tt la distribution 

sur ~ associde ~ la fonction C ~ sur ~t qui h xE~t associe f ( x + t A ) .  Alors : 

Tt converge vers To, quand t tend vers 0 +, pour la convergence (9.3) 

des fonctions C ~ et la convergence forte des distributions. 

Par ailleurs si (Tn) (resp. (fn)) est une suite de distributions (resp. fonctions C ~ )  

sur ~ qui converge fortement dans :D'(ft) vers T (resp. eonvergeant dans C~r vers f )  

on a: 

La suite (fnTn) converge fortement dans T)'(~) vers f T .  (9.4) 

En effet (fn) est born~e dans C ~ ( ~ ) ,  de m~me que Tn dans Z)'(~). Ecrivant : 

f , ~ T n - f T = ( f n - f ) T + f ~ ( T ~ - T ) ,  n E N ,  

A s oit CQ ,TQ~+Z 
-(TQ~ + Z) ). 

l 'assertion (9.4) r~sulte alors de l 'hypocontinuit~ de la multiplication des distributions 

par les fonctions C ~ (cf. [16, ehapitre V, w th~or~me IV et chapitre III, th~or~me XI]). 

THI~ORI~ME 3. - -  On reprend les notations et hypotheses du corollaire du thdor~me 1. 

On fixe A~Eia*M , et A E a ~  rdgulier par rapport aux racines de aM dans g. 
L'application analytique sur ia*i, qui it A assoeie wT (F,F' ,A,A' )  z e s t  dgale, au 

sens des distributions, it la somme sur : 

(a) les dl6ments Q de 5c~t(M) tels que MQ est a-associd it M et M' ,  

(b) les dldments s (resp. s') de W(aQ, aM) (resp. W(aQ, aM,)), des distributions sur 

(en 
(FQ,~(A),FQ,s'(A'))(-1)~s~ Q,TQ~+Z] ~ -- J 

est l'indicatrice, dens aM, de C ~ - T Q ~ - Z  (translatd de C ~  par 

Ddmonstration. - -  La fonction de A E ia*i, w~s, ( F , F',  A, A') z ~tant analytique au 

voisinage de ia*M, on peut appliquer (localement) (9.3) ~ son prolongement holdmorphe 

au voisinage de ia* M. L'expression du prolongement de cette fonction est donn~e par 

la m~me formule (cf. (7.2)) car E (resp. F') est un ~l~ment de II~hol(G,M, T) (resp. 

II'hol(G, M ', 7-)). En utilisant les propri6t~s de F,  F '  et (9.4), on est ramen6 ~ ~tudier les 

distributions OQ((A+tA)S-A's') -1, quand t tend vers 0 + et s tenir compte du facteur 

e (~-~'J)(TQ+Z). Ceci est facile grgce au lemme pr~cddent et aux propri~t~s dldmentaires 

de la transformation de Fourier. [] 
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! 
10. P r o d u i t  s ca l a i r e  e n t r e  u n e  f o n c t i o n  I Iho 1 e t  u n  p a q u e t  d ' o n d e s  

T H I ~ O R E M E  4 .  - -  On retient les notations et hypotheses du th4or~me prdcddent. On sup- 

pose M dldment de s et on choisit P 6 P s t ( M )  et A6a*M, strictement Ap-dominant. 

Si a est un dlgment de l'espace de Schwartz $(ia*M) et A'~ia*M,, l'expression : 

(Fa, F'(A')):= [ (Fa(x), F'(A')(x)) dx (10.1) 
JG /g  

est nuUe si M e t  M' ne sont pas a-associds et si M = M ' ,  eUe est dgale ~t : 

E a (A '~ ) (Fp~  ~-, (A'~), P~,~,~,-~ (A')). (10.2) 
w614]p 

zeW(,,~) 

Ddmonstration. - -  D'abord  par continuit4 de (10.1) et (10.2) relativement ~ a, on 

peut  supposer que a est C ~ ~ support  compact.  En outre par une int4gration partielle 

sur Ac dans (10.1) et une int4gration partielle sur ia~ dans la d4finition de F~, on se 

ram~ne ais4ment au cas off aG={0},  ce que l 'on suppose d4sormais. On fixe T comme 

dans l'4nonc4 du th4or~me 1. Alors (F~, F ' ( ) r  est 4gal ~ la limite de : 

/C/H (F~ (x), F'(A')(x)) u(x, nT) dx, 

quand n tend vers l'infini. Mais on peut appliquer le th4or~me de Fubini ~ cette int4grale 

qu'on regarde comme une int4grale double en introduisant la d4finition de Fa. En effet, 

a e t  u ( . ,  nT) sont ~ support  compact.  Donc (Fa, F'(A')) est 4gal ~ la limite, quand n 

tend vers l'infini dans N,  de l'int4grale sur ia* M de a ( A ) ~ ( F ,  F ' ,  A, A'). Mais d 'apr~s 

le corollaire du th4or~me 1, cette limite n 'est  pas affect4e si on change f~ en w. On se 

propose d'utiliser le th4or~me 3 pour d4terminer cette limite. D 'abord  si M e t  M '  ne 

sont pas a-associ4s, wTs,(F, F', A, A') est identiquement nul d'apr~s le lemme 7 (i). 

On suppose d4sormais M = M ' .  Commen~ons par  une remarque sur les indicatri- 

ces de c6nes. Soit C un c6ne ouvert de aM et S u n  414ment de a M. Si S est 414ment 

de C, l ' indicatrice de C - n S  converge vers la constante 1 dans SI(aM) quand n tend 

vers +cx~. Si S n 'est  pas dans l 'adh6rence de C, l 'indicatrice de C - n S  tend vers 0 dans 

St(aM) quand n tend vers +c~. Cela r4sulte du th4or~me de convergence domin4e et de 

l'4galit4 C - n S = n ( C - S ) .  Dans le premier cas C - S  est un ouvert contenant 0. Dans 

le deuxi~me cas 0 n 'est  pas dans l 'adh4rence de C - S  et il existe une boule ouverte de 

centre 0, B(0, r),  r > 0 ,  telle que B(0, r) ne rencontre pas C - S .  Alors C - n S  est contenu 

dans le compl4mentaire de B(0, nr). L'application de ceci montre  que les seuls termes 

de l 'expression de w~, t(F, F ' ,  A, A') donn4e au th4or~me 3 et qui contribuent k la limite 
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cherch@e sont ceux pour lesquels Q et s sont tels que TQ~ appartient s C ~ ,  c'est ~t dire 

Q~=P puisque A est strictement Ap-dominant.  Mais alors Q est s tandard et conjugu@ 

P,  donc de la forme P~, wEWp, et s est @gal ~t la restriction ~ aQ de w -1. Alors : 

w(aQ, aM) = lx �9 w(a.)}. 

Compte tenu de nos remarques sur les indicatrices de c6nes, la contribution de Q=pw ~ la 

limite @tudi@e est @gale h la somme sur xE W(aM) de a(A 'x) (Fp~,w-1 (A'x), Fp~,~-~ (A')). 

D'ofi le th@or~me. [] 

11. A p p e n d i c e  

On utilise les notations du corps de l'article. 

PROPOSITION 1. - -  On suppose que aG={0}. Alors .A2(G/H,~') est de dimension 
finie. 

Ddmonstration. - -  Soit G~ la composante neutre du sous-groupe d@riv@ de G e t  T O 

la restriction de 7 ~ Kf3G~ . Alors la restriction des fonctions de G ~ G~ d@termine une 

injection de .A2(G/H, T) dans 0 o 0 fl[2(Gder/(GdernH ) , T~ En effet d 'une part  (G~ 0 

est d'indice fini dans (G~ et, d 'autre part, G=KG~ oh AH est l 'intersection 

de la composante d@ploy@e de G avec H,  car aa={0} .  On est ainsi r@duit s d@montrer 

la proposition pour G semi-simple connexe, de centre fini et H connexe. Enfin on peut 

supposer ~- irr@ductible. On fait toutes ces hypotheses dans la suite. Par ailleurs, on sait 

que ~42(G/H, T) est la somme directe, sur les caract~res X de D(G/H), de ,42(G/H, T)x, 
qui d@signe le sous-espace propre de ,42(G/H,'r) correspondant au caract~re propre X 

(cf. lemme 5 (i)). Par  ailleurs A2(G/H, T)x est de dimension finie d'apr~s [3, lemme 3.9]. 

I1 s'agit donc de prouver que l'ensemble X~ form@ des X tels que ,42(G/H, ~-)xr est 

fini. Si un tel X existe, l 'application d'une forme lin@aire, convenable, sur V~, ~ un @l@ment 

non nul de A2(G/H, 7) montre l'existence d'une s@rie discrete pour G/H, ce que nous 

supposerons dans la suite. Rappelons certains r@sultats de T. Oshima et T. Matsuki. Avec 

les hypotheses ci-dessus, on peut choisir un sous-espace ab@lien maximal, t, de q contenu 

dans ~Nq. On notera ad=it qui est un sous-espace de Cartan standard de sd. On complete 

t e n  une sous-alg~bre de Cartan de ~, t~, que l 'on compl@te en une sous-alg~bre de Cartan 

a et P-stable de g, i. Alors on dispose d'identifications canoniques de (t*)c et (ad)~ 
des sous-espaces de i~. On fixe des ensembles de racines positives compatibles pour a d, 
i c  (dans i~c), E(ad), E( ic )  et t~ (dans ~c), E(t~). Pour AE(ad) *, E(ad)-dominant, soit 

VA l'espace form@ des dl@ments ~ de C(G/H) qui sont K-finis et D(G/H)-propres pour 

la valeur propre A. Alors d'apr~s [15, th@or~me 1], VA est non nul si et seulement si A est 
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~l~ment d'un ensemble discret de (ad) *, L. L' important iciest  que L e s t  discret. De plus 

VA est un (g, K)-module semi-simple. On introduit aussi : 

L + = {A E L IA+Q~ est ~(jc)-dominant  }, 

off Om est la demi-somme des 414ments de P'(jc) nuls sur t. Alors il rdsulte de l'dtude des 

K-types minimaux (dans le sens de [17]) des sous-modules irr4ductibles de VA, ACL + 

(cf. [15, preuve du th6or~me 3 (ii), p. 380]), qu'il existe C~>0, tel pour tout AEL + et tout 

K-type 7 intervenant dans VA, de plus haut poids not4 encore % on ait : 

II ll > IlAll-C. (11.1) 

La constante C provient des ddcalages par des << O >) intervenant aussi bien dens [15] et [17]. 
E'* Par ailleurs on peut choisir # Jc, plus haut poids d'une repr4sentation de dimension 

finie de G, (Tr,, F~,), poss4dant une forme lin4aire non nulle, invariante par H et tel que 

# + & ,  soit ~(je)-dominant.  On peut prendre par exemple pour # la restriction g a d 

d 'un multiple assez grand de 40 off 0 est la demi-somme des dl4ments de N(Jc)- En effet 

si #IEj~ est le plus haut poids d'une representation (1r~1 , F~,I) de G, 2#11,~ est le plus 

haut poids d'une repr4sentation de G, poss4dant une forme lin4aire non nulle, invariante 

par H, et qui se r4alise comme sous-reprdsentation de 7rm| ). Alors pour AEL, on 

sait, d'apr~s Vogan (voir par exemple [10, proposition 7 (i)]) que VA+,| contient VA 

comme sous-reprdsentation. En particulier A + # E L  et, en tenant compte des propridt4s 

de #, on a m~me A + # E L  + .Donc  

Homg (Vr, VAI <~ dimK (V, |  VA+,). (11.2) 

On note T1, ..., Tn les sous-repr6sentatlons irr6ductibles de K qui d6composent V~| 
On note de m6me leurs plus hauts poids. Mais si xEX~, on a X=XA avec AEL et 

Homg(V~, VA)#{0}. Done, d'apr~s (A.2), il existe iE{1, ..., n} tel que: 

Homg (V~, VA+,) # {0}. 

Mais d'apr~s (A.1) on a alors : HTiH~>llA+#I[-C. Comme A appartient g l'ensemble 

discret L, cela ne laisse qu'un nombre fini de possibilit~s pour A. Done X~ est bien un 

ensemble fini comme d~sir~. [] 

C O R O L L A I R E  DE LA PROPOSITION 1. - -  La multiplicitd d'un K-type dens la partie 
discrete de L 2(G/H) est finie. 
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