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On  se propose dans cet article d 'es t imer  le t aux  de d~croissance de l '~nergie locale de 

l '~quat ion  des ondes. Plus  pr~cis~ment on consid~re e C R  d, u n  obstacle compact  de R, d 

fronti~re de classe C ~ et de compl~mentaire  dans  R d connexe, et A - - ( a  ~'j) e C~ (~)c) d2 , 
une matr ice  ~ coefficients r~els, uni form~ment  d~finie positive, ~gale ~ l ' identi t~ en dehors 

d ' u n  compact .  On  note  A = ~ i , j  O~ai,JOj le ((Laplacien))associ~ ~ cette matrice.  Soit 

(0 
B = - i A  

d~fini sur l 'espace de Hilber t  H - - H ~ ( O  c) x L2(OC), off H~(O c) est le compl~t~ h i lber t ien  
u 2 de C ~ ( O  c) pour  la norme II I I l = f o  c ]Vul 2 (on note  Vu=~j(A1/2)i,jOju), avec pour  

domaine  D(B)={ (uo, u l ) e g :  Auoen  2, u l e _ ~ ( O e ) } .  
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Pour UoEH, on note U(t, x)=eitBUo, la solution du syst~me (avec l'~=O c) 

(Ot-iB)U=O dans f l •  UEH, (0.1) 

UI~=o=Uo~H,  

donn~e par exemple par le thdor~me de Hille-Yosida et pour R1, R2>0, U0 h support 

dans B(0, R1), on ddfinit son ~nergie locale h l 'instant t par 

1 In IVu~ E~oc(U, t) = -~ n.(o,n~) 

Elle est born~e par l'~nergie initiale. 

Depuis les travaux de P. D. Lax et R. S. Phillips [LP1] (voir aussi [LP2]), on salt que 

pour toutes donn~es initiales (U0) h support compact, l'~nergie locale de la solution de 

l'~quation des ondes associ~e ~ ces donn~es (eitBUo) tend vers 0 quand le temps tend 

vers l'infini. Les r~sultats de R. Melrose et J. SjSstrand [MS] (voir aussi les travaux 

de C.S. Morawetz [Mol], [Mo2]) impliquent (dans le cas off A=Id)  que, si l'obstacle 

est non captif, cette convergence a lieu exponentiellement vite, en dimension impaire 

d'espace et polynomialement en dimensions paires, par rapport ~ l'~nergie initiale. Dans 

le cas o1"1 l'obstacle est captif, on salt (voir J. Ralston IRa1]) qu'il n'existe pas de taux 

uniforme de d~croissance par rapport h l'~nergie initiale. N~anmoins, un argument simple 

de compacit~ (voir H. Walker [Wall) montre que pour des donn~es initiales h support dans 

B(0, R1) il existe toujours un taux uniforme de d~croissance de l'~nergie locale par rapport 

toute norme Sobolev plus forte que l'~nergie initiale (l'~nergie ~tant la norme H 1, par 

rapport ~ toute norme H ~, s > l ) .  Le seul r~sultat precis dans cette direction que nous 

connaissons est celui off l'obstacle est constitu~ de deux convexes stricts ou d 'un nombre 

fini de convexes stricts (( assez >) ~loignds les uns des autres. Dans ce cas, M. Ikawa [I1], [I2] 

montre que le taux est exponentiel par rapport h des normes Sobolev assez grandes. Le 

premier r~sultat que nous obtenons dans cet article est que le taux est toujours au moins 

logarithmique. 

THI~OREME 1 . -  Pour tout R1,R2>O et tout k > 0  il existe C > 0  tel que pour 
toutes donndes initiales (UO,Ul)eD(B k) ~ supports dans (B(O, R~)nO~), si on note U-- 
eitB(uo,ul), on a 

Elor 1/2 = IVgol ~ ( t )+ IN119 (t)) 1/2 ~< log(2+t)k II (Uo, u~)IID(~). 
(0,R2)no ~ 

Nous allons obtenir ce r~sultat comme consequence d'un autre r~sultat sur l'existence 

d'une r~gion de la forme { )~C: Im~<Ce-~ lXl} ,  ne comenant aucun p61e de diffusion 

(scattering). 



DI~CROISSANCE DE L'I~NERGIE LOCALE 

On d@finit la r@solvante sortante pour le Laplacien avec conditions de Dirichlet dans 

O c par la relation 

R(~)f  = e-U~v(t)f  d~, (0.2) 

oh v(t) est le propagateur des ondes, c'est-~t-dire v( t ) ( f )  est ~gale s la premiere com- 

posante de 

Nous donnerons au paragraphe 2 une d~finition ~quivalente de la condition r ~). 

On vSrifie facilement que R(~) v@rifie le syst~me 

{ (A+A2)R(~)f  = f '  (0.3) 

R(~)f]oo --0. 

I1 est classique que cet op@rateur, analytique dans Im ~ < 0, poss~de un prolongement 

m@romorphe comme op~rateur de 2 c 1 Lcomp(O ) dans H~,lo~(O ) d a n s  C si d est impair et 

dans le rev@tement simplement connexe de C* si d est pair, et que ses p61es coincident avec 

ceux de l'op~rateur X 1R()~)X2 si les fonctions X~ E C ~  (R d) sont ~gales g I au voisinage de 

O e t  du support de I d - A .  Si l'obstacle est non captif, il est connu, depuis les travaux de 

R. Melrose et J. SjSstrand [MS], que la r@solvante ne possbde qu'un hombre fini de p61es 

sous toute courbe Im ) ,~C log(I Re AI) (C arbitraire). Si A = I d  et O est la r~union de deux 

convexes stricts, alors M. Ikawa [I1], [I2], [I4] et C. G@rard [G] ont montr~ qu'il existe 

C > 0  tel qu'il n 'y a qu'un nombre fini de p61es dans une r@gion de la forme Im)~<C. 

Enfin, M. Ikawa [I3] a montr~ que dans le cas de deux obstacles convexes (non stricts), 

il peut exister une suite de p61es convergeant vers l'axe r@el et un exemple explicite 

de Ralston [Ra2] montre (dans un cas off ACid  et O est une boule de R 2) que cette 

convergence peut avoir lieu exponentiellement vite, c'est-~-dire qu'il exhibe un exemple 

oh on a une suite de p61es v@rifiant 0 < I m ~ < e  - C a e l ~ l ,  Re)~--~+cc avec C>0.  Le 

deuxi~me r@sultat que nous d@montrons dans cet article est que cette dernibre situation 

est la pire qui puisse arriver. 

THI~OREME 2. - -  II existe cl, c2, e0 >0 tels que la rdsolvante sortante ne poss~de pas 

de p61es dans la rdgion 

{), c c :  Im < > e l} .  (0.4) 

Plus prdcisdment, il existe X1 et X2, comme prgcddemment, et C, c3 >0 tels que dans la 

rdgion pr@cddente, la rdsolvante tronqude vdrifie 

IIx1R()~)X2[[E(L2;H~) ~ Ce +c31Re ~1. (0.5) 
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Remarque 0.1. - -  La d~monstration montrera  en fait qu 'on peut choisir les supports  

de )/1 et )/2 arbitrairement grands, quitte h augmenter  la constante C. 

Remarque 0.2. - -  L 'exemple de Ralston montre que le thdor~me 2 est optimal. I1 est 

certainement aussi possible, dans le cas oh il existe une trajectoire captive de type ellip- 

tique, en construisant des quasi-modes localisds le long de cette trajectoire, de montrer  

que ce r~sultat est aussi optimal  m~me si on impose A=Id. Par ailleurs, comme les p61es 

de diffusion sont (en dimension impaire) les valeurs propres du g~n~rateur infinitesimal de 

Lax et Phillips, qui donnent une borne sup~rieure sur le taux de d~croissance, l 'exemple 

de Ralston montre que le th~or~me 1 est aussi optimal. 

Remarque 0.3. - -  Pour des raisons de clartd et de simplicit~ de l 'exposition nous 

avons limit~ notre approche ~ un cas module. La m~thode pr~sent~e dans cet article 

permet t ra i t  d 'obtenir  le m~me type de r~sultat dans le cas d 'un Laplacien associ~ ~ une 

m~trique riemanienne ~gale ~ la m~trique euclidienne en dehors d 'un compact.  On pour- 

rait ~galement s'int~resser au cas d 'un potentiel h support  compact  (s'il ne produit  pas 

de spectre ndgatif dans le cas du th~or~me 1). Plus g~n~ralement la m~thode pr~sent~e 

permet t ra i t  d 'aborder  l '~tude d 'un opdrateur d 'ordre 2 autoadjoint positif ~gal ~ - A  en 

dehors d 'un compact  et le cas de conditions au bord diff~rentes (Neuinann en particulier, 

voir [LR2]). 

Pour ddmontrer le th~or~me 2, nous reprenons une idde de G. Lebeau et L. Robbiano 

(voir [LR2]), consistant ~ utiliser les in~galit~s de Carleman, pour d~montrer un r~sultat 

sur le spectre du Laplacien dans un ouvert born~ avec conditions absorbantes sur une 

part ie (non vide) du bord. Intuitivement,  notre situation est assez proche de la leur, 

puisqu'elle revient en quelque sorte s imposer des conditions parfai tement absorbantes 

sur une sphere ~ l'infini. 

L'id~e de notre d~monstration est d'utiliser la m~thode de Lebeau et Robbiano pour 

obtenir des estimations sur les solutions de l '~quation de Helmholtz, Au+A2u=f avec f 

support  compact dans une zone born~e (une boule qui contient l 'obstacle et la per turba-  

tion du Laplacien) off on a ~t priori peu d' information. Le cofit ~ payer pour l 'obtention 

de ces estimations est qu'on doit utiliser des fonctions phases v~rifiant les hypotheses 

d'hypoellipticit~ de H6rmander  et qui croissent donc tr~s vite quand on s'~loigne du 

bord de l 'obstacle. On montre ensuite, que, quitte ~ agrandir la boule, on peut stabiliser 

le comportement  de ces fonctions, puis on utilise le caract~re sortant de la solution u 

pour conclure. 

Le fait que le th~or~me 2 implique le th~or~me 1 est essentiellement dSmontr~ par 

G. Lebeau dans [Le]. N~anmoins, nous amdliorons l~g~rement son rdsultat en le rendant 

optimal. 
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Le plan de l 'article est le suivant : dans une premiere partie nous rappelons des 

r5sultats de G. Lebeau et L. Robbiano sur les in~galit~s de Carleman sur des domaines 

bords, dans la deuxi~me partie nous d~montrons des r~sultats sur le comportement  

asymptot ique des fonctions de Hankel, dans une troisi~me partie nous construisons des 

phases de Carleman et nous d~montrons le th~or~me 2. Enfin dans une quatri~me par- 

tie nous d~montrons un r~sultat abstrait  (le th~or~me 3) qui permet  de montrer  que le 

th~or~me 1 implique le thSor~me 2. Dans un appendice, nous construisons des fonctions 

de Morse adapt~es ~ notre probl~me et nous rassemblons quelques r~sultats certaine- 

ment d~j~ connus concernant l 'absence de r~sonance sur le r~el et le comportement  de la 

r~solvante au voisinage de 0. 

Nous tenons ~ remercier C. Bardos, F. Laudenhach, C. Margerin, L. Robbiano et 

tout  particuli~rement G. Lebeau pour les nomhreuses discussions que nous avons eues 

sur cet article. 

Apr~s avoir termin~ cet article, nous avons eu connaissance d 'un r~sultat de C. Fer- 

nandez et R. Lavine [FL] qui montrent  un r~sultat pour l 'op~rateur de Schr5dinger 

- A + V  dans R d (V ~ support  compact)  qui, ~nonc~ dans un cadre semi-classique, serait 

similaire au notre (dans un can sans bord). 

1. Indgalit~s de Carleman 

Nous rappelons dans cette partie des in5galit~s de Carleman d~montrdes pour l 'op~rateur 

de Helmholtz avec conditions de Dirichlet. Ces r~sultats sont essentiellement contenus 

dans un article de G. Lebeau et L. Robbiano [LR1] quoique ddmontr~s par ces auteurs 

pour l 'op~rateur de Laplace. 

Soient ~ un ouvert borne, de classe C r162 et P=-h2A-1, l 'op~rateur de Helmholtz, 

de symbole principal semi-classique p(x, ~) = t~A(x)~- 1 d~fini pour h e  ]0, h0]. Pour toute 

fonctiou ~EC~C(Rd), on d~finit l 'op~rateur P~p-~e~P/hPe -~/h de symbole principal p v =  

p(x,~§ 
On supposera par la suite que la fonction ~ v~rifie les hypotheses d'hypoellipticit~ 

de HSrmander : 

3 c > 0 :  Vxe~ V ~ c R  d, p ~ ( x , ~ ) = 0  ~ {Rep~,Imp~}>~c (1.1) 

off on a not~ {f,g}=Ei O~,fOx, g-Ox, fO~,g le crochet de Poisson de deux fonctions f 

et g, 

0~  o~ ~nn r  et V ~ 0  dans f i .  (1.2) 
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PROPOSITION 1 . 1 . -  Soit ~ vdrifiant les relations (1.2) et (1.1). Il existe C>O, 
h i > 0 ,  tels que pour tout 0 < h < h l  et tout gEC~(~)  on a 

,P~(g)12+h ~o ,g,o~,2+,hOx.g,o~,2+,hO,~g,o~, 2 >~Ch ~ ,g,2+,hVg,2 (1.3) 

(x' ddsigne la variable tangentielle au bord et O/On la normale extdrieure au bord). 

PROPOSITION 1.2. - -  Soient ~ vdrifiant les relations (1.2) et (1.1), et FCO~ une 
rdunion de composantes connexes du bord de ~. Si on suppose que O~/On<O sur F alors 

il existe c>0, h i>0 .  tels que pour tout 0 < h < h l  et tout gEC~(~)  vdrifiant glr=O, on a 

,P~(g),2+h ~o~\r,g,o~,2+,hO~.g,o~,2+,hOng,o~,2>~Ch ~ ,g,2+,hVg,2. (1.4) 

Les analogues de ces deux propositions sont d~montrds par G. Lebeau et L. Rob- 

biano, dans le cas off P = - h 2 A  dans [LR1] (propositions 3.1 et 3.2). La ddmonstration 

dans notre cas (P-----h2A-1) est la m~me, mot pour mot. Nous allons, pour ~tre com- 

plets en donner les grandes lignes. 

I1 est classique que les estimations du type (1.3) et (1.4) d~montrdes localement se 

recollent et que ces estimations sont vdrifides ~ l'intdrieur. On peut donc supposer pour 

la ddmonstration que la fonction g est ~ support dans un petit voisinage du bord. I1 est 

dgalement clair que les hypotheses et les conclusions sont invariantes par changement 

de coordonndes. On peut donc aussi supposer, si on choisit un systbme de coordonndes 

gdoddsiques pour le Laplacien que l'ouvert ~ est de la forme ~ = { (x', Xd)~ Rd:xd > 0}, que 

g appartient ~ C ~ ( K ) ,  l'ensemble des fonctions C ~r jusqu'au bord de R d, supportdes par 

K-= {x C Rd:lxl~ D} et que l'opdrateur Pes t .  modulo un opdrateur d'ordre infdrieur, de la 

forme P=-h20~d  +h2R(Xd, x', O~./i) - 1 off Rest  un opdrateur diffdrentiel d'ordre 2 (tan- 

gentiel). Nous rappelons comment G. Lebeau et L. Robbiano proc~dent pour ddmontrer 

les estimations (1.3) et (1.4) dans ce cadre. Nous renvoyons le lecteur ~ l'article [LR1. 

paragraphe 3, pp. 347-351] pour les ddtails techniques. 

On notera S j l'espace des symboles tangentiels a(x,~', h) de classe C a en x au 

voisinage de K et ~tERd-1, vdrifiant, pour 0 < h < h 0 ,  

Vc~,~ ~C: Vx,( ' ,h,  Io20~,al<~(l+l{'l) j-izl (1.5) 

et on notera S~1C S j le sous-espace des symboles qui poss~dent des ddveloppements clas- 

siques : 
N - 1  

3anES j-n, n E N :  a- E hnanES j-N. 
n~O 
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On notera E j l'espace des op6rateurs pseudodiff6rentiels tangentiels, A=Op(a) ,  aESJl, 
d6finis par 

x ' ) =  (27rh) l - d /  i(x'-y')~Th / _, ~, -, : Op(a)U(Xd, e a ( X d ,  zv , q , lt) U[Xd,  y~) dy~d~ ~. 

On notera aussi a(a)=a0 le symbole principal de A et :DJc E le sous-espace des op6rateurs 

diff6rentiels, polynomiaux en h. 

On pose 

Q 1 -  P~-P~ = I m P ~  et 02 = P~+P~ - R e P ~ ,  
2i 2 

de symboles principaux q l= Imp~  et q2=Rep~.  On note, pour f, gEC~(K), 

(f,g) = f f~dx, (f,g)o = f fl*d=O~l[~d=odX' 
dR JR 

et Ilfll, IIf[10 les normes associ~es. On a 

lip, lit = O f) 
= IIQ2flI2 + IlO~fll2+i([Q2, Q1]f,  f)--Fh/~(f), 

avec (si D~=hO~/i) 

/3(f) ~- (01f ,  D~f)o+((D~O1-2~Q2f) ,  f)o (1.7) 

= (2q0~D~f ,  D~J)o+(Alf, D~df)o+(A~D~f, f)o+(A2f, f)o, 

oh les op6rateurs Ai appartiennent g l'espace 79 i. 

Le symbole principal de l'op6rateur i[Q2, Q1] est h{Rep , ,  Imps}  et l'in6galit6 de 

Ggrding permet de ddduire de (1.6) (voir [LR2, paragraphe 3, lemme 2]) que 

IIP~ftt 2 - R e  h3(f) >>. ch(llfll 2 + IlhVfll 2) + h  2 Re(D~ d f+Glf,  Gof)o, 

off GoEs ~ et G1E~  1, ce qui montre les propositions 1.1 et 1.2 si on remarque que sous 

les hypotheses de cette derni~re proposition, si F : { X d = 0 } ,  le seul terme non nul dans 

(1.7) est (2qo~dD~af, D=~f)o>~O et que Gofl~d=o=O. 

Remarque 1.3. - -  Si la fonction g est support6e K l'extdrieur d'un voisinage (fixe) 

d'une partie du bord de f~, F0, alors il est clair que la proposition 1.2 reste vraie m6me 

si on ne suppose plus Oqo/On#O sur F0, puisque la d6monstration est locale et qu'il n'y 

a rien K d~montrer au voisinage de F0. 
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2. Asymptot ique  des fonctions de Hankel 

On dtudie dans cette partie les solutions sortantes de l'dquation (A+A2)u=0 (A ddsigne 

ici le Laplacien standard) s l'extdrieur d'une boule B(0, R1). Rappelons d'abord la ddfini- 

tion de telles solutions : on se place dans le syst~me de coordonndes polaires oh on note 

la variable sur la sphere S d-1 et on ddcompose toute solution de l'~quation (A+A2)u=0 

l'extdrieur d'une boule de rayon R > 0  en harmoniques sphdriques, c'est-t~-dire sous la 

forme 

u=Eu~(r)g~(a), (2.1) 
v 

off (gv, u) ddsigne la base orthonormale de L2(S d-l) formde des fonctions propres pour 

l'opdrateur de Laplace-Beltrami sur la sphere assocides aux valeurs propres v 2. Les fonc- 

tion u~ sont alors solutions de l'dquation 

--~r2)luv(r) 0 pour Ri, (2.2) IA-2 (02+  ~--1 0r)  § (1 v2 = r >  

soit 

u~(r)=C~rl-d/2h#(Ar)+C:rl-d/2H,(Ar), avec #=V/V:+(�89 2, (2.3) 

off on a notd h~ la fonction de Hankel d'ordre #, 
/ , -~-oo-- iTr  

htt(r)-~ / e rsinht-ttt dt (2.4) 
J - - o o  

et 

H~ (r) = h ,  (~). (2.5) 

Ddfinition 2.1. - -  On dit que la fonction u, solution de l'dquation (A+A2)u----0 

l'extdrieur d'une boule de rayon R>0,  est sortante si et seulement si darts la ddcomposition 

prdcddente on a C~--0 pour tout v. 

I1 est clair que cette ddfinition ne ddpend pas du choix de R (la condition sortante est 

une condition sur le comportement ~ l'infini des solutions de l'dquation de Helmholtz). 

On vdrifie aussi facilement que, pour r--~+oc, h~(r)~Cr-1/2e -it de telle sorte que pour 

uEH~o c la condition sortante implique d'une part pour ImA<0 que la fonction u est 

exponentiellement d~croissante et d'autre part pour A rdel, 

C C 
lu(r, 0")[ • r(d_l)/2, ]0r?-/§ O')] < r(d+l)/2 

(ces relations sont les conditions de radiation de Sommerfeld B l'infini). 

On rappelle enfin, pour faire un lien entre rdsolvante sortante et solutions sortantes 

de l'dquation de Helmholtz, que pour gELc2omp et tout A qui n'est pas un pSle, la fonction 

R(A)g est l'unique solution sortante du systbme (0.3). 

Nous allons ddmontrer le rdsultat suivant : 
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PROPOSITION 2 . 2 . -  Pour tous R2> RI >O, il existe C, C ,  rh A0>0 tels que pour 

tout AEC:  I ImAl~l ,  IAI)Ao et route solution sortante de l'dquation (A+A2)u=0  

l'extdrieur de la boule B(0, R1) on a 

~=R2- Im(0~ufi) da 

I Ic luI +I -'Vui f=R IuI +I - wI 
(2.6) 

Remarque 2.3. - -  Ce rdsultat montre que la condition ~ l'infini (~ sortante)) se traduit  

distance finie par une condition de type absorbant sur le cercle de rayon R2, modulo 

un terme d'erreur donnd par l'intdgrale sur le cercle de rayon R1. L'hypothbse sortante 

intervient donc de mani~re essentielle dans la ddmonstration de ce rdsultat. 

L'idde de cette ddmonstration est d'dtablir que l'indgalitd (2.6) est vraie dans la zone 

hyperbolique du cercle C(0, R2), sans le terme correctif donnd par l'intdgrale sur le cercle 

C(0, R1) et de montrer en majorant l'effet tunnel entre C(0, R1) et une gdoddsique de la 

zone glancing du cercle C(0, R2) (donc tangente ~ ce cercle, donc qui ne rencontre pas le 

cercle C(0, R1)), que la contribution de la zone glancing peut etre absorbde dans le terme 

correctif. Enfin, il ne reste plus qu'h montrer qu'il en est de m6me de la contribution de 

la zone elliptique. En fait la ddmonstration est simplifide par la possibilitd de se ramener 

des calculs effectifs sur le comportement asymptotique des fonctions de Hankel, ce que 

nous ferons. Ces calculs effectifs sont standard et connus dans la littdrature sous le nom 

d'estimations de Debye (voir par exemple [Wat]). Ndanmoins, pour 8tre complets, nous 

en donnerons une ddmonstration, d 'autant  plus que nous n'utilisons qu'une version faible, 

plus facile ~ ddmontrer. 

Dans toute la suite, on considdrera Re(A) comme un grand param~tre (dans une 

optique d'utilisation du thdorbme de la phase stationnaire) et Im(A) comme un param~tre 

variant dans un compact. On va, par exemple, ddmontrer la proposition 2.2 pour Re A>0. 

Le symbole principal de l 'opdrateur de (2.2) est - R e ( A ) - 2 Q 2 + I - u 2 / R e A 2 r  2 (on 

ndglige Im A). La zone hyperbolique de l'dquation (2.2) est donnde par 1 -u2 /Re  A2r 2 >0, 

la zone glancing par 1 -u2 /Re  A2r2=0 et la zone elliptique par 1 -u2 /Re  A2r 2 <0. 

LEMME 2.4 (estimation hyperbolique). - -  Pour tout a< 1, il existe C, Ao >0 tels que 

pour tout IAI>Ao et tout u2<(ReA)2a2R 2, I ImAl<l ,  

IIm(O~u~(R2)u~(R2) )-t-Av/1-u2/A2R~ lu~(R2)121 ~< C(ReA)I/21u~(R2)I 2. 
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Compte tenu de (2.3), il suffit de montrer, sous les hypotheses #2<(ReA)2a2r 2 et 

Re A>Ao, [ImA[~l, 

im IhL(AT)  iF-l- r I CIA[-I/2, (2.7) 

R e ~ )  ~< CIA[ -1/2. (2.8) 

On a 

/J /: h,(Ar)-- e~rsinht-~t dt + f eitt~r--Arsinht--ttt dt i e -i(ArsinO-ttO) dO. (2.9) 
o c  J O  - -  

Sous les hypothbses du lemme, les deux premieres intdgrales sont majordes (uniformS- 

ment) par CIReA1-1 puisqu'elles n'ont (uniformdment) pas de point critique et qu'on 

peut donc intdgrer par parties. 

Pour 6tudier la derni~re, on dcrit, si 0o = arccos(#/Re Ar), 00 E [a, ~r- a], a > 0, sin 0 = 

sin 00+(0-90) cos(00)+(0-0o)2geo(0), avec des bornes C ~176 sur geo uniformes par rapport 

00c[a, r - a ] ,  ce qui permet d'obtenir, par le thdor~me de la phase stationnaire (par 

rapport ~ Re A), 

h,(Ar) +ie -i R e  Ar ~V/1--/t~/Re(A)2r2 ~- itt00 -~- Im )~r V / 1 - ~ 2 / R e ( A ) 2 r  2 

.<ClRe { 
V - sin 00 

De la m6me fa~on, on obtient 

,2 e_i~rv/l_i,2/Re(~)2r2+it, o O R ~ r ,  ~ ~ C'ReA{ -1. 
h~(Ar)+ 1 ae(A)2r2 V-s in00  

On en ddduit les relations (2.7) et (2.8), et donc le lemme 2.4. 

LEMME 2.5 (estimation e l l ip t ique) . -  Pour tout a < l ,  tout 0<RI<R2,  il existe 
C, ~/, Ao >0 tels que pour tout {A I >Ao et tout u 2 > (Re A)2a-2R 2, I Ira A{ ~< 1, 

~R lu,( ~-){-< C:V"Iu,(ROI. 

Compte tenu de (2.3), il suffit de montrer, sous les hypothbses #2> (Re A)2a-2R~ et 

{A[~>Ao, {ImAl~<l, 
{h.(AR~.){ ~ Ce-'~"Ih.(AR~){, 

(2.10) 
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O+C~e-Arsinht-#t dt -~- ~07re -i(Arsing-#O) dO ~ C. (2.11) 

Pour #2EReA2r2a-2,  on a 

/ OeArsinht-#t dt ~ (2.12) C. 

Enfin, une dtude locale de la fonction e Arsinht-#t a u  voisinage de to, le point critique 

ndgatif de la phase donnd par l'dquation cosh(to)=#/ReAr (to=-Argch(#/ReAr)), 
montre que pour #2> (Re A)2r2a -2, on a 

~_OeAr sinh t-#t ~ --C eRe Ar sinh (2.13) 

et, pour #2 ~> (Re A)2r 2, 

O_oceAr sinh t--#t dt Ce Re At sinh to--#to. <~ (2. 14) 

D'aprbs (2.11) et (2.13) au point R1, on a avec t~=-Argch(#/ReAR1) 

[h#(AR1)[ >~ C e#(tanh t 1 - t l ) _  C (2.15) 
# 

et d'apr~s (2.11) et (2.14) ou (2.12) au point R2, on obtient 

{ Ce#(t~nh*~-*~) si (Re A)2R~ ~< ~2 et t2 ---- -Argch (# /Re  AR2), (2.16) 
[h#(AR2)] ~< C sinon. 

De (2.15) et (2.16) on ddduit la premibre indgalitd de (2.10), la seconde se ddmontre de 

la m~me mani~re. 

Pour ddmontrer la proposition 2.2, on choisit a= ~ (ce qui implique que si 
#2>Re(A)2R2a 2, alors on a aussi #2>Re(A)2R12a-2 ). D'aprbs le lemme 2.4, 

- Im ~ Oruv(R2)uu(R2) ~ VIA] ~ [u~,(R2)[ 2 
u2 <Re( A )2a2R2 v2 <Re( A )2a2R 2 

et d'aprbs le lemme 2.5, pour v2>Re(A)2a2R2, 

]uv(R2)[2(1-ku2)+[A-lOruv(R2)[ 2 < C(lq-u2)e-2nV[uv(R1)] 2, (2.17) 
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ce qui implique 

- Im(0~uf i )  da ~ ImO~uv(R2)~(R2)  
: R 2  v 

u 2 <Re(A)2a2R~ 

-IAI E ]u~(R2)I2+IA-IOruv(R2)I2 
u2>Re(X)2a2R~ 

-C',)~] E (1T~--~p)]uv(R2)'2+]A-lOruv(R2)' 2 
v 2 > R e ( A )  a R 2 

et d'apr~s la formule de Weyl et (2.17), 

/=R2- Im( Oruu) da ) C[AI /=R21u~ + lA-1Vau[2- C' e- 2e Re ;~ ~r=Rllu'2 + ]A-1Va,rul2" 

De la m~me fa~on, on ddmontre 

/=R2-- Im(OrU(t) da ~ C]A' /=R2[A-l Oru]2--C'e-2~Re~ /=R 'U'2 T'A-lVa,rU' 2' 

ce qui termine la ddmonstration de la proposition 2.2. 

3. D d m o n s t r a t i o n  du thdor~me 2 

3.1. C o n s t r u c t i o n  de phases  

L'objet  de ce paragraphe est de construire deux phases ~1 et ~2 vdrifiant les conditions 

d'hypoellipticitd de HSrmander sauf sur un nombre fini de boules, telles que d'une part, 

l~ off l 'une ne vdrifie pas ces hypothbses, l 'autre les vdrifie et lui est strictement supdrieure 

et d 'autre part, loin de l'obstacle (~ l'extdrieur d'une boule B(0, R1)), les fonctions ~1 

et ~2 coincident, sont radiales et vdrifient ~ ' ( r ) = x ,  x > 0  arbitrairement petit. Le point 

qui sera crucial par la suite est que la constante R1 est inddpendante du choix de x > 0 .  

3.1.1. Construction sur un domaine bornd. -- Soit R > 0  tel que O c B ( 0 ,  R) et A=Id 
sur B(0, R) c. On commence par construire les phases sur B(0, R). Pour cela, on rappelle 

le rdsultat suivant ddmontrd en appendice. 
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PROPOSITION 3 . 1 .  - -  Soit R > 0  tel que O c B ( 0 ,  R). I1 existe deux fonctions r 
C~( OcAB(O, R) ) vdrifiant On~biloe<O (On ddsigne la normale extdrieure it OC), n'ayant 
que des points critiques non ddgdndrds, telles que sur C(0, R), le cercle de centre 0 et 
de rayon R, on a V r  et aux points o~t V r  (qui sont en hombre fini), on a 
V r 1 6 2  et r (par convention r162 Enfin, les fonctions r sont radiales et 
coincident au voisinage de C(O, R). 

I1 existe donc un nombre fini de points xi,j E O ~, i =  1, 2, j =  1, ..., Ni, une constante 

e>0  tels que B(xi,j, 2e)COCQB(0, R), B(x l j ,  2e)AB(x2j ,  2E)=O et sur B(xi,j, 2e) on a 

r <r (r162 
On notera f t i=OCNB(0, R)N([JjB(xi,j, e)) ~. On cherche Ti sous la forme e ~r avec 

/3 grand. Pour v~rifier que pour /3>0 assez grand les fonctions T~ v~rifient la relation (1.1) 

sur f~, il suffit de v6rifier que si f~ est born6 et si C E C ~ ( f i )  v6rifie IVr sur ~, 

alors, pour /3>0  assez grand, on a {Rep~,Imp~}>c~>O sur ~2. 
On a T'=/3eZr162 Ttt=eOr162 ") et si p ~ = 0  alors t~ATt-=-O et t~A~= 

tTAT+ 1. Donc ]~1 ~< C/3 e~r 

{Re p~, Imps}  = 4 t~AT"A~ +4 tT~AT"Aqg' +4A'(T' , T', AT') 

+4A'(T' ,  ~, A~)-4A' (~ ,  ~, AT' ) 

+ 4e3Zr /33A' ( r ', r ', Ar ') + 4/3eZr ( A~, r ', ~) -4/3eZ~A' ( ~, ~, A r 

= 4eZZr (/34 (tr162 + O(/3~)), 

d'ofi le rdsultat, puisque r 1 6 2  et A>>cId, c>0. On remarque aussi, puisque Or 
sur {[xl=R}, qu'il en est de m~me de T~ et que la construction impose aussi 02T/Or 2 >0 

sur {]x l=R }. 

3.1.2. Stabilisation des phases it l'extdrieur d'une bou le . -  I1 reste ~ prolonger ces 

phases sur B(0, R ) ~ B ( 0 ,  R~) (R~ restant ~ fixer). Puisque les phases T~,2 coincident et 

sont radiales pour R - a <  ]x[<~R ( a > 0  assez petit), on cherche ce prolongement sous la 

forme d'une fonction radiale. On passe pour cela en coordonn~es polaires (r, ~, 0,~), 

off 0 est la variable angulaire sur S d-~. Dans ce syst~me, on a p=02+~?2/r2-1 et 

p~o=O2-(T')2+~12/r2-1+2ioT '. On impose que T ' ( r )>0.  On a donc p ~ = 0  ~ 0 = 0  et 

?72/r2=l+(T~) ~, et sur l'ensemble p ~ = 0  on a 

{Re p~, Imps}  = 4T 'T"T '+  4 r~ T' = 4T' (T"~o'+ 1 + ~P~)~- ) . (3.1) 

Or la solution k de l'~quation k'k+l/r=O v6rifiant k(R)=T'(R) est 

k = V/(T'(R)) ~ - 2 log(r/R). 
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. . . . . . . . . . .  i ! 
R Rle -X2/2 R1 R2 

Fig. 1. Graphe de la fonction ~' 

Soit RI=Re (~')2(R)/2. Nous insistons sur le fait que R1 ne d6pend que de la valeur des 

phases ~vi sur l'ensemble r=R, ce qui implique que R1 ne d6pend que de la matrice A et 

de la g6om6trie de l'obstacle 0.  Soit 7/>0 v6rifiant les conclusions de la proposition 2.2 

(pour le choix de R2 =R1 + 1). Dans toute la suite, les constantes R1, R2 et 7/sont fix6es. 

Soit 0 < x <  �89 On d6finit la fonction ~ '  par (voir figure 1) 

{ ~'(r) s i R - t ~ < r < R ,  

~'(r) = k(r) si R ~< r < Rle -~2/2, (3.2) 

x si Rle -~'2/2 <~ r < -R2. 
Soient HeC~ 6gale ~ 0 pour r<R-�89 et 6gale a 1 pour r>R-�89 0~<H<I,  

H'~>0 et h e C ~ ( R ) ,  positive, d'int6grale ~gale ~ 1 et ~ support dans ]0, 1[. On note 

hn(r)=(1/~)h(r/~) et ~'v=(1-Y)~'+hn*(H~'). aa  fonction ~v~(r) converge uniform6- 

ment vers ~ ' ( r )  quand ~/tend vers 0 + et 

d , 
~--rr ( ~ , ) ( r ) =  (-g')~'+hn.(H'~')+(1-g)~"+h,*(g~"),  

or, pour r > R, on a ~ " ~ > - l / r ~ '  et pour R - � 8 9  ~<r ~< R, la fonction ~ ayant 6t6 construite 

de telle faqon que ~">>1, on a aussi ~ " / > - l / r ~ ' .  On en d6duit, quitte K diminuer (~>0, 

d , ~r (~%)(r) >~(-H')~' +hv*(H'~')+(l-H) ff-~-~ +hv* (H• ~7~ ) 

Le terme de droite converge uniformfiment vers -1/r~', donc il existe c>0 tel que si 

" ' (~)2)/r>/c>O, re[R-a, R2]. Cette on choisit ~?>0 assez petit, on a ~ n ~ v + ( l +  pour 

construction permet ainsi, si on prend 77>0 assez petit, de prolonger les phases ~i 

O CN B (0, R2), avec R2 = R1 + 1, et d'assurer que les phases ainsi prolong6es v6rifient les hy- 

potheses d'hypoellipticit~ de H5rmander, sont radicles sur B(0, R2)\  B (0, R~) et v~rifient 

~(r)=x, R~ <~ r<<.R2. 

3.2.  D f i m o n s t r a t i o n  du  thf ior~me 2 

Soient f ~ support dans f lnB(0,  R1) et u solution sortante de l'6quation de Helmholtz, 

avec conditions de Dirichlet sur 0ft. Soient Xi, i=1,  2, ~ support dans ([JjB(xi , j , r  c, 
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dgales ~ 1 dans (LJjB(x~j,2E)) c. D'apr~s la proposition 1.2 et la remarque 1.3 appli- 

qudes ~ la fonction e~Uhxiu et ~ 12i=(flN(UjB(xi,j,~))C)NB(O, R2), on a, si on note 

h--(Re(A2)) -1/2 et gi--h2([A, Xi]u+xif-iIm(A2)XiU), 

L e2~/hlg~l 2 + h L=R (lu12 + IhVxul~)lr=R: e 2~(R:)lh 
(3.3) 

>i Ch in, (Ix~ul2 + IhVx~ul2) e2~lh" 

On somme les deux indgalitds obtenues pour i--1,2 et en utilisant que ~oi>~Oi+l sur 

l'ensemble Uj B(xi+lj, 2~) (et donc sur le support de VXi+I), on obtient, pour 0 < h < h 0 ,  

h0 assez petit, 

L (e2~llh+e2~lh)h4(ifl2+lim(A2)u]2) 
NB(0,R2) 

+h _..L=R(e2~Uh+ e2~:lh)(lul~ + IhWl 2 ) I,~=R: (3.4) 

>~Ch f (e2~lh+e2v~lh)(lul2+lhVul2), 
JfINB(O,R2) 

ce qui implique, d'aprbs la proposition 2.2, 

in (e2~lh+e2~lh)h4(Ifl2+llm('~2)ul2) 
nB(0,R2) 

+h2(e2~(R2)lh+e2~2(R2)/h) i Im(0rU~) 
Jr=R2 

(3.5) 

>~ch f (e2~l~+e2~lh)(lul2+lhVul~) 
JfINB(O,R2) 

_ (e(2~ (R~)-v)Ih+ e(~(~)-,)lh) L=R~ lU? + IhVul ~. 

Or, d'aprbs les thdor~mes de trace, 

~.(o,R.)(l~l~ + IhVul~)(e2~'l~ + e~,l ~) 

>~ C f lu(e~l~+e~'l~)l~+lhV(u(e~'l~+e~'l~))l~ (3.6) 
J~nB(0,a~) 

>~Ch2 f lUl2(e2~i(Ri)lh§ 
Jr=R1 

Comme au voisinage de l'ensemble {]xl=R~}, on a Au = - A2 u .  On a aussi 

Sa~(o,R.) (lul~ + lhVul~)(~l~ + e2~'l~) 
(3.7) 

Ch2 i I hVul2(e2~(R~)/h§ e2~(R~)/h)' 
J r:R1 
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donc, puisqu'on a choisi Jr 1~/ (et donc 2~o(R1)>2~o(R2)-~?), on obtient, d'apr~s (3.5), 2 

(3.6) et (3.7), 

~nB(O,R,,) (e2~~ + e2~~ h4(Ifl2 + l Im( A 2)]2[ul 2) 

+ h  2 (e2~O~(R2)/h+ e2~o2(R2)/h) f~=R2im(O,.Ufi) (3.8) 

>~ Ch ~c (e2~'/h+e2~/h)(lul2+lhVul2)" 
f~nB(0,R2) 

Or 

f ~  = ~lul ~-  

En prenant la pattie imaginaire de (3.9), on obtient 

Im j[=RO,-u~t = ~nB(O.R2)(Im f ~ - I m ( A 2 )  [u12). (3.10) 

On obtient finalement d'aprbs (3.8) et (3.10), 

eC/h[f~nB(o.R~)h4,f,2+h2llm(A2),.,u[~+h2,f~tl] >~Ch~(,ul2+,hVu,2 ). (3.11) 

Si ImA<]ReA]-2e -CIp'e)'l/4, on a aussi eC/h]Im(A2)l<<.2 ce qui permet d'absorber le 

terme en ]Im(A2)l �9 lu] 2 par le terme de droite. En utilisant l'indgalitd de Cauchy-Schwartz 

on obtient alors 

eel"([ h41.rl~+ ( [  h"l.rl~]V2 (~ i,.,1~"} ''~' ) 
\Y~nB(O,R2) \J~nB(0,R2) / \ ~nB(0,R2) / / (3.12) 

Ch ~c ' (lul2 +lhVul~) �9 
f2NB(O,R2) 

Le terme ( f  lu12) 1/2 de gauche peut ~tre absorbd par le terme quadratique f lu] 2 de 

droite, ce qui donne, si Im A <IRe  A I-2e-CI Re ~1/4, 

e c'/h J~[ I.fl ~/> c .Jr~fnB(o,R~) lu12 + IhVul~" (3.13) 
~nB(0,R2) 

Le thdorbme 2 est donc ddmontrd. 
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4. D~croissance de l'~nergie locale  

Nous allons dans ce paragraphe d~montrer dans un cadre abstrait que le th~or~me 2 

implique le th~or~me 1. Nous nous inspirerons pour cela largement des m~thodes de [Le]. 

On consid~re un espace de Hilbert H, et B u n  op~rateur non borne, ferm~ sur H,  

de domaine D(B) dense dans H. On notera dans la suite IIUII la norme de UEH dans 

l'espace H. On suppose que A=iB est maximal dissipatif, c'est-~-dire que pour tout 

ucD(A) on a Re(Au, U)H<.O et I d - A  est surjectif de D(A) dans H. 

On rappelle qu'alors pour tout A de partie r~elle strictement positive, )~Id-A est 

bijeetif continu de D(A) muni de sa norme naturelle IlUlI2D(A)-=IlUlI2+IIAull 2 darts H e t  

II ()~Id--A)-IlIL(H) <~ IReA1-1. (4.1) 

On rappelle aussi que le th6or~me de Hille-Yosida permet de d6finir, pour kEN et s~>0, 

l'op6rateur esA/(1--A)k=e~sB/(1--iB)k. On note R ( ~ ) = ( ~ I d - B )  -1 la r6solvante de B 

qui est donc d6finie et holomorphe par rapport ~ ~ pour Im ~ <0. 

On consid6re Xj, j = l ,  2, deux op6rateurs born6s sur H et on suppose qu'il existe 

e , a , D > 0  tels que l'op6rateur x1R(~)X2 poss6de un prolongement analytique comme 

fonction ~ valeurs op6rateur continu dans H dans la r6gion situ6e sous le contour F d6fini 

par 

F = [0, D+i~e-aD]u[O,--D+i~e-aD]u{~= Q+ise-alQl:lo [ >/D} = F1UF2UF3. 

(On note [A,B]={z6C:z=SA+(1-O)B, 06[0, 1]}.) On suppose aussi que dans cette 

r4gion il existe C, A>0  tels que 

Hx1R(~)X2 HL(H) <- C eA'ae~l. (4.2) 

On a alors le r~sultat suivant : 

THI~OR~]ME 3. - -  SOUS les hypotheses prdcddentes, pour tout entier k> 1 il existe Ck 
tel que pour tout t > l ,  

HI eitB s Ck (4.3) 
( 1 - i B )  k X2 < log(t)k. 

Avant de d~montrer ce r~sultat, v~rifions qu'il implique le th~or~me 1. On consid~re 

B l'op~rateur 
( 0 - i I d )  

B = - i A  0 

d~fini sur l'espace de Hilbert H=~I 1 (O c) x L 2 (O c) (voir l'introduction) et X~ deux op~ra- 

teurs de multiplication par des fonctions C ~,  ~ supports compacts. D'apr~s le th~or~me 2 
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et les r6sultats de l 'appendice B, ces op6rateurs v6rifient les hypotheses du th60r6me 3. 

De plus, pour xaEC~(Rd), l 'op6rateur IX3, B] est born6 sur H et si X3-1  sur le support 

de X2, on a aussi [X2, B]=Xa[X2, B]X3. On en d6duit que pour tout entier k > l  il existe 

Ck tel que 

XleitBx2 1 s Ck (4.4) 
(l_iB)k ~< log(t)k, 

soit 

Ck (4.5) IIXleitBx2 IIs <~ log(t)------ ~, 

ce qui est le th6or6me 1 pour tout  entier k > l .  Le cas g6n6ral s'en d6duit par inter- 

polation, puisque l'espace interpol6 complexe d'ordre s entre D(B~ et D(B k) est 

par d6finition D(B ks) et, pour X1, X2 E C ~ ( R t ) ,  l 'op6rateur xleitBx2 est born6 par C de 

D(B ~ lui m6me et par C/(logt) k de D(B k) dans D(B ~ d'apr6s ce que nous venons 

de d6montrer ; le th6or6me d'interpolation de Calder6n et Lions (voir par exemple [RS, 

volume II, th6or6me IX.20]) implique que, pour s E [0, 1], ce m6me op6rateur est born6 

par C/(logt) sk de D(B ~k) dans D(B~ d'ofi le th6or6me 1 pour tout r6el k>0.  

Remarque 4 . 1 . -  Le th6or6me 3 permet, en choisissant XI=X2=Id,  d'am61iorer 

(en les rendant optimales) les versions temporelles des r6sultats de G. Lebeau et L. Rob- 

biano [Le], [LR2] sur la d6croissance de l'6nergie pour les 6quations d'ondes amorties dans 

un domaine born6, en utilisant simplement leurs r6sultats d'estimation de la r6solvante. 

La suite de cette section est consacr6e ~t la d6monstration du th6or6me 3. On fixe 

donc l'entier k>  1. On notera, pour UoEH, V=eitBx2Uo. On rappelle que pour tout s>~0 

IIV(s)r )  IIUoll. 

On a pour t>O et xEH l'identit6 suivante : 

eitB 1 1 f+m-i /2  e i t ~ -  
( 1 - i B )  k x = ~ a{=-oo-i/2 

1 1 
- -  ( 4 . 7 )  

(1-isc) k sC-B 

En effet, si on note Ik le terme de droite, l'int6grale qui le d6finit est absolument conver- 

gente et 

1 [+oo-i/2 e ire 1 
( O t - i B ) I k  = k x = 0,  ( 4 . 8 )  

1 f+~-i/2 1 
/kit=0 = ~ a{=-m- i /2  (1--i{) k "{-- 1Bxd~" (4.9) 
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Compte tenu de l'holomorphie de R(~), on peut d6former cette derni6re intdgrale sur le 

contour Im ~ = - C .  On obtient 

i f  1 1 d~x 1 j ~  r 1 1 dd~x ' 
I]~=0---- ~ J~=-oo-ic (1- i~)  k ~----B ~ (1- i~)  k ( - B  

(4.10) 

1 oh r est le cercle de centre le point - i  et de rayon ~. Faisant tendre C vers l'infini, 

compte tenu de (4.1), on montre que la contribution du contour I m ~ = - C  est nulle et 

on v6rifie facilement par r6currence sur k que celle de C est bien (1/(1--iB)k)(x).  

L'id6e de la d6monstration du th6or6me 3 (due & G. Lebeau) consiste ~ couper dans 

(4.7) l'int6grale en deux parties, la premi6re correspondant aux (( basses )) fr6quences, 

I~1 ~<log(t), pour laquelle on d6forme dans le complexe en utilisant l'hypoth~se de pro- 

longement analytique de la %solvante et l 'autre partie, correspondant aux ((hautes)) 

fi'6quences, I~1 ~>log(t), pour laquelle on utilise simplement que I1/(1-i~)k1~< 1/(log t) k. 

Pour faire ce d6coupage et n6anmoins pouvoir encore utiliser des arguments de d6for- 

mations de contours sur l'int4grale en ~, on convole par une gaussienne et on fait le 

d6coupage sur la convolution. Par ailleurs, plut6t que de faire un tel d6coupage sur les 

donn6es de Cauchy (U0) ce qui introduirait une singularit6 de type 6t=0 ~ L~or (Rt), il est 

pr6f6rable de transformer l'6quation homog~ne en une 6quation inhomog6ne associ6e 

des donn6es de Cauchy nulles et faire le d6coupage sur le second membre. On consid~re 

donc ~bEC~176 6gale ~ 0 pour t<�89 st ~ i pour t >  2 et U = ( 1 / ( 1 - i B ) k ) ( r  solution 

de 

1 
( O t - i B ) U -  ' t V(t), (4.11) - r  ( ) ( l_iB)k 

soit 

~0 t U(t) = ei(t-s)Bd2'(s) 1 V(s) ds. (4.12) 
( 1 - i B )  k 

Soient c0>0 et c 1 >0 a choisir ult6rieurement. On a 

t +oc 

< , . f  , . , , . . ( , ) f  Js=0 JIm~=-ll2 ( t - i ( )  k ( - B  J-oo V 7r 

On remarquera que cette d6composition est tr6s proche mais n6anmoins 16g6rement 

diff6rente de celle de G. Lebeau [Le]. 
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4.1. Es t imat ion  de I1 

L'idde pour es t imer /1  est de ddformer le contour d'intdgration en ~ sur le contour F. 

I1 faut pour cela vdrifier que pour sE[0, 1] l 'opdrateur x1R(~)eisBx2 est holomorphe par 

rapport s ~ dans le domaine situd sous le contour F et y vdrifie (uniformdment par 

rapport ~ s) une estimation du type (4.2). Or pour Im ~<0 les deux familles d'opdrateurs 

( /0 ) e is~ XlR(~)X2-i Xleia(B-e)x2da et x1R(~)e X2 (4.13) 

coincident pour s=O et vdrifient la m~me dquation diffdrentielle 

Osw = i ~ w -  i x l  eiSB x2. 

Donc par le lemme de Gronwall, ces deux families coincident pour Imp<0 ,  la famille de 

gauche donne donc le prolongement analytique annoncd et on peut donc dans l'intdgrale 

ddfinissant/1 ddformer le contour en ~ sur le contour F. 

D'apr~s (4.6) et puisque l'opdrateur X1 R(~)eiSBx2 est uniform~ment bornd dans H 

par rapport ~ ~EF1UF2 et sE[0, 1], pour tout t>~2 on a 

Xl f~ / /eer ,ur~ ~< cIIgoll Jz=0e -(t-1)~~176 dz <~ Cl[U0 [___~[t_l (4.14) 

On a aussi, d'apr~s (4.2), pour t > l ,  

e -(t-1)E~176 d~ dA Ilgo II. 

Soient c2>0 tel que c2a< l  et ~=-(t-1)eoe-al~l+A[~7[-co(A-~l/lv/]~) 2. Alors si 

[~7l~<c2 logt, on a aussi 
<~ c2A log t -  ( t -  1)eot -c~". (4.16) 

On choisit cl E ]0, c2 [. I1 existe alors 5 > 0 tel que si [ A[ < cl ~ et si I~?l > c2 log t alors 

(~-~/ lvq~)~ >~ ~(A ~ + (~/lv%-~)~), (4.1w) 

soit 
~< AIr/I -co5 (A 2 + ( 7 / / ~ ) 2 ) .  (4.18) 

On choisit co>A/5c2+1. Pour u n c > O  on a alors 

~ln eAl'l-c~176 (4.19) 
]>c2 log t 

D'apr~s (4.14), (4.15), (4.16) et (4.19), 

IlxlI, II ~< c t-~ IlVo II. (4.20) 
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4.2. E s t i m a t i o n  de  12 

Soit 

J ( u ) =  r ~ 1 1 V(s) e - ~ ~  
=o I ~ = - 1 / 2  (1- i~)  k ~ - B  

(4.21) 

Pour t~>l, on a J(t)=I2(t) et pour tout uER,  

(Ou-iB)J(u)= fl_off  im~=_l/2 ' ( ) ~iei(u-s)~V(s)v~-~176 
I~l~>~vrsg7 

(4.22) 
ce qui implique 

~0 t J(t) = eUBJ(O) + ei(t-~)BK(s) ds. (4.23) 

On va, pour majorer J(t) en norme dans H, utiliser que e isB est pour s ) 0  une 

contraction de g e t  majorer s~par~ment g(u)  pour u ) 1 ,  g(0) et f01 IlK(u)]l du. Puisque 

le second membre de (4.12) (l'analogue de K(u)) est nul pour t > l  ainsi que la donnde 

de Cauchy (U(0)), on s 'attend ~ ce que la contribution principale vienne du troisi~me 
terme. 

Pour uE[1,t], on d6forme dans (4.22) le contour en ~ sur le contour donn6 par 

I m ~ = ~ ,  ce qui donne, d'apr~s (4.6) et puisque k > l  et supp(r  [�89 2], 

I ~  d~ IlUol] <Cke-~/31lUoll. (4.24) 
1 

IIK(u)ll ~< ~ e - ( U - 2 / 3 ) ~  (l+l~l)k 

On majore ensuite J(0). On traite par exemple la contribution ~ (4.21) de la r~gion 

,~ > c~ 1 ~  t .  Pour cela on d~forme, suivant [Le], l'int~grale en ~ sur le contour r - - r +  ur- ,  
avec 

r'+={z=l+v-i lx/]~:V>0}, 
F - =  {z =  l+r/- �89 : rl<. OIu[1-�89 l - i x / ~ t  ] . 

Pour ~CF-, on a d'apr~s (4.1), pour tout sE[0, 1] et tout AC[cl l v / ] ~ ,  +oc], 

e_iS~ V(8) ____1 ,Ze_co(~_~/r  .< C 
(1- i~)  k " ~ - B  V 27r II (l+L~l)~e-~(:+d/~~ (~>0) .  

La contribution de F-  ~ J(0) est donc major~e en norme par 

c ~  f~ e-6:llUoll=o(~-~o~)llUoll. (4.25) 
/>cl 1Vr0~ 
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Pour et  c[1, o n a  

e-'8r (1V(s)-i~) a . _ ~  v ~  e_Co(;~_r 

<~ c e - ~ / a  1 e -c~ (1+It/l) k 

donc, puisque k> l ,  la contribution de F + /~ J(0) est major~e en norme par 

Ce-Vq@7 /311Uol I. (4.26) 

Les contributions h J(0) de la r~gion A < - c l ~  se majorent de la re@me faqon. 
Finalement, il reste h majorer 

~ol,,K(u),,du<<(j[ol,,K(u),,2du) 1/2. (4.27) 

D'apr~s la formule de Plancherel. 

- C [+oo  
IIH(~)II 2 d~ (4.28) 

- -  J - - o o  

avec. pour [~[ > �89 log t. 

~;~ 1 e_CO(;~_~/~)2dA ~-~,(~ ) C IIH(~)l[ = (1_i~.)------- ~ ~< ~ IIv"r (4.20) 

et pour [~]~<�89 

IIg(~)ll ~< [ e-~(x2+C/l~ Ilff'r ~< Ce-~ a~162 (4.30) 

Donc, d'apr~s (4.27), (4.28), (4.29) et (4.30), puisque 

f f j ~  d~: )oo 1 IIVr 2 f _ ~  IIr 2 ds<<. Cfo Ir 2 d~ IIUol) 2 

(on rappelle que W(s)=e"BX2Uo ~ IIW(s)ll ~< IIx2Uoll ~<cIIUo[I), on a 

folllK(u)lldu<~C((logt) k l  + _~,o~,)llU0ll (4.31) 

D'apr~s les relations (4.23), (4.24), (4.25), (4.26) et (4.31), on obtient 

C 
~< IIU011, 

ce qui termine la d~monstration du th~or~me 3. 
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A. D@monstration de la proposition 3.1 

L'objet de ce paragraphe est de d@montrer l'existence de deux fonctions de Morse v@rifiant 

des conditions de compatibilit@ (aux points critiques de l'une, l 'autre lui est sup@rieure) 

et ayant des d@riv@es normales de signe pr@scrit sur le bord d'un ouvert. Soient donc 

~t un ouvert born@ de R d, de classe C a et F C 0 ~  une partie connexe (non vide) du 

bord de ~ (on prendra F =  C(0, R)). Comme les fonctions de Morse sont denses (pour la 

topologie C ~ )  dans l'ensemble des fonctions C ~ ,  il en existe une telle que Onfloa\r<O 
et 0n f i r > 0  (0,~ d@signe la normale ext@rieure au bord de l 'ouvert). On peut @galement 

la choisir sans maximum local dans ~. L'id@e de la d@monstration de ce dernier point 

nous a @t@ donn@e par F. Laudenbach. Cette d@monstration est essentiellement standard 

en topologie, nous nous contenterons donc de l'esquisser. On part  d 'une fonction de 

Morse, ~, qui a @ventuellement un maximum local. On commence par montrer qu'on 

peu~ supposer que ce maximum n'est pas global. Pour cela, on prolonge topologiquement 

l 'ouvert ~ ~ travers F. L'ouvert ainsi prolong@ est diff@omorphe ~ ~t et son bord est la 

r@union de 0 ~ \ F  et d'une partie diff@omorphe s F, qu'on note F0. On prolonge ensuite la 

fonction ~ au nouvel ouvert de telle mani~re que son maximum global soit atteint sur F0 

e~ ~]ro--C. Soit x0 un point off la fonction ~ admet un maximum local. On consid~re les 

chemins -y: [0, 1 ] - ~  qui relient x0 ~ F0 et ~ chaque chemin, on associe mins~[0,1] ~(~(s)).  

Soient 70 un chemin qui maximise cette quantit@ et Xl=9'0(s0) le point off le maximum 

est atteint. Une @tude locale simple montre que ce point est n@cessairement un col pour la 

fonction p, d'indice 1 (de signature (1+, (d -1 )_ ) ) .  Le th@or~me d'@limination (voir [Mi, 

paragraphe 8, th@or6me 8.1]) permet alors d'utiliser ce point d'indice 1 pour d@former 

la fonction ~ et @liminer le maximum local d'indice 0. Une r@currence facile permet 

d'@liminer ainsi tousles maxima locaux. On revient ensuite par diff@omorphisme ~ l 'ouvert 

de d@part. En dimension 1, cette strat@gie revient k montrer qu'entre le maximum global 

et le maximum local on a un minimum local, la d@formation permettant  d'@liminer les 

deux ex~r@ma locaux est alors @vidente (voir figure 2). 
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On notera par la suite r une fonction de Morse n'ayant pas de maximum local 

sur ~2 et vdrifiant 0n r  et 0,~r I1 reste ~ construire r On se place 

prbs d 'un point critique de r x0, et on choisit sur B(xo,~?) (~>0 assez petit) un 

systbme de coordonndes de Morse. Dans ce syst~me, la fonction r s'dcrit r (x )=r  (x0)§ 

x 2 v '  x 2 q~> 1, puisque x0 n'est pas un maximum local. Soit r (x )=  O<i~q i - - Z . ~ q + l ~ i ~ d  i avec  

r + ~ - 2  ~-']~q+l<~i~<4x~. Cette fonction n'a pas de point critique et si E>0 est 

assez petit, elle est strictement infdrieure ~t r 1 6 2  sur B(O,~)\B(O, ~ ). On fait cette 

construction au voisinage de chaque point critique, xj,  de r (ils sont en nombre fini) 

et on note encore r une fonction qui coincide avec les prdcddentes sur des petites boules 

B(xj, Uj), qui n 'a donc pas de point critique sur ces boules, qui sur le compldmentaire de 

Uj B(xj, l~Tj ) est infdrieure ~ r  ~>0, et dont les d~rivdes normales au bord ont le 

m~me signe que celles de r I1 suffit pour conclure de prendre pour r une fonction de 

Morse assez proche de cette fonction r  puisqu'alors d'une part ses points critiques seront 

1~7 rdgion o~ r > r et d 'autre  dans le compldmentaire de [.Jj B(xj, ~ j), donc dans une 

part, au voisinage des points critiques de r on aura r > r (puisque r 1 6 2  (xj)+E).  

Pour ddmontrer la proposition 3.1, on se place dans la situation off l 'ouvert ~ est 

de la forme: ~2=O~nB(O,R-E), E>0 petit. On fait la construction prdcddente avec 

r={r=R-c}, et comme 0rr  >0  sur r=R-E, on peut prolonger r et r sur O~nB(0,  R) 

de telle fa~on qu'elles soient radicles et co~'ncident au voisinage de r=R. 

B. E t u d e  de la rdso lvante  sor tan te  sur l 'axe rdel  

Dans cet appendice, nous dtudions la rdsolvante sortante sur l'axe rdel. Nous montrons 

d'une part  qu'elle n'a pas de p61e rdel et d 'autre  part  qu'elle est bornde au voisinage de 

0 clans tout secteur angulaire ne rencontrant pas l'axe imaginaire iR~_. 

B.1.  A b s e n c e  de p61e rdel 

Soient AER* et u(x, A) solution sortante de l'dquation (A+A2)u=0,  u[oa=O. Nous allons 

montrer qu'alors u est identiquement nulle. Ce rdsultat est standard en dimension impaire 

d'espace ( d = 2 k + l ) ,  dans le cas off le Laplacien est le Laplacien standard (thdor~me de 

Rellich). L'idde de la ddmonstration dans le cas gdndral nous a ~td donnde par C. Bardos. 

On suppose par exemple que A>0 et on choisit a > 0  assez grand pour que Oc{[x]  = r < a }  

et le Laplacien coincide avec le Laplacien standard sur l'ensemble r>a. On a, pour R>~a, 
d'apr~s l'dquation vdrifide par u et la formule de Green, 

~n{r<R} -IVul2 + A2]u]~ + ~=R Oru~t da = 0, (B.1) 
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ce qui implique 

lim Im f Oru~t(R,a)Rd-lda=O. (8.2) 
R---~-[-oo J aEsd-1  

On ddcompose, pour R>~a, la fonction u en harmoniques sphdriques, comme au para- 

graphe 2, suivant la relation (2.1) et on obtient 

Im/~es~_lcO~u~t(R, a) r d - 1  da 

= Im ~--~. [C,[2R((1-�89 (8.3) 
tt 

= Im ~ [C~[2ARh~(AR)h~(AR). 
tt 

On rappelle que h ,  ddsigne la fonction de Hankel d'ordre #, et que # 2 = u 2 +  ( 1 d - l )  2, off 

u 2 ddcrit l'ensemble des valeurs propres du Laplacien sur la sphbre de dimension d - 1 .  

Donc pour d>2,  on a #~>�89 et pour d=2,  le seul # < 1  est #=0 .  D'apr~s J. C. Ndddlec [N, 

thdor~mes 2.2 et 3.3], pour #/> �89 la fonction rl/2[h,[ est ddcroissante et 0 ~<Im hl/h . <. 1, 
ce qui implique, pour # 5 0 ,  

Jim h~(AR)h,(AR) [ < [h,(AR)[2 < a [h,(Aa)[2. (8.4) 
R 

Par ailleurs, 

et 

iC~121h~(Aa)12 = la f~=a lu12 da < +oc (B.5) 
tt 

2 
Im(h~(AR) h , (AR))  R-~+~ A~rR" (B.6) 

On ddduit de (B.2), (B.3), (B.4), (B.5) et (B.6), par convergence dominde, que 

lim Im f Oru~t(R,O)Rd-ldO=2~-~lC~12=O,- (B.7) 
R---4 ~-(X) J o - E S d - 1  7~" 

tt 

donc C~=O pour tout #, ce qui implique que u est nulle sur l'ensemble r>a. Le thdorbme 

d'unicitd pour les solutions d'une dquation elliptique d'ordre 2 h symbole principal rdel 

implique que u est nulle partout. La seule solution sortante de l'dquation (A+A2)u----0, 

u]on=O, est donc la solution nulle, le rdel A n'est donc pas un p61e. Le m~me raisonnement 

si A<0 montre que l'ensemble des p61es ne rencontre pas R*. 

B . 2 .  B o r n e  s u r  l a  r d s o l v a n t e  e n  0 

Nous allons montrer qu'au voisinage de 0, la rdsolvante R(A) reste bornde dans un secteur 

angulaire contenant l'axe rdel. Ce rdsultat a dtd essentiellement ddmontrd par Morawetz 
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dans [Mo2, lemme 16], dans le cas off d=2 et off le Laplacien est le Laplacien standard. 
�9 1 Soient a=e ~e, ~E [ - ~ r ,  5~r], et F~ le secteur angulaire d'ouverture 2~r sym~trique autour 

de a - i :  

F~ = {A E C*: Re(aA)/> I Im(aA)]}. (8.8) 

Soient AEF~ et u solution sortante dans O c de (/kW)~2)u=g avec g k support dans 

l'ensemble Ix I< a. On suppose que a > 0 est tel que O C { I xl=r < a} et le Laplacien coincide 

avec le Laplacien standard sur l'ensemble r>a. On choisit une fonction x E C ~ ( R )  ~gale 

0 pour r<a et k 1 pour r>2a. La fonction v=x(r)u est alors la solution sortante de 

l'~quation (A+A2)v=[A,X]u dans R d. On note Fd la solution fondamentale sortante 

dans R d de l'op~rateur A + I  et on obtient 

v(x) = ) ~ d - 2  [ (Fd(A(x--y))--Fd(A(X))) [A, X]u(y) dy 
J a  <lyl<2a 

-~ )~d--2 Fd( )~(X) ) ~a<ly]<2a[ A, X]u(y) dy (8.9) 

~-  V l  - ~ V  2 . 

On ~crit Fd(A(x-y))-Fd(A(x))=-AyF~(A(x-ty)), pour un tE]0, 1[, ce qui permet de 

montrer que pour r= Ixl >3a, 

[2 < C]A]2d-~]F~(Ar)]2 f~<r<~olVul2+lul~. (8.10) Ivl(x) 

On a aussi en int~grant par parties 

/o xAu= 2 o a o o  x u ,  (B. 11) 

ce qui permet de montrer que pour r=lxl>3a, 

]v2(x)l 2 ~< CIAI2dlFd(Ar)I 2 ff~<r<2 lul2. (B.12) 

Pour A E F~ on consid~re 

Re ~ e-4~tg= Re ~ e-4a~r~t( A + A 2) u 
(B.13) 

= Re l~ e-t~)'r(-1~7ul2 +A2 lul2) + 4aAe-4~r  E Oirai'JOju~t 
J ~  i , j  

(d'apr~s (B.11), (B.10) et (B.12), IVu(r, Ol2+lu(r,O)12<~C~e ~Im~, donc ces int~grales 

sont d~finies). La relation (B.13) implique 

~ e-4ae(~)r,Vu,2 ~ C]A,2 ~ e-4Re(a~),u,2 +C ~ e - 4 ~ g  (B.14) 
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et d'apr~s (B.11), (B.10) et (B.12), 

fr>3a e-4 Re(aA)r lul2 

Or 

et 

done pour IAI~<I, 

< cI),l 2d f>~a~-~ a"('~')~'<l~,l-2 IF~<~,r) 12-t-IFd(~r)12)r d-1 dr ~n<~.<~a>lWl=-4- lul = 

C"Ald J ~.>3a Re(o~,) / (~-4e (1..~1-2\ , \Re---=~-~)] I t S (  )~0 "~ 12_1_ Fd (Re=~))~~ 2)od_id 0 

x f  lWI~+I,~I '. 
JQn{r<2a} 

si Izl ~<1 et d>2,  

si Izl < 1 et d = 2, 

si Izl/> 1, 

{ CIz? -d 
]Fd(Z)l <~ Cllogzl 

ceIm z 

CIzt -d s i l z l < l ,  
IF~(z)l < C ~ m  ~ si Izl/> 1, 

>3~ [ CllogAI f~n{~<2~} IVu?+[u? si d=2. 

D'apr~s (B.14) et (B.15), on obtient, pour IAI~<I, 

(B.15) 

En utilisant l'in6galit~ de Poincar6, on d6duit de (B.16), puisque g est support6e dans 
l'ensemble ~M{r<a}, que pour AeF~, IAI assez petit, 

~n{r<3a}[Vu[2 ~< C ~n{r<a}e-4~Art2g 

{ r \1/2/ r \1/2 
~< c(]  e-4R~ } ( ]  e-4R~ } , 

\aFtn{r<a} ] \J~n{r<a} / 

d'oh, en utilisant ~ nouveau l'in6galit6 de Poincar6, 

f~ ,Vu,'<~C(/ IVul211/2(/e-4Re(a')r,g,21 I/2, 
n{r<3a} \J~n{r<3a} 

~n{~<3~}lVul 2 ~ CIAI2 t l~ AI ~n{~<3~}(IVut 2 + lul 2) + c / e -4a~r~g. (B~6) 
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2 H 1 ce qui donne bien une borne uniforme sur la norme de la r6solvante de Lcomp dans 0,1oc 

pour  A proche de 0 et dans le secteur F~. En choisissant un nombre  fini (3) de r~els ai ,  
3 on recouvre un voisinage du demi-plan inf~rieur (dont on exclut 0) par  ~Ji=l F ~ ,  ce qui 

permet  de conclure. On aurai t  pu plus g~n~ralement t rai ter  le cas d ' un  secteur angulaire 

quelconque, dans le rev~tement s implement connexe de C*. 

Remarque B.1. Ce r~sultat n ' implique pas que 0 n 'est  pas un point  d ' accumula t ion  

des p61es, mais n6anmoins les pSles ne peuvent  pas s 'accumuler  en 0 en restant  dans un 

secteur angulaire fixe. On  pour ra  sur ce point  consulter  le t ravaux de B. Vainberg [Va] 

et G. Vodev [Vo] qui montrent  des r6sultats du m~me type.  

[FL] 

[G] 

[I1] 

[I2] 

[I3] 

[I4] 

[Le] 

[LP1] 

[LP2] 

[LR1] 

[LR2] 

[Mi] 

[Mol] 

[Mo2] 

[MS] 

[N] 
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