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0. I n t r o d u c t i o n  

On note H m la mesure de Hausdorff (dans R '~, C n ou CP'~). Soit S c C  '~ un compact. 

L'enveloppe polynomiale de S dans C nes t  d~finie par S : - - { z e C n :  IP(z)l ~<maxxes IP(x)l 
pour tout  polynSme P}.  Le compact S est appel~ polynomialement convexe si S = S .  

Dans son article [24] Wermer a montr~ que si S est l'image hom~omorphe d 'un cercle 

C de C par une application holomorphe au voisinage de C, S \ S  est un sous-ensemble 

analytique born~ (~ventuellement vide) de dimension pure 1 de Cn\s  et S \ S ~ O  si et 

seulement si S v~rifie la condition du moment (i.e. fs ~o=O pour route (1,0)-forme ~a holo- 

morphe dans Cn). Le th~or~me de Wermer a ~t5 g~n~ralis~ par Bishop [6], Stolzenberg [22] 

pour une r~union finie de courbes r~elles de classe C 1, par Alexander [1], Lawrence [19], 

pour un compact connexe de longueur finie (i.e. H I ( S ) < o e ) .  Dans ce cas S \ S  d~finit 

un courant d'int~gration de bidimension (1,1) de C n dont le bord est un courant recti- 

fiable de support inclus dans S et de multiplicit~ 0, 1 en Hl-presque tout point de S. 

Dans le paragraphe 2 nous donnons un r~sultat plus g~n~ral en remplagant la condition 
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(( S est connexe ~ par la condition plus faible, appel5e A1 (A1 : le c6ne tangentiel de S e n  

Hl-presque tout point est une droite r~elle). 

Soient X une vari~t~ complexe de dimension n, F u n  courant rectifiable de dimension 

2 p - 1  de X. F est appeld maximalement complexe s'il est la somme de deux courants de 

bidimensions ( p , p - 1 )  et ( p - l , p ) ,  i.e. F annule toute (k, 2 p - l - k ) - f o r m e  pour tout  k S  

p, p -  1. On note supp F l e  support de F. Une combinaison lin~aire localement finie ~t coef- 

ficients entiers de sous-ensembles analytiques de dimension pure p de X \ s u p p  F s'appelle 

une p-cha~ne holomorphe de X \ s u p p F .  Elle d~finit un courant d'int~gration ferm~ de 

bidimension (p, p) de X \ s u p p  F. Si cette p-chaine est de volume 2p-dimensionnelle locale~ 

ment finie dans X,  elle d~finira un courant d'int~gration dans X,  non fermd en g~n~ral. 

La recherche de conditions n~cessaires et suffisantes pour que F soit le bord d'une p- 

cha~ne holomorphe de X \ s u p p  F de masse localement finie, au sens des courants de X 

est appel~ le probl~me du bord. Pour que ce probl~me soit %soluble, F est n~cessairement 

ferm~ et maximalement complexe. Dans C n, si F est une varidtd r~elle orient~e fermde de 

classe C 1, Harvey et Lawson ont prouv~ que ce probl~me est r~soluble si et seulement si 

pour p>  1 l'espace tangent de F e n  chaque point est maximalement complexe (i.e. il con- 

tient un sous-espace vectoriel complexe de dimension maximale et ceci est ~quivalent 

dire que le courant F est maximalement complexe) et pour p= 1, F v~rifie la condition du 

moment (i.e. (F, ~) =0  pour toute (1, 0)-forme ~ holomorphe de C n) [16]. Le th~or~me de 

Harvey-Lawson pour p =  1 est un corollaire du th~or~me de Wermer-Bishop-Stolzenberg- 

Alexander-Lawrence [19, th~or~me 3]. Pour le cas off p~>2 la p-cha~ne holomorphe peut 

~tre construite comme la r~union des 1-chaines holomorphes construites pour les courbes 

r~elles d'intersection de F avec les sous-espaces complexes de dimension n - p +  1 de C'h 

La propri~t~ de F d'etre maximalement complexe permet de prouver la condition du mo- 

ment pour telles courbes r~elles, et que la r~union de telles surfaces est un sous-ensemble 

analytique de dimension p de C n \ s u p p F .  Dans le paragraphe 3 nous g~n~ralisons le 

th~or~me de Harvey-Lawson pour un courant rectifiable, fermi, maximalement complexe 

dont le support v~rifie la condition suivante : 

A2p-l :  suppF est (H2p-l,2p-1)-rectifiable et le c6ne tangentiel de suppF en 

H2P-l-presque tout  point est un espace r~el (2p-1)-dimensionnel.  

Ce r~sultat r~pond ainsi s une question posse par King [18] et prolonge le r~sultat 

r~cent de Poly, fait dans le cas off supp F est de classe C 1 en dehors d 'un ferm~ de mesure 

HZP-l-nulle. Pour le cas p = l  et n=2 ,  r~ous utilisons le th~or~me d'unicit~ 1.7 pour 

adapter  les idles de Harvey-Lawson [16] et de Dolbeault-Henkin [10] afin de construire 

la 1-chaine holomorphe, l'id~e de Lawrence et le th~or~me du support de King 1.8 pour 

prouver la formule de Stokes. Nous combinons la m6thode de Harvey-Lawson, Dolbeault-  
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Henkin et la m~thode ci-dessus pour d~montrer le cas off p~>2 et n = p + l .  Le cas g~n~ral 

est prouv~ par la m~thode de projection de C n dans C '~-p+z. Nous discuterons aussi 

dans les paragraphes 2 et 3 un exemple d 'Alexander [2] qui nous prouve la n5cessit~ des 

conditions A1 et A2p-Z dans les r~sultats cites ci-dessus. Ces conditions sont conserv~es 

par une projection ou une coupure lin~aire g~n~rique. Elles nous permet tent  d'utiliser le 

th~or~me d'unicit~ 1.7 (une g~n~ralisation du th6or~me de Privalov [14, p. 428]). 

Dans un ouvert (n-p+ 1)-lin6airement concave de C P  n (en particulier dans C P  ~) le 

mfime probl~me est r~cemment r6solu par Dolbeault  et Henkin. Ceci est dcrit dans leurs 

articles [10], [11], dont le r~sultat contient le th6or~me de Harvey-Lawson en consid6rant 

C n comme un ouvert affine de C P  ~. Le r~sultat principal du paragraphe 7 est une 

g~ndralisation du th6or~me de Dolbeaul t-Henkin [11, th6or~me Ill pour un courant F 

rectifiable. Afin de le prouver nous rdduisons la d~monstration au cas X\Cpun~ -p, qui est 

connu pour p=l (dans ce cas X = C P  ~, X \ C P ~ : - I _ ~ C  n) et pour p~>2 la d~monstration 

ressemble k celle dans C n. Cette r6duction a 6t6 introduite par Dolbeaul t -Poly [12] pour 

simplifier la d~monstration du th6or~me de Dolbeaul t -Henkin [10]. Dans ce paragraphe 

nous donnons aussi des exemples explicites pour prouver la diff6rence entre le probl~me 

du bord dans C P  n et celui dans C ~ (l'id6e de ces exemples appart ient  h Lawson, prouv6e 

implicitement par  Fabre). 

Je tiens k remercier vivement G. Henkin de m'avoir  propos6 ce probl~me ainsi que 

pour ses nombreux conseils et encouragements. 

1. D~finit ions  et l emmes  pr~paratoires 

On note H m la mesure de Hausdorff de dimension m dans R n (ou C n e t  CPn) .  Soit A 

un sous-ensemble de R n. On d~finit pour tout x de A (voir [13]) : 

Le c6ne tangentiel de A en x : 

Tan(A, x) :-- {v C Rn:  ~/~ > 0, 3c > 0, y E A tels que : ly-xl < ~ e t  Iv-c(y-x)l < ~}. 

La densitd m-dimensionnelle de A en x pour la mesure H "~ : 

Om(HmLA, x ) := lim ~(m)- lr-mHm(AnB(x,r) )  si cette limite existe. 
r ---40 

La densitd m-dimensionnelle supdrieure de A en x pour la mesure H m : 

O*'~(H "~ L A, x ) : =  lim a(m)-lr-mHm(ANB(x,  r)) 
r--*0 

off B(x, r ) : = { y E R n :  t x - y l < r }  et a(m) est le volume de la boule unit4 de n m .  



34  T .C .  DINH 

Le (Hm,m)-c6ne tangentiel de A en x :  

Tanm (H m LA, x) := N{Tan(S,  x) :  S c A, Om(H m [A\S, x) = 0}. 

Soit X une vari6t6 r6elle de classe C a ( X = R " ,  C n ou CPn) .  L'ensemble A c X  
est m-rectifiable s'il est l ' image d 'un ensemble born6 dans R m par une application lip- 

chitzienne dans X.  L'ensemble A est (H m, m)-rectifiable si H m (A)<  +co et il existe des 

compacts  K i c X  m-rectifiables tels que Hm(A\U~I K i ) = 0 .  

On note AT(X ) l 'espace de m-forme C a ~ support  compact,  D'~(X) l 'ensemble des 

courants de dimension m. La masse d 'un courant F E D ~ ( X )  est d6finie par : 

M ( F )  := sup I(r, ~)1 ~ [0, +~1. 
11,~1141 

Si A c X  est un sous-ensemble (H m, m)-rectifiable, ~ un m-champ de vecteurs int6grable 

d6fini Hm-presque par tout  sur A, alors on peut  d6finir un courant r : = H  m [AArlED~(X ) 
de mani6re suivante : 

(F, ~o) := ]AO?, ~0) dH m. 

Ce courant sera de masse M ( r ) : = f a  171 grim < + o c .  Si Irl(x)l E z pour Hm-presque tout 

xEA, le courant F sera appel6 rectifiable. 
Un courant F est normal si M ( F ) < + o o  et M ( d F ) < + o o .  L'espace des courants 

normaux est not6 par Nm(X), muni de la norme N(r):=M(F)+M(dr). 
On d6finit la semi-norme plate de Am(x) par : 

F(~o) := sup(lld~JJ, II~[I) 

et pour F:  

F(F)  := sup( i ( r ,  ~)] : F @ )  ~< 1). 

L'ensemble des courants plats not6 par Fro(X) est d6fini par :  

Fm(X) := la fermeture de N,~(X) pour la topologie engendr6e par F. 

On a:  

Fm(X)n{F:M(F) < +oc} -- la fermeture de Nm(X) pour la topologie engendr6e par M 

et si F c F m ( X )  alors dFEFm-I(X) [13]. Soient Y une vari6t6 r6elle C a de dimension 

p<.m et f:X---*Y une application C a, FEFm(X). Alors pour HP-presque tout  yEY 
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la tranche (F, f, y} EFm-p(X) de support inelus dans supp FMf -1 (y) telle que pour routes 

�9 E A ~ - v ( X )  et (I)EA~ on a:  

yO(y)( (F, f, y}, q2) driP(y) = ( [ r  [ /*  ((I)A~)J, ~)  

off ~ est la forme de volume de Y. Les d~tails se trouvent dans [13]. 

Soit X une vari~t5 r~elle C ~ de dimension n. Une carte de X est un tripl~ (U, ~, ~) 

off U est un ouvert de X,  f~ est un ouvert de R n e t  k~ est un diff~omorphisme de U 

dans f~. 

Ddfinition 1.1. - -  (i) On dit qu'un compact A c R  '~ v~rifie la condition Am si A est 

(H "~, m)-rectifiable et le c6ne tangentiel de A en Hm-presque tout point est un espace 

vectoriel r~el de dimension m. 

(ii) On dit qu'un compact A c X  vSrifie la condition A,,~ s'il existe un nombre fini de 

cartes ( Uk, ~ k, ~k ), k= l, ..., m, et des compacts Ck c Uk tels que A=U k~=I Ck, ~ ( Ck ) sont 

(H m, m)-rectifiables et tels que pour tout k le c6ne tangentiel Tan(~(Ck),  x) est un espace 

vectoriel r~el de dimension m pour Hm-presque tout x C ~(Ck). 

LEMME 1.2. - -  La ddfinition 1.1 (ii) est inddpendante des cartes choisies. 

P r e u v e . -  On consid~re deux familles finies de cartes ( U i , ~ i , ~ )  avec iEI  et 

(Uj, ~j, ~j) avec j E J  arbitraires v~rifiant : 

- -  Pour tout iEI  il existe j E J  v~rifiant UicUj. 

- -  A c U i e I U  i. 
Supposons que CjCU;, les compacts v~rifiant 1.1 (ii) pour les cartes (Uj, ~ j ,  f~j). 

Soient U[ccU~ tels que AcUiex  U[, f~:=ko(U[). Pour montrer le lemme il suffit de 

montrer que K~:=ANU~ v~rifie 1.1 (ii) pour les cartes (Ui, k~i, f~i). 
I1 est clair que ci=U(CjMU[). Pour i c I  et j E J  tels que UicUj, l 'application 

f~,j:=~jotp~i: ~ - - ~ j  est diff~rentielle, injective. Par consdquent sur ~ les mesures 

#i,j:=(t~jo~l)*(Hm) et H m sont compatibles (i.e. cHm<#*,j(H'~)<CH m pour cer- 

tains 0 < c < C ) ,  Donc l'ensemble ~(Ci) est (H m, m)-rectifiables car il est la r~union finie 

de compacts (#~,j, m)-rectifiables. Le morphisme de fibrSs tangentiels Tf~,j: Tf~i--~Tf~j 
induit par fi,j est aussi diff~rentiable et injectif. Donc si pour Hm-presque tout x~  

Ci~p~I(cj) ,  Tan(k~3(C~),~j(x)) est un espace vectoriel r~el de dimension m alors 

Tan(~(C~) ,  kOi(x)) le sera aussi. Les Ci v~rifient alors 1.1 (ii) pour la famille de cartes 

(u~, ~ ,  f~). [] 

LEMME 1.3 [9, 1.2 (ii)]. - -  Si A c C  n est un compact, connexe, de longueur finie, 
alors A vdrifie la condition A1. 
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Preuve. - -  D'apr~s le th~or~me de Federer [13, 3.2.9], Tan ~ (H 1 [A, x) est une droite 

rSelle pour Hl-presque tout x c A .  Soit x E A  et vETan(A,x )  avec [vl=l. Pour montrer 

que v appartient ~ Tan 1 (H I [A, x), il suffit d'apr~s Federer [13, p. 252] de montrer que si 

petit  soit ~>0, la densit~ sup~rieure O*I(H 1 [A~C~) est strictement positive, oh C~ est 

le cSne de sommet x, dirig6 par le vecteur v, d~fini par : 

C~ := {u e R~: I v - c ( u - x ) l  < s pour un certain c > 0}. 

On fixe 0<~<1 .  On pent trouver une suite de points (xk) de AAC~ du type Xk= 

x+rkVk avec rk>0 ,  limk--.o~rk=O et Ivkl=l, l imk_o~vk=v. Soit Sk le c6ne tronqu~ 

C~MB(x,2rk). En examinant les arcs trac~s dans A joignant xk ~ x, on constate que 

HI(AASk)>~d(xk,bCE), d'oh O*I(H~[AnC~) 1 >~ ~ ~. [] 

LEMME 1.4. - -  Soit A u n  compact de C n vdrifiant Am. Alors : 

(i) Pour H2(n-k)k-presque toute projection IIEG(k,  n) de C n dans C k, Tan(A,x)M 

I I - l ( I I (x ) )  est un espace rdel de dimension m - 2 k  de sorte que I I - I (x)MA vdri]ie la 

condition Am_ 2k pour H 2k-presque tout x E C k, o~ 1 <<. 2k < m. 

(ii) Pour H2(n-k)k-presque route projection IIe  G( k, n) de C n dans C k, IX(Tan(A)) 

est un espace rlel de dimension m pour H'~-presque tout x E A  de sorte que H(A) vdrifie 

la condition Am, o~t m<~ 2k<~ 2n. 

Preuve. - -  On note z:=(Zl, z2, ..., zn) les coordonn~es de z E C  n avec z j=xj+iXn+j ,  

oft x I c R  pour l=1,2, ...,2n. 

I1 suffit de consid~rer pour (i) le cas off k= 1, m > 2  et pour (ii) le cas off k = n - 1 ,  m<. 

2 n - 2 .  La rectifiabilit~ de I I - l (x)MA dans (i) est montr~e dans [13, 3.2.22], la rectifiabilit~ 

de IX(A) dans (ii) est ~vidente. D'apr~s Federer [13, th~or~me 3.2.29], il existe une familie 

d~nombrable de vari~t~s r~elles {Xj} de classe 61 de dimension m (Xj cC'~),  telle que 

H m ( A \ U ~ I  Xj)=O. I1 suffit de consid~rer le cas off A c C  1, d~fini comme l'intersection 

des zSros des fonctions r~elles f l ,  f2, ..., f2n-m, qui sont d~finies dans un ouvert de C n off 

Iofj  1 2n m rang/~-~x~/~ ....... 2n--m= -- " 
\ u  I / l=l,...,2n 

On remarque en plus que Tanm(Hm[A,z)  est un espace vectoriel r~el de dimension m 

pour Hm-presque tout  x E A  [13, 3.2.9]. Cet espace coincide donc avec Tan(A, z). 

(i) On consid~re les projections Ha du type H~:Cn--~C, Ha(z )=z l+a2z2+ 

OL3Z3-[-...-[-OLnZn, 0ll (~2, ..., O~n) E C  n - 1  avec oij : ~ j  q-i?]nq_j, 77l E R , / = 2 ,  ..., n, n +2 ,  ..., 2n. 
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On pose : 

X :=A• c CnxC n-1 muni  de la mesure  H ~ x H  2'~-2 not6e H 2n+m-2, 

B := {(z, a )  E X tel que d im(Tan(A,  z )NYi~ i ( I I~ (z ) ) )  ~> m - l } ,  

Bz:=Bn({z}xC ~ - i )  pour  t o u t z E A ,  

(os,  
M~ := ,~x-~x~,j= i ..... 2~-m 

k, 1 ] / = t , . . . , 2 n  

(10 
N ~ : =  ~=+2 ~ n + 3  "" 32n 1 

Pz,~ "= ( M ~  

I1 reste ~ mon t r e r  que H2n+m-2(B)=O. 
On a :  

0 -3n+2 -3n+3 ... -32n'~ 
~2 ~3 ... ~n ) ' 

B = {(z, a )  E X tel que rang(Pz.~)  ~< 2 n - r e + l } ,  

B~ = {(z, a )  E B tel que rang(Pz,~)  ~< 2 n - m + l } .  

I1 est clair que B est ferm6 dans  X et pour  tou t  zEA, B~ est un sous-espace vectoriel  r6el, 

s t r ic tement  inclus dans {z} x C n - i _ ~ R  2n-2 et donc H2n-2(Bz)=O. D'apr~s  le th60r~me 

de Lebesgue on a H2n+m-2(B)=O. D'ofl  (i). 

(ii) On consid~re les project ions  II~ du type  H ~ : C ~ - - + C  ~ - i ,  II~(z)=(Zl+C~2z~, 
Z2-~-a3Zn , . . . ,Zn_ l -~OlnZn)  , O~I (o~2 , . . . , an)EC n-1 avec a j = ~ j + i r ] ~ + j ,  r/~ER, l=2,...,n, 
n + 2 ,  ..., 2n. On pose : 

X : = A x C n - I c C n x C ~ - i  muni  de la m e s u r e  H m x H  2n-2 not6e H 2n+m-2, 

B := {(z, a )  E Z tel que Tan(A,  z ) N H 2 1 ( H ~ ( z ) )  = {z}}, 

Bz:=BM({z}xC ~-1) pour  tou t  zeA,  

M z  := ~k OXl / J = l  ..... 2n -m,  
/=1 , . . . ,2n  

! o ... o #2 o o ... 

1 ... o ~3 o o ... 
N ~ : =  : ... : : : : ... 

0 ... 1 /3~ 0 0 0.. .  

o -r 
o -~,~+3 ] 
: i ' 

o --~2n / 
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I1 reste g montrer  que H2 '~+m-2(B)=0.  

On a:  

B = {(z, a)  �9 X tel que rang(Pz,~) < 2n}, 

Bz = {(z, a)  �9 B tel que rang(P~,~) < 2n}. 

I1 est clair que B e s t  ferm~ dans X et pour tout zEA, Bz est un sous-espace vectoriel rdel, 

s tr ictement inclus dans {z} x C~- I - -~R 2'~-2 et donc H 2 n - 2 ( B , ) = 0 .  D'apr~s le th40r~me 

de Lebesgue on a H2n+m-2(B)=O. D'ofi (ii). [] 

LEMME 1.5. - -  Soit A C C  n un ensemble (H2V-l,2p-1)-rectifiable. Alors pour 

H2P(n-P)-presque route projection H �9  il existe un sous-ensemble E n c A ,  

H 2p-1 ( I I (En ) )=0 ,  tel que la restriction II[A\E n soit injective. 

Preuve. - -  D'apr~s Federer [13] il existe des vari&4s r4elles (2p-1)-dimensionnelles 

K j C C  n de classe C 1 telles que H2v-I(A\(J~.__I K j ) = 0 .  I1 suffit donc de consid&er le cas 

off A est de classe C 1. Dans un ouvert de Zariski de G(p, n), une projection lindaire H 

est param&r4e par une matrice 

de mani~re suivante : 

M = ( a i , j )  l~<i~<p 
p-t-l~j~n 

rli(z) : =  zi+ ~ a~,r 
j=p+l 

pour tout i = 1 , 2  .... ,p. 

Soient N : =  { (c~,/3) �9 A x A : a r et I la matrice identit~ d 'ordre p. L'ensemble de 

M tel que H ne v~rifie pas 1.5 est l 'ensemble de M tel que:  

NM := {(a,/3) �9 N :  ( I M ) a  = (IM)/3} 

est de mesure H 2p(n-p) positive. 

Soient P : = N  • G(p, n - p )  muni d 'une mesure H 4p-2 x H 2p(n-p)--=-:H 2p(n-p+2)-2, 

Q:={(a , /3 ,  M)CP:  (a, /3)eNM} et Q~:={(/3, M) :  (a,/3, M ) e Q } .  n suffit de prouver que 

H2P('~-P+2)-2(Q)=O ou d'apr~s le th~or~me de Lebesgue il suffit de prouver que pour 

tout a E A  on a H2P(n-P+I)-r(Q,~)=O. Ceci est clair car Q~ admet  une structure d 'une 

vari~t~ r~elle de classe C 1 et de dimension 2 p ( n - p ) - 1 .  [] 

LEMME 1.6. - -  Soit f tCC un domaine dont le bord bf] est (H  1, 1)-rectifiable. Soit 

ECbf~ un compact, H i ( E ) > 0 ,  tel que pour tout xEE,  Tan(b~ ,x )  soit une droite rdelle. 
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Alors il existe un domaine de Jordan f t ' C ~  ~, bord HI-rectifiable tel que HI(b~C)E)>O 
et tel que b~'A~ soit de classe C ~. 

Preuve. - -  Soient U la composante connexe non born6e de C\bft, F la composante 

connexe de bg~ contenant bU. D'apr~s Federer [13, 3.2.29] il existe des courbes r6elles 

{')'j}jeN de classe C 1 telles que Hl(b~t\U'yj)=O. On peut supposer que EC71 et que 

"Y1 vavers  c~ et s6pare le plan en deux parties. En remplaqant f~ par une composante 

connexe convenable de f~\~/z on peut supposer sans perdre en g6n@alit6 que EcbU. 
Soit Q la composante connexe de C \ F  qui contient ft. Alors Q est simplement connexe. 

Soient D l e  disque unit6 de C et g une application biholomorphe de D dans Q. D'apr~s le 

th~or6me de Pommerenke-Alexander [21], [3], g se prolonge continfiment h D, et d'apr~s 

Lawrence [19, Theorem 2], g'cH1 et Hl-presque tout point de g(bD) admet une ou deux 

pr~images. On pose T:=g-I(E).  On a HI(E)<~fT Ig'(eit)l dr, d'ofi H i ( T ) > 0 .  Soit F c T  
un fermi, H i ( F ) > 0 ,  tel que chaque point de g(F) admet une unique pr6image. On a 

H 1 (g(F))=fF Ig'(eit)ldt" Si g'--0 gZ-presque partout sur F,  d'apr6s Smirnov [14, p. 409], 

la fonction g'(z) tend vers 0 quand z tend vers z0 le long des arcs non tangentiels pour 

Hl-presque tout zoEF; d'apr~s le thdor6me de Privalov [14, p. 428] on a g'--0 sur D ;  

c'est impossible. Par cons6quent HI(g(F))>O. 
Pour tout r on pose 

g(~)-g(r  
u((, ~o) := arg 

d6fini et continue sur D\{~0}. L'image par g d 'un petit arc de bD contenant ~0 est 

une courbe r6elle continue et incluse dans bQ; de plus, Tan(bQ, g(~0)) est une droite 

r6elle (ceci est valable pour Hl-presque tout ~0EF), donc arg(g(r est born6 

au voisinage de ~0, et puis u(~, (0) l'est aussi. Comme gEH1, l'application u(~, r se 

prolonge continfiment sur bD pour Hl-presque tout ~0EF, et donc l'app]ication g est 

conforme en ~0. 

Pour Hl-presque tout ~oEF et k E N  on d6finit le c6ne tronqu6 en z0 : 

s(k)zo := { zED:  Izl > 1-1 /k ,  ~ c > 0  tel que: Izo+c(z-zo)l < ~}, 

F M := {z0 e F :  Ig'(z0)l < M} 

et 

Fk M := {Z0 CF'M: Sz(0k)ng-l(bft) ---- O et Ig'(z)l < 2 M  pour  tou t  z E s(ok)}. 

Comme g E//1, il existe M>>O tel que H 1 (F M) >0. On sait que pour une fonction g telle 

que g' soit de type H~, g'(zo) est la limite de g'(z) quand z tend vers zo le long des 

arcs non tangentiels pour HZ-presque tout zoEbD (th~or~me de Smirnov [14, p. 409]). 
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D'aprbs l'hypothbse, on a l i m k ~  Fk M = F  M, donc il existe N E N  tel que pour tout k>~N 

on a H I ( F M ) > 0 .  Soit L c F N  M, H i ( L ) > 0 ,  un ferm~ tel que L soit inclus dans un arc l 

continu, ouvert de bD avec HI(1)<<I/N. On 6crit l 'ouvert b D \ L  de bD sous la forme 
m 

L:---Uj=0 lj, off les lj sont des arcs ouverts connexes de bD de sommets (aj,bj) et 10 est 

de longueur maximale parmi les lj. On considbre le domaine R c D  born6 par : 

- -  le bord bD de D, 

- -  les rayons Oao, Obo, 

- - l e  cercle { z e C : l z l = l - 1 / g } ,  

- -  les petits arcs (aj, bj) v des cercles Cj, passant par aj, bj, tels que les angles entre 

Cj et bD soient 80 ~ 

Par  construction, ce domalne est un domaine de Jordan h bord rectifiable et 

R n g - l ( b Q ) = O .  Le domaine g(R) est aussi de Jordan et g(R)r)bQ=~ car glDuF est 

injective. I1 est de plus ~ bord rectifiable car g' est born6e dans /~ par 2M. Par con- 

struction, b(g(R))N~ est C ~ par morceaux et HI(bg(R)OE)>O. On pent  modifier cet 

ensemble pour obtenir un domaine f~', qui v~rifie le lemme. [] 

Soient ~ un ouvert de C, x un point de b~ tel que Tan(b~, x) soit une droite rdelle. 

Un arc dans l~ de point terminal x est dit non tangentiel si, dans un voisinage de x, il est 

inclus dans un angle plus petit  que 180 ~ de sommet x et de bissectrice orthogonale ~ b~. 

Le th~or~me d'unicit6 suivant est un corotlaire du lemme pr6c6dent et du th6or~me 

d'unicit6 de Privalov [14, p. 428], qui a la m~me formulation pour un domaine de Jordan 

bord rectifiable dans C : 

THI~ORI~ME 1.7 [9, th6or~me 2.1]. - -  Soient ~ un ouvert connexe de bord (H 1, 1)- 

rectifiable de C, f une fonction holomorphe sur ~. Supposons qu'il existe un ensemble 

E c b ~ ,  H i ( E ) > 0 ,  tel que pour tout xoEE,  Tan(bl2,x0) soit une droite rdelle et f ( x )  

tende vers 0 quand x tend vers Xo le long des arcs non tangentiels. Alors f = 0  sur ~. 

LEMME 1.8 (th6or~me du support de King [17, p. 218], [19, p. 4 1 2 ] ) . -  Soit T e  

Fk(Rn),  M ( T ) < + c %  dont le support est (H  k, k)-rectifiable. Alors il existe un k-champ 

de veeteurs ~ intdgrable, ddfini Hk-presque partout sur supp T tel que T = H  k Lsupp TA~. 

LEMME 1.9 ( H a d a m a r d ) . -  Soient A un anneau int~gre et G(w)=)-~'~mr FjwJ, 

F jEA,  une sdrie formelle. Alors, les deux conditions suivantes sont dquivalantes : 

(i) G(w) reprgsente une fraction rationnelle P (w) /Q(w)  avec P, QeA[w] des poly- 

n6mes en w e t  d e g Q ~ q .  

(ii) Pour tout multi-indice (kl, k2, ..., kq+l) d ' entiers positifs on a det a kl . . . . .  k q + l - - - - 0 ,  
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akl,...,kq+l :~ I 
F-k1 F-k~- i  ... F - k l - q  ) 
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\ F-kq+l F-kq+l-1  ... F - k q + l -  q / 
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2. E n v e l o p p e  p o l y n o m i a l e  d ' u n  c o m p a c t  de  l o n g u e u r  finie 

En 1971 Alexander a donn@ une g@n@ralisation du th@or~me de Wermer-Bishop- 

Stolzenberg. Ce th@or~me d'Alexander dit que si F est un compact connexe Hi-rectifiable 

dans C n (plus g@n@ralement F est inclus dans un compact connexe Hi-rectifiable de C ~) 

alors F \ F  est un sous-ensemble analytique born@ (@ventuellement vide) de dimension 

pure 1 de C'~\F [1]. Plus tard, en 1986, il a montr~ que la connexit~ de F n'est pas sup- 

primable [2], puis en 1988 il a prouv@ que si F est une courbe de Jordan H 2 ( F ) < + c o  [4]. 

R@pondant aux questions pos@es par Alexander le r@sultat r@cent de Lawrence [19, 

th~or~me 3] dit que si F est un compact connexe, Hi-rectifiable dans C n, F d@finit 

un courant d'int@gration IF\F] de bidimension (1, 1) de C n, de masse finie. De plus, 

le courant 1-dimensionnel d[F\F] est un courant rectifiable, dont le support est inclus 

dans F, avec la multiplicit@ 0, 1 en Hl-presque tout point de F. 

Notre r@sultat principal de ce paragraphe est le th@or~me suivant : 

THt~OREME 2.1. - -  Soit F c C  n u n  compact vdrifiant A1. Alors F \ F  est un sous- 

ensemble analytique bornd (dventuellement vide) de dimension pure 1 de C n \ F ,  qui 

ddfinit un courant d'intdgration IF\F] de bidimension (1, 1), de masse finie de C '~. De 

plus, le courant 1-dimensionnel d[~\r] est  un  courant rectifiable, dour le support est 

inclus dans F, avec la multiplicitd 0, 1 en H 1-presque tout point de F. 

Remarque 2.2. - -  (i) D'apr~s 1.3 si F est connexe le th@or~me pr~c@dent se r@duit 

au th@or~me de Wermer-Bishop-Stolzenberg-Alexander-Lawrence [19, th@or~me 3]. 

(ii) D'apr~s Alexander la condition A1 dans le th@or~me 2.1 n'est pas supprimable 

(voir 3.2 (iii)). 

Note. - -  A la suite de la prdpublication de cet article, G.M. Lawrence m'a commu- 

niqu@ le manuscrit [20], oh il d@montre le th@or~me ci-dessus ind@pendamment. 

Pour la ddmonstration de ce th@or~me, on utilise les lemmes suivants : 

LEMME 2.3 (Alexander [ 1 ] ) . -  Soit L C C  un compact, HI(L)<~-c~.  Soit ~o la 

composante connexe non bornde de C \ L .  Alors pour route composante connexe ~ de 

C \ L  il existe une suite de composantes connexes ~2i1,~i2, ...,~im de C \ L  teUe que 
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gtil=f20, 12im=gt et telle que f~ik,ftik+a soient adjacentes, i.e. Hl(bl2ikMbl2ik+a)>O pour 

tout k=0,  1, . . . ,m-1 .  

LEMME 2.4 (Stolzenberg [22, lemme 5 ] ) . -  Soit Y un compact de C n et f u n  

polyn6me. Si x E C  est un point du bord de la composante connexe non bornde de C \ f ( Y )  

et M : = { z e Y :  f ( z ) = x }  alors M = ( M M Y )  ^. 

THff, OR~ME 2.5 (Stolzenberg [22]). - -  Soient K C C n une rdunion finie d'arcs fermds 

de classe C 1 (i.e. les images dans C n de l'intervalle [0, 1] par des applications C l) 

et X c C  n un sous-ensemble polynomialement convexe. Alors ( K U X )^ k ( K U X ) est un 

sous-ensemble analytique ( dventueUement vide) de dimension pure 1 de C n \ ( K U X ) .  

LEMME 2.6 (principe de module maximum local de Rossi [22]). - -  Si T C ~ ' C C  n et 

a est le bord topologique de T dans ~" alors TC(crU(TNY))^ .  

LEMME 2.7 (Alexander [1, lemme 2]). - -  Soient ~2 un domaine de Jordan de C (t 

bord rectifiable, K un compact de bf~, H I ( K ) > 0 ,  Q un compact polynomialement convexe 

de C '~, f u n  polyn6me de C n, s un entier positif. Supposons que Q=(f - I (b f~)MQ)^  

et que pour tout AeK,  f - I (A)MQ ait au plus s points. Alors f - l ( f~)MQ est un sous- 

ensemble analytique ( dventuellement vide) de dimension pure 1 de f - l ( f~) .  

LEMME 2 . 8 . -  Soient F u n  compact de C n, H I ( F ) < + o c ,  et f un polynSme de 

C n tels que f ( F ) c C  vdrifie la condition A1. Soient ftl ,  ft2 deux composantes connexes 

adjacentes de C \ f ( F )  (i.e. Hl(bf~zMb122)>O). Supposons que FMf-l( f~i)  soit un sous- 

ensemble analytique de dimension pure 1 de f-l(12i) pour i=1 .  Alors c'est aussi vrai 

pour i=2. 

P r e u v e . -  Cette d~monstration est une modification de celle d'Alexander [1, 

lemme 6] dont le lemme 1.6 est l 'argument principal. Soit Ecbf~lNbf~2 un compact 

tel que H I(E) >0 et tel que Tan( f  (F), x) soit une droite r~elle pour tout x e E .  Comme 

H l ( F ) < + c o ,  on peut supposer que tout point de E admet au plus sl pr6images par 

l'application f :  f - I (E)MF--*E ofa s lEZ.  I1 existe d'apr~s 1.6 deux domaines de Jordan 

f ~ C f ~  tels que HI(bft~ME)>O pour i=1,  2. On peut trouver les f~ tels que bf~ME= 

bft~2ME (voir la d~monstration du lemme 1.6). On note K:=bf~lME=bf~t2ME. Soit U la 

composante connexe non born~e de C \ (ft~ U Ft~). Alors Z:= C \ U est polynomialement 

convexe dans C. Par hypoth~se f - 1  (f~l) est un sous-ensemble analytique de dimension 

pure 1 donc f:  f-l(f~l)MF--*f~l est un rev~tement ramifi~ de s2 feuillets. D'apr~s 2.6 

(appliqu~ h y : = r  et T : = F M f - I ( Z ) )  on a: 

e n / - l ( z )  = [ ( r n S - ~ ( Z ) ) u ( e n f - ~ ( b Z ) ]  ^. 
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On remarque que bU~_b~T2, donc bUN(b~t~\b~2)~ et donc bU contient un arc 

ouvert 1 de classe C ~ de bl2'~\b~. On note 

A:=f-I(1)AF, F : = Z \ ~ ,  Xo:=f-I(F)NFUf-I(bU\I)MF, X:=)~0. 

On a: FMf-I(z)=(XUA) ̂  et d'apr6s 2.4 appliqu6/~ Y:=X0, on a xnf-l(x)cr pour 

tout xEK\bU. Soit pc(~\r)nf-l(g). Alors pc(XUA)^-(XUA).  
D'apr6s le th6or6me 2.5 de Stolzenberg appliqu6 ~ K:=f-l(l)nF, F est un sous- 

ensemble analytique de dimension pure 1 au voisinage de p. Donc f n'est pas locale- 

ment constante sur chaque composante analytique de F e n  pC f - l (x )N (F\F) pour tout 

xCK sauf peut-@tre un nombre d6nombrable de x. Au voisinage dans F d'un tel point 

p l'application f d6finit un rev@tement ramifi6 au-dessus d'un voisinage de x dans C. 

Par cons6quent, pour Hl-presque tout point xCK\bU, f - l ( x ) n F  a au plus s:=st+s2 
points. On pose Q : = f - I ( ~ ) N F .  D'apr6s 2.6 (appliqu6/~ Y:=P et T:=Q en remarquant 

que Q est polynomialement convexe) on a: Q=(f-l(b~2)nQ) ̂  (car f - l (Ft~.)nF=o).  

D'apr6s 2.7, f-l(f~'2)nF=f-l(f~'2)n Q est un sous-ensemble analytique de dimension 

pure 1 de f-l(~)~). 

Soit flcc122 un domaine de Jordan relativement compact ~ bord (H 1, 1)-rectifiable 

dans gt2 tel que bf lnf t~#o .  Alors ~ est polynomialement convexe, donc f - l ( ~ )  

et S : = f - l ( f i ) n F  le sont aussi. D'apr6s 2.6 (appliqu6 ~ Y:=F et T:=S) on a: 

S=(f-l(bi))nF)^=(f-l(bgt)MS) ^. Appliquant le lemme 2.7 g Q:=S et ~ an compact de 

longueur positive de bgtnf~ on trouve que f-l(gt)MF est un sous-ensemble analytique 

de dimension pure 1 de f-l(f~). Ceci est valable pour tout fl et donc f - l ( f l 2 ) n F  est un 

sous-ensemble analytique de dimension pure 1 de f - l (~2) .  [] 

Ddmonstration du thdorSme 2.1. - -  Soient z E F \ F  et f une projection de C n dans C 

(un polyn6me homog6ne de degr6 1) v6rifiant 1.4(ii) pour A:=P tels que / (z )~ t f ( r ) .  

Soient 12i les composantes connexes de C \ f (F ) ,  fl0 non born6e et gtlgf(z).  D'apr6s 

2.3 il existe une suite de composantes connexes gtil, f~i2, ...,l)im avec 12i1=120, f~i~=121 

telle que ~ik et gtik+~ soient adjacentes pour tout k=0, 1 , . . . ,m-1.  Comme C\f~o est 

polynomia]ement convexe, f - l ( C \ f l 0 )  l'est aussi. Donc f-l(gto)MF=O. D'apr6s 2.8, 

est un sous-ensemble analytique de dimension pure 1 au voisinage de z. Donc F \ F  est 

un sous-ensemble analytique de dimension pure 1 de C'~\F. La d6monstration du reste 

du th6or6me 2.1 est la m6me du th6or6me de Wermer-Bishop-Stolzenberg-Alexander- 

Lawrence (voir [19]). [] 
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3.  C h a i n e s  h o l o m o r p h e s  h b o r d  r e c t i f i a b l e  d a n s  C n 

Le r~sultat principal de ce paragraphe est une g~n~ralisation du th~or~me de Harvey- 

Lawson [15, th~or~me 3.3]: 

THt~ORI~ME 3.1. - -  Soit F u n  courant rectifiable fermd de dimension 2 p - l ,  maxi- 

malement complexe de C n. Supposons que le support de F (notd suppr )  vdrifie A2B-1. 
Dans le cas olz p = l  on suppose de plus que F vdrifie la condition du moment. Alors il ex- 

iste une p-cha~ne holomorphe unique V de Cn\supp  F qui ddfinit un courant d'intdgration 

de masse finie [Y] de C n tel que d[Y] =F.  

Remarque 3.2. - -  (i) D'apr~s 1.3, si suppF est connexe et p = l ,  le th~or~me 3.1 de- 

viendra un corollaire du th~or~me de Wermer-Bishop-Stolzenberg-Alexander-Lawrence 

[19, th~or~me 3]. 

(ii) Si F est une combinaison finie ~ coefficients entiers de sous-vari~t~s r~elles ori- 

ent~es de classe C 1, le th~or~me 3.1 se r~duit ~ celui de Harvey-Lawson [15, th~or~me 3.3]. 

La d~monstration d'unicit~ du th~or~me 3.1 se trouve aussi dans l'article de Harvey 

Lawson [15, th~or~me 2.1]. 

(iii) Alexander a trouv~ un compact X C C  2, H i ( X ) > 0 ,  dont ) ( \ X  n'est pas un 

sous-ensemble analytique de (~2 \ X  [2]. Cet exemple montre ~galement que la condition 

A2p-1 dans le th~or~me 3.1 n'est pas supprimable. P%cis~ment, Alexander a construit 

D des domaines D k c  C du type Dk= \[J j=l D(akd,  rk,j) avec D l e  disque unit~, ak,j ED, 

limj~oo I c~k,j]= 1, O<rk,j < 1--I(~kd] et les fonctions diff~rentes gk, grs ~ la fonction de 

Beurling, v~rifiant les propri~t~s suivantes : 

- -  E k , ~ = l  Hl(bD(ak,J, rk , j ) )  < + 0 0 ,  

- -  les fonctions gk sont d~finies holomophes sur Dk, m~romorphes sur D, continues 

dans Dk, 

- -  Ig~(z)l~<l pour tout zCDMDk, 

- -  gk = 0 sur bD. 

X Soit :=Uk=lXk off Xk:={(Zl,Z2)CCU:zlEbDk, z2=g(zl)}.  On a H I ( X ) < c ~  et 

X \ X  est la r~union de D x {0} et des J(k :={ (zl, z2)EC2: zl E Dk, z2 =g(zl)}.  Donc . ~ \ X  

n'est pas un sous-ensemble analytique de C 2 \ X .  En particulier, X ne v~rifie pas la 

condition A1. 

On remarque que H ~ ()(k)< co, donc il d~finit un courant d'int~gration [)(~] de masse 

finie de bidimension (1,1) d~fini dans C 2. Soit r~:=d[)( d. Alors Fk est un courant 

d'int~gration sur Xk, rectifiable de dimension 1, v~rifiant la condition du moment. Soit 

Do :=D x {0} c C  u. I1 ddfinit un courant d'int~gration [Do] de masse finie de bidimension 

(1, 1) de C ~. On pose F0 :--d[D0]. C'est un courant d'int~gration sur bD x {0}, rectifiable 

de bidimension 1, d~fini dans C u et v~rifiant la condition du moment. 
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On pose F : = ~ k _ l ( F k - F 0 ) .  I1 est clair que F est un courant d'int6gration sur 

UkC~=l bDk, de masse ~nie (born6e sup~rieurement par 2 E~, j=I  Hl(bD(ak,j,rk,J)))" I1 

est rectifiable, v6rifiant la condition du moment car les Fk la v6rifient. Les seuls sous- 

ensembles analytiques de C 2 \ supp F = C  2 \ X  sont des )fk. De plus, supp d[Xk] c Xk,  puis 

une r6union finie de tels Xk ne recouvre pas X =supp F, donc le probl~me du bord d[V] = F  

dans ce cas n'a pas de solution. 

COROLLAIRE 3.3. - -  Soient V un sous-ensemble analytique irrdductible ( dventuelle- 

ment avec des singularitds) de dimension pure p>~2 d'un ouvert U c C  n et D u n  ouvert 

relativement compact de V. Supposons que bD est l'image d'une varidtd rdelle de classe 

C 1 par une application lipchitzienne injective dans C ~. Alors toute fonction f: bD--*C 

lipchitzienne, de Cauchy-Riemann se prolonge ~ une fonction holomorphe F: D - ~ C .  

Ddmonstration. - -  Soit F l e  graphe de f dans C '~+1. Le bord de D est orient6, donc 

F est orient6. I1 est 6vident que F v6rifie la condition A2p-1 et qu'il est maximalement 

complexe. D'apr~s 3.1 il existe un sous-ensemble analytique born6 T de C ~ + I \ F  tel 

que d[T] =F. T e s t  d6fini comme un rev~tement au-dessus de D et d'apr~s le th6or~me 

d'unicit6 ce revStement n'a qu'un feuillet. I1 est d~fini donc comme le graphe d'une 

fonction F: D--*C. D'ofi 3.3. [] 

On note B :=supp F et D := C ~ \ B. Par hypoth~se, B est (H 2p- 1 , 2 p -  1)-rectifiable. 

I1 existe un (2p-1) -champ de vecteurs r/d~fini H2p-l-presque partout  sur B, int6grable 

avec [~(z)[EZ pour H2p-l-presque tout  z e B ,  tel que F = H  2p-I [BA~ [13, 4.1.28]. Soit 

r>>0 tel que Bc{[z [<r} .  

4. D 6 m o n s t r a t i o n  d u  t h 6 o r 6 m e  3.1 p o u r  le cas  off p = l ,  n = 2  

On note pour tout a E C  la projection : 

gk,a(~) := ( F, 2:1iZ2 k 

n (z) := zl- z , 

drip(z)  1 k Ra--~__~ ) , Rc~(~,w):-~wg~ - ~-~gk,a(~) w- )' 

gk := gk,o, R := Ro et I I :=I Io .  

Soient fti les composantes connexes de C \ H ( B ) ,  f~0 non born~e. La condition du 

moment entra~ne gk----O et R = I  au-dessus de f~0 (voir [15]). 

Supposons que II et H1 v6rifient 1.4 pour A:=B,  k:=l .  Alors B e s t  d6finie H L  

presque partout  comme le graphe d'une fonction, notre z2((), au-dessns de H(B).  
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LEMME 4.1. - -  (i) g0(( )EZ pour tout ( r  

(ii) [z]((, z2(C) pour Hl-presque tout ( Ebf~inbf~j. 

Ddmons t ra t ion . -  (i) Soit f : C \ { ( } ~ C ,  f ( (+re i~  ~~ off C est le cercle unit6 

du plan complexe. Comme F est un courant rectifiable ferm6, ( fo i l ) .  (F) l'est aussi. Donc 

il existe un entier k e Z  tel que (foII),(F)=k[C] oh [C] d6signe le courant d'int6gration 

sur C orient6 positivement. On a:  

( 1 dz~ ~ = (  1 a r g ( z l _ ( ) ) = k E Z .  go(() = r,  2~r----i'z-~-(] ( fo I I ) . ( r ) ,  

(ii) On remarque ici que k 6gale g la somme finie des • z2(r) l pour T parcourant 

l'intersection de II(B) avec une demi-droite r6elle de sommet ( g6n6rique. 

Consid6rons un point gdn6rique (E b l2i A b~j, une droite r6elle d g6ndrique passant 

par (, non tangentielle g H(B).  Soient (+ et ( -  deux points de d prbs de ~ tels que le 

segment [(+, ([ soit inclus dans fli, et le segment [ ( - ,  ([ soit inclus dans f~j. En prenant 

la demi-droite de sommet (+ passant par ( - ,  on a (ii) grace ~ la remarque ci-dessus. [] 

Soient f~i et 12j des composantes connexes adjacentes, l ic~i,  l jc f~j  des arcs non 

tangentiels de point terminal (0 E bf~i n bf~j. Pour Hl-presque tout (0 : 

LEMME 4.2. - -  (i) Les limites 

lim gk((+) et lim gk( ( - )  
~+-~o r162 
(+El, r  

existent. Elles sont borndes par M k pour M>>0 et de plus 

lim gk((+) - lim gk((-)=(go(f~i)--go(~j))Zk2(~O). 
r162 ;--*go 
r ~'- Eli 

(ii) On a : 

lim R( (  +, w) = 

r Elj 

(iii) R ( ( ,w)  est rationnelle par rapport d w au-dessus de chaque ~i et 0<  

pour tout CEliul3, pr& de ~o et Iwl>2M. 

Ddmons t ra t ion . -  (i) Soit v E C  tel que ]v]=l et V+(o~Tan(n(B),r Soit & : =  

{ z E C : V c E R  on a IZ-(o-CV] >r On fixe 0<e<<l  tel que dans un voisinage assez petit 
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u:={zeC: Iz-r de ~o, on ait Un(l~ul3)cS2~ et II(B)nS~/2nU=o. Alors 

1 k dzl 
l imgk( r  F, ~ / z  2 z l_ -~ j  ) 

=go(~ti)z2k(@)+lim( F, 2 ~ ( z k - - z k 2 ( @ ) ) ~ )  

=go(~i)zk2(,o)+lim(F, 21-z-~(zk2-zk2(~o))~[II-l(UC)) 

+ l i m ( F ,  1 k k dzl _I(u) ) (z2 -z2 (r ~ Ln 

=go(n,)z~(r ( r , ~  _ ) + 1 (zk z~(@))zd]Z~GLn_l(uc ) 

+l i ra (F ,  1 k k - dzl ,H_I(U) ) ~-~(z2 -z2  (~0)) Z l -~ - j  L 

Comme dans UNli on a I z l - r  et H(Tan(B, (r z2(r est une droite r~elle 
(1.4), la fonction 

1 . z k-z2k(r 
2~ri zl --~+ 

est uniform~ment born~e sur ( B r~ H - ~ (U)) x (l{ N U ). D'apr~s l e t  h~or~me de Lebesgue la 
limite pr~c~dente 

-~(F, 2~(zk2--zk(~o))~LXI-l(g)) 

=go(~i)zk(r [F ' 1 k k dZl \ ). k 
(On remarque ici que la fonction 

1 Zk2--zk(~o) 
2~i Zl --~0 

est d~finie continue sur B m~me pour zl=@ car la fonction z2(~) est d~rivable en ~o 
g~n~rique.) 

De m~me, on a:  

limgk(~_).=go(l.tj)zk(~o)+(F ' ~_~i Zk2_ zau(@))~)''" dZl "~ 
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L'~galitd limgk(r162162 est ~vidente. Soit r>>0 tel que 

Bc{Izl<.r}. Pour c ~ R  assez grand (peut-~tre ddpendant de ~0) on a:  

lao(a~)z~(r < (c~) ~, 

lao(~j)z~(r ~< (~)~, 

Donc il existe M>>0 v~rifiant (i). 

(ii) De mani~re formelle, on a:  

R(r w) _ ~o(~,)_~o(.~)e~p - Z -1 (g~ - g ~  ~~ 
lim R(~- ,  w) - k=l k 

=wgo(~,)_ao(~r exp[(go(Di)_go(Dj))log(1 z2_~o))] 

= (w_ z2(r 

(iii) Au-dessus de 12o, R= 1. Afin de montrer (iii) il suffit d'apr~s 2.3 de montrer 

que si (iii) est vrai pour ~i, il sera vrai aussi pour flj. Soient R:=P/Q la rep%sentation 

irrdductible de R avec P, Q polyn6mes par rapport ~ w, le coefficient dominant de Q 

valant 1, m:=max(O,[go(~i)-go(12j)l) et Q(~+,w)(w-z2(~o))m=~-~Sk=obk(~+)w k. On 

remarque d'apr~s (i) et (ii) que dans un petit voisinage U de ~o, les s~ries R(~ +, w) et 

R(~- ,  w) convergent uniform~ment pour I wl ~ 2M, avec ~+E li, r  l j, et d~finissent des 

fonctions holomorphes sans z~ro, localement born~es. On peut ~crire : 

9o(I • 
R(~+ 'w)- -  E Fk(r 

k ~ - - ~  

off chaque Fk est d~termin~ comme un polynSme d'un nombre fini des gj. On trouve 

facilement que Fgo(r177177 donc le coefficient dominant de Q est aussi 1. Comme 

la representation R=P/Q est irr~ductible, on a P(~+, w)=[i(w-xj(r et Q(~+, w)-- 

yi(w-yj(~+)) off xj et yj sont les z~ros et les p61es de R. Ceci implique que les coef- 

ficients de P et de Q sont born~s sur liAU. Soit (~+)keNCliNU, l imk-.~ ~+----~0, telle 

que les polyn6mes P(~+, w) et Q(r w) tendent vers les polyn6mes Pl(w) et Ql(W) uni- 

form~ment sur 3M<~IwI<~5M. Les fonctions rationnelles R(~+,w) tendent vers P1/Q1 
aussi uniform~ment sur 3M~< Iwl ~5M.  D'apr~s (ii) les coefficients de wJ avec j < 0  de la 

s~rie Q(~+, w)(w-z2 (~o))mR(~ -, w), d~termin~s par la formule de Cauchy sur Iwl--4M, 
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tendent vers 0, i.e. 

F_I  

F -2  

lim : 

F-k 

F2  sl/ 
F - 3  ... F - , - 2  bo 

ba 
: i ( ~ - )  l i m  + - -  ( r  - 

F - k - 1  ... F - k - ,  

Comme b s = l  l'@galit@ pr6c@dente montre que pour tout multi-indice (k l ,k2 , . . . ,ks+l)  

d'entiers positifs on a:  

lim d e t a  kl ..... k.+~=O 
r162 

(la notation a k~ ..... ks+~ est d@finie dans 1.9). Ceci est valable pour HLpresque  tout ~0E 

b~iNb~j. D'apr~s 1.7, d e t a  kl ..... ks+~=0, puis d'apr~s 1.9, R e s t  rationnelle par rappor t  

g w au-dessus de ~ j .  [] 

On d@finit Va:=i~d'd" log IRa(z1-az2,  z2)]. Le lemme 4.2 (i i i) implique que Va est 

une 1-cha~ne holomorphe de C 2 \ I I ~  a (Ha (B)). 

LEMME 4 . 3 . -  Les chalnes Va et Vo coincident dans l'intersection des ouverts o~t 

elles sont ddfinies, de sorte qu'il existe une unique 1-cha~ne holomorphe V dans l'ouvert 

D qui prolonge chaque Va. 

Ddmonstrat ion . -  On note D a : = H ~ I ( C \ H ( B ) ) .  Soit Y C C  l'ensemble des a c C  

tels que Ha v@rifie 1.4(ii) et 1.5 pour A:=B et k : = l .  D'apr~s 1.4(ii) et 1.5, Y est un 

sous-ensemble dense dans C, il est muni de la topologie induite par C. Pour montrer  

4.3 il suffit de montrer  que, pour tous a0EY,  c~IEY et toute composante irr@ductible 

T de VaoNDm avec la multiplicit@ m c Z ,  Va~nDao contient T avec la multiplicit@ m. 

On montre d 'abord  que pour un a C Y  fix@, s'il existe un point zoCT et un voisinage 

ouvert UCDa de z0 tel que V~NU contienne TN U avec la multiplicit@ m, alors Va 

contient TN Da aussi avec la multiplicit@ m. Sans perdre en g@n@ralit@, on peut  supposer 

que a = 0  et que ~ti est la composante connexe de C \ H ( B )  contenant H(z0). I1 suffit de 

montrer  que pour un point z E T N D ,  il existe un voisinage U, c D  de z tel que VoNU, 

contienne TNU~ avec la multiplicit@ m. Soit "yCT un chemin joignant z0 et z tel que 

H(7) soit une ligne bris@e (i.e. une courbe r@elle qui est une r@union finie de segments 

de droites r@elles) et coupe H(B)  transversalement.  D'une mani~re analogue g 2.3 et 6.1, 

on montre qu'il existe une suite de composantes connexes ~i~, ~ia,--., ~ i . ,  des courbes 

r@elles % C V  joignant z et un point zkE7 telle que ~ i~=~ i ,  H(z)C~ti~, % = %  ~tik et 

~ + ,  soient adjacentes, % C%+~ pour tout  k = l ,  2, ..., s -  1, et II(~k) C uk=~ ~tj pour tout  

k = l ,  2, ..., s. Cela nous permet  de faire une r@currence, i.e. il suffit de consid@rer le cas oh 
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s=2.  Soit a le  point d'intersection de H(7) et bf~i~ fqbf~i2. Soit f~ un petit  voisinage de a tel 

que la composante irr4ductible T' de TNII  -~ (f~) contenant b:=H-~(a)M') , soit le graphe 

d'une fonction holomorphe f au-dessus de fh On peut choisir f~ tel que T'cD car bED. 
On note K::bf~fqbf~2Mf~ , f~ :=12~Mf~, f~ :=f~Mf~.  Alors H ~ ( K ) > 0 .  La fonction 

(z~-f(z~))-mR(Zl, z2) est rationnelle par rapport  h z2 au-dessus de 12 dont le support 

des z4ros et des p61es au-dessus de ft- ne contient pas T 'NI I - I ( f~ I  ). I1 faut montrer 

qu'elle l'est aussi sur H-~(f2i~). Supposons par exemple que cette fonction s'annule sur 

T'MII-~(f/~2 ) dans H - ~ ( f ~ ) .  On 4crit cette fonction comme quotient irr4ductible des 

deux polyn6mes par rapport  h z2 au-dessus de f~( �9 
$2 " 

( z2 - f (z l ) )Pu(z~ ,  z2) 
(z~-f(zl))-mR(z~, z~) - Q~(z~, zz) 

et sur I I - l ( f~ l )  : 
Pl(Zl, z:) 

( z 2 - S ( z l ) ) - m R ( z l ,  - z2) 

Alors d'apr~s 4.2 (ii) pour des arcs non tangentiels l l c f ~ l  et /2C12~2 de sommet xEK 
(x un point g4n4rique de K)  on a:  

tim Pl(x+,f(x+)) lim Q2(x-,f(x-))=O. 
x+61l x-612 

Ceci est valable pour Hl-presque tout  x6K et quelque soient ll, 12 non-tangentiels de 

sommet x. Donc pour un x E K  fix4 on a:  

soit lim Pl(x+,f(z+))=O soit lim Q2(x-,f(x-))=O. 
X+.. . .~ ~g X-----.~ X 

x+61l x-612 

Autrement dit (d'apr~s 1.7), soit Pl(X +, f ( x + ) ) = 0  soit Q2(x-, f ( x - ) ) = 0 .  C'est une con- 

tradiction. 

Soit Yk c Y  l'ensemble des a tels que Vs contienne TM Ds avec la multiplicit4 k pour 

tout  kEZ. D'apr~s ce qui pr4c~de, les Yk sont disjoints. On note pour tout aEY, ks le 

nombre entier tel que c~EYk~. I1 reste h montrer que ks ne d4pend pas de c~. Pour cela il 

est suffisant de prouver que pour tout  kEZ,  a~ (Yk est l'adh4rence de Yk dans C), 

ks est constante au voisinage de c~ ~ Soit Uz C Dso un petit  voisinage ouvert simplement 

connexe d 'un point zETMDso, R c C  un voisinage de a0 tels que UzCCNseRDs. On 

remarque d'apr~s 4.2 (iii) et 1.9 que Rs d4finira dans Ds  une fonction rationnelle par 

rapport  h z2 non pas seulement pour a v4rifiant 1.4 mais pour tout c~EC. Dans N~en D~, 

pour [z2I>>0 on pose: 

oo 1 

k = l  
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On a: 

0 ~  ~-~ 1 [ Ogk,~ Ogk,~ ] , , - k  

k=l 

u~ Ir Oa k + l  

Ogl,c~ 
= 0r (zl-az~) 

car 

1 cOgk,a 1 COgk+l,~ 
k Oa k+-lZ2 O~ 

1 0 (  1 k d ( z l - a z 2 ) ~  1 0 (  zk+ld(Zl--OeZ2)~ 
= ~'o~ r, V~iz2 z l - ~ z 2 - r  k+l  or r, ~ ~%z--g~-r 

1( _1z  , 1( l 
=-k ~ z,_~_r r , ~  ~ ( ~ - 0 ~ )  

1 (r, l zk+l 4z,-~z~) 
k + l _  ~ 2 (z1_~z2_r 

l( _lz  1 (  
= k  27ri z l - a z 2 - g }  k ( k + l ) F , ~ - ~  2 (Zl_OlZ2_~)2 / 

1 1 
-- k (k+l )  2ri (F, d(zk+l(Zl--az2--~)-l)) = 0 

car dF=O. 

Soit A(zl, z2, a) une fonction d~finie sur U~ x R telle que : 

~ (Z!, Z2, OL ) -- O~~ 

On p o s e / ~  :=eARa ddfinie dans Uz x R. Alors R~ est ind~pendante de a et 

id 'd"  log IR~] = / d ' d "  log [R~[ 
7r 7r 

sur Uz pour tout aER. Donc dans R N Y  la fonction k~ ne d~pend pas de a. [] 

PROPOSITION 4.4. - -  M([V]) ~<2rM(r) et M(d[Y]) ~<4M(r). 

Ddmonstration.-  Le support de V e s t  un revStement ramifid fini au-dessus de 

chaque composante f~i. Soit n i l e  nombre de feuillets de ce rev~tement compt~s avec la 

valeur absolue des coefficients de la chaine V, i.e. la masse de la tranche (V, II, r au sens 

de Federer [13, 4.3.1] pour ~E 12i g~ndrique. 
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D'apr~s le th~or~me d'unicit~ 1.7 et le lemme 4.2, si ~ et ~ j  sont des composantes 

adjacentes les feuillets du support de V au-dessus de ~i sont les prolongements analy- 

tiques des feuillets au-dessus de ~3 saul peut-~tre un et ~ l'inverse. D'ofi : 

Ini-njl ~ Igo(12i)-go(~j)l. 

Cette in~galit~ permet d 'adapter la d~monstration donn~e par Lawrence [19, p. 411] pour 

un sous-ensemble analytique de la mani~re suivante : 

Pour tout m E N  on pose mj:=min(m, nj) et T:=~-~nj~j, Tm:=~mj~j les 1- 

chaines de C. I1 est clair que Tm d~finit un courant d'int6gration de masse finie. Pour 

tout point g~n~rique xEH(B)  on appelle i(x), j(x) les nombres entiers tels que 12i(x) et 

~j(~) soient adjacentes, x Eb~i(~)Nb~j(x) et les droites tangentielles ~ b~i(~), b~j(x) et 

II(B) coincident. On a: 

M(Tm) = ~z mj dxAd~ = ~ mj x d~ 
j ~j  

</ri(B)lni(z)--ni(~)]'lxdxl ~ /Ig~176 

f d~ I <~ rM(r). 

Donc M(T)-~limm_.~M(T,~)~rM(F). La m~me in~galit~ pour II1 permet d'avoir 

M([V])<.2rM(F). 
Alors IV] est un courant plat, donc d[V] l'est aussi. Soit I l'application lin~aire 

de C 2 dans R,  l(z):=aezl. Pour Hl-presque tout Cea le courant ([Y],l,~) est un 

courant d'int~gration sur une combinaison finie ~ coefficients entiers de courbes r~elles 

de longueurs finies (car [V] est de masse finie). Donc 

kz[(z}]. 
z e B n l - l ( r  

D'apr~s 4.2 (ii) et 4.1 (ii), I k~ I--Igo (~(n(~)) )  - go (~j(n(~)))l  = I~(z) l. Donc d'apr~s Federer 

[13, 
M(d[V] [dRe zl) -- JR  E Ikz I d(  ~< M(F).  

De m~me mani~re, 

M(d[V] Ld Im zl) <. M(F),  M(d[V] [d Re z2) ~ M(F)  et M(d[V] [dim z2) < M(F),  

d'ofi M(d[V]) ~<4M(r). [] 
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PROPOSITION 4.5 (formule de Stokes). - -  d[V]--F. 

Ddmonstra t ion . -  D'apr~s 4.4, on a [V]eF: (C 2) et donc d[V]~FI(C~). Comme 

M(d[V])<+oc, il existe un l-champ de vecteurs ~ d6fini HLpresque partout sur B 

tel que d[V]=HI[BA~ (d'apr~s 1.8). Le lemme 4.2 (ii) montre que (H) , (d [V] -F)=0  

et de m6me on a ( I I1) , (d[V]-F)=0.  Ceci entraine ~=~], HLpresque partout sur supp r .  

Donc d[V] =F.  [] 

5. D f i m o n s t r a t i o n  d u  t h f i o r ~ m e  3.1 p o u r  

le cas  o h  p = n - 1  ; m ~ t h o d e  de  t r a n c h a g e  

Soit l: C n ~ C p- 1 l :~-- (11, 12, ..., lp_ 1 ), une proj ection lin~aire v6rifiant 1.4, i.e. pour H 2p-2- 

presque tout ( E C  p-1 la tranche (F, l , ( )  est un coura, nt rectifiable ferm~ de dimen- 

sion 1 [13], dont le support v~rifie A1. Soient X~j des fonctions de classe C ~ ,  d~finies 

sur c ,  x~ (x)=O pour Ixl<<~j et X~ =1/2~i pour Ixl~>~j. 

LEMME 5.1. - -  Pour toute (1, O)-forme ~ holomorphe au voisinage de {l(z)=~}NB : 

p-1 dlj 
F, ~oA A dx~j(l j-r  

j=l lj -~j  ] 

est inddpendante des XEj pour lesquelles ~ est holomorphe au voisinage de 

p--1 
{llj(z)-r < ~j}nB, 

j~-i 

et ~gale ~t ((F, l, r ~). Zn particulier, (F, l, r vdrifie la condition du moment. 

Ddmonstration.-  Sans perdre en gSn~ralit~, pour montrer l'ind~pendance de la 

formule ci-dessus dans 5.1, il suffit de montrer l'~galit~ suivante pour e~<~l:  

p-1 "A dlj "~ 
F, ~A A dx~ (ly j=~ - J) l~-~Q ) 

= F,c, oAdx~,~(ll-r A A dxcj(lj-r162 �9 
j=2  

Comme la forme ~ est holomorphe au voisinage de ~P=l{llj(z)-~jl<<.cj}NB et F est 

maximalement complexe, on a:  

p--1 
r, ~A A d x ~ ( l j - r  dlj -~AdxEi(ll-~l)A lldl~l~lAP-lA dx~j(ly- ~j)'A eJ-~3/~-~]dl3 \ 

j=~ tj -( , j  - 3=2 

( (t~()~l(ll--'l)-)(a1(ll--'l))Al~-~l "'p-1 ~ ) )  = r , d  , d l l  ^ h d x ~ ( / ~ - C r  . 
j = 2  
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La partie droite de l'~galit~ pr~c~dente est ~gale ~ 0 car F est ferm~ et la forme 

p--1 dlj 
~o(Xel(ll-r A h dxej(lJ-4J)Alj_----~j 

- -  j = 2  

est d~finie sur B, nulle si [lj-4j[<<Ej pour un certain 0 < j  ~<p-1. D'ofi l'6galit~ qu'il faut 

d~montrer. 

D'apr~s Federer [13], on a: 

l.~(l(z)-r 
((F, /, (), ~) = F, 2(p--~)0-~r A dae(l(z))AdIm(l(z))A~ , 

71" ~1~2 . . . .  p--1 j = l  

off e:----(el,e2, ...,ep-t), D~:=(xcCp-I:  [xji<ej} et 1D, est ~gale ~ 1 sur De, 0 ailleur. 

On remarque de plus que : 

d llJ(z)-~Jl2 dli(z) 1 

Donc il existe des fonctions X~ telles que : 

p-1 dlj 

La partie ~ gauche est ind~pendante de e assez petit, et la d~monstration du lemme est 

complete. [] 

On consid~re une application lin6aire bijective H: (3~--~C '~, H=(HI , I I2 ,  ...,II~). On 

" - ( H I ,  H2, ..., II~_l, H~+I, ..., Hn-1). On suppose que note II ':=(H1,H2,... ,II,~_I) et H~.-  

II~ v~rifie 1.4 pour tout s - -1 , . . . , n -1 .  Le lemme 5.1 permet de d~finir pour tout CE 

C'~-I \H ' (B) ,  ~ := (~'1, ..., ~'~-1, ~'~+~, ..., ~',-,-~) : 

1 iik dH~ ~-1 H . dHj g~,~(r r ,~. /  ~^HZ~_r ̂  A d x ~ , ( 3 - ~ ) ^ ~ )  
j = l  

( 1 rI ^ = <r' n" ~>' ~-~ n ~ - ~ /  

) Rn(~,w):=w~m~162 - ~gn,~(~)w -k pour tout ~eC~-~\II'(B). 
k = l  

LEMME 5.2. - -  Les ]onctions gn,~ sont ind@endantes de s. 

Ddmonstration. - -  I1 suffit de montrer pour l<~s, d<~n-1 et 0~<s~<<1 : 

"~II n-1 
n ~r ~ " "  h ( H 3 - r  d &  - I I ~ A  dn~, F, 

lIs - r  A j=l dxea j --gj IIs'--r 
j#s 

n-1 dII~ 
^ A dx,~(Hj-~j)^-~-----;--,I =0.  

j = l  llj--(~j / 
j#s' 
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Comme F est maximalement complexe, pour les e# v6rifiant 

n--1 

r"l {In#(z)-~51 ~<e~}nB=o 
j=l 

on a: 

~ - 1 dIId P, II~A dIIs A A dXe j (YI j - (J )AI I j_~d  
I I ~ - G  #=1 

k dH~, ~-1 dHj HnA~A h dX~#(I]j-(~j)A--~ 
H , - 6  #=1 n#-(# ] 

##s' 

= (F, ( - d x e . , ( I I ~ , - G , ) - d x e 8 ( H s - G ) ) A H k A # I I s .  A dII~, 
u~-g8 II~,-G, 
n--1 

A A ~X~(Hj-r dHj 

j ~ 8 , 8  I 

d 1 --G))AH~A dn, dII,, =(r, ((~-x~.,(n~,-(~,)-x~.(n~ . n--EU--~_~ AnT_r 
,~-1 H dHj i A dx~,( ~-r j=l n j - r  

j~8~8 I 

Comme le courant F est ferm6 et que la forme 

( ~ /  _X~ (H _G))AIIkA dH~ dII~, 

. -1  i i _ ~  A A dX~(Hy--Q)A 
j= l  j --Qj 

est d6finie au voisinage de B, nulle si l I-Ij -~jl<<6# pour un certain 1 ~ j  ~ n - 1 ,  la derni~re 

partie de l'6galit6 pr6c6dente est nulle. [] 

LEMME 5.3. - -  (i) gn,0(r pour tout ~!tH'(B). 

(ii) Rri est rationneUe par rapport it w. 

Ddmonstration. - -  (i) D'apr6s 5.1 c'est un corollaire de 4.1 appliqu6 ~ F:= (F, H~, ~}. 

(ii) D'apr6s 5.1 et 4.2 (iii) appliqu6 ~ r:=(r, ws, ~>, la fonction RH est rationnelle 

par rapport ~ chaque variable. Elle est donc rationnelle. [] 

On pose Sn :=II ,  l(i~rs " log[Rn(G ~,~)]). 

LEMME 5.4. - -  Pour H2n-2-presque tout ( ~ C  n-1 la 1-chMne SnAH~t-l(~s) coi'n- 

cide avecla 1-chMne holomorphe construite comme dans le paragraphe 4 pour le courant 

F:= (F, II'~, ~ )  ddfini dans C 2_~ H~- 1 (~) .  

D d m o n s t r a t i o n . -  C'est un corollaire de 5.1. [] 
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LEMME 5.5. - -  S1] se prolonge~ Den  une p-chaine holomorphe unique V inddpen- 
dante de H. 

Ddmonstration. - -  Soit H une application lin~aire bijective g6n6rique de C n dans C n, 

H=(H1,  ...,Hn). On pose Hk:----(H1,...,Hk_l,Hk,IIk+l, ...,H,~) pour k=0,  1, . . . , n -1 .  On 

sait que la 1-cha~ne holomorphe construite dans le paragraphe 4 ne d~pend pas du syst~me 

des coordonndes choisi. Grs ~t 5.4, les chaines Silk et Sfik+l coincident sur l'intersection 

de leurs domaines de d~finition pour k--0, 1, . . . , n -2 ,  et Sfi ne d~pend que de H'. Ceci 

implique que SII et Sfi coincident sur l'intersection de leurs domaines de d6finition. D'ofi 

le lemme. [] 

P R O P O S I T I O N  5 . 6 . -  M([V])<co,  M(d[Y])<co. 

Ddmonstration. - -  Supposons que toute projection lin6aire l=(ll,12,...,lp_l)E 
G(p-l ,n)  de  C ~ dans C p-1 off lj(z) sont d'un des types zs, zs+zm, z~+iZm, v~rifie 

1.4 pour A:=B, k : = p - 1 .  D'apr~s 5.4 et 4.4 on a: 

M(([V],l,r162 et M(([dV],l,~))~<4M((r,/,r 

pour H2p-2-presque tout ~EC p-1. D'apr~s Federer [13, 4.3.2] on a: 

M([V] [dll Ad[1Ad/2A...Ad[p_I) = f M(([V], l, r dRe  r d im ~1 -.-dim 

~< / 2rM((F,  l, r d a e  ~1 d im ~1 -.- d im 

2rM(F)  < +co 

et 
f 

M([dV] [dll Ad[1Adl2 A... Ad[p_l) = / M( ([dV], l, C}) d Re r d Im r d Im r 

. /  4M((r, Z, r dRe ~1 dImr ~< dIm~p_l  D i D  

~< 4M(F) < +co. 

Les in~galit~s ci-dessus appliqu6es ~ tout l impliquent M( [V] )<+c~  et M(d[V D < + c o  

c a r  

- -  le courant [V] est de bidimension (p, p), 

- -  le courant d[V] est la somme de deux courants de bidimensions ( p , p - 1 )  

et ( p -  1, p), 

- -  les formes dzkAd2j peuvent 8tre ~crites sous les formes : 

dzkAd2j = - �89 (1+i)dzkAd2k -- �89 (1 + i )dz j  Ad2j 

+�89189  [] 
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PROPOSITION 5.7 (formule de Stokes). - -  d[V]=F. 

Ddmonstration. - -  D'apr~s 5.6, IV] est un courant plat, donc d[V] l'est aussi. D'apr~s 

1.8 et 5.6, il existe un (2n-3) -champ de vecteurs ( d~fini H2'~-3-presque partout sur B, 

tel que d V = H  2~-3 [BA~. Comme (d'apr~s 4.5 et 5.4) (d[V], l, ~} = (F, l, r pour H 2n-4- 

presque tout ~ C  ~-2 et Ha(n-2)-presque toute projection l ~ G ( n - 2 ,  n), on a ~=r~, 

H2n-3-presque partout sur B. Donc d[V]=F. [] 

6. D 6 m o n s t r a t i o n  d u  t h 6 o r ~ m e  3.1 p o u r  

le cas  g6n6ral  ; m 6 t h o d e  de  p r o j e c t i o n  

Consid~rons q2cG(p,n) une projection lin~aire de C n dans C p fix~e v~rifiant 1.4. On 

appelle ftj les composantes connexes de C P \ ~ ( B )  ; ft0 non born~e. Deux composantes 

f~j et ftk sont dites adjacentes si H2p-l(bf~jNbf~k)>O. 

LEMME 6.1. - -  Pour toute composante connexe ftj  il existe une suite de composantes 

connexes f~jl,f~j2,...,f~jm ; f t j l= f t 0 ;  ~jm=~j telle que f~j~ et gtjk+l soient adjacentes 
pour tout k=0,  1, ..., m - 1 .  

D d m o n s t r a t i o n . -  Soient g et h les applications lin~aires de C p dans R 2 p - 1  et 

dans R : 

g(~) := (Re~l , Im~l ,Re@,Imr  h( r  

Soient U un ouvert non vide de R 2p-~, a C R  et bER, b>>0 tels que g-~(U)Nh-~(a )Cf l j  

et g - l ( U ) n h - l ( b ) C ~ o .  Comme H2p-I (~(B)) ( -4-0o  il existe un compact K c U  et un 

entier s tels que H 2p-1 (K)> 0 et pour tout x E K l'ensemble g-1 (x)N h- l ( [a ,  b])N ~ ( B )  a 

exactement s ~l~ments. On d~montre le lemme par r~currence sur s. 

Pour s=0 ,  1 c'est ~vident. Supposons qu'il soit v~rifi~ pour 1, 2, ..., s - 1 .  I1 existe un 

nombre c E [a, b] et un compact K~ C K tels que g-1 (K1) ('l h -  1 (C) C ~'~j' pour un certain j ' ,  

et pour tout xEK1 l'ensemble g- l ( x )Ah- l ( [a , c ] )AO(B)  a on point unique. D'apr~s 

l'hypoth~se de r~currence il existe une suite de composantes connexes ftj~, f~j~, ..., f~j.~ 

telle que f~j0=f~0, f~jm=~y et telle que f~j~, f~3~+~ soient adjacentes. On sait par con- 

struction que ~j et ~j, sont adjacentes, donc ~t~ v~rifie aussi le lemme. [] 

Sans perdre en g~n~ralit~, on suppose que pour tout j>O il existe O~k<j tel que 

~j et ~tk soient adjacentes. 

On remarque que pour route projection lin~aire I]=(~,h)~G(p+l,n) de C n 

dans C p+~, YI. (F) v~rifie les conditions du th~or~me 3. i. On note d'apr~s le paragraphe 5, 

VH la p-cha~ne holomorphe de CP+~\H(B) telle que d[Vn]--II.(F). On consid~re 

( ~ ,  ..., ~p, h) comme un syst~me de coordonn~es de H ( c n ) .  Particuli~rement on ~crit 
n h(z)= y~j=~ a3z3. 
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LEMME 6.2. - -  Il existe une p-chMne holomorphe unique V dans D inddpendante 
de �9 telle que H.(V)=Vn pour H~(n-P)-presque toute projection H = ( ~ ,  h ) ~ G(p+ l, n) 
de C ~ dans C p+I. 

Ddmonstration.- On appelle Sv l'ensemble des couples (T, k) off T e s t  une p- 

chaine holomorphe born6e de C ~ \ B, k e NU { cx~} tels que M( [II, (T)]) < +oc, dH. (T) soit 

un courant rectifiable et tels que supp(II. (T) -Vn)FI~  -~ (~23)=g pour H2("-P)-presque 

toute H = ( ~ ,  h ) ~ G ( p + l ,  n) et O<.j<k. L'ensemble S~ est ordonn~ par la loi: (T, k)<  

(T', k') si k<k' et pour tout O<~j<k on a T~-~(12j)=T'~kO-~(~j). 

S'il existe une suite croissante infinie {(T~, k~)}~eN C Sv, alors V:= lim Ts v~rifiera le 

lemme. Par contre, soit (V, m) un ~l~ment maximal de S~, choisi par l'axiome de Zorn. 

On a m # o c .  La chaine Vg:=Vn-II.(V) est la solution du probl~me du bord dans C p+I 

pour FH := r-d[IL (V)]. Par construction dans les paragraphes 4 et 5, au-dessus de t)m, 

supp Vn est un rev~tement d 'un feuillet unique. Donc Vn est d6finie au-dessus de rim 

comme le graphe de la fonction gh,~,i(~)/gh,v,o(flm) avec la multiplicit~ gh,V,O(~)m), Of~ 

1 k d ~  P d~ j  

d6finies comme dans le cas off n=p+l. La fonction gh,~,O est localement constante, h 

valeur dans Z (d'apr~s 5.3) et la fonction gh,~,l d6pend lin~airement de c~=(c~l, ...,c~n) 
n (la fonction h est d6finie par h(z)=~j=l ajzj) .  On pent d~finir dans I I / - - l (~m) un  

sons-ensemble analytique Tm de dimension pure p tel que II.(Tm)=supp V n n ~ - l ( ~ m ) .  

Comme H.(Tm) se prolonge dans C p+I \H(B)  comme un sons-ensemble analytique pour 

H2(n-P)-presque toute I I = ( ~ , h ) ,  Tm se prolonge aussi dans C '~\B comme un sons- 

ensemble analytique, not~ Tin. Pour H2(n-p)-presque toute projection H = ( ~ ,  h) on a:  

H(Tm) est irr6duetible dans CP+I \H(B)  de sorte que II(Tm)CsuppVH et d[II.(Tm)] 

soit rectifiable. Soit (Y', m ' ) :=  (Y+gh,V,o(~m)Tm, m+ 1). Alors (Y', m') ES~, (V, m) < 

(V', m'). C'est une contradiction. On a donc m = ~ ,  i .e .H.  (V)=t in  pour H2(n-P)-presque 

tout I I = ( ~ , h ) .  Afin de montrer que V e s t  ind~pendante de ~, il suffit de montrer 

que pour une II=(~2, h) fix~e, il existe une cha~ne unique V v6rifiant II.(V)=VI] (i.e. 

ind~pendante de syst~me de coordonn6es choisi pour H(Cn)). Soient V e t  V' deux p- 

chaines holomorphes born~es de C n \ B telles que II. ( [V] ) = H. ([V']) = VrI. Soient k e N le 

plus petit entier tel que (V--V')Nk~-l(flk)r et O<.l<k tel que t21 et ~k soient adja- 

centes. Grs au th~or~me d'unicit6 1.7, s u p p ( V - V  ~) au-dessus de ~k est un rev~tement 

d 'un feuillet not~ Tk. On a Y-V '=cTk  sur kO-~(glk), off ceZ\{0} .  On a H . ( V - V ' ) =  

c I I . (T ) r  sur ~-l(~lk) .  C'est une contradiction. [] 
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PROPOSITION 6.3. - -  M([V]) <+c~,  M(d[V]) < + o c .  

Ddmonstration. - -  Sans perdre en g~n~ralit~, supposons que toute projection lin~aire 

H=(H1,  II2, ..., Hp+l) E G ( p + I ,  n) de C n dans C p+I, oh IIj sont d 'un des types zs, zs+zm, 
z~ +izm, v~rifie 1.4 pour A :=B ,  k :=p +  1, et qu'elle s~pare les composantes irr~ductibles 

de supp V. D'apr~s 6.2 on a M(H. ( [V] ) )<+oc .  D'apr~s le th~or~me de Wirtinger : 

M([V]) = ~ M ( I I j l , j  2 ..... jp([Y])) 

avec Hjl,j 2 ..... jp :=(zjl ,  zj2,..., zj ,)  une projection lin~aire de C n dans C p et (jl, j2,.-., Jp) 
un sous-ensemble ordonn~ de (1, 2, ..., n). Donc M([V])<+oc .  La chMne Y d~finit alors 

un courant IV] plat de masse finie dans C ~. De plus, d[V] est aussi un courant plat de C ~. 

D'apr~s 5.6 on a M(dII.([Y]))<+oo. Soit/=(/1,12,  ..., I2p-1) une application lin~aire 

de C ~ dans a 2p-1, oh 12m_l::IIm, 12m:=IIm pour m = l ,  2, . . . , p -1  et 12p_l:IIp OU ~p. 

Pour H2p-l-presque tout r  :p-1 la tranche (d[V], l, r est un courant plat de dimen- 

sion 0 [13, 4.3.2]. Comme le support de ce  courant plat est un ensemble fini, il est une 

somme finie des masses de Dirac g coefficients dans C. Comme l'application H v~rifie 1.4, 

M((d[V], l, r  l, r On a d'apr~s Federer [13, 4.3.2] : 

�9 ..Adl2p-1) = f M((d[V], l, r gel dr ... d~zp-1 M(d[V] [dll Adl2 A 

= J" M(H.((d[V], l, ~))) d~l dr dr i @ D Q 

= M(dII.([Y])[dll  Adl2A...Adl2p-1) < +oo. 

Ceci est valable pour tout (/, H) choisi. De plus, d[V] est la somme de deux courants de 

bidimensions (p, p -  1) et ( p -  1, p), donc M(d[V]) < +oo. [] 

PROPOSITION 6 . 4 . -  d[V]=F. 

Ddmonstration. - -  D'apr~s 6.3, IV] est un courant plat, donc d[V] l'est aussi. On a de 

plus M(d[Y])<+c~ (d'apr~s 6.3), qui implique (d'apr~s 1.8) d[V] = H  2p-1 LBA~, oil ~ est 

un (2p-1) -champ de vecteurs int6grable d6fini H2p-l-presque partout sur B. D'apr~s 6.2 

et 5.7 on a II .  (d[V]) = H .  (P) pour H 2(n-p- 1)(P+l)-presque toute projection H e  G(p+ 1, n) 

de C ~ dans C p+I. Donc ~=r/ H2p-l-presque partout  sur B, d'oh d[V]=F. [] 

7. C h a i n e s  h o l o m o r p h e s  ~t b o r d  rectifiable dans u n  o u v e r t  q - concave  de  C P  '~ 

Existence du probl~me. - -  Lawson a donn~ l'id~e d'une surface de Riemann g bord 

dans C P  2, non incluse dans une courbe algdbrique, et rencontrant toute droite pro- 

jective. Cette idle permet de dire que le probl~me du bord dans l'espace projectif ne se 
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rdduit pas en gdn6ral h celui dans l'espace affine en enlevant un hyperplan projectif. Cette 

existence est prouvde par Fabre de mani~re implicite. Dans ce paragraphe nous donnons 

une famille explicite de surfaces de Riemann h bord dans C P  2 rencontrant toute droite 

projective. 

LEMME 7.1. - -  L'dquation exp(z)-P(z)=O pour zEC admet un nombre infini de 

solutions, oft P e s t  un polyn6me non nul de z. 

Ddmonstration. - -  I1 y a plusieurs ddmonstrations pour ce lemme bien connu. Ici 

nous donnons une ddmonstration selon [8, pp. 284-285]. 

Supposons que e x p ( z ) - P ( z )  n 'admet qu'un nombre fini de solutions. Alors il existe 

un polynSme non nul Q(z) et une fonction h01omorphe f (z)  ddfinie sur C v6rifiant : 

e x p ( z ) - P ( z )  = exp(f (z) )  Q(z), 

d'ofi 

(exp(z) -P ( z ) )  Q(z) -1 = exp( f  (z)). 

Donc l'ordre de la fonction exp(f (z ) )  ddfinie par 

- -  In In maxl~l= ~ exp(f (z) )  
o rdexp( f (z ) )  := lim 

r ~  In r 

est 6gale a 1. D'aprbs le th6or~me d 'Hadamard [8, p. 259], il existe des nombres complexes 

a et b tels que f (z)=az+b. I1 est ndcessaire que a = l  et 1-exp(-z)P(z)=exp(b)Q(z)  

est donc un polyn6me. C'est une contradiction. [] 

PROPOSITION 7 . 2 . -  La surface de Riemann f(D(O,R)) de C P  2 pour R>>0 

rencontre toute droite projective, oft f :C--*CP 2, f ( t)=(Pl(t) ,P2(t) ,exp(t)-P3(t)) ,  

P1, P2, P3 sont des polyndmes lindairement inddpendants et n(0 ,  R ) : = { t E C :  I t l<R} .  

En particulier, pour Pl(t)=t, P2(t)=t 2, P3(t)=3,  cette surface est isomorphe au disque 

unitd. 

Ddmonstration.-  On note CP2*~-CP 2 l'ensemble des droites projectives para- 

mdtrdes par ~=(~0:~1:~2) (la droite projective correspondante est ddfinie par C P ~ =  

{z=(zo:z l :z2)  E C p 2 :  Zo~O+Zl~l + z ~ 2 = 0 } ) .  D'apr~s 7.1, f ( C )  rencontre toute droite 

projective. Pour chaque ~ E C P  2. on choisit un point Ar162 et un voisi- 

nage U ~ c c C  de t~ dans C. I1 existe des ouverts V~cCP 2 de ~ tels que C P  1 rencontre 

f(U~) pour tout (~EU~. Comme C P  2. est compact, il est recouvert par une famille finie 

d'ouverts V~I , V~2 , ..., V~,~. Un R>>0 tel que UCk c D ( 0  , R) pour tout k = l ,  2, . . . ,m vdrifie 

la proposition. [] 



E N V E L O P P E  P O L Y N O M I A L E  E T  C H A I N E S  H O L O M O R P H E S  61 

Ddfinitions, notations et la fonction G((,~) (voir [ 1 1 ] ) . -  Darts l 'espace projec- 

tif C P  ~, on note (w0:wl: ... :Wn) un syst~me de coordonn4es homog~nes, Q : = { w 0 = 0 }  

l 'hyperplan infini et (zj :=wj/wo)2=l les coordonn4es affines de C P ~ \ Q .  Un sous-espace 

projectif  de dimension q<~n de C P  ~ sera identifi4 ~ un point u de la grassmannienne 

G o ( q + 1 ,  n + l )  et on note P~ ce sous-espace projectif. 

Un domaine XC C P  n e s t  dit (lin6airement) q-concave s'il existe un ouvert connexe 

UCGc(q+I, n + l )  tel que X=U~euP~. 
D4sormais on consid~re p, q, r, des entiers v4rifiant l<~p, q, r<~n, n-p+l<~q, r<~n, 

X un domaine q-concave de C P  n e t  F u n  courant rectifiable ferm4 de dimension 2 p - 1  

de X,  de masse finie et maximalement  complexe, dont le support  est (H2P-l,2p-1)- 
rectifiable. 

Soit P~ un sous-espace projectif  de dimension r de C P ' k  I1 d6finit un courant 

d'int4gration de bidimension (r, r),  not4 [P~]. D'apr~s Federer [13], pour un P~ g4n4- 
rique on peut d4finir le courant d'intersection de F et [P~], de dimension 2 p + 2 r - 2 n - 1 ,  

not4 F n  [P~]. Ce courant est rectifiable, ferm4, de masse finie et maximalement  complexe. 

On suppose que le courant (2p-3)-dimensionnel  FN[Q] l 'est aussi. 

Soit ~ u n  point g4n4rique de Gc(n-p+l ,  n + l ) ,  d4fini par une matrice p x  ( n - p + l )  

,=(~,  v), oa 
1 n--p 

( =  �9 e t  r l =  i ". .  : . 

~n \ ~ ... ~ - ~  

Le sous-espace P~ de dimension n - p  sera d4fini par les 4quations 

wj -~jw 0 -~]lw 1 -...-?~2-Pwn_ p ~- 0 

On consid~re 

pour j = n - p + 1 ,  ..., n. 

9j(w) :=wj - ( jwo  1 ~-p - -~j  Wl --...--T]j Wn_p, 

i n--p gj(z) := z j -~ j - ,T j  z l - . . . - , l j  zn-p 

et v '  la matrice d4duite de u par  suppression de la premiere ligne, P~, le sous-espace 

projectif  de dimension n - p + l  de C P  n d4fini par u'6Gc(n-p+2, n + l ) .  Le sous-espace 

P .  peut ~tre consid4r4 comme un hyperplan de P~, d4finie par On_p+1=0. On pose 

g : = g n - p + l .  

Pour un v e G c  (n - p  + 1, n + 1) g4n4rique on a P ,  n supp F = O et P~, N Q A supp F = 0 .  

Soient X~j des fonctions C ~ d4finies dans C P  n ~ valeurs dans C, nulles au voisinage de 

{gj=0} et 4gale ~ 1/2~ri en dehors d 'un ej-voisinage Wj ej de {~j=0} avec la condition 
n - - ~ j  Aj=n-p+2 W 5 c X \ Q .  Le Iemme suivant est prouv4 de mani~re analogue g celle de 5.1 : 
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LEMME 7.3. - -  Pour toute (1,O)-forme ~ qui est holomorphe au voisinage de 

N n supp r, 

est inddpendant de X~ et dgal a (I"N[P~,,], ~). 

Pour tout courant (2p-1)-dimensionnel F rectifiable, fermi, maximalement com- 

plexe dans X, dont le support est (H2P-~,2p-1)-rectif iable et pour tout u = ( ( , r ] ) c  

G o ( n - p + 1 ,  n + l )  v~rifiant P~,n supp r = o  et P~,AQNsupp F = O ,  on peut d~finir la fonc- 

tion G((,  r/)/~ valeurs vectorielles : 

2r--i zk g Aj=2p+2dx~ ~ gJ ] )k=l 

D'apr~s 7.3 pour un v g~n~rique on a: 

G(~, ~?) = { (Fn[p~,] ,  1 d g ' ]  n-p 
2  zkT) k= 1 

THI~OR~]ME 7.4. - -  Soient X c C P  n u n  domaine q-concave (q>~n-p+ l),  F u n  cou- 

rant rectifiable, fermd, de dimension 2p-1  de X .  Supposons que supp F vdrifie la con- 

dition A2p-1. Alors les deux conditions sont dquivalentes : 

(i) F est le bord au sens des courants d'une p-cha~ne holomorphe de X de masse 

localement finie. 

(ii) F est maximalement complexe et il existe une matrice ({*,~*) au voisinage de 

laquelle 
N + N -  

\ j l =  j=l 

or + t y~ = y j =  (yj,~, y~,2, ..., yj,~_p), j =  l, ..., N • est une yonction vectomette holomo,~he 

en (~, ~1) et satisfait au syst~me d'dquations aux ddrivdes partielles 

yj oy j  
, k ~ t t - - O ~ ,  k = l , . . . , n - p ,  l = n - p + l , . . . , n .  

Remarques 7.5. - -  (i) La condition n6cessaire (i) => (ii) est d~montr~e comme dans 

le th~or~me de Dolbeault-Henkin [11]. 

(ii) Pour un F donn~, deux solutions du probl~me du bord different d'une p-chaine 

holomorphe de X [11, 1.4.1]. 
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COROLLAIRE 7.6 (voir [11, 1.5.5]). - -  Dans les hypotheses du thdor~me 7.4 s'il existe 

un sous-espace projectif II de dimension n - p +  l, inclus dans X ,  tel que suppFNII=O,  

alors les deux conditions suivantes sont dquivalentes : 

(i) F est le bord au sens des eourants d'une p-chaine holomorphe de X \ I I  de masse 

loealement finie. 

(ii) F est maximalement complexe. 

COROLLAIRE 7.7 (voir [11, 1.5.2]). - -  Dans les hypotMses du thgor~me 7.4, les con- 

ditions suivantes sont dquivalentes : 

(i) F est le bord d'une p-cha~ne holomorphe de masse localement finie de X\Pv*.  

(ii) F est maximalement complexe et D~G(~,7)=O au voisinage de u*. 

Ddmonstration de la condition suJfisante de 7.4. - -  

LEMME 7.8 (lemme de Darboux [11, 2.4.1]). - -  Si dans un voisinage de u*, la fonc- 

tion vectorielle f (u)=t( f ] ,  ..., fn--p) est holomorphe et satisfait it 

Of Of 
fk 0~l 07~' k = 1, ..., n - p ,  1 = n - p +  1, ..., n, 

alors le point (f(u), ~+7f(u) )  ddcrit une sous-varidtd analytique complexe T de dimen- 

sion eomplexe p, d'un ouvert de CP'~\Q; les n - p  premieres coordonn6es du point 

d'intersection de Pu et de T sont les composantes de la fonction f .  

Le lemme 7.8 nous permet de rdduire la ddmonstration de la condition suffisante 

de 7.4 vers celle de 7.7. On note T~ pour la sous-varidtd complexe de dimension p con- 

struite d'aprbs le lemme de Darboux pour f : = f f  et pour j = l ,  ..., N ! .  On pose T*:= 
N + N -  T -  * ' - -  E j = I  T+ - - ~ j = l  j " Soit U c X  un voisinage ~ bord C ~162 assez petit de P , . .  On a T ~ . -  

T*nU est une p-chaine holomorphe de U. On pose FI:=d[T~], F 2 : = F - F 1  et G1(~,7) 

(resp. G2((,7)) est la fonction, ddfinie comme ci-dessus pour F:=F1 (resp. F:=F2).  
N + + N -  D'aprbs 7.3 et la formule de Cauchy on a G1 (r 7 ) = ~ j = l  f j  (r 7)-~-~j=l fj-(r 7), d'ofl 

D~G2(~,7)=0. La ddmonstration de la condition suffisante de 7.4 est rdduite h celie 

de 7.7, en effet, si T2 est une solution du problbme du bord dans 7.7 pour F:=F2 alors 

T:=T~s+T2 sera la solution pour 7.4 ear dT=dT~r+dT2=FI+F-FI=F. I1 nous reste 

montrer la condition suffisante pour 7.7. 

On considbre d'abord le cas off p = l ,  X est n-concave, donc X = C P  n. D'aprbs 7.7 (ii) 

on a: 

--TnZl --"'"--Tn Zn--1) = 0 O~ 2 r , ~ z k  
Zn--~--7~Zl- -  ~--1 �9 . .  - -  7 n  Z n -  1 
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pour  (~,~7) pros de (~*,r/*) et  t ou t  k = l , . . . , n - 1 .  On  consid~re le changement  de coor-  

donn6es et  le changement  des pa ram~t re s  su ivants  : 

* 1 .  n - - l *  Wo :=  w n - ~ n W o - ~ n  w l - . . . - r ~ n  wn-1 ,  

W~::wi pour  i=l,2,.. . ,n-1, 

W n  : =  W 0 ,  

Zi:=Wi/Wo pour  i=l,2,...,n, 

I * 
7/ : =  r/,~ -77 n. 

Pour  ce sys t~me de coordonn6es,  Q':=Wo=O est consid~r~ comme l ' h y p e r p l a n  infini. 

On  a :  

z i :wi /wo:Wi/W~:Zi /Z~ pour  i : l , . . . , n - 1 ,  

* 1 -  n - - l *  z,,=Wo/Wn+~n+~,~ Wl/WO+...+~,~ W,dWo 
= 1 * I * Z  Z ,~-1. IZn+~n+~n 11 n+...+~n Zn-llZn, 

g(Z) 1 n--1 = Zn - - ~ n  --~]nZl  - - ' " - -?Tn  Zn--1 

= 1/Z,~--(--qlZl/Zn--...--~'n-lz,~_l/Z,,. 

On pose l(Z):=~'Zn +rflZ1 +...+rfn--lZn-1 �9 On a : 

02 ( Zi d((1-1(Z))/Zn) ) =O. 
O~ 2 r, z---~ (1-1(Z))/Zn 

On remarque  que 
d((1-1(Z))/Zn) = d(1-l(Z)) _ dZ, 

(1--t(Z))/Zn 1-t(Z) Z,~ ' 

d'ofi  
0 2 ( Zi d(1-1(Z))~ 0 2 ( Zi d((1-1(Z))/Z.)~ = 0  
O~ 2.F, Z n ~ ] = ~ . r ,  z ,  (1-1(Z))/Zn ] 

pour  t ou t  i=l, 2, ..., n - 1  et  (~', r/') assez pe t i t .  Pour  (~', r/t) assez pe t i t ,  on a :  

donc 

1-l(Z) k=o 

Z ) 

= -  F, ( k + l ) Z , ~  d Ik+l(Z . 
k=O " 
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Ceei implique que pour tout multi-index d'entiers non n~gatifs (k , s )=(k ,  sl , . . . ,sn_~) 

on a :  

~~ F, -~Zi dZf'  .'. ~ n - ,  "-'n ] - - 0 .  

Comme F est fermi, on a :  

O=_(r, Zi s 7~,,_l~k+2"~j 
d Z Z,  1 . . . .  n-1 " n  

\ Z ~ - ,  . . . .  n - i - - n  ) 

d'ofi 

f Z~_~ Zk+2., Zi "~ +\r,z; , . . .  n - 1  n ~ Z ) '  

... zS,~_~ Zk+2 a Zi (r,z;1 n-1 n ~ )  ~ 0  

et donc pour tout polyn6me lin~aire h(Z) et tous k, s>~0 on a :  

0 

La premiere ~galit~ nous donne : 

s(F, h s ( Z ) Z  k+l dh(Z)) + (k + 2)(F, h ~+1 (Z) Zkn dZn) = O. 

La seconde nous donne : 

(F, h ~ (Z) Z k+l dh(Z)) - (F, h ~+1 ( Z ) Z  k dZn) = O. 

D'ofi 

(r, h s ( z ) z ~  +1 dh(Z)) = (r, h 8+I(z) z~ dZn) = O. 

Comme F est fermi, on a aussi : 

(F, h ~ (Z) dh(Z)) = (F, Z~ dZ~) -= O. 

On a montr~ que pour toute projection lin~aire H: C P n \ P ~ . - c n - ~ c  2, I I = ( h ( Z ) ,  Zn), 

I F ( F )  v~rifie la condition du moment.  D'apr~s le paragraphe 6 (la m~thode de projec- 

tions) F est le bord d 'une 1-cha~ne holomorphe de masse finie de C P n \ P ~ . .  Ceei montre 

r~ciproquement que F v~rifie la condition du moment  dans C P  n \P~ . .  D'apr~s 7.3: 

LEMME 7.9. - -  La condition (ii) dans 7.7 est dquivalent h la condition suivante : 

II existe un syst~me des coordonndes homog~nes de C P  ~ pour lequel on a G(~, rl)=0. 

Ce lemme donne la condition du moment  pour les courants d'intersection de F avec 

des sous-espaces projectifs g~n~rique P~, avec # pros de u*. La d~monstration de 7.7 

pour le cas g~n~ral rdduit au cas off p=l .  Cette m~thode de r~duction ressemble au cas 

dans C n (voir les paragraphe 5 et 6). Comme le support  de F e n  g~n~ral n 'est  pas un 

compact  de X,  notre p-chaine holomorphe construite est en g~n~ral de masse localement 

finie. [] 
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