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I n t r o d u c t i o n  

Hubbard et Papadopol (voir [9]) ainsi que Forneess et Sibony (voir [6]) ont construit, pour 

tout endomorphisme holomorphe f de degr6 d~>2 de C P  k, une mesure de probabilit6 

invariante naturelle #, m61angeante et d'entropie maximale k log d, la mesure d'6quilibre 

de f .  En dimension un, cette mesure a 6t6 introduite en 1983 par Lyubich ainsi que 

Freire, Lopes et Marl6 (voir [11], [8]), qui montrent qu'elle refl6te la distribution des 

points p6riodiques de f e t  qu'elle est l 'unique mesure d'entropie maximale. I1 en r6sulte 

1 log d de l 'exposant de par l'in6galit6 de Margulis Ruelle (volt [13]) une minoration par 

Liapounoff de f par rapport  ~ #. Dans le cas des polynSmes d'une variable, l ' introduction 

de # remonte ~ Brolin en 1965 (voir [4]) qui l'identifie ~ la mesure d'6quilibre de l'ensemble 

de Julia rempli. Les r6sultats pr6c6dents s 'obtiennent alors directement par une m6thode 

potentialiste (voir par exemple l'article de Tortrat  [14]). 

L'objet de cet article est de r6pondre ~t des questions similaires en dimension plus 

grande. Notre r6sultat principal est le suivant : 

THI~ORI~ME 1. Soit A le plus petit exposant de Liapounoff de f par rapport d #. 

On a alors la minoration 

A ~> 1log d. 

En particulier, tousles exposants sont strictements positifs. 

Ainsi, comme en dimension un, la mesure # pent 6tre qualifi6e de <( r6pulseur >> non 

uniform6ment hyperbolique. La stricte positivit6 des exposants dans le cas oh le support 

de # est un compact uniform6ment hyperbolique est due h Forn~ess et Sibony (voir [7]). 

Notons que la minoration obtenue iciest  optimale, comme on peut le voir en relevant un 

exemple de Latt6s. De plus, d6s que k~>2 elle ne r6sulte plus de l'in6galit6 de Margulis- 

Ruelle, qui enes t  en fait un eorollaire. La d6monstration que nous allons en donner ne fair 
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d'ailleurs pas appel ~ la notion d'entropie, m~me si la structure particuli~re de la mesure 

- -  c'est une masse de Monge-Amp~re met sans doute en jeu, de mani~re cach6e, une 

entropie directionnelle. 

Le caract~re r6pulsif de g entraine l'existence de beaucoup de branches inverses lo- 

cales de fn  dont les images ont un diam~tre exponentiellement d6croissant. Son caract~re 

m61angeant fait que ces images reviennent visiter leur domaine de d~finition, cr6ant ainsi 

5 chaque lois un point p6riodique rdpulsif par le thdor~me du point fixe. On peut rendre 

cette analyse quantitative en utilisant le f a r  que g est de jacobien constant d k, et l 'on 

montre le 

T H I ~ O R E M E  2. Les points pdriodiques r@ulsifs de f sont dquidistribuds par rapport 

d p. En d'autres termes la suite de mesures 

1 
#n = dk n E 5x 

converge faiblement vers #, o~ PT~,~ est l'ensemble des points pdriodiques rdpulsifs de 

pdriode exactement n. On obtient en particulier l'existence de tels points r@ulsifs et leur 

densitd dans le support de #. 

Pour montrer le th6or~me 1, on remplace f par un rel~vement polynomial ~ C k+l. 

I1 suffit alors de considdrer le cas off f est une application polynomiale homog~ne de C a, 

de degr6 d ) 2  et admettant  un prolongement holomorphe/~ C P  k. Soit K l'ensemble de 

Julia rempli de f ,  i.e. le compact des points d'orbite born6e, et G la fonction de Green 

pluricomplexe avec p61e 5 l'infini de K (voir le livre [10]). Comme en dimension un, G a 

une interpr6tation dynamique comme taux d'6chappement des orbites vers l'infini. Elle 

est plurisousharmonique continue et v6rifie l'6quation fonctionnelle Gof=d .G (volt [6]). 

La mesure d'dquilibre de K, i.e. la masse de Monge Ampere (dd~G) k de G (voir [10]), 

est une mesure de probabilit6 invariante port6e par le bord de K.  Le plus petit  exposant 

de Liapounoff A de f relativement ~t p e s t  d6fini par la fornmle 

A= lira -1 [ log l [ (p~ f~)_ l [ id#(x )"  
n--~+~c n J 

Pour minorer A. on commence par construire beaucoup (au sens de la mesure #) de 

branches inverses locales de f'~. La taille du plus grand disque holomorphe qu'on peut 

insurer dans leur image est de l'ordre de II (Dzf'~) -~ II. On obtient ainsi des disques holo- 

morphes en grand nombre (i.e. leur union est uuiform~ment charg6e par #), de taille 

exp( -nA +) (o1"1 A+=max{A,0}), et sur lesquels G est petite de l 'ordre de d -n  par 

l'6quation fonctionnelle Gof'~=d'kG. En s61ectionnant encore ces disques, on peut les 

supposer presque parall~les ~ une direction donn6e. Pour tout polydisque de plus petit  
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diamStre exp(-n,k +) dans cette direction, le lemme de pluripotentiel ci-dessous permet 

d'estimer par d -n  la masse pour # des disques holomorphes s'y inscrivant. Comme on peut 

recouvrir le support de # par exp(2n~k +) tels polydisques, on en dSduit que la masse to- 

tale de ces disques est de l'ordre de d -n  exp(2nA+). Cette expression 5tant uniform~ment 

mino%e, on obtient bien A>~ i log d. 

Voici maintenant l'~nonc~ du lemme de pluripotentiel, qui peut ~tre vu comme une 

version relative de l'in6galit5 de Chern, Levine et Nirenberg (voir [1], ainsi que [6]). 

LEMME 1. - -  Soient P u n  polydisque de C k centrg en 0 et G une fonction pluri- 

sousharmonique positive ddfinie au voisinage du polydisque homothdtique 3P. Si E est 

un compact de 2P dont la fronti~re de Shiloff se trouve dans le bord de 2P, alors on a 

l'indgalitd 

(ddCG)k(EnP) ~< cllall~.~p Ilall~,~, 
o~ C ne ddpend que de la dimension. 

La fronti~re de Shiloff de E est le plus petit  compact OsECE satisfaisant le principe 

du rnaximum pour les fonctions plurisousharmoniques globales u : max2 u=maxosz  u. Ce 

lemme %sulte du principe de comparaison (voir [10]), classique en th~orie du pluripoten- 

tiel. On l'applique ici ~ la fonction de Green G e t  ~ la %union E des disques holomorphes 

mentionn~s ci-dessus. 

Signalons enfin que Bedford, Lyubich et Smillie ont mont% un analogue du th~o- 

r~me 2 en 1993 (voir [2]) pour les points p6riodiques selles des applications de H~non 

complexes. 

Ce texte s'articule de la mani~re suivante : dans le premier paragraphe nous jus- 

tifions la %duction au cas polynomial tandis que dans le deuxi~me nous montrons la 

minoration du plus petit  exposant. L'~quidistribution des points p~riodiques f a r  l 'objet 

du troisi~me paragraphe, un appendice 6tant enfin consac% ~ la d~monstration du lemme 

de pluripotentiel. 

Remerciements. - -  Nous tenons g remercier Nessim Sibony qui nous a initi6s g la 

dynamique holomorphe en plusieurs variables et est ~ l'origine de ce travail. Cet article 

est une version simplifi~e, au niveau des outils, de la th~se du premier auteur (voir [3]) 

qui utilisait les premiers pas d'une th~orie de Pesin pour les endomorphismes. Celle-ci 

sous-tend toujours certains des arguments p%sent~s ici. 
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1. R ~ d u c t i o n  au  cas p o l y n o m i a l  h o m o g b n e  

Soient f u n  endomorphisme holomorphe de C P  k de degr6 d>~2 et f u n  de ses relbvements 

polynomiaux homogbnes ~t C k+l. Nous construisons duns ce paragraphe les mesures 

d'6quilibre # e t /5  de f et f respectivement. Puis nous indiquons bri~vement comment 

comparer leurs plus petits exposants de Liapounoff et leurs distributions de points pd- 

riodiques. Nous renvoyons au livre de Klimek [10] et ~ l'article de revue de Fornmss et 

Sibony [6] pour les aspects de th~orie du pluripotentiel dont nous aurons besoin, et h c e  

dernier article pour les bases de la dynanfique des endomorphismes de C P  k. 

1.1. C o n s t r u c t i o n  des  m e s u r e s  tt e t  /2 

Consid6rons le taux d'~chappement vers l'infini G des orbites de f : 
1 + 

G(x)=n~+~lim ~-~log IIf~(x)ll 

pour x c C  k+l. D'apr~s [6], [9], G est plurisousharmonique continue et positive sur C k+l. 

Soit K l'ensemble de Julia rempli de f ,  c'est-/~-dire l'ensemble des points d'orbite bornde. 

C'est un compact qui coincide avec le niveau z~ro de G. Par homog~ndit~ de f ,  on a, 

pour tout x E C  k+l et t E C  tels que x, t x ~ K :  

G ( t x )  = log Itl + G(x). 

On en d~duit que G est s croissance logarithmique h l'infini et harmonique sur les droites 

radiales en dehors de K.  Doric G est maximale parmi les fonctions plurisousharmoniques 

n~gatives sur K et h croissance logarithmique/~ l'infini : c'est la fonction de Green pluri- 

complexe de K avec p61e ~ l'infini (voir [10]). On d~finit alors p comme dtant la mesure 

d'dquilibre de K,  c'est-h-dire la masse de Monge-Amp~re de G, 

p = ddCGA...AddCG = (ddCG) k+l, 

et la mesure /5 est l'image de p par la projection canonique 7r: C k + I - { 0 } - - + C P  k, i.e. 

p=Tr,/2. Ces deux mesures sont invariantes et mdlangeantes (voir [6]). Elles sont de plus 

de jacobien constant, d k+l pour p e t  d k pour/~. Cela signifie, pour p par exemple, que si f 

est injective sur un bordlien B alors p(f(B))=dk+lp(B).  Ceci est une consdqueuce directe 

de l'dquation fonetionnelle Gof=d.G et s'~crit de mani~re intrins~que f*tz=dk+l#. 

1.2. C o m p a r a i s o n  des  p lus  p e t i t s  e x p o s a n t s  de  L i a p o u n o f f  

La suite ( f  log II (Dxfn)  -111 dP)n~> 1 est sous-additive par invariance de #. I1 s'ensuit qu'il 

existe AE[-cc ,  § tel que 

A= n-++~lim -nl f l o g l l ( D x f n ) _ l l l d p =  - n~>linf ( 1 / l o g l l ( D ~ f n ) _ l l l d p )  " 
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C'est, par ddfinition, le plus petit  exposant de Liapounoff de f relativement g #. I1 traduit  

le plus petit  taux d'aecroissement infinitdsimal de f le long d'une orbite g4n4rique. En 

appliquant l'in6galit~ de Chern, Levine et Nirenberg (voir [6]), on constate que l'int6grale 

f llog I I (Dxfn)- l l l ldp 

est finie. I1 s'ensuit d 'une part que # ne charge pas le lieu critique de f et d 'autre part 

que A > - o c .  On ddfinit de la mSme mani~re le plus petit  exposant de Liapounoff ~ de f 

relativement g/2 par la formule 

~ =  n++oolim n-1 f logll(D~fn)_llld/2" 
Ici la m4trique I1' II est a priori celle de Fubini Study, mais elle peut 5tre remplac6e 

par n ' importe quelle autre m6trique 4quivalente. Nous allons user de cette libertd pour 

comparer ,k g ~ en construisant sur C P  k une m6trique adapt~e g notre situation. Soit J la 

fronti~re de l'ensemble de Julia rempli de f .  Elle contient le support de # et la restriction 

de rr en fait un fibr6 en eereles sur C P  k. Consid4rons dans la restriction g J du fibrd 

tangent de C k+l le sous-fibr6 orthogonal (pour la m6trique usuelle de C k+l) au fibrd 

tautologique. Sa fibre en un point x de J e s t  (Cx) • Munissons ce fibr~ en hyperplans de 

la restriction de la m4trique I1" II- Comme elle est invariante par rotation, elle se pousse 

par rc en une m~trique II" II, sur C P  k, comparable g I1" II. On a alors par construction 

II (D~]~) - l l l  1 o n - - 1  = IIP~ (Dxf)l(CS~(~))~ II, 

oh x est dans 7r-1 (~)N J et en dehors du lieu critique de f'~ et oh Px ddsigne la projection 

orthogonale de C k+l de noyau Cx. On en d~duit que II (D~f'~) -1 II1 <~ II (Dxfn)  -111, et done 

A~<~. I1 nous suffit done de montrer le th~or~me 1 pour les polyn6mes homog~nes non 

d~g6n~r~s. 

1.3 .  L i e n  e n t r e  les  d i s t r i b u t i o n s  de  p o i n t s  p d r i o d i q u e s  

Par homog5nSit5 de f ,  on renmrque qu'au dessus de chaque point p5riodique r~pulsif 

de pSriode n de f sont situds exactement d n points p~riodiques de mSme type pour f ,  

r@artis sur le cercle fibre 7r-l(Jc)NJ. Si #n est la mesure ~quidistribu~e sur les points 

pdriodiques rdpulsifs de pSriode n de f (normalisde par d - (k+ l>)  et/2~ l'analogue pour f 

(normalis~e par d-kn), alors on a l'~galit~ rr.p~=/2~. Le th~or~me 2 se r~duit donc lui 

aussi au cas polynomial homog~ne. 
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2. M i n o r a t i o n  d u  p lu s  p e t i t  e x p o s a n t  de  L i a p o u n o f f  

Au vu de ce qui precede, on suppose d~sormais f polynomiale homog~ne de degr~ d~>2 

sur C k et non d~g~ndr6e, i.e. admet tan t  une extension holomorphe ~ C P  k. Nous allons 

montrer  le thdor~me 1 dans ce cas. 

Afin de mieux traduire l ' impact  de l 'exposant A s chaque it6ration, nous travaillerons 

avec un grand it~r~ g de f et lui appliquerons la stratdgie d~crite dans l ' introduction : 

nous contrSlons les branches inverses locales de g, puis de gn le long d 'une orbite n~gative 

typique, puis construisons des disques holomorphes maximaux inscrits dans l ' image de 

ces branches inverses, et enfin estimons la masse de ces disques pour # grs au lemme 

de pluripotentiel 1. Pour ~tre plus precis, fixons une lois pour toutes c > 0  assez petit.  

Soient g = f N  un grand it~r~ de f et 

A =  - flog ]l(Dxg)-ll] d#. 

Par  d~finition de l 'exposant A de f ,  N - 1 A  croit vers A quand N cro~t vers l'infini. On 

choisit alors N assez grand pour avoir 

s  1 A ~ < s  (1) 

Notons ~galement que ]'ensemble de Julia rempli de g coYncide avec K,  celui de f .  

2 . 1 .  B r a n c h e s  i n v e r s e s  l o c a l e s  d e  g 

Le lemme classique qui suit permet  le contr61e de la branche inverse de g envoyant g(x) 

sur x en fonction de [l(Dxg)-ll]. Notons BR la boule de centre 0 et de rayon R. On choisit 

ici R assez grand pour que g - I ( B R ) c B R  et K c B R - 1 .  Notons M=IMIc2(B,~)+I. 

LEMME 2. - -  Soit x E K  en dehors du lieu critique de 9. Alors 9 admet sur la boule 

B(g(x),  r(x)) une branche inverse holomorphe g-a envoyant g(x) sur x et de constante 

de Lipschitz vdrifiant 

aip(g -1) ~< H(Dxg)-lUe e/3 

si 
1 - e  - ~ / 3  

r(x) = 2Mil(Dxg)_ll]2. 

Ddmonstration. - -  Supposons, pour simplifier les notations, que x=g(x)=0.  Notons 

lz )  avec 5<�89 s i s  est choisi assez petit,  Q=5.(MII(Dog)-I]I) -1 et r - -  5 = l - e x p ( - ~  , 
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Q. (2 II (D0g) -1 I1) -1" Tont d'abord, remarquons que 9 est injective sur Bo. En effct, l'indga- 

lit~ des accroissements finis entraine, pour IMI~<~, que 

]lid -(Oog)-~oDygl[ <~ MQII(Dog)-III <<. ~, (2) 

ce qui implique en particulier que Lip(Id-(Dog)-log)<.5<l, d'ofi l'injectivit6 de 

(Dog) log et donc celle de g sur B e. De plus, l'image de B e par g contient B~.. En 

effet, pour Ilyll=~, on a par ce qui precede 

1 II(Dog)-l~ >~ (1-sOllyll ~> gllyll 

d'o~ IIg(Y)ll ~>~. C'image du bord g(OBo) 6vite donc B~ et le th~or6me de Jordan permet 

de conclure. On a enfin, par l'~quation (2) et pour Ilyll~<Q que II(Oog)-l-(Oyg)-~ll<~ 
~ll(Oyg)-lll. On en ddduit que II(Dyg)-lll~(1-5)-lll(Oog)-lll, d'o~ l'estim6e sur la 

constante de Lipschitz. 

2.2. B r a n c h e s  inverses  locales  de  gn 

I1 s'agit maintenant d'it~rer la construction prdc6dente pour estimer le domaine de 

d~finition et l'image d'une branche inverse locale de 9n le long d'une orbite n~gative ty- 

pique. Le bon cadre pour traiter de ces questions est l 'extension naturelle de g (voir [5]). 

Soient PC=Un>lOff~(Crit(f)) l'ensemble postcritique de f et X=K-Un>~of-n(PC). 
Comme la mesure # ne charge pas l'ensemble postcritique on obtient de la sorte un 

bor~lien X totalement invariant de mesure pleine. On note ) (  l 'extension naturelle 

de (X, g, #). C'est l'espace )(={S:=( . . . ,  X-n, ..., X--l, X0) e x Z - :  g(x-n)=X-n+l} des pr6- 

histoires des points de X, sur lequel g induit un automorphisme ~ d'inverse le d6calage 

5 gauche ~. On munit X de la projection canonique 7r0(~)=x0, et alors # se relive en 

une unique mesure ~-invariante/2 (en partieulier 7r0./2=#), elle aussi m61angeante. Soit 

~?E)( une trajectoire n6gative de g. D'apr~s le lemme 2, on peut construire des branches 

inverses locales 9~1 de 9 sur la boule B ( x - n + l ,  r(x-n)) satisfaisant g~ l (x_n+l )=X_n  et 
--Io o --i Lip(g~l) ~< ii(D x ~g)- l l lexp(�89 Si donc 9 -n  d4signe la compos4e gn "'" gl 15 off elle 

est d4finie, on aura l'estim4e 

Lip(g -n)  <~ I](Ox_ng)-ll[ ... II(D~_~g)-llle n~/3. 

La remarque fondamentale est que, pour une trajectoire typique, le rayon r(X-n) est 

5 ddcroissance lente et que Lip(g -n)  est de l'ordre de exp( -nA) .  Plus prdcis~lnent, il 

existe des fonetions mesurables r et C sur ) (  avec 0 < r  ~< 1 et 1 ~< C < +oc telles que, pour 

/2-presque tout 2, on ait 

r ( x - n )  ~> r(~)e  -n~/~, 

Lip(g -n)  ~< C(~)e n(~/2-i) . 



150 J.-Y. B R I E N D  AND J. DUVAL 

Pour obtenir la deuxi~me estimation, il suffit d 'appliquer le th4or~me ergodique de 

Birkhoff h la fonction ~-+log II (Dxog) -111, qui est dans L 1 (_~, ft) par l'indgalit4 de Chern, 

Levine et Nirenberg. On en d4duit de plus que lim~_~+~ n -~ log ]l(Dx ~g)-ll l  =0,  ce qui 

implique la premiere in4galitd pour le rayon r ( x -n )  fourni par le lemme 2. 

Posons ~(&)=r(Yc)/C(Ye). On montre par induction, en utilisant ce qui prdc~de, la 

dichotomie suivante sur le contr61e des branches inverses de g~ pour f,-presque tout ~ : 

AFFIRMATION 1 . -  Dans le cas (<contractant)), c'est-&dire si A<~s, la branche 

inverse locale g-~  le long de :? (i.e. g-n(xo)=X_,~) est d~finie sur une boule centrde 

en Xo, de rayon exponentiellement petit ~/(~)exp(n(A-e))  et son image est de diam~tre 

uniformgment borng par 1. Dans le eas (( dilatant )> o~ A > e ,  le contraire se produit et 

g-~ est dgfinie sur une boule de rayon fixe ~(~c) tandis que son image est de diam~tre 

exponentiellement petit, au plus e x p ( n ( e - A ) ) .  

Nous verrons plus loin que l 'on est toujours dans le second cas. 

2.3. C o n s t r u c t i o n  des  d i s q u e s  h o l o m o r p h e s  

Nous allons les obtenir comme les (< plus grands)> disques inscrits dans l ' image des bran- 

ches inverses de gn. Commen~ons par donner une ddfinition : nous dirons qu 'un disque 

holomorphe plongd A est un disque de profondeur n centrd en x et de rayon fl si d 'une 

part  A passe par x et est contenu dans g - " ( B R ) ,  et si d 'aut re  part  il existe une projection 

orthogonale p sur Fun des axes de coordonn~es de C k dont la restriction 5 A est un 

diff~omorphisme sur le disque plat D(p(x),  Q). Autrement  dit, A est un graphe au-dessus 

d 'un disque de rayon 0 dans Fun des axes de coordonn~es. Nous dirons que l 'axe en 

question dirige A. 

I1 s'agit maintenant  de construire sumsamment  de disques de profondeur n de 

mani~re 5~ ce que p charge uniform~ment leurs centres tout en contr61ant leur taille par 

l 'exposant A. ? t c e t  effet, soit ~ une trajectoire n~gative g~n~rique pour/2.  Notons B le 

domaine de ddfinition de la branche inverse g-n  le long de ~? donn~e par l ' amrmat ion  1, 

L une direction complexe dans laquelle Dxo(g-'O atteint sa norme et p la projection 

orthogonale sur l 'axe de coordonn~es correspondant h la plus grande composante de 

Dxo(g-n)l L. En d 'autres  termes, nous avons l'in~galit~ 

1 
~/~ Ilaxo(g-~)ll ,< Ilpoa~o(g-n)lLll. 

Posons A = g - ~ ( D ) ,  o1"1 D est un disque centr~ en x0 sur la droite L, de rayon assez 

peti t  pour que A soit un disque de profondeur n centr~ en x_,~. Nous pouvons contr61er 

pr~cis~ment les rayons de D et de A en appliquant ~t h=pog-'~: (xo + L ) ~  B--+ C ie lemme 

61~mentaire suivant : 
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LEMME 3 . -  II existe deux constantes universelles a , ~ > 0  telles que, pour toute 

fonction holomorphe h: D(z,  t)--+ C ddfinie sur le disque de rayon t centrd en z, de ddrivde 

non nulle au centre, la restriction de h au disque D(z ,  at2a/s)  soit injective et son image 

contienne le disque D(h(z), /~(ta)2/s),  avec a=lh' (z) l  et s - -d iam(h(D(z ,  t))). 

La d~monstration, laiss~e au lecteur, calque celle du lemme 2, en remarquant que le 

contrSle du diam~tre de l'image de h permet celui de I h"l sur D (z, I t )  grs aux in~galit~s 

de Cauchy. Le rayon de A est ainsi estim~ par le rayon de B,  le diam~tre de g - n ( B )  et 

la norme IIDxo(g-n)ll. On peut contrSler les deux premieres quantitSs par l'exposant A 

(et donc ~) d'apr~s l'atfirmation 1. I1 reste ~ minorer IIDxo(g-'~)ll=ll(D~_ng~)-lll. Or le 

thdor~me ergodique sous-additif de Kingman (voir [12]) appliqu5 g la famille de fonctions 

s 2 ~ l o g  II(D~_ngD-111 permet d'attirmer que pour 12-presque tout 2, on a 

lira l logi t (  x_~g ) I I = , ~ + ~ n /  - D ~ - -1  lim 1 log lt(D~g~)-l l l  d / t = - N A .  
n - + + c ~  n 

I1 s'ensuit qu'il existe une fonction mesurable c sur .~ avec 0<c~<l telle que, pour /2- 

presque tout x, on ait 

II(D~_~gn)-lll ~> c(2)e -'~(N~+~). (3) 

En restreignant l'ensemble des trajeetoires admissibles, nous obtenons un contr61e uni- 

forme des fonctions c(2) (~quation ci-dessus) et ~(2) (affirmation 1). En effet, il existe un 
1 bor61ien F de J~ de mesure/2(/~) ~> ~ et des eonstantes co, rl0 > 0 telles que, pour tout 2 C F,  

on ait c(2) ~> co et r/(2 ) ~> V0. Soit alors F~ = {x _~: 2 E F} =Tr0 (anF) ,  qui satisfait p(F~)/> fl 

puisque a. /5=/t  et 7r0.p=#. En traduisant le lemme 3 s la lumi~re de l'in~galit~ (3) et 

de l'affirmation 1 pour les 615ments de F,  et en rappelant que A / N > ~ A - e ,  on obtient 

l'6nonc6 suivant : 

AFFIRMATION 2 .  - -  [l existe une constante ~o>0 et, pour tout n, un borglien Fn 
1 de BR de mesure minorde par ~, et constitud de centres de disques de profondeur n 

de rayon 3 ~ .  Dans le cas ((contractant>> (A~<~), ~ n = ~ o e x p ( - 6 n N z ) ,  et dans le cas 

(( dilatant >> (A>c), ~ = ~ 0  exp(-nN(A+4~)) .  

La taille de ces disques est bien de l'ordre de exp(-nNA+).  

2.4.  A p p l i c a t i o n  d u  l e m m e  de  p l u r i p o t e n t i e l  

Nous allons 6valuer d'une autre manibre la masse pour # de ces disques de profondeur n e n  

utilisant le lemme 1 dans chaque polydisque d 'un recouvrement bien choisi. L'estimation 

optimale voulue n6cessite de se restreindre h des disques (( presque parallbles ~/, i.e. dirig6s 
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par le mSme axe de coordonn6es. Pour cela, notons que le bordlien Fn donn6 par l 'affirma- 

tion 2 se partage en k bor61iens suivant l 'axe dirigeant les disques correspondants. L 'un  

au moins de ces bor61iens, not6 E,~, est de mesure minor6e par 1/2k. Tousles  disques de 

profondeur n eentr6s attx points de En sont des graphes au-dessus de disques de rayon 

30n situ6s sur un m~ule axe de coordonn6es, par exemple le premier. 

Recouvrons maintenant  En par des polydisques P fins dans la prenli~re direction, 

de la fortne P=D(z ,  O,~) x D(0, R) k-1. Appliquons le lemme 1 ~ la fonction de Green G, 

au polydisque P et au compact  N = U ( A N 2 P  ), la rdunion portant  sur tous les disques 

de profondeurs n donn6s par l 'affirmation 2 eentrds en des points de PnE~.  Ce compact  

a bien sa fronti~re de Shiloff situde dans le bord de 2P,  d'apr~s le principe du maximum 

appliqu6/~ chaque composante de A n 2 P .  Nous obtenons alors la majorat ion 

#( EnNP) <~ # ( E N P )  ~< CIIGII~-~3p Ilall~,E. 

Cependant,  par ddfinition des disques de profondeur n, on a l'inclusion ECg-~(BR) et 

donc, d'apr~s l '6quation fonctionnelle satisfaite par G, on en d6duit que 

CA k 
#(E~nP)  <~ d,---- ~ ,  

o~ A =  ][GIIcc,B3,/~ R . On peut recouvrir En par un nombre de l 'ordre de O~ 2 polydisques P,  

et en sommant  les in6galit6s pr6c6dentes sur chaque polydisque nous obtenons 

1 .< , - ' ,  --2.--nN 
2~ <~#(E,~).~t, lO~ a , 

off C1 est une constante ind@endante de n. En faisant eroitre n ind6finiment, nous 

constatons que le cas </contraetant >> de l 'afflrmation 2 est impossible, puis que 2(A+4r 

log d. Le th6or~me 1 s'en d6duit imm6diatement.  [] 

Finissons par une remarque qui nous sera utile pour prouver le th6or~me 2. Puisqu 'a  

posteriori on peut exclure le cas (< contractant  >~, l 'affirmation 1 nous permet  de d6finir, 

pour / ; -presque  toute trajectoire ndgative 5", la branche inverse g - ~  le long de 2 sur la 

boule B(x0, r/(2)), et le diam~tre de son image se contracte exponentiellement en w n, avec 

T = e x p ( c - - A ) < l .  Pour 6tablir le th~or~me 2, il nous faut transf6rer ces propri6t6s ~ f 

elle-m6me. Notons pour cela Y l 'extension naturelle de X pour f cette fois-ci. L'espace 

porte de la m6me mani~re que 2 une mesnre f- invariante encore notde ~. En fait (Y,/2) 

est isomorphe ~ ()(, ~) par l 'application d'oubli r (..., Y-2, Y-~, Y0)~-+ (..., Y-2N, y-N,  YO). 
En ddfinissant f ~n=f fog -P  (avee n = p N - r  et 0~<r~<N-1) la branehe inverse de fn  le 

long de ?) en fonetion de eelle de gP le long de r on obtient les m6mes contr61es sur 

son domaine de ddfinition et le diam~tre de son image. Cela produit  les bor61iens 

Es = {?): f~n est d~finie sur B(yo, 25) et d iam( f~ (B(yo ,  25)) ~< Ct ~} 

dont la r6union est de mesure pleine. Iei, C ne d6pend que de Ilfllcl(B~), ..., Ilf g-111c,(B~) 
et t=T1/N < 1. 
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3. E q u i d i s t r i b u t i o n  des  p o i n t s  p ~ r i o d i q u e s  

Commengons par donner le sch6ma de la d6monstration du th6or~me 2. Soit Y0 un point 

g6n6rique pour la mesure #; d'apr~s la remarque de la fin du paragraphe pr6c6dent, il 

poss~de beaucoup de bonnes orbites n6gatives le long desquelles les branches inverses 

f~-~ sont d6finies sur une boule fixe B. La rdunion de leurs images f~(B)  recouvrant 

presque compl~tement f-n (B), nous avons 

>(U f;yn( B) AB) ~ #(f -n( B)NB), (4) 

l 'union dtant prise sur les bonnes prdhistoires ~) issues de Y0- Par le caract~re m4langeant 

de #, on a asymptotiquement #(f-n(B)NB)~p(B)Z. Comme les branches inverses ont 

des images de diam~tre exponentiellement petit, on change peu le premier terme de 

l'dquation (4) en se restreignant aux trajectoires nSgatives pour lesquelles f~n(B)ccB, 
&off 

U f~ ( ) )  ~ ( # ( B ) )  2. (5) (f~n(B)ccB --n B 
# 

Mais chaque branche inverse intervenant ici poss~de, par le thdor~me du point fixe, un 

point fixe at tract if  - -  donc un point pdriodique r4pulsif de p4riode divisant n pour f 

dans son image f;~n(B). En effet, l'inclusion f~n(B)ccB assure que f~-n est une con- 

traction pour la m4trique de Kobayashi de B (voir [6] pour des rappels sur la m4trique de 

Kobayashi). De plus, du fait que # est de jacobien constant d k, nous avons p( f~-n(B))=  

d-knp(B). Comme les images des diverses branches inverses sont disjointes deux g deux, 

on obtient Un ( B ) >  #(B),  o/1 u~ est la mesure de d4compte des points p4riodiques r@ulsifs 

de pdriode divisant n normalis4e par d -kn. C'est le contenu du th~or~me 2. 

La mise en oeuvre rigoureuse de ce sch4ma n~cessite un usage intensif de l 'extension 

naturelle Y (voir la fin du paragraphe 2.4). Fixons 5>0  et rappelons que 

Ea = {~): f,0-~ est d~finie sur B(yo, 25) et diam(f~(B(yo, 25)) ~< Ct~}. 

Notons 7r la projection canonique de Y sur X et c r = ]  -1 le ddcalage g gauche de Y. 

Si B e s t  un bor~lien de C k nous noterons, pour simplifier l'6criture, B = T r - I ( B A X )  et 

/3~=BNEs,  et #5 dSsignera la mesure 7r. (ftlE ~). En particulier #~(B)=ft(B~).  Pour finir 

nous d~signerons par ~-7~ l'ensemble des points p6riodiques r~pulsifs de p~riode divisant 

n de f et 
1 

u n -  dk ~ E 5~ 

la mesure de d~compte correspondante. Sa masse est born6e, puisque, d'apr~s [6], le 

nombre de points fixes de f~  est donn6 par (d (~+l ) '~ - l ) (dn-1)  -~. En particulier les 

valeurs d'adhdrence u de ~ sont de masse totale au plus 1. 
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Soient maintenant  xEX et r, e positifs tels que r+c<6. Nous allons comparer  

v,~(B(x,r+e)) ~ p~(B(x,r)) en consid6rant des boules ferm5es et en supposant  que 

p~(B(x,r))>O. Nous appellerons bonne composante de f-~(B(x,r+e)) une de ses 

composantes  connexes de diam~tre infdrieur /~ c et telle que fn :  B~B(x, r+e) soit un 

diff6omorphisme. Ainsi, pour  tou te  t rajectoire  !)EE~ issue d ' un  point  Y0 de B(x,r), 
f:~n(B(x, r + c ) )  est une bonne composante  d~s que n>~no uniform~ment en ~). Ces bonnes  

composantes  sont disjointes et sont toutes  de mesure d-k~p(B(x, r+e)). Nous obtenons  

alors la suite d'in~galitds 

(1 - c ) /*5 (B(x ,  r))p(B(x, r)) = (1 -e)/2(/~a (x, r))ft(B(x, r)) 

r)), 

pour n grand, par  le caract~re m~langeant de a, 

~</~(~(a'(B~(x, r)))  riB(x, r)), 

car ~r. f~=#, 

# ( U  B),  B bonne composante  de f-~(B(x, r+e)) rencontrant  B(x, r) 

(pour n/> no par  la remarque ci-dessus), 

~< # ( U  B),  B bonne composante  de f-'~(B(x, r+g)) contenue dans B(x, r+e), 

1 
<~ ~ #(B(x, r+E)). ~{bonnes composantes  de f-~ (B(x, r+e)) CC B(x, r + c ) }  

par  le th6or~me du point  fixe. 

Si donc v ddsigne une valeur d 'adh4rence  de la suite t,~, nous avons l'in4galit~ 

r)),(B(x, r)) ,(B(x, 

En faisant varier ~, nous en d~duisons que ~ domine #~ sur toutes  les boules ferm~es 

de rayon plus peti t  que 6, et donc que ~>~#~, puis que u>~# en faisant tendre 6 vers 0. 

C o m m e / ,  est une mesure de probabilit~ et que L, est de masse au plus 1, on en conclut  

l'~galit5 de v et #. Ainsi ~,~ converge faiblement vers #, et on en d5duit qu'il  e n e s t  

de m~me pour  #n puisque t ,n--Pn est de masse au plus 2(k+l)dkn/2/d kn. Cela ach~ve la 

d~monstra t ion du th~or~me 2. [] 
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A p p e n d i c e  : le l e m m e  de  p l u r i p o t e n t i e l  

Rappelons que nous voulons montrer l'in~galit~ (ddCG)k(ENP)<~CIIGII~.IpIIGII~,z, 
pour G plurisousharmonique positive au voisinage du polydisque 3 P  et E un compact 

contenu dans 2P  dont la fronti~re de Shiloff 0sE est dans le bord 0(2P) .  

Notons tout d 'abord que cet 6nonc6 est homog~ne en G et invariant par homoth6tie 

dans chaque axe de coordonndes de C k. Nous pouvons donc supposer que [[G[[ec,ap=l 
et que P=D k, le polydisque unit6 ferm6. Pour estimer la masse de Monge Ampere de G 

sur E n P ,  nous allons utiliser le principe de comparaison de Bedford et Taylor entre G e t  

une fonction plurisousharmonique u construite K l'aide de fonctions extrdmales relatives. 

Rappelons (voir [10]) que si K est un compact dans un ouvert 12 de C k, la fonction 

extr~male relative de K dans f~ se d6finit par 

a~K,a(x) = sup{u(x):u plurisousharmonique dans f~, u ~< 1 et UlK <~ 0}. 

Sa rdgularis6e semi-continue sup~rieure a~),a n'en diff~re que sur un ensemble pluripo- 

laire (i.e. contenu dans le lieu des p61es d'une fonction plurisousharmonique globale), 

est plurisousharmonique sur f~ et est maximale hors de la fronti~re de Shiloff de K.  En 

d'autres termes, sa masse de Monge Ampere est supportde par cOsK. On d6finit de plus 

la eapacit6 relative de K dans f~ par 

Cap(K,Q)=sup{~(ddCu)k:u plurisousharmonique sur f~, 0~<u~<l}.  

Elle coincide avec la masse de Monge Ampere de w),  a. Notons f~=3/3, r  et 

~=2c~p,a explicit6e sous la forme 

2 
w = ~ max(log + IZl I, .-., l~ + Izkl) �9 

On pose u = r  off t=llall~,~, que l'on suppose non nul (sinon, on peut remplacer 

G par G + e  dans l 'argument qui va suivre et faire tendre e vers 0). Puisque u domine G 

au bord de 3P  ( u = 2 + 2 t  sur 0(3P)), on peut appliquer le principe de comparaison de 

Bedford et Taylor (voir [10]), qui nous donne: 

f~<a i (dd~G)  k ~< [ (dd%) k- 

Le premier terme de cette in~galit6 majore (d&G) k (NAP) car u est nulle par construction 

sur P, n P  hors d 'un pluripolaire qui n'est pas charg6 par (dd~G) k. Le deuxi~me terme se 

d6veloppe en 
k 

~ (dd%)k=j~oCgtJ [ (dd~r (dd%~)J. 
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Or on constate sans peine que {u~G}  ne rencontre pas la fronti~re de Shiloff de E (car 

ulos~>~2tlog 2/log 3>t>~Gios~), et n'est donc pas charg6 par (ddCr k. I1 en d6coule que 

k 
(dd~G)k(EC~P) ~< ~ =  c~tJ J{u~<G} [ (dd~r j ~ t  g{u~a} [ (dd~(r176 

Remarquons finalement que {u ~< G} est contenu dans le polydisque v ~  P.  En effet, comme 

E C2P,  on a l'in~galit6 r et donc {u~G} est dans {~2P,~ ~< �89 }, qui n'est autre 

que le polydisque de rayon v/6. On obtient alors 

( ddCG)k ( EOP ) <. t/v~p(ddC(r ~< t 4 k C a p ( v ~ P ,  ft),  

ce qui est la conclusion voulue. [] 
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