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#����� ���� f(x)�� $�����$ �� � �����������$ �� x0� �� ��� ����� �� ����� ���`��� ��� ���������
�� $����$��� 
�������

�y = f(x0 +�x)− f(x0)

��$ ���� �� ��$����$��� 
������� �x = x− x0������� `� ��� ���� f(x)��$��������������� x0 ��$ `� ����
���� ����� ��� $���
���
� �� f(x)��x0� $�����$ ��

y′|x=x0 = f ′(x0) = ���
�x→0

f(x0 +�x)− f(x0)

�x

= ���
�x→0

�y

�x
.

�`�� ����������� �� �������� ���������

��� f(x)�� � ��#�$�$ �#������ $�����$ �� [a, b]� ����� ��� n + 1 ������ �� [a, b]� ��� ��������
{xi}ni=0� ������� � ��������� �� [a, b]� ����

P : a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b

� ������ ��� ������ �� [xi−1, xi]��
Δxi = xi − xi−1
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��$ ��� λ = ���
1≤i≤n

(Δxi)� �� ��� ��� ξi ∈ [xi−1, xi]� ��� �����

���
λ→0

n∑
i=1

f(ξi)Δxi

������ ��$ ��� ������� �� $� `��� ��� ��������� P ��$ ��� ������ �� ξi ���� `� ��� ���� f(x)�� ®������
���������� �� [a, b]� ��� �#�

sn =

n∑
i=1

f(ξi)Δxi

�� �����$ ®������ �#� ��$ ��� ����� I �� �����$ ��� $������ �������� �� f(x) �� [a, b]� $�����$ ��

I =

∫ b

a

f(x)dx

� ���� a ��$ b ��� �����$ ��� ��`�� ����� ��$ ��� #���� ����� �� ��� ��������� ��������
����

\� ���

I =

∫ b

a

f(x)dx = −
∫ a

b

f(x)dx

��$ ∫ a

a

f(x)dx = 0

� ���� $��������� ��� ���� �� ��������$ �� ε− δ ����#��� �� �����`��

\� ���� � �#���� I ��� $������� �� f(x) �� [a, b] �� ��� ��� ε > 0� ����� ������ δ > O� �#�� ���� ���
��� ���������

P : a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b

��$ ��� ξi ∈ [xi−1, xi]�

|
n∑

i=1

f(ξi)Δxi − I| < ε

�� ���� �� λ = ���
1≤i≤n

Δxi < δ� ��$ f(x) �� ®������ ���������� �� [a, b] �� ���� ���#������ \��� ��

����#����� `� ������ ���� ®������ ���������� ������������\� `��� ����� �� ��� �#�#�� ���� ����� ��� �����
����� �� ���������� ®���������� $������� �������� ��� ������� �� $� `��� ��� ��������� P ��$ ��� ������
�� ξi�

��� �����
����	� �#�	����� 	�� ��

��	���� $������"�

¬��� ���������� �� ������������ ��#������

�� �$������ ���������� �� �� #����`� �#������ ��$ ��� $���
���
� �� �����$ � $����������� ��#�����
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�`�� «�$�� `��� $����������� ��#������

��� ������� �� ��$����� `��� $����������� ��#������ ����#$�� ����� ������

������ ��������� � ��������� ���#� ���� � ������������ ������� `���� ��
��
�� $����������� ��#������ª


����$��� ���
� ��� �������� ���$ ��� ����������� ���#���� �� �#����� ���#����� �� ��#$� ��� �����
���� �� ���#���� `��� �#�������
� �����$�ª

����� �� ���� �� ���� ����� #���
�� ��`� ��$ ���� �#�� #�� �� ����� ��`��

��` �� ��������� � $����������� ��#�����²

� \���� $�`� �� �$������ �����$��� �� ���`� ��`�

����� ��� ���� ��`� �� ������������ ���������� �������� ��������� ��$ �� ���


��� �� ����� �#�� �� ��`���³� ��`� �� ������� ��`���³� ��`� �� �������� ��`� �� ��$������ ��$
���������� �� ������� ����� ��
� ���� ���
�$ �� ������������ \� #�#���� #�� ���� �� ���$ ������������
���`��� ��� ���� �� ������ �� ���� 
�������� ��$ ����� �������� ������� `���� $�`� � $����������� ��#��
�����

µ������ ����� ���

������ ��������� �������� �������� �� ��� ��������� ���#�� �#�� �� ��$����$��� 
��������� ��� #����`�
�#������� ��������� ���������� ��$ ��������� ��$ ��� ����$����� ������ª


����$��� ������ ����
��� ��`�ª

����$��� �������� � $����������� ��#����� �����$��� �� ����� ��`� ��$ �������� �� ���� � ����$��$ �����

© ������������� ��������

��������� �� ��#����� ��
��
��� ���������� ����� �#�������������� �� ��$����$��� 
�������� ��$ $��
���$��� 
����������

������ ��� �����$ �� ��$����� �����$��� �� ��`�� ���� �����$ ����� $���� `��� ������������� ���`���
�������������� ������$ �� ������� �#� ��#������ ���#� ������ �� ����� $��������

\��� ��# #�� ���� �����$� ������ ��� ��������� �� �������� �������� �� ��� ��������� ���#� ��$ ��
��`� ���#� ����� ��������������� `���� $�`� �� �$������ ��$ �������� �� ���� � $����������� ��#������

¤ ����������� #�$���������� ���#����
� �����������

«��� ���#�� ������� �� ������� �� ��������� �� ����� $������ ��� 
��� ����������$� \� ��� ����
������ ����� �������� ����#�� ����������� #�$���������� ���#����
� ������������

�� �� ��������� `� �#��$ ����������� ��$��� #�$�� $�������� ���#������� ��$ ���� ���
� ����� ��$�
��� �������������� �� ��#$� ��� ���������� �� ����� ���#����� �#�������
���� ���� `� �������� �#� �����#����
`��� ���� ���#��� ��$ ������� �#� ��$��� �����$��� �� ��� $����������
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��� ���� �������� �� ��� `���� ���� �������� `��� ��� ��` �� ������
����� �� ������� �� ��� �`����
�� ���� ����

������ �� ���$ `���� ���`��� ��E0 + ������ �� ��� `���� �� ��� ����E(t)

= ������ �� ����$ `���� �� ��� ����E(t+�t) + ������ �� ��� `���� ���`��� �#�E
(3.1)

 � ��� ����#�� �� ����� ������ E ��$ ��������#�� T �������

E = CρV T

�� `���� C�� ��� ���� ��������� ρ �� ��� $������ �� `����� V �� ��� 
��#�� �� �� ��¡��� ��$ T �� ���
��������#���

�� ��� ���` �� ���� t �� u(t)� ���� ��� ���� �� ���$ `���� ���� ������ ��� ���� $#���� [t, t+Δt] ��

m =

∫ t+�t

t

ρu(s)ds

�� ������� ��� �����#�� �� ��� ����� ��� �#�������� �� �����` ��$ �#����` ��� ���� m�


#����� ��� ��������#�� �� `���� �� ��� ���� �� ���� t �� ���� ��$ ���$ `���� �� ���������� T0 = 25C�
��� ����� �� �¤���`� ��
��

������ �� ���$ `���� ���`��� ��E0 = Cρ

∫ t+Δt

t

u(s)dsT0,
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������ �� ��� `���� �� ��� ����E(t) = CρV T (t),

������ �� ����$ `���� �� ��� ����E(t+�t) = CρV T (t+Δt),

������ �� ��� `���� ���`��� �#�E = Cρ

∫ t+Δt

t

u(s)T (s)ds.

 � ��� ��` �� ������
����� �� ������� `� ���

Cρ

∫ t+Δt

t

u(s)dsT0 + CρV T (t) = CρV T (t+Δt) + Cρ

∫ t+Δt

t

u(s)T (s)ds

`���� ��#�
������� ��

V (T (t+Δt)− T (t)) = T0

∫ t+Δt

t

u(s)ds− T (t)

∫ t+Δt

t

u(s)ds

«��� �������������

V
T (t+Δt)− T (t)

Δt
= T0

∫ t+Δt

t
u(s)ds

Δt
−

∫ t+Δt

t
u(s)T (s)ds

Δt
(3.2)

��` ���

U(t) =

∫ t

t0

u(s)ds.

���� �� � 
������� #���� ����� �#������� `���� $���
���
� ��

U ′(t) = u(t)

������

���
Δt→0

∫ t+Δt

t
u(s)ds

Δt
=

U(t+Δt)− U(t)

Δt
= U ′(t) = u(t)

���� ��� ������t→ 0 �� ���� ��$�� �� �¤�©�� ���� `� ������ � $����������� ��#����� �� T (t)

V
dT (t)

dt
= −u(t)T (t) + T0u(t) (3.3)

 ���$��� ��� 
��
� �������� `��� ����� ������ � ��� �#����� ������ �� E1 ��� ������ �� �#����`
$#���� [t, t+Δt]ª © ��� ���$ `���� ����� ������ �� E2 ��� ������ �� ���$ `���� ���� ������ $#����
[t, t + Δt]ª ¤ ��� ���� ���$��� �� ���`�� ���$� ������ �� E3 ��� ������ �� ��� `���� ���� �������
���` �#� �40◦�$#���� [t, t+Δt]

���������� ��� ��` �� ������
����� �� ������ �� ��������$ �� ���� ����#�� ��

E1 + E2 = E3.

��` `� �����$ E1� E2 ��$ E3� 
���� ��� `���� ����� �� � 
��� ����� ����� ��� ��������#�� �� ���
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`���� ���� �� �����$ �#� �� T (t)� ���� `� ��
�

E1 = Cρ

∫ t+Δt

t

u(s)T (s)ds

��$

E2 = Cρ

(
u0Δt−

∫ t+Δt

t

u(s)ds

)
T0


�
E3 = Cρu0Δt40◦C

��$

Cρ

∫ t+Δt

t

u(s)T (s)ds+ Cρ

(
u0Δt−

∫ t+Δt

t

u(s)ds

)
T0 = Cρu0Δt40◦C

��
�$� ���� ��$� �� ��� ��#����� �� Δt� �� �����`�∫ t+Δt

t
u(s)T (s)ds

Δt
+ u0T0 − T0

∫ t+Δt

t
u(s)ds

Δt
= u040

◦C

���� ��� ����� Δt→ 0 ���� `� ���

u(t)T (t) = u040
◦ − u0T0 + u(t)T0 (3.4)


#�����#�� �¤�£� ���� �¤�¤�
dT (t)

dt
= −u0

V
(40◦C − T0) (3.5)

&�� �������� �� '������� �+�

 � ���
��#� ���#�������� T0 = 25◦� ��#�� ��$�� �¤�¥� ������� ��

dT (t)

dt
= −15u0

V
(3.6)

����
T (t)− T (t0) = −15u0

V
(t− t0)

«���`���� ���$������ �#����� T (t) = 48◦C� T (t0) = 52◦C� t− t0 = 1
15 �  � ������ ����#������ `� ���

u0

V
= 4
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\� ���$ �� ���$ ��� ��`��� ���� ��������#�� ���� �� ����������� ��� � ��� `�� ����� � ���`�� ���
���#� �§ ���#��� `��� � ���������� �� `���� �� 40◦C ��$ ���
��  � ���#��� �� �#������ ��� ��� `����
��������#�� $�������� �������� �
�� ����� ��#� �� �����#� ��� ����������� `� ��� ��� � ��������#��
`���� ������� �� ���� �� 40◦C �� �§ ���#����

�`�� 
��#����

�����$��� �� �������� ���
�� `� ��
�

dT (t)

dt
= −60

\� ���� ��
� T (t) = 40◦C t− t0 = 1
6 � ��#�

40◦ − T (t0) = −10
�������

T (t0) = 50◦C

&�; �������� �� '������� <��


¬��� ��������

����� ���� ��� �����$������� �� �#������ ���� `� �#�� ���� ���� ����#�� ��� ������ �� ��� �������
���$ �� `����

�`�� ¬����� ��� ��`�� �� ��� `���� ������

��� ��`�� �� ��� ����������� ��� ����� �� ��� `��� �\��� ������t�� ��$ \ ��#��� �� ��� ������
��������� �� `������E�� ��� ����#�� ��� �� ��������$ ��

P =
W

�t
=
�E

�t
, (3.7)
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��� ������ ��$ ��� ��������#�� ��������

�E = CρV�T, (3.8)

���� �������� `����¤�¢� �¤�¦� `� ��
�

P =
CM�T

�t
, (3.9)

µ�
�� ���$������� `���� ��������#�� ��� ���� �� 40◦C ����� ��� ������� ���$ `���� ��� �§ ���#����

#�����#���¤�­����� �� �����`�

P =
10
1
6

CρV = 60CρV (3.10)

������  ���� `��� ��� �`���� ��

 � ��� ��` �� ������
����� �� ������

������ �� ���$ `���� ���`��� ��E0 + ������ �� ��� `���� �� ��� ����E(t) + `��� �� ��� ������� ���$W

= ������ �� ����$ `���� �� ��� ����E(t+�t) + ������ �� ��� `���� ���`��� �#�

�����$ ���� ����

������ �� ���$ `���� ���`��� ��E0 = C

∫ t+Δt

t

ρu(s)dsT0

������ �� ��� `���� �� ��� ����E(t) = CρV T (t)

`��� �� ��� ������� ���$W = 60CρV�t

������ �� ����$ `���� �� ��� ����E(t+�t) = CρV T (t+Δt)

������ �� ��� `���� ���`��� �#� = C

∫ t+Δt

t

ρu(s)T (s)ds

��#� `� ��
�

C

∫ t+Δt

t

ρu(s)dsT0 + CρV T (t) + 60CρV�t

= CρV T (t+Δt) + C

∫ t+Δt

t

ρu(s)T (s)ds

��
�$�$ ���� ��$�� �� Δt ��$ ���� ��� ����� Δt→ 0

V
dT

dt
= u(t)T0 + 60V − u(t)T (t)

#�����¤�£������ `� ������
dT

dt
= 60− u0

V
(40◦ − T0) = 0
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¬#� ��$�� ��� ��$�����$ � ������ ������������ ���`��� `���� ��������#�� ��$ ��� ����� `���� �����
`����
�� ��� ������� 
��#� ��� ��� ��������#�� $������� �� ��� ���� ���#�� �
�� ��� ���� ����� ����
����� �� ������$��� ��� �������� �� �̀ `� #�� �`� �����$� �� ���
� ���� �����#�����

���
� ¬��

��� u0�� � �������� ��$ Δt �� ��� ���� ������ 
#����� ��� `���� ��������#�� �� T1 ������ ���� ��$
T2 ����� ����� ��$ �� T0 �� ��� ���$ `���� �����  � ��� ��` �� ������
����� �� �������

������ ������ �� ��� ���� + ������ �� ���$ `���� = ������ �� `���� �� 40◦

�������
CρV T1 − CρV T2 + Cρu0ΔtT0 = Cρu0Δt× 40◦

���� �� ��#�
����� ��

T1 − T2 =
(40◦C − T0)u0

V
×Δt

`���� $��`� ��� �����#�����

���
� �`�
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���³� ����� ���� � `������$ �
����� ����� �� 
�� �̀

\� ����� #�� ��� ��������� �� ���
� ¬��� 
#����� ��� 
��#�� �� ��� ���� �� V � ��` �����$�� � 
���
����� ����� �� ��� 
��#��� �� �����` ��� V1 ��$ V2 ��������
���� ��� ���������$��� `������$ �
�����
��������#��� ���

T1 =
T1(V − V1) + T0V1

V
,

��$
T2 =

T2(V − V2) + T0V2

V
,

��� $���������� ���`��� ��� ������� ��������#�� ��$ ��� `������$ �
����� ��������#�� ��

Ti − Ti =
(Ti − T0)Vi

V
, i = 1, 2

`���� �����#$��
T1 − T1

T2 − T2

=
(T1 − T0)V1

(T2 − T0)V2

��� 
��#�� �� #��$ `���� �#�� �� ��� ���� �
�� ��� ���� ����� �� ����� �� `� ��� $����� �� �� V0 ����

T3 =
T0(V0 − V1) + T1V1

V0
,

��$
T3 =

T0(V0 − V2) + T2V2

V0
,

������
(T1 − T0)V1 = (T2 − T0)V2

��������
T1 − T1

T2 − T2

=
(T1 − T0)V1

(T2 − T0)V2
= 1

���� ��$������ ��� `���� ��������#�� $�������� �� ��� ���� ����� �
�� 
��� ����� �����$� �� ����� ������
����� �� �$$��� ����� �����$� ��������� `� ����� ��� $�����$ �����#�����

;�� ��""������� ��
 Q	��
 [�	��
 <	?��
���

#�������� ¬��� �����
� ��� ��������� �� ��� ��� �����ª


#�������� �`�� «��� 
��
� �$¡#�� �#����������� ��$ ����� � ��������$�$ ��������#�� �� ���
������ �� �����¶� ��� �����������
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