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Résumé Soit K une extension finie de Q,. On étudie la géométrie et la cohomologie du
revétement modéré de I’espace symétrique de Drinfeld sur K. On prouve, de maniere pure-
ment locale, que la cohomologie de degré médian réalise la correspondance de Langlands
locale et la correspondance de Jacquet-Langlands locale pour les représentations supercus-
pidales de niveau zéro.
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830 H. Wang

1 Introduction

Soit K un corps local de caractéristique résiduelle p, d’anneau des entiers O et de corps
résiduel IF, . Fixons une cloture algébrique K¢ de K et un entier d > 2. On dispose de trois
groupes G := GL4(K), D* les éléments inversibles dans 1’algébre a division D qui est
centrale sur K et est d’invariant 1/d, et Wi le groupe de Weil de K.

Dans [13], Drinfeld a introduit I’ “espace symétrique p-adique” de dimensiond —1, 291,
défini comme le complémentaire de tous les hyperplans K -rationels dans 1’espace projectif
IP";(_I . Cet espace est un espace rigide-analytique muni d’une action continue de G. Peu apres,
il adécouvert, dans [14], un systeme projectif de revétements étales { £, } (1a tour de Drinfeld)
de €9~ munis des actions de G x D* x Wg. Drinfeld et Carayol [6] ont conjecturé que la
limite inductive de la cohomologie de ¥, se décompose en une somme directe sur les séries
discretes w de G, de m @ LI(r) ® o (r), o LI(;r) désigne la représentation de D* associée
a m par la correspondance de Jacquet-Langlands, et o (77) est I’'unique quotient irréductible
de la représentation de Weil-Deligne L (i) associée a 7 par la correspondance de Langlands
normalisée a la Hecke. Lorsque 7 est supercuspidale, o (77) coincide avec L(7).

La partie supercuspidale de cette conjecture ainsi que 1’énoncé analogue concernant la
tour de Lubin-Tate {M 17 »}nen (la conjecture de Deligne-Carayol) ont été explorés dans les
quatres articles [5,22,24] et [23], en caractéristiques nulle ou en égales caractéristique, par
voie globale en utilisant les variétés de Shimura ou de Drinfeld.

Comme la théorie de Lubin-Tate classique, il est naturel de chercher une preuve de voie
locale et plus explicite de ces résultats. L’ objet de cet article est d’étudier par voie locale la
partie supercuspidale de la cohomologie de X1 (par abus de notation, on le note X dans les
sections qui suivent) lorsque K est de caractéristique nulle (cette étude est aussi valable pour
K d’égale caractéristique). La partie non-supercuspidale sera 1’objet de [38]. Pour énoncer
nos résultats, on utilise une variante de X notée Mp, 1/ wl qui est une réunion disjointe
de d-copies de 2. Le théoréme principal est le suivant:

Théoreme A (Théoreme (3.1.6)) Soit p une Q,-représentation irréductible de niveau zéro de
D* de caractére central trivial sur w” telle que JL(p) soit une représentation supercuspidale
de G par la correspondance de Jacquet-Langlands. Alors, en tant que representations de
G x Wk, ona

12

Homp (p. H! (Mpr1 o Tp) [JL(p) ® LAL(p), sii=d—1;

0, sinon.

Notre preuve repose sur I’étude de la géométrie de X;. Rappelons qu’il existe une appli-
cation T : Q4°! — |BT], ou |BT| désigne la réalisation géométrique de I’immeuble
de Bruhat-Tits semi-simple B7 associé¢ a G. En prenant la composition avec la transition
p:X — Q’}l{l, on obtient un morphisme v : £; — |B7|. Comme il n’existe pas de

notion de “base de Drinfeld” a I’instant, on construit sur chaque sommet s € B7 un modele
entier lisse de v~! (|s]) dans (2.3.8), et on obtient en particulier le résultat suivant:

Théoreme B (Corollaire (2.5.6)) Si s est un sommet de BT, on a un isomorphisme:
HE ™ (Is1), A)—HE (DLL, A),
q

on |s|* = Useq o] et DL%_1 désigne le revétement de Deligne-Lusztig Coxeter associé a
q
GLy(Fy),
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Drinfeld et correspondance de Langlands locale I 831

Ce travail est inspiré par celui de Genestier [17] sur I’espace de Drinfeld modéré lorsque
K est de caractéristique positive, et par celui de Yoshida [39] sur le niveau modéré de la tour
de Lubin-Tate. Notre résultat est néanmoins plus précis que celui de Yoshida qui ne décrit que
I’action de G et du groupe d’inertie. Notre démonstration est inspirée par Teitelbaum [35]
qui étudie la géométrie de ¥ lorsque d = 2. Dans [34], Strauch a étudi€ la correspondance
de Jacquet-Langlands dans la tour de Lubin-Tate.

Nous décrivons brievement les contenus de différents paragraphes. Dans les paragraphes
2.1 et 2.2, on rappelle I’espace de Drinfeld 27~! et son revétement modéré ¥1. On démontre
au paragraphe 2.2, en employant un lemme de Zheng [40], que I’étude de la cohomologie
sans support H4 w~1(Is|*), A) se ramene 2 celle de H? (v~ (|s]), A). Au paragraphe 2.3, on
construit un modele entier lisse de v—'(|s|), défini sur une extension modérément ramifiée
du complété de I’extension non ramifiée maximale de K, dont la fibre spéciale f(s) calcule la
cohomologie sans support de v~ (|s]). Au cours de la preuve, on utilise la classification, diie
a Raynaud [30], des schémas en groupes de type (p, ..., p). Aux paragraphes 2.4 et 2.5, on

4 30 ~ - < 4o
démontre que X, = DL% ! (et en conséquence le théoréme B.), en calculant leurs classes
q

de 1 a_-torseur dans H! (Q%_] s Hgd_1), ol Q%_] désigne I’espace de Drinfeld sur le corps

fini F,;. Le théoréme A. est alors obtenu dans la section 3. Pour réaliser la correspondance
de Langlands locale dans la cohomologie, on a besoin d’un résultat sur les composantes
connexes de ;. Ce résultat étant connu dans le cas d’égales caractéristiques [18], peut étre
obtenu par le travail de Chen [7] sur le coté de Lubin-Tate, en veitg d’isomorphisme de
py

s» et donc de décrire

Faltings-Fargues, et il nous permet de descendre la fibre spéciale
I’action de Frobenius.

2 Sur le revétement modéré de I’espace symétrique de Drinfeld

Dans cette section, on rappelle tout d’abord I’espace symétrique p-adique de Drinfeld intro-
duit dans [13]. C’est un espace rigide-analytique dont un modele entier parametre certains
groupes p-divisibles [14]. On rappelle le niveau modéré de la tour de Drinfeld. Le lecteur
pourra consulter [1] pour une démontration détaillée de I’interpretation modulaire lorsque
d = 2. Ensuite, on donne des résultats sur la géométrie du niveau modéré.

2.1 Rappels sur I’espace symétrique de Drinfeld

(2.1.1) Soit d > 2 un entier. Fixons un corps p-adique K, une extension finie de Q,, et
notons O son anneau des entiers et z une uniformisante de O. Le corps résiduel O/ ~ I,
est une extension finie de I, son degré [F; : F,] sera not¢ f. On fixe K une cloture

algébrique de K et K< son complété par I’'unique norme qui étend celle de K. Soient D
I’algebre a division centrale sur K d’invariant 1/d et Op ’anneau des entiers de D. Soient
K4 une extension non-ramifiée de degré d de K contenue dans D, O, I’anneau des entiers
de K. Il existe un élément I1p € Op tel que Op soit engendré sur O, par [1p vérifiant
les relations l'[‘é = w et [Ipa = o(a)llp, Ya € Oy, ou 0 € Gal(Ky/K) le relevement
de Frobenius. On note K le complété de I’extension non-ramifiée maximale de K dans la
cloture algébrique K¢, O son anneau des entiers, on a donc K = O[1 /pl.

Notons 57 I'immeuble de Bruhat-Tits semi-simple de G := GL;(K), ¢’est un complexe
simplicial dont I’ensemble de sommets s’identifie a I’ensemble des classes d’homothétie de
O-réseaux dans 1’espace vectoriel K. Un ensemble de sommets o = {so, . .., s¢} forme un
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832 H. Wang

k-simplexe s’il existe des représentants A; des; VO < i < ktelsqueaw Ay C Ao S -+ C Ag.
On notera B7; I’ensemble des k-simplexes. On désignera |B7T| la réalisation géométrique
de BT.Pouro = {wAr € Ag S -+ € Ag}un k- 51mplexe de BT, notons |o| C |BT]|
sa facette associée: on a pour toute paire de simplexes o’ C o, |o’| C |o|, ol |o| désigne
I’adhérence de |o|. On notera aussi |o|* C |B7| la réunion de toutes les facettes |o”| avec
o’ contenant o, i.e. |o|* = {J, o l07]. Evidemment, si 0 = {so, ..., st} avec s; € BTy des
sommets, on a [o[* =), |s;]*.

Notons Q‘Il(_l I’espace symétrique de Drinfeld de dimension d — 1, défini dans [13] comme
un sous K -espace rigide-analytique de 1’espace projectif ]P";{l. 1l s’identifie au complémen-
taire de I’ensemble des hyperplans K -rationnels dans IP"II{I. On sait que les points de |B7T|
s’identifient aux classes d’homothétie de normes sur le K-espace vectoriel K d (cf: [19]).
Ceci nous fournit une application de réduction t : Q‘Ii(_l — |BT| (voir [10]). On désignera
par le méme symbole le(_] le K-espace analytique a la Berkovich correspondant, et il est
naturellement muni d’une action continue de G triviale sur le centre (cf. [3]). On obtient alors
un espace analytique Q?(_l’w = Q”,l(_] ® Kﬁ muni d’une action continue du groupe de
Weil Wk de K en étendant les scalaires aked,

(2.1.2) Dans un travail non publié, Deligne introduit un modele semi-stable ﬁ’(i;l de
Qd_l sur SpfO, en recollant les modeles locaux (au-dessus des simplexes de B7°) que nous
rappelons ci- dessous (cf- [29])

On note alors Q4 O e schema formel classifiant les classes d’isomorphie de diagrammes
commutatifs

A =wAk( AOC ... C Ay
ak/wl aol \Lak
Lk Il LO I I Lk

sur un O-schéma S = Spec(R), ol R € Nilp, la catégorie des O-algeébres sur lesquelles
@ est nilpotent. Les L; sont des fibrés en droites sur S, les applications «; sont des homo-
morphismes de O-modules, les morphismes IT sont des homomorphismes de Og-modules,
vérifiant la condition: pour tout x € Spec(R), on a

Ker{o;(x) : Aj/o Aj —> L;i Qprk(x)} C Ai—1/m A,

ou k(x) est le corps résiduel de x. L’ objet universel sur Q‘(i;al sera noté:

wAk( AO( L C Ag
ak/wi aoi iak
Ly 1 Lo L Ly

Fait (cf. [18, (III.1)]) On note P, le O-schéma obtenu a partir de P(Ax) = Proj(Sym(Ay))
en ’éclatant successivement le long du sous-schéma fermé P(Ay/Aix—1) de sa fibre spéciale
]P’a ® ]Fq = P(Ax/@ Ar), puis en éclatant le transformé strict de P(Ay/Ak—2), puls le
transformé strict de P(Ay/Ar—3) et ainsi de suite. Comme expliqué dans [18, (IIL.1)], PP
représente un foncteur H, sur Nilpy qui associe a R € Nilpy [’ensemble des classes
d’isomorphie de diagrammes commutatifs
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Drinfeld et correspondance de Langlands locale I 833

A_1 = AC AOC ...C Ag
ak/wl aol lak
Lk 1 LO 11 11 Lk
\ ~~~~~~~~~~~~~ //
X

out les L; sont des R-modules inversibles, les applications «; sont des homomorphismes de
O-modules, les morphismes T1 sont des homomorphismes de R-modules, tels que pour tout
i le morphisme B-linéaire

o ®Idr : A; ® R — L;

soit surjectif. On a alors une immersion de ﬁ%_; dans P,. On désigne Q% o, le complémen-
taire dans la fibre spéciale P, ® ﬁq de Py des fermés

{Olj(m) =0} (jeZ/kZ,m e Aj/ZD'Aj —Aj_]/ZITAj).

Alors Q‘(ij; s’identifie au complété de P, le long de Q% - Lorsque o’ est un sous-simplexe
de o, on a une immersion naturelle ouverte Q?;;/ — Q‘é{;. Le schéma formel Q’Z{l est
par définition la limite inductive lim Q‘é_; De plus, la fibre générique de Q‘é_l (au sens
oeBT
de Raynaud-Berkovich) s’identifie a Q‘;{l. Si g € G envoyant un simplexe o sur go, on
définit un isomorphisme g : Q’g; — Q‘g;a
-1 .
. g o S . oo .
la donnée (gAJ-—>AA,<—]>LA,<, l'[) . Ceci définit une action de G sur le systeme inductif

en associant a une donnée (aj : Aj — Lj, IT)

(Q‘g;)g, et donc sur Q’}{l. Sous cette action, I’application de réduction t : Q’}l{l — |BT]|
est G-équivariante.

Définition 2.1.3 Soito = {wAx C Ag C --- € Ag} un k-simplexe, le type de o est la
suite des entiers (e, ..., ex) telle que eg = dim[Fq Ao/ A ete; = dim]yq Aj/Ai—1 pour
1 <i < k. Evidemment, on a >ei=d.

Exemple 2.1.4 Nous aurons besoin des descriptions explicites suivantes.

Commencons par le cas ol le simplexe 0 = ® est maximal, i.e. ® est associé a une chaine
des réseaux w®y_1 C ®g C --- C Py_1. On peut supposer que Oy = O, et que sous
la base canonique {eg, ..., eq—1} de 0“,

O, ={ey,...,ei,mei41,...,wWeq—1), YO<Li<d-—1.

La condition imposée sur «; implique que «; (¢;) engendre L;. Identifions L; avec R en posant
a;(e;) = 1. Le morphisme R-linéaire IT : L; — L;4 est alors donné par multiplication par
ci, ol

ag—1(e; ) wag-1(ed—1
_ ) o g g ety = D1zt
ag—1(ei+1) aqg—1(eo)

Ceci nous permet d’identifier le schéma formel SAZ?Q_C}, au spectre formel du complété
w -adique de I’anneau

Olco, ..., ca-1, P(;l]/ (HC,- - w),
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834 H. Wang

ou Py = [[Pai,i € Z/dZ, a = (ap, ...,aq—) parcourt une classe de représentants de

(O/zer)d_1 dans Od_l;\et Pyi=1+apci1 +aici—1ci2+---+aq—2¢i—1--Clyi—d-
L’objet universel sur Q‘é{clb est la donnée d’une suite de Oga-1 -modules
’ 0.0

I I I
Lo 11— Lo—> - —>Lg1

avec L; libre de base 1 et I1 : £; — L£;4 est la multiplication par c;.
Ensuite on considere le cas oll 0 = [A] est un sommet. Il suffit de traiter le cas ot A = O9,
Le schéma formel Qé_[]A] classifie les diagrammes commutatifs

o A— A
a/wi i
L——L
tels que 1’application
a(x): AJo A— L Qpr k(x)

soit injective pour tout x € Spec(R). Ceci implique que o(u) est un générateur de L,
Yu € A\@w A. Le couple (L, ) est alors déterminé a isomorphisme pres par

(x _alep) xga = oz(ed—z)) c gi-1

0= aleq—1)’ " aleq—1)

Nous pouvons donc identifier le schéma formel ﬁ‘é_[lA | au spectre formel du complété @ -
adique de I’anneau

Olxo, - ... x4—2, Py "1,

ol Py = [](aoxo + aixy + -+ ag—axq—2 + aq—1), (ao, - - ., ag—1) parcourt une classe de

représentants de (O/ wO)¢ \{0} dans o, L’objet universel sur @‘é*[l/\] est la donnée d’un
05?94 -module £ libre de base 1, et [T : £ — L est la multiplication par @ .
Al

> . L Sd-1 Sd—1 d—1 d—1 d—1y: 1
Remgrqu? L immersion canonique QO.[A] — 24 ¢ (ou QK,[AJ = Q% ¢ —> Pi ) induit
une identification ¢; = x;/xj+1 pour0 < i < d —3,cq-2 = X4-2, Ca—1 = @ /Xp.

Enfin, soitoc = {@mAg—1 C Ao S Ag—1 = 0% le sous-simplexe de ® de type (1,d — 1),
i.e. Ao est engendré par eg, wey, ..., we 1. L’ objet universel correspondant est décrit par
le diagramme commutatif suivant

o A A)— A

a/wl Olol J{a
@ /x0 X0

L—=Ly—>L
Le schéma formel @‘(19_; s’identifie au spectre formel du complété @ -adique de I’anneau

Olx0, - - -, Xa—2, ca—1, Py 11/ (xoca—1 — @)

ot Py = [[(1 +aoxo+- - - +ag—2xq—2)(A +aoxica—1 +- - +aq—3xq-2¢4—1 +aq—2c4—1),
(ag, . ..,aq—>) parcourt une classe de représentants de (O/wO)d—1 dans 041,
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Drinfeld et correspondance de Langlands locale I 835

(2.1.5) Les composantes irréductibles de la fibre spéciale géométrique Q := ﬁ‘é‘l ®oF,

de Q?;l sont paramétrées par les sommets de B7 . Plus précisément, soits = [A;] représenté
parunréseau A, considérons tous les simplexes maximaux contenant s. Pour un tel simplexe
o, il est représenté par une suite de réseaux {w Ay C Ag0 C -+ € Ag,q—2 C Ag). Notons

=

Q;, la variété projective obtenue a partir de P(A;/@ Ay) en I’éclatant successivement le
long du sous-schéma fermé P(A; /A4 4—2) pour tout simplexe maximal o contenant s, puis
en éclatant le transformé strict de P(Ay/Aq,4—3) pour tous ces o, puis le transformé strict
de P(As/As,qa—4) pour tous ces o et ainsi de suite, cf. [25, §4] ou [37, (4.1.2)]. On sait
alors que le F;-schéma Q est localement de type fini, et @ = (J, BT, Q,. Chaque ; est
une variété projective munie d’une action de G = Stabg(s) Soit 0 = {sg,..., Sk} un
snnplexe quelconque, notons 2, la variété pl’OjeCthe Qso n---N ﬁsk munie d’une action de
G(, = StabG (o). On désigne G, le ﬁxateur deo,et GJr le pro- p-radical de G, (voir [33])

Notons Q(, = Q\ Us’ga /s et Jg - Q < Q4 I'inclusion naturelle. En particulier, Qs
est la fibre spéciale géométrique de Qd ! ; (Ie modele de Deligne au-dessus de s).
Rappelons que Berkovich a défini dans ce cas un morphisme de spécialisation
sp: Q‘f(_l’c“ — Q
(qui est appelé le morphisme de réduction dans [4, § 1]). L’image réciproque sous ce mor-
phisme de I’inclusion naturelle j : 5? < Q s’identifie a:

p~ (i) _
sp @HT—= sp~1(@)

tH(|sD——= 77 1(Is]*)

Lemme 2.1.6 Soit s un sommet. Quitte a choisir une base d’un réseau qui représente s, on
. . ~ . . =0 . s .
a un isomorphisme G/ Gj—>GLd (Fy). Via cet isomorphisme, 2 munie de I’action de

e =0 . N - . » e N
/GJr (G+ agit trivialement sur Q2 ) est isomorphe a Qg Yimuni de laction de GLy(Fy), on

Q; Uest le complémentaire de tous les hyperplans IF, ratlonnels dans IFL appele’ l’espace
de Drmfeld sur le corps fini Fy (cf. (2.5.1)).

Preuve On peut supposer que s = [A] = [09] le réseau standard. D’aprés I’exemple
(2.1.4), ﬁs) = Spec Fq [x0, ..., xq-2, ﬁxl] qui s’identifie donc a Q%fl. Les éléments de
q

G} =1+ @ M4(O) agissent bien trivialement, et les actions sont compatibles. O

2.2 Le revétement modéré ¢

(2.2.1) Rappelons tout d’abord deux descriptions modulaires de notre schéma formel ?2‘(19_1
introduites par Drinfeld dans [14] (voir aussi [1]). Si R est une O-algébre, nous noterons
R[IT] le quotient de 1’algébre de polyndmes R[X] par I’idéal engendré par X¢ — w. C’est
donc un R-module libre de rang d, engendré par 1 et un élément I (I’'image de X) qui vérifie
¢ = w. L’algebre R[IT] est munie d’une graduation a valeurs dans Z/dZ telle que les
éléments de R soient de degré 0, et IT soit de degré 1.

On considére le foncteur FP" qui associe & une algebre R € Nilp, I’ensemble des classes
d’isomorphie de (Y, n, T, u, r), ou

e 1 estun F,-homomorphisme de Fq vers R/@ R.
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836 H. Wang

e 1 est un faisceau en O[I1]-modules plats, Z/dZ-gradué, constructible, sur S := Spec(R)
muni de la topologie de Zariski.

e T estun faisceau en Og[I1]-modules, Z/dZ-gradué, tel que les composantes homogenes
soient des faisceaux inversibles sur S.

e u est un homomorphisme O[IT]-linéaire de degré 0 de n vers T, tel que u ®p Oy :
n®o Os — T soit surjectif.

e r est un isomorphisme K -linéaire du faisceau constant K 4 vers le faisceau no ®o K.

satisfaisant les conditions suivantes:

e Soit §; C S le lieu d’annulation du morphisme IT : 7; — T; 41, alors la restriction »;|s;
est un faisceau constant de fibre isomorphe a O7.

e Pour tout point s € S I’application ny/TIn; — (Ty/T1T;) ® k(s) est injective, ol k(s) est
le corps résiduel de s.

o Nls = m (N rON)ls, (Vi € 2/d7).
Drinfeld démontre que ce foncteur FP" est pro-représentable par le O-schéma formel

ﬁ”gl = §‘(’;1®0(5. Dans la suite, on notera (¢, n, T, u, r) I’objet universel sur ?2?;)_1.

Les composantes homogenes universelles T; sont des fibrés en droites sur §‘é—1. Par la
construction de I’isomorphisme entre Qdil et FP" (cf [1]), on sait que la restriction de T;

a chaque Qd b= Qd 1®@O est en falt libre. Soit 0 = & le simplexe maximal standard,
et 1dent1ﬁonsT |Qd 1 avec Oga-1 . Via cette identification, I’application IT : T; — T;4; est

induite par multlphcatlon par c? (cf- 'exemple (2.1.4)).

Le foncteur GP" de Drinfeld est un probléme de modules des O p-modules formels munis
d’une certaine rigidification. Rappelons ci-dessous leurs définitions. Si R est une O-algebre,
un O-module formel X est un groupe formel sur R muni d’une action de O relevant I’action
naturelle sur I’espace tangent Lie(X). Un Op-module formel sur R est un O-module formel
muni d’une action de Op prolongeant I’action de O. Un O p-module formel X est dit spécial
si I’action de Oy fait de Lie(X) un Oy ® o R-module localement libre de rang 1.

La définition du foncteur G repose sur I’existence d’un ©p-module formel spécial H
de dimension d et (O-)hauteur d? sur Fq, qui est unique a isogénie pres (cf [14] voir aussi [1,
II Prop. 5.2]). On considere le foncteur G" sur Nilpy, qui associe a2 R € Nilp,, I’ensemble
des classes d’isomorphie de triple (¥, X, p), ol

e Y est un F,-homomorphisme de F, vers R/ R.
e X est un Op-module formel spécial de hauteur d> sur R.
e p est une quasi-isogénie de hauteur zéro de ¥ *H := H ®Fq,1/; R/@ R vers Xgr/wR.

Un théoreme difficile de Drinfeld nous dit qu’il existe un isomorphisme entre GP" et
FPr. Cest-a-dire GP" est pro-représentable par le O-schéma formel Q-1

(2.2.2) On de51gne X le Op-module formel spécial universel de dimension d et hau-
teur d2 sur Q4 > . Le morphisme I1Ip : X — X est une isogénie, son noyau X[I1p]

est un schema formel en groupes fini plat de rang ¢ sur ﬁ‘gl. On note ¥ :=
Isomy, (Op/MpOp, X[I1p]e) ou Isomy , (Op/MpOp, X[Ip]*") selon besoin. Par con-
struction, X est un revétement fini étale sur Q‘;{l = Q‘,’{l® KI% de groupe de Galois
(Op/MpOp)* = F;d- On note X := E@KT(ELQ?]” la projection naturelle

induite par X[I1p] — Qd-! apres une extension de scalaires. On sait que le groupe des
quasi-isogénies de hauteur zéro du O p-module formel H vers lui-méme s’identifie a

G° := Ker(valg odet : GLy(K) — K*),
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ou valg est la valuation normalisée sur K de sorte que valg (eo) = 1. Ceci fournit une action
de G° sur tous les niveaux de la tour de Drinfeld. Par conséquent le morphisme de transition
p: X4 - Q’f{l’m est G°-équivariant. Dans cet article, on s’intéresse a la cohomologie
étale a support compact de X°“ au sens de Berkovich.

Par la construction précédente, on a un diagramme commutatif dont toutes les fleches sont

G°-équivariantes:
l , \

Qi(fl,ca T |BT|

ol v est la composée T o p. Donc X admet un recouvrement par les ouverts admissi-
bles v! (]s|*) ou s parcourent les sommets de B7. Soit s un sommet quelconque de B7,
I’immersion ouverte v~ (|s|) = v~!(|s|*) induit un morphisme de restriction:

RT (w1 (Is)™), A= RT(v~1(Is]), A)

ou A = Z/n avec n un entier premier a p.
Théoreme 2.2.3 Le morphisme de restriction ci-dessus est en fait un isomorphisme.

Preuve Ladémonstration repose sur un résultat des cycles évanescents d’un faisceau modéré
sur une variété de réduction semi-stable établi par Zheng cf. [40, Lemme 5.6]. Supposons tout
d’abord que I" soit un sous- groupe discret cocompact et sans torsion de PGLd(K ). On sait
alors que I agit librement sur Q%" 5 ! de sorte que Q ~! /T soit propre sur SpfO. On peut munir

Q’;% '/T d’une structure de K -espace analythue telle que le quotient Q‘j? ! Qé br
soit un revétement analytique galoisien. D’apres Kurihara [26] et Mustafin [28], Q‘IJ{I /T

est algébrisable, i.e. il existe un schéma propre Xr sur O de réduction semi-stable tel que
Q‘é‘l / T soit le complété de X1 le long de sa fibre spéciale Xrg. La stratification de Xrq
coincide avec le complexe 51mp1101al BT / r cf [26 Thm. 2.2.6]. Quitte a rapetisser I', on
peut supposer que la projection 7 : Q o QO / I" induit un isomorphisme entre ; et

7 (S2). Notons Z (resp. Z% le sous- schema localement fermé de X qui correspond a 77 ()

(resp. (ﬁg)) par I’algébrisation. D’apres GAGA analytique, le revétement étale modérément
ramifi€ /T de Qd-t /T correspond a un revétement modéré f : ¥ — Xr , de Xr ;, ou
Xr,, estla fibre générique de Xr.

D’apres [4, Corollary 3.5], on a des isomorphismes canoniques:

RU™(Is1%), A) = RT(x 7' (Is%), peAly-1(5py) —> R (R, RV, (pA)lg)
— — ~ —0
RT (™" (Is]), A) = RT(x 7" (Is]), paAlo-1(g) — RT(Qg, RW,(psA)|0)

qui nous donnent un diagramme commutatif

RU (w1 (Js[*), A) ————= RT(v=1(Is]), A)

= —0
R (@, RV, (psM)lg, ) —> RT (], R (p. D))
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ol RW,, désigne le foncteur des cycles évanescents formels défini par Berkovich dans loc.
cit.. Le théoréme principal de Berkovich nous dit qu’il existe des isomorphismes canoniques

RV, (psM)lg, = RY(Xr, fid)lz
et

R\I-’,,(p*A)|§o = RY(Xr, fsx)| 0,

ou RV est le foncteur des cycles évanescents algébrique. En vertu du [40, Lemme 5.6], nous
avons

RY(Xr, fiM)|z = Rjz+«RY(XT, ful\)|z0,
ot j désigne I’immersion naturelle Z° <> Z. On en déduit I’égalité suivante
RV, (psM)lg, = st,*R\IJn(p*A)Iﬁg, 2.1
et donc un isomorphisme
RT ™' (Is["), A)—>RT (v (Is]), A)
donné par le morphisme de restriction. O

2.3 Le prolongement de X““ au-dessus d’un sommet

Dans ce paragraphe, on prolonge le revétement modéré X en un jt,q _-torseur sur ﬁs) pour
chaque sommet s de B7 . Les calculs que nous effectuons ici généralisent ceux de Teitelbaum
[35] pour d = 2.

(2.3.1) L’espace tangent Lie(X) du Op-module formel spécial universel X (voir (2.2.2))
admet une graduation par Z/dZ sous I’action de Oy C Op en posant

Lie(X%); = {m € Lie(X) | t(a)(m) = J_i(a)m,‘v’a € O4}

out:0Op — End(%) exprime la structure de O p-module de X. Chaque Lle(3€) ; estun fais-
ceau inversible surQ 4=1 Considérons I’ objet universel (¢, 5, T, u, r) sur Q4 o rappele dans

(2.2.1). Dans la construction de 1’isomorphisme de GPr =, Fpr (voir [1, Theoreme 8.4]),on
identifie T; a Lie(X);, et ’action de IT envoie T; vers T; 1. On en déduit une décomposition
de I’espace cotangent de X[IT]:

Lie(X[I)¥ = Ty /0T @ T/ /0T, & --- & Ty_,/ITy. (2.2)

Le morphisme ¢ induit un homomorphisme ¢ : Op/I1 ~ Foa — End(X[IT]). Ceci nous
permet d’utiliser la classification de Raynaud [30] que nous rappelons ci-dessous.

Soit M = Hom(IE“qX ,OIX)) le groupe des caracteres (homomorphisme de groupes) de
]F;d a valeurs dans O, On prolonge chaque caractere u € M a F,a = Op/TIOp tout
entier en posant ©(0) = 0. Un caractere p est dit fondamental si I’application composée
Fga 20 D Ar ¢ estun homomorphisme de corps. Onadonc fd caracteres fondamentaux
autotal. Sion désigne x : IF;, — O; C O} lereprésentant de Teichmiiller. Alors I’ensemble

des caracteres fondamentaux {x; }ogi<sa—1 sont de la forme xo = x, xi = X,‘I:p 1<i<
fd — 1. Notons que t(A) = t(x (1)) |x[m) € End(X[IT]), pour tout A € Fga.
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Soit Ox[m) = Oga-1 @ Z, ou T est I'idéal d’augmentation. L’endomorphisme (1) sur

o
X[IT] induit un endomorphisme [A] de I’algebre de Hopf Ox ;. Pour tout u© € M, les
endomorphismes

1 1
iy, =——7 M)A
nE T Z ptom
Ae]Fq p]
de la O‘Q(gl -algébre Ox () forment une famille d’idempotents orthogonaux qui respectent
Z. On a alors une décomposition
I=P 1z
neM

ou Z, = iy (Z) formé des éléments x € 7 tels que [A](x) = w(A)x, pour tout A € IE‘;d.

Notons Z; :=17,,,YVO <i < fd—1.Le Q41 _schémaen groupes X[IT] satisfait 1a condition
de la classification de Raynaud, i.e. chacun des faisceaux Z; est un Oga—1-module inversible,

o
¢f- [30, Prop. 1.2.2]. Donc 7 est un Oga-1-module localement libre de rang q? —1.
o
Fait 2.3.3 ([30, Thm. 1.4.1]) Sous ces conditions, le schéma en groupes X[IT] est déterminé
par le systeme (Z;,¢; : Tit+1 — Iip, d; : Iip — Tiy1); oules ¢; et d; sont Oga-1-linéaires
o
de sorte que dj oc; = wldz, |, VO <i < fd—1.Iciw € F(Q%ﬁl, Ogu-1) est donné par
o

la somme de Gauss indépendant du X[I1].

Localement, on peut supposer que chaque I est en fait libre engendré par X;. On en
déduit que X[IT] est donné localement sur Q- > par les équations

Xi =6 Xit1,i € Z/fdZ

avec §; des sections locales de ﬁ‘gl. On a alors une autre description de 1’espace cotangent
de X[IT]:

Lie(X[M)" =Z/7° = To/T,; @ T1/T} & -+ ® Lra—1/T}y 5 (2.3)

Lemme 2.3.5 TV/l'[T ={xe I/I2 | [M(x) = o~ (x(M)x, VA € qu}.

i+1 =
Preuve On a Lie(X[I1]) = Hom(I/Iz, Oga-1). Pour tout A € Foa, t(2) induit une action
sur Z/Z7 qui est, par définition, celle induite%ar [A]. O
En comparant les deux décompositions 2.2 et 2.3, on obtient que
Tpivj=Tfipjor VST <=1 etLp /T =Ty /Ty 4y,
On en déduit que
Zri/Thoyy = Tai/ Ty 11

11 s’ensuit que X[I1] est localement donné par les équations X? =6iXiy1 (i € Z/d7).
(2.3.6) Pour un simplexe o € BT, on note ﬁ‘g; le produit fibré de 5\2‘(19_; avec ﬁé‘l

au-dessus de ?2?9_1, et Q?{ ; sa fibre générique. Si o = ® est le simplexe maximal standard,
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le morphisme IT : T; — T, est donné par multiplication par ¢; (cf. (2.2.1) et (2.1.4)).
Alors, sur Q‘g é)

Ifi/I;I‘(i—l) =T i/ca-iTj ;.

Lemme 2.3.7 Soit s un sommet de BT. Notons X I’espace rigide ¥ XQa’ 1 Q L. Alors il

existe une section u € F(Q‘(l5 l O’édq) telle que
.8 -
O‘S

1

d_
T = SpOga-1[Xol/ (X~ —wu).
K.s

Preuve 11 suffit de traiter le cas ol s est le sommet standard A = [©?]. On observe tout
d’abord que le groupe de Picard de Qdfl Al est trivial. En effet, il est isomorphe au groupe de

Picard de sa fibre spéciale, car Q est w -adique complet (cf. [16, 3.7.4]). Donc

]

od—1 d—1
PIC(QO [A])_Plc(Q ) =0,

d’apres [21, II Prop. 6.5]. Donc X[IT] XQd L Q- est donné par X? = i Xit1

o, [A]
ou § € F(Qd l Oﬁd 1 ). D’apres lexemple (2.1.4), il existe des sections u; €
O.1A]
Ofd i )telles que §; = c;ju;, Vi. On en déduit que
O[A]

qd—] qd—l qd—2
ia) = SpOge-1 [Xol/ (XO — o0 o --‘55171)
K.[A]

q?—1 gi=1 g2 q ¢4 g9 g—1
= Sp OQ{;%_[IAJ [X()]/ (XO — €O Ca—1U Uy TrrlUg _HUA—1C Cy e Cy_g
q'—1
= SpOgqa-1 [Xol/(Xy —wu),
K.[A]
d—1 d-2 d—1 d-2 o~
N q q g =1 g9 -1 q—1 d—1
ouu:=uy u; ---Ug-1C ¢ “eCy_o € F(SZ(5 [A],Ogdq ), carco- - Cq—1
' O,[A]
= w et co,...,Ccq—2 appartiennent a F(Q‘g[lm, (’)%,_1 , cf. exemple (2.1.4). D’ou
' O.lA]
I’énoncé du lemme. O

o o d_
(2 3.8) Posons K' = K[w]/ (w, - w) une extension modérément ramlﬁee de degré

g% —1de K, O I'anneau des entiers de K. Apres ’extension des scalaires a K , ’espace
rigide X ¢/ := Xs Qp K est donné par

Spogd ; XO 1/x S,

N d—1 d—1 > . L ~4_1
ou X6 = Xo/o; et th’s = Qk,s ®x K. Considérons la normalisation de 5 dans ) K
que I’on notera 0. D’aprés [32, Exp. 1(9.10), (10.2)], £0 = SpfOg o [XO]/(X’q S,
avecu € F(ﬁdfl Ox -1 ). Le groupe de Galois Gal(K ) K) est 1s0m0rphe canoniquement

o,
a[.qu | viag € Gal(K’/K) — g(omy)/o; € Mgd_1- Onen déduit qu'un élément ¢ € Mgd_1

agit sur I’anneau de schéma affine formel E? en envoyant X, vers £~ 1XO.

@ Springer



Drinfeld et correspondance de Langlands locale I 841

=0 S .
Notons que la fibre speciale X de X? est un Mgd —1-torseur G/ G -invariant au-dessus

de Q ,caru := u (mod @) est une unité dans F(ﬁs), 050)~ On a alors un diagramme
s
commutatif:
):s, i€ gg )ff
P\L ﬁsl psl
U O, <0

ol p et p désignent les projections naturelles.
Corollaire 2.3.9 On a un isomorphisme
RT (™' (Is]), A) = RT(y, A).
Preuve D’apres Berkovich, on a
-1 -1 —0
RT (™ (IsD), A) = RT(z7(Is]), p+A) = RT (825, RVy(p«A)|50)-
Notons que /E\J? est un modele lisse de X . D’apres [20, Exp. [2.4],
ROW, (paP)lg0 = Py A, (2.4)
R"W, (pa)lgo = 0,¥n > 1.
11 s’ensuit que

_ —0 _ —=0
RT(v~'(Is]), A) = RT(Q,, P, A) = RT(,, A).

2.4 Un calcul du torseur f(s)

Dans le paragraphe précédent, on a relié la cohomologie du tube v—"(|s|) 2 1a cohomologie de
fo Rappelons que fo estun [t q_-torseur G, / G -équivariant surﬁo. Dans ce paragraphe,

notre but est de calculer sa classe dans H! (Qs, Mgd_1)- Supposons désormais que s soit le
sommet standard A = [O¢]. On se raméne donc au cas oul QS = Q%q ! sur lequel E[ A] ©st
un ftgq_j-torseur GL, (F4)-€quivariant.

(2.4.1) Notons H I’ensemble des hyperplans [, -rationnels de P%;l, nous avons alors

Qd 1 ]P’d 1\ U y.
YeH

Notons i (resp. j) I’inclusion naturelle de D := UYEH Y (resp. Qd 1) dans IPd ! Pour I un

sous-ensemble de H, on notera Y; = ﬂYE 1 Y, etiy, Iinclusion de Y; dans Pd ! La suite

exacte de cohomologie relative associée aux inclusions:
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d—1 J d—1 i
T C - D)
Q]Fq P]Fq UYEH Y

nous fournit une suite exacte

0—H' (Q%il» Mn) —G)H% (]P}%717 l/Ln)—>H2 (ngl, Mn) (2.5
q q
ou n est un entier premier a p.
Lemme 2.4.3 On a un isomorphisme canonique
2 d—1 2 d—1
H? (]P’Fq ,M,,) - P H; (]P’E ,M,,) - D z/n.
YeH YeH

Preuve On prend une résolution injective Z/n — Z" du faisceau constant Z/n. Pour chaque
, . . .. Lo
g, nous avons une résolution simpliciale de i,i"Z7:

0= > P iruiy, @) = - > @ ivaiy @) > i,i' (29 - 0.
ICH,||=r YeH

Les suites spectrales associées & deux filtrations du double complexe K77 := Py, l|=—p
iy,,*ig,l 77 (p < —1, g > 0) nous fournit une suite spectrale:
Ef'= P iy RYyZ/n = iRV 0.
ICH,|I|=—p
Pour chaque hyperplan rationnel Y, (Y, IP%_I) est un couple lisse ([36, Exp. XVI]) de
q

codimension 1, et (¥;, IP’%_I) est un couple lisse de codimension > 1 si [/| > 2. D’apres la

pureté (voir loc. cit.), on sait que
R%'(Z/n) = R'i'(Z/n) =0,
et

i R*iN 2 n) = @D ivs R?iy @ /n) = €D iy« (Z/m)y (= 1).

YeH YeH

On déduit la premiere égalité par la suite spectrale
EY" = HP (D, R7i* ) = Hp™ (PG, ).

Chaque Y est un diviseur irréductible, et la deuxieme égalité est donnée par la classe
fondamentale de Y:

H&(P%q“, 1n) = HO(Y, Ry ) = HO(Y, (Z/n)y) = Z/n.
[m}

(2.4.4) Posons n = qd — 1 et considérons la suite exacte 2.5. Reécrivons-la sous la forme
suivante:

_ 3 >
0 — Hy(" nge-)— P 2/@* = 1)-=7/q" — D).
YeH

Notre but est de calculer la classe du 1,4 -torseur f([)A] dans H), (Q%_1 s Mgya_1)- Rappelons
q

tout d’abord la définition de I’application 9. Comme Pic(Q%_l) = 0, par la suite exacte de
q
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Kummer, un [qd—j-torseur Z peut etre Ecrit sous la forme Oga-1 [T]/(T”’d’1 — f), avec
Fq
fe F(Qd ! ,OF41)- Alors

]Fq
A(Z)(Y)=ordy f (mod ¢¢ — 1), VY € H.
Lemme 2.4.5 Soit Z un Wyd_y-torseur GLy (Fy)-invariant sur Q%fl, alors 0(Z)(Y) =
q
9(Z)(g-Y),Vg € GLy(Fy), et 9(Z)(Y) =0 (mod g — 1).

Preuve La premicre assertion découle d’invariance sous g € GL4(F,). Pour la deuxieme, on
observe que GL (IF, ) agit transitivement sur H et le cardinal de H est 1 +¢ +q% 4 4q4 L
Notons que d(Z) est contenu dans le noyau de > : Py oy Z/(g? —1) > Z/(q? —1),0ona
donc

(Itg+--+¢"H-92¥)=0 (mod ¢ —1).
Donc 9(Z)(Y) =0 (mod g — 1). O
Théoreme 2.4.6 PourtoutY € H, ona a(f([)A])(Y) =q —1 (mod qd —1).
Preuve Commengons par un lemme géométrique. O

Lemme Soito = {w A C Ao & A} le simplexe que I’on a étudié dans I’exemple (2.1.4),
i.e. Ao correspond a I’hyperplan X9 = 0 de P(A /@ A), alors Plc(Q‘é ;) =0.

Preuve 11 suffit de montrer que le groupe de Picard de la fibre spéciale X de Qd ! est triviale.
D’apres I’exemple (2.1.4), X est une réunion des deux composantes 1rreduct1bles
C = SpecFy[xo, ..., x4-2] [H(l +apxg + -+ ad,zxdfz)’l]
et
D = SpecFy[x1, ..., X4—2, ca—11[P "]

o P =[[(1+a1xi +- - +ag—2x4-2)(1 +aoxicag—1 + - - + ag—3xq—2ca—1 + aq—2¢q—1),
avec I’intersection

E=CnNnD= Specﬁq[xl, e Xd—2] [H(l +ajx)+ - +ad—2xd—2)_1]'

Nous noterons ic, ip, et ig les inclusions canoniques dans X. D’apres [21, II Prop. 6.5],
Pic(C) = Pic(D) = Pic(E) = 0.
On montre qu’il existe une suite exacte des faisceaux sur X:

I — Oy —>ic,Of x iD*O*Di)iE*OE — 1, (2.6)

ou « est donné par f — (f|c, f|p), B est donné par (f,g) — flE - glgl. L’exactitude
est vérifiée en regardant la fibre en chaque point. En effet, soit x un point de X contenu
dans C\D (resp. D\C), le complexe 2.6 se réduit a I'isomorphisme Oy =~ O¢  (resp.
Oy, = (’)Bx). Il nous reste le cas ou x est un point de E. Comme cette question est locale,
on peut supposer que

X = Specﬁq[xo, cees Xd—11/x0X4-1 C = Specﬁq[xo, e Xd—11/x0

D = SpecFy[xo, ..., xg—11/x4—-1 E = SpecFy[xo, ..., xa—11/(x0, Xa—1),
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et x = p est un point de E. Notons que 1’on a une suite exacte des faisceaux cohérents sur X

o . . B .
0—> Ox—HC*OC X lD*OD—>lE*OE — 0

ou o’ est donné par f — (f|c, flp), B est donné par (f, g) — f|g — glg. On la vérifie
en regardant les fibres en tous les points fermés. Donc on a une suite exacte

’ /

o
00— OX,p_p)OC,p X OD’p—p>OE7p — 0.
On en déduit que la suite

op By
1—>O§p—>OéPXODp—> ’Ep

est exacte. Notons que 1’application surjective
Fylxo, ..., xa—11/xa—1 = Fglxo. ..., xa—11/(x0, X4—1)

est scindée, et donc induit une surjection 0%, | — O7F, . C’est-a-dire B}, est surjective.
On associe la suite exacte longue de cohomologle H (X —) au complexe 2.6, et on obtient
une suite exacte

H(C,0%) x H'(D, O} ) O HE, 0% *) —> Pic(X) —> Pic(C) x Pic(D).
L’immersion £ < D est induite par I’épimorphisme

= 1 .7 -1

Fylot, o 22, ca 1P 1= Fyler, gl [ [ a4+ ag2v2) 7]

X = X

cqg—1 — 0.

Notons que ¢ est scindé, donc il induit un épimorphisme H(D, op) - H OE, O3}). Alors
HO(B) est surjectif, donc Pic(X) est trivial. ]

Revenons a la preuve du théoreme. Rappelons que
Sia) = SpOgant [T1/(T4 ™ — wu)
K.[A]

¢f- le lemme (2.3.7). Grace au lemme (2.4.5), il s’agit de calculer ord %, pour un hyperplan
[F,-rationnel H. On peut supposer que Hestl hyperplan donné par xo = 0. D’apres le
lemme précédent, X[IT] XQd Q4 & est donné sur Q% ) par les equations X = 6; Xiy1 0u

8 € F(Qd ! O’\d 1). En tenant compte de I’exemple (2.1.4), il est donné par
d—1
SpfOga-1 [Xo, X11/(X{  —81X1, X{ = 80X0)
O,0

ou §1 = u1xg, §o = upw /xg, avec ug, Uy € F(Q‘gl, O;izdf, ). Ceci implique que X, :=
Nes -
O,U
% X gd-1 Qf{l est I’espace rigide défini par
K 3

d_1 -1
Sp Oqa-1[Xol/(X§ ~ — wufuoxi ).
K.o
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-1

Comme X5 |;-15) €t T(a] donnent la méme classe de torseur dans Hl(Q‘Iie (A ;qu_l),
. . . — ’ — d
il existe alors une fonction f € F(Q‘Ii% [IA], O;d*‘ ) telle que wu = wu‘fuoxg ]fq -1
’ K,[A]
Notons que f appartient a F(Q’gllAJ, ;%471 ), en fait u, ug, uy, xo sont tous dans
’ [eXWN
ad—1 *
F(Q@’[A], Sd-1 ). Donc on a

O.1a]
_ _ -1
ordx, it = ordx, o + ordg, ] + ordg,Xg (mod ¢? — 1).

Notons que ug, u; € F(ﬁ‘g;, Ogdfl ), Pordre de u; en X est nulle. On en déduit que
’ é,ﬂ

ordy,u =q —1 (mod qd —1).

2.5 Le lien avec les variétés de Deligne-Lusztig

Considérons GL le groupe linéaire sur Fq muni un morphisme de Frobenius (¢;, ;) — (azj).
Dans ce paragraphe, on rappelle certains aspects de la théorie de variétés de Deligne-Lusztig
[11] associées a GL, et I’élément de Coxeter w := (1,...,d) € &4, et on étudie le lien
avec I’espace de Drinfeld p-adique.

(2.5.1) Les variétés de Deligne-Lusztig sont des variétés sur un corps fini F;, qui jouent
un role important dans 1’étude de la théorie de représentation de groupes finis réductifs. Ici
on s’intéresse au cas associé a GL; et I’élément de Coxeter w := (1, ...,d) € &, ceci est
traité dans [11, (2.2)]. On a vu dans (2.4.1) que la sous-variété ouverte Q%_l de Pmd‘,,_l est
définie comme le complémentaire de tous les hyperplans I, -rationnels, donc elle est définie

. ) . i . . . N
par la non-nullité du déterminant det((X? )o<i,j<d—1) car cette fonction s’identifie (a une
constante non-nulle prés) au produit de formes lin€aires a coefficients dans Fy, i.e.

j
det(X! )o<i,j<a—1) = c- H (aXo+---+ag—1Xa-1),
lao:+:aq—11€P4=1 (Fy)

ouc eF ; dépend du choix des relevements a IFZ\{O} des éléments de P71 (Fy). Evidemment,
le groupe fini GL, () agit sur Q%q_l par translation linéaire sur les coordonnées.

Par la construction de Deligne et Lusztig, Q%;l admet un revétement fini étale DLY~!
de groupe de Galois F ;d. On peut identifier DL?~! avec la sous-variété fermée de I’espace

affine A%q = SpecF4[Xop, ..., Xg—1] définie par I’équation

det(X9Yo<i jea—1)?" = (=14, 2.7)

L’action de GL4(F) sur Q%;l se léve naturellement sur DL~! | et le groupe IE‘;d agit sur
DL?~! par multiplication sur les coordonnées X; > ¢ X;, V¢ € F;d.

Posons DL%;1 =DL g E le Mqd 1 -torseur GL, (Fy)-invariant au-dessus de Q%q_l ,
et notons 7 : DL%;1 — Q%q_l la projection canonique GL4(F,)-équivariante. Notons x; =
Xi/Xq-1,0 < i < d—2lescoordonnés affines associées, alors Q%q_l s’identifie a A%q_l privé
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les hyperplans rationnels agxo + - - - +ag—2Xq—2 +aq—1, ot (ap, . . ., ag—1) parcourt IFZ\{O}.
De plus, nous avons une expression explicite du torseur DL%_1 enposant T :=1/X,4_1:
q

DL%;I = Spec O g1 [T] /(Tq”’—1 —(—1)d! ( I1 (@oxo
& lao:+ag_11€P4~1 (F,)

q—1
+ -t agoxgo+ adfl)) )

= Spec Ogut [T1/(T9 ™ — (=1)? I1 (aoxo
o (@0.-.eta—1)€F\ [0}

+ -+ ag-2xa—2 + aq-1)),
""" ”d—l)G]FZ\{O}(aOXO—F' ctagoxgo2+ag-1) = (_1)'(H[ao;‘..;ad_l]g[pdfl(]Fq)(GOXO"F
-+ ag—2x4—> + ag—1))?~". On en déduit que ¢ € ]qud agit sur DL4-! par la formule
T ¢7IT.

Proposition 2.5.3 Rappelons que 'H est ’ensemble des hyperplans T, -rationnels de ]P’%_l,
q
cf. (2.4.1). Alors pour tout Y € H, on a B(DL%fl)(Y) =g —1 (mod qd —1).
q

Preuve Le torseur DLd Uest GL, (Fy)-invariant. D’apres le lemme (2.4.5), il suffit de savoir

la valeur de 8(DLd 1) enl hyperplan Xy = 0 qui correspond a I’hyperplan xo = 0 de Ad I
Alors,

80Lg HXo=0) =ordyy (=D []  (@ovo+ "+ +au2xs2+as1)

g —1 (mod qd—l).

m}

Théoreme 2.5.4 Soit s un sommet de BT. Quitte a choisir une base d’un réseau qui
représente s, on a un isomorphisme G/ Gj' = GL4(Fy)-équivariant

Rl“(v’l(|s|),A);RF(DL%_I,A). (2.8)

Preuve D’apres lethéoreme (2.4.6) etla proposition (2.5.3), on aunisomorphisme G/ Gj‘ =
GL, (Fy)-€équivariant fg = DL%_1 et un diagramme commutatif:
q

It

7, l

= d—1
Sy
K Fy

En vertu du corollaire (2.3.9), on obtient un isomorphisme
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RT (v 1(s)), A)%RF(DL%‘I, A).
q

Corollaire 2.5.6 On a un isomorphisme G;/G{ = GL,4 (Fy)-équivariant:

RT(v™"(Is[*), A)—>RT(DLL ™, A).
q

Preuve Ceci découle du théoreme (2.2.3) et le théoréme précédent, en vertu de la dualité de
Poincaré analytique [2, (7.3)] et algébrique [36, Exp. X VIII]. O

(2.5.7) Dans [11, §9], Deligne et Lusztig ont introduit une compactification ﬁﬁq_l de Qﬁ-q_]

dont le complémentaire est un diviseur a croisements normaux. Soit A = {«q, ..., @41}
I’ensemble de racines simples tel que w = g, - - - So;_, € Sy, suivant eux, on définit
—d—1
o, = ] xw,
X=X1X4—1EW
x;€{l »Sa }

ou X (x) est la variété de Deligne-Lusztig associée a GL; et I’élément x € &4, en partic-
ulier, X (w) = Qﬁqu_l. D’ailleurs, la variété ﬁgq_l peut s’obtenir par une suite d’éclatements
successifs de 1’espace projectif ]P’%;l comme dans (2.1.5), ¢f. [37, Lemme 4.1.2].

Fait Soit s un sommet de BT . Quitte a choisir une base d’un réseau qui représente s, on a
un diagramme commutatif G5/ G = GLy (Fy)-équivariant:

o —= o
s Fy

Preuve Ceci découle de [37, Lemme 4.1.2]. O

Remarque Soient I un sous-ensemble de A, P; = BWj B le sous-groupe parabolique stan-
dard associé a I et Uy le radical unipotent de P;. Des que I’on fait un choix d’un sommet
s € BTy et une base d’un réseau qui représente s, I’isomorphisme dans le fait précédent nous
fournit un sous-groupe parabolique de G,/G, et donc un simplexe o contenant s. De plus,
on a un diagramme commutatif:

Gs/G} = GL4(Fy)

GrH/Gr= U,
Fait Sous I’hypothése du fait précédent, I’isomorphisme Qg ;5%;1 comme dans loc. cit.
identifie Qg a Cy, oi Cp = (ﬁgq_l)U’ les points stables sous Uy .

Preuve Supposons tout d’abord que / = A\{«;} pour une racine simple «; € A. D’ apres
ce qui précede, [ fait un choix d’un simplexe [s, ﬂ contenant s, ol s’ est un sommet voisin
de 5. La remarque dans [37, (4.1.4)] nous dit que C; s’identifie a Q; N Qy = Q4 7. Pour 7
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quelconque, supposons que / = A\{o;,, ..., @; ). Alors] =1I1N---NI.,oul; = A\{a,-j},
et C; = Cp N---NCy,. Chaque I; fait un choix d’un sommet voisin s; de s, et identifie
C I a Q[S,Xj]. Notons que o := [s, 51, ..., 5] est le simplexe donné par /. Par définition,
Qo = Qs,5.) N -+ - N [s,5,], donc il s’identifie a C;. [m}

(2.5.8) Rappelons le théoreme principal (Théoreme 5.1.1) de [37]. Considérons le dia-
gramme suivant:

d-1
D]Fq
in
d-1¢ J _=d-1 iy
le d >
“, $F, Ci

Théoréme Le morphisme de restriction
d—1 —=d—1 . res. = ks
RF(QE T \) = RF(QE s Rjs (e A))—> RI(Cyp, i Rjs (4 A))
induit un isomorphisme

RU(QL, 7, MY —> RT(C, i} Rju (M)
q

Cela nous donne la conséquence suivante sur la cohomologie de X“.

Théoreme 2.5.9 Soient s un sommet de BT et o un simplexe contenant s, alors le morphisme
canonique HI (v='(lo|*), A) — HI(W™'(|s|*), A) provenant de ’immersion ouverte
v (o *) <= v (|s|*) induit un isomorphisme

HI ™ (o], A)—>HI W™ (Is]*), A)%7 . 2.9)

Preuve Par la dualité de Poincaré, il suffit de montrer que le morphisme de restriction
RT(v~1(|s|*), A) — RT(v"!(|o|*), A) induit un ismorphisme RT (v~ (|s]*), A)G;;
RI(v~! (lo]*), A). D apres Berkovich [4, Corollary 3.5],

R~ (lo]*), A) = RT(Qq, RY, (ps)lg, ),

ol p est la projection X — Q‘f(_l’m.
Notons p; : fg — ﬁ; etiy : Qy < Q. D’apres le théoreme (2.2.3) et le corollaire
(2.3.9), on a un diagramme commutatif:

RT = (|s[*), A) ——— RT(Q, P A)

lres. \Lres.

RT (™' (jo[*), A) — RT (R, i RjssDys )
Donc on se ramene a montrer que le morphisme de restriction induit un isomorphisme

—0 _ ~ — . A
RT(Q. Pyl gt g+ —> R Qo i3 Rjs s A).-
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Comme G} /G estun p-groupe fini et A estde torsion premier & p, on peutidentifier canon-
. =0 _ N =0 _ . s 2 2 PRRS
iquement RT(2, Py At g+ @ RT(2, ps*A)G;/G;r. On obtient I’énoncé du théoreme,
en vertu du théoreme précédent et les isomorphismes canoniques:

—0 _ = d—1
RT(Q,, Py ) ——> RF(QE , T \)

lres. lres.

RU(Q, il Rjss Py A) — RT(Cy, iF RjpsmtiA).

3 La partie supercuspidale de la cohomologie

Dans cette section, on donne quelques conséquences sur la partie supercuspidale de la coho-
mologie de X“.

3.1 La démonstration de Théoréme A.

Fixons £ # p un nombre premier et une cloture algébrique Q, de Q.
(3.1.1) Soient 6/ C o deux simplexes de B7, I'immersion ouverte v“(|a|*) —
v~ 1(lo’|*) induit un morphisme canonique:

HI0 " (lo*), A) — HI W™ (o), A).

Donc les données

(0 € BT) — HIw=(lo]%), A)
(o' co) (HIw (o), A) — HI v (|o'[*), N))

définissent un systeme de coefficients G°-équivariant (voir [8, 3.2.3]) a valeurs dans les A-
modules que nous noterons simplement o +> HI(w=1(lo|*), A). Nous avons le fait suivant
bien connu (voir [8, Prop. 3.2.4] pour le fait et [8, 3.2.3] pour les notations):

-

Fait 1] existe une suite spectrale G°-équivariante
E{" =l (BTi—p), 0 — H (v (lo]"), A)) = HITI(2, A) 3.1

dont la différentielle dlpq est celle du complexe de chaines du systeme de coefficients o +>
HE 0= (o), A).

(3.1.3) Notons W le groupe de Weil associé a K et Ik le sous-groupe d’inertie. Posons
GDW :=GxD*xWg,etv: GDW — ZI’homorphisme qui envoie un élément (g, §, w)
vers I’entier valg (det(g~)Nr(8)Art~!(w)) € Z, oi Nr : DX — K* désigne la norme
réduite et Art™! : Wx — WI“([’ — K désigne la composée de I'inverse du morphisme
d’Artin qui envoie I’'uniformisante @ vers un Frobenius géométrique fixé ¢. On désigne
(GDW)? := v~ 10) le noyau de v, et [G D W], le sous-groupe distingué formé des éléments
(g,6, w) tels que v(g, §, w) € dZ. On considére G (resp. D>, Wg) comme un sous-groupe
de GDW via I’inclusion naturelle, et on notera [G]y (resp. [D]gs, [Wk]4) son intersection
avec [GDW],. Des que I’on identifie K* au centre de G, ona [GDW]; = (GDW)OwZ.
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(3.1.4) On a vu dans le paragraphe 2.2 que I’espace analytique X““ admet une action
naturelle du groupe G° x O x Ik . Afin de définir une action du groupe G DW, on suit la con-
struction de Rapoport-Zink [31] en adoptant les notations de [9, §3], i.e. on ne fixe pas la hau-
teur des quasi-isogénies qui rigidifient les problemes de modules dans la définition du foncteur
GPr dans (2.2. 1). Ce nouveau probleme de modules G est de méme pro-représentable par un
schéma formel M Dr,0 Sur Spf 0, cf 19, (3.1.3)]. Grace a la décomposition suivant la hauteur
de quasi-isogénie, G= ez G ot G classifie les classes de triples (, X, p) avec p de
hauteur dh. Chaque G est isomorphe (non-canoniquement) a2 G© et G est le foncteur

= My

GP" de Drinfeld. On en déduit un isomorphisme non-canonique M Dro = 0 % 7 ou

./\/l(o) no = Qd I est le schéma formel qui représente G, On note X le O p-module formel

spécial unlversel sur M pr.0. Le noyau X[l'[ pl de la multlpllcatlon par I1p dans X est un
schéma formel en groupe fini plat de rang ¢¢ au-dessus de M 1pr,0, €t qui est étale en fibre
générique. Le (Op /T pOp)™-torseur Isomy,  (Op/TpOp, X[Ip]®") sur Mpyo la fibre
générique au sens de Raynaud-Berkovich de M Dr.0, est donc représenté par un K -espace
analytique M p, 1, qui est un revétement étale de M p, o de groupe Og /(14+TpOp) = IE‘qu .

En posant M 1= = Mpr, 1®KK“‘ on aun 1somorphlsme MG | = X x Z. Suivant [9,
(3.1.5)], on deﬁnlt une action du groupe GDW sur . telle que la composante X x {0}
soit stable sous I”action du sous-groupe (G D W)?. Desormals, onidentifie 3¢ au sous-espace
analytique ouvert-fermé £ x {0} de M ;.

(3.1.5) Soit 0 : F;d — Qz un caractére d-primitif, i.e. 6 ne se factorise pas par la norme

N]Fq afF g IFqu —» IF;f, Vfl|det f # d. Définissons les représentations suivantes:

e une représentation p(0) = 1nd[DD] 6 de D*, ou [D]; = ngz tel que OIX) agit via la
projection O}, — ]F;d, et o’ agit trivialement.

e une représentation 7 () := ind% ;2 o de G, ol my est la représentation cuspi-

GL4(O)w
dale de GL,(IF,) associée a 6 via la correspondance de Green (ou de Deligne-Lusztig),

vue comme une représentation de GL4(O)wZ telle que GL4(O) agit via la projection
GL4(0) — GLg(IFy) et o’ agit trivialement.

e une représentation aﬁ(Q) = 1ndme]d g de Wk, ou 6 est le caractere de [(Wkla =

zZ dy _ d-1, G g . S s
Ik (97 tel que Q(go ) = ( 1) = , et 0], se factorise par I'inertie modérée

Ix = Ix/Ik (@) = [,qu_l—>QZ , ici @y est la racine (qd — 1)-ieme de @ fixée dans
(2.3.8).

Posons
H. := HI (M, | /o” Qp), ie{d—1,...,2d — 2}.
D’apres la description précédente,
H. = ind{{/ )}, HA(Z, Q).
oll o € K* C G agit trivialement. On considére la partie p(6)-isotypique de H.

Théoreme 3.1.6 Pour tout 6 : F;d — @Z caractére d-primitif, on a

7)) @c* (), sii=d—1;
0, sii #£d—1.

Preuve Ceci découle du lemme (3.1.8) et la proposition (3.1.10). ]

Hompx (p(6), H.) ~
ompx (p(6), C)wax[
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Lemme 3.1.7 En tant que représentation de GW := G x Wk, ona
Homp«(p(©), H.) = indG},,. Homgs, ©, HL(Z, Q).
o [GW]y ={(g,w) e GW | v(g, 1, w) € dZ}.

Preuve D’apres la réciprocité de Frobenius, on a

Hom x (0(#), H.) = Homypy, (6, 1nleDW]d H(Z, Qp))
= ind{Gy, Homg~, ©, H (%, Q).

Lemme 3.1.8 En tant que représentation de G, on a

@)%, sii=d—1;

Hompx(p(), H.) = [ 0 sinon.

Preuve Notons M (0) la partie 8-isotypique d’un F;(,-module M. Rappelons que si s est un
sommet de B7, nous avons pour tout i € N un isomorphisme (cf. (2.5.6))

H: 0™ (1), Q) = HIDLE !, Q).

Comme 6 est d-primitif, grace a la propriété des variétés de Deligne-Lusztig [11, Lemma
9.14],0on a

T, Sii=d—1;

0, sinon.

1

HI(DLE™, Q) (0)

En vertu du théoréme (2.5.9),sii #d—1, H. (v~ (lo[*), Q))(0) = 0Vo.Sii =d—1,0 5 s
un simplexe tel que dimo > 0, comme 7 est une représentation cuspidale de GLy(IF;), on
a

NiG /G

H7 o™ (o), Q) (6) = =0.

Donc, la partie 8-isotypique de la suite spectrale 3.1 dégénere en E; lorsque i = d — 1. En
conclusion, on a

Homgx (6, H (%, Qp)
q

— [@AEB% Hcdfl(l)fl(|s|*)’@[)(0) :695587{)39’ Sil =d— 1; (3.2)

0, sinon.
Ceci nous fournit un isomorphisme de Q;[G];-modules

Homgx (6, HIN(E Q) = 70|16,
q

Alors, en tant que représentation de G, nous avons
Homp« (p(0), H™!) = ind(7;), HomF;d 0, HI71(z, Q)

: 1G
= md[G]d (0|61,
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Gla

~ e — .
Notons 7 (0) := deLd(O)wZ Ty, il s’ensuit que

indG) 7(©)li6), = indG,, ( b 7 (9)) = @ indf, 7O,
x€G/[Gly xeG/[Gly
ol *7(9)(g) = T () (x~'gx) pour g € [G]y. D’apres la formule de Mackey, on sait que
indfc]d (*7(0)) = 7(0), Vx € G/[Gl4.
Ceci nous permet de conclure car |G/[G]4| = d. O
Considérons le Wg-module
Homg (77 (6), Hompx (p(0), HY™1)).

Dans le reste de ce paragraphe, on démontre la proposition suivante:
Proposition 3.1.10 On a un isomorphisme de Wk -modules

Homg (m(0), Hompx (p(0), H 1)) = ¢%(0).
Preuve D’apres la réciprocité de Frobenius, on a

Homg (7 (9), Hompx (p(6), HY 1))
= Homg (indgj, | o = 7. ind(Gy, HomF;d 0, H71(2, Q)

= indyf | Homg, o)z (o, Homgx, 6. HI71 (2, Qy))
D’apres 3.2,
Homyg (7 (6), Homp« (p(9), HZ 1))

LW g IR —
= indpy HomGLd(O)wz(ﬂe, P v 'w l(|S/|*),@z)(9))
s'eBTy

_ Gt
= indfyf | HomGLd(F,,>(ﬁe,( 5 H;’—1<v—‘<|s’|*>,@g><e)) )
s'eBTy

ot s désigne le réseau standard [©?]. On démontre que

GY
( P Hé"1<v‘1<|s’|*),@e><0)) = H7 07 (s1%), Q) 0).
s'eBTy

Evidemment, les éléments dans Hcd_l(v_](|s|*),@5)(9) sont G;"—invariants. Soit x =
Sxe € (@yepn HT0 A1, T @)% avee xy € HITM w1 (1s'1%), T @),
Notons €, I’idempotent central associé a pro- p-groupe Gj,. Par hypothése, onaeg+x = x
et eGHXy = Xy, Vs’. Soit s/ un sommet différent de s, on a eg+xsy = 0. En effet, il
existe un sommet s” dans I'enclos de s et s’ tel que s/, s” soient adjacent. D’apres [27,
2.2], €Gegh = €Giect, ¢ Notons que G;C,G;C/G:r, est isomorphe a un sous-groupe
unipotent non trivial de GL4(Fy), et que Hcd “Ly=1¢ Is’1*), Qg)(B) est cuspidale en tant que
représentation de G/ G;L, = GLy(Fy). On a alors

eGXy = ecjecij" =egt (eG;r//eG?x) =0.
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On en déduit que

X =egiX = egiXs + Zeijs/ =x; € Hffl(v71(|s|*),@g)(9).
s'#s
Par conséquent, on a
Homg (7 (9), Homp (p(0), HY 1)) = ind ]} | Homar,r,) o, HI ™ (07" (Is]*). Q) (0)).
Notons que
V := Homgr,®,) (o, HY ' (Is[*), Qp)(©))
est un Q,-espace vectoriel de dimension 1, car
HI 7 07 (s, Qo 0) = HY ' (DLg, . Qo) (0) = T

en tant que représentation de GL (). Donc on se raméne a comprendre I’actionde [Wk |y =
Ik (god)Z sur V.
Tout d’abord, on note que la dualité de Poincaré entraine que

V = Homgr,,)@o. H* ' (v (Is]). Qe(d — 1)(OHY).
= Homgy, (g, (s, H* (25, Qu(d — 1)(0HY).

En comparant (2.3.8) et (2.5.1), on observe que I’action de /x sur f]? (cf. (2.3.8)) se factorise

X

par Ix /Ik(w,) = F;d, et elle s’identifie a 1’action de ]qu sur DL%_I. Alors ’action de /g
q

sur V se factorise par I /I () via le caractere 6.

On est amené donc 2 étudier 1’action de @ sur V. A priori, I’espace analytique X n’a
qu’une action du groupe d’inertie /g . Cependant la donnée de descente a la Weil sur M p,. o
([31, (3.48)]) définit une action de I’élément de Frobenius géométrique ¢ sur ./\/lcgr’ |- Pour
définir une donnée de descente de X, il faut décaler par I’endomorphisme Hz)l . Précisément,
d’apres [31, (3.72)], le morphisme l'[Bl o induit la donnée de descente canonique de /\1/\!(32,0,
donc il induit une donnée de descente de X, et de méme une donnée de descente de Z?. En

N _ L . =0
particulier, IT Dl o ¢ induit une donnée de descente de la fibre spéciale =, de $?. Autrement
dit, cela nous fournit une structure [F,-rationnelle de X, et on note Fr le morphisme de
Frobenius associé. O

Pour déterminer cette structure I, -rationnelle, on considere I’action de Fr sur les com-

posantes connexes géométriques de X ;. Notons 7o (X) I’ensemble des composantes connexes
géométriques de X pour un espace analytique ou une variété X. On a le fait suivant:

Fait 770(Mp;.1) est un espace homogene sous K>, isomorphe a K* /(1 + @ O), sur lequel

laction de G est donnée par GE)KX, celle de D* est donnée par D* ﬂ>KX, celle de

Wk est donnée par ArtEl Wik — Wl‘éb;KX.

Remarque Dans [7], Chen a étudié les composantes connexes géométriques de la tour de
I’espace de Rapoport-Zink non-ramifi€¢ de certains types, avec les actions de différents
groupes associés a la donnée de Rapoport-Zink. En particulier, elle a décrit les com-
posantes connexes géométriques de la tour de Lubin-Tate (M7 ,)neny munies des actions
de G, D*, Wk . En vertu de I'isomorphisme de Faltings-Fargues [15] entre la tour de Lubin-
Tate et la tour de Drinfeld et en prenant le sous-ensemble fixé par 1 + I[1pOp, on obtient
I’énoncé du fait précédent.
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=0 .. N . ..
Lemme mo(X;) est un espace principal homogéne sous IF; sur lequel Fr agit par multipli-
cation par (=1,

Preuve Notons que Nr(I1p) = (=D w et Art™ ! (p) = @. D’apres le fait précédent,
7p(X) est un espace principal homogene sous F*, sur lequel I'[B1 o ¢ agit par multiplication
par

Nr(M,") - At ) = (D)oo = (-1

Comme f? estun f ¢ -torseur sur ﬁ‘g Sl , on aune bijection canonique entre g w=L(s])) et
=0 T =0 _ . =0 .
mo(X;). D’apres I’équation 2.7 de X, = DL% !, on sait que |mo(X;)| = g — 1. Les immer-
q

sions v(|s]) — v~ !(s|*) — X induisent les morphismes «, 8 entre les composantes
connexes

o (151~ 0 (v (Is]%) > 70 ().

On démontre que le composé B o « est une bijection. En effet, o est bijective, car
HOW1(Is]), A) = HO(w=!(Is|*), A), d’aprés (2.2.3). Puisque (v (|s]))| = |mo(£)| =
g — 1, il suffit de montrer que S est surjective. Notons que =1(s’ [*)}yeB7 forment un
recourement ouvert de ¥. On se raméne alors & prouver que pour s’ un sommet quel-
conque et U’ une composante connexe de no(v’1(|s|*)), il existe une suite de sommets
s0 = 8,81,...,8; = s et des composantes conexes U; € o= L(Isi|*) avec U, = U’
telles que s;, s;+1 soient adjacent et U; N U;4+1 # @, Vi. Par dévissage, il suffit de considérer
le cas ol s et s’ sont adjacent. Notons o le simplexe [s, '], et considérons les immersions
ouvertes v~ (Jo|*) = v (|s|*) et v (|o|*) = v~1(|s’|*) induisant les morphismes entre
OB

ar s o (o ") = o (Is1M), a2t mo(w T (jo]F) = mo(w T (Is'1F)).

Notons que o et «p sont bijectives. Ceci découle du théoreme (2.5.9) et du fait que le p-
groupe G;‘ agit trivialement sur chd_z(v_l(|s|*), A). Donc, pour U’ € o= L(s' M), il
existe une composante connexe U € To(v! (Is|*)) tel que U NU’ contienne une composante
connexe du ouvert v~ ! (|o|*) de X. Par conséquent, S est bijective.

On a alors une bijection canonique entre (%) et 7o(X,) compatible avec I’action de
IF;< Par conséquent, le morphisme de Frobenius Fr induit la multiplication par (—1 y4=1 qur

70(Zy). o
Lemme 3.1.11 La forme F,-rationnelle de f? induite par la donnée de descente Fr est
isomorphe a la variété de Deligne-Lusztig (F,-rationnelle) DL4=! définie par I’équation
2.7.
Preuve D’apres le théoreme (2.5.4), on sait que f: = DL%;I. Grace a la suite spectrale
EJY = HP(Gal(Fy/Fy), HI (% pga_) == HITQG " wga_y),

on a une suite exacte

0 — H'(Gal(Fg/Fy). nga_y) = H' Q" sga_y)

— H‘(Q%q—l, fgi_y) — H*(Gal(Fg/Fy), ttya ;).
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Notons que H 1(Ga1(Fq /Fy), qu_l) = F; grice a la suite exacte de Kummer et Thm.
90 de Hilbert, et que H2(Gal(?q/IE‘q), Mgd_1) = 0. On en déduit que les formes F,-
rationnelles de DLE’ sont données par Y, pour touta € F, ot Y, est donnée par I’équation
j -

det((X? )ogi,jgd,l)q_l = a. En particulier, DLY~! = Y _pya-1.

L’ensemble des composantes connexes géométriques o (Y, ) de Y, s’identifie aI’ensemble
des racines (¢ — 1)-iémes de a. Précisément, on associe ¢ telle que €¢7-! = a la com-

. PP Y2 . J .

posante connexe géométrique définie par 1’équation det((X? )o<i,j<d—1) = &. Via cette
identification, € Fj agit par multiplication qui envoie & vers re. Considérons le mor-
phisme de Frobenius Frob : (X;)ogi<a—1 +> (X?)Ogigd—l sur Y,. Pour un point

J .
x = (x0,...,Xxq—1) tel que det((x? )o<i,j<d—1) = &, Frob(x) = (xg, .. .,xZil) satis-
fait I’équation det((xf)qj)ogi,jgd_l = ¢4 = a - ¢. Autrement dit, Frob agit sur 7o (Y,) par
multiplication par a. Il s’ensuit que ¥_jyu-1 = DL?~! est la forme [Fg-rationnelle de X
induite par Fr, en vertu du lemme précédent. O

Théoréme 3.1.12 (Digne et Michel [12]) Fr agit sur HY™! (EO Q) (0) par multiplication

par (—1)"1g "5,

Preuve D’apres le lemme précédent, il suffit de montrer que (—1)d_1qd4(dz_ Y est I’unique
valeur propre de Frob? sur Hcd_1 (DL, Q) (0). Ceci est essentiellement démontré par
Digne et Michel [12, V. (3.14)]. Cependant, ils ont calculé la valeur propre de Frob? pour

la variété définie par 1’équation det((Xf’j)ogi,jgd_l)q’l = 1. De plus, dans leur formule
(page 106 de loc. cit.), il manque un signe (—=1)4=! (d = n dans loc. cit.), comme ils ont
oublié qu’ils travaillaient avec une somme alternée. En plus, le facteur 6 ((— 1)4=1) dans loc.
cit. disparait. Cela vient du fait que I’on peut rendre un isomorphisme entre Y; et Y, par
un changement de variables f : X; — X;/b ou b?"=! = a. Alors I'action de Frob? sur
Hg (Y4, Q) est la méme que celle sur HL’: (Y1, Qp) tordue par I’automorphisme induit par le
changement de variables X; — a - X;, donc n’est autre que 1’action de 1’élément a € IE‘;d.
Ce dernier agit bien par 6(a) sur la partie 0-isotypique de la cohomologie. Par conséquent,

dans notre cas ott @ = (—1)?~!, I’endomorphisme Frob? agit sur H?~1(DL~!, Q,)(#) par

dd-1)
laconstante(—l)d’lq z . ]

Revenons 2 la preuve de la proposition (3.1.10). L’action de ¢ sur V est donnée par celle sur
HI71(2¢, Qq(d — 1))(8)", donc elle s’identifie a I’action de Fr? sur Hf’l(f?, Q) ().
En vertu du lemme précédent, on obtient I’énoncé de la proposition. O
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