UEBER LINEARE HOMOGINE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN,
ZWISCHEN DEREN INTEGRALEN HOMOGENE RELATIONEN
HOHEREN ALS ERSTEN GRADES BESTEHEN

VON

L. FUCHS

IN HEIDELBERG.

Ein Fundamentalsystem von Integralen einer homogenen linearen
Differentialgleichung ist dadurch characterisirt, dass zwischen den Elemen-
ten des Systems keine homogene Gleichung ersten Grades mit constanten
Coecfficienten stattfinden darf. Man kann aber voraussetzen, dass zwischen
den Elementen homogene Relationen hoheren Grades bestchen. Ist die
Ordnung der Differentialgleichung die m*, so ist nur erforderlich, dass
dic Anzahl solcher Relationen nicht grosser als m— 2 sei. — KEs ist als-
dann die besondere Natur der Integrale unter Voraussetzung solcher Re-
lationen zu ergriinden.

Im Folgenden habe ich die Losung dieses Problems fur die Differen-
tialgleichungen dritter Ordnung durchgefuhrt. Fiir diese kann es nur
eine Relation der genannten Art geben. Bemerkenswerth sind die An-
wendungen, welche wir bei unserer Untersuchung von der Theorie der
Abelschen Integrale haben machen konnen.

Es ist einleuchtend, dass die Differentialgleichungen, welche algebraisch
integrirbar sind, zu der Classe von Differentialgleichungen gehoren, zwi-
schen deren Integralen homogene Relationen bestehen.

Wir haben in der folgenden Arbeit auch eine Reihe von Sitzen tiber
algebraisch integrirbare lineare Differentialgleichungen aufgestellt, von
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welchen wir in derselben Arbeit Gebrauch machen, die aber auch ander-
weitige Anwendungen zulassen.

Die Resultate dieser Arbeit habe ich in der auch gegenwartig fest-
gehaltenen Reihenfolge bereits in den Sitzungsberichten der Konigl. Aka-
demie der Wissenschaften zu Berlin, 8 Juni 1882, veroffentlicht.

1.

Es sei
d*y d*y dy

A - )~ — 4y =0
(4) B TP T gt
eine lineare homogene Differentialgleichung dritter Ordnung mit in 2
rationalen Cocfficienten, gehorig zu der Classe von Differentialgleichungen,
welche sich in meiner Arbeit (Borcrarpt’s Journal fur Mathem. B. 66
S. 146 Gl 12) characterisirt finden, und es werde vorausgesetat, dass die
Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichungen rationale Zahlen
sind, und dass zwischen den Elementen cines Fundamentslsystems von
Integralen der Gleichung (A) y,, v,, y, cine irreductible Gleichung

(B) SO, vy, ¥) =0

stattfinde, wo f(y,, #,, »,) ecine ganze rationale und homogene Function
w" Grades von y,, y,, y, bedeutet.

Bezeichnen wir mit H(f) die Hessische Covariante von f, so ist H(f)
nicht identisch Null, da der Voraussetzung nach f nicht in lineare Fac-
toren zerlegbar ist. (")

din beliebiger Umlauf von z fuhre y, iiber in

(1) Y = Gy + ol + 2l x=1 23

so geht £, folglich auch H(f) durch denselben Umlanf in sich selbst

dlog H(f)
az

deutige TFunction von 2z Da ausserdem der voransgesetzten Natur der

niit einer Constanten multiplicirt @iber.  Demnach st eine cin-

(" Vergl. Gorpanx und NOTHER, in den Sitzungsberichten der physikalisch-medici-
nischen Societiit zu Krlangen 13 Dee. 1875, 10 Jan. 1876.
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Integrale der Gleichung (A) wegen diesc Function fiur jeden hn End-
lichen gelegenen Punct p in der z-Ebene mit einer bestimmten Potenz

von z—p, und filr 2 = co mit einer bestimmten Potenz von 1 multipli-
%z

cirt endlich und stetig wird, so ist dieselbe eine rationale Function. Da
H(f) ebenfalls fiir jeden im Endlichen befindlichen Punkt p mit einer
bestimmten Potenz von Z—p und fir 2= co mit ciner bestimmten

Potenz von 1 multiplicirt endlich und stetig wird, so ist demnach
4

@ H(f) = X(2)

Wurzel einer rationalen Function von 2z
Setzen wir

Uy y
3 L Vs — ¢
) ¥, Y,

H(f) =y H( {)

so verwandelt sich die Gl (2) in

3n—

- 1 8
4) [v.x6)7 5] H 0 =1
Ist 2 ein belichiger Werth, und nimmt auf geecigneten Wegen jeder
Quotient zweier Integrale der Gleichung (A) fiir 2 = 2, je cinen gleichen

Werth an wie fir 2 = 2, so folgt aus der Gleichung (4), dass auf den-
1

selben Wegen ¥, . X(¢) *~° in 2, einen Werth annimmt, welcher aus dem

fiur 2z durch Multiplication mit einer Einheitswurzel A hervorgeht. Da

jeder Quotient zweier Integrale fir 2=z denselben Werth wie fir 2
1 1

annimmt, so folgt, dass auch y, . X(2) ¢, y, . X(2) *° fur 2 = 2, Werthe
annehmen, welche aus denen fiir 2 durch Multiplication mit A hervorgehen.

Substituirt man daher in (A)

1
Y= X(Z)ﬁ:_g * v,
wodurch dieselbe in

d®v , d*v , dv ,
() Fral A ol B
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itbergehen moge, so hat das y,, y,, ¥, cntsprechende Fundamentalsystem
von Integralen v, v,, v, der Gleichung (A’) die Eigenschaft fur 2 = ¢
Werthe anzunehmen, welche aus denen fir 2z durch Multiplication mit
derselben Einheitswurzel 2 hervorgchen.

Zwischen v, v,, v, findet die Gleichung

(B) V f(vxa Yss 713) =0

statt.
Sei
v, = ¢1(z)’ v, = ?,(2), v, = 505(2),

so ist der Voraussetzung gemiss, wenn man von z auf gecigneten Wegen
nach 2, geht,

(5) spx(zl) = A ?’x(z)1 X = la 2) 3a

wo A eine Einheitswurzel bedeutet.
Die Functionen ¢,(2,) geniigen der Gleichung

d®v d* dv
(6 —— F+ V)55 + () —F+ F2)v =0
) dzs‘ Py ( 1 dz" q ‘)dzl 1
s sei
2 = (%), 9— = ¢"%z,).
dz,

Transformirt man Gl. (6) in die unabhingige Variable 2, so folgt
ds ’ £ ’ " ’ ! det’ 7 ’ 7 d ’
(6 a) d_zsﬂ¢s + B¢ ¢+ P E W o3 + PO Y + 9(21)5”]3‘; + 7z )v=0

Dividirt man diese Gleichung durch ¢'°, so muss dieselbe wegen Glei-
chung (5) mit Gleichung (A’) tbereinstimmen. Man erhilt also

3¢ ple)
T + 9,;‘ = p'(2)
73 ) '(2,) )
(7) ‘*—;Z,Tw(m@-,s— q¢,; = ¢(2)
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Aus der ersten dieser Gleichungen folgt

N ()
WO
© 26 = e ——fp'(z)dz

gesetzt ist, und C eine Constante bedeutet. Diese Constante ist von Null

verschieden, da ¢’ nicht identisch verschwinden darf. ‘
Aus der letzten der Gleichungen (7) und aus Gleichung (8) erhalt

man

4@

(2) = O X,

(10) T(Zi) - (J A’(Z) T(z)

Aus den Gleichungen (7) ergiebt sich ferner

dy' N ?
(11) |76 — %2 —gver | 7=

Mooy 1@y 2 W 1
- [q (’dl) - 5 “d_zl——- - QP(ZI) ] A/(zl)z

Da der vorausgesetzten Natur der Gleichung (A) gemiss 4° Wurzel
ciner rationalen Function ist, so findet demnach nach Gléichung (10) oder
(11) zwischen 2 und 2, eine algebraische Gleichung statt, wenn nicht

1do 2 8 ¢ g3
(12) [g'(z) LI gp'(zv] — ¢ A
und zugleich
(13) ) = O+ A,

wo ' und " Constanten bedeuten.

Nach GL (9) ist

d log 'z
19) Pl = — 820
und aus Gl (12) ergicbt sich
: g ld*logd 2(dlog S\* .2
(15) ,9’(2)—”—3-—01;,*"'!"9( P ) + 74

wo y eine Constante bedeutet.
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Setzt man

d ldg v
dz @

(16)

so folgt aus Gleichung (A"

dz*

a7 + 3%‘-:—- o+ o + p'(2) [‘—ZL: + w’] 4+ ¢@@) -0+ 7@z =0

Die Gleichung (17) wird aber, unter der Voraussetzung dass p’'(2), ¢'(2), 7'(2)
dic durch die Gleichungen (14), (15), (13) gegebenen Werthe haben, be-
friedigt durch

(18) w=p- A

wo g eine Wurzel der Gleichung
(19) /ts + YRy + 0" =0

Ist ¢ =0, so ist nach GL (13) #(2) = 0.
In diesem Falle wird die Gleichung (A’) befriedigt durch

v, =fJ""(z)llz

Ein zweites Integral v, ergiebt sich
v, = v", 4 Const.

Da ein drittes Integral v, = 1 gentigt, so findet also in diesem Falle
zwischen v, v,, v, die Gleichung zweiten Grades

—— 2
v,v, = v?, + Const. v,

statt.

Es kann 4'(?) nicht constant sein, da sonst nach den Gleichungen
(18), (14), (15) p'(¢), ¢'(2), r'(2) constant wiren, die Gleichung (A’) also
durch eine Function der Form e* befriedigt wirde, wo constant;
dieses widerspricht aber der vorausgesetzten Natur der Gleichung (A).
Es muss demnach 4 fiir einen singuliren Punkt a der Gleichung (A’)
oder fur 2= co unendlich werden. Es wird aber die logarithmische
Ableitung eines Integrals v der Gl. (A’) nicht unendlich fir 2z = co.
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Wenn demnach € von Null verschieden ist, so folgt ans Gleichung
(18) dass 4(2) nur fur die singuliren Punkte @ der Gl (A’) unendlich
 log

Y fur 2=—a gleich
ez

werden kann. Nun aber ist w(z — a) = (z — a)

einer rationalen Zahl.
Es sei daher in der Umgcbung von 2z = a

46 = ale —a) " + .. ..

alsdann muss nach Gleichung (18), pua, eine rationale Zahl sein. Hieraus
ergiebt sich zunichst, dass ; nicht verschwinden darf, da sonst gleich-
zeitig pa,, pea,, pe’e, rationale Zahlen sein miissten, wenn p eine der
Wurzeln der Gleichung p* + € = 0, ¢ eine primitive dritte Wurzel der
Einheit bezeichnet; was nicht moglich ist.

Es ergiebt sich daher aus den GII. (12), (18)
(20) 7'(2) = 9(2)°,

wo g(z) eine rationale Function von 2z bedeutet.
Der vorausgesetzten Natur der Gl. (A) zu Folge ist in der Umgebung
eines singuliren Punktes ¢ der Gleichung (A")

” e »

v o =3 =2 L B Z il .
@) = s tog A e+

G—a T E—ay

folglich ist, wenn a, @,,....qa, die Gesammtheit der singuliren Punkte
der Gleichung (A’) bedeuten,

(@) — a) (e — )% -+ - (— ) =(z)*

wo h(z) eine ganze rationale Function bedeutet.
Aus demselben Grunde muss in der Umgebung von 2 = oo

4 1/’3 04
rig) = —« - ..
() =%+ 21+
sein,

Also ist 9'(2). 2" fur 2 = 0o nicht unendlich, und demnach /(z) hoch-
stens vom Grade » — 1, also

Ex

@) g = Mo S WA

T (ge—a)ee(z—ay) z—o0,  z—a T
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Aus den Gleichungen (13), (20), (21), (18) folgt demnach

w-_—-,..ﬁ.. i—.—-.{_ __Eg__+-.--+ sx—_—]

C"% z —a, Z— a, Z— Qy

Aus dem oben Bemerkten ergiebt sich dass L. rvationale Zahlen sind,
Crla'
und demnach

n
(22) " =[(z — a4, (e — @) e (5 — ax)s,](,,;,
eine Wurzel einer rationalen Function darstellt.

Von den Wurzeln der Gleichung (19) sind wenigstens zwei g, g,
von cinander verschieden. Setzt man in (22) p =y, und p == p,, so er-
halt man zwei Integrale von (A’) v,, v,, deren Quotient nicht constant.
Substituirt man v, v, in Gl (B’), so folgt, dass auch v, einc algebraische
Function von z wird. .

Aus den vorhergehenden LEntwickelungen folgt, dass die Gleichungen
(12) und (18) nur stattfinden diwrfen, wenn cntweder n == 2 oder die
Gleichung (A) algebraisch integrirbar ist.

Wir fanden oben, dass wenn dic Gleichangen (12) und (13) nicht
bestehen, zwischen 2z und 2 eine algebraische Gleichung stattfindet. Ist
daher 7 gegeben, so folgen aus GL (B) fur { » Werthe {, {,....¢.
Den »n Werthepaaren (3, &), (3, &),....(p &) entspricht demnach nur
eine endliche Anzahl von Werthen 2z, d. h.

Einem gegebenen Werthe von v entspricht nur eine endliche Anzahl von
Werthen 2. Es findet also cine Gleichung der Form

21--1

(23) z'+Alz Feer+4,=0

statt, wo 4,, A,,.... 4, eindeutige Functionen von y sind.
Setzt man in Gl (A)

Y= ylfwdz,
8o erh#lt man

d’w 3d log v, dew 3 d?y, dlog vy, _
—_ ( +27)Tl;+ E(lz"-’.zp dz'—+q w=710
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Z\

. . . d de .
Yon dieser Gleichung bilden {_77»’ 5 ein Fundamentalsystem von Integralen.

az L&
Es ist also (%)

dg\' d (&) _ 4
dz | dz dy “'yl‘”

WO
dy, d, [
d=Yry PGl
oder
dp\*d’, 4
@9 () =5

Durch die Substitution (3) gehe (B) in

(B") Fp, £)=10
?r a .
fiber.  Aus dieser Gleichung ergiebt <ich 3: als rationale Function von
7
» und ¢
. a’g
(25) p = Gy, {)

Aus Gleichung (4) folgt

3n—6 T
(26) v, = l/#g)

Also ergiebt GI. (24)

&y_ Vi VEG
“VXE Ve, 0
oder
(27 ds = 4
= VX(z) TV H o

Aus dieser Gleichung ergiebt sich, dass wenn 7 in einen willkiirlichen
Werth g einriickt, und & einen zugehorigen Werth von z bedeutet, in der
Umgebung dieser Werthe zwischen z und » eine Gleichung besteht der
Form

(*) 8. meine Abh. B. 66 des Borch. Journ. p. 123

Acta mathematica, 1. . 49
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a

8) Y et — it =Y atr—47,

wo a, f3 positive ganze Zahlen bedenten, und wo die nnendlichen Reihen
auf beiden Seciten nur eine endliche Anzahl negativer Potenzen enthalten.

Aus dieser Gleichung ergiebt sich aber bekanntlich z— b dargestellt
1

durch eine nach Potenzen von (5 — )y fortschreitende Reihe, mit nur
einer endlichen Anzahl negativer Potenzen dieser Grosse, wo y eine posi-
tive ganze Zahl bedeutet. Daher kann 2 als Function von % nicht wesent-
lich singulire Punkte besitzen. Derselbe Schluss gilt auch, wenn = co
oder z = o0 wird. In der Gleichung (23) sind demnach die Coefficienten
rationale Functionen von 7.

Es ist also %, folglich auch ¢ eine algebraische Function von 2, und
die Gleichung (206) ergiebt, dass y, dic gleiche Kigenschaft besitzt.

Die vorhergehenden Schliisse sind nur in dem Falle nicht zulassig,
dass n = 2, weil alsdann H(f) constant, und daher die Gleichung (4)
nicht existirt.

Man erhalt also den Satz:

Findet zwischen den Integralen der Gleichung (A) eine Gleichung (B)
hiheren als zweiten Grades statt, so ist die Gleichung (A) algebraisch inte-
grirbar.

2.

Bezeichnen wir mit w,, ,, u, das y,, y,, 9, entsprechende Fundamen-
talsystem von Integralen der zu (A) adjungirten Differentialgleichung

3 2
d’u  d¥(pmn) ﬂ;—)——'ru:o

dz® dz? d

derart dass

dy dy,\ 1
”"':(?’azz;“‘%d—;)z

d dy,\ 1
o= (2 22)}

dy dy, \ 1
Uy == (yl d_;_ 2 ”j;l)Z(l)

(') Vergleiche iber die Definition adjungirter Differentialgleichungen meine Arbeit in
Borcuarprs Journ. B. 76, 8. 183, und eine Arbeit des Herrn FroBeNtUs in demselben
Journ. B. 77, 8. 245,
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so folgt aus den Gleichungen

ki L of
by, a0

af d?’ l af dy2
oy, dz " dy, do

Ay A Ay, Yy,

dy, dz* T 3y, d* T dy, da’

_ BF (dy Y (dy,\* O (dy,)?
M=— t 2 ZJs
{311 (d6)+0y2’(dz)+aya’(dZ)+

O dy, dy, O dy, dy, 9. Y dy, dy, }

M v

of dyy _

1 =
(1) o

wo

“0y,0y, dz dz T TOydy, dz dz ' " 0y0y, dz da

of .
(C) "a"y_x"‘M‘ux, l-—l, 2, 3.

Es sei allgemein &(y,, y,, y,) ecine ganze rationale und homogene
Function der Variablen y,, ¥,, #,, welche durch die Substitution
2) s + Yy + agys fir y, (x=1, 2, 3)
in j@ ubergefihet wird, wo j eine von y,, y,, y, unabhingige Grosse,
und bezeichnet man mit ¢, (g([)) das was aus @ resp. gg nach Ausiibung

Yx . Ux
der Substitution (2) wird, so folgt aus der Gleichung

3) O = m

00
@) =By pugy tBegy | x=1 28
wo f3, die Elemente der zu (2) inversen Substitution bedeuten.
Irgend cinem Umlaufe von 2z moge nun die auf y,, y,, ,, wenn
diese Grossen wieder die Integrale der Gleichung (A) bedeuten, ausgeiibte
Substitution (2) entsprechen, so ist:

(%) Aoy, + ayy, + gy, +- ) =F =iy, 4, ¥,

wo j eine Constante. Dieses ergiebt sich daraus dass die Function 77 mit
der Function f wegen der vorausgesetzten Irreductibilitit der Gleichung
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(B) einen gemeinschaftlichen von f verschiedenen Factor nicht besitzen
kann, wihrend y,, y,, y, der Gleichung f* = 0 geniigen mussen. Wenn
demnach diese Functionen nicht bis auf einen constanten Factor identisch
wiren, so wiirden die beiden Gleichungen f= 0, f* = 0 constante Werthe

der Verhialtnisse ?ﬁ, s liefern, was nicht moglich ist.

o

Da die Gleichung (5) also erfullt ist, so kann man in Gl. (4) &=
setzen. Andererseits geht durch denselben Umlauf von #z w, in

Bty + /912u2 + ﬁxaus, x=1,2 3

itber. Demnach fithrt die Gleichung (4) fiur @ = f zu dem Schlusse,
dass M durch den genannten Umlauf von 2 in jM ubergeht. Hieraus
ergichbt sich wie far JH(f) in vor. N:o

dass M Wurzel einer rationalen Function von z ist.

Ist insbesondere n = 2, so ist A als lincare homogene Function von

Yx .

Y Y Yy Integral der Gleichung (A). Es muss demnach, wenn man in
(A) die Substitution

(6) , y = Mu
ausfuhrt, die resultirende Differentialgleichung mit der adjungirten zur
Gleichung (A) tbereinstimmen. Dieses driickt sich durch die Gleichungen

3M + pM

M

- 3MP 4 2pM + oM ,
ﬁ = 9 4y

MP + pM? + ¢M + rM
P M+q + = 4 g —r,

aus, wo die oberen Accente Ableitungen andeuten.
Von diesen liefert die erste
) M=o 8™

Die zweite wird durch die Gleichung (7) von sclbst crfillt, wahrend dic
dritte unter Anwendung der Gleichung (7) tbergeht in:

(8) 27'—‘=""11;Pm_':2§]7 — P dpg + 4
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Findet umgekehrt diese Gleichung statt, und wahlt man M der Gleichung
(7) gemiss, so ist die durch die Substitution (6) aus (A) entstehende
Gleichung mit ihrer adjungirten identisch, und es folgt aus der Gleichung
Yy = Mu,

(9) ?/12+?/22+?/32=0

Demmnach ist die Gleichuny (S) die nothwendige und hinreichende Bedin-
gung dafir dass zwischen y,, y,, vy, eine homogene Gleichung zweiten Grades
besteht.

Bestimmt man zwei Functionen p, p, aus den Gleichungen

(10) 3p, = p, 2p," + )+ 4p, =g,
WO
I d’

so folgt aus Gleichung (8)

(11) r= 4100171 + 21)'0,
WO
! d 0
Yo = 'a%"

Die Gleichung (A) ist also in diesem Falle ébereinstimmend mit

48 d* , d ,
R R A AN RN C AR AVE

(12) -
Bestimmt man aber dic Differentialgleichung, welcher dus Quadrat jedes
Integrals der Gl.:

d d :
(13) m gy =0

geniigt, so ergiebt sich ebenfalls die GL (12).

Ist demnach n = 2, so ist die Gleichung (A) ibereinstimmend mit der-
jenigen Differentialgleichung, welcher das Quadrat jedes Integrals einer Diffe-
rentialgleichung aweiter Ordnung (13) genigt. (V)

(') Nach dem ZXErcheinen meines obengenannten Aufsatzes in den Sitzungsber. der
Akad. 8 Juni 1882 machte mich Herr BrioscHi durch ein Schreiben vom 22 Juli des-
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3.
Es seien die sammtlichen Integrale der Gleichung
lm dm—l
(1) : 1;?./+fl(z)_1,':z£+""+ﬁn(z)y=0
dz dz

mit rationalen Coefficienten, algebraisch. Ferner werde vorausgesetat,
dass fir einen willkiirlichen Werth von 2z jeder Quotient zweier Integrale
von (1) auf geeigneten Wegen in 2z denselben Werth annehme wie in 2.
Alsdann muss das T undamentalsystem von Integralen y,, v,,....y, auf
denselben Wegen in vy, vy,, . ... vy, tubergehen, wo v eine bestimmte
Function von 2.

Es moge
y=cy + ey, + -+ cnlYm,

WO ¢, C,, . ...c, willkirliche Constanten, der irreductiblen Gleichung

2) Y + oy T+ ofz) =0

geniigen, wo ¢,(¢) rationale Function von 2 Dann ist der Voraussetzung
gemiss

ror r—1 r—1

vy +o) Ty e els) =0
oder

®3) y A2 g el

1
v e

Diec Wurzeln der Gleichungen (2) und (3) sind ibereinstimmend. Ist
daher ¢(2) der erste Cocfficient in (2) welcher nicht identisch verschwin-
det, so ist

(o 5
?‘(z) ’Ui

selben Jahres auf eine in dem Bulletin de la société mathématique de France t. VII 1879
enthaltene Notiz aufmerksam, worin Herr BRioscHI auf einem von dem unsrigen ver-
schicdenen Wege die Bedingungen herleitet, unter welchen eine Differentialgleichung dritter
Ordnung durch die Quadrate der TIntegrale einer Diffg. zweiter Ordnung befriedigt wird.
In derselben Notiz leitet Herr BrioscHI auch die Bedingungen ab, dafiir dass einer Glei-
chung vierter Ordoung die Cuben der Iutegrale ciner Gleichung zweiter Ordnung geniigen.



Ueber lineare homogene Differentialgleichungen ete. 335

oder
i 50"(21)
4 v o=
@ pi(z)
Also ist, wenn man setzt
y = K(z)

oder

®)

Fe) [_ | Fe |
Vel | | Ve
1. Setzt man also

(6) y=“/§o_i(z_)-w

so geniigt w einer linearen homogenen Differentialgleichung m*" Ordnung mit
rationalen Coefficienten’

m . —1
) L0 0o 4 4 galido =0,

dz dz
deren Integrale fiir z, auf gecigneten Wegen Werthe annehmen, welche sich
von denen in z nur um eine und dieselle Einheitswurzel als Factor unter-
scheiden.

Sind 2., 2,,....2,_, genau die simmitlichen Werthe, von der Beschaf-
fenheit, dass auf geeigneten Wegen jeder Quotient zweier Integrale der Gle:-
chung (1) oder was dasselbe ist der Gleichung (7) i 2., &y, .. ..2,_, Je
einen gleichen Werth annimmi wie in 2z, so erhdlt ein willkirliches Integrel
der Gleichung (7) auf denselben Wegen in z,, z,, ....z,_, Werthe, die sich
von dem Werthe desselben in z nur durch Einheitswurzeln als Factoren un-
terscheiden.

II. Es sei

® t=(a—2)a—2z) - (a—2.) =g a

wo a eine willkiirliche Grdsse ist, so ist ¢(2, o) eine rationale Function von 2.
Denn da 2, 2,....2,_, die Gesammtheit der. Werthe darstellt,

welche jedem Quotienten zweier Integrale der Gl (1) denselben Werth
verschaffen wie fiir 2, so konnen durch irgend einen Umlauf von z nur
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2,y By ....2%_, eine Vertauschung unter einander erfahren. Da uber-
diess vorausgesetzt ist, dass Gl (1) algebraisch integrirbar sei, so sind
2y 2y -+ .2, von z algebraisch abhingig, daher ist ¢ eine algebraische
Function von 2z, welche durch Umlaufe von z nicht verindert wird, d. h.
eine rationale Function von 2.

III.  Die Function ¢(z, o) hat die Eigenschaft

9 oz, a) = ¢(z, a).

Denn es moge fiur 2 =2, 2, 2,,....2,, resp. in 2/, 2,,. ... 2,
ithergehen. Wenn nicht ¢,, 2, #,,....#,, abgesehen von der Reihen-
folge mit 2, 2, ....4,_,, # Ubereinstimmten, so miisste jeder Quotient
zweier Integrale der Gl. (1) fur mehr als ¢ Werthe von 2 je einen
gleichen Werth annehmen, gegen unsere Voraussetzung.

IV. Zu einem bestimmten willkinlichen Werthe von t der Gleichung
(8) gehiren genaw die Werthe 2, 2,y 2,y . ... 2,., VO 2.

In der That wird nach Satz III die Gleichung.

t = ¢(z, a)

durch 2=2 2=12, 2=2,....2 =2, befriedigt. Ist andererscits ¢
ein von diesen verschiedener Werth von z, so kann nicht dic Glejichung

¢(z, @)= ¢(7, a)

bestehen, wegen der Willkiirlichkeit von a.

Durch einen beliebigen Umlauf von ¢ muss dem Satze IV gemiss
2 in einen der Werthe z, 2, 2, ....24,, ubergehen. Ist 0, 0,, .... o,
ein Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung (7) zugehorig dem
Werthenpaare (, 2), so erhilt o, durch einen beliebigen Umlauf von ¢,
d. h. dem Werthenpaare (¢, 7,) entsprechend, nach Satz T den Werth o',

(10) w,x Zj[[lxl(l)l s e & a,(m(u,,,], X = 1’ 2., caeem
wo J eine Einheitswurzel bedeutet.
Transformiren wir daher die Gleichung (7) in eine Gleichung

—1
dmw dm

(11) — o+ h"(t)ZzF(‘g oo F () 0 =0

mit der unabhingigen Variabeln ¢4
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Nun ist(') fur das Werthsystem (¢, 2)

4;

(12) h) = ——,

wo

_Z o do, d Y.L, " wn

1
dz ds? a1

und 4; aus 4.hervorgeht, wenn man die m — ¢* Horizontalreihe in 4 durch

d"e, d"w, d"wn trt
da" ' A" PN
In gleicher Weise ist fur (¢, 2,)
(13) () = — 2,

wo 4 und 4, aus 4 resp. 4; erhalten werden, wenn man , durch ’,
ersetzt. Aus Gleichung (10) ergiebt sich aber:
4y 4
a8 =7
das heisst:

V. Die Coefficienten der Differentialgleichung (11) sind rationale Func-
tionen wvom 1.

VI Ist t ein willkirlicher Werth, so giebt es nECht éinen davon
verschiedenen Werth ¢, wvon der Deschaffenheit, dass jedev Quotient zweier
Integrale der Gleichung (11) auf gecigneten Wegen je einen gleichen Werth
wie in t annehmen kionnte.

Wenn namlich jeder Quotient zweier Integrale der Gleichung (11)
in ¢ und ¢, je einen gleichen Werth annimmt, so kommt dieselbe Eigen-
schaft jedem Quotienten zweier Integrale der Gleichung (7) zu. Dieses
ist jedoch nicht mdglich. Denn es mogen dem willkiirlichen Werthe ¢
dic Werthe 2, 2, 2,,....%,_, von ¢ nach Gl (8) entsprechen. Alsdann
sind die dem Werthe ¢ nach derselben Gleichung-entsprechenden Werthe
&, &, 2y ... &, von z saimmtlich von den Werthen ¢, 2,,4,,....2,,
verschieden. Ware namlich eciner der ersteren mit 2, tbereinstimmend,
so wire

b= o, @) = ¢z, ) = ¢

(") Siehe meine Arbeit B. 66 des Borch. Journ. S. 148.

Acta mathematica. 1. 43
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nach -Satz III. Es misste demnach fiir das Werthsystem 2, 2,, 2,, . . . . 2,_,
2y #y ... 2, jeder Quotient zweier Integrale je einen gleichen Werth
annehmen. Der Voraussetzung geméass soll dieses nur fur o Werthe
stattfinden. ‘

Es seien U, U,....U,, die Unlaufe von z, fur welche ein will-
kurliches Integral der Gleichung (1), y resp. in ¥, ¢, ¥”,....y" " uber-
geht, derart dass nicht der Quotient zweier dieser Werthe constant, wihrend
jeder andere Umlauf von z jeden dieser Werthe nur in einen derselben
mit einem constanten Factor multiplicirten Werthe tberfithrt.

Im Anschluss an eine Bezeichnung, welche ich in meiner Arbeit
tiber algebraisch integrirbare Differentialgleichungen zweiter Ordnung (%)
eingefithrt habe, will ich im Folgenden y, ¥, »”,....y" " ein reducirtes
Werthsystem des Integrals y nennen. Die Elemente eines reducirten Werth-
systems sind demnach nur bis auf Einheitswurzeln als Factoren bestimmt.

Ein Umlauf s von ¢ fihre 2z in 2, tber auf einem Wege S, welcher
das allgemeine Integral @ in jo verwandle, wo j eine Einheitswurzel, so
werden die Wege SU,, SU,, SU,,....SU,_, o resp. in jo, jo', jo",....jo"
verwandeln, wo SU, den aus § und U, zusammengesetzten Weg von 2
bezeichnet, und wo nach Satz I w, o', ©”,....®" " abgesehen von Ein-
heitswurzeln als Factoren durch dieselben Substitutionen aus o), @,,....0,
hervorgehen wie y,#/,....%" " aus y,,9,,....4,. Die Wege SU,,SU,,....8U,_,
bringen alle denselben Werth von ¢ hervor, und die Quotienten zweier der
Werthe jw, jw',....jo" " sind nicht constant. Alle anderen Wege,
welche von 2z nach z, tberfihren, bringen nur Werthe von w hervor,
welche von den zuletzt genannten sich um constante Factoren unterschei-
den. Also alle Umlaufe von ¢, welche von 2z in 2, tberfithren, bringen
genau r Werthe hervor, deren Quotienten nicht constant. Die Umlaufe
von ¢ aber, welche von # nach z fithren, wo ! von x verschieden, bringen
nach demselben Schlusse nur Werthe y'w, 7' @/, /0", . . . . 7 ©”~" hervor, wo
J' cine von j verschiedene Einheitswurzel sein kann. Dassclbe gilt von
den Umlsufen von ¢, welche ¢, in sich selbst tiberfithren. Dempach ist
0, o, o,....0" " cin reducirtes Werthsystem des willkiirlichen Inte-
grals @ der Gleichung (11), und man erhilt den Satz:

VII. Diwie Anzahl der Elemente eines reducirten Werthsystems eines

(') Borek. Journ. B. 81,°8. 111,
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willkiirlichen  Integrals der Gleichuny (11) ist wbereinstimmend mit der An-
zahl der Elemente eines reducirten Werthsystems eines willkiirlichen Integrals
der Gleichung (1).

4.

I Es sei W ein Umlauf der unabhingigen Vaiiabeln z, durch welchen
jeder Quotient sweier Integrale der beliebigen Differentialyleichung
dm—ly

+p1' m-—-l+“'.+pmy=0
dz

a™y

dzm

@)

mit rationalen Coefficienten unverdndert bleibt, so wird durch densellen Um-
lauf jedes Integral in sich selbst multiplicirt mit einer und derselben Con-
stanten tbergefiihrt. '

Es sei in der That y,, ¥,,.. ..y, ein Fundamentalsystem von Inte-
gralen der Gleichung (1), so ist '

di] dzy dm—l’l/m ——fp,dz
+oy 22 Vs, T 2T t
@) 2 4 dz dz* ™! ¢ )
Der Voraussetzung gemiss gehen nach V ollzug des Umlaufes W die In-
tegrale y,, ¥,,.... ¥, resp. in ¥,0, 4,0, ....¥y,v ber. Daher ist nach
Gleichung (2)

RN m—1 iz
¥k (o 200 L) A ) _ =S

(3) dZ 2 dzml——l

wo j cine Constante bedeutel. Nun aber ergiebt sich identisch

d ('Uy ) a" l(lvll/m) i dy a"” lql‘m
2 . s o * - _2 . l————.
4) E * (vy,) e = v E + v, .

az" dz"?

Aus den Gleichungen (2), (8), (4) folgt demnach
() vt =

womit unser Satz erwiesen ist.

(" S. meine Abhandlung B. 66 des Borch. Journ. 8. 128.
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Es sei die Differentialgleichung

. d™ am?
©®) T ) g b k)0 =0
m—1

mit in ¢ rationalen Coefficienten, von welchen der mit d——t,,,_—f multiplicirte

verschwindet, algebraisch integrirbar. Setzt man

t =

pl

so verwandelt sich die Gleichung (6) in

©a) To e bmm— D2 g
dé-m de‘m-—l
Bezeichnen wir mit s, s,,....s, die Wurzeln der zu ¢{ = co gehodrigen

determinirenden Fundamentalgleichung, so ergiebt sich aus Gl (6 a)

m{m — 1)

(7) 31+3,+""+3m==_ )

Aus dieser Gleichung folgt, dass wenigstens cine der Grossen s, s,,....8,

m —

negativ und absolut grosser als 5 da nicht zwei derselben cinander

gleich sein konnen in Folge der Voraussetzung, dass Gleichung (6) alge-
braisch integrirbar. () '
Ein willkirliches Integral v der Gleichung (6) hat dic Form

(8) ve=cm et + Caln,
WO ¢, Cy,....C, willkiirliche Constanten, %, 7,,....%, das zu { = c©
gehorige Fundamentalsystem von Integralen bedeuten. Daher ist v fur

t = oo unendlich wie eine Potenz ¢, deren Exponent r grosser als @_—2—_1

Nach einem beliebigen Umlaufe von ¢ gehe v tber in o', wo
(9) v o= 0’1771 + c,,77, + e+ c,mvm

’
Cx == C1lyx F Colhax + ++ <« -+ Culhumnx,

(') S. meine Abhdl. Borch. Journ, B. 66, S. 157.
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wenn durch denselben Umlauf », in #, tbergefuhrt wird, wo
77':: = U+ e o F U

Da die Grossen ¢, ¢, ....c, willkirlich angenommen wurden und die
Determinante der Grossen a, nicht verschwindet, so kann man ¢,,¢,....¢,
so wiahlen, dass auch in ¢’ das Glied, welches wie #" unendlich wird, nicht
herausfallt. Daher ist auch ¢ fir £ = co unendlich wie ¢

Bildet man daher das Product der p verschiedenen Werthe von v,
welche allen Umlaufen von ¢ entsprechen, so ist dasselbe fir ¢ = oo un-
endlich wie ¢”. Es ist daher die irreductible algebraische Gleichung,
welcher das allgemeine Integral » geniigt, mindestens vom Grade .7y, also

wm — 1)t
2

hoheren als Grades in Bezug auf &

Wir wollen jetzt von der Gleichung (6) voraussetzen, dass fiir cinen
willktirlichen Werth von ¢ nicht ein zweiter Werth ¢, existirt, von der
Beschaffenheit, dass auf geeigneten Wegen jeder Quotient zweier Integrale
derselben Gleichung je einen gleichen Werth wie in ¢ annehmen kénnte.

Es modgen nun einem beliebigen Werthe eines willktirlichen Integrals
v, der GL (6) & verschiedene Werthe von ¢, namlich ¢, ¢, ¢, .... %,
entsprechen.  Alsdann gehoren zwei Werthenpaaren (v, t,), (v,, t), wo
xS1 zwel verschiedene Werthe eines von v, verschiedenen willkiirlichen
Integrals v, zu, da sonst jeder Quotient zweier Integrale fiir zwei ver-
schiedcne Werthe von ¢ gleiche Werthe aunehmen miisste, gegen unsere
Voraussetzung. Demnach cntsprechen einem Werthe von o, genau &
Werthe von v,, und einem Werthe von », genau £ Werthe von v, und
es findet zwischen v,, v, eine irreductible algebraische Gleichung

(10) (v, 1,) =10

statt, vom Grade & sowohl in Bezug auf v, als auch in Bezug auf v,.
Da v,, v, nur gleichzeitig, namlich fir singulare Punkte der Gl (6) oder
fir ¢ = oo unendlich werden, so ist der Coefficient von #{ eine Constante,
die Coefficienten aller ubrigen Potenzen von v, ganze rationale Functio-
nen von v,, und zwar der Coefficient von 4} vom Grade & in v,, die
ubrigen Coefficienten von niedrigerem Grade in »,. Umgekehrt ist der
Cocfficient von v; eine Constante, die Coefficienten der tbrigen Potenzen
von v, ganze rationale Functionen von v, der Coefficient von ¢ vom
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Grade & in v, die ubrigen Coefficienten vom niedrigeren Grade in v,.
Wir setzen zuniichst voraus, dass nicht fir einen Werth von ¢ jedes will-
kiirliche Integral verschwinde. Dann enthalt die Gleichung (10) ein von
v,, v, freies Glied.

Wir substituiren nun in Gl (10)

(11) Uy = VU,
wodurch diese Gleichung in
(12) Hu, v,) =10

ibergefihrt werde. Die Gleichung (12) ist sowohl in Bezug auf # als
auch in Bezug auf », vom Grade & Da die Gleichung (12) in Bezug
auf v, v, irreductibel ist, so kommt diese Eigenschaft auch der Gleichung
(12) in Bezug auf # und », zu. Es entsprechen daher einem willkiir-
lichen Werthe von # genau & Werthe von v,.

Wenn es Umlaufe von ¢ giebt, welche ein willkirliches Integral v
der Gl. (6) in jv uberfuhren, so ist nach Satz I j eine Constante, und
zwar, weil v eine algebraische Function von z, eine Einheitswurzel. Die
zu allen solchen Umlaufen gehorigen Werthe von j geniigen daher einer
Gleichung

(18) =1

wo A eine ganze Zahl. :

Nach Satz I werden »* und # durch dieselben Umliufe von ¢ ver-
andert und nicht veriandert, daher ist ¢} eine rationale Function von ¢
und #. ILs mogen nun einem willkiirlichen Werth von # a verschiedene
Werthe von ¢ entsprechen, so entsprechen also demselben Werthe von «
hichstens Aa verschiedene Werthe von »,. Es ist also

(14) daz €.

Nach einem Satze meiner Abhandlung tiber algebraisch integrirbare Diffe-
rentialgleichungen () haben die Exponenten von v, in der irreductiblen
Gleichung zwischen », und ¢ den grossten gemeinschaftlichen Theiler A

(') 8. Borch. Journ. B. 81, p. 112,
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Ist daher v die Anzahl der Elemente eines reducirten Werthsystems
des willkirlichen Integrals v,, so ist

(15) p=2Rivy
Nach den obigen Entwickelungen ist

mm — 1)
(16) §>0—

Aus den Gleichungen (14), (15), (16) ergiebt sich demnach

vim —1)
5

(17) @ >

Wenn es Werthe von ¢ giebt, fir welche jedes Integral der Gleichung
(6) verschwindet, so gehoren dieselben zu den singuliren Punkten dieser
Gleichung.

Es sei in diesem Falle

(18) o, =9 + x, w, =9, + %,

wo x,, x, willkiirliche Constanten bedeuten. Die Functionen w,, @, werden
fur ¢ = co und fur diejenigen singuldren Punkte der Gleichung (6) fur
welche v, v, unendlich werden, gleichzeitig unendlich. Fur die singuli-
ren Punkte derselben Gleichung, fiir welche v, v, gleichzeitig verschwin-
den, erhalten sie die von Null verschiedenen Werthe x, x,. Sie werden
aber auch nicht fir irgend einen anderen Werth von ¢ gleichzeitig Null,
da man x, so wahlen kann, dass fiir diejenigen Werthe von ¢, fiir welche
v, den Werth — x erhalt, v, nicht gleich — », werde. Setzt man daher
in GL (10) @, — %, w, —x, resp. fur v, v,, so erhilt man eine in
Bezug anf w,, o, irreductible Gleichung

(10 2) 0w, @) =0

vom Grade & sowohl in Bezug auf @, als auch in Bezug auf w,. Die
Coefficienten von i und von } sind Constanten, wahrend die Coeffici-
enten der ibrigen Potenzen von w,, @, resp. in Bezug auf w,, o, von
niedrigerem Grade als dem &* sind. Die Gleichung (1() a) enthilt ein
von o, o, freies Glied. ‘

Setzt man daher in diese Gleichung

(11 a) L, =pew,,
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so geht sic in die in Bezug auf p und e, irreductible Gleichung

(12 a) ' d(p, @) =0

tiber, welche in Bezug auf jede der Variabeln p und w, vom Grade & ist.
Es entsprechen daher einem willktirlichen Werthe von p gemau & Werthe
von o,. ‘

Da x, x», willkirlich gewshlte Grossen bedeuten, so folgt, dass alle
Umlaufe von #, welche p ungeindert lassen, gleichzeitig v, », also auch
w,, w, ungeindert lassen. Demnach ist w, eine rationale Function von
p und ¢ Ist daher p die Anzahl der verschiedenen Werthe von ¢, welche
einem willkiirlichen Werthe von p entsprechen, so ist die Anzahl der
Werthe , welche demselben Werthe von p zugehoren, nicht grosser als
B Demnach ist

(142) ¢<8
oder
(162) >l

Die Anzahl der allen mdglichen Umlaufen von ¢ entsprechenden Werthe
von v, und v,, folglich auch von p ist gleich x. Daher gentgt p einer
irreductiblen Gleichung

(19) p'+ By + o+ B,=0

Da einem willkirlichen Werthe von p B verschiedene Werthe von ¢ ent-
sprechen, so erhdlt p als rationale Function von ¢ und v, an mindestens
B Stellen der Riemannschen Flache (¢, v,) einen gleichen Werth. Diese
Function wird also auch in mindestens # Stellen dieser Flache Null und
unendlich. Da aber p nur fur das System derjenigen endlichen nicht
singularen Werthe von ¢ unendlich wird, fiir welche w, verschwindet, und
nur fiir diejenigen endlichen nicht singuliren Werthe von ¢ Null wird, fur
welche w, verschwindet, diese beiden Werthsysteme aber kein gemeinschaft-
liches Element besitzen, so folgt, dass
_Ga®

H{t)
wo G(t), H(t) ganze rationale Functionen, ohne gemeinschaftlichen Theiler,
beide mindestens vom Grade S

(20) B,
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Nun sei
(19 a) W AuwT A, =0

die irreductible Gleichung, welcher « geniigt, und setzen wir

a. (¢
(20 a) 4, = ’Hf%
wo G,(t), H,(f) ganze rationale Functionen ohne gemeinschaftlichen Theiler.
Es bedeute p den hdheren der beiden Grade derselben.

Setzt man in (19) % =0, », = 0, so wird p = », und es werden
je 2 Wurzeln dieser Gleichung, welche solchen Umlaufen von ¢ entsprechen,
durch die ein willkiirliches Integral v der Gleichung (6) mit einer Ein-
heitswurzel j multiplicirt wurde, einander gleich. Es ist demnach

(21) W+ 4w A = 4 BT o+ BD,
wo B{” den Werth von B, fur x = 0, x, = 0 bedeutet. Hieraus folgt
(22) A} = BY

Die Werthsysteme fiir welche p unendlich oder Null wird, gehen fur
%, = 0, x, = 0 in Werthsysteme tiber, fitr welche # resp. unendlich oder
Null wird. Da % nur far endliche nicht singulire Werthe von ¢ unend-
lich oder Null wird, so enthalten auch die beiden letzteren Werthsysteme
kein gemeinschaftliches Element. Bezeichnet man daher mit G®¢), H®(t)
die Resultate der. Substitution von x, = 0, x, = 0 in G(), H(¢), so haben
GOt), H(t) keinen gemeinschaftlichen Theiler, und es folgt aus Gl. (22)
oder
[w L g
EAON IR

dass die Grade von G(f), H®(f) genau das A-fache resp. vom Grade von
G (t), H () sind. Daher ist

: Ao Z 8,

also nach Gleichung (16 a)

Ym — 1)
2

Acta mathematica. 1. 44
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Aus (17) und (23) folgt, dass die Anzahl der verschiedenen Werthe von ¢,
' : v(m — 1)

welche einem willkiirlichen Werthe von w entsprechen, grisser als 5 ist.
Ist
dmy dm—'ly
24 2V Y g b bty =0
(24) TR =t )y

eine beliebige lineare Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten,
welche nur algebraische Integrale besitzt. Setzt man

=1 hy()de
(25) y=e 2

v

so erhalt man fir v eine wie (6) beschaffene Differentialgleichung.
Setzen wir voraus, dass fur einen willkiirlichen Werth von ¢ nicht
ein zweiter Werth # existirt von der Beschaffenheit dass auf geeigneten
Wegen jeder Quotient zweier Integrale der Gleichung (24) in 4, den-
selben Werth wie in ¢ annehme, so besitzt die wie Gl. (6) beschaffene
Gleichung dieselbe Eigenschaft. Es ist daher die Anzahl der verschiedenen
Werthe von ¢, welche dem Werthe des Quotienten zweier willkiirlichen

Integrale der wie (6) beschaffenen Gleichung entsprechen, grosser als 3-@.2?—12

2

wenn v die Anzahl der Elemente eines reducirten Werthsystems des all-
gemeinen Integrals dieser Gleichung bedeutet. Aus Gl (25) ergiebt sich,
dass v auch die Anzahl der Elemente eines reducirten Werthsystems des
allgemeinen Integrals der Gleichung (24) bedeutet. Da andererseits fur
zwei Werthe von £, fur welche ein Quotient zweier willkiirlicher Inte-
grale der wie (6) beschaffenen Gleichung gleiche Werthe annimmt, auch
der Quotient zweier willkiirlicher Integrale der Gl. (24) gleiche Werthe
erhalt, und umgekehrt, so folgt, dass auch die Anzahl der verschiedenen
Werthe von t, welche einem. willkiirlichen Werthe des Quotienten zweier will-

kiirlichen Integrale der Gleichung (24) emisprechen, grisser als wm 2_ 1) ist,

wo v die Anzahl der Elemente eines reducirten Werthsystems des allgemeinen
Iht‘egmls der Gleichung (24) bedeutet.

Unter Beriicksichtigung der Satze I, VI, VII der N° 3 erhalt man
daher das folgende Theorem. 7

I Ist v dic Anzall der Elemente eines reducirten Werthsystems des
allgemeinen Integrals ciner beliebigen linearen howogenen algebraisch integrir-



Ueber lineare homogene Differentialgleichungen ete. 347

baren Differentialgleichung m* Ordnung mit rationalen Coefficienten, so ist die
Anzahl der verschiedenen Werthe der unabhdngigen Variabeln, welche einem
willkdirlichen Werthe des Quotienten zweier willkiirlichen Integrale derselben
vim — 1).

2

Differentialgleichung entsprechen, grisser als

9.

Wir betrachten die Gleichung (B) als eine algebraische Gleichung
zwischen 7, § und bezeichnen nach RiEMANN mit p die Classe dieser al-
gebraischen Gleichung, d. h. die Anzahl der linear unabhangigen Integrale
erster Gattung, welche zu derselben gehoren.

Seien J;, J,,. ..., solche linear unabhingige I1 grale erster Gat-
tung, in der Form, welche nach dem Vorgange des H rn Aronmorp (%)
von Crepsca und Herrn Gorpan(®) eingefithrt worden t, so dass also

X ) 7"’
M ay= f"’(y‘ Y b Ki E & Y49, x=1, p,
: f L. o
Y

I ay + 2 ay
wo ¢, = 0 eine Curve » — 3" Ordnung darstellt, welche durch die sammt-
lichen Doppelpunkte und Riickkehrpunkte der Curve (B) hindurchgeht.
Nach N° 2 ist

(2) | Zi .Y, 0y, = (c,u, + c,u, + c,u,) ddz
und nach Gleichung (C)
3) ¢, Byf + ¢, _‘%‘[— + ¢, z‘lf (e,u, + c;u, + c,u, )M
folglich ist
o) 2 Pondh 4,

. o ge of +o af i

oy, T by, T by,
Nach N° 1 Gl (24) ist

dq\*dt _ 4
® (&) &=

(") Monatsberichte der K. Akademie der Wissensch. zu Berlin, April 186 1.
(*) Theorie der Abelschen Functionen, 8. 2, '
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Andererseits ist nach Gl (C)
6) g _ady _ _w_ _

2
wenn man zur Abkiirzung f, fur % setzt. Bezeichnet man ferner aaafy
x Yi0Yx

mit f,, und mit F, den Coefficienten von f,, in der Hessischen Covari-
ante von f, so folgt

/< . i 1
d d—q = [Fu(ysdya - yadya) + Fn(ysd'yx - yxdys) + Fxs(yxd'yz - ?/adyl)] ) m’
also
‘_l,___c — (Fu'”ﬁ + Fn“n + Fxsu's)%’
dp* w,(n — 1)f,* ’

demnach nach Gl. (C)
@ _(Ffi+ F.f, + B )"

dy’ FACES)

also endlich

d! 3

d—vz - (n - 1)’ ) fs‘

Substituirt man diesen Werth in (5) und setzt ausserdem fur g}z seinen
¥4

Werth

dy_4, 4.4
B Ty W
so folgt
1 (n—1)
®) = IXG)

also ist nach Gl. (4)

x cxyadya T
) ) =m_n%V@1
A

Gl@:

6’-&;:

* 3y,

In den GIl. (4) und (9) sind 4, M, X Wurzeln rationaler Functionen
von z, und zwar hat X dieselbe Bedeutung wie in Gl (2) N° 1, M die-
selbe Bedeutung wie in Gl. (C), wahrend

(10) d=e 1™
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Durch einen beliebigen Umlauf von 2z moge y, in y', tibergehen, wo

(11) Y'x = Guh + s + Gl x=1, 2, 3,

so geniigen ¥',, ¥y, y; der irreductiblen Gleichung

(12) f(ylx ’ ylaa :'/,3) =0,

Es sind demmnach ¢,(y';, ¥',» ¥',) = 0 Curven n — 3% Ordnung in y',, ¥/,, ¥/
welche durch die Doppel- und Ruckkehrpunkte von (12) hindurchgehen.
Daher sind

Sox(ylx ] /y’z ] ,.'/’3) Zcxy,2d1 ’a
S A A
! ay ’1 ! ay,& : ayls

die p linear unabhingigen Integrale erster Gattung, welche zu der Glei-
chung (12) gehoren. Diese Integrale als Functionen von 2 sind demnach
fiir keinen Werth von # unendlich. Setzt man fur ¥, v,, ¥, ihre
Werthe aus Gl (11) in ¢y, ¥,, ¥;) 80 wird

pr(y'x 3 y'ﬂ7 ?/’s) = S[}X(yt s Yas ya))

wo ¢, eine ganze rationale und homogene Function n — 3** Grades ist.
Ferner hat man nach Gl (4) oder GL (9)

Zi Y53y , zi ¢4y,

o oF F T oF oF
“ar, T sy, T ey, Gay T ady, T oy,

wo j eine Einheitswurzel bedeutet, folglich ist

Ty = af‘rbx('.‘/n g}’ Ys) 7 . Ei ¢,y,dy,
¢, E + ¢, a—y’ + ¢ 53‘;/—3

Da J', fur keinen Werth von » folglich auch fur kein Werthsystem

Y Yy Y, unendlich wird, so ist J’, ein Integral erster Gattung gehorig

zur Gleichung (B). Hieraus ergiebt sich, dass ¢.(y,, ¥, %) = 0.1, ¥ 3 ')

durch eine lineare homogene Function von ¢, (y,, ¥, ¥s)s - « - - ©,(Us> Yas Ys)

dargestellt wird, oder
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L Die Functionen ¢ (y,, ¥,y ¥s)-- - -5 ¢, s Y,) geniigen einer
linearen homogenen Gleichung p'" Ordnung
) e A
® Tt tGu=0

mit in 2z rationalen Coefficienien. ‘
Es sei U ein Umlauf der Variabeln 2, durch welchen ein Quotient
A zweier- willktirlicher Integrale der Gleichung (D) ungeindert bleibt,

ohne dass gleichzeitig Vi _ Y% $r=%, wo ¢, ,, ¥, die Functionen

3

Yo % Y, W
bedeuten, in welche resp. y,, v,, y, durch denselben Umlauf ubergehen,

namlich
(13) Y= Uy F Gl + UxsYs, x=1,2 38

Ist alsdann y, = b, y, = b,, y, = b, ein Werthsystem, fur welches
A Null oder Unendlich wird, und setzt man

(14) by = ayb, + ayb, + gy, x=1, 2, 3,

so wird A auch fur y, =¥, y, =V¥,, y, =¥, Null resp. unendlich.
Fixirt man daher p — 1 willktirliche Werthsysteme b&,, b,, b; von
Y Y Y(i=1, 2,....p— 1), fur welche A unendlich wird, so wird A
auch far die p — 1 Werthsysteme

(15) Vix = ayby + txbis + anb, x=1, 2, 8 i1=1 2... ‘p— 1

von Y,, ¥,, y, unendlich.

Nach der Voraussetzung ist nicht glelchzeltlg b" %ﬁ und b‘“ Z“’

i1 it

Andererseits ist auch nicht gleichzeitig E’_" = i’_“ und i‘-"’_?-,’—“‘ l?z oder
' by by by by -

o _bn by _ Z’ﬁ; da man die Werthe von 2, welche zu einem Systeme
Vo b’ Fy by
by, by, by und zu einem Systeme b,, b,, b, gehoren, vollstandig von
einander unabhi#ingig gewahlt hat. Demnach constituiren die Werthsysteme
by, by, by und die Werthsystemé by Uigy Uy 2p — 2 verschiedene Werth-
systeme, fir welche A unendlich wird.

Bezeichnet man die durch zweimalige Wiederholung der Substitution

(13) aus &, by, &; hervorgehenden Werthe mit &, &y, 8"y, so ist
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erstlich wicht gleichzeitig Y Vs yng Ve _Ye oger Yo b ynq

b”u b”ll bn btl b b"il = E;
Ve _ .li'i, oder Y 22 ypg Y Vo _ bu i>1. aus denselben Griinden wie oben.
b”ix b’lx b i1 blx b bll < ’

Andererseits ist auch, weil wir die zu by, b,, b, gehorigen Werthe von

» willkirlich gewahlt haben, nichi gleichzeitig Z Vis ynd o Vs

bli: b i1 Zrﬂ '
ohne dass auch gleichzeitig
b". b bll b
16 =t and =T
(1) b’y by " by

Da nun A durch den Umlauf von U ungeindert bleibt, so muss
diese Function auch fir die Werthsysteme 4", 0", b”; unendlich werden.
Nun aber kann /1 ausser fur die 2p — 2 verschiedenen Werthsysteme
(bay by bi)y (Viay Uiy bw} nicht mehr unendlich werden, da bekanntlich
der Quotient der Dxfferentlale zweier Integrale erster Gattung der Classe
p fur nicht mehr als 2p — 2 Stellen der Riemanx’schen Flache unend-
lich wird;(") es miissen demnach die Gll. (16) stattfinden. Dieselben
liefern wegen der willkiirlichen Wahl der zu by, by, b;; gehorigen Werthe
von z den Satz

II. Giebt es einen Umlauf U von s, welcher y,, y,, y, tberfihrt resp.
n Yy Y Y und zugleich den Quotienten A zweier willkiirlicher Integrale
der Gleichung (D) unverdndert ldsst, ohme dass gleichzeitig %i =% und

Yo _ % so muss eime aweimalige Anwendung dieses Umlaufes 2, Ys -unge-
Y, Y% Y W
dndert lassen.

Wenn ausser dem Umlaufe U noch ein anderer U die Eigenschaft
hat, dass durch dessen Anwendung A ungeandert bleibt, ofne dass zugleich
der Quotient zweier willkirlicher Integrale der Gl. (A) ungeandert bleibt
so ergiebt sich wiederum aus dem Umstande, dass A nur fir 2p —
Werthsysteme von y,, 4,, y, unendlich werden kann, wenn man mit by den

durch Anwendung der U entsprechenden Substitution aus b, hergeleiteten
Werth bezeichnet, dass

by b by b
17 -—:g- == ",}E , __:_s_ =T
( ) bi1 b i bu b i1

(*) RieMANN, Abelsche Functionen, in Borchardts Journ. B. 54.

L3
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d. h. wegen der willktirlichen Wahl der zu &, gehorigen Werthe von g,
der Umlauf U fuhrt den Quotienten zweier willkirlicher Integrale der
Gl (A) in denselben Werth tiber wie U, oder was nach dem Satze I
Ne 4 dasselbe ist, der Umlauf U fuhrt y,, v,, y, resp. in gy, 5oy, 59
iber, wenn U dieselben Functionen resp. in ¢,, ¥,, y, uberfuhrt, und
wo 7 eine Einheitswurzel bedeutet.

Es seien §,, S, 8,,.... 8, diejenigen Umlaufe von 7, welche ein
reducirtes Werthsystem eines willkiirlichen Integrals w der Gl (D), nam-
lich w, @, @’ ....®“ " hervorbringen. Jeder andere Umlauf bringt
also nur einen dieser Werthe mit einer Einheitswurzel multiplicirt hetvor.
Den Umlaufen S,, §,,....S,, entsprechen die Werthe y, ¥/, y",. ...y
eines willktirlichen Integrals y der Gleichung (A). Es konnen nicht zwei
der letztgenannten Werthe ein constantes Verhiltniss besitzen, da sonst
auch zwei entsprechende Werthe der Reihe o, o, 0”,.... 0" " ein
constantes Verhaltniss hatten. — Die Umlaufe S, U, S, U,....S,_,U erzeugen
die Werthe @, y“*V, . ...y, wihrend dieselben o, o', .... ®" ™ nur
mit constanten Factoren multipliciren. Die Werthe y@, y“t9, . ... y®
unterscheiden sich der Voraussetzung nach von ¥, ¢, ¥”,. ... % nicht
bloss um constante Factoren. dJeder andere Umlauf von z bringt aber
nach dem obigen nur Werthe hervor, welche gleich sind einem der Werthe
der Reihe g, ¢, v”,....y% P multiplicirt mit einer Constanten. Diese
letztere Reihe ist also ein reducirtes Werthsystem von y.

Giebt es aber keinen Umlauf der Art U, so ist o, o, 4", ....y" "
ein reducirtes Werthsystem von y. Man erhalt also den Satz

IIL. Ist v die Ansahbl der Elemente eines reducirten Werthsystems des
allgemeinen Integrals der Gleichung (A4), so ist §v oder v die Anzahl der
Elemente eines reducirten Werthsystems des allgemeinen Integrals der Glei-
chung (D), je nachdem es Umldufe der Art U giebt oder nichi giebt.

Es seien (3, &), i=1, 2,....2p— 2 die 2p — 2 Stellen der Rig-
manN'schen Flache (3, ), in welchen A einen willkiirlich vorgeschriebenen
Werth annimmt. Von diesen Stellen kénnen p — 1 willkarlich gegeben
sein. Wir bezeichnen die letzteren mit (y,, &), ... . (9,1, &-1); diesclben
konnen so gewihlt werden, dass sie zu p — 1 verschiedenen Werthen von
z gehoren. Wenn zu einer der tbrigen Stellen (7,, &), - - - - (72p-2:Gps)
ein Werth von z gehort, welcher auch einer der ersteren p — 1 Stellen
entspricht, wenn z. B. (9,4, {4.) zu demselben z gehort, wie (3, &), so
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gabe es einen Umlauf von 2, welcher 3, § resp. in 7,,,, {,, Gberfuhrte.
Da durch denselben Umlauf A in sich selbst tbergefithrt wird, und bei
willktirlicher Wahl von (3, {).... (9, {—.) die Gleichungen #,,, = n»
$ox ==& micht gleicheeitig erfullt sind, so ware dieser Umlauf der Art U.

Giebt es also keinen Umlauf der Art U, so gehdren zu einem will-
kurlichen Werthe von A genau e(2p — 2) verschiedene Werthe von 2,
wenn man mit ¢ die Anzahl der verschiedenen Werthe von z bezeichnet
fir welche gleichzeitig jeder Quotient zweier Integrale der GL (A) je
einen gleichen Werth annimmt.

Wenn es aber einen Umlauf der Art U giebt, so mdgen mit %/, {” die
Werthe bezeichnet werden, in welche derselbe 7, ¢ uberfithrt. Es nimmt
alsdann A fur (3, &,),....(9",—1» {»_) denselben Werth an wie fur (3, §),.-.
coo(Fp_1sy §_1). Da diese letzteren Stellen untereinander verschieden sind, so
sind es auch die ersteren. Der Voraussetzung gemiss ist auch keiner der er-
steren mit einem der letzteren iibereinstimmend. Es fallen demnach (z,, £),...
e (Dap_sy Gpog) mit (7'}, &' )eer (7' prs $'pey) zusammen. Da die Werthe von z,
welche zu den verschiedenen Stellen (y,, &)....(7,_1, {_,) gehdren, von einan-
der verschieden sind, so ergiebt sich, dass in dem Falle der Existenz eines
Umlaufes der Art U zu einem willkurlichen Werthe von A genau e(p — 1)
verschiedene Werthe von 2 gehoren. Man erhilt also den Sata:

IV. Je nachdem es Umldufe der Art U giebt oder nicht giebt, ist die
Anzall der verschiedenen Werthe von z, welche zu einem willkiirlichen Werthe
des Quotienten zweier willkvirlicher Integrale der Gleichung (D) gehdren,
e(p—1) oder 2¢(p — 1), wenn e die Anzahl der verschiedenen Werthe von
z bedeutet, fir welche gleichzeitiy jeder Quotient zweier Integrale der Gl. (A)
je einen gleichen Werth annimmd. |

Besitzt die Gl. (A) die Eigenschaft, dass nickf zu einem willkirlichen
Werthe z ein Werth 2 gehort der Art, dass jeder Quotient zweier Inte-
grale der Gl. (A) in 2z und 2, je einen gleichen Werth annimmt, so ist
e = 1. Es folgt alsdann nach Satz II N° 4, Satz III u. Satz IV dieser N°

—1

(E) p—12%5 v

DOt =

oder

2p — 22Tty

je nachdem es Umldufe der Art U giebt oder nicht giebt.

Acta mathematica. 1. 45
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In beiden Fallen folgt fur p > 1

¥) v 4.

Wenn zu einem willkirlichen Werthe 2 ein Werth 2, gehdrt von der
Art, dass jeder Quotient zweier Integrale der Gl. (A) in 2 und 2 je
einen gleichen Werth annimmt, so kann man, da % > 2, also die Gleichung
(A) algebraisch integrirbar vorausgesetzt ist, nach N° 3 durch Mualtiplica-
tion der abhingigen Variabeln y mit einer Wurzel einer rationalen Func-
tion von 2z und Transformation der unabhingigen Variabeln 2 in eine
Verinderliche ¢ die Gleichung (A) in eine Gleichung iiberfuhren der Form

d*w d*w

" d
(A" 7+ MO + 7,,(t)% + hy(Hw = 0 (s. dort Gl. (11))

mit rationalen Coefficienten, welche die Eigenschaft besitzt, dass nichf zu
einem willkirlichen Werthe von ¢ ein Werth ¢ gehort der Art, dass
jeder Quotient zweier Integrale der Gl. (A”) in ¢ und ¢, je einen gleichen
Werth annimmt. (Satz VI N° 3).

Die Natur der Transformationen welche von (A) zu (A”) fithren
bringt es mit sich, dass die Gleichung (B) auch fir ein Fundamental-
system o,, @,, w, von Integralen der Gl. (A”) bestehen bleibt, dass also

(18) fo,, 0,, ©)=10

Bildet man die zu (18) gehorigen Integrale erster Gattung, so ist dem-
nach die Anzahl der lincar unabhingigen ebenfalls p. Da ferner nach
Satz VII N° 3 dic Anzahl der Elemente eines reducirten Werthsystems
des  allgemeinen Integrals der Gl (A”) mit der Anzahl der Elemente
eines reducirten Werthsystems des allgemeinen Integrals der Gl. (A) uber-
einstimmt, so ergiebt sich, dass die Gleichungen (E) und (F) auch bestehen
bleiben, wenn fir einen willkirlichen Werth von z und noch andere Werthe
2, jeder Quotient zweier Integrale der Gl. (A) je einen gleichen Werth am-
nimmt.

Das durch (F) ausgedriickte Resultat lasst sich auch folgendermassen
aussprechen:

V. Ist die Classe p der Gleichung (B) grisser als Eins, so ist die
Anzahl der Elemente eines reducirten Werthsystems des allgemeinen Integrals
der Gleichung (A) nicht grasser als vier, oder, was dasselbe ist, die Anzall
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der reducirten Wurzeln (*) der dalyebraischen Gleichuny, welcher dieses all-
gemeine Integral geniigt, ist nicht grosser als vier.

6.
Far
p=1

gehort zur Gl (B) nur ein Integral crster Gattung J. Es sei wie in N° 5

(Y, Yy, zls)zi e, Y, dy,
1) df =— 7 5 5F

RETA T 2

Fiohrt man auf der rechten Seite dic Variabeln z, { ein, so erhalt man

@) aJ = ¢,(, O)dy

wo ¢, cine rationale Function von 7, £ Andererscits sind { und %ﬁ ratio-
az

nale Functionen von 7, 2 Folglich erhilt man fur die unabhingige Vari-
able 2
3) AT = ¢(z, 7)da
wo ¢ eine rationale Function von z, .

Nach N° 5 wird entsprechend einem Umlauf von 2, welcher y,, y,, v,
resp. in ¥, ¥,, ¥, tuberfithrt,
4) OYys Yas Y's) =J¢(!/17 Yar Ys)s
wo j eine Constante und zwar, weil fur » > 2 ¢y, y,, y,) cinc algebra-
ische Fanction von 2 ist, cine Einheitswurzel bedeutet. Demnach ist
(Y, Yy ¥,) €ine Wurzel einer rationalen Function von 2 Aus dieser
Bemerkung und aus Gleichung (4) oder Gl (9) N° 5 ergiebt sich dem-
nach, dass auch
(5) dJ = Rdz,

wo R Wurzel einer rationalen Function von z bedeutet.

-

(') Ueber die Bedeutung dieser Bezeichnung s. meine Arbeit in Borchardt’s Journal
B. 81, 8. 111, N° 9. '
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Setzen wir voraus, dass die Gleichung (A) so beschaffen sei, dass
nicht fur einen willkurlichen Werth von 2 und noch fiur andere Werthe
von # jeder Quotient zweier Integrale der Gl. (A) je einen gleichen
Werth annimmt, so ist demnach z eine rationale Function von %, £ Da
wir vorausgesetzt haben, dass J das zu (3, {) gehorige Integral erster
Gattung sei, so sind 7, ¢ eindeutige Functionen von J, folglich ist auch
z eine eindeutige Function von J.

Demnach ergiebt sich aus dem Bestehen der Gleichung (5) nach den
Untersuchungen der Herren Brror und Bouquer, (') dass R* oder R® eine
rationale Function von z sein muisse.

Unter derselben Voraussetzung uber die Gl (A) ergiebt sich auch,
dass 7, 2 eindeutige Functionen von J. Demnach ist auch die Classe
der algebraischen Function » von # gleich Eins, und ¢(z, ») nach Glei-
chung (3) die Ableitung des zu (2, ») gehorigen Integrals erster Gattung.

Der Ausdruck
2 t 9,4y,

)f |
“*'a"y"”aa?”*ai

bleibt ungeandert, wenn man an die Stelle von y, setzt by, + by, + Dus,

wo b, beliebige Constanten bedeuten, d. h. der genannte Ausdruck ist

von der Wahl des Fundamentalsystems y,, y,, y, unabhangig. Gleicher-

massen ist ¢(y,, ¥, ¥,) bis auf einen constanten Factor von der Wahl

dieses Fundamentalsystems unabhingig, folglich ist auch bis auf einen

constanten Factor R von der Wahl dicses Fundamentalsystems unabhingig.
Aus (3) und (5) folgt

(6) E = (@ y)

d. h. es ist R cine rationale Function von », 2. Wir behaupten aber, dass
auch umgekehrt » eine rationale Function von ¢ R ist. Denn gibe es
einen Umlauf von s, welcher R ungeandert liesse, dagegen 7 in %' ver-
wandelte, so wirde in den beiden Blattern y, %' der Riemann’schen Flache
der algebratschen Function » von 2 die Function R fur dasselbe 2 den-
selben Werth annehmen. Wir konnen aber das Fundamentalsystem

(') Journal de I Ecole polytechnique t. 21, p. 222,
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Yy Yy Yy so wiahlen, dass fur 2= 2, wo 2, cin willkirlicher Werth, in
den beiden genannten Blattern » denselben Werth 7, erhalt. Dann ist
(CA)) @7
(7) W, 9)de E[¢(z, y)dz
(2, ) (@ m)
d. h. gleich bis auf Vielfache von Periodicititsmoduln, fur Integrations-
wege, welche in den beiden Blattern 7, %' tibereinander laufen. Es ist
demnach in der genannten RiemanN’schen Flache

(1)
@) [ Ha, de=0
@y

d. h. gleich bis auf Vielfache von Periodicitatsmoduln. Aus Gl. (8) folgt
nach einem bekannten Satze, dass es eine rationale Function von z 7
giebt, welche fiir einen beliebig gegebenen Werth und nur fiir diesen
unendlich wird, dass demnach die Classe der algebraischen Function
von #z gleich Null sei. Da aber nach dem oben Bewiesenen diese Classe
gleich Eins, so folgt dass es keinen Umlauf von 2z giebt, welcher B un-
geandert lasst, ohne gleichzeitig » ungetindert zu lassen, dass also % eine
rationale Function von 2, R ist.

Da eine gewisse Potenz jedes Integrals der Gleichung (A) eine ratio-
nale Function von y, # ist, so ergiebt sich auch, dass eine gewisse Potenz
jedes solchen Integrals durch eine rationale Function von 2, R dargestellt
werden kann.

Is ist daher, wenn A eine gewisse ganze Zahl bedeutet,

(9) y‘ =4, + alR + “sz + &sRsv oder yA = ﬂo + ,@,R + -0t l@.r»R’s’

je nachdem R* oder R° rationale Function von 2 wird, wenn man mit
a, und fp, rationale Functionen von z bezeichnet.

Die Anzahl der Elemente eines reducirten Werthsystems des all-
gemeinen Integrals der Gl. (A) wird daher durch eine der Zahlen 2, 3, 4,6
gegeben.

Da nach S. VII N° 3 die Anzahl der Elemente eines reducirten
Werthsystems des allgemeinen Integrals der Gl (A) stets gleich ist der-
selben Anzahl fur eine Differentialgleichung dritter Ordnung, welche die
Eigenschaft hat, dass mick¢ fur einen willkiirlichen Werth der unabh#n-
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gigen Variabeln und noch andere Werthe derselben jeder Quotient zweier
Integrale derselben je ecinen gleichen Werth annimmt, und fur welche
gleichzeitig dieselbe Gleichung (B) erfullt ist, so folgt allgemein der Satz:

L Ist p==1, so ist die Anzahl der reducirten Wurzeln derjenigen
algebraischen Gleichung, welcher das allgemeine Integral der Gleichung (A)
gewigt, durch eine der Zahlen 2, 3, 4, 6 gegyeben.

Es sei endlich

=

Alsdann giebt es bekanntlich eine rationale Function s von , ¢
(10) 8= ¢(y, {)

von. der Beschaffenheit, dass

” _h® »
- »
Si(®)
wo f,(s), £,(s)y £,(s) ganze rationale Functionen »** Grades der Variabeln s,
ohne einen allen gemeinschaftlichen Theiler.

Ein Deliebiger Umlauf der Variabeln 2z fuhre %, { resp. in 7/, {
itber, so 1st

fi(®)
FACN

(11)

’

oy + anuy + ’»(,3: P T Y + 25,4
) L Fod

a, + 97 + axs: oy + Y + 55

(12) 7 =

Setzt man in die aus (11) sich crgebende Gleichung
§ = oy, {),
wo also s den Werth bezeichnet in welchen s durch den genannten Um-
lauf tbergeht, die Werthe aus (12) ein, so ergicbt sich nach GL (11), duss
s eine rationale Function von s. Da aber auch umgekehrt 5 eine rationale
Function von s’ sein muss, so folgt:
Zwischen s und s' findet eine Gleichung der Form

(13) ass’ 4+ bs + c8 +d=0

statt, wo a, b, ¢, d Constanten sind.
Wir setzen

(14) ‘12="— Sy =698
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Aus Gl (13) folgt:

(15) o,

Da s nicht constant, so ist bc — ad von Null verschieden.
Nach dem genannten Umlaufe von z mogen &, & resp. in &, &,
thergehen, so ergiebt sich aus (14) und (15)

. dz 1 .
A T DR
2 ]‘ 2 l 1 2
LR e AR
also
-~ 1 g
= Vbe — ad (@& + %)
(16)
1
= o (b, + d&).
% Vbc-——ad( ? %)

Da aber s, folglich auch &, &, algebraische Functionen von z sind, so
lasst sich dieses Resultat auch folgendermassen aussprechen:

Es ist s der Quotient zweier Integrale &, &, einer linearen homogenen
algebraisch integrirbaven Differentialgleichung azweiter Ordnung, wmit der un-
abhimgigen Variabeln z und mit in z rationalen Coefficienten.

Es sei

(17) fx(S)- $1n = S"'}!(Ex: 52)7 x = 17 2’ 3

wo ¢, ganze rationale und homogene Functionen von &, & »** Grades
bedenten.

Aus den Gleichungen (11) folgt alsdann
(18) Yx =f7'§!’x($1v E&)¢ X == 11 2) 3
Wenn nach einem Umlaufe von 2z, o, &, &, y, resp. inp/, &, &, ¥,
tthergehen, so dass
?/Ix:"“ ey + Yy + sl x= 17 2,3
und nach Gl (16)

9”x<5', , C‘:’g) = Z,(él 3 ea)a
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wo y,  ebenfalls eine ganze rationale und homogene Function »*" Grades
von &, & bezeichnet, so ergiebt sich aus (18)
(19) O L&, &) = pland: + auy + tugthi]
Demnach ist “;i eine rationale Function von s.
Wenn die Function & fur einen Werth von s verschwindet, so muss

fur denselben Werth
Oufy + tufy + anfo =0 fir x=1, 2, 3

sein, d. h. da die Determinante der Grossen a, nicht verschwindet

fi=0, Ja=0, Jo=0
sein, was nicht mboglich ist, da £,(s), £,(s), f,(s) keinen gemeinschaftlichen
Theiler besitzen.

Demnach ist £ eine Constante. Da aber p eine algebraische Func-
0

tion von z ist, so folgt, dass o Wurzel einer rationalen Function von z. Also

II. Im Falle p= 0 ist das allgemeine Integral der Gleichung (A)
abgesehen wvon einer Wurzel einer rationalen Function als Factor durch eine
ganze rationale und homogene Function n'" Grades des Fundamentalsystems
von Integralen &, &, einer algebraisch integrirbaren linearen homogenen Dif-
ferentialgleichung zweiter Ordnung mit in z rationalen Coefficienter, dar-
stellbar (*).

Betrachten wir nunmehr die Gl (B) fur den Fall n = 2.

Es sei

(20) an Yt + Y, F a9, + 20,99, + 20,99, + 2a,,9,y, = 0

diese Gleichung, so ergiebt sich, wenn man mit »,, { ein beliebiges Werth-
system von 7z, { bezeichnet welches derselben gentigt, und wenn man setzt

(¢
(21 § =220
) 7%
22) b, + bs 4 bys’ £= b, + Vs 4+ Vs

TEA F A + A8 T4, + A + A5

(') Ueber solehe Differentialgleichungen zweiter Ordbung vergl, meine Abhandl. in
Borech. Journ. B. 81, S. 97 und B. 85, 8. 1.
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Aus den Gl (21), (22) ergiebt sich analog wie aus den GII. (10), (11),
dass zwischen zwei Zweigen s und s der Function s von 2z eine bilineare
Gleichung von der Form (13) stattfindet.

Aus dieser Gleichung folgert man wie oben, dass s der Quotient
zweier Integrale &, &, einer linecaren homogenen Differentialgleichung
zweiter Ordnung mit in 2 rationalen Coefficienten ist, jedoch mit dem
Unterschiede, dass hier die Differentialgleichung zwceiter Ordnung nicht alge-
braisch integrirbar zu sein brawcht, da s nicht algebraisch sein muss.
Auch fur diesen Fall gelten die Gll. (18), und in diesen sind die Func-
tionen ¢, ganze rationale Functionen zweiten Grades, wahrend p constant
wird. Dieses Resultat ist mit dem in N° 2 Gegebenen ubereinstimmend.

1.

Far die lineare homogene Differentialgleichung (A), zwischen deren
Integralen eine Gleichung (B) besteht, ergeben sich nach dem Vorhergehen-
den folgende Resultate:

I Ist der Grad » der Gleichung (B) gleich zwei, so ist die Gleichung
(A) ubereinstimmend mit der Differentialgleichung dritter Ordnung, wel-
cher das Quadrat jedes Integrals einer beliebigen linearen homogenen
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit rationalen Coefficienten gentigt.

II. Ist n grosser als zwei, so sind die Integrale der Gleichung (A)
algebraische Functionen von 2.

Hierbei ergeben sich drei Falle:

a) Ist die Classe » der algebraischen Gleichung (B) grosser als Eins,
so ist die Anzahl der reducirten Wurzeln derjenigen algebraischen Glei-
chung, welcher das allgemeine Integral der Gleichung (A) gentigt, nicht
grosser als wvier.

b) Ist p gleich Eing, so ist die Anzahl der reducirten Wurzeln zwei,
drei, vier oder sechs. ‘

¢) Ist p gleich Null, so sind die Integrale der Gleichung (A) ab-
gesehen von ciner Wurzel einer rationalen Function als einem fir alle
giltigen Factor, rationale ganze und homogene Functionen »"" Grades des
Fundamentalsystems von Integralen £, £, einer algehraisch integrirharen
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linearen homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit rationalen
Coefficienten.

Da jede algebraisch integrirbare Gleichung (A) die Eigenschaft hat,
dass zwischen den Elementen des Fundamentalsystems y,, y,, ¥, eine
Gleichung (B) besteht, so sind durch diese Resultate auch alle die Falle
erschopft, in welchen eine lineare homogene Differentialgleichung dritter
Ordnung mit rationalen Coefficienten nur algebraische Integrale besitzt.

Heidelberg 1882.




