
" ~ T ( '  '~ UEBER LINEARE HOMOGENE DH~FERENT[ALGLEI(H[N~EN, 

ZWISCHEN DEREN ]NTEGRALEN HOMOOENE RELATIONEN 

HOHEREN ALS ERSTEN GRADES BESTEHEN 

V O N  

L. FUCKS 
IN ]FIEIDELBE RG. 

Ein Fundamentalsystem yon Integralen einer homogencn linearen 
Differentialgleichung ist dadurch characterisirt, dass zwischen den Elemen- 
ten des Systems keine homogene Gleichung e r s t e n  Grades mit constanten 
Coefficienten stattfinden darf. Man kann aber voraussetzen, dass zwischen 
den Elementen homogene Relationen hSheren  Grades bestehen. /st die 
Ordnung der DifferentialgIei(.hung die mt`, so ist nut erforderlich, dass 
dig Anzahl solcher Relationen nicht gr0sser als m - - 2  sei. - -  Es ist ,ds- 
dann die besondere Natur der Integrale unter Voraussetzung solcher Re- 
lationen zu ergrt~nden. 

Im Folgenden habe ich die L0sung dieses Problems f~ir die Differen- 
tialgleichungen dritter Ordnung durchgeffihrt. Ffir diese kann kS nur 
e ine  Relation der genannten Art geben. Bemerkenswerth sind die An- 
wendungen, welche wir bei unserer Untersuehung yon der Theorie der 
_A_belsehen Integrale haben machen kOnnen. 

Es ist einleuchtend, dass die Differentialgleichungen, welche algebrai'sch 
integrirbar sind, zu der Classe yon Differentialgleichungen geh0ren, zwi- 
schen deren Integralen homogene Relationen bestehen. 

Wir haben in der folgenden Arbeit auch eine Reihe yon Si~tzen tiber 
algebra'isch integrirbare lineare l)ifferentialgl<dchungen a,ufgestellt, yon 
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~,elchc~l wir in dcrselben Arbeit Gebrau('h machen, die aber aueh ander- 
weitige Anwendungen zulassen. 

Die Resultate dieser Arbeit babe ioh in der auch gegenw'~rtig fest- 
gchaltenen Reihenfolge bcreits in den Sitzungsberiehten der Konigl. Aka- 
demie der Wissenschaften zu Berlin, 8 Juni  1882, verSffentlicht. 

(A) 

Es sei 

. 

d Sy d "y ely 
dz --~'~ + P ~-lzz ~ + q ~z + r!] =-- 0 

eine lineare homogene Differer, tialgleichung dritter Ordmmg mit in z 
rationalen Cocfficienten, gehorig zu der Classe yon Difl~rentialgleichungen, 
welch, ~ sich in meiner Arbeit  (BORCHAIIDTls Journal  fi~r Mathem. B. 66 
S. 146 G1. 12) characterisirt findeJl, und es wer(le vorausgesetzt, dass die 
Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichungen rationale Zahlen 
sin,t, und dass zwischen den Elementen eines Fundament~lsystcms yon 
Integralen der Gleichung (A) y~, y:, y:~ eine irrcductible Gleichung 

(B) f(v , ,  o 

~tattfinde, wo f(y,, y~, y:,) eine ganze rationale und homogene Function 
d'" Gr~ld(~s yon y~, y~, y:~ 1)edt~utet. 

Bezeichnen wir mit t t ( f )  die He,~sische Covariante yon f .~o ist H ( f )  

nieht identisch Null, da der Voraussetzung nach f nicht in lineare Fae- 
toren zerlegba~' ist.(l) 

Ein beliebiger Umlauf  von z f~'lhre y~ ober in 

(1) y', = a~,y, + (~,,y~ + r~:,y:~ (x = 1, 2, 3) 

SO geht f, folglich auch H ( f )  durch denselben Umlauf  in sich selbst 

mit eincr Constant(,n multit?licict t'd)er. D.emnach ist dlog H(.f) eine ein- 
dz 

dcutige Flmction yon z. Da ausserdem (let vorausgesetzten Na tm-de r  

(1) Vergl. GORDAN und NS~HEa, in den Sitzungsberichten del" physikalisch-medici- 
i~ischen Societiit zu Erlangen 1S Dec. 1875~ l0 Jan. 1876. 
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Inlegralc der Gleichung (A) wegcn diesc I~unctmn fi'tr jedcn im lind- 
lichen gelegcnen Punct  p in der z-Ebene mit einer bestimmtcn Potenz 

yon z - - p ,  und fi]r z - ~  cx9 mit einer bestimmten Potenz von 1 multipli- 
Z 

cirt endlich und stetig wird, so ist dicselbe eine rationale Function. l)a 
H ( f )  ebenfalls ft'~r jeden im Endlichen bcfindlichen Punkt  p mit t inct  
bestimmten Potenz von 2 - - p  und ffir z - - cx9  mit cincr bcstimmten 

Potenz yon 1 multiplicirt  endlich und stetig wird, so ist demnach 
Z 

(2) H ( f )  = X(z) 

Wurzel einer rationalcn Function yon z. 
Setzen wir 

(3) Y--' = ,;, Y~ = 
Yl yl 

H ( f )  = y,~"-~ H~(~, ~) 

so verwandelt sich die G1. (2) in 

(~) [y~X(z)-~,~-~] ' '-~ //~(~, ~') =- 1 

Ist z ein belicbiger Werth, und n immt  auf gceigneten Wegen jedcr 
Quotient zweier Integrale der Glcichung (A) fi'lr z = z~ je einen glcichcn 
Werth an wie ftir z = z, so folgt aus der Gleichung (4), dass auf den- 

1 
selben Wegen y~ .  X(z) ,~,,-G in z 1 cinen Werth annimmt, welcher aus (lcnl 
ft'lr z durch Multiplication mit  einer Einheitswurzel 2 hcrvorgeht, l)a 
jeder Quotient zweier Integrale ft'lr z = zl densclben Werth wie fi'tr z 

I I 

annimmt, so folgt, dass auch Y2 • X ( z ) -  ~"-~, y.j .  X ( z ) -  .~,,-G ft'~r z = z~ Wcrthc 
annehmen, wclchc aus denen ft'lr z durch Multiplication mit )t hervorgehen. 

Substituirt man daher in (A) 

1 

y = X(z) ~"-~ . v, 

wodurch diesclbc in 

(A') 
d% d~v q, dv 
dz* + :P' ' d---~ + "dz + r'v=- 0 
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t'~bergehcn mOge, so hat das y~, y:, y:, cntsprechende Fundamcntalsystcm 
yon Integralen v~, v2, v.~ der Gleichung ( A ' ) d i e  Eigenschaft fa r  z--= z 1 
Werthe anzunehmen, welche aus denen ft'tr z durch Multiplication mit 
derselben Einheitswurzel ,~ hervorgehen. 

Zwischen v~, v2, v 3 fin(let die Gleichung 

(B')  f(v,, v~, v~)= o 

statt. 
Sei 

v, = ¢,(z), v, = ~,,(~), ~,~ = ~,,(~), 

so ist der Voraussetzung gemass, wenn man yon z auf  geeigneten Wegen 
nach z~ geht, 

(5) ~,,(z,)-----,t. ~x(z), x = 1, 2, 3, 

(6) 

Es sei 

wo ~ eine Einhcitswurzel bedeutet. 
Die Functionen ~,,(z~) gent'lgen der Gleichung 

d S v  , d 2 v  , d v  

d~', +~'  (~,) d--~, + ,l ( ~ , ) ~  + ¢(~,)" = 0 

z = ¢ ( z , ) ,  d'z = ¢(,)(z,). 
C~Ztl 

Transformirt  man G1. (6) in die unabhangige Variablc z, so folgt 

d ' v  t "  ¢,, . ,,. d ' v  [¢(~) dv  
(6a) ~ + [3¢'. + F ( ' , ) ¢  l~-~, + +V'(~,)¢(')+q'(~)¢']~ + r ' ( , , )v=0  

Dividirt man diese Gleichung durch ¢'~, so muss dieselbe wegcn Glei- 
chung (5) mit Gleichung (A') t'~bereinstimmen. Man erhMt also 

(7) 

3¢(') + P'(~,) = ~,'(~) 

¢('~) , 4,(~ q'(z,) 
+ i, + = ¢,. 

~"(Zl) = r '(Z) 
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Aus der erstcn dieser Gleichungen folgt 

,/'(~,) 
(8) ¢ " =  c .  ~,(~), 

WO 
/ I  

(9) s(~) = e - J Y ( ~ ) &  

325 

gesetzt ist, und C eine Constan/e bedeutet. Dicsc Constante ist von :Null 
verschieden, da ~b' nicht identisch verschwinden darf. 

Aus der letzten der Gleichungen (7) und aus Gleichung (8) erhMt 
l I laI l  

a'~z,) r'(z) (10) ,.'(~,) = c . j - ~ .  

Aus den Gleichungen (7) ergiebt sich ferner 

[ ldff(z) 2 ]~ C 2 
(11) q'(z) 3 dz ~p'(z)" • ~--r~, =-- 

[ ldp'(z,) 2 ]~ 1 
= q'(~') 3 &, ~P'(~')~ "s(z,)'  

Da der vorausgcsetzten Natur der Gleichung (A) gemiiss 3' Wurzel 
ciner rationa]cn Function ist, so findet demnach nach Gleichung (10)oder 
(l l) zwischen z und z~ eine algebraische Gleichung start, w e n n  nicht 

[ ldp'(z) 2 ] 3 
(12) q'(z) 3 dz 61/(z) ~ = C'. 3'(z)' 

und zugleicli 

(13) ¢(z) = C". d'(z), 

wo C' und C" Constanten bedeuten. 
Nach GL (9) ist 

(14) Y(~) = d z - -  

und aus G1. (12) ergiebt sich 

1 d' log d' 
(15) q'(z) = 3 & "  

d log d'(z) 

wo F eine Constante bedeutet. 



326 L. Fuchs. 

S e l z t  lllal] 

(16) d 10g v 
d z  - -  o)~ 

So folgt aus Gleichung (A') 

(17) d2'o d~° , [deo ] dz' + 3-~z " co + c~ ~ + _p (z) ~ + ~ '  + ~'(z). c~ + r'(z) = 0 

Die Gleicaung (17) wird aber, unter der Voraussetzung dass p'(z), q'(z), r'(z) 
die dUrch die Gleicaungen (14), (15), (13) gegebenen Werthe haben, be- 
friedigt durch 

! 

(18)  ~ = / ~ "  J'(.z) ~ 

wo # eine Wurzel der Gleichung 

(19) / t' + ~--I ~ + C"= 0 

Ist C " =  0, so ist nach G1. (13) r'(z)== O. 
In diesem Falle wird die Gleichung (A') befriedigt dureh 

v, = f J'~(z)dz 

Ein zweltes Integral v~ ergiebt sich 

v 2 ----- v~t -{- Cons t .  

Da ein drittes Integral v~ = I gent'lgt, so findet also in diesem Falle 
zwischen Vl, v~, v~ die Gleichung zweiten Grades 

v~v 3 = v2t + Cons t .  v~s 

statt. 
Es kann J'(z) nicht constant sein, da sonst nach den Gleichungen 

(13), (14), 05)  p'(z), q'(z), r ' ( z ) c o n s t a n t  wl~ren, die Gleichung (A') also 
durch eine Function der Form e ~ befriedigt wt'~rde, wo constant; 
dieses widerspricht aber der vorausgesetzten Natur dcr Gleichung (A). 
Es muss demnach A' ft'lr einen singuli~ren Punkt a der Gleichung (A') 
oder ftir z-----c~ unendlich werden. Es wird aber die logarithmische 
Ableitung eines Integrals v der G1. (A') nicht unendlich far z----co. 
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Wenn demnach C" yon Nul l  verschieden ist, so folgt aus Gleichung 

(IS) dass J'(z) nur  fiir die s ingularen Punk te  a der GI. (A') unendl ich  

,4, log v far  z --=- a gleich werden kann.  Nun abe t  ist r e ( z - - a ) : - - ( z - - a )  dz 

einer rat ionalen Zahl. 

Es sei daher  in der  U m g e b u n g  von z = a 

z/'(z) ~ = ,~o(~ - -  a)- '  + . . . .  

a lsdann muss naeh Gle ichung (1S), ~,~a 0 eine rat ionale  Zahl sein. Hieraus 
ergiebt  sich zuniichst, dass ~ nicht  verschwinden darf, da sonst glcieh- 

zeitig F%, /~zao, /~Z2ao rat ionale  Zahlen sein m(lssten, wenn /x etne der  
Wurze ln  der GIeichung #'~ -I- C" = 0, z eine primit ive drit te Wurze l  der  
Einhei t  bezeichnet; was nicht  m0gl ich  ist. 

Es ergiebt  sich daher  aus den GII. (12), (13) 

(20) ¢(z) = g(z)', 

wo g(z) eine rat ionale Funct ion  von z bedeutet.  
Der vorausgesetzten Natur  der G]. (A) zu Folge ist in der  U m g e b u n g  

eines singuli~ren Punktes  a der Gle ichung (A') 

. . . .  "--.q _ "--~__ + ~.___:t____ 
~"(z) (z  - -  ~,)~ + ( z -  a~) ~ (~ - -  , )  31 - 2'  ..o + .. ' ,(~--.) + . . . .  

folglieh ist, ~venn a~, a2, . . . .  a~ die Gesammthei t  der  singuliiren Punk te  

der  Gle ichnng (A') bedeuten,  

~"(~)(z - -  a , ) ' ( ,  - a , ) '  . . . .  ( ~ - -  . . ) ~  = h ( ~ )  ' 

wo k(z) eine ganze rat ionale  Funct ion  bedeutet.  

Aus demselben Grunde  muss in der  U m g e b u n g  von ~ ~ cx9 

7 4  ~"(z) = ~ + ~ + . .  

sein. 
Also ist r '(z),  z '~ ft'ar z ~ cxv n i c h t  unendl ich,  und demnach  k(z) hoch- 

stens vom Grade z -  1, also 

i t (z )  _ . z , _ _  + ~____~ + . . . .  + - - - -  
( 2 1 )  g ( z )  = (z  - -  . , )  . . . .  ( z  - -  . x )  - z - -  a ,  z - -  . .  

~x 

~ - - -  [Ax 



328 L. Fuehs. 

Aus de,, Glcichungen (13), (20), (21), (1S) folgt demnach 

,, ,] o J =  I-~, z, + ¢~ ÷ . . . .  + 
Z - - -  ~ l  Z - -  a I z a 

Aus dem oben Bemerkten ergiebt sich dass /~ r'~tionale Zah|en sind, - " 7  " $ i  

und demnach 

I t  

(22) v = [ ( z  ~l . . . . . .  

eine Wurzel elner rationalcn Function darstellt. 
Von den Wurzeln der Gleichung (19) sind wcnigstens zwei l~, tt.~ 

yon einandcr verschieden. Setzt man in (22) /~ ==/h und /t ~ / ~ ,  so er- 
hMt man zwci Intcgrale yon (A') v~, v~, dcren Quotient nicht constant. 
Substituirt man v~, v~ in G1. (B'), so folgt, dass auch va einc algebra]sche 
Function yon z wird. 

Aus den vorhcrgehenden Entwicketungen folgt, (lass die Gleichungen 
(12) und (13) nur stattfinden dilrfen, wenn cntweder n == 2 oder die 
Gleichung (A) algebraisch integrirbar ist. 

Wit fanden oben, dass wenn die Gleichungen (12) ond (13) nicht 
bestehen, zwischen z und z~ eine algebraische Gleichung stattfindet. Ist 
daher ~ gegeben, so folgen aus G1. (B) ft'lr ~" n Werthe ~, ~2,'~" ' ' -  ~," 
Den n Wcrthepaaren (~, ~), (~2, ~), . . . .  (7], ~',) entspricht dcmnach nut  
eine endliche Anzahl yon Werthen z, d. h. 

Einem .qeqebenen VVerthe yon ~ entspricht n~r eine endliche Anzahl  you 

lVerthen z. Es findet also eine Gleichung der Form 

(23) z z +  AID z--1 + . . . .  + A z = O  

statt, wo AI, A~, . . . .  A~ eindeutige Functlonen yon rj sind. 
Setzt man in Gl. (A) 

y -- y,f<odz, 

so erhalt man 

d ~ [ 3d log y, 
dz" ÷ ~ dz 

l-%,zt,,  log.., ] 
. . . . .  + P ~ + l..Y, <lz" + 2p dz + q ~" = 0 
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Von dieser Gleichnng bilden tiT; ,l~ ein F,mdamentalsystem yon Int~gr'fien. 
d z  ' dz 

Es ist also(~) 

WO 

dz ) dz = ,!/,--~' 

dy, d~y.~ - - - -  e--- f Pdz 
A =  + Y ' -&z -d z ~ 

oder 

(24) ~,dz-] d~:~ -~ - -  y,~ 

Dutch die Substitution (3) gehe (B) in 

(B") F(~, ~') = 0 

nber. 

:7 und ~" 

(25) 

Aus Gleichung (4) folgt 

(26) 

Also ergiebt GI. (24) 

oder 

(27) 

Aus diescr Gleichung ergicbt sich d'-2"-* als rationale Function yon 
dr/ 

d--a= G(,], ~') 

d~ 
dz 

3 37~-~6 

V~ l/~, (7, ~) 
aI~-6 $ 

vy~i(z) v~(~,, ¢) 

i ' -YC 2 i"-Ta(-~ :)"-2 d 
• d~= V ~ ( ~ : -  ~ [ x ( ~ )  

Aus dieser Gleichung ergiebt sich, dass wenn ~ in eincn willkiirlichen 
Werth fl einri]ckt, lind b eincn zugehorigen Werth yon z bcdcutct, in der 
Umgebung dicscr Werthe zwischen z und ~ eine Glcichung besteht der 
Form 

(l) S. racine Abh. B. 66 des Borch. Journ. p. 123 
Acta mathematica. I. 49. 
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tl a 

wo a, fl positive ganze Zahlen bedeuten, und wo die unendlichen Reihen 
auf beiden Seiten nur eine endliche Anzahl negativer Potenzen enthalten. 
Aus dicser Gleichung ergiebt sich abcr bekanntlich z - - b  dargestel!t 

1 

durch eine nach Potenzen yon ( 7 ] -  fl)r fortschreitende Reihe, mit  nut  
einer endlichen Anzahl negativer Potenzen dieser Grssse, wo 7" eine posi- 
tive ganze Zahl bedeutet. Daher kann z als Function yon 72 nicht wcsent- 

8chmss gil t  "inch, wenn ~/ ¢x9 lich singuli~re Punkte  besitzcn. Derselbe -~ ' 
odor z -=  oo wird. In der Gleichung (23) sind denmach die Coefficienten 
rationale Fnnctionen von ~7. 

Es ist also ~, folglich auch ¢" eine algebraische Function von z, und 
(tie Gleichung (26) ergiebt, dass y~ die glciche Eigenschaft besitzt. 

Die vorhergehcnden Schlr, sse sind nur in dem Falle nicht zuliissig, 
dass n = 2, well alsdann t I( f )  constant, und daher die Gleichung (4) 
nicht existirt. 

Man erhMt also den Satz: 
1,Xndet zwischen den Integralen der Gleichung (A) eine Gleichunq (B) 

hdheren als zweiten Grades start, so ist die Gleichung (A) algebraisch inte- 
grirbar. 

2.  

Bezeichnen wir mit %, %, % das yj, y~, Ya entsprechende Fnndamen- 
t:dsystem yon Integralcn der zu (A) adjungirten Differentialgleichung 

d~u d'(pu) d(qu) 
dz s dz' + dz r u =  0 

derart dass 
dy.~ dy s ~ 1 

= y,- 7 - -  j -  J 

( dy, 1 
u, = y,  -~z - -  y , dz J -J 

us ~ ( y, dy ,  dy  1 

(~) Vergleiche fiber die Definition adjungirter Differentialgleichungen racine Arbeit in 
BORCHARDTS Journ. ]~. 76, S. 183, uad elne Arbeit des Herrn FROBENIUS in demselben 
Journ. B. 77, S. 245. 
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so folgt aus den Gleichungen 

331 

WO 

+ 2  

of of of 
o~.~, + ~ . ~ ,  + ~ . ~  = 0 

of  dy 1 o f  dy~ af  dy~ = 0  

of d'y, Of d'y, Of d*y~ M 
ay, dz'  + Oy-~ dz ---~ + ay---~ d~ ---~ = 

+ o~j~, ~ c,~ I ~ ~ ,.~ ! + 

I 

(C) --of _-_ M • u~, x -= 1, 2, 3. 

Es sei allgemein (~(Yl' Y2, Y'~) eine ganze rationalc und homogcnc 
Function der Variablen y~, Y2, Y3, welche durch die Substitution 

(2) a~y, + a~2y.~ + ax.jy8 fiir y~ (x = 1, 2, 3) 

in j ~  fibergcfi'lhrt wird, wo ] cine yon y~, y~, Ya unabhangige Gr6sse, 

(0~)  das w a s a u s / P r c s p ,  ac/) und bezcichnet man mit ¢)', ~yx ~ nach Ausii, bung 

der Substitution (2) wird, so folgt aus dcr Gleichung 

(3) ¢)' = j ¢) 

(4) = j  , , ~  + ¢ ~ . ~  + B , o ~ .  x--- 1, 2, 3 

wo fix, die Elemente der zu (2) inversen Substitution bcdeutcn. 
Irgend einem Umlaufc von z mOge nun die auf y~, y~, y.~, wcnn 

diese Grsssen wieder die Integrale der Glcichung (A)bedcuten, ausge~'tbte 
Substitution (2) entsprechen, so ist: 

(5) . f (~ .y ,  + ~,.,y, + ~.y3 + . . . .  ) = f '  = J r ( y , ,  ~ ,  y~), 

wo j eine Constante. Dieses ergiebt sich daraus dass die Function f '  mit  
der Function f wegen der vorausgesetzten Irreductibilitat der Gleichung 
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(B) einen gemeinschaftlichen yon f verschiedenen Factor nicht besitzen 
kann, wii,hrend y~, Y2, Y:, der Gleichung f '  ~- 0 genfigen miissen. Wenn 
demnach diese Functionen nicht bis auf einen constanten Factor identisch 
w~tren, so warden die beiden Gleichungen f =  0, f ' =  0 constante Werthe 

der Verhi~ltnisse y~ , Y~ liefern, was nicht moglich ist. 
Y~ Y, 

Da die Gleichung (5) also erfallt ist, so kann man in Gl. (4) q )=  f 
setzen. Andererseits geht dutch denselben Umlauf yon z % in 

x = l ,  2, 3 

tiber. Demnach ft'lhrt die Gleichung (4) far ¢ = f zu dem Schlusse, 
dass M dutch den genannten Urnlauf yon z in j M  fibergeht. Hieraus 
crgicbt sich wic fi~r I t ( f )  in vor. N:o 

dass M Wurzel einer rationalen Fanction yon z ist. 

~f als lineare homogene Function yon Ist  insbesondere n---- 2, so ist 

y~, y~, y~, Integral der Gleichung (A). Es muss demnach, wenn man in 
(A) die Substitution 

(6) y = Mu 

ausffthrt, die resultircnde I)iffcrentialgleichung mit der adjungirten zur 
Gleiehung (A) t'lbereinstimmcn. Dieses drackt sich dutch die Glcichungen 

3M' + pM__ 
M i~ 

33i (:) + 2pM' + qM 
3 /  + q 

M (3) + p M  (:) + q3/' -4- rM 
= __ p(~) + if' 

aus, wo die oberen Acccntc Ablcitungen andcutcn. 
Von diesen licfcrt die erste 

(7) 3 / =  e-~f~d~ 

Die zweite wird durch die Gleichung (7) yon setbst crfallt, wid~rcnd die 
dritte unter Anwendung der Gleichung (7) t~bergeht in: 

• p (8) 2r =--½/~(~)-- 2 ' p3 
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Fiudet umgckchrt dicsc Gleichung statt, und wahlt man M der Gleichung 
(7) gem','~ss, so ist die durch die Substitution (6) aus (A) entstehende 
Gleichung mit ihrer adjuugirtcn identisch, und es folgt aus dcr Gleichung 

y,c ~ MUx 

(9) y, '  + y,' + y~ = 0 

Demnach ist die Gleichttny (8) die nothwendige und hinreichende Bedin- 
gung dafiir (lass zwischen y~, y., y j eine homogene Gleichang zweiten Grades 
besteht. 

(lO) 

w o  

Bestimmt /nan zwei Functiouen p~, P0 aus den Glcichungen 

p 

3/I  ~ I j, 22, ~ + 1 ' ,  + 4~o = q, 

so folgt aus Glcichung (8) 

(11) 

w o  

, @, 
P~-- dz '  

r =-  4 p o p ,  + . p  o,  

dpo 
i - - - - o  

(12) 

Die Gleichung (A) ist also in diesem Falle iibcreinstimmend mit 

d3y dy 
dz* + 321 d~y - -  ~ + (2~,,' + 2 ,  + 4 2 0 ) ~  + (4~op, + 2~0'o)y = 0 

Bestimmt man aber 
Integrals der GI.: 

(13) 

die Diffcrentialglcichung, welcher das Quadrat jedes 

d2y dy 
dz--~ + Pl -~z + ToY =': 0 

geni~gt, so ergiebt sich ebenfalls die Gl. (12). 
Ist demnach n--~ 2, so ist die Gleichun.q (A) iibereinstimmend mit der- 

jenigen Differentiatgleichung, welcher das Qaadrat jedes Iutegrals einer Dif[e- 
rentialgteiclmng zweiter Ordnung (13) gen,~gt. (~) 

(~) Nach dem Ereheinen meines obengenannten Aufsatzes in den Sitzungsber. der 

Akad. 8 Juni 1882 machte reich Herr Ba ioscm durch ein Schreiben vom 22 Juli des- 
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. 

Es seien die sa, mmtlichen Integrale der Gleichung 

m - -  1 dmy a y 
(1) dz,"--- i- "4- Z ( z )  ~ A" . . . .  "4" f ,a(z)y = 0 

mit rationalen Coefficienten, algebraisch. Ferner werde vorausgesetzt, 
dass fiir einen willkiirlichen Werth yon z jeder Quotient zweier Integrale 
von (1) auf geeigneten Wegen in z~ denselben Werth annehme wie in z. 
Alsdann muss das Fundamentalsystem yon Integraten y~, Y2, . . . .  y., auf 
denselben W.egen 
Function yon z. 

Es mOge 

WO Cl~ C~ . . . .  C m 

(2) 

genligen, 
gemass 

ode r  

(3)  

in vy~, vy~, . . . .  vy,,, iibergehen, wo v eine bestimmte 

Y ---- c,Yl + %Ys "Jr . . . .  + c,,ym, 

willk~rliche Constanten, der irreductiblen Gleichung 

y~ + ~v~(z)y ~-I + . . . .  + ~ ( z )  = 0 

wo g,(z) rationale Function von z. Dann ist der Voraussetzung 

vry r "4- ~ l (Z , )vr - l y  r-1 "t- . . . .  "]" ~Or(Z,) = 0 

y ,  + ~ , ( z , ) .  y,_~ + . . . .  + ~,.(z,) = 0 
V V r 

Die Wurzcln der Gleichungen (2) und (3) sind f~bereinstimmend. Ist 
daher C~(z) der erste Coefficient in (2) wclcher nicht identisch verschwin- 
det, so ist 

~ ( z )  = ~,(z ,)  
i 

selben Jahres auf eine in dem Bulletin de la socidtd mathdmatique de France t. VII 1879 
enthaltene Notiz aufmerksam~ worin Herr BRIoscm auf einem von dem unsrigen ver- 
sehiedenen Wege die Bcdingungen herleltet~ unter welehen eine Differentialgleichung drifter 
Ordnung dutch die Quadrate der Integrale eincr Diffg. zweiter Ordnung befriedigt wird. 
In derselben Notiz leitet Herr BRIoscHI auch die Bedingungen ab: daftir dasa einer Glei- 
chung vierter Ordnung die Cuben der Integrale einer Glciehung zweiter Ordnung gentigen. 
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oder 

(4) v = 
~(z) 

3~5 

Also ist, wenn man setzt 

y --- Flz) 

oder 

(5) 

I. Setzt man also 

F(z,) '  F(~)' 

(6) y = V~,(~).,o 
so geniigt w einer linearen homogenen Differentialgleichung m *~" Ordmmg mit 
rationalen Coefficienten 

d'n eo -din-lea 
(7) d~'----; + "q' (~) ~-;~--:r + . . . .  + g.,(~),~ = 0,  

deren I~,te.qrale fiir z~ auf  ,qeeigneten Wegen tVerthe a,nnehmen, welche sich 
yon denen in z nur um eine u~,d diesetbe Einheitswurzel als Factor unter- 
scheiden. 

Sind zl, z~, . . . .  z~_~ genau die s~mmtlichen Werthe, yon der Beschaf- 
fenheit, dass aaf geeigneten tVe.qen jeder Qaotwnt zweier Integrale der Glei- 
chung (1) oder was dasselbe ist der Gleichang (7) in zl, z2, . . . .  z~_~ je 
einen gleichen Werth annimmt u, ie in z, so erhSlt ein willkiirliches Integral 
der Gleichung (7) auf  denselben W'egen in z~, z~, . . . .  .z~_~ Werthe, die sich 
yon dem IVerthe desselben in z nut  durch Einheitsw~o'zeln als lVactoren un- 
terscheiden. 

II. Es sei 

(8) t = (~ -- z)(~ -- z,) .... (a -- z~_,) = ¢(z, a) 

wo a elne wiH]i'~rliche Gr6sse ,ist, so ist ~c(z, a) eine rationale Function yon z. 
Denn da z~, z2, . . . .  z~_~ die Gesammtheit  de r  Wertlie darstellt, 

welche jedem Quotienten zweier Integrale der G1. (1) denselben Werth 

verschaffen wie ftir z, so k~)nnen durch irgend einen Umlauf  yon z nu t  
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z~, z~, . . . .  Z. 1 eine Ver tauschung unter  einander erfahren. Da iaber- 
diess vorausgesetzt ist, dass G1. (1) algebra'isch integrirbar  sei, so sind 
zl, z~, . . . .  z._ 1 yon z algebra'isch abh~ngig, daher ist t eine algebr'aische 
Function von z, welche durch Umlaufe yon z nicht veri~ndert wird, d .h .  
eine rationale Function yon z. 

III. Die Functio~ to(z, a) hat die Eiqenschafl  

(9)  ~(zx,  a ) - - - ~ ( z ,  a).  

Denn es mSge for z ~ zx, z~, z2, . . . .  z~_~ resp. in z'~, z'~, . . . .  z'~_a 
f~bergehen. Wenn nicht z~, z',, z'~, . . . .  z'._, abgesehen yon der Reihen- 
folge mit  z,, z2, . . . .  z._,, z abereinst immten,  so mi]sste jeder Quotient 
zweier Integrale der G1. (1) for mehr  als a Wer the  yon z je  einen 
gleichen Wer th  annehmen,  gegen unsere Vc)raussetzung. 

IV. Z u  einem bestimmten willkiirlichen tVerthe yon t der Gleichung 

(S) geh6ren genau die Werthe  z, z~, z2, . . . .  z._, yon z. 

In der That  wird nach Satz III die Gleichung. 

t = ~(z ,  a)  

durch z ----- z, z ----- zi, z --~ z2, . . . .  z ----- z._, befrledigt. Ist andererseits z' 
ein yon diesen verschiedener Werth  yon z, so kann nicht  die Gleichung 

~(z, a ) =  ~(z', a) 

bestehen, wegen der Wil lkt i r l ichkel t  yon a. 
Dutch cinen beliebigen Umlauf  von t muss dem Satze IV gemass 

z in einen der Werthe  z, Zl, z ~ , . . . ,  z~_~ abergehen.  Ist w,, w~, . . . .  w~ 
ein Fundamenta lsys tem yon Integralen der Gleichung (7) zugehsr ig dem 
W er th en p aa re  (t, z), so erhMt eo~ durch einen beliebigen D~mla,ff von t, 
d. h. dem Werthenpaare  (t, z~) entsprcchend, nach Satz I den Wer th  w'~ 

(10)  w'~ = j [a~,o,  + . . . .  + a,m¢Om], X = 1, 2: . . . .  m 

WO j eine Einheitswurzel bedeutet. 
Transformiren wi t  daher  die Gleiehung (7) in elne Glelehung 

d%:o dm-l~:o 
(11) dt'---; q- hx(t) d---~( + . . . .  -f- h,~(t).~o = 0 

mit  dee unabh~ngigen Variabeln t. 
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Nun ist(~) far  das Werthsystem (t, z) 

(12) h,(0 = d ,  

WO 

do)~ d'o)  8 dra--lWra 
d = + ~o, -d~ ~-~ dz "-~ 

und _4, aus _4. hervorgeht, wenn man die m -  i '' Horizontalreihe in _4 durch 
dm¢ot dmeo~ dmeom 

ersetzt. dZ~n ' dz  m ' dZ m 

In gleicher Weise is~ ft~r (t~ z,) 

(13) h,(t) = A" 

wo zl' und d'~ aus d resp. d~ erhalten werden, wenn man fox durch eo'x 
ersetzt. Aus Gleiehung (10) ergiebt sich abet:  

d' d~ 
(14) 4 '~ = d '  

das heisst: 
V. Die Coefficienten der Differentialgleichung (11) sind rationale Func- 

tionen yon t. 

VI. Ist  t ein willki~rlicher Werth, so 9iebt es n i c h t  einen davon 

verschiedenen Werth t 1 yon der Beschaffenheit, dass ]eder Quotient zweier 

Integrale der Gleichung ( 1 1 ) a u f g e e o n e t e n  Wegen j e  einen gleichen Werth 

wie in t annehmen k6nnte. 

Wenn ni~mlich jeder Quotient zweier IntegrMe der Gleichung (l 1) 
in t und t[  je einen gleichen Werth annimmt, so kommt dieselbe Eigen- 
schaft jedem Quotienten zweier Integrale der Gleichung (7) zu. Dieses 
ist jedoch nicht m0glich. Denn es mSgen dem willktirlichen Werthe t 
die Werthe z, zl, z:, . . . .  z~_ 1 yon z nach G1. (8) entsprechen. Alsdann 
sind die dem Werthe t~ nach derselben Gleichung entsprechenden Werthe 
z', Z'l, z',, . . . .  z'~_~ yon z s~mmtlich von den Werthen z, z~, z~, . . . .  z,_~ 

verschieden. Wi~re namlich einer der ersteren mit zx iibereinstimmend, 
so w'~re 

(~) Siehe racine Arbeit B. 66 des Borch. Journ. S. 143. 
Aria mathematica. I, 43 
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nach Satz III. Es mt'tsste demnach f(ir das Werthsystem z, z 1, z2 , . . . .  Z Z _ l ,  

z'l, z'2, . . . .  z'~_l jeder Quotient zweier Integrale je einen gleichen Werth 
annehmen. Der Voraussetzung gemi~ss soll dieses nur flir a Werthe 
stattfinden. 

Es seien U0, U1, . . . .  U~_~ die Umli~ufe yon z, for welche ein will- 
kt'trliches Integral der Gleichung (I), y resp. in y, y', y", . . . .  y("-~) fiber- 
geht, derart dass nicht der Quotient zweier dieser Werthe constant, wi~hrend 
jeder andere Umlauf  yon z jeden dieser Werthe nur  in einen derselben 
mit einem constanten Factor multiplicirten Werthe i'tberftihrt. 

Im Anschluss an eine Bczeichnung, welche ich in meiner Arbeit 
fiber algebra'isch integrirbare Differentialgleichungen zweiter Ordnung(~) 
eingeffihrt habe, will ich im Folgenden y, y', y", . . . .  y ( r - ~ )  ein reducirtes 
Werthsystem des Integrals y nennen. Die Elemente eincs reducirten Werth- 
systems sind demnach nur bis auf Einheitswurzeln als Factoren bestimmt. 

Ein Umiauf s yon t ftihre z in z~ fiber auf einem Wege S, welcher 
das allgemeine Integral to in jto verwandle, wo j eine Einheitswurzel, so 
werden die Wege SUo, SU~, SU2, . ,  .. SU~_~ to resp. in ]to, j to ' , j to",  . . . .  jto("-~) 
verwandeln, wo SU~ den aus S und U, zusammengesetzten Weg yon 
bezeichu'et, und Wo nach Satz I to, to', to", . . . .  to (''--~) abgesehen von Ein- 
heitswurzeln als Factoren durch dieselben Substitutioncn aus to~, w2, . . . .  to,~ 
hervorgehen wie y, y', . . . .  y("-~ aus y~,y~, .... y,.. Die Wege S U  0, SU~, .... SU._~ 
bring'en alle denseiben Werth von t hervor, und die Quotienten zweier der 
Werthe jto, rio', . . . .  jeo c'-~) sind nicht constant. Alle anderen Wege, 
welche von z nach z~ ilberffihren, bringen nur Werthe von to hervor, 
welche yon den zuletzt genannten sich um constante Factoren unterschei- 
den. Also alle Uml'~ufe yon t, welche yon z in z~ fiberft~hren, bringen 
genau r Werthe hervor, deren Quotienten nicht constant. Die Umlaufe 
yon t aber, wclche yon z nach zz fiihren, wo l yon x verschiedeI), bringen 
naeh demselben Schlusse nut  Werthe j '  to, j '  to', j '  to", . . . .  j '  to("-~) hervor, wo 
f eine yon j verschiedene Einheitswurzel sein kann. Dasselbe gilt von 
den Uml~ufen von t, welche z~ in sich selbst i;tberftihren. Demnach ist 
to, to', to", . . . .  to(~-~) ein rcducirtes Werthsystem des willkiirlichcn Inte- 
grals to der Gleichung (l 1), und man erhi~lt den Satz: 

VII. D~e Anzahl der Elemente eines reducirten Wertl~systems eines 

(1) Borch. Journ. B. 81~'8. 111. 
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willkiirlichen Integrals der Gleichung (11) ist i ibereiustimmend,mit der An-  

zahl der Elemente eines reducirten Werthsystems eines willkiirlichen Integrals 

der Gleichung (1). 

o 

I. E s  se~ W ein Umlauf  der unabMt'ngigen Variabebs z, durch welchen 

]eder Qaotient zweier Integrale der beliebigen Differentialgleivhung 

d,~-ly (1) d'~Y + Pl + . . . .  + p,~y --= 0 
dz m 

mit rationalen Coefficienten unverdndert bleibt, so .wird &trch denselben Um- 

lau f  jedes Integral in sich selbst multil~licirt mit  einer und derselben Con- 

stanten i~bergefghrl. 

Es sei in der That Yl, Y2, . . . .  y,, ein Fundamenta.lsystem yon Inte- 
gralcn der Gleichung (1), so ist 

dy 2 d~y3 d .... ~y,,, -f,,,,~, 
(2) + Y' clz d :  clz,,_ ~ =: e 

(') 

Der Voraussetzung gemass gehen nach Vollzug des Umlaufes W die In- 
tegrale y~, y~, . . . .  y,, resp. in yl v, y~v, . . . .  y,,,v fiber. Daher ist nach 
Gleichung (2) 

a (vy,o (3) ± (vy~) d(vy~) d'(v.y3) -f,,,z, 
dz dz '~ dz '~-: = j~ 

wo j cine Constante bedeutet. Nun aber ergiebt sich identisch 

(4) + ~) ( Ym) v" d,y~ ~, y,,, 
- ~ = +- Y~ d z  d z  " - I  

Aus den Gleichungen (2), (3), (4) folgt demnach 

(5) v ~ = j 

womit unser Satz erwiesen ist. 

(1) S. meine Abhandlung B. 66 des Borch. Journ. S. 128. 
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Es sei die Differentialgleiehung 

d ' v  d " -  ~v 
(6) a~ ~ + ~,(t) ~ + . . . .  + ~,,,(~) • v = 0 

d i n - i v  
mit in t rationalen Coeffieienten, yon welchen der mit ~ multiplicirte 

verschwindet , algebraisch integrirbar. Setzt man 

1 
$ 

so verwandelt sich die Gleichur~g (6) in 

1" d"-]v ~ " - ~  . . . .  (6 a) d'% . + m ( m  • + = 0 a ¢ '  - 

Bezeiehnen wir mit s~, s.,, . . . .  s., die Wurzeln der zu t = cxv geh(~rigen 
detcrminirenden Fundamentalgleichung, so ergiebt sich aus G1. (6 a) 

m ( m - -  1) 
(7) s I + s~ + . . . .  +s in== 2 

Aus dieser Gleichung folgt, dass wenigstens eine der Gr~)ssen s~, s~, . . . .  s~ 

negativ und absolut gr0sser als ~ _ 1 ,  da nicht zwei derselbcn cinander 

gleich sein ksnnen in Folge der Voraussetzung, dass Gleiehung (6) alge- 
braisch integrirbar.(~) 

Ein willkilrliches Integral v der Gleichung (6) hat  dic Form 

(8) v = c~, + c,~ + . . . .  + c,,~,,,, 

wo c~, c2, . . . .  c,,, willkarl iche Constanten, 7]~, 7/~, . . . .  7],, das zu t - ---co 
gehorige Fundamentalsystem von Integralen bedeuten. Daher ist v f~'tr 

t-----oo unendlich wie eine Potenz t', deren Exponent r grOsser als m -  1 
2 

Nach einem beliebigen Umlaufe von t gehe v fiber in v', wo 

(9) v' = c'~7, + c',7 A + . . . .  + c',,,r],,, 

C'x = Cla~x Jr c2a~x Jr . . . .  -{- Crn~'Zmx~ 

(~)" S. meine Abhdt. Borch. Journ. B. 66, S. 157. 
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wenn durch denselben Umlau f  72~ in 7/'~ i~bergeft~hrt wird, wo 

341 

Da die Gr0ssen c~, c~, . . . .  c, ,  willkt~rlieh angenommen wurden und die 
Determinante der Gr0ssen aix nicht verschwindet, so kann man ci, c~ . . . .  c,, 
so wahlen, dass auch in v' das Glied, welches wie t" unendlich wird, nicht 
herausfMlt. Daher ist auch v '  far  t = cxv unendlich wie t". 

Bildet man daher das Product der p verschiedenen Werthe yon v, 
welche allen Uml~ufen von t entsprechen, so ist dasselbe fiir t----- c~ un- 
endlich wie t ~''. Es ist daher die irreductible algebra~sche Gleichung, 
welcher das allgemeine Integral v gentigt, mindestens vom Grade rp,  also 

h6heren als /~ (m-  1)~°" Grades in Bezug auf t. 
2 

Wir  wollen jetzt yon der Gleiehung (6) voraussetzen, dass fflr einen 
willkfirlichen Werth  von t nicht ein zweiter Werth tl existirt, v o n d e r  
Besehaffenheit, dass auf  geeigneten Wegen jeder Quotient zweier lntegrale 
derselben Gleichung je einen gleichen Werth wie in t annehmen kt~nnte. 

Es m0gen nun einem beliebigen Werthe eines willkfirlichen Integrals 
v~ der G1. (6) ~ verschiedene Werthe yon t, namlich t, t~, t2, . . . .  t~_~ 
entsprechen, i l s d a n n  gehSren zwei Werthenpaaren (v~, t~), (Vl, tl) , WO 

z ~ l  zwei verschiedene Werthe eines yon v I verschiedenen willkfirlichen 
Integrals v.~ zu, da sonst jeder Quotient zweier Integrale ft'lr zwei vcr- 
schiedene Werthe von t gleiche Werthe annehmen mt',sste, gegen unsere 
Voraussetzung. Demnach cntsprechen einem Werthe yon vl genau 
Werthe von v~, und einem Werthe yon v 2 genau $ Werthe von v~, und 
e~ findet zwischen v~, v~ eine irreductible algebra~'sche Gleichung 

(10) ~(vl, %) = 0 

statt, vom Grade ~: sowohl in Bezug auf v 1 als auch in Bezug auf  v 2. 
Da Vat v2 nur gleichzeitig, n~mlich fiir singul~re Punkte  der G1. (6)oder  
ft'Lr t ~ o,v unendlich werden, so ist der Coefficient yon vf eine Constante, 
die Coefficienten aller t'~brigen Potenzen yon vl ganze rationale Functio- 
nen yon v~, und zwar der Coefficient yon v~ ° vom Grade $ in v2, die 
iibrigen Coefficienten von niedrigerem Grade in v~. Umgekehrt  ist der 
Coefficient yon v~ eine Constante, die Coefficienten der t'lbrigen Potenzen 
von v 2 ganze rationale Functionen yon Vl, der Coefficient yon v~ vom 
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Grade ~ in vl, die abrigen Coefficienten vom niedrigeren Grade in v~. 
Wir setzen zun~chst voraus, dass nicht ftir einen Werth von t jedes will- 
klirliche Integral verschwinde. Dann enthMt die Gleichung (10) ein yon 
v~, v~ freies G[ied. 

Wir substituiren nun in G1, (10) 

(11) v, = v,~, 

wodurch diese Gleichung in 

(12) ¢(u, vi) --  0 

t~bergeft~hrt werde. Die Gleichung (12) ist sowohl in Bezug auf u als 
auch in Bezug auf v~ vom Grade ¢. Da die Gleichung (12) in  Bezug 
auf vl, v 2 irreductibel ist, so kommt diese Eigenschaft auch der Gleichung 
(12) in Bezug auf u und v~ zu. Es entsprechen daher einem willki;w- 
lichen Werthe von u genau $ Werthe yon v 1. 

Wenn es Uml~ufe von t giebt, welche ein willkfirliches Integral v 
der G1. (6) in j v  t~berflihren, so ist nach Satz I j eine Constante, und 
zwar, well v eine algebraische Function von z, eine Einheitswurzel. DiG 
zu allen solchen Uml'Aufen geh0rigen Werthe yon j genllgen daher einer 
Gleichung 

(13) z ~ =  1 

wo 2 eine ganze Zahl. 
:Nach Satz I werden v~ und u durch dieselben Uinlaufe von t ver. 

andert und nicht ver'~ndert, daher ist v~ eine rationale Function von t 
und u. Es mSgen nun einem willktirlichen Werth yon u a verschiedene 
Werthe von t entsprechen, so entsprechen also demselben Werthe von u 
hSchstens 2a verschiedene Werthe von v 1. E s  ist also 

(14) ~ ~_ ¢. 

Nach eincm Satze meiner Abhandlung aber algebraisch integrirbare Diffe- 
rentialgleichungen(1) haben die Exponenten von v~ in der irreductiblen 
Gleichtmg zwischen vl und t den grOssten gemeinschaftlichen Theilcr 2. 

(1) S. Borch. Journ. B. 81~ p. 112. 
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Ist daher ~ die Anzahl der Elemente eines reducirten Werthsystems 
des willkOrlichen Integrals v~, so ist 

(15) z = ~" 

Nach den obigen Entwickelungen ist 

(16) $ >/~(m 2 I) 

Aus den Gleichungen (14), (15), (.16) ergiebt sich demnach 

(17) a > 
~(m - -  1) 

Wenn es Werthe yon t giebt, ffir welche jedes Integral der Gleichung 
(6) verschwindet, so gehSren dieselben zu den singularen Punkten dieser 
Gleichung. 

Es sei in diesem Falle 

(18) ~, = v ,  + x,, % = v ,  + z,, 

wo Xl, x~ willkfirliche Constanten bedeuten. Die Funetionen Wl, e% werden 
f~r t = eo und ffir diejenlgen singul~ren Punkte der Gleichung (6) for 
welehe v~, v~ unendlich werden, gleichzeitig unendlich. Ft~r die singul~- 
ten Punkte derselben Gleichung, fl~r welehe v~, v 2 gleichzeitig verschwin- 
den, erhalten sie die yon Null versehiedenen Werthe z~, z~. Sie werden 
aber aueh nicht ft'w irgend einen anderen Werth yon t gleichzeitig :Null, 
da man z 2 so w~hlen kann, dass f~r diejenigen Werthe yon t, ft~r welehe 
v~ den Werth --z~ erhMt, v~ nicht gleich - - z  2 werde. Setzt man daher 
in G1. (10) w l ~ z l ,  ~o~ ~ z  2 resp. for vl, v~, so erhMt man eine in 
Bezug auf w,, e% irreductible Gleichung 

(10 ~) ¢,(~,, ~o,) = 0- 

yore Grade ~ sowohl in Bezug auf (°1 als auch in Bezug auf e%. Die 
Coeffieienten yon o~ und yon eo~ slnd Con~tanten, w~hrend die Coeffici- 
enten der hbrigen Potenzen yon ~oi, oJ~ resp. in Bezug auf ~2, o~ yon 
niedrigerem Grade als dem ~ "  sind. Die Gleichung (10 a) enthMt ein 
yon col, oJ~ freies Glied. 

Setzt man daher in diese Gleiehung 

(11a) % -- P'  ~1, 
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so geht sie in die in Bezug auf p und toa irreductible Gleichung 

t12 a) = 0 

tiber, welche in Bezug auf jede der Variabeln p und eo~ vom Grade $ ist. 
Es entsprechen daher einem willkt~rlichen Werthe yon p genau $ Werthe 
VOII ~1" 

Da xl, x~ willkfirlich gewahlte Grsssen bedeuten, so folgt, dass alle 
Umlaufe yon t, welche p unge'~ndert lassen, gleichzeitig %, v~ also auch 
ea~, eo~ ungeandert lassen. Demnach ist ~o~ eine rationale Function yon 
p und t. Ist daher fl die Anzahl der verschiedenen Werthe yon t, welche 
einem willktlrlichen Werthe yon p entsprechen, so ist die Anzahl der 
Werthe oJ, welche demselben Werthe yon ~ zugehsren, nicht grOsser als 
ft. Demnach ist 

(14 a) $</~ 

oder 

(16 a) t9 >/~(m - -  1) 
2 

Die Anzahl der allen msglichen Umll~ufen yon t entsprechenden Werthe 
von v 1 und v~, folglich auch yon p ist gleich #. Daher gent~gt p einer 
irreductiblen Gleichung 

(19) pt, + B~pt,-a- + . . . .  + B t, = 0 

Da einem willkl~rliehen Werthe yon p fl versehiedene Werthe yon t ent- 
sprcchen, so erh/t, lt p a l s  rationale Function yon t and v I an mindestens 
/~ Stellen der giemannschen Flt~che (tl Vl) einen gleichen Werth. Diese 
Function wird also auch in mindestcns /~ Stellen dieser Flache Null und 
unendlich. Da abet p nur flir das System derjenigen endlichen nicht 
singul~ren Werthe yon t unendlich wird, ffir welche w~ verschwindet, und 
nut ffir diejenigcn endlichen nicht singul'~ren Werthe yon t :Null wird, fiat 
welche w~ verschwindet, diese beiden Werthsysteme aber kein gcmeinschaft- 
liches Element besitzen, so folgt, dass 

a(t) 
(20) = H(t) 

wo G(t), H(t) gnnze rationale Functionen, ohne gemelnsehnftlichen Theiler, 
beide mindestens vom Grade /3. 
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(19 a) it" + A~u ~-1 + . . . .  + A ,  = 0 

die irred~ctible Gleichung, welcher u genngt, und setzen wir 

(20 a) A, = al(t) 
H,(t) 

wo G~(t), H~(t) ganze rationale Funetionen ohne gemei~schaft!ichen Theiler. 
Es bedeute p den hoheren der beiden Grade derselben. 

Setzt man in (19) x~ = 0 ,  z ~ - = 0 ,  so w i r d p = u ,  und es werden 
je 2 Wurzeln dieser Gleichung, welche solchen Uml'~ufen yon t entsprechen, 
durch die ein willkt~rliehes Integral v tier Gleichung (6) mit einer Ein- 
heitswurzel j multiplicirt  wurde, einander gleich. Es ist demnach 

(21) ----- /2(o) (it" + A l u  v-1 + . . . .  + Av) ~ u ~ + B~°)it ~-1 + . . . .  + ~ , 

wo ~0) den Werth yon B~ ffir xl = O, x 2 = 0 bedeutet. Hieraus folgt 

/~(0) (22) A~ ~ 

Die Werthsysteme ftir welche p unendlich oder Null wird, gehen far  
x 1 ~ 0, x 2 ~ 0 in Werthsysteme fiber, ffir welche u resp. unendlich oder 
Null wird. Da u nur far endliche nicht singulare Werthe yon t unend- 
lich oder Null wird, so enthalten auch die beiden letzteren Werthsyst~me 
kein gemeinschaftliches Element. Bezeichnet man daher mit G(°)(t), H(°)(t) 
die Resultate der  Substitution yon x 1 = 0, x~ = 0 in G(I), tt(t), go haben 
G(°)(t), H(°)(t) keinen gemeinschaftlichen Theiler, und es folgt aus G1. (22) 
oder 

[ G , ( t ) T  = s(°)(t) 
H,(t)J H(0>(t) 

dass die Grade von G(°)(t), H(°)(t) genau alas 2-fache resp. vom Grade yon 
G,(t), 111(t) sind. Daher ist 

4o_->fl,  

also nach Gleichung (16 a) 

(23) 

Acta mathemattea. I.  

p > - -  u(m --  1) 

44 
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Aus (17) und (23) folgt, class die Anzahl tier verschiede~mn Werthe yon t, 

welche einem willki~rlichen Werthe yon u entsprechen, gr6sser als ~(~t ~ 1 )  ist. 
2 

!st 
(24) dm--~-Y d'~-!Y 

d t  = + + . . . .  + h = ( 0 y  = 0 

eint beliebige lineare DifferentiaIgleichung mit rationalen Coefficienten, 
welche nur algebra:ische Integrale besitzt. Setzt man 

- ~fa , (Odt  
(25) y = e • v 

so erhMt man ffir v eine wit (6) besehaffene Differentialgleiehung. 
Setzen wir voraus, dass f~ir einen willkt~rlichen Werth yon t nicht 

ein zweiter Werth t 1 existirt yon der Beschaffenheit dass auf geeigneten 
Wegen jeder Quotient zweier Integrale der Gleichung (24) in  t 1 den- 
selben Werth wit in t annehme, so besitzt die wie G1. (6) beschaffene 
Gleiehung dieselbe Eigenschaft. Es ist daher die Anzahl der verschiedenen 
Werthe yon t, welche dem Werthe des Quotienten zweier willkt~rlichen 

Integrale der wie (6) beschaffenen Gleichung entsprechen, grosser als ~(m-- 1) 
2 ' 

wenn v die Anzahl der Elemente eines reducirten Werthsystems des all- 
gerneinen Integrals dieser Gleiehung bedeutet. Aus G1. (25) ergiebt sich, 
dass v auch die Anzahl der Elemente eines reducirten Werthsystems des 
allgemeinen Integrals der Gleichung (24) bedeutet. Da andererseits ftir 
zwei Werthe yon t, ft'tr welche ein Quotient zweier willkfirlicher Inte- 
grale der wie (6) beschaffenen Gleichung gleiehe Werthe annimmt, auch 
der Quotient zweier willkt~rlicher Inttgrale der G1. (24) gleiche Werthe 
erhMt, und umgekehrt, so folgt, class auch die Anzahl der verschiedenen 
Werthe yon t, welche einenv willkiirlichen l, Verthe des Quotienten zweier will- 

ki~rlichen [ntegrale der Gleichung (2~) entsprechen, gr6sser als v ( m -  1) ist, 
2 

wo ~ die Anzahl der Elemente eines reducirten Werthsystems des allgemeinen 
Integrals der Gleichung (2~) bedeutet. 

Unter Btrficksichtigung der Shtze I, VI, VII der N ° 3 erhi~lt man 
daher das folgcndt Theorem. 

II. Ist ~ ~l;c" A~zahl der Elemenle eines reducirten Werthsystems des 
allgemei~mn Integrals einer beliebigen linearen homogenen algebraisch integrir- 
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baren Differentialgleichung m ~ Ordnung mit rationalen Coefficienten, so ist die 
Anzahl der verschiedenen IVerthe der unabhdngigen Variabeln, welche einem 
willkiirlichen Werthe des Quotienten zweier willkiirlichen Integrale derselben 

Differentialgleichung ents~rechen, grSsser als ~ (m-  1). 
2 

1 ,  

Wir betrachten die Gleichung ~ )  als eine algebraIsche Gleichung 
zwischen 72, ~, und bezeichnen nach RIEMA~N mit p die Classe dieser al- 
gebra'ischen Gleichung, d. h. die Anza~hl der linear unabhangigen Integrale 
erster Gattung, welche zu derselben gehoren. 

Seien J~, J~, . . . .  Jp solehe linear unabhangige I1 grale erster Gat- 
tung, in der Form, welehe nach dem Vorgange des YI rn ARO~ttOLD(!) 
Yon CLEBSCH und Herrn GORDA~(2) eingefahrt worden t, so dass also 

(1) dJz= ~(Y"  y~' Ys) 2+_ c,y~dy 3 x =  l ,  p, 

wo ~, = '  0 eine Curve n - -  3 ~ Ordnung darstellt, welehe durch die sammt- 
lichen Doppelpunkte und Rackkehrpunkte der Curve (B) hindurchgeht. 

Nach ~N ° 2 ist 

2+ c~y,dy, = (c~u, + %u, + %%)~1 dz (2) 

und nach Gleichung (C) 

~f ~-~fys (c,u, + c,% + %%)M c I -~ c.~ ~ -[- ca. .-~ (3) 

folglich ist 

(4) 2 + cly2dy~ /I 
= ~ d z  

Nach N ° 1 G1. (24) ist 

(5)  ~ ]  ~ = y-~. 

(') H0natsberichte der K. Akademie der Wissensch. zu Berlin~ April 1861. 
(~) Theorie der Abclschen Functionen~ S. 2. 
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Andererseits ist nach G1. (C) 

d( de d~ (6) ~ = ~ : ~ = - -  
% fa ' 

wenn man zur Abkt~rzung f, ffir Of setzt. Bezeichnet man ferner 0~" 
• ~ ~yi~Y~ 

mit f~,, und mit F~, den Coefficienten von f,~ in del, Hessischen Covari- 
ante von f, so folgt 

a( 

also 

1 = [<,(y,ay, - -  y.dy,) + F,,(y, dy, - -  y, dy.) + F.,(y.dy, - -  y, dy.)] • (,~ 1)f.' 

d*¢ (F,,u, + F,.u,  + F.. , , .)y. '  
d~' u . ( J ~ -  1)A' ' 

demnach nach G1. (C) 

also endlich 

(7) 

Substituirt  man 

Werth 

so folgt 

(8) 

also ist nach G1. (4) 

(9) 

C 1 

(F,,f, + F,,f, + F,.A)y,' 
A ' ( n - - 1 )  

d'¢ 

diesen Werth 

1 .H(f)y," 
( n - - l ) '  fs '  

in (5) und setzt ausserdem ffir d# seinen 

dv a a j'. 
dz YI' =-~1' 

1 ( n  - -  1")' 

M" zt'x(z) ' 

+ c,y,dy 3 , '  f W  
= ( n - - . 1 )  ~ | / . - ~  

of of of 

In den Gll. (4) und (9) sind /I, M, X Wurzeln rationaler Functionen 
yon z, und zwar hat X dieselbe Bedeutung wie in G1. (2) N ° l, M die- 
selbe Bedeutung wie in G1. (C), w~hrend 

(! O) z /=  e - 'fr~ 
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Dutch cinch beliebigen Umlauf von z mSge y~ in y', tibergehen, wo 

(11) y'~ = a~,y, + a~y~ + a~y~, :t = 1,  2 ,  3 ,  

so ge~tigen y',, y'~, y'~ der irreductiblen Gleichung 

I s (1~) f(y',, y , ,  y~)=  o. 

Es sind demnach F~(y'~, y'~, y'~) -~ 0 Curven n - -  3 t°~ Ordnung in y'~, y'~, y'~, 
welche durch die Doppel- und Rllckkehrpunkte yon (12) hindurchgehen. 
Daher sind 

_ ['F~(y'~,y'~y'~)~c~y'~dy'~ 

+ c~ ~ + c~ i)y'3 

= 1, 2 , . . . . p  

die ~o linear unabhangigen Integrale erster Gattung, welche zu der Glei- 
chung (12) gehsren. Diese Integrale als Functionen yon z sind demnach 
ftir keinen Werth yon z unendlich. Setzt man ft'tr y'~, y'~, y'~ ihre 
Werthe aus G1. (11) in ~,(y'~, y'~, y'~), so wird 

• t 

~,(y,, y , ,  y ' . ) -  ex(y,, y,, y~), 

wo ex eine ganze rationale und homogene Function n -  3 t~u Grades ist. 
Ferner hat man nach G1. (4) odcr G1. (9) 

~ ++. c~y'~dy'~ ~ + c ~ d y  s 

wo j eine Einheitswurzel bedeutet, folglich ist 

' = J j  " ~f +c ,  ~f ~f - 

Da J'~ far keinen Wer~h von z, folglich auch ffir kein Werthsystem 
Yi, Y~, Y3 unendlich wird, so ist J'x ein Integral erster Gattung geh6rig 
zur Gleiehung (n). Hieraus ergiebt sich, dass ¢~(Y1, Y~, Y3) = MY'l, Y':, Y'3) 
durch eine lineare homogene Function yon ~I(Y~, Y~, Y3), . . . . .  ~p(Yl, Y~, Y~-) 
dargestellt wird, oder 
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I. Die Functionen ~(y~, y~, ya), . . . . . .  , ~(y~, y~, ya) geniigen einer 
linearen homogenen Gleichung p'~ Ordnung 

~,Peo dP-lat 
(1)) d--~ + Q~ ~ + " ' "  + Q'~ = 0 

mit in z rationalen Coefficienten. 
Es sei U ein Umlauf der Variabeln z, durch welchen ein Quotient 

zweier willkflrlicher Integrale der Gleichung (D) ungeandert bleibt, 
t 

ohne dass gleichzeitig Y'~Y-A = y,Y--~ Y~Y-~ = y,Y--~ wo y'~, y~,' y~' die Functionen 

bedeuten, in welche resp. y~, y~, y~ durch denselben Umlauf f~bergehen, 
na.mlich 

( 1 3 )  Y'~ = a~lyl + a~ya + a,sya, x = 1, 2, 3. 

Ist alsdann y~ ---- bl,. y~ -~ b~, y~ ---- b~ ein Werthsystem, far  welches 
~ull  oder Unendlich wird, und setzt man 

(14) b'~, = a~,,b, + ax~ba + arsbs, x = 1, 2, 3, 

so wird 2 a u e h  ft~r y~ -= b'~, Y2 ~ b'2, Y3 = b'~ Null resp. unendlich. 
Fixirt man daher p - - 1  willkt~rliche Werthsysteme b., b~, b,3 von 
y~, y~, ys ( i -~  l, 2, . . . .  ~ p -  1), ft~r welche 2 unendlich wird, so wird 
auch fa r  die p -  1 Werthsysteme 

(15) b't,~ ~- artb+l "t" ax~b+~ + arab+a, x = l ,  2, 3 i =  I, 2 . . . .  p - - 1  

von Yl, Y~, ~ unendlich. 
b' b~ b',8 bib 

t~ = u n d  = --.  Nach der Voraussetzung ist nicht gleichzeitig ~ ~ ~ b. 
t 

- -  ~ - -  1 3  Andererseits ist auch nicht gleichzeitig b~ b'~ und b% b' 
b' . b',, ~=~-[~ l > i  oder 

b'~2 bz~ b 'la bla 
=bt, '  b'+, = F,, ~ da man die Werthe yon z, welche zu einem Systeme 

b., b+~, b,8 und zu einem Systeme bt~, b~, bt8 geh~ren, vollstttndig von 
einander unabh~ngig gew~hlt hat. Demnach constituiren die Werthsysteme 
b+,, b+2, b+8 und die Werthsysteme b'+~, b'+~., b'+a 2p ~ 2 verschiedene Werth- 
systeme, ftir welche 2 unendlieh wird. 

Bezeichnet man die durch zweimalige Wiederholung der Substitution 
(13) aus b.,  b+~, 1~+3 hervorgehenden Werthe mit b". ,  b",~, b",a, so ist 
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z~ und ~ b"~ oder b"~ b% und erstlich nicht gleiehzeitig b% b" b" 

~ b',~ oder b ~ b~ und ~ i>l .  aus densetben Granden wie oben. 

Andererseits ist auch, weil wir die zu ba, b~, b~.~ gehSrigen Werthe von 
- - ~  ~ u n d  b"~ b'~ z willkarlich gewahlt haben, nicht gleichzeitig b", b'~, b"~--, = b'~--,' 

ohne dass auch gleichzeitig 

b". b~ u n d  '~ = - -  
(16) b ~ b~, ~ b. 

Da nun 2 durch den Umlauf yon U ungeandert bleibt, so muss 
diese Function auch ftir die Werthsysteme b"~, b"~, b"~3 unendlieh werden. 
Nun aber kann 2 ausser ftlr die 2 p -  2 verschiedenen Werthsysteme 
(b,,, b,~, b,3), (b',~, b',~, b'~3 l nicht mehr unendlich werden, da bekanntlich 
der Quotient der Differentiale zweier Integrale erster Gattung der Classe 
p ftlr nicht mehr als 2 p -  2 Stellen der RiE~A~Cschen Flache unend- 
lich wird;(~) es mtissen demnach die Gll, (16) stattfinden. Dieselben 
liefern wegen der wiilkt~rlichen Wahl tier zu b~t, b~, b~3 gehsrigen Werthe 
yon z den Satz 

II. Giebt es einen Umlauf  U yon z, welcher y~, y=, y~ i~berfiihrt resp. 
in y'~, y'~, y'3, und zugleich den Q~otienten ~ zweier willkiirlicher Integrale 

der Gleichung (D) unverdndert ldsst, ohne dass gleichzeitig Y'---~-" =Y~ und 
Y '~ Yz 

t 

Y---~ = Y~ so muss eine zweimalige Anwendung dieses Umlaufes y~ Y~ "unge- 
y'~ y~ ~ Yl ' Yl 
dindert lassen. 

Wenn ausser dem Umlaufe U noeh ein anderer U die Eigenschaft 
hat, dass durch dessen Anwendung 2 ungeandert bleibt, ohne dass zugleich 
der Quotient zweier willktlrlicher Integrale der G1. (A) ungeandert bleibt, 
so ergiebt sieh wiederum aus dem Umstande, dass 2 nur far  2 p - - 2  

Werthsysteme yon y~, Y2, Y~ unendlieh werden kann, wenn man mit b;, den 

durch Anwendung der U-entsprechenden Substitution aus b,, hergeleiteten 

Werth bezeichnet, dass 

b~-~ b'~2 b~s b'~ 

(17) hi1 b', b,~ b', '  

(l) Rmm~N~ Abelsche Functioncn~ in Borchardts Journ.  B. 54. 
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d. h. wegen der willkt~rliehen Wahl  der zu b~, gehsrigen Werthe yon z, 
der Umlauf  U fi]hrt den Quotienten zweiar willkfirlicher Integrale der 
G1. (A) in denselben Werth l~ber wie U, oder was naah dam Satze I 
N ° 4 dasselbe ist, der Umlauf U fahrt  Yl, Y2, Y8 resp. in ))j'l, jy'~, jy'~ 
tiber, wenn U dieselben Functionen resp. in Y'I, Y'~, Y'3 tiberftihrt, und 
wo 3" eine Einheitswurzel bedeutet. 

Es seien So, S~, S~, . . . .  S~_1 diejenigen Uml'~ufe von z, welche ein 
reducirtes Werthsystem eines willktlrlichen Integrals oJ der G1. (D), nam- 
lich to, to', t o " , . . . ,  to(~-~) hervorbringen. Jeder andere Umlauf  bringt 
also nur  einen dieser Werthe mit einer Einheitswurzel multiplicirt  hervor. 
Den Umll~ufen S0, S~, . . . .  S~_~ entsprechen die Werthe y, y', y", . . . .  y(~-l) 
eines willktirliehen Integrals y der Gleichung (A). Es k(~nnen nlcht zwei 
der letztgenannten Werthe ein constantes VerhMtniss besitzen, da sonst 

tort auch zwei entsprechende Werthe der Reihe to, to', . . . .  to(~-l)ein 
eonstantes VerhMtniss htttten. - -  Die Uml~ufe S o U, 5'1 U, . . . .  S~_~ U erzeugen 
die Werthe y(~), y(~+l), . . . .  y¢~-~), wahrend dieselben to, ~o', . . . .  to(°-:) nur  
mit constanten Faetoren multipliciren. Die Werthe y(~), y(~+'), . . . .  y(~-~) 
unterscheiden sich der Voraussetzung nach von y, y', y", . . . .  y(~-') nicht 
bloss um constante Factoren. Jeder andere Umlauf von z bringt aber 
nach dem obigen nur Werthe hervor, welche gleich sind einem der Werthe 
der Reihe y, y', y", . . . .  y(2~-~) multiplicirt  mit einer Constanten. Diese 
letztere Reihe ~st also ein reducirtes Werthsystem yon y. 

Giabt es abet  keinen Umlauf  der Art  U, so ist y, y', y", . . . .  y(~-') 
ein reducirtes Werthsystem von y. Man erhMt also den Satz 

Ill. Ist ~ die Anzahl der Elemente eines reducirten Werthsystems des 
allgemeinen Integrals der Gleichung (A), so ist ½ ~ oder ~ die Anzahl der 
Elemente eines reducirten Werthsystems des altgemeinen Integrals der Glei- 
chung (D), ]e nachdem es UmlCiufe der Art  U giebt oder nicht giebt. 

Es seien 07~, ~), i ~  l ,  2, . . . .  2 p - - 2  die 2 p  2 S t e l l e n d a r R I ~ -  
M.~N'schen Fl~che (y/, ~'), in welchen 2 einen willkarlieh vorgasehriebenen 
V~arth annimmt. Von diesen Stellen kthmen p ~ I willktirlich gegeben 
sein. Wir bezelchnen die letzteren mit (~7,, ~), . . . .  (~]~_,, ~_,); dieselben 
k(~nnen so gewahlt warden, dass sie ~u p -  1 verschiedenen Werthen yon 
z geh~)ren. Wenn zu elner der tibrigcn Stellen (~]~, ~), . . . .  (~2..~_~,~_~) 
ein Warth yon z gehsrt, welcher auch ainer der erstaren p ~ 1 Stellen 
entspricht, wenn z. B. (~/~+~, ~,+~) zu demselben z gehort, wie (~,, ~), so 
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gabe es einen Umlauf  yon z, welcher r]~, ~ resp. in 7/~+x, ~+x t~berft~hrte. 
Da durch denselben Umlauf  2 in sich selbst ~bergef~hrt w~ird, und bei 
willkiirlieher Wahl  yon (Y]I, ~)  . . . .  (7/p_,, ~_~)die Gleichungen 7/p+,= y/,, 
~+x == ~ nicht 91eichceiti9 erfal l t  sind, so w~re dieser Umlauf  der Art  U. 

Giebt es also keinen Umlauf  der Art U, so gehsren zu einem will- 
ktirlichen Werthe yon 2 genau e ( 2 p -  2) versehiedene Werthe yon z, 
wenn man mit e die Anzahl der verschiedenen Werthe yon z bezeichnet 
far  welche gleichzeitig jeder Quotient zweier Integrale der G1. (A) je 
einen gleichen Werth annimmt. 

Wenn es abet  einen Umlauf  der Art  U giebt, so m0gen mit ~]', ¢" die 
Werthe bezeichnet werden, in welche derselbe 7/, ~" tlberfiihrt. Es n immt 
alsdann 2 fQr (7]'x, ~'1), . . . .  (T]'I~,-1, ¢"r-~) denselben Werth an wie ftir (7]1 , ~ii),... 
...(~]p_~, ~_~). Da diese letzteren Stellen untereinander verschieden sind, so 
hind es auch die ersteren. Der Voraussetzung gem~ss ist auch keiner der er- 
steren mit einem der letzteren iibereinstimmend. Es fallen demnach (7it, ~),... 
• ..(~2~,-2, Gp-~) mit (~/~, C1) .... (~/'p__~, Cp_~) zusammen. Da die Werthe von z, 
welche zu den verschiedenen Stellen (TA, ~) .... (7]p_~, ~_~) gehsren, von einan- 
der verschieden sind, so ergiebt sich, dass in dem Falle der Existenz eines 
Umlaufes der Art U zu einem willkiirlichen Werthe von 2 genau e ~  1) 
verschiedene Werthe yon z geht)ren. Man erhMt also den Satz: 

IV. Je nachdem es Umldufe der Art  U giebt oder nicht giebt, ist die 
Anzahl der verschiedenen Werthe van z, welche zu einem willkiirlichen Werthe 
des Quotienten zweier willkiirlicher Integrale der Gleichun.q (D) geh6ren, 
z ( p -  1) oder 2 e ( p -  1), wenn e die Anzald der verschiedenen tVerthe von 
z bedeutet~ fiir welche gleichzeitig jeder Q~wtient zweier Integrale der Gl. (A) 
]e einen gleichen Werth annimmt. 

Besitzt die G1. (A) die Eigensehaft, dass nicht zu einem willkt~rlichen 
Werthe z ein Werth z~ gehort der Art, dass jeder Quotient zweier Inte- 
grale der G1. (A) in z und z z je einen gleichen Werth annimmt, no ist 
e---- 1. Es folgt alsdann nach Satz II N ° 4, Satz ]II u. Satz IV dieser N ° 

(E) ~ - - 1 > ~ - - 1  1 
= 2 " 2 u  

oder  

2(p --  1 ) > T - -  1 
2 .... 

je naehdem es Uml~,ufe der Art U giebt oder nieht giebt. 
Acta mathemaltea. I. 45 
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In beiden Fallen folgt ftir p > 1 

(F) ~ =< 4. 

Wenn zu einem willkarlichen Werthe z ein Werth z~ geh(irt vonder  
Art, class jeder Quotient zweier Integrale der G1. (A) in z und z~ je 
einen gleichen Werth annimmt, so kann man, da n > 2, also die Gleichung 
(A) algebraIsch integrirbar vorausgesetzt ist, nach :N ° 3 durch Multiplica- 
tion der abhangigen Variabeln y mit einer Wurzel einer rationalen Func- 
tion yon z und Transformation der unabh~tngigen Variabeln z in eine 
Veranderliche t die Gleichung (A) in eine Gleichung flberftihren der Form 

• dSe° h d2°~ d¢o (k") dt* + '(t) d--i~- + h,~(t)--~ + h~(t)~o ---- 0 (s. dort; G1. (11)) 

mit rationalen Coefficienten, welche die Eigensehaft besitzt, dass nicht zu 
einem willkt'irlichen Werthe yon t ein Werth t~ geh0rt der Art, dass 
jeder Quotient zweier Integrale der G1. (A") in t und t~ je einen gleichen 
Werth annimmt. (Satz VI N ° 3). 

Die Natur der Transformationen welche yon ( A ) z u  (A")ft~hren 
bringt es mit sich, dass die Gleichung (B) auch fi:tr ein Fundamental- 
system oJ~, o~, o~:~ von Integralen der G1. (A") bestehen bleibt, dass also 

(18) f(~o~, ~o~, ~o.~)= 0 

Bildet man die zu (1S) gehsrigen Integrale erster Gattung, so ist dem- 
nach die Anzahl der linear unabh~ngigen ebenfalls 19. Da ferner nach 
Satz VII N O 3 die Anzahl der Elemente eines reducirten Werthsystem,~ 
des allgemeinen Integrals der G1. (A") mit der Anzahl der Elemente 
eines reducirten Werthsystems des allgemeinen Integrals der G]. (A) fiber- 
einstimmt, so ergiebt sich, (lass (lie Gleichungen (E) und (F) a~c]~ bestehen 
bleiben, wenn fiir einen willki~rlichen Werth von z und noch andere Werthe 
z~ ]eder Q~wtient zweier Integrale der Gl. (A) ]e einen 91eichen Werth an- 
nimmt. 

Das dutch (F) ausgedrfmkte Resultat l~tsst sich auch folgendermassen 
aussprechen: 

V. £~t die Classe t ~ der Gleichung (B) .qriisser als Eins, so ist die 
Anza]d der Elemente eines re&wirten lVerthsystems des allgemeinen Integrals 
der Gleidt,~o~9 (A) uicld grb:~ser als vie~, oder, was da,~selbe ist, die Anzald 
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der rethwirte~ Wttrzeln(~) der alyebrtt'/scheu Gleich~tng, weh'her dieses all- 
gemeine Integral geniigt, ist nicht gr6sser als vier. 

o 

Ffir 
2 = 1  

gehort zur G1. (B) nut  ein Intcgr~d crster Gattung J. Es sei wie in N O 5 

~o(y,, y~, Y~)2 ± c,y,dy.~ 
(1) dJ 

~f ~f ~f 

Fflhrt man auf tier rcchtcn Scitc die Variabeln ~/, $ tin, so erh~lt man 

(2) d ]  = ~,(~, ~)a~ 

wo ~'1 cinc rationale Function von 7/, ~ Andcrcrscits sind ~" und dT ratio- 

nalc Functioncn von ~, z. Folglich crhi~lt man fi'~r dic mmbhli, ngigc Vari- 
able z 

(3) d ]  = ¢(~, ~)d~ 

~vo ¢ einc rationale Function yon z, y]. 
Nach N ° 5 wird cntsprcchcnd cintra Umlauf  yon z, wclchcr yl, ys, y~ 

resp. in y'~, y'.~, y'.~ tiberfi'lhrt, 

(4) 9(Y',, Y'~, Y'~)= J~(Y,, Y,, Y~), 

wo j einc Const.ante mid zwar, weil ft'tr n > 2 to(y,, y,, y~) cinc algebra- 
~schc Function yon z ist, cine Einheitswurzel bcdcutct. I)cmnach ist 
tc(yz, y~, y~) einc Wurzcl cilmr rationalen Function yon z. Aus diescr 
Bemcrkung und aus Gleichung (4) oder G1. (9) N ° 5 ergicbt sich dem- 
nach, dass auch 

(5) d ]  = ~dz,  

wo R Wurzel einer rationalcn Function yon z bcdcutet. 

(~) Ueber die Bedcutung dieser Bezeichnung s. meine Arbeit in Borehardt's Journal 
B. 81: S. 111, N o 9. 
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Setzen wir voraus, dass die Gleichung (A)so beschaffen sei, dass 
nicht far  einen willkarlichen Werth yon z und noch far andere Werthe 
von z jeder Quotient zweier Integrale der G1. ( A ) j e  einen gleichen 
Werth annimmt, so ist demnach z eine rationale Function yon 7/, ~. Da 
wir vorausgesetzt haben, dass J das zu (7, ¢') gehorige Integral erster 
Gattung sei, so sind ~/, ~" eindeutige Functionen yon J, folglich ist auch 
z eine eindeutige Function von J. 

Demnach ergiebt sich aus dem Bestehen der Gleichung (5)naeh den 
Untersuchungen der Herren BRZOT und BouquWT,(1) dass t~ 4 oder R e eine 
rationale Function yon z sein mi~'sse. 

Unter derselben Voraussetzung fiber die G1. (A) ergiebt sich auch, 
dass 7/, z eindeutige Functionen yon J. Demnach ist auch die Classe 
der algebraischen Function 7] yon z gleich Eins, und ¢(z, 72) nach Glei- 
chung (3) die Ableitung des zu (z, 7/) gehsrigen Integrals erster Gattung. 

Der Ausdruek 

~ +_ c2ysdys 
~f 2f c.~fy 3 + ~'oy, ÷ C1~11 

bleibt unge~ndert, wenn man an die Stelle yon y~ setzt b~yl g- b~.~y2 d- b~sy~, 
wo b~ beliebige Constanten bedeuten, d. h. der genannte Ausdruck ist 
yon der Wahl des Fundamentalsystems y~, y~, Y8 unabh~ngig. Gleicher- 
massen ist ?(Yz, Y2, Y~) bis auf einen constanten Factor yon der Wahl 
dieses Fundamentalsystems unabh~ngig, folglieh ist aueh bis auf einen 
constanten Factor R yon der Wahl dicses Fundamentalsystems unabhangig. 

Aus (3) unO (5) folgt 

(6)  R = ~b(~, ~) 

d. h. es ist R eine rationale Function von 7/, z. Wir behaupten aber, dass 
auch umgekehrt ~/ eine rationale Function von z, R ist. Denn gabe es 
einen Umlauf yon z, Welcher R ungeandert liesse, dagegen y/ in 7/ ver- 
wandelte, so wtirde in den beiden Blattern r], r]' der Rz~MA~N'schen Flache 
der algebraischen ,Function ~/ von z die Function R far dasselbe z den- 
selben Werth annehmen. Wir k6nnen aber das Fundamentalsystem 

(1) Journal de 1Ecole polytechnique t. 21~ p. 222, 
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Y~, Y~, Y~ so wghlen, class far z = z 1, wo z~ cin willkCtrlichcr Wcrt.h, in 
den bciden genannten Blattern :,/ denselben Werth 7/~ erhalt. Dann ist 

(zt, ~l) (rl, ~t) 

d. h. gleich bis auf Vielfache yon Periodicit~tsmoduln, ft'lr Integrations- 
wcge, welchc in den beiden Blattern 7], ~]' Ctbereinander laufen. Es ist 
demnach in der genannten gzEMA~'schen Flache 

(8) [ ¢(z, 7;)dz = 0 
/ 

(z, ~) 

d. h. gleich bis auf Vielfache yon Periodicit~tsmoduln. Aus G1. (8)folgt 
nach einem bekannten Sa~ze, dass es eine rationale Functiorr von z, 7 i 

giebt, welche far einen beliebig gegebenen Werth und nur far diesen 
unendlich wird, dass demnach die Olasse der algebralschen Function 7/ 
yon z gleich Null sei. Da abet nach dem oben Bewiesenen diese Olasse 
gleich Eins, so folgt dass es keinen Umlauf yon z giebt, welcher R un- 
geandert l~sst, ohne gleichzeitig ~/ ungeandert zu lassen, dass also 7/ eino 
rationale Function yon z, 1~ ist. 

Da eine gewiase Potenz jedes Integrals der Gleichung (A) eine ratio- 
nale Function yon 7/, z ist, so ergiebt sich auch, class eine gewisse Potenz 
jedes solchen Integrals durch eine rationale Function yon z, R dargestellt 
werden kann. 

Es ist daher, wenn 2 eine gewisse ganze Zahl bedeutet, 

(9) y~ = a o + a , R  + a,l~' + asI¢ ~, oder yZ =/~0 + ~,/~ + . . . .  + B~/¢', 

je nachdem /~4 oder /~6 rationale Function yon z wird, wenn man mit 
a, und ~ rationale Functionen yon z bezeichnet. 

Die Anzahl der Elemente eines reducirten Werthsystems des all- 
gemeinen Integrals der G1. (A) wird daher durch eine der Zahlen 2, 8, 4, 6 
gegeben. 

1)a naeh S. VII N o 8 die Anzahl der Elemente eines reducirten 
Werthsystems des allgemeinen Integrals der G1. (A) stets gleich ist der- 
selben Anzahl far eine Differentialgleichung dritter Ordnung, welche die 
Eigenschaft hat, dass nicht  far einen willkctrlichen Werth der unabhan. 
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gigen Variabeln und noch andere Werthe derselbcn jeder Quotient zweier 
Integrale derselben je einen gleiehen Werth amlimmt, und fi'lr welche 
gleichzcitig dieselbe Gleichung (B) erfi'dlt ist, so folgt allgemein der Satz: 

I. Lst lo ==. 1, so ist die Anzahl der redudrten W'arzeln derjenigen 
algebra~schen Gleich,ang, welcher das allgemeine Integral der Gleichung (A) 
gem'igt, durch eine der Zahlen 2, 3, 4, 6 gegeben. 

Es sei endlieh 
y = O .  

Alsdann giebt es bekatmtlich einc rationale Functiov s von 7/, C 

0 0 )  s = 9(¢, ¢) 

von  der Besehafihnheit, dass 

f~(s)  ,. _ f~(s)  

(11) '~ =f,(.~) " t;(~)' 

wo f~(s), /;(s), f~(s) ga,,,ze rat io,,alc Fu,,ctio,,en ,t ~" Grades de; Variabeln s, 
ohne einen allen gemeinschaftlichen Theilcr. 

Ein beliebigcr Umlauf der Variabeln z fi'flwe y/, ¢ rcsp. in ~/', ¢' 
ftber, so ist 

(12) , / =  ;' = " 

Setzt man in die a.us (1I) sicil ergcbende Gleichung 

s' = ¢( , / ,  C), 

wo also s' den Werth bezeichnet in welchen s dutch den genamaten Um- 
lauf  i~bergeht, dig Werthe aus (l 2) ein, so ergiebt sich nach G1. (l l), dttss 
s' eine rationale Function yon s. Da aber aueh umgekehrt s e ine  rationale 
Function von s' sein inuss, so folgt: 

Zwischen s und s' findet eine Gleichung der ~brm 

(13) ass" + bs + cs' + d ~ 0 

start, wo a, b, c, d Constanten sin& 
Wir setzen 

dz 
04) ~" = d-;' $' = ~''~ 
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Aus G1. (13) folgt: 

(15) ds' bc ~ a d d s  
dz (as + c)" dz 

359 

Da s nicht constant, so ist bc ~ ad yon Null verschieden. 
Nach dem genannten Umlaufe yon z mSgen $~, ~:~ reap. in $'1, $'.2 

~lbergehen, so ergiebt sich aus (14) und (15) 

dz 1 
¢~,2 = ~ = be __ ad (as + c) 2. ~ 

a , ] s o  

(16) 

1 
~"' bc - -  ad ¢ ' ( b s + d ) '  

1 
" = .... (a¢", + ~ , )  

¢ '  Vbc - -  ad 

1 

Da aber s, folglieh auch ~ ,  ~:2 algebraische Functionen von z sind, so 
l'Asst sieh dieses Resultat auch folgendermassen aussprechen: 

E s  ist s der Quotient zweier Integrale ~ ,  ~2 einer linearen homogenen 

alqebra~sch integrirbaren Differentialgleich, ung zwe~ter Ordnun#, mit der u n -  

abh[inq~en Variabeln z und mit in z rationalen Coefficienten. 

Es sei 

(17) A(~)" ~ , " =  ¢,(~,, ~:,), ~ = 1, 2, a 

wo ~ ganze rationale und homogene Functionen yon $~, $~ nt'" Grades 
bedeuten. 

Aus den Gleichungen (11) folgt alsdann 

(is) w = p .  ~,($,, ~,), ~ = 1, 2, 

~,t t Wenn nach einem Umlaufe  yon z, p, $1, $2, YF re,~p, in K , ,  ~, $~, Y'x 
t~bergehen, so da~  

und nach G1. (16) 
¢~($',, ~ ' , )=  z,(¢",, ¢',), 

x = l ,  2, 3 
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wo Zx ebenfalls  eine ganze rat ionale  und homogene  Funct ion n 'en Grades 

yon $~, $~ bezeichnet,  so ergiebt  sich aus (18) 

( t9 )  = + + 

Demnach  ist P-' eine r~tionale Funct ion  von s. 
P 

Wenn  die Funct ion  P-' ftir einen W e r t h  von s verschwindet ,  so nmss 
P 

ft~r denselben Wer th  

a~,fl + a ~  + axe3 = 0 f i ir  x = 1, 2 ,  3 

sein, d. h. da die Determinante  der  Grossen a,z nicht  verschwindet  

f, =o ,  A =o ,  A = o  

sein, was nicht  mOglieh ist, da f~(s), f2(s), £(s) keinen gemeinschaf t l ichen 

Theiler  besitzen. 

Demnach  ist P-' eine Constante. Da aber  p eine algebra'ische Func- 
P 

tion yon z ist, so folgt, dass p Wurzel einer rationalen Fanction yon z. Also 
II. I m  Falle p = 0 ist das allgemeine Integral der Gleichung (tt) 

abgesehen yon einer Wurzel einer rationalen Function als Factor durch eine 

ganze rationale und homogene Function n"" Grades des Fundamentalsystems 

yon Inte#ralen .$~, ~ einer algebra~'sch integrirbaren linearen ]wmoqenen Dif- 

ferentialgleichung zweiter Ordnung mit in z rationalen Coefficienten, dar- 

stellbar (1). 

Betrachten wi t  n u n m e h r  die G1. (B) fa r  den Fal l  n = 2. 

Es sei 

(20) ally1 ~ + %ty~ I + %.,y3 g + 2al~ylyg + 2al.~yly 3 + 2a~.~y~y~ ~- 0 

diese Gleichung,  so ergiebt  sich, wenn man  mit  :70, ~o ein beliebiges Werth-  
system von 1], ~" bezeichnet welches derselben genligt,  und wemJ man setzt 

(21 )  s = - - - - ,  
7] - -  ~7o 

b o + b,s + b~s ~ 
(22) y = 

AO + Als  + A~s ~' 
= b' o + b',s + b',s I 

Ao + Als + A~s ~ 

(1) Ueber solche Differentialgleichungen zweit.er Ordnung vergl, meine Abhand]. in 
Boreh. Journ. B. 81, S. 97 und B. 85, S. 1. 
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Aus den GII, (21), (22) ergieb¢ sich analog wie aus den Gll, (10), (11), 
• • 4~ • dass zwischen zwei Zwelgen s und s' der t unctmn s yon z eine bilineare 

Gleichung von der Form (18) stattfindet. 
Aus dieser Gleichung folgert man wie oben, dass s der Quotient 

zweier Integrale ~:~, ~ einer linearen homogenen Diffcrentialgleiehung 
zweiter Ordnung mit in z rationalen Coefficienten ist, jedoch mit dem 
Unterschiede, dass hier die Differential qleiebm~q zweiler Ordnun.q ,aicht alge- 
bra~sch integrirbar za sein- brau, cM, da s nicht algebralseh sein muss. 
Aueh for diesen Fall gelten die Gli. (18), und in diesen sind die Func- 
tionen ~b, ganze rationale Funetionen zweiten Grades, wahrend to constant 
wird. Dieses Resultat ist mit dem in N ° 2 Gegebenen tlbereinstimmend. 

. 

Ftir die lineare homogene Differentialgleichung (A), zwischen deren 
Integralen eine Gleichung (B) besteht, ergeben sleh nach dem Vorhergehen- 
den folgende Resultate: 

I. Ist der Grad n der Gleichung (B) gleich zwei, so ist die Gleichung 
(A) t~bereinstinlmend mit der I)ifferentialgleiehung dritter Ordnung, wel- 
chef das Quadrat jedes Integrals einer beliebigen linearen homogenen 
Differentialgleichung zwe#er Ordnung mit rationalen Coefficienten gent~gt. 

II. Ist n grSsser als zwei, so sind die Integrale der Gleichung (A) 
algebraIsche Functionen yon z. 

Hierbei ergeben sich drei FMle: 
a) Ist die Classe p der algebraYschon Gleichung (B) grSsser als Eins, 

so ist die Anzahl der reducirten Wurzeln der~jenigen algebra:lschen Glei- 
chang, welcher das allgemeine Integral der Gleichung (A) genfigt, nicht 
grSsser als vier. 

b) Ist p gleich Eins, so ist die Anzahl der reducirten Wurzeln zwei, 
drei, vier oder sechs. 

e) Ist p gleich Null, so sind die Integrale der Gleiclumg (A) ab- 
gesehen yon einer Wurzel einer rationalen Function als einem filr alle 
galtigen Factor, rationale ganze und homogene Funetionen ~g'" Grades des 
Fundamentalsy.~tems yon Integralen ~, ~.~ einer algebraYsch integrirbaren 

ACta mqthtmatica. I .  46 
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linearen homogenen DifferentialgleiehuI~g zweiter Ordnung mlt rationalen 
Coeffieienten. 

Da jede algebra):sch integrirbare Gleiehung (A) die Eigensehaft hat, 
dass zwisehen den Elementen des Fundamentalsystems ~/1, Y2, Y3 eine 
Gleiehung (B) besteht, so sind dureh diese Resultate aueh alle die F~lle 
erseh~pft, in welehen eine lineare homogene Differentialgleiehung drifter 
Ordnung mit rationalen Coeffieienten nur algebra'ische Integrale besitzt. 

Heidelberg 1882. 


