ZUR THEORIE DER DISCRIMINANTEN
YON

EUGEN NETTO
in BERLIN.

Die nachstehende Arbeit kniipft an Untersuchungen an, welche ich
friher unter gleichem Titel im »Journal fir reine und angewandte Mathe-
matiky B. XC, 164—186 versffentlicht habe. Der Grund, welcher mich
bewog, auf diese Untersuchungen zuriickzukommen, ist in einigen Be-
merkungen, vorziglich aber in den neuen, grundlegenden Anschauungen
zu suchen, die sich in der bedeutenden Abhandlung des Herrn KroNECKER:
»Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grossen» finden.
Zu jenen Bemerkungen zahle ich. die (S. 22) gemachte Angabe einer
Gleichung, fur die es Wurzelgattungen ohne Gattungsdiscriminanten giebt;
sie rief die Untersuchungen in § 5 und § 6 der nachfolgenden Arbeit
hervor; — ferner den Satz auf S. 42 (§ 13) tiber Functionen einer Gat-
tung, deren conjugirte sammtlich von einander verschieden sind; sie ver-
anlasste die Ableitungen in § 2.

Besonders aber waren es die im zweiten Teile der KroNeckER’schen
Abhandlung auseinandergesetzten Principien uber Divisorensysteme, welche
mich bewogen, den einfachen Fall der Discriminanten algebraischer Glei-
chungen in dem neuen, tiberraschenden Lichte dieser tiefliegenden und
doch ihrem Wesen nach so einfachen Grundanschauungen von neuem zu
behandeln. Die algebraische und die substitutionentheoretische Methode
der Untersuchung weisen sich hierbei, als in wichtigen Punkten einander
erginzend aus, so dass es nicht angethan schien, die eine zn Gunsten der
anderen zn unterdrtcken.
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§ 1.

Es ist fur unsere Untersuchungen ein Punkt von besonderer Wichtig-
keit, dass auf die Natur der Discriminante

D, = (¢, — )¢y — ¢5)* -+ (o1 — ¢0)’

ciner gegebenen p-wertigen Function ¢(z,, x,,....x,) der n von einander
unabhangigen Grossen z,, #,,....x, nur solche algebraischen Bezichun-
gen von wesentlichem Einfluss sind, welche in der Gleichsetzung zweier
oder mehrerer der Elemente x bestehen.

Um den Kern dieser Verhaltnisse klarzulegen, miissen wir einige
clementare und fundamentale Theoreme vorausschicken, deren Bedeutung
darin liegt, dass zwischen vorher willktrlichen Grossen bestiamte alge-
braische Relationen eingefuhrt werden; dass also sogenannte yallgemeine»
Sutze bei tatsichlich gegebenen Verhaltnissen Anwendung finden sollen.

Wir verstehen unter «,, @, a,,....a, willkiirliche Constanten, unter
x, %, ....x, vorlaufig unbestimmte Grossen und betrachten die lineare
Verbindung der z

(1) ¢l = U, + @, %, + a2, S RERE + Up®y

Bei allen moglichen Vertauschungen der x untereinander erhalt ¢, cine
Reihe von Werten, die ihre Formen nach von einander verschieden sind.
Die Operationen der Vertauschungen bezeichnen wir als Substitutionen;
es giebt deren n!, falls man diejenige Substitution mitzihlt, welche keins
der x von seiner Stelle riickt. Es mogen s, s,,....s, diese Substitu-
tionen sein, und s, soll die letst erwahnte identische Substitution bedeuten.
Wir verstehen ferner unter ¢, denjenigen Wert von ¢, der durch die
Anwendung von s, aus ¢, hervorgeht. (Setzen wir etwa

y 4 =lgo + ﬂxml +/92xz + +/37‘93,,,

so sei auch hier y, der Wert von y welcher durch s, aus y, hervor-
gerufen wird.)) Der Index des Ausdruckes wird also durch die Substi-
tution bestimmt.

Falls man fir die # besondere Werte einsetzt, brauchen die n! Aus-
dricke ¢, ihren Werten nach nicht sammtlich von einander verschieden
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zu sein. Sind einige der x untereinander gleich, so ist eine derartige
Verschiedenheit nicht einmal mehr moglich. Uber die hierbei eintreten-
den Umstande war bisher, meines Wissens, nur der folgende Satz be-
kannt: Es konnen beliebige Beziehungen algebraischer Art awischen x,, x,, ....x,
bestehen; so bald durch dieselben nur nicht die Gleichheit einiger der Elemente
x festgesetat wird, ist es stets moglich, beliebig viele Systeme ay, a,,....a,
der Constanten a zu liefern, fiir welche alle n! Ausdriicke ¢, ¢,y ... P
ihren numerischen Werten nach von einander verschieden sind. (')

Diesen Satz wollen wir erweitern und die neue Fassung beweisen.
Die Erweiterung besieht sich auf Folgendes: Wenn fur Gleichsetzungen
der r gewisse Gruppen von Werten der ¢ bei jeder Wahl der a einander
gleich werden, dann kann der hierdurch bestimmte Charakter dadurch
nicht geandert werden, dass man neue Beziechungen unter den z,,....x,
festlegt, welche keine neuen Gleichsetzungen der x zur Folge haben.

Wir setzen voraus, es wire etwa

(A_) wa=xa=""=‘va#; wb,=wb2=""=xb.

1 2 v

Dann werden ersichtlich von den #! Ausdriicken ¢,,.... ¢, genau _7.?._' =g
pivt

Gruppen von je s Ausdriicken je einen und denselben Wert annehmen,
so dass fur ¢ hochstens o verschiedene Werte bestehen konnen. Einem
beliebigen ¢, werden namlich alle diejenigen ¢ gleich, welche aus ihm
durch Substitutionen hervorgehen, in denen nur z,, x,,. ... T, und ehenso
%y, Ty,.... %, unter sich vertauscht werden. Wir wollen diese Substi-
tutionen, deren Anzahl gb! ist, zum Unterschiede von den iibrigen mit
t, t,, t,,.... bezeichnen; wir behalten aus jeder der o Gruppen einen
Reprisentanten zuriick, ¢, ¢';,....¢’,. Jetzt nehmen wir weiter an, es
triten neue Beziehungen unter den x auf, welche durch die irreductiblen
Gleichungen

(B) Fl(wl,...‘w”)so’....’Fk(wl’....mn)=0
dargestellt werden, und wber deren Natur lediglich das Eine festgesetit

sei, dass durch sie keine weiteren Gleichsetzungen unter den zx hervor-
gerufen werden. Dann lassen sich, wie die F, auch sonst beschaffen sind,

(*) Vgl. meine »Substitutionentheorie» § 32,
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unendlich viele Systeme der «,, «,....a, derart bestimmen, dass nach
wie vor ¢, ¢;....¢', von einander verschieden bleiben, dass es dem-
nach ¢ numerisch von einander verschiedene Werte des ¢ giebt.

Um den Beweis zu fithren, setzen wir

r—h = afoy, — o) + ay(@, — o) + - -0+ anlze, — ).

Hier werden p der r, und ebensoviele der z, gleich ,; w der z, und
ebensoviele der x, gleich z,. Unseren Festsetzungen gemiss konnen die
Coefficienten der a nicht simmtlich verschwinden; denn dies trite nur
dann ein, wenn ¢, aus ¢’, durch eine Substitution ¢ ableitbar wire, was
ja aber ausgeschlossen ist. Wir betrachten das tiber alle Combinationen
von je zwei ¢ ausgedehnte Product

Iy — @) = Ha(er, — 1) + a(e,—22) + -« - - + an(r, — 21)]. .

Unsere Behauptung kann jetat die Form annehmen: das aufgestellte Pro-
duct verschwindet nicht fir alle Wertsysteme der a. Wir sortiren die
Factoren des Products der rechten Seite; zuerst betrachten wir die, bei
denen der Coefficient von a, nicht Null ist; dann die, bei denen er Null
ist, wahrend der von a, nicht verschwindet; dann die, bei denen die
beiden ersten Coefficienten Null sind, der dritte jedoch nicht; u. s f.
Bei der ersten. Klasse konnen wir es durch passende Wahl von a,, ohne
Beschrénkung von a,, a,,.... dahin bringen, dass die zugehorigen Fac-
toren nicht Null werden. Dazu ist nur notig, dass a, keinen der Werte

(@, — ) + - o + an(Tr, — @)

Xgy, — T3,

erhalt, deren Zahl endlich ist und deren Wert wegen des nicht ver-
schwindenden Nenners angebbar sein wird. Bei der zweiten Klasse kdnnen
wir dasselbe durch passende Wahl von a, ohne Beschrénkung von a,, a,....
erlangen u. s. f. Wahlt man demgem#ss a, in den Factoren der letzten
Klasse (fur welche die Coefficienten von a,, a,,....a, ; verschwinden)
ganz beliebig, bestimmt a,_, durch das Nichtverschwinden der Factoren
der vorletzten Klasse u. s. f, dann erhalt man Systeme von «,a,,....a,,
fur die kein ¢, einen ¢, gleich wird. Eine Einwirkung der F|, F,,.... F,
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ist also Uberhaupt nicht zu bemerken. Hieraus folgt: Auf die Gleichheit
der verschiedenen Werte von linearen Ausdriicken der Form

=0, + az, + ez, + -+ aza,

haben nur diejenigen Beziehungen unter den x bestimmenden, d. h. von der
Wahl der a wunabhingiy bestehenden Einfluss, welche in der Gleichsetzung
einzelner x selbst begrimdet sind.

§ 2.

Wir setzen zuniachst fir den ersten Teil dieses Paragrafen die «
wieder als vollig unbestimmte Grossen voraus.

Einer jeden unter den z,, x,,....®, moglichen Functionengattung (")
entspricht eine charakteristische Substitutionengruppe, welche »die Permuta-
tionen der Gattungy enthalt. Dies heisst: die Gruppe G der Gattung @
umfasst alle und auch nur diejenigen Substitutionen, welche die Form
der sammtlichen zur Gattung @& gehorigen Functionen y, ', ", .. .. nicht
verandern. Wenn diese Substitutionen

8 =1, S35 85t &
sind, so deuten wir die Gruppe G wohl auch kurz durch

G:[sz’ Sy 33,-“-3,-]

an. Die Zahl r, die Ordnung der Gruppe, zeigt demnach, fir wie viele Sub-
stitutionen die Functionen y, ', y”,. ... der Gattung @ ungeandert bleiben;

hieraus folgt, dass diese Functionen je S =p verschiedene Werte besitzen.

Die zu y“ gehorigen mogen y”, ¥, ...y sein, derart, dass wir y
auch = ¢\ setzen; alle diese Werte heissen die »conjugirien Werte» von y“;
sie. bestimmen »conjugirte Gattungen» ®,, @,,....®,, wo wir auch @ gleich
®, annehmen; zu ihnen gehoren »comjugirte Gruppem» G, G,,....G,, wo
endlich auch G mit G, identisch sein soll. Die p conjugirten Werte

(") Uber die hier benutzte Terminologie, welche sich der von Herrn KRONECKER
gebrauchten genau ansehliesst vgl. L. KRONECKER: Grundziige einer arithmetischen Theorie
der algebraischen Grossen; S. 6 ff.
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einer Function y sind die Wurzeln einer Gleichung p*" Grades, deren
Coefficienten dem aus den elementaren symmetrischen Functionen

V) fi=a42, 4+ Fa,, §, =22 +ez+ - dt 1@, fu=22, w0,

gebildeten Rationalitatsbereiche angehoren.

Da conjugirte Werte aus einander durch Anwendung gewisser Sub-
stitutionen hervorgehen, so besitzen sie saimmtlich denselben Typus. Wir
wollen ecine der Substitutionen, welche y, in y umwandelt mit o, bezeich-
nen; dann erhalt man sitinmtliche Substitutionen derselben Eigenschaft
durch 5,0, (A =1, 2,....7) oder kurz durch G, .o, Ist . eine anderc
Function derselben Gattung, so bezeichnen wir mit y{° denjenigen ihrer
conjugirten Werte, welcher aus y{® durch &, . g, abgeleitet werden kann.

Sammtliche #! Substitutionen lassen sich in die folgende Tabelle ein-
ordnen

. 4
b =1, 6, 8 ®,
s
5,03, 3,0, 8r 0y, U
(©)
510, 830p,° " 8:Gp, G,

bei welcher dic i Zeile alle diejenigen und nur die Substitutioncn enthalt,
welche #® in ¥® umwandeln.

Wir gehen nach der Recapitulation dieser bekannten Beo‘rlﬂe und
Bezeichnungen dazu tuber, Functionen #“ mit Hulfe der im ecrsten Para-
graten aufgestellten ¢ zn bilden.

Wenden wir G, auf ¢, an, so entstehen dadurch r Ausdriicke

5'/’1’ ¢n ¢sa""a $/’l‘»

welche ihrer Forin nach von einander verschieden sind. Jede symme-
trische Tfunction derselben bleibt fur ¢, ungeindert und gehort also zur
Gattung &, oder zu einer unter (B; enthaltenen Gattung. Richtet man
jedoch die symmetrische Function so ein, dass sie nur dann ungeéndert
bleibt, wenn die ¢ mit einander vertauscht werden, dann gehort sie wirk-
lich zur Gattung &,. Bei

1

2 y=¢gi+ gt i+ + ¢
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kann der erstere Fall fitr ¢ == 1 cintreten; denn hier bleibt moglicherweise
¢, auch ungeandert fiir Substitutionen, welche nicht zu (| gehoren. Fir
ein unbestimmtes e geht dies aber nicht mehr an.

Aus der Tabelle (C) erkennt man, dass alle #! Ausdriicke von ¢ in
die p conjugirten y,, ¥,,. ...y, als Summanden eingehen; jeder Wert yon ¢
kommt tiberhaupt nur einmnal vor; es ist also schon durch das Auftreten
eines ¢, das zugehorige y, unzweideutig bestimint: cs ist dasjenige, in
dessen Zeile der Tabelle (C) die Substitution s, auftritt, welche ¢, in ¢,
umiandert. Dieselbe Substitution s, fithrt demnach auch y, in y, uber.
Allgemeiner: enthdalt y, den Summanden ¢&;, y, den Summanden 5 und
geht & in o, duwrch die Substitution = diber, so geht auch y, in ¥y, durch
dieselbe Substitution iber.

Wir haben bisher in diesemn Paragrafen die z als unbestimmte Grossen
angenommen; von jetzt ab wollen wir die Voraussetzungen (A) und (B)
des ersten Paragrafen gelten lassen. Wir wahlen die a derart, dass

, , , !
¢17 9”2’.-..9!!0 (0—* )

bt

von einander verschieden sind. Dann erkennt man ohne jede Schwierig-
keit, dass die Willkiir, die bei der Wahl von «, herrscht, dazu benutzt
werden kann, auch die Moduln der ¢’ von einander verschieden zu
machen. Hierbei sei

mod. ¢/, > mod. ¢/, > ---- > mod. ¢,.

Endlich kann man den ganzzahligen, sonst aber beliebigen Exponenten e
so gross annehmen, dass man erhalt

dr>plds + 5+ + ,rr,’;)-
¢ > ,I)((r/";‘ O SR S 9/";)

$or>pods;

der Kurze halber sind die ¢ statt ihrer Moduln hingeschrichen. Aus
unseren Festsetzungen ergiebt sich, dass eine Gleichung

(3)  mdT A+ mag's oo Fmod =+ pad's o+ s (m, p<p)

Acta mathematica. 1. 48
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nur dann bestehen kann, wenn alle entsprechenden m, o einander gleich
sind.

Unter den jetzt geltenden Annahmen (A), (B) geht die oben gebil:
dete Function y, aus ihrer allgemeinen Gestalt

@) Yo= 5+ di A+ o+
in die besondere Form
Yi=mids + md, + -+ mi s,

itber, da gewisse Werte ¢,, ¢,.... gleich ¢, u. s. w. werden konnen.
Sollte nun durch (A), (B) eine Gleichheit zweier conjugirter Werte her-
vorgerufen werden, ctwa

Yi = Yi,

so folgt wegen (3) dass y,, y, dieselben Summanden ¢ enthalten. Dics
erlaubt den Ruckschluss, dass vor dem Gelten von (A), (B) beide con-
jugirte Werte #,, », nur Summanden derjenigen Gruppe enthielten, als
deren Reprisentanten wir ¢, zuriickbehalten haben. Zwei derartige Sum-
manden konnen durch Substitutionen ¢ in cinander verwandelt werden,
in denen nur die 7z, Tagy oo oo Xy, und die z,, z,,...., sich unterein-
ander umstellen. Nach unseren obigen Ausfuhrungen leitet dann ¢ den
ganzen Summandencomplex der Function #, in den von ¥, tber.

Dass umgekehrt alle diejenigen Functionen, welche durch Substitu-
tionen ¢ aus cinander hervorgehen, durch (A), (B) einander gleich werden,
ist selbstverstindlich; es geht aber aus unserer Beweisfithrung auch her-
vor, dass dieser a priori ersichtliche Fall auch der einzige ist, in wel-
chem conjugirte Werte #”, ¥ einer jeden Function y“ der Gattung cin-
ander gleich werden; und es ist von Wichtigkeit zu bemerken, dass nur
die Bedingungen (A) nicht aber die Festsetzungen (B) einen Finfluss dabei
haben.

Herr Kroweckrr hat gezeigt, (') »dass sich fiir irgend welche gegebenen
Werte §,, §,y.-.. % von (1) — vorausgesetzt nur, dass nicht zwei der x
einander gleich werden — stets unendlich wviele specielle Functionen jeder
Gattung & bestimmen lassen, deren simmtliche comjugirte unter einander ver-

(*} Grundziige einer arithmetischen Theorie u. s. w., 8. 42,
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schieden sind.» Diesem Satze konnen wir jetst folgende Erweiterung zur
Seite stellen: Auf die Gleichheit conjugirter Werte aller Functionen einer
Gattung haben nur diejenigen DBeziehungen wunter den x einen bestimmenden
Einfluss, welche in der Gleichsetzung einzelner x bestehen.

" Beachtenswert ist ferner noch der Umstand, dass wir Functionen y
construirt haben, bei denen aus y, = y, auf die Existenz der Substitution
¢t geschlossen werden kann, welche ¢, in y, verwandelt. Denn weil die
Substitution von der Wahl der Function y unabhangig ist, so folgt, dass
fur jedes beliebige ¢ stets ¥ = @ sein wird. Das Gleichwerden con-
jugirter Werte findet also scinen genauen Ausdruck in Gruppencigen-
schaften. Somit ist auch ersichtlich: Verschwindet die Discriminante D),
Jeder beliebigen Function y der Gattung @ fiir gewisse Beziehungen (4), (B)
unter den x, so ist dieses Versclwinden nicht nur fir D,, sondern auch fiir
gewisse Differenzen y, — vy, invariant. .

§ 3
Der zuletzt aufgestellte Satz erlaubt uns, statt des V erschwindens der
Discriminante selbst, dasjenige der Differenzen y, — v, zu untersuchen.
Herr Kroxecker hat fur Functionen mit mehreren Verinderlichen
eine Erweiterung des Begriffes der Division gegeben. (') Verschwindet eine
ganze PFunction g(z,, #,,....%z,) der Verinderlichen x, x,,...., sobald
gewisse Beziehungen platzgreifen, welche durch die Gleichungen

(B) Fx(‘zn'."'wn)zof'"i-Fk(a.’n""mn)zo

dargestellt werden, dann ist g als ganze lineare Function von F,,....,F,
darstellbar, mit Coefficienten, welche rationale ganze Function von z,,
Zyy oo nvy &, sind:

1) g(wxz' coTy) = P (2, a""wn)Fx(wh;“'a"n) Ao Prlo,, o) Fi (2, oo an).
Wir schreiben dies den Einfithrungen des Heirn KRONECKER eﬁtsprechénd
1) G, oo o) =0, (modd. F,, F, ...-,F})

nennen F,, F,,...., F, ein »Modul- oder Divisoren-System k*" Stufer von
g, und sagen, dass ¢ dieses Divisorensystem enthdlt.

(*) a. a. Q. 8. 72 ff,
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Hiernach konnen wir die Resultate unserer bisherigen Untersuchun-
gen folgendermassen aussprechen:

1) Jedes Modulsystem der Discriminanten D der Gattung © ist gleich-
zeitig  Modulsystem einer bestimmiten wund durch die Gruppe G der Gattung
bestimmbaren Differenz y, — v,, unabhdngig von der Wall von y.

2) Alle Modulsysteme der Discriminanten D, bes. der Differenzen
Y; — Y, lestehen aus Functionen der Form

]
Ea,ﬁ = ¥y — X,

3) Die Modulsysteme von y, — vy, werden simmtlich durch diejenigen.
Substitutionen bestimmt, welche y; in y, wmwandeln. Hierzu ist es nur notig,
dass alle diejenigen Elemente x, welche je einen Cyklus einer solchen
Substitution bilden, einander gleich gesetzt werden.

Es fragt sich nun umgekehrt, ob aus jeder Substitution, welche y;
in y, umwandelt, ein Modulsystem gebildet werden kann. Dies ist nach
dem, am Schlusse des vorigen Paragrafen Besprochenen zwar an und fur
sich klar; jedoch mussen einige hierbei auftretende Punkte noch weiter
untersucht werden. Dieselben beziehen sich auf die Zusammensetzung

von Modulsystemen. Wir wollen zunichst an einem einfachen Beispiele
die Frage klarstellen. '

Es sei in dem Bereiche der vier Variablen x, x,, «,, x, eine Func-
tionengattung & durch

G, =1, (z,2,2,), (z,z,2,)
bestimmt. Eine der zur Gattung gehorigen Functionen ist
y1 = aiah + 525 + aha.
Der conjugirte Wert
Yo = 2575 + 250h + whed
von y, ist durch die Substifutionen
G.s, = {,2,), (@,2,2,3,), (z,2,2,2,)

aus dem ersteren Werte entstanden. Wir erhalten demnach drei in y, —y,
enthaltene Divisorensysteme, bemerken aber zugleich, dass verschiedene
Substitutionen gleiche Modulsysteme hervorrufen kénnen, sowie dass einige
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Modulsysteme erfillt scin konnen, falls bercits andere cinfachere befriedigt
sind. Die hier auftretenden sind

I » —=; Iy =, o, 2 —,; = —a,;

Dass jedes derselben wirklich in

g1 — Yy = (af — w$)s + ('l/f—" A _
= (o —a (o™ + i Tes b Jaf 4 [ e+ s

enthalten ist, leuchtet ein; dass ferner ein aus I), II) componirtes Sy-
stem (') nicht vorkommt, ist gleichfalls daraus ersichtlich, dass der zweite
Factor ttberhaupt fur keine Gleichsetzungen der # mehr zu Null wird.

Wir werden daher, um die Divisoren von y, — ¥y, zu ermitteln, aus
den Substitutionen des Complexes Gs, nur diejenigen zur Bildung von
Modulsystemen verwenden, bei denen die Elemente der einzelnen Cykel
nicht ginzlich in den Elementen der einzelnen Cykel anderer Substitu-
tionen auftreten. (Die friher von mir benutzte Benennung des »Enthal-
tenseinsy, durch welche ich diese Beziehung von Substitutionen zu einander
andeutete, gebe ich auf, da sie mit der bei Modulsystemen gebriuch-
lichen Verwendung dieses Wortes nicht ttbereinstimmt.)

Ein zweites Bespiel mag auf eine weitere hier auftretende Eigentiim-
lichkeit aufmerksam machen. Es sei, wieder in dem Bereiche von vier
Variabeln

G, =1, (nzzm,), (@) e2,), '(mchwswz)]
¥, =w@’ + w0 + v’ v’
Y, = w1w42 + 22, + xs"'vz, + mzwlzv
dann wird
stz = [(wxwa)a (w,w,)(m3m4), (msw4>7 (%1{0‘)(;172.1'3)]
Yo — Y, = (&, — 2 )2, — @) [me + %, — 2, — wa]'
Das Auftreten von (z,z,) und von (,z,) in dem Complexe Gis,
sussert sich durch das Vorhandensein der beiden Factoren (x, — »,) und

() Vgl. KRONECKER, 3. a. (0, S. 77 . — sowie auch die weiteren Ausfithrungen
dieses Paragrafen.
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(v, — w,); dasjenige von (r.r,)(r,x,), (o,x,)(r,w,) durch das Verschwinden
des letzten Factors
¢ = (2, +2,)— (@ + )

fur die beiden Gleichungssysteme
I 2 —2,=0 2—2 =0;, Iy =, —«, =0, v, —z, =0,
welche den Modulsystemen

1 . AN ) —
I » —u,, v, —=,; II) = —ux,, v, —,

entsprechen. Dass ¢ aber auch das aus '), 1I') componirte Modulsystem
in sich schliesst, ist nicht unmittelbar ersichtlich noch auch richtig.

Wir beschiftigen uns zunachst mit der Klarung dieser Verhaltnisse;
. dazu miissen wir, wie dies ja bei dem vorliegenden Thema naturlich ist,
auf die grundlegenden Untersuchungen des Herrn KroNECKER unser
Augenmerk richten. Wir entnehmen denselben folgende begrifflichen Fest-
setzungen: (') » ‘

I.  Es ist fur zwei Funetionen M, M' von n Veranderlichen z,, 2,,....,7,

M=M (modd. M,, M,, M,,--..),

wenn die Differenz M — M’ das Modulsystem (M,, M,, M,,....) enthilt.

IL.  Ein Modulsystemn (M,, M,,....) enthalt ein anderes (M’,, M',,....)
wenn jedes Element des ersteren das Modulsystem (M, M’,,....) enthalt.
Wenn jedes der beiden Modulsysteme das andere enthalt, so sind sie
einander aequivalent, und dies wird durch: (M, M,,...)~(M",, M’,,....)
bezeichnet. ‘ .

NI Bin Modulsystem (M,, M,,....), dessen cinzelnen Elemente
durch die verschiedenen Producte von je zwei Elementen M',M", zweier
Modulsysteme (M’,, M',,....), (M",, M",,....) gebildet werden, heisst aus
diesen beiden Systemen zusammengesetzt oder componirt, und diese beiden
Systeme sollen, wegen der Analogie der Composition mit der Multiplication,
auch als Factoren bezeichnet werden.

(*) a. a. O. 8. 77—78; 84; 85. Hier findet man die unter Nr. I bis IX ge-
gebenen Sitze; X ist auf 8. 85 VII, sowie auf personliche Mitteilungen seitens des Herrn
KRONECKER gegriindet. '
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Der Ausdruck »Composition» soll ohne Weiteres auf aequivalente
Systeme iibertragen und demnach auch jedes, dem System (M',M",) aequi-
valente System als aus den beiden Systemen (M’), (M") componirt be-
zeichnet werden, so dass die Elemente des componirten Systems als bili-
neare Functionen der beiderseitigen Elemente M’, M"” mit ganzen, dem
Bereiche angehorigen Coefficienten zu charakterisiren sind.

IV. Ein Modulsystem heisst irreductibel, wenn cs nicht aus zwei
anderen zusammengesetzt ist, deren jedes ein Modulsystem im eigentlichen
Sinne des Wortes ist.

V. Eine algebraische Form soll als eine andere Form »yenthaltendy
bezeichnet werden, wenn das Coefficientensystem der letzteren in dem der
ersteren (nach der in II enthaltenen Bestimmung) enthalten ist.

VI. Ist die Form F in F,, aber auch umgekehrt F, in F enthalten,
so sind die beiden Formen einander »absolut aequivalent» (Vgl. II).

VI Eine Form, welche durch wirkliche Multiplication von zwei
anderen Formen entsteht, und jede einem solchen Product aequivalente
Form soll eine aus den beiden ersten zusammengesetzte oder componirte
Form genannt werden.

VIII. Eine eigentlich primitive Form ist dadurch charakterisirt, dass
ihre Coefficienten keinen Divisor irgend einer Stufe mit einander gemein
haben. Jede eigentlich primitive Form ist absolut aequivalent Eins.

IX. Eine Form wird als »nicht zerlegbar», wirreductibely oder als
» Primform» bezeichnet, wenn sic keinem Producte von zwei nicht primi-
tiven Formen des festgesetzten Bereiches aequivalent ist.

X. Die Aequivalenz wie die Primitivitat lasst Abstufungen zu: Eine
Form ist uneigentlich primitiv zur k" Stufe, wenn ihre Coefficienten keine
Divisoren von % oder niedrigerer Stufe gemeinsam haben. Zwei Formen
sind wuneigentlich aequivalent zur k" Stufe, wenn sie in allen Divisoren von
der ersten bis zur k" Stufe tibereinstimmen.

Auf diese letzte Definition konnen wir uns stitzen, um die Modul-
systeme in einer unserer Differenzen y, — y,, wenigstens so weit es fiir
unsere Zwecke erforderlich ist, zu componiren. Wir benntzen dazu den
Begriff der uneigentlichen Aequivalenz der & Stufe; dann diefen wir
einer Form als Factor eine Form, die uneigentlich primitiv von hoherer als
der k** Stufe ist, hinzufugen, weil dadurch der Charakter der Divisoren-
Systeme, soweit diese in Frage kommen, nicht geandert wird,
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Beschrinkt man sich bei unserem zweiten Beispiele, bei welchem die
Notwendigkeit einer allgemeineren Auffassung handgreiflich wurde, auf
Aequivalenzen, welche die zweite Stufe nicht tberschreiten, so sind fur
die unbestimmten Grossen w,, wu,, u,, u, die Formen

9”; 9/) ) [ux(wx - m:) + u:(ws - 484) + us(ml - :174) + u4(m: - ms)]

einander aequivalent. Das letatere Product ist als homogene, lineare
Function der vier Producte

(wl - w,)(ml - w4)7 (wl - mz)(wa - ma)’ (ZU! - w;)(ws - *”4)7 (%2 - xﬁ)(xs - QS‘)

darstellbar, so dass hier moglich ist, zu schreiben, was bei absoluter
Aequivalenz nicht anging

¢=0 modd. [(¢, — x,, 8, —z,) - (¥, —2,, x, — ;).

Dieses Vorgehen lasst sich verallgemeinern.

Die Form F moge zwei Divisoren-Systeme besitzen, von denen keins
von hoherer als der %" Stufe sein mag, und auch keins in dem andern
enthalten sein soll: (¥, F,,.... F,), (I",, F',,....F,). Durch diese Vor-
aussetzungen wird bewirkt, dass ¥ < », und dass zweitens

(F” 1«72’....17',” F'“ 11"“....[‘"_)

von hoherer Stufe ist, als jedes der beiden ersteren Systeme. Aus un-
seren Annahmen folgen die Gleichungen

(2) F=F  -P +F-P+: -+ F P

®) F=F, P, +F, Py+ -+ F,. P

Fugt man der Function I’ den Factor

(4) O=uF +uw,F+ - +wmF +uF, +0,F,+ 4w Fy

hinzu, so #ndert dieser, da er primitiv von k" Stufe ist, die jetat allein
wesentlichen Divisoren-Systeme von F nicht. Nun ist

k k
I’“¢=2F"h'P’),'[’llrll"l + - +'ll/1'Fk] +2Fh'1)h [u'lF'l L R +’ll:’kF,‘-]
h=1 h=1

(5) F'¢=ZQ),‘,¢'FA‘F{",,
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und daraus erhellt, dass F.® das aus (F)), (F',) componirte Divisoren-
system (F,F") besitat. Aus (5) folgt demnach

(6) F=0 modd. [(¥}) + (F"3)).

Diese Methode kann angewendet und fortgesetzt werden, so lange
Divisorensysteine, die von hoherer als der A** Stufe sind, fiir unwesent-
lich erklart werden dirfen; cs ist dagegen vou einer weiteren Composition
mit Systemen, die von gleicher Stufe sind wie @, abzusehen.

Fir y, —y, erschen wir die Moglichkeit der Composition aller mit
einander nicht identischer Systeme von gleichem Typus, falls wir uns auf
uneigentliche Primitivitat der betreffenden Stufe beschrinken. Bei iden-
tischen Systemen ist eine Composition nicht mdglich. Sei etwa, um ein
Beispiel hierfur zu geben

Gl = U, (mlws)(‘vz%)}

gy, = (wl @,

.6, = {(a;la:?.vaa;‘), (./olw‘ws,vg)}

dann gehort zu jedem y, — y, das Modulsystem z — z,, # — 1z,
v, — x,. Wahlen wir

Y, = o, +u, — @, —, + L, 4 ey,

so erhellt, dass y, —y, nur jenes Modulsystem, nicht das Quadrat des-
selben enthalt, weil y; — y, lediglich Glieder erster Dimension umfasst.

§ 4

Unsere fritheren Untersuchungen zeigten, dass man saimmtliche Diviso-
rensysteme einer Differenz y, — y,, soweit dieselben fiir die Gattung in-
variant und also von der Bildung besonderer Functionen y unabhingig
sind, aus den Betrachtungen der zugehorigen Gruppe ableiten kann. Diesc
gewahrt hier, wie an vielen anderen Stellen, dieselben Vorteile, welche die
Krovecker'sche »Fundamentalgleichung der Gattungy bietet.

Ferner sahen wir soeben, wie und in wie weit die Divisorensysteme
dessclben Typus von y, — y, eine Composition zulassen. Da endlich eine

dcta mathematica, 1. 49
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Zusammensetzung von Divisorensystemen verschiedener Differenzen y, — y,,
Y—Yns.... gar keine Schwierigkeiten macht, so sind wir in den Stand
gesetzt, alle Divisorensysteme eines bestimmten Typus, welche in D, ein-
gehen, zu vereinigen und die Potenz anzugeben, in welcher das compo-
nirte System als Modulsystem von D, erscheint.

Es treten hierbei Divisorensysteme von D), auf, deren llemente ratio-
nale ganze Functionen von f,, f,,....,f, sind. Bezeichnen wir ein Diviso-
rensystem von ¥, — ¥, mit (u,, v, w,,....) und die verschiedenen Werte,
welche dagselbe bei den Vertauschungen der z,, x,,....x, untereinander
annehmen kann, mit (¥, ¥,y Wyy-...), (Ugy Vyy Wyyenes)yorens By Vuy Wgeess)yevnns
so werden alle diese als Divisorensysteme von D), auftreten und, da sie
von einander verschieden sein sollen, auch ihr Product. Dies ist jedoch
nicht so beschaffen, dass alle seine Elemente symmetrisch in den 2, ,,....2,
wirden. Um den Schwicrigkeiten zu entgehen, welche bei den hierher-
gehorigen Fragen auftreten und deren directe Behandlung sehr eingehende
Untersuchungen zu erfordern scheint, schlagen wir einen anderen Weg
ein.  Wir bilden Functionensysteme der f,, f,,....,f., deren Gesammtheit
nur dann verschwindet, wenn vorgeschriebenc Gleichheiten unter den
Wurzeln »,, w,,....x, eintreten, also z. B. nur dann, wenn zwei Paare
von Wurzeln oder dann wenn drei Wurzeln einander gleich werden.
Wenn nun

wx(fl»fgv""af")s ¢:(Txifg7""vf”))v"" wl{(f]>f:w""af")

ein solches System ist, so liefert es das gesuchte Divisorensystem von
D,, welches den betreffenden Wurzelgleichheiten angehdrt, entweder in
moglichster Einfachheit oder auch mehrfach. Jedenfalls ist dann, wenn
nicht D, selber, so eine Potenz von D, als lineare homogen¢ Function
der @ mit Coefficienten darstellbar, welche ganz und rational in den f
sind. Bilden wir mit Beibehaltung der obigen Bezeichungen das symme-

trische Product mit den unbestiminten Grossen 4, g, v, .
I ug + v, + pwy + «-- )

und entwickeln dasselbe nach A g, ...., so geben die Coefficienten eine
Reihe von Functionen @ mit den gewiinschten Eigenschaften, also ein
Divisorensystem einer Potenz von D,. Schon die bedeutende Anzahl der
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hierbei auftretenden Functionen zeigt, dass das System im Allgemeinen
stark reducirt werden kann; die Anzahl der notwendigen Functionen wird
hochstens gleich » 4+ 1 werden.(") Zu bemerken ist, dass an die Stelle
des Factors u, + M, + pw, + . ... jeder andere gesetzt werden kann,
dessen Verschwinden dasjenige von w,, v,, w,,.... nach sich zieht; es
ist moglich, durch passende Wahl der Elemente von w', .4/, + mo', + ...
die Anzahl der Factoren zu verringern und damit die Ausfithrung der
Berechnung zu erleichtern. So wird es sich im Allgemeinen empfehlen,
nicht die Differenzen x, — », selbst, sondern ihre Quadrate fur u,, v,,....
zu benutzen.

Fur die Modulsysteme (z, — «,), welche die einzigen Divisoren erster
Stufe sind, ergiebt sich das hekannte Resultat, dass D, die Discriminante
4 der Grundgleichung

(@—a)r—a) - (e—a)=a"—f2" " +f" "~ £ =0

als Factor enthdlt, folls & nicht symmetrisch ist.

Fur die Modulsysteme zweiter Stufe giebt es zwei verschiedene Typen:
einmal kann ein solches durch zwei Paare gleicher Wurzeln, ferner auch
durch ein Tripel gleicher Wurzeln hervorgerufen werden.

Im ersten Falle wire das Product

(Px) ”[(T‘x - mg)’ + Z(wsci.'_ w{),]
im zweiten Falle das Product
(Pg) ”[(mx - wz)I + Z(mx — ws)’]

zu entwickeln. Weil nun aber in diesen Producten je zwei Factoren
einander entsprechen: (w, + Av,) und (v, 4+ Au,), und-die Multiplication der-
selben

Q) (Hae + A’ + vo*} + Pu,v,)

ergiebt, so kann, da hier wie bei allen Formen nur die Coefficienten von
Wichtigkeit sind, das Glied mit 4> weggelassen und der Coefficient von A
durch #, 4+ v, ersetzt werden; denn

(Q,) e + Afus + v

(*) KrONEOKER, a. a, O. 8, 37.
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giebt durch sein Verschwinden genan dasselbe, was (Ql) ergiebt, dass
namlich #, und v, gleichzeitig Null sein miissen. Wir erhalten somit
P) (e, — ), — @) + i{m, — o) + @&, — )]
®,) 0@, — ), — o)+ 2@, —a) + @ — )]
Noch einfacher wird die Form durch die Wahl anderer u,, v,, .z. B.
®,) i, + 2z, — 2, —a) + Mz, + 2, — 2, —2,)’]
P, m(2», — z, — 2,)* + 2w, — z, — )7
Aus dem ersteren kann man fir # = 4 das System ableiten
Q= + &, —w, —2)e, +2, — 2, —2)(2, +2, — 2, —2,)
O, =, ra,—a, —a)z, +ov, —&, —a)+ (x, +o, —2, —x ), +2,—2,—z)+
+(z, + =, —2, — 2, )z, + ¥, — v, — 2,),

aus dem zweiten fior » = 3 das System

¥ =22, — v, — 2 )22, — 2, —2,)2, —2, —x,)

¥, = (22, —x, — 2,)(2¢, — 2, — 2,) + (v, — v, — 2,)(22, — &, —2z,) +

+ Qr, — », — 2))(82x, — @, — 2,);

beide konnen dann far die folgenden Bildungen bei n > 4 oder n > 3
benutzt werden:

@) e, + 10,
®",) my, + 17,

Auf weitere in diese Untersuchung gehorige Verhaltnisse werde ich an
einer anderen Stelle genauer eingehen, so dass ich hier davon abbrechen
darf. Nur einen Punkt will ich noch hervorheben.

Bilden wir die Gavrois’sche Resolventengleichung, welche auch kurz
(entgegen der von SerrEr und Jorpan benutzten Nomenclatur) als eine
Galois'sche Gleichung bezeichnet werden mag, so ist die Gruppe derselben
gleich Eins. Die Discriminante D, enthalt deswegen alle iberhaupt nur
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moglichen Divisorensysteme und dabei cin jedes in der hochst moglichen
Potenz. Wahlen wir fur die nl-wertige Function y, einé der von mir{’)
angegebenen Bildungen mit unbestimmten Exponenten

o B v e
Y = Mg dy- « - Wy

dann zeichnen sich die Resultate durch besondere Einfachheit und Uber-
sichtlichkeit aus. Die Differenzen y, — y, enthalten je zwei Glieder,
deren gemeinsame Factoren weggeworfen werden konnen. Somit treten
unter den Differenzen, welche zu Substitutionen eines bestimmten Typus
gehoren, verschiedene einfache, charakteristische Bildungen auf, in welche
nur die bei den Wurzelgleichheiten (A; § 1) erscheinenden x eingehen.
So erh#lt man in den beiden von uns besprochenen Fillen der Divisoren-
systeme zweiter Stufe

(P,1V) 17 (s — aal),

(P,T) ()" — ay'ay);

man erkennt, dass durch das Verschwinden von # solchen Producten Be-
zichungen von der Form % = z% constituirt werden, und dass demnach
eine passend gewihlte (n 4 1) Function desselben Typus hieraus den
Schluss #, = , u. 8. w. ermoglicht.

Die Potenz, in welcher ein Divisorensystem, falls es das darzustel-
lende Gebilde einfach liefert, als Factor von D, auftritt, ist aus der Be-
trachtung der Gruppe leicht zu bestimmen, sobald man die gesammte
Tabelle (C) als vorliegend ansieht; dagegen wird die Feststellung der
Anzahl schwieriger, wenn nur die erste-Zeile von (C) nimlich &, als
bekannt gilt. Fur den einfachsten Fall, fiir den Factor 4, ergiebt sich
jedoch auch hier sofort als Exponent

pli nn — 1) — gl;

fur den Fall von drei einander gleichen Wurzeln habe ich die Frage
gleichfalls erledigt;(*) es lohnt sich jedoch nicht auf weitere Unter-
suchungen derselben einzugehen.

(%) Substitutionentheorie.  31.
(*) Journal f. reive u. angewandte Mathematik. B. XC; S. 164, ff.
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Wiaren wir statt von einer allgemeinen von einer speciellen Gleichung
n'" Grades ausgegangen, so hatte es sich ereignen konnen, dass einige
oder auch wohl alle Gattungen ganzer Functionen der Wurzeln einen
gemeinsamen Teiler, der vorher bei allgemeinen Gleichungen constatirt
wurde, nicht mehr besitzen. Diesen Fall wollen wir eingehender unter-
suchen. Um von der allgemeinen Gleichung

1) 2t — flmn—-l + fgwn--—z_ ek fa=(w _ml)(ag — ) (2 — #g) = 0

zn einer beliebigen speciellen zu kommen, ist die Adjungirung einer ein-
zigen Gattung @, ihrer Wurzeln notwendig und hinreichend. Die so
modificirte Gleichung wollen wir mit (1) bezeichnen. Genau genommen
kommen wir dabei aber nicht zu einer einzigen, sondern zu einer ganzen
Classe von Gleichungen, und von einer solchen gelten die nachstehenden
Untersuchungen. Substitutionentheoretisch hat die Adjungirung den Effect,
dass bei allen weiteren an (1’) gekniipften Betrachtungen nur diejenigen
Substitutionen angewendet werden diirfen, welche zu der Gruppe G, von
@, gehoren, da jede zu @, gehdrige Function y, ungedndert bleiben muss.
Wahlt man als zu behandelnde Gattung der Wurzeln z,, #,, .. .., z, von
(1) die Gattung J”,, so gehdren zu dieser in dem Bereiche (8, f,,-...,f.)
nur diejenigen Substitutionen der Gruppe von /"), welche gleichzeitig in &,
vorkommen. Wir konnen daher in diesem Falle /", durch @&, =7", +u®,
ersetzen und bewirken hierdurch, dass die Gruppe G', von &', eine Un-
tergruppe von (7, wird. Der Quotient der Ordnungen von G, und &,
sei p; dann besitzt jede Function g, der Gattung &', innerhalb des Be-
reiches (®,; f, fo----> 1) gerad‘e o conjugirte Werte o', ', . ... ¥,
und der im zweiten Paragrafen aufgestellten Tabelle (C) entspricht hier
eine Tabelle (C)), welche in p Zeilen alle Substitutionen von G, und
zwar in der ersten derselben alle Substitutionen von &' enthalt.

Die Untersuchungen des ersten Abschnittes zeigen, dass die Discri-
minanten D, aller Functionen y der Gattung &' nur dann einen gemein-
samen Teiler, eine »Gattungsdiscriminante» besitzen,(') wenn es Transposi-

(') Von gemeinsamen Zahlenfactoren ist abgesehen. Alle Kreisteilungsgattungen be-
sitzen durch p teilbare Discriminanten; diese gelten nicht als Gattungsdiscriminanten im
eigentlichen Sinne.
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tionen giebt, welche in | aber nicht in &', vorkomnen, also in (C)
ausserhalb der ersten Zeile.

Haben wir uns demnach die Aufgabe zur Losung vorgelegt: Es
sollen alle Gattungen &, gefunden werden, fiir welche es Gattungen ohne
Gattungsdiscriminante giebt, — so lasst sich diese jetzt auch folgender-
mussen forihuliren: Es sollen alle Gruppern G, gefunden werden, bei denen
gewisse Untergruppen &', genaw dieselben Transpositionen umfassen wie G,.

Wir teilen hier die Untersuchung, um einen ersichtlichen Fall sofort
zu erledigen. G, mdge dberhaupt keine Tramspositionen wmfassen. Dann
enthdlt keine Gattung der Wurzeln einer hierdurch Dbestimmten Gleichung eine
Gattungsdiscriminante.  Und umgekehrt: Wenn keine Gattung der Wurzeln
eimer zu (&; 1, T,y ... .,f) gehorigen Gleichurng eine Gattungsdiscriminante
besitat, dann kommen in G, keine Transpositionen vor. Der einfachste Fall
dieser Art ist der, in welchem @, die alternirende oder eine unter ihr
enthaltene Gattung darstellt; dasselbe ereignet sich bei der cyklischen, der
metacyklischen, der halbmetacyklischen Gattung; ferner bei jeder primi-
tiven Gruppe, deren Ordnung < #! ist, u. s f..

Zweitens betrachten wir den Fall, dass G, Transpositionen besitat.
Kommen diese nicht simmtlich in G’, vor, so treten in die Discriminante
D, als Factor einer oder mehrere der in (&,; f,, f,,....) irreductiblen
Teiler, in welche 4 bei der Adjungirung irgend einer nicht symmetrischen
Gruppe G, zerlegt wird. Ware namlich 4 nach der Adjungirung irre-
ductibel geblieben, so giabe es in &, eine Substitution, welche (z,— x;)°
in (x, — ;)" umwandelt, wobei a, B; 7, ¢ beliebige Indices der Reihe
1, 2,....,n sind; diese Substitution sel { =.... a2, .. .. 2m; . ... Ist
jetzt o = (x,x;) eine von den der Voraussetzung gemiss vorhandenen
Transpositionen von @, so enthalt diese Gruppe auch ¢{~'of = (z,4,), d. h.
alle Transpositionen, und sie ware sonach gegen die Annahme mit der
symmetrischen Gruppe identisch. Potenzen solcher Factoren von 4 tiber-

nehmen hier also die Rolle der Gattungsdiscriminante.

Wir fragen weiter, unter welchen Bedingungen, in dem Falle dass
¢, Transpositionen besitzt, genau dieselben auch in G, vorkommen, wann
also fiir @, keine Gattungsdiscriminante besteht. Wir wollen bei der
Untersuchung hieritber annehmen, dass (1°) irreductibel sei; wir beschran-
ken uns also, nach der Kroyecker'schen Terminologie, auf die Adjungi-
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rung »eigentlicher Gattungeny; nach der Cavcay’schen auf die ytransitiver
Gruppeny. ' : ‘

Dann lasst sich sofort constatiren, dass G, eine imprimitive Gruppe ist.
Denn eine primitive Gruppe, welche Transpositionen besitzt, wie dies bei
¢, zutrifft, muss symmetrisch sein. (Vgl. Substitutionentheorie § 74).

Aus diesemn ersten Resultate folgt weiter (ibid. § 222), dass (1) das Re-
sultat der Elimination einer Grosse x' aus zwei algebraischen Gleichungen ist:

.‘/l(x; w”; fn fza""af")z 01 g"(w"; fn fw""af") = 0.

Sollte ¢, (x, 2”) == 0 im Gebiete (’; §,, f,»....) poch imprimitiv sein, so
kann man dicse (leichung als Eliminationsresultat von .« aus den beiden
Gleichungen

’

gle; &5 &5 §,0000) =0, g " §,eee ) =10

auffassen.  Wir wollen, um den Abschluss, der sich ja cinstellen muss,
sofort herbeizufilhren, ¢ als primitiv anschen.  Dann erscheint (1) als
Resultat der Elimination von «x', »” aus

@) gl o & ) =0, g@5 L L) =0, Y@L, ) =0

in der Form
kA

(‘4) l[ l[.‘](’v; -Ulaﬁ; ‘v”a; fxa e ') =0
a=1g=1

17 17

Hierbei bedeuten r”, x”,;... “ sawmmsliche Wurzeln von g'(x") = 0;
ferner ¥',;, #'4,.... %, simmtlichc Wurzeln von ¢'(z’; #”,) = 0. Endlich
wollen wir mit 2,5, #£g,.... 2,5 die Wurzeln von glr; o« 2”,) = 0
bezeichnen.

Die zu (1’) resp. (4) gehorigen Substitautionen ordnen wir nunmehr
in cine Tabelle ein, deren erste Zeile alle diejenigen enthalten soll, durch
welche die beiden ersten Indices nicht berithrt werden; die einzelnen
Cyklen sind bei ihuen von der Form (#,u#,su. ... #,5,). Diese Substitu-
tionen werden crlangt, wenn man die k.4 cinander dhnlichen Gruppen
aufstellt, welche zu den Gleichungen

gle; ¥as; @0 §,,00 ) =10 (xa=1,2,---+k; =1 2,----2)

gehoren; diese seien /), /3,,...., 1, .... Die erste Zeile unserer Tabelle

enthalt dann die Gruppe (!}, 14 .. 1 osy....) = H.
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Um die zweite Zeile zu bilden multipliciren wir H mit irgend einer
nicht der ersten Zeile enthaltenen Substitution. In Folge der Imprimi-
tivitit vertauscht diese Substitution Systeme von Wurzeln, welche durch
diec beiden ersten Indices charakterisirt werden; dieselbe Vertauschung der
Systeme findet dann fur die ganze Zeile statt. Hieraus ist zu erschen,
dass nur die erste Zeile der Tabelle Trauspositionen der Wurzeln 2 ent-
halten kann. Die ecinander #hnlichen Gruppen /,,...., [}, missen somit
Transpositionen besitzen; sie sind primitiv, folglich sind sie auch symme-
trisch: demnach ist g(x) = 0 eine allgemeine Gleichung.

Nach dieser Zurechtlegung der imprimitiven Gruppe G, kehren wir
zu den obigen Untersuchungen zuriick und ersehen jetzt ohne Schwierig-
keit das Schlussresultat. G’, muss alle Transpositionen der ersten Zeile,
d. h. die gesammte erste Zeile selbst umfassen; enthalt @, ferner eine Sub-
stitution irgend einer Zeile der Tabelle, so umschliesst ¢/, die ganze Zeile;
&', soll eine Untergruppe von @, sein und darf demnach nicht alle
Zeilen der Tabelle enthalten. Das heisst:

Um simmtliche Gruppen G, aufzustellen, welche mit gewissen Unter-
gruppen G alle Transpositionen gemeinsam haben, bildet man eine Reihe von
irreductiblen Gleichungen

’ V) » ’ )
g(m,W,w",“-',wv;f1,~'-',fn)=0, 9(;0" x”.._..’m(y;f-l-,...."fn)zo’
o, ¢ Y ),

g”(w",""awu’Tl*”"vf"):O)"" g(y(wu7f1v""7f")=07

deren eiste eine allgemeine Gleichung in x mit den willkirlichen Parametern
@y &y, st eliminirt aus ihnen diese Parameter wnd bildet G, als Gruppe
der resultirenden Gleichung; &', erhdlt wman, wenn man den Gleichungen
g =0, 9" =0,....,9° = 0 belichige Gattungen ihrer Wurzeln adjungirt.

Der § 73 meiner Substitutionentheorie zeigt, wic man auf rein sub-
stitutionentheoretischem Wege die fraglichen Gruppen construiren kann.
Das einfachste Beispiel bietet sich bei den Gleichungen vierten Grades
dar. Nimmt man g und ¢ vom zweiten Grade, so findet sich das Re-
sultat: Jede durch Quadratwurzeln lisbare Gleichung vierten Grades besitzt
eine Gattung vierwertiger Functionen der Wurzeln, fiir welche keine Gattungs-
discriminante besteht. Es ist dieser Ausspruch eine Ubersetzung des Satzes,
dass alle Transpositionen der Gruppe

‘Gl = [11 (zlwﬂ)’ (mﬂ{v4)’ (mlwi)(mﬂmA)? (-mlm:'!)(xzmd)7 ($‘m4)<232w3), (;clw3m2w4)’ (wlmAtw%w:i)]

Acta mathematica. 1. 50
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auch in der Untergruppe

G’l = [17 (wlm2)’ (m(%m‘), (mlmg)(msw‘,)}

auftreten. Weitere Beispiele lassen sich leicht bilden.

§ 6.

Alle die Auseinandersetzungen des vorigen Paragrafen, welche sich
auf Transpositionen bezogen und in ihren Resultaten Eigenschaften der
Gattungsdiscriminanten nachwiesen, konnen ohne besondere Modificationen
auf den Fall erweitert werden, dass wir Substitutionen von bestimmten
anderen Typen betrachten. So sieht man z B.: Enthdlt G, wberhaupt keine
Substitutionen des Typus

(w,2,2,) oder (x,2,)x,x,),

so besitzt keine Gattung &', von Wurzeln einer zur Classe (85§, §55--e) 1)
gehorigen Gleichung Divisorensysteme zweiter Stufe, welche den Discriminanten
D, aller I'unctionen y'| der Gattung gemeinsam wdren.

Kommen alle Substitutionen eines bestimmten Typus, welche in G, ent-
halten. sind, auch in der Untergruppe G', wor, so besitzen die Discriminanten
von Functionen der Gattung &', kein Divisorensystem gemeinsam, welches aus
den Substitutionen jenes Typus entspringt.

Ein allgemeines hierher gehoriges Theorem leiten wir auf folgende
Art ab: Wir verstehen unter ; eine zur Garois’schen Gattung gehorige
Function bei einer allgemeinen Gleichung #*" Grades, so dass fur y die
Maximalzahl von Werten #! = N besteht. Auf die Reihe

(P) Tis Vo s s Ty

dieser Werte wird die Gruppe simintlicher Substitutionen von x,, x;,....,%,
angewendet, und jede der hierdurch hervorgerufenen Gruppirungen der y
als einc Permutation der Elemente j gegentuber der Anordnung (/') be-
trachtet. Die so entstehenden Substitutionen bilden eine Gruppe X der
Ordnung N = xl, welche der Gruppe S aller Substitutionen unter den z
einstufig isomorf ist. Jede Substitution von ¥ setzt alle Elemente 7 um;
ferner ist eine jede regular (Vgl. Substitutionentheorie § 89). Die Sub-
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stitutionen, welche Divisorensysteme von moglichst niedriger Stufe hervor-
rufen, haben demnach die Form (r,7,)7,7,) .- .. (r,_,7,) und die Diviso-
rensysteme sind somit von der Stufe 3 N = }nl. »

Es giebt Classen von Gleichungen der Grade w!, deren Gattungen als
Divisorensysteme der Discriminanten nur solche der Stufe 3n! oder solche
von hoherer Stufe besitzen.

Als Beispiel wahlen wir den Fall #=3. Dann wird ¥ dic Sub-
stitutionen '

L ) srdsrs)y rd)ars)are) ye)7ers Xras)
(n7srs)rarsr s (st areds)

enthalten; setzt man y = x,2,” und nimmt man
2 + e —c, =0

als diejenige Gleichung, deren Wurzeln z,, x,, », sind, so wird die Glei-
chung sechsten Grades fur y dic folgende scin:

76 + 363;’5 + (6(‘32 + 623)7“ + (7633 + 2(59303))’8 + 632(6632 + 623)r2 + 365{57 + 636 —_ 0

Sie hat also die Eigenschaft, dass dic Discriminante jeder beliebigen Func-
tion ihrer Wurzeln von Divisorensystemen erster und zweiter Stufe frei ist.

Die nachstehende zweite Methode fuhrt zu #hnlichen Resultaten. Wir
nehmen y, als eine beliebige Function p' Ordnung, welche zu der belie-
bigen Gruppe &, gehdren moge. Die p Werte von y, sollen

(Y) Yoo Yoy Ugst o5 Yp

sein. Wir setzen voraus, dass p > 2 angenommen werde. Auf die Reihe
(Y) wenden wir alle Substitutionen der alternirenden Gruppe 9 von
Xy, Tyyoo-.,%, an. Ist G, eine Untergruppe von 9, so liefert die An-
wendung von ¥ auf y, nur die Halfte aller Werte dieser Function

(Y’) Yy Yoo :’/3;""1?/£;

2
ist G, dagegen nicht in der alternirenden Gruppe enthalten, so bekommen
wir aus y, alle p Werte (Y). Je nachdem der eine oder der andere
dieser beiden Falle eintritt, erhalten wir durch die Anwendung vou
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auf (Y') resp. (Y) cine transitive Gruppe 4 von ‘g oder von p Elementen.

Es ist 4 von der Ordnung in! und einstufig isomorf zu U; denn zwei
von cinander verschiedene Substitutionen von 9 missen verschiedene Sub-
stitutionen von A4 hervorrufen. Weil ferner ¥ einfach ist, so kann auch
A nicht zusammengesetzt sein. (Substitutionentheorie § 88.)

Wir unterscheiden nun die beiden Fille, ob 4 primitiv oder impri-
mitiv ist. Im ersteren darf; falls p eine gewisse von p abhingige Grenze
uiberschreitet, 4 keine cyklische Substitution einer Primzahlordnung ent-
halten, welche kleiner oder gleich p ist: denn sonst ginge (a. a. O. § 74 ft.)

A in die alternirende oder die symmetrische Gruppe der g resp. p Ele-

mente ¥,, ¥,,....,Y, Uber, was wegen der bekannten Satze tiber dic Grosse
von p in Beziehung auf » nicht maoglich ist.

Hinsichtlich des Falles einer imprimitiven Gruppe 4 erinnern wir
uns an einen Satz (a. a. O. § 84, Zusatz II), welcher in der correcten
Fassung folgendermassen lautet: Jede imprimitive Gruppe ist zusammen-
gesetzt, falls sie von der Einheit verschiedene Substitutionen besitzt, welche
die einzelnen Systeme der Imprimitivitat ungeiindert lassen. Nun ist 4
cinfach, und somit darf dicse Gruppe keinc Substitutionen enthalten,
welche lediglich die Elemente der cinzelnen Systeme unter cinander um-
setzen. Es durfen demnach in A @tberhaupt keine cyklischen Substitu-
tionen von Primzahlordnung vorkommen, weil diese gar nicht Elemente
verschiedener Systeme enthalten konnen.  Hieraus crhellt: Die Classe der
durch A charakterisirten Gleichungen des Grades %p oder p und der Ord-
nung yn! enthdlt nur solche Gattungen wvon Wurzeln, deren Discriminanten
keine Divisorensysteme besitzen, welche aus einer cyklischen Substitution der
Primzahlordnung g <p entspringen; p ist dabei eine von p abhdingige Zall,
die mindestens den Wert 3 hat.

Dass wir bei der Durchfilhvung ahnlicher Untersuchungen zu #hn-
lichen Resultaten gelangen konnen, mag folgendes Beispicl zeigen.

Die Wurzeln von

at—eat e —cw e, =0
selen &), 2, ¥, r,. Wir sctzen
Yo == @y, Yy =By, Yy = RX Y= XL Y == LR, Y = b,
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und wenden auf die x die symmetrische Gruppe dieser vier Elemente an.
Dadurch werden 24 Substitutionen unter den y,, y,,....,y, hervorgerufen,
welche eine zur symmetrischen Gruppe § von «,,....,x, einstufig isomorfe
Gruppe X bilden. Diese umfasst die folgenden Substitutionen

L WY )UsYa), WY)W Ye)s (13 YsYe)s ¥ ¥as),
1Y) Wa¥e)s WU WeY0)y YY) YaYs)s WY )WaYs)s ¥a¥e)(¥:.),
YY) YY)y WYY U YY)y Y Ys¥e¥s)s Uy Y YsYsYs),
0939969 s )Y¥e)s Y)Yl WYY )YaYsYs)
ARRBCRRNORERN USRI CRAR R UX/AN
WY YY) Ys)y WYY Y)W Ye)y (YiYi¥Ys)Yes)-

Dic Gleichung sechsten Grades, deren Wurzeln g, ¥,,....,y, sind, lautet

y®— 3e,y® + (Ze, + 3¢, )t + (deje, + ¢+ (— de, Foege, F 6,7+ 2e,e )yt
— (80c, + 4c,e, — e By + (B2¢, — Teye, — ¢ — c0,® + cpe,e,) = 0;

die Gruppe derselben ist Y. Aus der Beschaffenheit ihrer Substitutionen
geht hervor, dass keine Gattung der Wurzeln y existirt, fiir welche die
Discriminanten der zugehorigen Functionen einen Teiler oder auch ein
Divisorensystem dritter oder funfter Stufe gemeinsam hiitten,

§ 7.

Fur die nun folgenden allgemeineren Entwickelungen sind einige
teils bekannte, teils leicht zu beweisende Hiulfssitze notig, welche hier zu-
sam méngestellt werden sollen:

I. Gehoren zu ciner Gruppe G alle Substitutionen eines bestimmten
beliebigen Typus, so ist G entweder die alternirende oder die symme-
trische Gruppe.

II. Jede Gruppe, welche nicht unter der alternirenden steht, ist zu-
sammengesetzt; diejenigen ihrer Substitutionen, welche in der alternirenden
Gruppe vorkommen, bilden ecine auscezeichnete Untercruvne mit 2 als
Factor der Zusammensetzung.
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II. Wendet man auf cine beliebige Function ¢(x,, ,,....,x,) alle
Substitutionen der z an, so entsteht unter den p Werten ¢, ¢,,...., ¢,
eine transitive Gruppe.

IV. Entsprechende Substitutionen isomorfer Gruppen besitzen gleiche
Ordnung.

V. Ist eine Gruppe einfach oder zusammengesetat, so ist jede ihr
isomorfe Gruppe gleichfalls entsprechend einfach oder zusammengesetat.

VI. Jede isomorfe transitive Gruppe /" von G entspricht einer Unter-
gruppe H von G derart, dass der Grad von I’ gleich dem Quotienten aus den
Ordnungen von G' und H ist. Ist also z B. @ die alternirende Gruppe von
Tyy Lyy« -+, T, 80 ist I' von einem der Grade 1, n, n(n —1),....

Wir bezeichnen nun durch % und € die alternirende und die sym-
metrische Gruppe der » Elemente x,, ,,...., %, Esselen g, ¢, ... ., ®,
die p Werte eciner rationalen ganzen Function ¢(z,,....,2,). Wenden
wir alle Substitutionen von ¥ oder von & auf die Reihe ¢, ¢,,...., ¢,
an, dann kann man die hervorgerufenen Umstellungen als Substitutionen
unter den ¢ deuten; die so entstehenden Gruppen seien entsprechend A
oder X; X ist transitiv in den p Werten ¢ (Hulfss. III). Kame in Y eine
Transposition 7==(g,p,) vor und diese entspriche (Hulfss. IV) der Sub-
stitution zweiter Ordnung ¢ = (v,)(xx,) .... in &, dann wiirden allen
Substitutionen ¢, #, #’,.... in 8, welche von demselben Typus sind wie
t, in ¥ Transpositionen 7, 7, 7”,.... entsprechen, da die Operationen s~s
und o¢7'zo cinander entsprechen. Lbenso wiirden ferner die Gruppen
G={t, ¢, t',....} und I'={z, 7, 7,....} cinander isomorf sein. Gemiss
Hulfss. I ist G alternirend oder symmetrisch, also /" entweder gleich A4
oder gleich X; da I' die Transposition (¢,p,) enthalt, ist sic zusammen-
gesetzt (Hulfss. II); demnach gilt dasselbe von G (Hilfss. V); also ist G = 8
und /'=23. Sobald eine transitive Gruppe /' eine Transposition enthalt,
ist sie symmetrisch, und sonach von der Ordnung p!. Wir haben also
ol =i, da X, § einstufig isomorf sind; folglich ist p = #, d. h. sobald
p>n wird, giebl es keine Substitution unter den x, welche p — 2 Werle
der p-wertigen Function ¢ gleichzeitig ungedndert liessen.

Es gilt ferner die bemerkenswerte Erweiterung dieses Satzcs: sobald
p > n ist, enthdlt X keine cyklischen Substitutionen, deren Ordnung eine Prim-
zahl ist. Dies beweisen wir folgendermassen: Wenn J' eine Substitution z der
¢ einer Primzahlordnung enthielte, und wenn unter ¢ dic entsprechende Sub-
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stitution unter den #, z,,....,z, verstanden wird, dann muss ¢ mindestens
einen Cyklus besitzen, welcher dieselbe Ordnung hat, wie z. Diese Ord-
nung sei g; ferner sei ¢ = (@, ....2)@,4,....).... In & giebt es die
Substitution ¢, = (7,2, ....2)(@,41....)...., welche aus ¢ durch Trans-
formation mit (x,x,) hervorgegangen ist. Ihr entspreche 7, in 2. Da
nun #, .t = (v,4,%,) wird, so muss 7,.7 ' eine Substitution dritter Ord-
nung sein, woraus folgt, dass z, r, gemeinsame Elemente haben, da sonst
7,. 77" von der Ordnung ¢ bleiben wiirde. Transformirt man ¢,¢'=(z,2,2,)
durch ¢ und seine Potenzen, so erkennt man, dass die erhaltenen Substi-
tutionen eine transitive Gruppe entstehen lassen, welche (z,z,#,) umfasst
und folglich die alternirende Gruppe A, der verbundenen ¢ Elemente
Z,y @y ....%, wird. Die entsprechende Gruppe 4, in ¥ enthalt hoch-
stens 2¢ — 1 Elemente. Sind die Elemente transitiv mit einander ver-
bunden, dann folgt aus Hulfss. VI, dass es nur ¢ sein koénnen und daraus,
dass auch die Gruppe 4, alternirend in ¢ Elementen ¢ ist und demnach
ein (p,¢s0,) enthalt. Die transitive Gruppe 3 umfasst (p,040,), enthalt also
die alternirende Gruppe der p Elemente ¢ und da endlich ¥ wie & zu-
sammengesetzt dagegen 4 wie U einfach ist, so wird ¥ symmetrisch, p!
wird = n! und o = n. Intransitiv kann A4, nicht sein, da jeder intransi-
tive Teil mindestens ¢ Elemente enthalten musste.

Als Zusitze ergeben sich: Sobald p > n ist, enthdlt X keine Substitution,
welche potenzirt eine cyklische Substitution liefert, deren Ordnung gleich einer
Primzahl wdre; ebensowenig eine Substitution von eimem der Grade 5 oder 7.

Die Schlusse, welche man aus diesen verschiedenen Sitzen auf die
Divisorensysteme von Discriminanten machen kann, sind so ersichtlich, dass
sie nicht aufgefithrt zu werden brauchen. Nur der erste und einfachste
sei hervorgehoben: Wendet man auf die o Werte Cry Pas v e oe s P, VON
¢(®,, @y ....,x,) alle Substitutionen der x an, so bestimmit die hierdurch
gebildete zur symmetrischen Gruppe der x isomorfe Gruppe der ¢ eine Classe
von  Gleichungen p** Grades; fir keine Gattung ihrer Wurzeln besitet die
sugehorige Discriminante Divisorensysteme erster oder zweiter Stufe.

Berlin d. 19 Januar 1883.




