ZUR THEORIE DER RAUMCURVEN.
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Einleitung.

Unter den Satzen, die von ebenen Curven gelten, sind schon seit
lange viele solche Satze bekannt, die von Constantenzhlungen abhangen, so
z. B. der Satz von der Anzahl von willkiirlichen Punkten, durch welche
man eine ebene Curve gegebener Ordnung legen kann, der CayLey’sche

h @tg—n—p+g—n—2)
2

Punkte von den Schnittpunkten einer Curve p*" und einer Curve ¢'" Ord-
nung gehen muss, weil sie durch die tibrigen geht, und viele andere.
Von den Raumcurven sind beinahe keine solchen Sitze bekannt. Die
wichtigsten sind die, welche Hareren (Comptes rendus, tom. 70, p. 380)
ohne Beweis vertffentlicht hat, nebst dem Satz von Brinr und NorrmER
(Mathematische Amnnalen, Bd. VII, p. 308) und dem Satz von NokTHER
(Mathematische Annalen, Bd. VIII, p. 510).

Erst in der neuesten Zeit haben mehrere Gelehrte sich wieder damit
abgegeben, solche Sitze von den Raumcurven zu finden. So hat Pro-
fessor SturM mehrere solche Sitze gefunden, die in dem »Report of the
british association 1881» verdffentlicht sind; und zwei Arbeiten von HarL-
pHEN und NoOETHER, die ohne Zweifel auch solche Sitze enthalten, sind
dieses. Jahr mit dem Steinerschen Preis gekront worden.

Die Absicht dieser Arbeit ist auch solche Satze zu finden. Sie ist
anfangs im Jahre 1881 als Doctordissertation (') an der Kopenhagener

Satz, dass eine Curve #'" Ordnung durc

(") Unter dem Titel: Bidrag til Rumecurvernes Theori.
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Universitat geschrieben, hier aber bedeutend erweitert und uingearbeitet.
Der erste Abschnitt enthalt die Satze, die als Grundlage meiner Unter-
suchungen tber die Raumcurven dienen. Von diesen.sind mehrere wohl-
bekannt, namlich die Satze (4), (5), (6), (7) und zum Theil (18), (19).
Fur den Satz (4) habe ich den Beweis mitgegeben. Dieser Satz giebt
an, unter welchen Bedingungen eine Curve, die durch das vollstandige
Schnittpunktsystem zweier anderen Curven geht, noch jede von diesen
Curven in einem vollstandigen Schnittpunktsystem schneiden muss. Der
Beweis fiir diesen Satz ist zuerst von Norrner (Mathematische Annalen,
Bd. VI, p. 351) gefuhrt. Meinen Beweis habe ich hier mitgegeben, weil
er sich nur auf Constantenzihlungen stiitzt, und ich nicht glaube, dass
ein solcher Beweis frither gefthrt ist.

Dagegen habe ich mich begntigt auf die Beweise der Herrn BriLL
und Norraer fiur die Satze (5), (6), (7) hinzuweisen, da diese Beweise mir
einfach scheinen, und sich nur auf den Satz (4) stiitzen. Von den nicht
vorher bekannten Satzen findet im Folgenden der Satz (11) viele An-
wendungen, und ich will darauf aufmerksam machen, dass der Satz (12)
eine Umkehrung des oben angefiihrten Cavrey’schen Satzes enthilt.

Der zweite Abschnitt handelt von der Darstellung der Curven. Hier
habe ich nach dem Vorgang von Cavirey in »Comptes rendusy, tom.
LIV. p. 55, die Raumcurven als Raumgebilde dargestellt, die Punkt fur
Punkt ebenen Curven entsprechen, was ich wie CavLey mittelst Kegeln
und Monoiden — Flachen %" Ordnung mit einem (m — 1)-fachen Punkt
— erreiche.

Die Hauptsitze dieses Abschnittes sind:

Wenn man durch die Linien, die man aus einem willkitvlichen Punkt
a zu der Curve ziechen kann, die diese in zwei Punkten treffen (die Doppel-
strahlen), einen Kegel legt, so giebt es immer eine Monoide, deren Scheitel
in dem Punkt o liegt, welche den Kegel zum Unterkegel hat und die Curve
enthdlt. (*)
und

Wenh die Anzahl h der Doppelpunkte einer ebenen Curve n'" Ordnumg

(n — 2)(n — 3)
2

grasser als ist, ist jede ebene Curve Projection einer Raumcurve

(') Wenn die Gleichung der Monoide ¢Ym — a@m—1 =0 ist, nennt man ¢, den
Oberkegel, ¢n—1 den Unterkegel.
deta mathematica, 2. Imprimé 12 Avril 1883. 18
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w*" Ordnung; ist dagegen hguz(lb_f_sl, findet dieses nur statt, wenn die
Doppelpunkte so liegen, dass eine Curve (n— 4)" Ordnung durch einen
derselben gehen muss, weil sie durch die Wbrigen geht.

Der dritte Abschnitt behandelt die Lage der Doppelstrahlen, be-
sonders die niedrigste Ordnung, welche ein Kegel haben kann, der durch die
aus einem willkiirlichen. Punkt ausgehenden Doppelstrahlen. geht, sammt
die Frage, durch wic viele von diesen Linien ein Kegel gehen muss, weil er
durch die tubrigen geht. Ich will nur hier den einfachsten Satz anfihren:

Wenn eine Rawmcurve, c,, h=d— x scheinbare Doppelpunkie hat, kann
man immer durch die Doppelstrahlen einen Kegel m' Ordnung legen, der
wenigstens noch x Bedingungen erfiillen kann, wenn '

d

=m(m2+3)+(n——m_——2)_2(n—-m—3), n——2>mg(n;2)-

Wenn aber die Curven auf Flachen gegebener Ordnung liegen, finden
speciellere Satze statt. Der allgemeine hier angefiihrte Satz ist auch von
SturM gefunden (sieche den citirten report of the british association).

Der vierte Abschnitt handelt von den Schnittpunktenb der Curven
und der Flachen. Die Satze dieses Abschnittes sind wohl die wichtig-
sten der ganzen Abhandlung. Die Hauptsitze sind:

" Wenn man durch eine Raumcurve c,, die h scheinbare Doppelpunkte hat,

awei Flichen F, und F,, p* und ¢ Ordnung, legen kann, ist es mit

(p+q—4)n— ((”‘_—i)z(’”;i)—h) +1

Bedingungen equivalent,  dass eine Fliche F,_,_,, (p + q — 4)*" Ordnung,
c, enthalten soll, wenn F, und F, sich noch in einer unauflislichen Curve
Cpo—n SChneiden. ()

und:

Unter denselben Bedivigungen wie im wvorigen Satz, muss F,,,_, durch
einen der Schuittpunkte von c, und c,,_, gehen, weil sie durch die ibrigen
geht.

Dieser letate Satz ist dem angefihrten CayrLry’schen Satz von ebenen

Curven analog.

(") Vgl. Satz (6) von STuEM in dem report, und den oben citirten Satz von NOETHER.



Zur Theorie der Raumcurven. 139

Auch finden sich in diesem Abschnitt unter andern Resultaten die
meisten von den Satzen, die Harpuex in »Comptes rendus», tom. LXX
verdffentlicht hat. '

In dem 5** Abschnitt finden sich Sutze, die davon handeln, wie
viele  Bedingungen Raumcurven erfiullen konnen, die auf verschiedene
Weisen definirt sind. Die Resultate dieses Abschnittes sind nicht viele
und meistens bekannt; neu sind wohl nur die Resultate meiner Unter-
suchungen iiber, wie viele Bedingungen Curven erfiillen konnen, die auf
Flachen gegebener Ordnungen liegen. Ich hoffe aber, dass die Unter-
suchungen selbst, und die Versuche itber die bekannten Resultate hinaus-
zuschreiten nicht ohne Interesse sind. Die meisten Versuche sind auf den
geringen Kenntnissen, die man von der Lage der Doppelpunkte der ebenen
Curven hat, gescheitert.

Kopenhagen, October 1882.

Finleitende Scdtze,

Im Folgenden wird man immer einen Kegel oder eine ebene Curve
%" Ordnung ¢, nennen; es muss dann aus dem Texte gesehen werden, was
gemeint wird. Ebenfalls nennt man eine Raumcurve #* Ordoung c,,
eine Flache #*" Ordnung F, und eine Flache #*" Ordnung mit einem
(n — 1)-fachen Punkt M,_,. Die letztgenannte Flache wird eine Monoide
genannt, und der (» — 1)-fache Punkt ihr Scheitel. Wenn nichts anders
gesagt wird, wird vorausgesetzt, dass alle Kegel und Monoiden ihre
Scheitel in demselben Punkte haben. Es werden hier als einleitende
Satze mehrere Satze angefithrt, die zum Theil wohlbekannt sind, weil
man sie im Folgenden immer braucht.

1) Wenn eine Curve ¢, durch alle Schnittpunkte a von zwei andern
Curven ¢, und ¢, geht, und ¢, noch ¢, in allen ihren Schnittpunkten
f mit einer ¢, , schneidet, wird ¢, auch von ¢, in allen ihren Schnitt-
punkten y mit einer ¢, , geschnitten, wenn ¢, nicht von zwei Curven
¢, ‘und ¢, zusammengesetzt ist, durch deren Schnittpunkte ¢, geht. Es
wird -vorausgesetzt, dass ¢, weder ¢, noch ¢, enthalt.
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Dass ¢, durch die st zusammenfallenden - Punkte geht, worin ¢,
und ¢, in einem Punkt, der s-fach auf ¢,, #-fach auf ¢, ist, einander
schneiden, wird sagen, dass ¢, in diesem Punkt sowohl ¢, als ¢, in st
zusammenfallenden Punkten schneidet.

Solche Punktgruppen wie a, £, y werden. vollstandige Schnittpunkt-
systeme zweier Curven genannt. o und 3 bilden zusammen das vollstandige

Schnittpunktsystem von ¢, und ¢,. Es ist immer gleich np_(_l”:_l)%ig_)

Bedingungen, dass ¢, durch « und B gehen soll.
Wir nehmen zuerst an, dass #=>p +¢. Man kann dann eine Curve
(g—1)(g—2)
2

¢u_p durch g(n —p) — willkitrliche Punkte von ¢, legen.

Geht nun ¢, durch @ und B, und kann man sie nicht durch mehr

als g(n — p)—(—q—:-l—)z(glv_—gz willkiirliche Punkte von ¢, gehen lassen, miis-

sen ihre tibrigen Schnittpunkte mit ¢, auf einer Curve ¢,_, liegen; denn
durch so viele Punkte kann man eine Curve ¢, , legen, und ¢, , und
¢, bilden zusammen eine Curve ¢,. Lusst man aber ¢, durch mehr als

q(n — p)_(Q_'“_l);q—.__—z_) willkiirliche Punkte von ¢, gehen, muss sie ¢,

enthalten. Denn lasst man ¢, durch k¥ weitere Punkte von ¢, gehen, ist
sie vollkommen dadurch bestimmt, dass sie durch

n(n +8) (p—ND(p—2)

—1)(g—2
Y =L =

willkirlich gegebene Punkte gehen soll. Da aber eine Curve ¢, ,, die
durch B geht, auch durch eben so viele willktirliche Punkte gelegt werden
kann, wird also ¢, in diesem Fall von ¢, und ¢,_, zusammengesetzt sein.
Ahnlicher Weise schen wir, dass der Satz auch Gultigkeit hat, wenn
n < p+ g, indem wir zeigen, dass wir eine Curve ¢n, die durch a und

B geht, nur durch (""—p)(nz_p +3) willkarliche Punkte von ¢, legen

konnen. Der Beweis wird ganz wie im vorigen Fall gefiithrt.
2) Eine Curve ¢, ist nur den Bedingungen unterworfen durch- die
Schnittpunkte von zwei Curven ¢, und ¢, zu gehen (¢ < #), von denen ¢, in
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einem Punkte @ einen s-fachen Punkt hat, und ¢, cinen Punkt, der wenig-
stens s-fach ist. ¢, muss dann auch im Allgemeinen in @ einen s-fachen
Punkt haben, und wir kdnnen zeigen, dass von den s(s-—1) ersten dem @ und’
einander benachbarten Punkten [(s— 1) auf jedem Zweig von ¢, genom-
men], durch welche ¢, nicht nothwendig gehen muss, weil sie durch die

s(s— 1)
2

Schnittpunkte von ¢, und ¢, geht, durch die ubrigen bestimmt

sind. Wir werden die dem @ auf ¢, benachbarten s Punkte s, nennen,
die diesen benachbarten Punkte s,, u. s. w.

Von s, kann man nur einen Punkt willkiirlich wahlen. ¢, kann

nimlich nur durch @ =4+ V=0 %3 wijjkarlich gewahlte Punkte ge-

legt werden; wenn 2 von den Punkten s, willkiirlich gewahlt wiren,
wiirde sich ¢, in ¢, und eine ¢, ., die durch @ ginge, auflosen. Denn

¢, konnte nur noch durch (n — 4)(”2“ ¢+ 3 _ 1 willkirliche Punkte gelegt

werden, und eine ¢, ., die durch ¢ ‘ginge, wirde mit ¢, zusammen

eine ¢, bilden, dic alle gegebenen Bedingungen erfullte und noch durch

(n—qg)n—q+3)
2

eben dieselbe Weise sieht man, dass nur 2 von den Punkten s, will-

karlich ‘gewihlt werden konnen, wenn'die Punkte s, bestimmt.sind. Denn

wihlte man 3 Punkte 8‘2 willktirlich, kdnnte ¢, nur noch (”“9)(”/2—q t3)_ g

Bedingungen erfiilllen, und eine "gpn_q, von der a ein Doppelpunkt wire,
konnte eben so viele Bedingungen erfillen, so dass ¢, von einer solchey
¢n, und ¢ zusammengesetzt sein. miisste. Ks ist auch leicht zu sehen,
dass wenn % — ¢ > 1, wirklich 2 von den Punkten s, willkirlich gewahlt
werden konnen; denn sonst miisste ¢, sich in ¢, und eine @n-qy die einen
doppelten Punkt in a hatte, auflosen; dieses ist aber unmoglich, da ¢, noch

(n—q)(n —q+3)
2

-

Auf dieselbe Weise sieht man, dass man hochstens r Punkte von s, will-

karlich wahlen kann, wenn r <5, und dass man, wenn # —¢Sr— 1,

wirklich so viele Punkte willkiirlich wahlen kann.

) s(s—1)
2

—1 willktirliche Punkte gelegt werden konnte. Auf

— 2 Bedingungen erfiullen kann, ¢,_, nur (n— 9)(7;"‘9"'3) - 3.

Man sieht hieraus, dass es hdchstens

Bedingungen fur ¢, ist,

durch die s(s — 1) dem @ benachbarten Punkte auf ¢, zu gehen, wenn
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¢, eine bestimmte geégebene Curve ist. Man kann aber leicht zeigen,
dass es wirklich so viele Bedingungen sind, wenn n<qg+s—1. Denn
man kann ¢, durch einen willkiirlichen Punkt von ¢, gehen lassen. ¢,
muss dann ¢, enthalten und ihr ubriger Theil eine ganz willkiirliche
Curve (n — ¢)*" Ordnung sein. Diese muss aber, um durch die genannten
s(s — 1) Punkte zu gehen, einen (s — 1)-fachen Punkt in « haben, und
s(s —

dieses giebt fur

Pug 5 1 Bedmgungen, und also ist es far @n We-

s(s —

nigstens 5 L) Bedingungen hierdurch zu gehen. Da es nun sowohl

] . . 8(s
hochstens wie wenigstens (

g 1 Bedingungen sind, muss es gerade s(s ; 1)

Bedingungen sein.

3) Zwei Curven ¢, und ¢, sind nur den Bedingungen unterworfen,
durch alle Schnittpunkte « von den Curven ¢, und ¢, zu gehen und
ausserdem ¢, in den vollstandigen Schnittpunktsystemen A und y zu
schneiden. Ein Punkt @, ist sfach auf ¢,, #fach auf ¢, und s<t.

¢, und ¢, miissen dann auch einen s-fachen Punkt in a, haben, und es

s(s

ist dann, wenn # > p + s — 2, mit —;—1—) Bedingungen eqvivalent, dass

¢, durch die s(s — 1) Punkte S gehen soll, wenn § auf einer gegebenen
Curve ¢, liegen, a, benachbart sind, nicht zu « horen und (s— 1) von
den Punkten § auf jedem Zweig von ¢, liegen. :

Nehtnen wir an, dass 8 und y die vollstandigen Schnittpunktsyste-
me von ¢, und beziehungsweise ¢, , und ¢, , sind, dann bilden ¢, mit
Pu-, 2ZUsammen, ¢, mit ¢,  zusammen zwei Curven (m + n— g)*
Ordnung, ¢,.,, und ¢,,, ., die” beide das vollstindige - Schnittpunkt-
system a 4 8+ y mit ¢, haben. Wenn nun kein Punkt von 8 oder
7y in a, fallt, so dass weder ¢,_, noch ¢, , durch @, geht, wissen

wir, 2) zufolge, dass es mit S(ST_IZ Bedingungen eqvivalent ist, dass eine

Pumin—q durch die s(s — 1) dem a, auf ¢',,, , benachbarten Punkte § ge-
hen soll, wenn ¢ min_, €ine gegebene Curve ist, und m +n—g>p+s—2;
man muss aber immer m 4 n—q>p -4 s—2 haben, da m >gq, und es
gegeben ist, dass n>p 4 s—2. Daraus folgt aber, da ¢, , und ¢,_,

s(s ; 1) Bedingungen

nicht durch § gehen, dass es fur ¢, hochstens mit
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eqvivalent ist durch § zu gehen. Es miissen aber auch wenigstens so viele
Bedingungen sein, denn der Beweis am Schlusse von 2) zeigt, dass, wenn
alle die Schnittpunkte von. ¢, und ¢, bestimmt sind, immer die ersten
s(s — 1). von den Punkten auf ¢,, die den Schnittpunkten benachbart smd
welche in einen Punkt fallen, der s-fach sowohl auf ¢, als auf ¢, i

- 8(s —
durch 5

punkte von ¢, und ¢, zum Theil bestimmt sind, miissen also die ge-

,)‘unter ihnen bestimmt sind. Wenn also nur die Schmtt-

nannten Punkte durch Wenigstens‘«s(s—z—l) unter ihnen bestimmt sein.

Wenn ¢, oder ¢, die ¢, in Punkten schneiden, die in a, fallen, ist
es leicht zu sehen, dass der Satz auch in diesem Fall richtig ist, was aus
dem Continuitatsprincip ‘folgt. Ubrigens ist es leicht einen directen Beweis
zu fithren, indem man es ganz wie in-den tbrigen Fillen thun kann,
wenn man nur, was erlaubt ist, ¢, mit einer andern Curve p*" oder ¢*
Ordnung vertauscht, die  durch a geht und von .deren {ibrigen Schnitt-
punkten mit ¢, keiner in a, fallt.

'4) Wie in 3) nennen wir das vollstandige Schnittpunktsystem von
zwei Curven ¢, und ¢, a, und jeden Punkt, der s-fach auf ¢,, ¢fach
auf ¢ ist, @, Eine Curve #" Ordnung, die durch « geht und in jedem
a,, einen s- oder ¢-fachen Punkt hat, je nachdem s<¢ und die ¢, noch in
einem vollstaindigen Schnittpunktsystem schneidet, nennen wir ¢,,..

Wir haben dann den folgenden Satz: Wenn eine Curve ¢, durch a geht,
und in jedem Punkt a, jeden Zweig einer ¢, in den Punkten schnei-
det, in welchen dieser auf einmal ¢, und ‘¢, beriihrt, und au%serdem in
(s4+t—1) in a, zusammenfallenden Punkten, muss ¢, ausser in a ¢, i
einem vollstindigen Schnittpunktsystem schneiden. Die Curve ¢, k‘mp
fur jeden Punkt @, eine verschiedene sein, auch ihre Ordnung kann
wechseln. Die hier aufgestellten Bedingungen sind zugleich nothwendig
dafur, dass ¢, ausser in a ¢, in einem vollstindigen Schnittpunktsystem
schneiden soll. In dem Beweis wollen wir der Einfachheit wegen vor-
aussetzen, dass in einem @, kein Zweig von ¢, einen Zweig von ¢, be-
rithrt, da es leicht zu sehen ist, dass der Satz immer richtig ist, wenn er
in diesem Fall richtig ist. ¢, ist dann nur den Bedingungen unterworfen
in jédem‘ a, jeden Zweig einer ¢,, in s+ ¢{—1 zusammenfallenden
Punkten zu schneiden. Wir wollen zuerst den Beweis ftthren, indem wir

ter
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#>p 4+ q¢—3, und so gross annchmen, dass alle die Bedingungen, denen
¢, unterworfen ist, von einander unabhingig sind,

Nehmen wir an, dass s <&

Eine Curve #'" Ordnung, die ¢, in a und noch in einem vollstin-
digen Schnittpunktsystem schneidet, nennen wir ¢,,.

Es mussen immer Curven ¢, existiren, deren Zweige von einer ¢,
in @, in s+ ¢—1 zusammenfallenden Punkten geschnitten werden. Denn
im Allgemeinen hat ¢,, in a, einen s-fachen Punkt und berithrt jeden
Zweig von ¢, (t — s)}fach, und da auch jede ¢, dieses thut, muss jede
¢ jeden Zweig von einer ¢,, in a, (t — s)-fach bertihren.

Nach 3) kann aber ¢,,, wenn r hoch genug, dazu gebracht werden
jeden Zweig von ¢, in a, noch in (s — 1) Punkten zu berithren. Dann
schneidet aber ¢,, jeden Zweig von ¢,, in @, in (s + ¢ — 1) zusammen-
fallenden Punkten, indem sie €inen s-fachen Punkt hat und jeden Zweig
(t — 1)-fach berithrt.

Ebenso sieht man, dass es Curven ¢, giebt, die in @, jeden Zweig
von ¢, in (s + ¢ — 1) zusammenfallenden Punkten schneiden, wenn s> ¢.
Es ist also hiermit bewiesen, dass, wenn n hoch genug, die Bedingungen
nothwendig sind. Wir wollen jetzt zeigen, dass sie zuldnglich sind. Wir
wollen daher sehen, wie vielen Bedingungen eine ¢, unterworfen ist, wenn
sie die im Satze gegebenen Bedingungen erfullen soll, indem % stets zu-
langlich gross angenommen wird.

Wir nehmen wieder an, dass in einem a, s <t

In a, soll ¢, erstens einen s-fachen Punkt haben, was mit "(s;l) Be-

dingungen eqvivalent ist, zweitens soll sie jeden Zweig von ¢, in (t—5)
Punkten beriihren, was mit s(¢ — s) Bedingungen eqvivalent ist, und drittens
soll sie noch s(s — 1) in a, zusammenfallende Punkte S mit einer ¢,

gemein haben, was mit s(sfz—ll Bedingungen eqvivalent ist, da nach 3)
s(sgll von den Punkten § beliebig gewahlt werden konnen. Dieses ist
im ganzen mit
s(s + 1) 8(s — 1)
2—+S(t—s)+ 2-—=st

Bedingungen eqvivalent,
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Ebenso sehen wir, dass es mit st Bedingungen eqvivalent ist, wenn
s> t, dass ¢, in @, jeden Zweig einer ¢;, in s 4+ ¢ — 1 zusammenfallen-
den Punkten schneiden soll.

¢, ist” also im ganzen st oder pg Bedingungen unterworfen, oder
kann noch "3 __ pg Bedingungen erfullen. Eben so viele Bedingun-

gen kann eine ¢, erfillen, sie kann namlich durch (n—q)p—'(i—w

willktirliche Punkte von ¢,, und, wenn ihre Schnittpunkte mit ¢, be-

p+ Din—p+2)

5 willkiirliche 'Punkte gelegt wer-

stimmt sind, durch (n—

den, also im ganzen noch

—1)(p—2 — Din—p + 2 3
(n_q)p__(p _1)2(10 )+(n p+ )Z(n p+ )=n(n;- )__q.p

Bedingungen erfiillen. :

Da aber die Curven ¢,, alle die Bedingungen erfiillen miissen, wel-
chen die Curven ¢, unterworfen sind, und eine ¢, nicht durch mehrere
willktirliche Punkte gelegt werden kann als eine ¢,,, miissen die beiden
Gruppen von Curven zusammenfallen.

Damit ist also- der Satz bewiesen, wenn # zulinglich gross. Man
kann aber zeigen, dass der Satz fir (w — 1) richtig ist, wenn er fur »
richtig ist. Denn der Satz muss fur eine Curve gelten, die von einer
@a, welche durch a geht und in jedem a, jeden Zweig von einer ¢,,
in (s 4+ ¢ — 1) zusammenfallenden Punkten schneidet, und von einer will-
kiirlichen geraden Linie L zusammengesetzt ist. Die Schnittpunkte von
dieser zusammengesetzten Curve und ¢,, die nicht in « fallen, miissen
also auf einer Curve ¢,_, liegen. |

Wenn nun #—gq2>p, sicht man, dass L, ausser in ihren Schnitt-
punkten mit ¢,, von ¢, , in -einem vollstandigen Schnittpunktsystem
geschnitten wird, und 1) zufolge missen dann auch die Schnittpunkte von
¢, und ¢,_,, die nicht auf L liegen, ein vollstindiges Schnittpunktsystem
bilden und auf einer ¢,_,_, liegen, wodurch in diesem Fall der Satz be-
wiesen ist. Wenn (n—g)<p, muss ¢, , I enthalten, und die wbrigen
Schnittpunkte von ¢, und ¢, , auf einer ¢, , , liegen, wodurch der Satz
ebenfalls in diesem Fall bewiesen ist, so dass wir jetat bewiesen haben,
dass er in allen Fallen gilt.

Acta mathematica. 2, Imprimé 16 Avril 1883. 19
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Aus diesem Satz folgt:

Dass, wenn eine Curve ¢, durch alle Schnittpunkte von zwei Curven
¢, und ¢, geht, und in jedem Punkt a,, der s-fach auf ¢,, t-fach
auf ¢, ist, einen (s 4+ ¢— 1)-fachen Punkt hat, wird sie noch ¢, in
Punkten schneiden, die auf einer ¢,_, liegen. (%)

5) Aus 4) kann die allgemeine Residualtheorie abgeleitet werden.

Wenn eine Curve ¢, durch eine Gruppe von Punkten a geht, die
auf einer ¢, liegen, und wir annehmen, dass kein Punkt von a Doppel-
punkt auf ¢, ist, und ¢, noch die Curve ¢, in einer Punktgruppe
schneidet und einen (¢ — 1)-fachen Punkt in jedem Punkt 5, von B
hat, der #-fach auf ¢, ist, und wir durch « eine Curve ¢, legen, die
gleichfalls einen (¢t — 1)-fachen Punkt in jedem &, hat, und ausser a g,
in einer Punktgruppe y schneidet, alsdann wird jede Curve ¢',, die durch
7 geht und ebenfalls einen (¢ — 1)-fachen Punkt in jedem &, hat, ¢,
noch in einer Gruppe « schneiden, durch die man eine Curve ¢', legen
kann, die durch B geht und einen (¢ — 1)-fachen Punkt in jedem J,
hat. (%)

6) Wir nehmen im Folgenden an, dass alle Curven ¢’ (t — 1)-fache
Punkte in gewissen gegebenen #-fachen Punkten b, von ¢, haben, durch die
sie alle gehen, und dass die Punktgruppen im Allgemeinen keinen Dop-
pelpunkt von ¢, enthalten. Wir haben dann das Theorem:

Wenn eine Curve ¢, die Curve ¢, (ausser in den gegebenen ¢-fachen
Punkten) in den Gruppen o und j schneidet, und 3 eine feste Gruppe
ist, a aber ¢ willkiirliche Punkte von ¢, enthalten kann und von @
Punkten besteht, so wird eine Curve ¢',_, durch alle Punkte a gchen,
wenn sie durch @ — ¢ willkiirliche von diesen Punkten geht. (Siehe Ma.
thematische Annalen, Bd VII, p. 272)) »

7) Aus 6) folgt der Riemann-RocH’sche Satz: Wenn ¢, ,, ausser in
den Punkten b,, ¢, in den Punktgruppen « und j schneidet, die bezie-
hungsweise von @ und R Punkten bestehen, von denen ¢ und r Punkte
willkarlich gew#hlt werden konnen, bestehen zwischen diesen Zahlen fol-
gende Gleichungen:

() Vgl. dic Abhandlung von NorrHER, Mathematische Annalen, Bd. VI, p. 341,
(*) Vgl. die Abhandlung von BrirL und NoerHEr, Mathemathische Annalen, Bd.

VII, p. 278, wo der Bewcis sich findet, und die Abhandlung von NoETHER, Mathematische
Annalen, Bd. XV, p. 517,
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P= > p) 3

(n — )(n — 2) _Zt(t—l)
g=p—(R—r)—1 r=p—(Q—gq)—1,

t(_t_z__)_ wird uber alle Punkte &, ausgestreckt.

Dieser. Satz sagt eigentlich nur aus, dass es eben mit @ — ¢ Bedingun-
gen eqvivalent ist, dass eine Curve ¢’,_; durch eine Punktgruppe gehen
soll, die von @ Punkten besteht, von denen ¢ willkiirlich gewahlt werden

konnen.. (Siehe Mathematische Annalen, Bd. VII, p. 280.)
8t — 1)
2

Aus diesem Satz folgt, dass es immer mit 2 Bedingungen

eqvivalent ist, dass ¢',_; (¢ — 1)-fache Punkte in gewissen ¢-fachen Punkten
von ¢, haben soll. Denn es konnen nicht mehrere Bedingungen sein,
und wéren es weniger, wiirde man eine ¢, , durch alle Schnittpunkte
einer andern ¢, , mit ¢, gehen lassen konnen und noch durch mehrere
Punkte von ¢,, was unmoglich ist.

Speciell sieht man, dass, wenn ¢, Doppelpunkte hat, konnen sie nie-
mals so liegen, dass eine ¢, ; durch emxge unter ihnen gehen muss, weil
sie durch die tbrigen geht.

8) Zwei Curvenschaaren ¢, und ¢, gehen durch eine Punktgruppe }.
Wir setzen voraus, dass p> ¢, und dass wir ¢, noch durch s willktirliche
Punkte legen konnen. Eine willkirliche Curve ¢, trifft eine willkiir-
liche Curve ¢, in einer Gruppe a. Wenn von den Punkten einer solchen
Gruppe a immer noch ein Punkt P auf einer geraden Linie liegen muss,
weil k Punkte von a dieses thun, muss ¢, die ganze Linie L enthalten,
wenn % von ihren, Punkten auf L liegen, und also alle die p Punkte,
worin L ¢, schneidet, zu « geht')rén, weil % von diesen Punkten, «, dieses
thun. Wir konnen annehmen, dass keiner von den iibrigen Schnittpunk-
ten einer geraden Linie und einer willkiirlichen Curve ¢, nothwendig
zu o gehdren muss, wenn nur k, von diesen Schnittpunkten zu a ge-
horen, indem %, <k. Denn sonst konnten wir fir % eine kleinere Zahl
k, setzen, und dann den Beweis fihren,.indem die Annahme fur %, statt
fande. '

Wenn ¢, nicht L enthalten misste, weil sie durch % der Schnitt-
punkte von ¢, und L ginge, misste auch g, durch P gehen, weil sie
durch B und g, gmge, da es sonst nicht immer nothwendig wire, dass
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¢, durch P gehen misste, weil sie durch 8 und a, ginge. Aber es ist
unmdglich, dass ¢, durch P gehen muss, weil sie durch B und a, geht;
denn dann miisste eine Curve zusammengesetzt von einer Curve ¢,, die
durch # und k—p + ¢ willkirliche Punkte o, ginge, und von einer
willkiirlichen Curve ¢,_,, die durch die tibrigen p — ¢ Punkte «, ginge,
auch durch P gehen, und da ¢, , nicht nothwendig durch P gehen
ﬁiﬁSste, miisste ¢, dieses thun. . Dieses streitet aber‘gegen das, was vor-
ausgesetzt ist, da ¢, dann durch P gehen miusste, weil sie durch eine
geringere Zahl der Punkte a als » ginge. |

9) Eine Punktgruppe o ist dadurch bestimmt, dass sie auf einer
Curve ¢, liegen soll, und dass durch sie eine Curve ¢, geht, die noch
¢, in der festen Punktgruppe S schneidet. Wenn nun alle die Punkte, in
welchen eine gerade Linie L, ¢, schneidet, zu a gehoren missen, weil ; unter
ihnen dieses thun, so wird « noch die Punkte enthalten, worin eine neue
gerade Linie I, ¢, schneidet, wenn noch (k — 1) von diesen zu a gehdren.

Wenn « alle dic Punkte enthalt, in denen eine gerade Linie ¢,
schneidet, werden ihre tibrigen Punkte eine Gruppe «, bilden, die mit 3
zusammen auf ciner Curve ¢, ; liegen. Umgekehrt wird jede Curve
¢p1, die durch 8 geht, eine Gruppe «, ausschneiden, die zusammen mit
den Punkten, worin ecine willkirliche gerade Linie ¢, schneidet, cine
Gruppe « bildet.

Wenn wir also eine Curve ¢, ; durch # und (k¥ — 1) willkirliche
Punkte einer willkurlichen geraden Linic L, legen und ecine gerade
Linie L durch einen der ubrigen Schnittpunkte P von L, und ¢,,
werden L wund ¢, ; eine Curve gp;, bilden, die eine Gruppe a aus-
schneidet, welche % von ihren Punkten auf der Linie L, hat, und also
alle Schnittpunkte von L, und von ¢, enthalten muss. Lassen wir nun
L nicht mit L, zusammenfallen, sieht man, dass ¢,_, durch die ibrigen
n — k Schnittpunkte von ¢, und L, gehen muss, und da P willkurlich
gewahlt ist, auch durch diesen. Daraus sicht man, dass alle Schnitt-
punkte von L, und ¢, zu a, gehdren miissen, wenn ¥ — 1 Punkte von
einer Gruppe o, auf L, liegen, nund damit ist der Satz bewiesen.

Da o, alle die Punkte enthalt, worin eine gerade Linie ¢, schneidet,
wenn k— 1 voi diesen zu o, gehoren, sieht man, dass sie noch alle die
Punkte enthalten muss, worin eine neue gerade Linie« L, ¢, schneidet,
wenn. £ — 2 von diesen Punkten zu o, gehoren, so dass a die Punkte,
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worin drel willkurliche gerade Linien ¢, schneiden, enthalten muss, wenn
k Punkte o auf der ersten 1iegén, k— 1 auf der zweiten und & — 2 auf
der dritten.

Indem wir immer auf dieselbe Weise fortfahren, werden wir zu
dem folgenden Satz gefuhrt. Wenn alle die Punkte, worin eine gerade
Linie ¢, schneidet, zu a gehoren, weil & von diesen Punkten dazu gehoren,
wird o alle die Punkte enthalten, worin r gerade Linien ¢, schneiden,
wenn & von den Schnittpunkten der ersten Linie, ¥ — 1 von denen der
zweiten, s — 2 von denen der dritten, . .. .. , (k—r + 1) von denen der
r** zu o gehoren,

Unter den gegebenen Voraussetzungen ist es also hochstens mit

B+ 1) (k—n)E—r+ 1)
2 2

Bedingungen eqvivalent, dass « die Schnittpunkte von » geraden Linien
und von ¢, enthalten soll, oder, wie man leicht sieht, wenn so viele von
den Schnittpunkten einer willkiirlichen Curve mit ¢, zu a gehoren, miissen
sie alle dieses thun.

10) Wenn ¢ Punkte einer Punktgruppe a, die auf ¢, liegt, will-
kurlich- gewahlt werden konnen, und alle Schnittpunkte einer willktir-
lichen geraden Linie mit ¢, zu a gehdren missen, weil & von diesen Punk-
ten dieses thun, muss man haben

k(k + 1
LE 2V

Hatte man namlich k_(lfzi'_l—):

=g, konnte man & willkurliche gerade Linien

wahlen und % Punkte von a auf der ersten, (b — 1) auf der zweiten,

..., 1 auf der letzten liegen lassen, und alle die Punkte, worin diese
Linien ¢, schnitten, missten dann nach 9) zu o gehoren. Es ist aber
unmoglich, dass alle die Punkte, worin eine willkiirliche gerade Linie ¢,
schneidet, zu einer Punktgruppe gehdren miissen, weil einer unter ihnen,
P, dieses thut. Denn dann mussten die Punkte, worin jede Linie durch
P ¢, schneidet, zu « gehoren, und « folglich alle Punkte von ¢, enthalten,

was unmé)‘glich ist.  Wir konnen. also nicht ﬁétﬁzq haben,
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11) Gegeben sind mg 4+ & Punkte a (g > k), von welchen angenommen
wird, dass keiner in einen Doppelpunkt fallt, die auf einer Curve ¢, liegen.
Eine Curve #* Ordnung (rn>m), die durch a geht, kann noch durch =
willkiirliche Punkte von ¢, gelegt werden:

Welcher ist der grosste Werth, den man z geben kann, und welche
Lage hat a in diesem Fall? '

Wir wollen zuerst den grossten Werth von z suchen und dann in
12) und 13) versuchen'die zweite Frage zu beantworten.

Wir nehmen zuerst an

(A) »>m + ¢g—3.

In diesem Fall kann man zeigen, dass man immer

(g —Dlg—2)
___T_____k

z = (n—m)q —
hat, und dass folglich ¢, durch keinen Punkt von a gehen muss, weil
sie durch die @brigen géht.

¢, schneidet noch ¢, in einer  Punktgruppe B von ng — mg —k
Punkten bestehend, und da 2 von den Punkten g willkurlich gewshlt
werden konnen, wird nach 6) eine Curve {(g— 8) Ordnung durch alle
die Punkte 3 gehen, wenn sie durch ng — mg —k — x willkirliche
Punkte unter ihnen geht. Da aber die Anzahl der Punkte 5 grosser als
q(g — 3) ist, kann keine Curve ¢,_,; durch B gehen. Man muss daher
haben

— 3
'm_]—mq———k——w>q—(q—2——, x < ng —

99 —3)

3 -mg — k.

*
Da es aber fur ¢, hochstens mit mg + k Bedingungen eqywalent ist, dass
gie durch a gehen soll, muss man auch haben

nq——(—————q — l)z(q_z)——mq—kiw,

und man sieht, dass man immer fir z den obengenannten Werth be-
kommen muss. - Zweitens nehmen wir an

(B) nEm+ ¢—3,
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«) Wir nehmen zuerst an, dass m>g. Wir nennen die Punktgruppe
B, worin ¢, ¢, ausser in « schneidet. 3 besteht von (n — m)q — k Punkten.
Um eine untere Grenze fiir den héchsten Werth von # zu finden, kénnen.
wir zuerst annehmen, dass a auf einer Curve ¢,., liege.

Wenn a auf einer ¢,,,, lige, konnte man ¢, durch die tibrigen
Schnittpunkte von ¢,., und ¢, gehen lassen, und ¢, wirde dann ausser
in diesen Punkten ¢, in ihrem vollstindigen Schnittpunktsystem mit einer

Curve ¢, ,_, schneiden. Da ¢, ,_, willktrlich gewshlt werden konnte,

konnten %" — 1)2(n —™+2) yon ihren Schnittpunkten mit ¢, willkiir-

lich gewshlt werden. Daraus sieht man, dass man

(n—m—,l)z(n—m + 2) +

PX =

setzen kann, indem 72X 0. )

Eine Curve ¢, ; wird (nach 6)) durch alle Punkte 3 gehen, wenn
sie durch (n — m)q — k — x = g willkurliche Punkte unter ihnen geht,
und wird dann noch ¢, in einer Gruppe ; schneiden, die von

qq—3)—rg—q+bk=(q—r—4)g+k

Punkten besteht, indem # =—=n—m — 1. Von den Punkten ; konnen
7) zufolge

g(q;a_g=(9—7~23)(9——7')+h__(q——-k)

willkiirlich gewahlt werden.

Lassen wir jetzt » 4+ 1 Punkte 8 und q¢ — » — 3 Punkte ; auf einer
geraden Linie L liegen, wird ¢, ; L enthalten, da L in mehr als ¢ — 3
Punkten von ¢, 4 geschnitten wird. Dann missen aber die beiden tubri-
gen Schnittpunkte von L und ¢, wenigstens zu einer von den zwei
Gruppen f oder y gehdren 8) zufolge, indem es leicht zu sehen ist, dass
die da aufgestellten Bedingungen hier erfullt sind. 10) zufolge miissen

‘wir dann haben, dass wenigstens eine von den folgenden Ungleichheiten
statt findet

(1) (7'+1)2(7'+2) >fr(7'-2}-3)

+h h<l1
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oder

@) (g—q‘e—3)2(q——7'__2’) >(q—f_23,)(q"ﬂ——-q+k+h, h<r—k+83.

Wenn nun » — & + 3 Z 0, kann (2) nicht statt finden, da % nicht kleiner
als 0 sein kann, und wir miissen dann haben % < 1, oder & = 0. Wenn
r—%k 4 83 >0, sehen wir (2) zufolge, dass der hochste Werth, den %
haben kann, h = r —k + 2 =0 —m —k + 1 ist.

" Die hochsten Werthe, die = haben kann, sind dann,

(w—m— 1n—m + 2)
2 3

wenn nzZm+ k—1, 2=

und

wenn n§m+k——1,'¢=(ln_—m—1)2(n_fm+2)+n'—m--k+ 1,

die man in die Formel

_ (n—m)n—m + 3)
- 2

x

—k+em+Ebk—n—1)

zusammenfassen kann, wo & = l(l)’ je nachdem #Sm + k — 1,

Daraus sieht man, dass ¢, hochstens durch

g+m—n—1)g+m—n

3 ——2)+e(m+k—n——1)

von den Punkten a gehen muss, weil sie durch die ubrigen geht.

) Wir nechmen jetzt an dass m < ¢. Man sieht durch dieselben
Betrachtungen wie in a), dass die Formel fir den hochsten Werth von
x ungeindert bleibt.

Die Formel fur die hochste Anzahl der Punkte a, durch welche
¢, gehen muss, weil sie durch dic tibrigen geht, bleibt ebenfalls ungein-
dert, wenn #>g¢, wihrend man, wenn » < ¢, sieht, dass diese Anzahl
m(g —n) + '"l(—m—z’:i) + e(m + k—n —1) ist, wo e dieselbe Bedeutung wie
in a) hat. .

12) In dem, was vorhergeht, sind die Formeln fur den hochsten
Werth von z entwickelt. Wir wollen jetzt untersuchen, welche Lage

eine solche Punktgruppe « haben muss, wenn z diesen hochsten Werth hat,



Zur Theorie der Raumecurven. 153

Zufolge 11) (A) hat z immer denselben Werth, welche Lage auch «
hat, wenn % > m -+ ¢— 3, und wir kénnen hier aus dem Werth von z
nicht schliessen, welche Lage o hat. Wir fangen also damit an zu unter-
suchen, welche Lage a hat, wenn.m 4+ ¢— 3 2>% >k 4+ m — 1, und wir
wollen zeigen, dass wenn x seinen grossten Werth hat, wird eine Curve
¢., die ¢, in einer Gruppe a schneidet, noch ¢, in einer Gruppe 2 von
(n — m)q — k Punkten schneiden, durch welche man eine Curve (v — m)*"
Ordnung legen kann. Wenn wir dieselben Bezeichnungen wie in 11) (B)

gebrauchen, sehen wir, dass (g—r— 4)2(9 —"—1) Punkte der Gruppe y will-

kurlich gew#hlt werden konnen, indem die Punktgruppe ist, in welcher
eine ¢, ;, die durch B geht, noch ¢, schneidet. Da die Ungleichheit
11) (2). (nicht aber 11) (1)) befriedigt ist, mtissen nach 11) (B) und 8)
alle die Punkte, in welchen eine willkiirliche Gerade L ¢, schneidet, zu
7 gehoren, wenn ¢ —r — 3 unter ihnen dieses thun. Aber dann wird
gesehen (dem Schlusse von 9) zufolge), dass y die Punkte, worin g — » — 4
willktirliche gerade Linién ¢, schneiden, enthalten kann, und da eine ¢,_;
immer durch eine willkarliche Gruppe ; und eine willkirliche Gruppe j
geht, sieht man, dass B auf einer Curve (r + 1)*" oder (n — m)*" Ord-
nung liegt.

Umgekehrt sehen wir, dass, wenn wir eine Curve ¢, -, durch ¥ Punkte
von ¢, legen, und durch,die tibrigen Punkte worin ¢, _,, ¢, schneidet, eine
Curve ¢,, ¢, noch ¢, in einer Gruppe a der genannten Beschaffenheit
n—m + 3)
2
liche Punkte von ¢, gelegt werden, und der Residualtheorie zufolge, kann
eine Curve ¢,, die durch a geht, durch eben so viele willkiirliche Punkte
von ¢, gelegt werden.

schneidet. Denn ¢, , kann noch’ durch , (n— m){ — k willkar-

- Hierdarch sieht man, dass es wirklich immer Gruppen « giebt,
durch .welche man Curven ¢, legen kann, die noch durch x willktrliche

Punkte von ¢, gelegt werden konnen, wenn x den genannten hochsten
Werth hat.

Es ist leicht zu sehen, wenn wir durch % willktrliche Punkte eine
Curve ¢, legen konnen, dass wir uns eine Gruppe a auch dadurch her-
vorgebracht denken konnen, dass wir durch die Punkte, in welchen ¢,

noch ¢, schneidet, eine Curve ¢, ., legen. Hieraus folgt, dass a auf einer
Acta mathematica. 2. Imprimé 17 Avril 1883. 20
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Curve (n -— p)” Ordnung liegt, wenn man durch die k willkurlichen Punkte
eine Curve (n——m — p)*" Ordnung legen kann.

Wenn &k = 0, wird die Gruppe a dadurch hervorgebracht, dass man
eine Curve ¢,,, durch das vollstandige Schnittpunktsystem von ¢, und
einer Curve ¢, legt, und « ist dann das vollstaindige Schnittpunktsystem
von ¢, und einer Curve ¢,. Wenn k = 1 oder = 2 ist, sehen wir, dass
man sich eine Gruppe a immer dadurch hervorgebracht denken kann, dass
man durch einen oder zwei willkiirliche Punkte von ¢, eine gerade Linie
L legt, und durch die brigen Schnittpunkte von L und ¢, eine Curve
(m 4 1) Ordnung.

18) Wenn n <k + m — 1, wollen wir zeigen, dass « immer auf
einer Curve ¢,,, liegt, wenn z seinen hochsten Werth hat, und dass
eine Curve ¢,, die durch « geht, ¢, noch in denselben (¢ — %) Punkten
schneiden wird, in denen ¢,,; noch ¢, schneidet. Da in diesem Fall
nur die Ungleichheit (1) 11) (B) statt findet, sehen wir nach 11) (B)
und 8), dass alle die Punkte, worin eine willkirliche gerade Linie L
¢, schneidet, zu @ gehdren miissen, wenn » + 1 unter ihnen dazu geho-
ren; dann aber sieht man, dem Schlusse von 9) zufolge, dass eine Gruppe
B die Punkte enthalten kann, worin # = » — m — 1 gerade Linien ¢, schnei-
den, und da B mit a zusammen auf einer Curve #" Ordnung liegt, dass a
auf einer Curve (m + 1) Ordnung ¢,,, liegt. ¢, muss auch durch die
tbrigen Schnittpunkte von ¢,., und ¢, gehen} denn von S kénnen nur
mn—m—1)n—m+ 2)

2
Curve - zusammengesetzt von ¢,,, und von einer willkirlichen Curve
@n—m—1 durch eben so viele willkiirliche Punkte von ¢, gélegt werden
kann, sieht man, dass die Behauptung richtig ist.

Wenn #n = m + k-—1, ist » = 0, wenn « seinen hichsten Werth hat.
Die beiden Ungleichheiten 11) (1) und (2) sind befriedigt. a gehort ent-
weder zu der einen oder der andern Art von den hier genannten Punkt-
-gruppen.

14) Wenn man fur alle Werthe von #, » > m, eine Curve ¢,, die
durch o geht, noch durch eine Anzahl willktrlicher Punkte von ¢,
die so gross wie moglich ist, soll legen kénnen, liegt a auf einer Curve
®mi1, die moch ¢, in (g — k) Punkten schneidet, die auf einer geraden
Linie liegen. '

Punkte willktirlich gew#hlt werden, und da eine



Zur Theorie der Raumecurven. 155

Wenn % ==1 oder =2, ist der Satz schon in 12) bewiesen. . Wir
nehmen jetzt an, dass k> 2. 13) zufolge muss « auf einer Curve
(m + 1)*" Ordnung liegen, indem wir n <m 4 k— 1 wahlen konnen.
Wemn k=un—1 oder =n— 2, ist n —Fk gleich 1 oder 2, und da wir
immer durch so viele Punkte eine gerade Linie legen konnen, ist der Satz
in diesem Fall bewiesen. Wenn 2 <% <#n — 2, giebt es immer, wenn
n willktrlich hoch, eine Gruppe f, die aus den qF—k Punkten 3, worin
®ni1 noch ¢, schneidet, und aus den Punkien, worin eine willkiirliche
Curve (0 — m — 1)*" Ordnung ¢, schneidet, bestcht. Da [/ aber, wenn
n>m + k— 1, auf einer Curve (» — m)*" Ordnung liegen soll, muss 3,
auf einer Geraden liegen.

Umgekehrt ist’s leicht zu sehen, dass, wenn 8 auf einer geraden
Linie liegt, # immer seinen hochsten Werth hat.

15) Wenn eine Punktgruppe a, die aus mg 4+ &k Punkten besteht
(m > q > k), eine solche Lage hat, dass eine Curve »*" Ordnung, wenn

n 2>k -+ m— 1, durch mehr als @+ m—"— 1)2('1 +m—n—=2 pynkte von

a gehen muss, weil sie durch die tbrigen geht, oder so, dass sie, wenn
g+m—n—Dg+m—n—2)
2
Punkte von « gehen muss, weil sie durch die tibrigen geht, muss a auf
einer Curve ¢ oder niedi‘ige’rer Ordnung liegen, indem wir annehmen,
dass nicht jede Curve von einer gegebenen Ordnung, die wir durch «
legen konnen, eine Curve enthalten muss, die durch einige von den

Punkten a geht, ohne durch alle die Punkte « zu gehen.
Wir nehmen zuerst an, dass # > m + & — 1; ¢, kann dann, ausser-
dem dass sie durch o geht, wenigstens durch

4+m4+bk—n—1

n<k-+m—1, wenigstens durch (

n(n2-|-3)_mq_k+(m+q—-n——1)2(m+g—-—n—2)+1=
LG e—gtd  eomaomt®)

willkiirliche Punkte gelegt werden.
Wenn nun ¢, eine Curve enthalten muss, die durch « geht, findet
der Satz statt. Denn da ¢,, ausserdem dass sie diese Curve enthalten

muss, wenigstens durch (n — 9)(." 2_ 9+ 3 willktrliche Punkte gelegt wer-
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den kann, muss diese Curve, die ein Theil von ¢, ist, hochstens von ¢
Ordnung sein, da ¢, sonst nur durch eine niedrigere Anzahl von will-
kiirlichen Punkten gelegt werden konnte. Wenn ¢, sich nicht auflosen
muss, konnen wir durch a eine neue Curve ¢', legen, die noch ¢, in
n? — mq — k Punkten B schneidet, wovon ‘wenigstens

n(n +§——mg—-—k + m+qg—n—1)m + qg—n—2)
2 _ 2
willkiirlich gew#hlt werden konnen. "Eine Curve” ¢,._5 muss dann durch

alle die Punkte B gehen, wenn sie hochstens durch

wn—3) m+g—n—1m+ ¢g—mn—2)
2 2

unter ihnen geht. Eine solche Curve wird noch ¢, in einer Punktgruppe

7 schneiden, wovon wenigstens mtg—mn— 1)2(m + 94— " —2) pynkte will-

kirlich gewahlt werden konnen.

y muss 10) zufolge nicht daher alle die Punkte enthalten, worin
eine willkurliche gerade Linie L ¢, schneidet, weil (m + ¢ — n — 2) von
diesen Punkten zu j gehoren. ILasst man also m + ¢ — »n — 2 Punkte
und 2% — m — ¢ Punkte g auf L liegen, muss die Curve ¢, ,;, die durch
7 und f geht, L enthalten, und die 2 Punkte, worin' L noch ¢, schneidet,
missen entweder zu 4 oder zu y gehdren, und da sie nicht zu ; gehdren
konnen, weil diese dann nach 8) alle Schnittpunkte von L und ¢, ent-
halten miisste, miissen sie zu § gehdren. S enthilt dann nach 8) alle die
Punkte, worin eine willkiirliche gerade Linie ¢, schneidet, wenn 20 —m —q
willkurliche Punkte unter diesen zu § gehdren. Man kann dann durch «
eine Curve ¢, , legen, die wenigstens noch durch

(n—l)é'n+2)-_mq_k+(m+g—n)(m2+ g—n—1) 42

willkirliche Punkte gelegt werden kann, oder die durch

, (m+q——%)(m2+ q—n——1)+2

Punkte von « geheﬁ muss, weil sie durch die tibrigen geht.
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Wenn % >m + k— 1, ist also der Satz fur » richtig, wenn er for
n— 1 richtig ist. Aber auch wenn » <m 4+ k — 1, konnen wir zeigen,
dass der Satz fir » richtig ist, wenn er fur #» — 1 richtig ist. Setzen
wir # = m 4 k — 1, sehen wir auf dieselbe Weise wie frither, dass, wenn
m+qg—n—1)m+qg—n—2)

2
weil sie durch die uibrigen geht, muss ¢, , durch

¢, durch + 1 Punkte von a gehen muss,

(m’+>_q—n)(m+q——-n—1)+

5 2

von den Punkten a gehen, weil sie durch die tibrigen geht. Auf die-
selbe Weise sehen wir, wenn m +%k—1>%>m -+ 1, und ¢, durch
g+tm—n—1)g+m—n—2)

. 2 . : -
muss, weil sie durch die tubrigen geht, dass ¢, , durch

+m + k—n—1 von den Punkten a gehen

(m+q—n)(m+qg—n—1)

5 +mtk—n

von den Punkten a gehen muss, weil sie durch die tbrigen geht. Also
auch in diesen Fallen ist der Satz fur » richtig, wenn er fur (» — 1)
richtig ist. ’ : - :

Wir wollen also zeigen, dass der Satz fir » — m 4 1 richtig ist, um
zu zeigen, dass er in allen Fallen richtig ist. ’

Wir brauchen daher nur zu zeigen, dass, wenn eine Curve ¢, ., we-

nigstens durch @—‘——2)2(—1—;82,+ e(k — 3) + 1 Punkte von o gehen muss, weil

sie durch die tbrigen geht, muss a auf: einer Curve ¢*" oder niedrigerer
Ordnung liegen, indem & = (1), je nachdem kZ 3. ¢,,; kann nech we-

h (m—q+2;('m——_<l+3)
gelegt werden. Wie vorher sieht man, dass, wenn ¢, ., eine Curve ent-
halten muss, die durch o geht, diese von niedrigerer Ordnung als der ¢**
sein muss. _

Wenn ¢,,, nicht eine solche Curve enthalten muss, schneidet eine
neue Curve ¢',,,, die durch a geht, ¢,,, in einer Gruppe B, die von
(m + 1)(m — g + 1) + g — k Punkten besteht, von welchen wenigstens

nigstens durc + (¢ — 1)(k — 3) willktirliche Punkte
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(m—gq + Dim—q+ 4

5 +
und wie frither sieht man, dass diese Gruppe die Punkte, worin eine
willktirliche gerade Linie ¢, ., schneidet, enthalten muss, wenn m —¢ + 2
willktrliche Punkte unter diesen zu S gehoren. Esist also (dem Schlusse

(e — 1) — 3) willktrlich gewahlt werden konnen,

von 9) zufolge) hochstens mit (m—gq + l)gn —9+4 Bedingungen eqviva-

lent, dass @ alle die Punkte enthalten soll, worin m — ¢ 4 1 willktirliche
gerade Linien ¢,,,; schneiden, und da Wenigstens eine so grosse Anzahl
von den Punkten 3 willkirlich gewahlt werden konnen, muss a auf einer
Curve ¢, liegen. ) -

16) Eine Raumcurve ¢, liegt ganz auf einer Fliche F,, wenn sie
so von n Ebenen geschnitten werden kann, dass #» ebene Curyen, wovon
jede jede andere in n Punkten schneidet, durch die wm Schnittpunkte
gelegt werden konnen. Der Satz ist dadurch einleuchtend, dass diese n
ebenen Curven zusammen eine vollstandige Durchschnittcurve von zwei
Flachen #'" Ordnung bilden. (*) )

17) Wenn zwei Flachen ¥, und F, einander schneiden, und eine
Flache #*" Ordnung F, durch ihre vollstindige Durchschnittcurve geht,
und F, die eine Fliche F, noch in einer vollstindigen Durchschnittcurve
schneidet, muss sic auch die anderc in einer vollstandigen Durchschnitt-
curve schneiden. :

Dieser Satz wird wie der analoge von ebenen Curven bewiesen.

18) Wenn ¢, die vollstindige Durchschnittcurve von zwei Flichen
F, und F, ist, und wenn eine Fliache F,, die eine ¢-fache Curve in
jedem Theil ¢ von ¢, hat, welcher #fach auf F, ist, durch ¢, geht,
und wenn F, jedes Netz von F, langs ¢* (s— 1)-fach bertthrt, wenn
¢ sfach auf ¢, ist, so schneidet F, noch F, in einer Curve, durch
welche man eine Flache F, , legen kann, die eine (¢ — 1)-fache Curve
in ¢* hat. Schneiden wir ¢,, mit einer Reihe von r Ebenen P,, und
legen wir durch die Schnittpunkte von den » Ebenen und ¢, eine
Flache F,, die jede P, in einer Curve f; schneidet, welche einen ¢-fachen
Punkt in jedem der Schnittpunkte a! von P, und ¢* hat, und welche
in einem solchen Punkte jedes Netz von F, (s — 1)-fach berithrt, und
nehmen wir an, dass P, die Fliche F, in ¢,, die Fliche F, in ¢,

!y Siehe eine Abhandlung von mir: Mathematisk Tidsskrift, Kjobenhavn 1879, p. 24,
) )
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schneidet, so konnen wir zeigen, dass F, noch die » Curven ¢, in Punk-
ten schneidet, die auf einer Flache F,_, liegen, die jede Ebene P, in
einer Curve g, schneidet, die einen (t— 1)-fachen Punkt in jedem af
hat. Da dieses statt findet, wie gross auch # ist, ist hiermit auch der
urspriingliche Satz bewiesen. Wir konnen namlich F, mit der in dem
urspriinglichen Satz erwihnten Flache zusammenfallen lassen; und da r
so gross gemacht werden kann, wie wir wollen, muss eine willkiirliche
Ebene P die Flache F,_, in einer Curve g schneiden, die einen (# — 1)-
fachen Punkt in jedem Schnittpunkt von P und ¢” hat, und die durch die
tbrige Durchschnittcurve der F, mit F, ausser c,, gehen muss, da sie diese
Curve in mehr als (# — ¢)p Punkten schneiden muss, und die also mit der
in dem urspriinglichen Satz erwahnten Fliche F,_, zusammenfallen muss.
) Wir fangen damit an # so gross anzunehmen, dass es fur F, und
F,_, unabhingige Bedingungen sind, dass ihre Schnittcurven mit den
Ebenen P, t- und (¢ — 1)-fache Punkte in den Punkten a] haben sollen,
und dass f; in diesen Punkten die Zweige von ¢; (s — 1)-fach berthren
sollen, so wie auch dass F, und F,_, nicht dieser Bedingungen wegen
durch einen Punkt ausser den gegebenen gehen muss. Dass wir wirklich
n so gross annehmen konnen, ist leicht zu sehen, wenn wir uns F, und
F,_, von Ebenen -zusammengesetzt denken, von denen beziechungsweise
t4+s-—1 und {—1 durch die Punkte af gehen
F, kann durch

np_(p—l)g(pﬂ_z( ¢+ 1)+t( __1))

‘ — 1) (p—2 tt— 1
=p(n~_q)._(p )210 -2) (2 )

willkoirliche Punkte von ¢, gelegt werden, ohne dass sie ¢, enthalten
muss. Wenn die Schnittpunkte von F, und ¢, bestimmt sind, und keiner
von ihnen in einen Schnittpunkt von ¢, und ¢, fallt, kann F, durch

(p—1)(p—2) - \#t—1)
. 2 “2 2 +1

p(n——q? 1) —

willkiirliche Punkte von ¢, gelegt werden, ohne dass sie ¢, enthalten muss.

Die Linie L,,, worin P, und P, einander schneiden, bildet namlich

zusammen mit ¢, eine Curve (p + 1) Ordnung. Legen wir dann eine
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Curve £, #~ Ordnung durch die 2 Punkte, in welchen f. P, schneidet, kann

diese noch durch np —p(izf_l-)- willktirliche Punkte von,% gelegt werden,

indem man £, im ganzen durch u(p + 1)—13&2—0—2—& willktirliche Punkte
einer von L, und ¢, zusammengesetzten Curve legen kann. Soll nun £

t-fache Punkte in den Punkten «; haben und die Zweige von ¢, in solchen
Punkten (s — 1)-fach bertihren, kann sie noch durch

willktirliche Punkte von ¢, gelegt werden. Hieraus sieht man aber, dass
F, durch ebenso viele willkiirliche Punkte von ¢, gelegt werden kann,
da zwei Curven #'" Ordnung, die einander in % Punkten schneiden, die
vollstandige Durchschnittcurve von ihren Ebenen und einer Fliche F,
bilden.

Auf dieselbe Weise wird gesehen, dass wir F, durch
' - —1)(p—2 Ht—1

willktirliche Punkte von ¢, legen konnen, wenn die Schnittpunkte von
F, uwnd ¢, ¢,, ¢,....¢,_, bestimmt sind. Nennen wir die Durchschnitt-
linie von P, und P, L,. Die Curven f,, f, ... .f,_, bilden zusammen
die vollstaindige Durchschnittcurve von den Ebenen P, P,.... P,_; und
einer Fliche F,, also bilden ihre Schnittpunkte mit einer Ebene P,
ein vollstandiges Schnittpunktsystem « einer Curve #'" und einer Curve
(r — 1) Ordnung, und es ist fur eine Curve f, die »*" Ordnung ist,

mit n(r—-1)—-9‘——"-i2(r:ﬂ Bedingungen eqvivalent, durch a gehen zu
sollen. '

Nun bilden L, L, . . .. L,_,, mit ¢, zusammen eine Curve
(p + r— 1) Ordnung, und da man £, im Ganzen durch

(p+r—2)(p+r—3)

w(p +r—1)— ;
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willktirliche Punkte einer solchen Curve legen kann, kann also £, durch

np___(l’ +¢—2)2(p+1'—3) +(T_2)2(’r_3)==(n——r)p———P(p;Q

willktirliche Punkte von ¢, gelegt werden, ausserdem dass sie durch das
Schnittpunktsystem a geht, oder sie kann, ausserdem dass sie ¢-fache
Punkte in den Punkten 4 hat und die Zweige von ¢, in diesen Punkten
(s—-— 1)-fach bertihrt, noch durch’

pln—q—r + 1)‘_Q:_%ﬂ_'ﬁ_2&;ﬂ+ ,

willkiirliche Punkte von ¢, gelegt werden. s Curven »*" Ordriung, von
welchen jede jede andere in » Punkten trifft, bilden aber zusammen eine
vollstandige Durchschnittcurve von einer Fliche F, und von den Ebenen
dieser Curven, und es ist daher einleuchtend, dass man F, durch die
erwiahnte Anzahl von willktirlichen Punkten gehen lassen kann.

Auf dieselbe Weise wird gesehen, dass man F, , durch eine eben

so grosse Anzahl willkiirlicher Punkte von jeder Curve ¢, ¢, . ... ¢,
gehen lassen kann, und da F, , mit I, zusammen eine Flache F, bildet,
sieht man, dass F,_, durch alle die Schnittpunkte von F, und ¢ ,¢, . ... ¢,

gehen muss, die nicht in die Schnittpunkte von F, und von. diesen
Curven fallen, wenn man - F, und F,_, durch dieselben willkiirlichen
Puankte dieser Curven gehen lasst. Wenn .die Schnittpunkte von F,_, und
VON ¢y, £y e @y bestimmt sind, kann man noch F,_  durch

b, =m0t 1><n—g + 2)n— g +3) ((W orp — 2 t —ﬁ)

willktirliche Punkte gehen lassen

Wir wollen jetzt zeigen, dass der Satz far (n — 1) richtig ist, wenn
er fur » richtig ist, vorausgesetzt, dass es eine Flache F,_, giebt, die die
in dem Hauptsatz angegebenen Bedingungen befriedigt. F,_; wird immer
init einer willkiirlichen Ebene P zusammen eine Flache F, bilden, und
der Satz wird also fur diese zusammengesetzte Flache richtig sein; wir
konnen aber zeigen, dass wir immer fur F,_, eine Flache wahlen konnen,
die von P und einer Flache F,_, , zusammengesetzt ist. Wir nehmen

Acta mathematica. 2, Imprimé 21 Avril 1883. 21
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immer an, dass » > p, und fangen damit an r so gross anzunehmen, dass
wir, wie wir eben gethan haben, den Satz direct beweisen konnen, und
dass F,__ mnoch

n—g

b _(p—qg+ D(n—q + 2)n—q+3) (
n—q — ‘ - —_—

rp(r + p — 4))
6

Bedingungen erfiullen kann, ausserdem dass ihre Schnittpunkte mit
¢s ¢y - .. ¢, bestimmt sind, und dass w—g>r+p—3. F,_,

muss dann P en-thalteﬁ, wenn sie durch ™~ q)(nz—q + 3)—10r + 1 will-

kurliche Punkte # von P geht. Denn F,_, schneidet P, ausser in den
Punkten 3, in den »p Punkten, in welchen P ¢, ¢,....¢, schneidet, und
da €és mit rp Bedingungen eqvivalent ist, dass eine Flache hoherer als
(r + p —8)*" Ordnung hierdurch gehen soll, wird also F,_, P enthalten

und noch durch :

m—@m~q:nm—q+m_(@_q_nw_w@+;—®)

willktirliche Punkte gelegt werden koénnen. Durch b, , willktirliche

-9
Punkte kann man also immer eine Flache F,_, legen, wenn es eine
Flache F, giebt, die die in dem Hauptsatze genannten Bedingungen er-
follt, und v —q>7r + p— 3.

Wenn # = p 4+ ¢ + v — 3, kann F,_, noch

w+p—mwgp—U“+m—(w+P—&W_

rp(r + p — 4))
2

Bedingungen erfillen. F wird dann eine willktirliche Ebene P ent-

n—q

halten, wenn- sie durch r+p _23)(7 + ) + 1 —p + 1 willktirliche Punkte

derselben geht, indem es mit p — 1 Bedingungen eqvivalent ist, dass
eine Flache (r 4 p — 3) Ordnung durch die Schnittpunkte von P und
von ¢, ¢, ....¢, gehen soll. In diesem Fall wird also F,_,_, noch

(p tr— e + 2- Aptr—=1 ((P + r—4)¢P—T—-——p(p,+2T_4))—1

Nadinmiinman anfitllan FAnnan
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Indem wir auf dieselbe Weise fortfahren, sehen wir durch Induc-

tion, dass F,_, wenigstens
p+r—k+WYp+r—Fk+ 2)(p‘+ r—k + 3)_(k — Dk — 2)(k — 3) .
6 6
_ ((P +r— Ky ._Mﬂrzz:ﬁ)

Bedingungen erfullen kaﬁn, wemn #=p-+qg+r—k>r-4¢q Denn
diesc Formel ist far (n — 1) richtig, wenn sie fur » richtig ist, da F,_,
P enthalten wird, wenn sie-durch -

(—gn—g 48 = DE—2)

2 . 2

willkiirliche Punkte derselben geht. Wenn #n = r + q, schen wir dass
F, ., noch :

S n—g

DO+ p—De—De—98 (. mpt+r—4)
‘ 6 G "1 2 =

_=p+Dr—p+2)(r—p +3)

6 +1

Bedingungen erfullen kann.
F,_. wird in diesem Fall P enthalten, wenn sie durch

n—q

‘(r—p+1)2(r—‘~‘p+2) +1

willkiirliche ‘Punkte derselrben geht, und F,_,_; muss in diesem Fall noch

(r—p)r—p+ D(r—yp +2)
6

Bedingungen erfiillen konnen.
 Wemn #n=r + ¢—1, muss F,_, die Ebene P enthalten, wenn sie

durch (r——p)(rz-—p + D willktirliche Punkte derselben geht, und F,_,_,

wird dann noch
(r—p—Dlr—pr—p+1)
6

willktirliche Bedingungen erfullen konnen.
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Wie vorher konnen wir dann durch Induction zeigen, dass F,_,
wenigstens ;
r—p—k+)r—p—k+2r—p—k+3

6

Bedingungen erfillen kann, wenn # =r +¢—4k2>q + p, indem F,_,

P enthalten muss, wenn sie durch r—p—Fk+ 1)2@ —P = +2) illkir-

liche Punkte derselben geht.

Wenn # < ¢ 4+ p, und F, von einer Ebene P und einer Flache F,_,
zusammengesetzt ist, muss F,_, immer diese Ebene enthalten. Der Satz
ist jetzt in allen Fallen bewiesen, indem es, wenn »n > p + ¢, von der
Anzahl der Bedingungen, die F,_, noch crfallen kann, gesehen wird, dass
sie nicht F, enthalten muss, und sie es nicht thun kann, wenn n <p 4 ¢,
indem in diesemn Fall F,_, von niedrigerer Ordnung als F, ist.

Aus dem Hauptsatz tolgt, dass, wenn eine Flache F, eine andere
Flache F, in einer vollstindigen Durchschnittcurve c¢,, schneidet, wovon
kein Theil auf F, doppelt ist, muss der tbrige Theil der Durchschnitt-
curve von F, und F, auch eine vollstandige Durchschnittcurve sein.
Wenn #n > p 4+ g — 4, ist es daher mit

+q9—4 (pg — 1)(pg — 2
npq__pq07 29 )==npq—— »q gzq )

+hr+1

Bedingungen eqvivalent, dass F), ¢, enthalten soll, indem % die Anzahl von
scheinbaren Doppelpunkten auf ¢, ist, wahrend es, wenn #Zp + ¢g—4 mit

npg 5 5

_m@+q—®+@+q—n-D@+q—n"%@+q—n~&

Bedingungen eqvivalent ist.
Es wird gesehen, dass die Formeln fir

ptg—1
n=|p+qg—2
p+gqg-3
zusammenfallen. '

19) Wir nehmen an, dass zwei Flachen F, und F, einander in den
Curven ¢, und c¢,,_, schneiden, und dass kein Theil von ¢, auf F, mehr-
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fach ist, wahrend jeder Theil ¢ von cpn;,‘, der auf F, ffach ist, auf I,
(t — 1)-fach ist, (wenn ¢>1). Ferner nehmen wir an, dass alle die
Flachen, von welchen im Folgenden die Rede ist, ebenfalls (t — 1)-fache
Curven in ¢ haben. :

~ Wenn wir eine Flache Fq durch ¢, legen, und diese noch F, in der
Curve ¢,,_, schneidet, konnen wir durch jede Curve ¢’,, worin eine neue
Flache F’, durch ¢, _, I, schneidet, auch eine Flache I”, legen, die durch
Cpur geht. o

F’, bildet namlich mit ¥, zusammen eine Flache I, , die durch

die Durchschnittcurve von F, und F, geht, und eine (2 — 2)-fache Curve
in jedem Theil von dieser hat, der ¢-fach auf F,, (¢ — 1)-fach auf ¥ ist,
und also muss der tbrige Theil der Durchschnittcurve von F,,, und F,,
18) zufolge, auf einer Fliche F7, liegen.

L

Dawrstellung der Rawmcurven als Schnittcurven von Kegeln und
Monoiden,

20) Eine Raumcurve #*" Ordnung ¢, kann immer dazu gebracht
werden, dass sie Punkt fir Punkt einer ebenen Curve entspricht. Wenn
man nimlich einen Kegel ¢,, der seinen Scheitel in einem willkiirlichen
Punkt hat, durch ¢, legt, und man ¢, mit einer Ebene P schneidet, kann
man sich denken, dass jéder Punkt p der Raumcurve dem Punkt p’
der Ebene entspricht, in welchem die Erzeugende von ¢, durch p P
schneidet. Nehmen wir an, dass die Gleichung der Ebene z, = 0 ist, indem
wir ein allgemeines 4-Plan-Coordinatensystem brauchen, und dass der Schei-
tel des Kegels in 2, = », = x, = 0 liegt, so ist die Raumcurve durch

Pm
x, =
¢ [

" und gonz()

bestimmt, indem wir annehmen, dass ¢,, ¢,_,, ¢, homogene Functionen
beziehungsweise der Ordnungen m, m — 1 und » von z, ,, #, sind.
¢, = 0 ist die Gleichung des Kegels, der durch ¢, geht, und o, = £

. Pm—1
giebt an, dass jedem Punkt 2, :x,:x,, worin eine Erzeugende von
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¢, ®, = 0 schneidet, ein Punkt der Raumcurve entspricht, indem dieser
bestimmt ist, wenn wir die x, :#,:2, entsprechende Coordinate z, be-
stimmt haben. Man sieht auch, dass 2, eine rationale Function von z,:x,:x,
sein muss, da sonst jedem Puunkt , :z,:x, mehr als ein Punkt der Raum-
curve entsprechen wirde. Man kann also auch die Raumcurve als Durch-
schnittcurve eines Kegels »*” Ordnung, und einer Fliache M, _, mit einem
(m — 1)-fachen Punkt in dem Scheitel des Kegels auffassen. Diese
Flache M, _,(¢, — 2,¢n = 0) wird wie vorher gesagt eine Monoide ge-
nannt, ¢, = 0 (oder kurzer ¢,) wird der Oberkegel von M, , genannt,
@ny = 0(¢u_) der Unterkegel.(*) Man sieht, dass im Allgemeinen ein
Kegel und eine Monoide mit den Scheiteln in demselben Punkt o ein-
ander nicht in einer Raumcurve #*" Ordnung, sondern in einer Raumcurve
mn'™ Ordnung mit einem n(m — 1)-fachen Punkt in o schneiden. Die
Flachen ¢, und M, _, missen also speciell sein oder wenigstens in be-
sonderen Beziehungen zu einander stehen. Da der Scheitel a willktirlich
gew#hlt werden kann, konnen wir annehmen, dass ¢, nicht durch a geht.
Die vollstandige Durchschnittcurve von ¢, und M,_, muss sich dann in
¢, und in eine Curve c,,,_,, mit einem n(m — 1)-fachen Punkt in « auf-
lossen. Dann muss aber ¢, aus n(m — 1) geraden Linien / bestehen. Denn
jede Ebene, die durch a und noch einen Punkt von c,,_i, geht, muss
einen Theil dieser Curve ganz enthalten, da c,,_,, von der Ebene in
mehr als #(m — 1) Punkten geschnitten wird. Da x, fur die Punkte
der Linien ! unbestimmt sein muss, hat man. fuir Punkte dieser Linien
On =10, ¢,y =0. ‘

¢n— und ¢, schneiden einander eben in n(m — 1) geraden Linicn,
und man muss also, wenn ¢, = 0, ¢, _, = 0, auch ¢, = 0 haben. Es
wird dann gesehen, dass ¢, Doppellinien haben muss. Ware namlich
m < m, missten sonst ¢, = O und ¢, , =0 einander in mehr als m(m—1)
Linien schneiden, und ware m > n, hitte man

Ont + sﬁm—lb =®m,

indem @ eine ganze homogene Function (m — n)*” Ordnung von x :x,:2,,
b eine solche Function 1" Ordnung sind, und man konnte dann die
Gleichung der Monoide :

(') Siehe CayrEY: Comptes rendus, tom. LIV, p. 55. Considérations générales sur
les courbes en espace.
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(®, — b)?m = @u

schreiben, welche zeigt, dass dann die Curve eben sein -musste.

Die Monoide muss alle die geraden Linien enthalten, die durch «
gehen und ¢, zweimal schneiden, (die Doppelstrahlen), weil die Monoide
diese in (m + 1) Punkten schneiden muss. Wenn sich keine wirkliche
Doppelpunkte auf ¢, finden, sieht man, dass die Monoide durch alle
Doppellinien von ¢, gehen muss. Dagegen braucht die Monoide nicht
durch die Doppellinien von ¢, zu gehen, die durch wirkliche Doppel-
punkte von ¢, gehen, wenn diese Doppelpunkte nicht hoherer Ordnung
als der zweiten sind. In dieser Abhandlung soll aber nur auf solche
Curven Riichsicht genommen werden, die keine solche Specialiteten dar-
bieten. ,

21) Wenn ¢, die Projection einer Raumcurve ist, konnen die Dop-
pelpunkte von ¢, entweder Projectionen von wirklichen oder - schein-
baren Doppelpunkten sein. Wenn ¢, die Durchschnittcurve von M, _,
und einem Kegel ¢, ist, der durch die ebene Curve ¢, geht, wollen wir
untersuchen, wann das eine und wann das andere der Fall ist. Wir
nehmen an, dass keine Linie auf ¢, mehr als doppelt ist, und dass die
Tangentenebenen in einer solchen Linie nicht zusammenfallen.

Nehmen wir an, dass M,,_, in einer Doppellinie D von ¢, die Netze
von ‘¢, in p und ¢ zusammenfallenden Linien schneidet, so miissen sowohl
der Ober- wie der Unterkegel diese Netze in D in eben so vielen zusam-
menfallenden Linien schneiden. »

Jeder Kegel m' Ordnung ¢',, der durch alle die Durchschnittlinien
von ¢, und ¢, , geht, muss M, _, in einer ebenen Curve schneiden; denn
¢',. schneidet M, in allen ihren Durchschnittlinien mit ¢, _;, und es
kann durch einen willkiirlichen ebenen Schnitt von M, _, ein ¢, gelegt
werden, da ¢’,, noch drei Bedingungen erfullen kann. Soll nun ¢, €inen
wirklichen Doppelpunkt d haben, muss jede Ebene P, die hierdurch
gcht, ¢, in zwei zusammenfallenden Punkten schneiden, oder die Durch-
schnittcurve von P und M,,_, muss die beiden Netze von ¢, in d p-mal
und ¢-mal beriihren; und also muss ein ¢,, der durch einen solchen
ebenen Schnitt geht, dasselbe thun.

Da nun die Sifze von den ebenen Curven auf Kegel mit gemeinschaft-
lichem Scheitel unmittelbar tibertragen werden konnen, sieht man, 2) zu-
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folge, dass die auf einer ¢’,, D benachbarten Linien durch einen unter ihnen
bestimmt sind. 1lis giebt also im Allgemeinen kein ¢',, der in D die
beiden Netze von ¢, p- und g-fach berithrt, so dass, wenn keine be-
sonderen Bedingungen statt finden, D ein Doppelstrahl zu ¢, ist. Die
nothwendige und zulangliche Bedingung dafiir, duss ¢, auf D einen wirk-
lichen Doppelpunkt d haben-soll, ist, dass es einen Kegel ¢, glebt “der
in D die beiden Netze von ¢, p- und g-fach berithrt. Dann missen
namlich alle ¢',, die z. B. das eine Netz von ¢, p-fach bertihren, auch
das andere g-fach berithren. Alle diese ¢',, miissen M, _, in ebenen Curven
schneiden, die die Netze von ¢, in p und ¢ »Pl.mkten in D beriihren, und
deren Ebenen also ¢, in zwei in D fallenden Punkten d schneiden, und
da diese Schaar von ¢', doppelt unendlich ist, muss ¢, einen wirklichen
Doppelpunkt in d haben.

Wenn D nur eine einfache Linie auf M, , ist, und ¢, einen wirk-
lichen Doppelpunkt haben soll, muss es ein ¢, geben, der in D eine
Doppellinie hat. Dazu ist aber nur nothwendig und zulanglich, dass
¢n alle ¢, in zwei in D zusammenfallenden Linien schneidet. Dass
dieses nothwendig ist, sieht man daraus, dass der ¢’,, der eine Doppel-
linie in D hat, ¢, ; in zwel in D zusammenfallenden Linien schneiden
muss, und dass also alle ¢'n dieses thun miissen. Dass die Bedingung
zulanglich ist, siecht man daraus, dass alle ¢, die Tangentenebene P zu
¢m—1 in D berithren miissen. Da wenigstens die eine Tangentenebene P,
des ¢, in D von P verschieden sein muss, muss cin ¢',, der auch P,
berithrt, eine Doppellinie in D haben.

Wenn D einfach auf M, _, ist, und wenn ¢; einen wirklichen Dop-
pelpunkt auf D haben soll, ist es leicht zu schen, dass man auch die
nothwendige und zulingliche Bedingung dafir dadurch ausdriicken kann,
dass M, _, einen Doppelpunkt auf D haben soll.

Ubrigens lassen sich die angestellten Betrachtungen mit gerlngen
Modificationen auf den Fall anwenden, wo D eine Riickkehrlinie von ¢, ist.

22) In dem, was vorhergeht, haben wir gesehen, dass man sich jede
Raumcurve ¢, als Durchschnittcurve von einer Monmde und einem Kegel
denken kann. Wir nehmen an, dass

Mm—J = Om—1 %4 — P = O

die Gleichung der Monoide ist, indem ¢, und ¢,_, dieselben Bedeutungen
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wie in 20) haben. Legen wir jetat einen neuen Kegel ¢, _, durch die
Doppellinien D von ¢,, durch welche ¢, , geht, so ist es erlaubt an-
zunehmen, dass ‘diese Linien nicht doppelt auf ¢, , sind, indem es leicht
zu sehen ist, dass es solche ¢, , giebt, wenn m, hoch genug ist.

Die Kegel ¢, und ¢, _, bilden zusammen einen Kegel ¢,,, ,, der
in jeder D jedes Netz von ¢, in einer Linie mehr schneidet als ¢,,_,.
Da D nur doppelt auf ¢, ist, sicht man, 4) zufolge, dass ¢, ., , noch
¢, in Linien schneidet, die auf einem Kegel ¢, liegen.

Wir miissen dann haben

OalPi—1 T+ UL P—1 = Quth

wo a eine Constante ist, # eine ganze homogene Function (m-+m, —n—1)"
Ordnung von x,, x,, #,; denn jeder Kegel des Bundes '

PmPm—1 + Zgﬁm_lspml = O,

das gebildet wird durch Variation von A, schneidet namlich ¢, in den-
selben (m -+ m, — 1)n Linien, und bestimmen wir 2 so, dass der ent-
sprechende Kegel durch eine willkiirliche Erzeugende von ¢, geht, muss
dieser Kegel ¢, enthalten. Hieraus folgt aber, dass -

Sam,-.l(spm-—lw,; - sﬂm) = Omy—1Pm—1%, — Pn &3 + AP, Pm—1 = 0.

Und da dieses die Gleichung einer Flache ist, die durch ¢, geht, und
die ¢, in derselben Durchschnittcurve wie

ﬂpm—l(spm,-——lm4 + a50ml> =0
schneidet, und da ¢, ; nicht ¢, enthalten kann, muss

Pm—12, + APm, = 0

dieses thun.

Wir nehmen jetzt an, dass wir einen neuen Kegel ¢, , haben, der
nur durch die Doppellinien %, die Doppelstrahlen zu ¢, sind, zu gehep
braucht. - ' - :

@n,—1 und ¢, bilden einen Kegel ¢,, ,, _,, der durch die Durchschnitt-
curve von ¢, und ¢, , geht, in jeder Linie kb eine Doppellinie hat und
in den ftbrigen Doppellinien ¢, , in denselben Linien wie ¢, schneidet

Acta mathematica. 2. Imprimé 30 Avril 1883. 29
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(dem Schlusse von 21) zufolge). ¢, ., muss dann noch ¢, in Linien
schneiden, die auf einem ¢, liegen, und man hat wie vorher ’

CmPm—1 T O P 1Pm, = W, Pn,

wo a, und %, ahnliche Bedeutungen wie @ und # haben, und ebenso dass
¢, auf einer Monoide liegen muss, deren Gleichung

Cmy—1%, — AQ, ©,,, = 0
1st,

Wir haben also den Sataz:

Wenn man durch die geraden Linien, die man aus einem willkirlichen
Punkt z2u der Curve c, ziehen kann, und die die Curve in zwei Punkten schnei-
den (die Doppelstrahlen), einen Kegel legt, so giebt es immer eine Monoide,
die diesen Kegel zum Unterkegel hat, die die Curve enthdlt.

Da eine Curve ¢, hochstens nur (_n——l)g(t__z.) scheinbare Doppel-

punkte haben kann, und da man durch eine solche Anzahl von Linien,
die durch denselben Punkt gehen, cinen Kegel (» — 2)*" Ordnung legen
kann, so liegt cine Curve ¢, immer auf einer Monoide (n — 1)*" oder
niedrigerer Ordnung. o '
23) Wir wollen jetzt suchen dic folgende Frage zu beantworten:
Wann konnen wir eine ebene Cuarve ¢, als Projection einer Raum-
curve ¢, auffassen? '

Nehmen wir zuerst an, dass die Raumecurve ¢, mehr als (ﬁ—_—_Z)z(n_—%)

scheinbare Doppelpunkte % hat, indem A sowohl die Anzahl der Doppel-
strahlen aus einem willkiirlichen Punkt o« als diese selbst bezeichnet.
¢, liegt auf einer M,_,.

Man sieht, dass ¢, in diesem Fall immer als die Projection-einer Raum-
curve ¢, aufgefasst werden kann. Wenn wir némlich durch die Doppel-
linien eines Kegels ¢,, der die cbene Curve projicirt, einen Kegel ¢, ,
legen, schneidet ¢, , noch ¢, in A, = n(n — 2) — 2k Linien, welche Li-
nien auch selbst durch kA, bezeichnet werden. Durch % und A, konnen
wir einen Kegel ¢, ; legen, der nicht ¢, , enthalt; denn die Anzahl
der Linien % und 7%, ist kleiner als

(n—2m—3) _(n—2m+3) _(n—1)u+2)

a(n — 2) — 2 5 5

__2’
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) + 2)

also hochstens gleich (n—1 5 — 3, so dass ¢, ;, wenigstens noch 3

Bedingungen erfallen kann, wahrend er nur 2 erfullen konnte, wenn er
¢,_, enthielte. '

Nehmen wir an, dass die Gleichungen der besprochenen Kegel be-
ziehungsweise ¢, =0, ¢, ;, =0, ¢, , = 0 sind, so ist eine Raumcurve
c, D_urchschnittcufve von ¢, =0 und ¢, , —ag, , = 0, wo a eine ho-
mogene Function erster Ordnung der Coordinaten ist. _

Im Allgemeinen hat ¢, % scheinbare Doppelpunkte. In speciellen
Fallen kann-es geschehen, dass die Curve ¢, statt einiger von diesen wirk-
liche Doppelpunkte hat, und in einigen noch specielleren Fallen miissen
immer einige von den Doppclpunkten der ebenen Curve ¢, Projectionen
von wirklichen Doppelpunkten auf ¢, sein, wie wir im Folgenden sehen
werden.

Wenn 4 ?(1“'-_2)?(’“_—3), und die ebene Curve ¢, Projection einer

Raumcurve ist, kann man sich immer denken, dass ¢, auf einer Monoide

M, , liegt, wie man, 22) zufolge, leicht siecht. Da der Unterkegel von
M,_, ein willkiirlicher Kegel ¢, ; sein kann, wenn er nur durch alle

Doppelstrahlen der ¢, geht, konnen wir uns diesen aus einer Ebene P,
die durch einen der Doppelstrahlen d geht, und einem Kegel ¢, ,, der
durch die itbrigen Doppelstrahlen geht, zusammengesetzt denken. Der Ober-
kegel ¢, , muss dann aber auch P enthalten, da er P in d und den tibri-
gen (n — 2) Linien, worin P den ¢, projicirenden Kegel ¢, schneidet, schnei-
den muss. Wenn aber sowohl der Unterkegel als der Oberkegel P enthalt,
muss die Monoide auch P enthaltén—, und an der Stelle von M,_, kénnen wir
dann eine Monoide M, , setzen, die ¢, , zum Unterkegel hat. Da aber der
Unterkegel durch alle die Doppelstrahlen gehen muss, die durch den Scheitel
der Monoide gehen, muss ¢, , auch durch d gehen. Man sieht also, dass
jeder Kegel ¢, , immer durch einen Doppelstrahl aus einem willkurlichen
—(n—2)(n —3)
<
Auf der ebenen Curve ¢,, die die Projection von ¢, sein soll, miissen also
die Doppelpunkte so liegen, dass eine Curve g, , durch einen gehen muss,
weil sie durch die tibrigen geht.

Umgekehrt sehen wir, dass ¢, als die Projection einer Raumcurve

Punkt gehen muss, weil er durch die tibrigen geht, wenn %
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¢, aufgefasst werden kann, wenn ¢, h Doppelpunkte hat, die so liegen,
dass eine ¢, , durch einen unter ihnen gehen muss, weil sic durch die
tibrigen geht.

Denn wir konnen einen Kegel ¢, durch die ebene Curve legen. Ein
Kegel ¢, ,, welcher durch die Doppellinien % von ¢, geht, schneidet
dann noch ¢, in einer Gruppe von Linien «, die (» — 4)n — 2k Linien

(n—4)(n—1)

enthalt, wovon — —h + 1 willkiirlich gewahlt werden konnen.

Dann wird aber ein ¢, ;, welcher durch % geht, durch alle die Linien
a gehen, wenn er durch '

(n ~4)n—2/L)—(@L‘1—)2(“~_ﬁfh + 1) :"—("—ziﬁ—’h-s _
willkarliche Linien unter ihnen geht (siche 6)). Dfa ¢, ; noch 3 Be-
dingungen erfiillen kann, ist es nicht nothwendig, dass er ¢, , enthilt.

Wie vorher sehen wir also, dass es einc ¢, giebt, dic die Durch-
schnittcurve von ¢, = 0 und ¢, ; — ag, , = 0 ist.

Wir haben also den Satz: '

Wenn die Anzahl der Doppelpunkie einer ebenen Curve ¢, gleich oder

(n -~ 2)(n — 3)
e

Kleiner als ist, ist es die nothwendige und zulingliche Bedingung

dafiir, dass diese Curve als, Projection einer Raumcurve n*" Ordnung c, ouf-
gefasst werden kamn, dass eine Curve (n — 4)*" Ordnung durch.einen Dop-
pelpunkt gehen muss, weil sie durch die vwbrigen Doppelpunkte geht.

Eben so wie im vorigen Fall bekommen die Raumcurven im All-
gemeinen kb scheinbare Doppelpunkte, die doch bisweilen durch wirkliche
Doppelpunkte ersetzt werden konnen, und in speciellen Fillen sind immer
einige der Doppelpunkte von ¢,, wenn ¢, diec Projection von Raum-
curven ¢, sein kann, Projectionen von wirklichen Doppelpunkten auf ¢,.

24) Nehmen wir an, dass eine Curvée ¢, &+ D Doppelpunkte
(n—2)(n—3) :
5
jectionen von wirklichen Doppelpunktén jeder Raumcurve ¢,, deren Pro-
jection ¢, ist, sein miissen; welche Lage miissen dann die Doppelpunkte
auf ¢, haben?

hat, dass D+ 41> und dass D Doppelpunkte von ¢, Pro-

Als Antwort bekommen wir den Satz:
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Wenn eine ebene Curve h + D Doppelpunkte hat, und man diese in 2wei
Gruppen, I und D, von h und D Punkten theilen kann, so dass eine ¢, _, durch

- D_(n_2)2<n——3)

von den Punkten h gehen muss, weil sie durch die Wbrigen geht, und dass

sie durch keinen der Punkte D gehen muss, weil sie durch die dibrigen Punkte

(n — 2)(n —3)
)

<

D und h geht, so sind, wenn > , diese Bedingungen nothwendig

und zuldnglich, damit die Punkte D Projectionen von wirklichen Doppelpunkten
jeder Curve c, sein wmiissen, deren Projection ¢, ist.

Wir wollen durch die ebene Curve ¢, einen Kegel ¢, legen, dessen
Doppellinien wir auch 2 und D nennen, je nachdem sie durch die Punkte
h oder D gehen.

Wir konnen dann, nach dem, was vorausgesetzt ist, cinen Kegel ¢, ,
durch 5 und D — 1 Linien D legen, und eine Ebene P durch die letste
Linie D.

¢,s und P bilden dann cinen Kegel ¢, ;. Nehmen wir diesen zum
Unterkegel fur die Monoide M, ;, welche eine Curve ¢, enthalt, deren
Projection ¢, ist, (und nach 23) giebt es immer eine solche Curve), muss
der Oberkegel ¢, , durch die » — 1 Linien gehen, worin P ¢, schneidet,
und also P enthalten. Statt M, , konnen wir dann eine M, , setzen, die
¢, enthalt, deren Unterkegel ¢, , gar nicht durch die eine Linie D geht.
Also muss ¢, auf dieser Linie einen wirklichen Doppelpunkt haben. Da
aber dasselbe fur alle Linien D gilt, muss ¢, auf jeder D einen wirk-
lichen Doppelpunkt haben.

Wir. sehen also, dass die Bedingungen zulanglich sind; wir wollen
jetzt zeigen, dass sie nothwendig sind.

Wenn die Linien D wirkliche Doppelpunkte von jeder ¢, enthalten
sollen, muss jeder ¢, ,, der durch % und D geht und in D einfache Li-
nien hat, von jedem g,, der durch % und D und die tibrigen Linien %,
geht, in welchen ¢,_, ¢, schueidet, in jeder Linie .D bertihrt werden; da
wenn dieses nicht der Fall wiare, die Monoiden, welche ¢, und ¢, ; zu
Ober- und Unterkegeln haben, ¢, in .Curven ¢, schneiden wurden, die
scheinbare Doppelpunkte in einigen Linien D haben wiirden (siehe 21)
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Wenn m >n-—3, kann ¢, ausserdem dass er durch die Linien 2, D
und %, geht, wenigstens noch durch :

nm

_—Dn—2

3 —nm—1)+h+D=n—p+ D

(n —1)(n — 2)

5 h

willktirliche Linien von ¢, gelegt werden, indem wir p =

setzen.

Wenn ¢, und ¢, , Kegel sind,.die durchi % gehen, aber nicht
durch D, kann man durch jede Gruppe g von # Linien, worin ¢, ausser
in den genannten Linien noch ¢, schneidet, einen ¢, legen, dessen ubrige
Durchschnittlinien mit ¢, auf einem willkirlichen ¢, _, liegen. Denn ein
willktrlicher ¢, _, bildet mit ¢, zusammen einen Kegel ¢,.,. ,, der
durch alle Durchschnittlinien von ¢, , und ¢, geht, und der, nach
4), noch ¢, in Linien schneidet, die auf einem ¢, liegen, welcher durch
g geht.

Die Linien in welchen ¢, , ¢, schneidet, dic nicht in & fallen,
werden j genannt. Da durch jede Gruppe g cin Kegel ¢, gelegt werden
kann, der durch % und j geht, muss, nach 6), ein ¢, , durch g gehen,
wenn er durch % und #—(®m —p + D) = p— D willkorliche Linien
der Gruppe g geht. Nun konnen g die Linien sein, worin eine will-
kiirliche Ebene P, die durch den Scheitel von ¢, geht, ¢, schneidet, und
in diesem Fall muss ¢, , P enthalten. ¢, ; muss dann aus P und aus
einem ¢, ,, welcher noch

(p—1)—(p—D)=D—1

Bedingungen erfilllen kann und durch % geht, zusammengesetzt sein.
¢,_s muss dann durch

n—2)n—3)

h——( 3 D

von den Linien / gehen, weil sie durch die ubrigen geht. Wir bemerken
aber, dass diese Bedingung auch erfullt ist, wenn ¢, , durch

. (n— 2)(n—3)

h ) +D+k

von den Linien /& gehen muss, weil er durch die ubrigen geht.
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Wir nehmen also an, dass. ¢, , durch.

h‘+ D_w_u+k

der leen h und durch keine Welterefl gehen muss, We11 er durch die
ubrigen geht.

Wenn nun ein ¢, ,, welcher durch # und D — 1 von den Linien
D .geht, auch daher durch den letzten gehen muss, konnen wir zeigen,
dass ¢, nicht immer Curven ¢, projicirt, die wirkliche Doppelpunkte auf
D haben. Gesetzt namlich, dass dieses der Fall sei. Dann muss jeder
@._y, welcher durch D, h und die tubrigen Linien geht,.bworin Cns Pn
schneidet, ¢, , in den Linien D berithren. ¢, , kann ausser durch % und
D durch & willkiirliche Linien von ¢, gelegt werden, und ein ¢, ;,
der durch h, D und die tubrigen Linien geht, worin ¢, , ¢, schneidet,
schneidet ¢, noch in einer Gruppe g von # Linien, wovon

ﬁ(_%—j_)._(,L_4)n+h+D+k
willktirlich gew#hlt werden konnen.
-Muss nun ein ¢, ; ¢,, in allen den Linien D beruhren, kann man

durch % einen ¢’,_, legen, der durch eine Gruppe g gehen muss, wenn er
durch
n(n — 3)
2

——(n——.4)n+D+h+k]

willkiirliche Linien derselben geht, (was man wie oben sicht).

Da aber die Linien g in einer Ebene liegen konnen, und ¢’,_; ausser
durch g und % noch durch D + %k willkiirliche Linien von ¢, gelegt
werden kann, muss es also ein ¢, , geben, welcher durch % geht, und
noch durch D -+ k willkuirliche L1n1en von ¢, gelegt werden kann, oder
der durch :

b+ D_W +E+1
Linien von % gehen muss, weil er durch die tbrigen geht. Dieses ist

aber im Streit mit dem, was vorausgesetzt ist, und also unmoglich. Also
kann ¢, nicht immer Curven ¢, projiciren, die wirkliche Doppelpunkte
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auf D haben, wenn ¢,_, durch eine von den Linien D gehen muss, weil
er durch » und die ubrigen geht.

Der Beweis ist gefiihrt, indem wir angenommen haben, dass %_;
keine Doppellinien in den Linien D hat, es ist aber nicht schwierig den
Beweis auf ahnliche Weise zu fithren, wenn dieses der Fall ist.

Auf ahnliche Weise sieht man:

Wenn eine ebene Curve ¢, h + D Doppelpunkte hat, die man so in
awei. Gruppen h und D, von h und D Punkten bestchend, theilen kann, dass
eine ¢, _, durch einen Punkt von h gehen wmuss, weil sie durch die Wbrigen
geht, und dass ¢, _, durch keinen Punkt von I gehen muss, weil sie durch
I und die dibrigen Punkte D geht, so sind diese Bedingungen, wenn

e )

nothwendig und zuldnglich dafir, dass die Doppelpunkte D Projectionen von
wirklichen Doppelpunkten von jeder Raumcurve c,, deren Projection ¢, ist,
sein missen.

25) Wenn eine Monoide M,,_, ¢, enthalt, werden im Folgenden-die
Linien derselben, die ¢, in zwel Punkten schneiden (die Doppelstrahlen),
immer %, die Linien, welche ¢, in einem Punkte schneiden, %, die Linien,
welche gar nicht ¢, schneiden, h, genannt, indem %, h, und h, zugleich
die Anzahl dieser Linien bezeichnen.

Wenn wir wie gewdhnlich den Oberkegel von M, _, ¢,, den Unter-
kegel ¢,_, nennen, konnen wir durch %, und h, cinen Kegel ¢,,_, legen,
der ¢, , in den Linien A, bertihrt; denn ¢2 (¢, zweimal génommen)
schneidet ¢,,_, in allen denselben leen wie ¢,, und durch die tbrigen
Durchschnittlinien von ¢, und ¢, _, muss dann cin ¢,, , geho ("

() Vgl. mit dem Satz 25) Satz 3 von »On some new theorems on curves of double
curvature by Professor SturM», Report of the brmsh Association 1881, der sich leicht
aus 25) ableiten ldsst.
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I1I.

Von der Lage der Doppelstrahlen.

26) Aus dem Satz 23) folgt:

Wenn eine Rauwmcurve, ¢, h = d — x scheinbare Doppelpunkte hat, kann
man immer durch die Doppelstrahlen h einen Kegel 2 legen, der wenigstens
noch x Bedingungen erfiillen kann, wenn ‘

_m(m+3) (n-—m——2)(n—m—3)‘.
=— 3 * 2

(n — 2)
2

d

n—2>m>

Wenn mg(n%z), kann man nicht durch alle die Doppelstrahlen  einen

Kegel ¢, ,_, legen; denn konnte man dieses thun, miisste ¢, duf einer

M, ., liegen. Nun ist n—m—4 <(n‘2—2) ; es kann aber keine Monoide

niedrigerer Ordnung als g existiren, die ¢, enthilt. Denn der Oberkegel

muss durch % und die tbrigen Linien gehen, in welchen der Unterkegel
den Kegel ¢, schneidet, der c, projicirt. Wenn aber die Monoide (m -+ 1)*"
Ordnung ist, ist die Anzahl dieser Linien mn — h, und wir mussen also

haben
mn - h < m(m + 1),

und da ¢, durch % geht,

2k < mn, hg%,
und also )
";—némm + 1)
mgg——l

Man kann also unter den Linien % (n

— i — &) — i — 1)
3

Acta mathematica. 2. Imprimé 4 Mai 1888. . 23

wihlen, die so
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liegen, dass ¢, ,_, durch keine unter ihnen gehen muss, weil er durch
die tibrigen geht. Diese Liniengruppe wird »' genannt.

m{m + 3)
2

Durch die uibrigen —a + 1 Linien A, die A" genannt werden,

kann man einen Kegel ¢, legen, der noch z Bedingungen erfiillen kann.
Denn es muss wenigstens eine Linie L unter den Linien A" geben, durch
welche ¢, ., nicht gehen muss, weil er durch »' geht, da ¢, ,_, nicht
durch alle die Linien % gehen kann. Legt man durch die Linien A" mit
Ausnahme von L einen ¢,, kann dieser noch z Bedingungen erfiillen und
muss auch durch L gehen. Denn ¢,, und ¢, _,_, bilden zusammen einen
@n_y, der durch alle die Linien % mit Ausnahme von einer geht, und
nach 23) muss er auch durch diese gehen.” Nun geht ¢, ,,_, nicht durch
L, also muss ¢, dadurch gehen.

¢, muss aber auch durch alle die Linien /4’ gehen, wenn er durch 2”
geht; denn lisst man einen ¢,_, , durch alle die Linien ’ mit Ausnahme
von einer gehen, bildet ¢,_, , mit ¢, zusammen wieder einen ¢, ,, der
durch alle die Linien % mit Ausnahme von einer, I’, gelegt ist, und der
also auch durch diese gehen muss. Da ¢n_m_a nicht durch L’ geht, muss
¢n dadurch gehen, und da L’ ganz willktirlich unter den Linien »’ gewshlt

ist, muss ¢, durch alle die Linien %' gehen.
n(n — 2)
-4

Wenn # eine gerade Zahl ist, ist die geringste Anzahl von

scheinbaren Doppelpunkten, die ¢, haben kann;-denn hat ¢, diese oder
eine kleinere Anzahl von scheinbaren Doppelpunkten, muss ¢, auf einer
M, , liegen, und man muss also haben

2
n—Z)

(=2

2

§(n 2n

Wenn # eine ungerade Zahl ist, ist die geringste Anzahl von schein-

: —— 2 . . . .
(n I )”. wenn namlich ¢, diese oder eine geringere

)

baren Doppelpunkten

Anzahl von scheinbaren Doppelpunkten hat, muss sie auf einer M,_;
T2

liegen, und also ist

(n — 1)’1 h< (n—1)n +1) )

2 T '= 4
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27) In 26) ist erwiesen, dass ein Kegel ¢, wenigstens durch

(n —m— 2)(n —m — 3)

2

der Doppelstrahlen aus einem willkiirlichen Punkt zu einer ¢, gehen
muss, weil er durch die tbrigen geht; wir wollen aber zeigen, dass ¢,,
wenn m 2 n— 5, immer durch eine noch grdssere Anzahl der Doppel-
strahlen gehen muss, weil er durch die tbrigen geht, wenn ¢, nicht auf
ciner Flache zweiter Ordnung liegt. Nehmen wir namlich an, dass ¢,

nur durch (n —m — 2)(n — m — 3)

der Doppelstrahlen gehen muss, weil er

durch die uibrigen geht, und dass ¢,

—d

m{m + 3 n—m-—2n-—m—3
PR 5 ) " = )2 )
scheinbare Doppelpunkte hat, so muss ¢, auf einer M, liegen, die ihren
Scheitel in einem willktirlichen Punkt hat, und deren Unterkegel noch d
Bedingungen erfiillen kann. 7

Von den Linien A, konnen d willkiirlich gewshlt Werden Die Linien
h, bilden dann auf ¢,, dem ¢, projicirenden Kegel, eine Gruppe von 7,
Linien, von denen d willktirlich gew#hlt werden konnen, und ein Kegel
¢,_3, der durch A geht, wird dann, 6) zufolge, durch alle die Linien A,
gehen, wenn er durch &, — d willkurliche Linien unter ihnen geht.

Ein solcher Kegel kann noch

fnr(n —3)

=n(n-—3) 5 —mn+h 4+ d=

2

—h— (b, — d).=

=(n-_m_vl)(n_m_3)=(n—m%4;(n—ﬁz—l)+('n——m—2)2(n—m~—I)
Bedingungen erfillen. Diese Zahl zeigt aber, dass der ¢, ; durch alle
die Linien %, gehen muss, weil er durch % und %, geht, denn ein Kegel
¢._3y der durch alle die geraden Linien der M,, geht, kann noch eben so
viele Bedingungen erfullen. Dann muss aber, wenn n—3Sm + 2,
Jeder Kegel ¢,,,,, der durch die tibrigen Linien der M geht auch durch

hy. gehen,
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Ein Kegel ¢myss der durch alle gerade Linien der M,, geht, schneidet
aber noch M, in einer Curve, die auf einer willkurlichen Flache- F,
liegt, da er durch die vollstindige Durchschnittcurve des Unterkegels und
der M, geht, und da ¢,,, nur 8 Bedingungen erfilllen kann, muss ¢,
auf einer F, liegen.

Umgekehrt kann ein Kegel O -nlch’r durch eine gr(}ssere Anzahl der
Doppelstrahlen, als hier angegeben, gehen, weil er durch die tbrigen
geht, wenn ¢, auf einer F, liegt. ¢, muss zwei Erzeugende von F,, die
zu verschiedenen Reihen gehdren, zusammen in % Punkten schneiden, weil
die Erzeugenden zusammen einen ebenen Schnitt von F, bilden. Wenn
¢, also jede KErzeugende der einen Reihe in % Punkten schneidet, muss
sie jede Erzeugende der anderen Reihe in (n — k) Punkten schneiden.
Wenn man einen Punkt P von F, zum Augenpunkt nimmt, sieht man,
dass ¢, in der einen Erzeugenden von F,, die durch P geht, einen
scheinbaren k-fachen Punkt hat, und in der anderen einen scheinbaren
(n — k)-fachen Punkt hat, und dass siec keine andere scheinbare Doppel-
punkte hat. .c, hat also

h =

Mk—1) (w—kmn—%k—1)
g+ 2

scheinbare Doppelpunkte.

Ein Kegel niedrigerer Ordnung als der (n —k —1)*" kann, wenn
n — k > k, nicht durch die Doppelstrahlen aus einem willktirlichen Punkt
gelegt werden; denn ¢, wirde sonst auf einer Monoide niedrigerer Ordnung
als der (n — k)" liegen, was unmaoglich ist, da diese jede Erzeugende der
einen Reihe in (» — %) Punkten schneiden wiirde, und also F, ganz ent-
halten wiirde. Eine Monoide, die ihren Scheitel in einem Punkt hat, der
nicht auf F, liegt, kann aber F, nicht enthalten. Ein Kegel m*" Ord-
nung, der durch % geht, kann, 26) zufolge, noch durch

=1

m(m+3) (n —m— 2)}n —m—3)
—g —h+ 5

willktirliche Punkte von ¢, gelegt werden, indem n — 3 > m>n —%k — 1.

‘Die Monoide M,, kann also, ausserdem dass sie ¢, enthalt, noch [ Be-

dingungen erfullen. o
Bezeichnen p,, p,.... u. s. w. ebene Schnitte von F,, kéunen wir
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eine solche M, durch (2m — % + 3) Punkte von p,, durch 2m —n 4 1)
Punkte von p,, . ..., durch (r — 2k 4 3) Punkte von p,,;_..1, legen, und
man sieht dann, dass M, p, D,y ... . s Pnirny: enthalten muss, und dass
sie noch durch # — 2k willkarliche Punkte gelegt werden kann.

Lasst man M, noch durch » — 2k willkitrliche Punkte P, von F,
gehen, sieht man, dass M, jede Erzeugende der einen Reihe f;, welche
durch einen P, geht, und ¢, in (# — k) Punkten schneidet, enthalten muss;
denn f; schneidet M,, in P;, in den (» — k) Punkten, worin f; ¢, schneidet,
und in den Punkten, worin f£; p,, #,5 .. .+, Pmys—ny1 Schneidet, zusammen
in (m 4 2) Punkten.

Eine M,,; die ¢, enthilt, kann nicht mehrere Bedingungen, als oben
angegeben, erfulllen. Denn konnte sie noch eine erfillen, konnte man
M,, noch durch einen willkiirlichen Punkt von F, legen, und sie musste
dann die eine Erzeugende, die durch diesen Punkt ginge, enthalten, und
also F, in einer Curve hoherer Ordnung als 2(m 4- 1) schneiden, was
unmdglich ist, ohne dass sie F, enthilt.” Wie oben sieht man aber, dass
M, F, nicht enthalten kann. ’ '

' 98) Wir wollen in den folgenden Paragraphen die Principien ent-
wickeln, nach welchen man vorgehen muss, um die niedrigste Ordnung
des Kegels zu finden, den man durch die Doppelstrahlen % einer gégebe-
nen Raumcurve legen kzynil. '

Nehmen wir an, dass ¢, auf einer M, liegt, deren Unterkegel ¢,
und deren Oberkegel ¢, ., ist. Eine willkiirliche Flache I, schneidet
jede gerade Linie, die auf M,, liegt, in p Punkten, und also hat die voll-
standige Durchschnittcurve c¢,,,, von F, und M, einen scheinbaren p-
fachen Punkt in jeder geraden Linie der Monoide M, wenn man den
Scheitel o zum Augenpunkt nimmt.

Umgekehrt liegt jede Curve ¢, die éinen scheinbaren pfachen
Punkt in jeder geraden Linie der M, hat, auf einer F,; denn der ¢, 1,
welcher ¢, projicirt und seinen Scheitel in. « hat, hat eine p-fache
Linie in jeder geraden Linie der Monoide und schneidet also M, in den-
selben Linien wie ¢? (¢, p-mal genommen). Die tbrige Durchschnitt-
linie von @1, und M, muss also, 18) zufolge, auf einer F, liegen. »

Nennen wir den Kegel, der ¢, projicirt, ¢,, sehen wir, dass @,
¢, in denselben Linien schneidet wie ¢27', und, da ¢, +1§p sowohl in.den
Linien &, die (p — 1)-fach auf ¢%7', doppelt auf ¢, sind, als in den
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Linien £, die (p — I)-fach auf ¢2~', einfach auf ¢, sind, p-fache Linien
hat, dass, 4) zufolge, die ubrigen Durchschnittlinien von ¢, und ¢, 1y
auf cinem ¢,,,, der durch % und %, geht, liegen miissen.

Das Resultat dieser Untersuchungen ist also:

Wenn c, auf einer M, liegt, liegen die Schmttpunkte von ¢, und F,
auf einem Kegel ¢,.,,, der durch h und h, gehi.

Der umgekehrte Satz gilt nicht immer; im nachsten. Abschmtf soll
etwas ndher untersucht werden, wann dieses der Fall ist. _

29) Indem wir die Bezeichnungen von 28) beibehalten, nehmen wir
an, dass ¢,,,, ausser den Punkten, die auf % und h, liegen, ¢, noch in
einer Gruppe H, schneidet, die aus np Punkten besteht von denen man
z, willkiirlich wahlen kann. Wenn ein ¢,_, durch H, gelegt werden kann,
und wenn ¢, ; durch % geht und noch z Bedingungen erfiullen kann,
kann man durch % einen ¢, , , legen, der noch z Bedingungen erfullen
kann. Deon durch H, geht ein ¢,,,, und ¢, ; bildet mit ¢, zusammen
einen ¢,,,. 5, der durch alle Schnittlinien von diesem ¢,,, und von ¢,
geht, und der Doppellinien in allen den Linien % hat. Also muss, nach
4); @uym—s @. noch in Linien schneiden, die auf einem ¢, , ,, welcher
durch % geht, liegen, und der Residualtheorie zufolge weiss man, dass
Cis durch eben so viele willkarliche Linien von g, . gelegt werden kann
wie ¢, ,_s. -

Nach 6) geht aber ¢,_; durch eine Gruppe I-I,,, wenn er durch np — 2,

willkorliche Punkte dieser Gruppe gelegt wird; und da ¢,_, n(nz'_g)——h

Bedingungen erfilllen kann, ist die nothwendige und zulangliche Bedingung
daftir, dass . man einen ¢, , durch eine H, legen kann, dass

- ‘ np_zpzn('n—?’) L
ngnp_m_%&.{. h+ L

Man hat also den Satz: ‘

Wenn ein ¢, ,, der durch die Linien h und h, einer Monoide M,, geht,
welche eine Curve c, enthdlt, noch 2z, Bedingungen erfillen kann, geht ein
(n—1)n —2)

5 — h — 1 Bedingungen erfiillen kann,

Pup—z, der nock z, —np +

durch h, wenn
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— — 1)(n —2 '
zp$?’t})—(—n—'—)2(n——)+ b+ 1.

Da man durch jedes vollstindige Schnittpunktsystem einer ¥, und
einer ¢, einen ¢, ., legen kann, kann ¢, ., wenigstens durch ebenso viele
willktrliche Punkte von ¢, gelegt werden wie F,. Wenn also F, durch
¥, willktirliche. Punkte von ¢, gelegt werden kann, kann man durch A
einen ¢, , , legen, wenn

ppSap— WOy

30) Wir wollen jetzt eine untere Grenze dafiir bestimmen, durch
wie viele Punkte einer Raumcurve ¢, wir immer eine F, legen konnen,
wenn wir annehmen, dass ¢, auf einer F, liegt, und dass

n=mq +k (g > k), pIm+g—3.

Wir wollen zuerst m > g annchmen. Eine Fliche F, kann nicht ¢,
enthalten, wenn p < ¢, und eine solche Fliche kann man also durch

@+ De+2p+3)
6 .

willktirliche Punkte yon ., legen. »
Wenn ¢ < p'<m, kann eine Flache I, nicht ¢, enthalten ohne gich

in I, und eine F,_, aufzuldsen.

F, kann also durch ebenso viele willkiirliche Punkte von ¢, wie von

F, gelegt werden, ohne dass sie ¢, enthalten muss. F, kann daher durch

@="Dg—2g =3 , palv—q+9)
6 2

willktrliche Punkte von ¢, gelegt werden. Wenn % = 0, gilt diese
Formel nicht fur p = m. : ’ :

Wenn endlich p > m (oder wenn & = 0 auch = m), kann eine F,,
ausserdem dass sie ¢, in # Punkten schneidet, die in einer Ebene liegen,
wenigstens durch eben so viele willkirliche Punkte von ¢, gelegt werden
wie eine F,_,. Ist es wenigstens a, Bedingungen fur F, durch die Punkte
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gehen zu sollen, worin eine Ebene ¢, schneidet, und kann man F,
durch y, willkiirliche Punkte von ¢, legen, hat man

Yp > Ap + Yp—1,
und wie leicht zu sehen

P
Yp 32% + Yp—r.

p—r+1
Nun wissen wir (siche 11)), dass eine Curve p* Ordnung hochstens durch

dm—p—VaAm—2 = | et k—p—1)

Punkte einer Gruppe a« von n Punkten gehen muss, weil sie durch die
itbrigen geht, wenn a auf einer unaufloslichen Curve ¢**" Ordnung liegt,

m+12pTm~+g¢g—3 und e= g,jenachdemm+k—10—1§0-
Daraus folgt dass .
G+m—p—1g+m—p—2)

aﬁnm( 5 +e(m+k—p—1)),
und da
ym=(q—1>(q—62)(q~—3)+mq(m—2q+4),
r . ‘
— ; — (g — (g — 2)(g —3 — 4
yp$ym+z%§(q g - g )+mq(m 2q+ )
m+1
\ g+ m—p—1 9y
+Z n gt m-—p )2(q+m—p )_*E(m+k_p__1))
m+1
(=g —2(g—~3) , pelp—q+ 4
= 6 + 2

(p—m)p—m+Dp—m+2) _(p—k—m+Dp—k—m+2
6 ! 2
wo ¢, = ?, je nachdem p —%k —m + 1 50.

Nehmen wir jetzt an, dass m <q Dann kann eine F,, wenn
p<m-+1 und. k>0 (und wenn p < m, k = 0) ¢, nicht enthalten, und
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sie kann daher durch (2t 1)(-13;; 2 +3) 1 willkurliche Punkte der e,

gelegt werden. Wenn p > m, missen wir auf dieselbe Weise verfahren
wie in dem Fall, wo p > m >¢q. Wenn wir dieselben Bezelchnungen be-
halten, wissen er, 11) zufolge, dass, wenn ¢ > p > m,

o —3m <m+k——p—1>)

S AN

indem ¢ = {(1), je nachdem m -+ k—p—1 50, und da

A Dm A m Y
Ym = 6 — 4

p |
wSumt Y (- "D n + k—p—1)

m+1

_m(m—l)(m—2)+p(m+ 1)(p—m+3)__€(p—-m———k + )(p—m—Fk+ 2)
. 6 2 : ! 2 . ’

indem ¢, ——{1,Je nachdem p —m —k + 150.

Wenn % = 0, ist die Formel auch far p=m richtig.
Wir nehmen jetzt an, dass m + ¢—3>p>g¢. Wir haben dann,
11) zufolge,
(gtm—p—1g+m—p—2)

apSn— 5 —em +k—p—1),

indem ¢ ={(1), je nachdem m+k—p—150,

—p—1)g 4 m—p—2 \
?/p>?/q—1+z( (q+m P )29 m—p )—e(m+k~—-p—1))

~

mw—nm+m p(m + 1)(p —m + 3)
= 6 + 2

=g+ D@ —g+2p—g+3)_ (p—k—m+Dp—k—m+2)

wo g = (1), je nachdem p —k—m + 150.

Acta mathematica, 2. Imprimé 7 Mai 1883, 24
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31) Nachdem wir in 80) Formeln dafor entwickelt haben, wie
gross man immer y, annehmen kann, und in 29) gesehen haben, dass

man durch % einen ¢, , , legen kann, wenn d
yp?z‘)n __(_,'zl_.———l)é_?}_—___g_) + h + 1’
12—+ O,

finden wir die folgenden Satze:

Wenn c, auf einer F, liegt, und n = mgq 4 k, m > q >k, wissen wer,
dass wir durch die Doppelstrahlen aus eimem willkiirlichen Punkt einen
Cn_p_s legen konmen in den Fallen: '

1) Wemn p < q und

L RS VTR - L Ny

2) Wenn m > p > q und

h?n(n;3)—7lp + (q'——l)(q;2)(q—3>+ pg(p —29 + 4)
3) Wenn m + ¢ — 3 > p > m und
h§n(n2—3)_np ;@D —2g—3  pyp—g+4

6 2.

-_(p—m)(p—~m+ Dip —m + 2) . p—k—m+1N)p—Fk—m+2)

6 ! 2 ’

indem e, = (1), je nachdem p —k —m + 15 0.

Wenn m < q, und sonst dieselben Bedingungen wie im Falle m > g
bestehen, konnen wir durch die Doppelstrahlen aus einem willkirlichen Punkte
einen ¢,_, ; legen in. den Fillen:
1) Wenn p < m, und

nwn—3) P+ D@ +2)0p+3

5 np + = 1.

hS
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2) Wenn m < p < q, und

h?n(n—S)_nP +m(m—1)(m—2)+ p(m + )(p— m + 3)
2 6 2
. (p—m—k+1)(p-m—/c+2).
& — 3

3) Wenn m + q— 3 > p > q und
n(n2——3)_pn +m(m—-—16)(m——-2) + p(m + 1)({;—fm + 3)

@—m—k+Dp—m—k+2) @P—qg+D@—q+A0—q+3)
1 2 ) 6 Y

hZ

— &

indem e, = ?, Je nmachdem p —m —Fk + 15 0.
Man hat in diesen Formeln nicht darauf Riicksicht genommen, dass
k = 0 sein kann, es ist aber leicht zu sehen, wie man dieses thun kann.
Die 'hier gefundenen Formeln driicken nur aus, was immer statt
finden muss, nicht aber, dass man niemals durch % einen Kegel (n—p— 8)*"
Ordnung legen kann, wenn die Anzahl der Doppelstrahlen grosser, als hier
angegeben ist. () . .
32) Wir wollen jetst zeigen, dass wenn p>m -4 q—3, ein ¢,.,, der
durch h und h, geht, immer durch ' v
np_(n—l)z(nf2)+h |
willkirliche Punkte von c, gelegt werden kann, indem c, ouf einer M, liegt.
Wir brauchen dieselben Bezeichnungen wie in 29). ¢,,, ist nur den
Bedi_ngungen unterworfen durch % und h, gehen zu sollen, und wenn p
zulinglich hoch, ist -dieses mit % - %; Bedingungen eqvivalent. Also kann
man, wenn p zulangiich hoch und m 4 p >#u, ¢,,, durch

nm + p) -(—”:——1%3—_—21_(h +h)
willkirliche Punkte von ¢, legen. a |
- Nun bilden % und % zusammen die Schnittlinien des Unterkegels
¢. und des ¢, projicirenden Kegels ¢,, und, da % Doppellinien auf ¢,
sind, muss man 2k 4 h, = mn, b 4 h, = mn — k haben.

" () Wir wollen spiter zu diesem Punkt zuriickkomumen.
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Also kann ¢, ., durch

willkiirliche Punkte von ¢, gelegt werden.

Nun kann man zeigen, dass, wenn dieses fur p richtig ist, es auch
fur p — 1 richtig ist, wenn es mit » Bedingungen eqvivalent ist, dass
¢mip durch die Punkte gehen soll, worin eine willkiirliche Ebene ¢,
schneidet. Eine ¢,,,, die durch eine Gruppe H, geht, schneidet namlich
noch ¢, in einer Gruppe H, ,. Denn durch H, gehtein¢,,,,und ¢,,,
und ¢, bilden einen ¢,,,,, der durch alle die Durchschnittlinien von
@mi+p und von ¢, geht, und da ¢,,,, Doppellinien in den Linien % hat,
die doppelt auf ¢, sind, schneidet ¢,,,, noch ¢, in Linien; die auf einem
Prmip—p, liegen. .

Auf dieselbe Weise sieht man, dass zwei willkirliche Gruppen
H, , und H, zusammen eine Gruppe H, bilden. . Nehmen wir jetzt
an, dass man ¢,,, durch gz, willkirliche Punkte von ¢, legen kann.
Ein ¢,,,, der durch die Punkte geht, worin eine willkurliche Ebene ¢,
schneidet, kann, da die Ebene ¢, in Punkten schneidet, die eine Gruppe
H, bilden, noch durch eine willktirliche Punktgruppe H,_, gelegt werden.
Wenn es nun mit a, Bedingungen eqvivalent ist, dass ¢,.,, durch die
Punkte gehen soll, worin eine willkiirliche Ebene ¢, schneidet, hat man

% = tp + 2p—1, %p—1 = Zp — Qp,

und, wenn g, = n, 2, = pn —

M_&__;_Z) + k, ist also

2

(n—1)(n —2) +h

1 = (p— 1)n— 5
Nun bilden die Punkte, worin eine willktrliche F, ¢, schneidet, eine
Gruppe H,, und da, 11) zufolge, F,, wenn p > m -+ q¢ — 3, durch keinen_
der Punkte, worin eine willktirliche Ebene .c, schneidet, gehen muss, weil
sie durch die ubrigen geht, muss keiner von diesen Punkten zu einer
H, gehoren, weil die wbrigen dieses thun. Wenn p > m 4 g — 3, ist also
@, = n, und nach dem, was vorher gesagt ist, hat man auch '
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U
wenn p > m + ¢ — 3.
= (n—1)(n—2)
Da also, wenn pSm 4+ g — 3, B=pn——"GF——+h, kann man

niemals eine ¢, ; durch eine H, legen, wenn p>m 4+ qg—3, und man
kann also niemals einen Kegel niedrigerer Ordnung als

n—3—m+qg—4)=n—m—q+1

durch h legen.
Da nach dem, was hier angefihrt ist, ¢,,, niemals durch weniger
— 1 —2)
{n )2(n ) L
und da man durch % einen Kegel ¢, , ; legen kann, wenn gp,,; +p durch
mehrere willkiirliche Punkte von ¢, gelegt werden kann, sieht man, dass

als pn — » willktirliche Punkte von ¢, gelegt werden kann,

(n— 1)(n—2) +h

[y 3

]

2y = np —
~wenn
(n—p—3m < 2k

h> (n—p—3 209— S

&

b

indem man sonst durch % einen Kegel ¢, , , legen konnte, der ¢, in
- mehr als (#x — p — 3)n Linien schneiden wiirde. -

33) Wir werden jetzt die im Vorhergehendeh entwickelten Formeln
dazu verwenden, den kleinsten Werth von % zu finden, wenn ¢, auf einer
FE, liegt, n = mq + k, m > q. -

Wir wissen (30)), dass

=m+qg—38)gm+1)" (@—k—2)0(¢—k—1)
Ymtg—38 > 92 - ) y

“und (32)) dass

?

und da nach‘28)

Zmtq-3 > Ymtq—3y
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miissen wir also haben

h'§<n—q+k>én+mfk>_(l)

34) Wenn £ seinen kleinsten Werth hat, und ¢ < m, liegt ¢, auf
einer F,.,. In diegem Fall kann n#mlich eine ¥, nicht durch mehr als

(@=Dlg—2(g—3) m+lym—g+5 _, , E—WB—F
6 2 ! 2

*willkiirliche Punkte von ¢, gelegt werden ohne diese zu enthalten. Denn
kénnte man F, ., noch durch z willkirliche Punkte von c, legen, konnte
man auch eine Flache F, ., durch

(q—l)(q;2)(q—3)+(m+2)q<w;—q +,6>_4_el(3—k)2(4_k) +a

Punkte von ¢, legen u. s. w., so dass man eine Flache F,, ,_, durch

(m+qg—3)m+1) (@—k—2)g—Fk—1) +a
2 2
willktirliche Punkte von ¢, legen konnte, was man durch das Verfahren
von 30) sieht, indem ¢, dieselbe Bedeutung wie in 30) hat. Dieses ist
aber unmoglich, denn wir haben '

Ym+q=3 Z Zintq—3

(m + g — B)g(m + 1) (q——k—2)(q—k—1)+w=
2 - 2 <

(m+q__.3)n_(n___%:jﬁ+h

b

und dieses kann, wenn h seinen kleinsten Werth hat, nur statt finden,

wenn 2 = (.
Da man eine F, ., durch

(¢ — g —2)g—3) . (m+ Dglm —gq + 5)
6 2

willkiirliche Punkte von F, legen kann, geht also immer eine F, ., durch

") Dieses ist zuerst von HALPHEN gefunden, Comptes rendus, tom. LXX, p. 380.
]
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¢,- Die F,, , welche durch ¢, geht, schneidet ‘noch F, in einer ebenen
Curve ¢, ;. Denn nimmt man an, dass ¢,_, » scheinbare Doppelpunkte
hat, weiss man (siehe Sarmon, Geom. of three dim. 3 ed. p. 315), dass

h—&

_(r—g + k)g—1m
. 2

(n—q+ B}n—m—Fk)
" ;
und dass also A’ = 0 ist. S

Daraus folgt, dass wenn %k = 0, und % seinen kleinsten Werth hat,
¢, die vollstandige Durchschnittcurve einer F, und einer F,, ist.

Wenn A seinen kleinsten Werth hat, zeigt 32), dass man durch %
einen ¢, , .41 legen kann. Wenn =0, ist n—m—g+1=(m—1)g—1),
so dass man durch die Doppelstrahlen aus einem willkirlichen Punkt zu der
vollstdndigen Durchschwittcurve einer Fliche m'™ Ordnung und einer Fliche
g“" Ordnung einen Kegel (m — 1)(q — 1)*" Ordnung legen kann.

Iv.

Die Lehre von den Schnittpunkten der Rawmncuirven und
der Fldachen.

35) In dem vorhergehenden Abschnitt haben wir gesehen, (29)), dass
alle die Punkte, worin eine Flache F, eine Raumcurve ¢,, die auf ciner
M, liegt, schneidet, auf einem ¢,,,, der durch % und %, geht, liegen.
Wenn ein solcher ¢,.,, ¢, in einer Punktgruppe H,, wovon z, Punkte
willktirlich gew#hlt werden konnen, schneidet, und wenn eine ¥, durch
Yp willkiirliche Punkte von ¢, gelegt werden kann ohne ¢, zu enthalten,

muss ¥, < &, sein. Liegt nun ¢, auf einer F,, wissen wir, dass (siehe 32))

(n — 1)2\11/ —'2) + R

Zl,:-Z??'L———-
wenn :
- n=mg +k (7 > k),
p>m+qg—4. 0
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Unter denselben Voraussetzungen hdben wir also

pTp-ETBEsY

Es ist aber leicht zu zeigen, dass, wenn p zulanglich hoch ist, y, =z,
Denn, wenn die Schnittpunkte von ¢,_., und ¢, bestimmt sind, kann man
immer, wenn p zulinglich hoch, ¢,,, noch durch 7%, legen, ohne dass
®mip daher den Kegel ¢,, der ¢, projicirt, enthalten muss. ¢,,, geht
dann durch alle die geraden Linien der M,, und da diese Linien zu-
sammen die vollstandige Durchschnittcurve von M,, und dem Unterkegel
¢. bilden, muss der ubrige Theil der Durchschnittcurve von ¢, ., und
M, auf einer F, liegen, so dass die Schnittpunkte von ¢, und ¢,,,, die
nicht auf kb oder %, liegen, auf einer F, liegen.

Wenn also p so gross wie hier angenommen ist, muss man y, = #,
haben. . _

Wir wollen jetzt zeigen, dass wenn p = » — 2, kann man immer
@mipy Wenn seine Schnittpunkte mit ¢, bestimmt sind, durch 7 legen.
Wir konnen m < n — 2 annehmen. Dann muss ¢, , durch keine der
Linien gehen, worin ¢, und ¢, ., einander schneiden, weil sie durch die
tbrigen geht, da m +n—2>m + (m + 1) — 3 (sieche 11)).

Es ist also fur einen ¢,,, , mit m(m + 1) Bedingungen eqvivalent
durch alle die geraden Linien der Monoide gehen zu sollen. ¢, ., , kann

(n— 1)}n —2)
—"

dann noch durch 2, = (n — 2)n — + b willkiirliche Linien

von ¢, gelegt werden ohne ¢, zu enthalten. Denn ¢,,,,_, kann, ausserdem
dass er durch h, h, h, und z,_, willkirliche Punkte von ¢, geht, noch

(m +n—2m +n+1)
2

mim + 1) — (0 — 2)n + =D 1)5"__ 2)

—h=

(m —3)

=m(n———3)—-m 5 —h =y

willkiirliche Bedi'ngungen erfullen. Konnte nun ein ¢,,, ,, der durch
alle die geraden Linien der Monoide ginge, nicht durgh 2, o willkuirliche
Linien von ¢, gelegt werden ohne diesen zu enthalten, musste er sich in
diesem Falle in ¢, und einen ¢, ,, der durch %, ginge und noch «

n—2
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Bedingungen erfullen konnte, auflssen. Ein ¢, ,, der durch %, ginge,
musste also durch wu, , willkurliche Punkte von ¢ gelegt werden konnen.

@m_s und ¢, wirden aber zusammen einen ¢,,, , bilden, der durch
alle die Durchschnittlinien von ¢, und ¢,,, ginge, und also noch Cm
in Linien, die auf einem ¢, ; lagen, welcher durch % ginge, schneiden
miisste. Man musste also einen solchen ¢, ; durch w, , willkirliche
Punkte von ¢, legen konnen.- Es ist aber fur einen ¢, ; & Bedingungen
durch alle die Linien % gehen zu sollen (7)), und im Ganzen kann ein
@u_s durch
__(m~—1)(m—2) -

2

willktirliche Linien von ¢, gelegt werden; ein ¢, ;, der durch-k creht
kann also nur noch durch

m(n—3)—(m‘_.“l)ém*z)——k.—_un_?~1
willktirliche Linien von ¢, gelegt werden, und es st unmdglich, dass ein
@m—z durch h, und w, , willkirliche Linien von ¢, gelegt werden kann.
Daraus sieht man, dass ein ¢,,,_,, der durch z,_, willkirliche Punkte
von ¢, geht, nicht ¢, enthalten muss, weil er durch %, gelegt wird. Da
die Schnittpunkte von ¢, und ¢,,,, durch z,_, unter ihnen bestimmt
sind, kann man also, was zu beweisen war, einen willkirlichen ¢,,,,_,,
dessen Schnittpunkte mit e, bestlmmt sind, durch A, Jegen, ohne dass er
daher ¢, enthalten muss.
Es ist leicht zu zeigen, dass wenn die Formel
n— 1)(n—2
Yp = pr— (~————~———)2( Ly
fir p = n—2 gilt, sie auch fur p > » — 2 richtig sein muss. Man kann
es zum Beispiel durch Induction thun. Wir wissen dass

Yp+1 §,yp + n,

wenn p so gross ist, dass es fur eine F,., mit » Bedingungen:eqvivalent
ist, durch alle die Punkte gehen zu sollen, worin eine Ebene ¢, schneidet;

denn eine F,,;, welche durch alle die Punkte geht, worin' eine Ebene, ¢,
Acta mathematica. 2. Imprimé 9 Mai 1883, 925
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schneidet, kann wenigstens noch durch eben so viele willkirliche Punkte
von ¢, gelegt werden wie eine F,, da die Ebene und eine F, zusammen
eine F,,, bilden. Wenn nun

(71'_'—._92_(17’__.@ + b,

Yp = pn —
wissen wir also, dass

— — 1)(n — 2

v S+ n— BT DD g
Da aber auch
Yp41 < 241,
und
(n —1)(n —2)

Zpr1=(p + )n — +. h,

—
muss man #,,, = Z,,; haben, und der Satz ist fur p 4 1 richtig, wenn
er fir p richtig ist und p > n—2. Wir haben also jetst bewiesen:

Wenn p>n— 2, sind die Schnittpunkte einer F, und einer c,, die
I scheinbare Doppelpunkte hat, durch

n_(_’tzl_)z(@;z_>+ L

unter ihnen bestimmd.

Die Methode, welche hier verwendet ist, um die Zahl y, zu finden,
welche angiebt, durch wie viele Punkte die Schnittpunkte einer ¢, und
einer F, bestinmt sind, ist aber ausser den Fallen p> (n — 2) selten
brauchbar, und wir missen also andere Methoden suchen.

36) Wir wollen jetzt cinige Hulfssatze uber vollstindige Durchschnitt-
curven zweier Flichen entwickeln, weil wir diese S#tze im Folgenden
brauchen. Diese Satze sind Satzen von ebenen Curven ganz analog, auch
die Beweisc sind analog.

Eine Fliche F,, welche durch das vollstindige Schnittpunkisystem o
einer Fliche F, und einer vollstindigen Durchschwittcurve c,, sweier Fldchen
F, und F, geht, schneidet woch c,, in dem vollstindigen Schnittpunkisystem
von c,, und einer F,_,. |

Wir setzen voraus, dass F, durch keinen Punkt geht, der doppelt so-
WO!il auf F, als F, ist, und dass F, keinen Doppelpunkt auf ¢, hat, so

q
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dass cs immer vollstindig bestimmt ist, wic man es verstehen soll, dass
F, durch die Durchschnittpunkte von F, und ¢,, gehen soll.

Uebrigens kann ¢, -sowohl unaufléslich wie aufloslich sein, wie auch
Theile davon mehrfach auf einer der Flachen F, oder F, sein konnen.

LErstens ist der Satz richtig, wenn s so hoch ist, dass es fir cine
Flache F, mit pgr Bedingungen eqvivalent ist durch a gehen zu sollen,
und wenn s >p + ¢ + r— 4. Denn, wenn s > p + ¢ — 4 kann F, (18))
im Ganzen durch :

sm_pq(z’ +2q—_‘9f1v

willkurliche Punkte von ¢, gelegt werden; wenn. F, also durch « geht,
und s so gross ist, dass ¥, durch keinen Punkt von a gehen muss, weil
sie durch die tibrigen Punkte derselben geht, kann sie noch durch.

(s —rpy —PAEFIZD

willktirliche Punkte von ¢,, gelegt werden. Durch so viele Punkte kann
aber auch eine F,_, gelegt werden, da (s — ) > p 4 ¢ — 4, woraus man
sieht, dass der Satz in diesem Fall richtig ist, da eine F, und eine F,_,
zusammen eine F, bilden. )

Darnach konnen wir zeigen, dass der Satz fur (s— 1) richtig ist,

wenn er far s richtig ist. :

Der Beweis wird gefithrt, indem wir zeigen, dass eine Flache F,,
die ¢, in pg Punkten schneidet, die auf einer Ebene liegen, noch ¢,, in
Punkten schneiden wird, die auf einer F,_, liegen. Denn der Satz wird
fir eine F,, die aus einer F, ,, welche durch a geht, und einer will-
kirrlichen Ebene P -zusammengesetzt ist, gelten. Diese zusammengesetzte
Flache wird ¢,, ausser in « auch in Punkten schneiden, die auf einer F,_,
liegen; und, da F,_, durch alle die Schnittpunkte von P und ¢,, geht,
liegen, wenn der oben angefiihrte Satz richtig ist, ihre tibrigen Schnittpunkte
auf einer F,_,_,. Hierdurch ist aber bewiesen, dass unter der gemachten
Voraussetzung der Satz fir s— 1 richtig ist, wenn er fur s richtig ist,
und wir wollen jetzt die Voraussetzung beweisen.

Nennt man a, die Anzahl der Bedingungen, mit welchen es eqviValent
ist, dass eine F, durch alle die Punkte S gehen soll, worin eine will-



196 ’ H. Valentiner.

kirliche Ebene P ¢, schneidet, wihrend man die Anzahl willktirlicher
Punkte von ¢,,; durch welche man eine F, legen kann, a,, nennt, sieht
man aus den in 18) entwickelten Formeln, dass

Gipg = Og—1ypg + Ao

Diese Formel sagt aber aus, dass eine F,, welche durch B geht; noch
durch eben so viele willkiirliche Punkte von ¢,, gelegt werden kann wie
eine F, ,, und also dass eine F,, welche durch g geht, ¢,, noch in Punkten
schneiden wird, die auf einer F,_, liegen. v

37) Aus 36) folgt die Residualtheorie fiir vollstindige Durchschnitt-
curven. _ '

Indem dieselben Voraussetzungen wie in 36) von c,,
stattfinden, wollen wir beweisen:

Wenn eine Fldiche F, eine wvollstindige Durckschmttcuwe C;y N 2WEL
Punktgruppen o und solmewlet die zusammen das vollstcmdzge Schmttpunkt-
system wvon F, und c,, bilden, und wir durch o eine F, legen, die €,y MOCh
in der Gruppe y schneidet, so schneidet eine neue Fliche s Ordnung F',,
welche durch y yeht, c,, noch in einer Punkigruppe o, durch welche man
eine Fldiche r*" Ordnung, F',, die durch 3 geht, legen kann.

Der Beweis.wird dadurch gefuhrt, dass ¥, und F, zusammen eine
F, ., bilden, welche durch das vollstandige Schnittpunktsystem « und j
von ¢, und F, geht, und deren ubrige Schnittpunkte mit ¢,,, o und g,
also auf einer F', liegen missen. :

38) Man kann nun auch einen dem Riemany-Rocu'schen Satz analogen
Satz fur vollsténdige Durchschnittcurven finden, den ich auch den RIE-
MANN-RocH'schen Satz nennen werde.

Wenn -eine Fliche F, eine vollstindige Durchschmttcurve Cpy, 2WOELET
Flichen F, und F, in zwei Punktgruppen schuneidet, wovon die eine a fest
ist, wc‘ihmnol die andere f, die von @ Punkien besteht, q' variable Punkte
enthalten kann, geht eine F,,,_, durch alle die Punkte f3, wenn sie durch
Q — q' willkvrliche Punkte unter ihnen gelegt wird.

F,, F, u.s w.

Wir setzen voraus, dass Q — q,<1_ag(_p_-l-2_q:ﬁ’ ‘und wollen spiter

zeigen, dass dieses immer stattfinden muss, wenn g auf einer F,,,_,
liegen soll. . ,
Wiahlen wir (¢ — 1) willkuirliche feste Punkte y auf ¢,, so bilden
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die ubrigen Punkte von jeder Gruppe , welche p enthalt, eine Gruppe
B aus @—q +1 Punkten bestehend, wovon ein Punkt P willktirlich
gewahlt werden kann. :

Wenn man nun durch einen Punkt P von p, der mcht zu allen
Gruppen & gehort, eine Ebene E legt, und wenn man durch die tibrigen
@ — q¢' Punkte g eine F,,, , legt, bilden K und F,,, , zusammen eine
F,,, s die ¢, ausser in # in einer Gruppe ;' schneidet. Der Residual-
theorie Aufolge muss - nun jede F,, 5, die durch p geht, aus ¢, eine
Gruppe /2 ausschneiden.

7 besteht theils aus den Punkten y’, worin die Ebene E c¢,, ausser
in P schneidet, theils aus den Punkten ;”, worin F,, _, noch ¢,, schneidet,
ausser in den Punkten, wodurch sie gelegt ist.- Nun muss jede I, g,
die durch y’ geht, auch durch P gehen, da ; und P zusammen das
vollstandige Schnittpunktsystem zweier ebenen Curven ¢, und ¢, bilden,
und F,,,_, E in einer ¢,,, , schneidet, welche durch alle die Schnitt-
punkte von ¢, und ¢, P ausgenommen gelegt ist und also auch durch
P gehen muss, da jede ebene Curve g¢,,,, durch einen der Schnittpunkte

von ¢, und ¢, gehen muss, weil sie durch die tbrigen geht.

P muss also zu j' oder zu jeder Gruppe [ gehoren, und da es ge-
geben ist,. dass er nicht zu jeder Gruppe ' gehort, muss er zu ;' gehoren.
Da nun P nicht zu den Punkten y’ gehort, worin E ¢, schneidet, muss
er zu 7" gehoren, und F,,,_, also durch P gehen.

F,,,—, muss also durch alle Punkte # gehen. Da es aber in einer
bestimmten Gruppe B = 8 4 y vollstandig willkirlich ist, ob wir uns
einen Punkt P von # variabel denken und die Punkte von y fest, oder
ob wir uns P fest und einen Punkt P’ von j variabel denken, sehen wir,
dass F,.,_, auch durch einen willkiirlichen Punkt von ; gehen muss,
weil sie durch die Q— ¢’ Punkte # geht, und also die ganze Gruppe 8
enthalten.

“Wir wollen jetzt zeigen, dass man niemals g— g > PL® +2q % haben

kann, wenn £ auf einer F,,, , liegen soll. Denn Fp +4—s Schneidet ¢, noch
in einer Gruppe 6, die aus R = (p + ¢ — 4)pg — Q Punkten besteht. Es
ist nun fur F,,,_, hochstens mit B Bedingungen eqvivalent durch ¢ gehen

zu sollen, und da F, ., im Ganzen durch pqp ‘*_‘2_9;4) willkiirliche
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>

Punkte von ¢, gelegt werden kann, hat man also g;—“m_l'_zi._—i)_. ,
‘ gy —4) '
und da @ =poe + g~ 4R, @— g THLLI=Y,

Wir haben bewiesen, dass F,,, , durch die ganze Gruppe 5 gehen
muss, weil sie durch @ — ¢’ Punkte derselben gelegt wird, wir kénnen aber
auch zeigen, dass sie nicht durch die ganze Gruppe 8 zu gehen braucht,
weil sie durch weniger als Q@ — ¢’ Punkte der B gelegt wird, Denn F,,
schneidet ¢,, noch in B = (p 4+ ¢ — 4)pg — @ Punkten 7, deren '

_ + g — 4) ,
S Pa® 29 ) _(@—q)
willkiirlich gewahlt werden ‘konnen, da es ja hochstens Q@ — ¢’ Bedingun-

gen fur ¥, _, ist durch 3 zu gehen, und si¢ im Ganzen durch palp + g —4)

-

willktrliche Punkte von ¢,, gelegt werden kann. Da aber die Gruppe 7
r variable Punkte enthalt, geht F, 44— hierdurch, wenn sie durch

B-rZpue g —b)— @ (MEEI=H )

2
oder
(1) : R—,zkI® zq )y

-~

Punkte der r gelegt wird. Eine F,; _,, die durch 7 geht, schneidet also
¢,, noch in einer Gruppe 8, deren wenigstens

Eﬂﬂzq;ﬁ—(ft——r)

Punkte willkiirlich gewahlt werden konnen, und da wir wissen, dass nur

¢’ Punkte g8 wiliktrlich gewshlt werden konnen, mussen wir haben

. . _
@) et 9= _ (g _ 3z,
und indem wir (1) und (2) vergleichen, schen wir, dass

’ + '—4
g = pe(p 2?1 ) (R — 7).
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Wenn nun ¢,, % scheinbare Doppelpunkte hat, und wir

p_Pe—Dlpg—2)
b} _
setzen, haben wir
R—r=P—¢—1

Q—Fq'tP——‘—'r—l
BR+Q=2P—1) .
R —@Q=2(—7q)

Far das Folgende ist es wichtig zu bemerken, dass man diesen, so
wie die vorhergehenden Satze, verwenden kann, wenn c¢,, eine auflosliche
Curve ist. S

38) Wir wollen jetzt unter eins die folgenden zwei Sitze beweisen:

1) Wenn zwei Flichen F, und F, einander in den wnaufloslichen Curven
¢, und én, schneiden, wo n + n, = pg, muss eine F,,._, durch einen Schnitt-
punkt von c, und c, gehen, weil sie durch die ibrigen geht.

2) Wenn c, h scheinbare Doppelpunkte hat, sind %ﬁ_—z)_
ihrer Schnittpunkte mit einer F,,,_, durch die iibrigen bestimmt, wahrend
Ypig—a=1n(p + ¢ —4) — @:%75—_—2)— + b von diesen Schuittpunkien willkiir-
lich gewdhlt werden kinnen, indem dieselben Bedmguhgen wie im vorigen
Satz stattfinden. , (

Wir nehmen an, dass ¢, #' scheinbare Doppelpunkte hat. ¢, und €,

schneiden einander in ¢ Punkten, die ¢ genannt werden, und wir haben

h

t=2h—nm —p—q+ 1).("
Setzen wir jetzt

n=mm+k@<®,m=r%—%=m&+hﬁﬁw—m—1m+@-%%

sehen wir, da sowohl ,
pr+qg—4>m+qg—4

als ,
P+qg—4>m +qg—4,

(') Sighe z. B. Saimon: Geometry of three dimension;, third ed. p. 316.
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35) zufoigé, dass es fuar F,,,_, hochstens mit

' —1)(n—2)
yp+q_4+1=(p+q—4)n—@_)2(“_._l+h+1 I

— D(m, — 2
.y,p+q—4+1=(p+q—4)n1—(nl )2(7171 )+h/+1'

Bedingungen eqvivalent ist die Curve ™ | enthalten zu sollen. Wir konnen

Yptg—a + 1 — ﬁ:
?/p+q—4 + 1 _482

valent ist Z" enthalten zu sollen, indem A “§ 0. -
m | 2

 Wir wollen jetst eine F,,,_, durch ¢ legen und annehmen, dass sie
durch = Punkte ¢ gehen muss, weil sie durch die tibrigen geht. - F,,, _,
muss dann ¢, enthalten, wenn sie noch durch y,,., ,+1—p —(—2)
willkiirliche Punkte der ¢, gelegt wird, und ebenso muss sie auch ¢,
enthalten, wenn sie noch durch y',,,_,+1—f,—(t—=) willktirliche Punkte

der ¢, gelegt wird. Da es nun (18)) fur eine F,,,_, mit p+g— P —4rg

also annehmen, dass es mit Bedingungen fur F,,, , eqvi-

-

Bedingungen eqvivalent ist die vollstandige Durchschnittcurve von F, und
F, enthalten zu sollen, muss man haben

Wote—s +1—B —(t—2) + Wp4gs + 1 -3 —(t—2) +t—2

= 4
= Yprgt F Yppga— B — LB —t+ 2425 (p+q2 )Pq+1

Nun hat man aber die Relation

h— = - o)

oder

((n — 1)2(n— 2) h) _ ((vnl —_ l)énl —2) h’) _ (n—ﬁ,)(172+ g —4)

und also )
Ypro—t + Yoiga—t = (p+ ¢ — 4)pg — (n — 1)(n — 2) + 2h

2

+ —(2h —nn—p—q+ 1)

e t+te—4b ,
ML=

(") Siehe SsLmon: (leometry of three dimensions, third ed. p. 315.
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Daraus sieht man, dass

e—p8 —f(,31, 2SR+ 8, + 1.
Nehmen wir jetat an, dass ¢, auf einer Monoide Y, liegt, dann wissen wir
(28)), dass die Punkte G,., ,, worin eine F,,,_, ¢, schneidet, auf einem
Kegel ¢,1,1,-, der durch » und h, geht, liegen, und dass (6)), wenn sich
Gpig-s in zwei Gruppen ¢ und S theilt, ein ¢, 5, welcher durch % geht,
durch B gehen wird, wenn er durch @ — ¢’ Punkte der 3 gelegt wird,

indem 3 @ Punkte enthalt, wovon ¢ willkiirlich gewahlt werden konnen.

Nun schneidet, wenn h<———ﬂ_ 2) ,eine F,, _,, welche durch ¢

geht, ¢, noch in emer Gruppe B aus n(n — 3) — 2k Punkten bestehend,
n(n 3)
2
gewsdhlt werden konnen; denn aus dem Vorhergehenden sehen wir, dass
eine F,, _,, die durch.¢ geht, noch durch so viele willkurliche Punkte
von ¢, gelegt werden kann, und dass sie nicht, wenn h<@g@;&>,

¢, enthalten muss, da ¢’ < 0, weil ‘xiﬂx + 1 und in diesem Fall

von welchen ¢ =y,,, ,—8 —t+ 2 —h + & — 3 — 1 willkirlich

n{n —.3)

5 —h20.-

Ein ¢,_;, der durch % geht, geht also auch durch 8, wenn er durch
3)

n(n_a)_-zh—(’ﬂ’lz——g)—ﬁ—ﬁl+m-—1)="—(”-2:_-—h+ﬂl—w+1
willktirliche Punkte der # geht. Nun missen Awir aber
’fﬂ—_—&—h+,9—x+1_’l(”—?’)—-h—ﬁl+m—1, ©Zh + 1

2 2

haben, weil sonqt ein ¢, ;, der durch % geht, durch alle Punkte einer
willktirlichen Gruppe f-gehen musste, weil sie durch eine geringere An-
zahl unter ihnen ginge, als man willktrlich wahlen konnte; was unmog-
lich ist.
Man hat also
: 2Sp o+ B+ 1
eTh + 1,

was nur stattfinden kann, wenn 3, = 0, ¢ = 3, + L.
Acta mathematica. 2. Imprimé 16 Mai 1883. 26
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Auf dieselbe Weise sehen wir, dass g, =

Wenn h—(n__‘.l_)z(f;_z_) kann kein ¢,_; durch h gelegt werden; der

Satz ist aber ‘gleichwolfl richtig. Wir haben in diesem Fall

t=(n——l)(nr—2)——-—n(nf—p~—g+ )=mnlp+qg—4) + 2
Wie vorher'ﬁnden wir, dass

| zS1+ B + 5,
Wir konnen dann' nicht B, > 0 haben, denn F,, , muss ¢, enthalten,
wenn er durch ¢ geht, und das wiare nicht nothwendig, wenn 8, > 0, da
F,.,, dann, ausserdem dass sie durch ¢ ginge, durch

n(n — 3)

_nn—3 _
¥ —p+e—152 Y 50

2.

willktirliche Punkte \von ¢, gelegt werden konnte. Wenn 1’ < Mﬁ,

(n, —~ 1)(” 2) , sieht

sieht man wie vorher, dass 8, = 0, und wenn 7’ =

man wie hier, dass B = :

Wir haben jetzt den Satz in allen Fallen bewiesen, wenn man nur
durch die vollstandige Durchschnittcurve von F, und F, eine F,, _, legen
kann. Wir wollen jetzt sehen, ob der Satz (1) pag. 199 auch richtig ist,
wenn dieses nicht der Fall ist. '

Wir missen dann.

ptg—4a<p
PHg—4<q
oder
g <4
p<4

haben. Den Fall wo p< 2, ¢ < 2 konnen wir auslassen, da die Flache
F,i,—, dann gar nicht existirt. Ebenso konnen wir den Fall p =3, ¢ =1
auslassen. Wir missen also entweder p = 3, ¢ = 3 oder p = 3, ¢ = 2
setzen.

Wenn p = 3 g = 3, ist F,,Jrq_4 = F, und entweder n oder n, < 4,
so dass wenigstens eine der Curven ¢, oder ¢, auf einer F, hegt T Es

ist leicht zu zeigen, dass der Satz richtig ist.

»
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Wenn p = 3, ¢ = 2, kann » und n, die Werthe (1, 5), (2, 4), (3, 3)
haben. Im ersten und zweiten Fall sieht man, dass. der Satz richtig ist,
dagegen siecht man, dass er im dritten Fall nicht richtig ist; denn F,,,. ,
ist = F, und ist also eine Ebene, und die beiden Curven ¢, und ¢, sind
Raumcurven 3%% Ordnung, die sich in 5 Punkten schneiden, und durch
deren Schnittpunkte keine Ebene gelegt werden- kann.

Wenn ¢, eine zusammengesetzte Curve ist, miissen in allen Fallen

richtig sein, und also B, =0, x=/p 4 1 sein, wenn nur ¢, eine mnicht
auflosliche Curve ist, und kein Theil von ¢, Doppelcurve auf den beiden
Flachen F, und F, ist.’ : ' '
3) Es ist also, wenn c, unaufloslich ist wnd kein Theil von c, Doppel-
curve auf den beiden Flichen F, und F, ist, immer mit 3., + 1 Be-
dingungen equivalent, dass eine F,,,_, die ¢, residuale Curve ¢, enthalten soll,
und n _ _
- 4) Eine F,,, ,, die durch die Schnittpunkte zweier Curven ¢, und ¢,
geht, schneidet immer c, noch in eimer Gruppe von n(n — 3) — 2h Punkten,

n(n -— 3)

wWovon — h willkdirlich gewdhlt' werden konmen.

Der letzte Satz wird dadurch bewiesen, dass F,,, ., ausser durch ¢
durch y,,,_, — f, — (¢t — ) willktirliche Punkte von ¢, gelegt werden
kann. Er ist auch in dem Fall richtig, wo Theile von ¢,  Doppelcurven
auf den beiden Flachen F, und F, sind. ()

(*) Da ich nicht sonst die Fille behandele, wo Theile von ¢y, Doppelcurven auf den
beiden Flichen F, und F, sind, werde ich nur in dieser Note den Beweis fiir die: ge-
machte Behauptung fithren. Ich nehme also an, dass der Beweis wie oben gefiihrt ist fiir
den Fall, wo kein Theil von ¢, Doppeleurve auf den beiden Flichen Fp und F, ist:
Wenn nun # so gross ist, dass eine. ., die durch ¢, geht, durch keine Doppeleurve von
F, zu gehen bedarf,' denken wir uns eine solche F. durch c, gelegt, und dass F\. noch.
Fy in ¢y, wovon kein Theil doppelt auf F, ist, schneidet. Eine #,., 4, welche dureh,
¢y ~geht, kann noch darch n(n_z—?_)z
wir nun aber étatp ¢y eine Curve setzen, die aus cp, und einer willkiirlichen vollstindigen
Durchschnitteurve ¢_—py, von F, und einer F,_, besteht, sieht man, dass cine Fry,q,

(n—3) |

welche hierdurch geht, wenigstens durch q-%—?——h- willkiirliche Punkte von ¢, g'elvegt

— h willkiirliche Punkte von ¢, gelegt werden. Wenn
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.~ 39) Indem wir stets voraussetzen, dass kein Theil von ¢, oder Coy
Doppelcurve auf den beiden Flichen F, und F, ist, und dass ¢, und c,
zusammen die vollstindige Durchschnittcurve von F, und ¥, bilden,
werden wir entwickeln, wie die Anzahlen von willkiirlichen Punkten in
mehreren Punktgruppen auf ¢, und ¢, von einander abhingen,

Erstens wollen wir eine Beziehung zwischen den Zahlen y,,, , und
Yvta—t

Y pse—s entwickeln, wenn}®’

" angeben, durch_wie viele willkiirliche Punkte
) ptg—4 . o :

das vollstandige Schnittpunktsystem von | und F,,, . bestimmt ist.

Cn,

Die Curven ¢, und ¢, kdnnen zusammengesetzt oder unaufloslich sein,
wie auch Theile von ihnen mehrfach auf einer der Flachen F, oder F,
sein kdnnen. ' ; -

Fp1s—s kann im Ganzen durch p_q_(p_—léq_—él) willkiirliche Punkte von

¢y die vollstandige Durchschnittcurve von F, und F,, gelegt werden.
Wenn also die Schnittpunkte von F,, _, und ¢, bestimmt sind, kann
F,., ., noch durch '
Pap + 9 —4)
2

<

T Yo+q—4

willkurliche Punkte von c:,,l gelegt werden. F,, , schneidet also auf
¢, eine Punktgruppe « aus, die aus n,(p + ¢ — 4) Punkten besteht, von

welchen M"'—z‘—’-——@ — Yprg—s willktirlich gewahlt werden konnen. Aus

37) folgt aber, dass eine F,,M_; durch die ganze Gruppe a gehen muss,
wenn sie durch

- yp+q——4')
willktirliche Punkte der a geht.

werden kann. Da aber eine Fl.., 4, die durch ¢y, geht, F;, noch in einer (urve schnei-
det, durch welche man eine F 1, 4 legen kann, sicht man, dass auch eine Fy4, 4, die durch
n(n — 3)
2
kann, und dass also dasselbe fiir eine Fly, 4, welche durch ¢ geht; stattfinden muss. Wie
) n(n — 3)
5 —

Ca, geht, wenigstens noch durch — h willkiirliche Punkte von ¢, gelegt werdén

vorher zeigt man, dass eine Fyy, 4, die durch ¢ geht, nicht durch mehr als

willkiirliche: Punkte von c; gelegt werden kann.
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Da o aber auch das vollstandige Schnittpunktsystem von F,,, , und
C,, 1st, und die Schnittpunkte von ¢, und F, +4—4 durch v/, +q‘_4 unter ihnen
bestimmt. sind, muss es far F,,, , mit y’,,,_, Bedingungen eqvivalent

sein-durch a zu gehen, wnd also.hat man

, . ) : +q9—4
PR (R

— _yp+¢1—4):

, _ n, —u)p +qg—4
yﬂ+q——4'—?/p+q—4=( ! )(272 4 )

Wenn wir annehmen, dass ¢, und ¢, bezichungsweise % und & Doppel-
(n — 1)(n —2)
2
weise das Geachlecht von ¢, und ¢, nennen und mlt g und g’ bezeichnen,

haben wir

punkte hat, und wir —hund " ‘ 1)(%“# 2 _ K beziehungs-

Yptg—t — Yptg—t = § — -

Wenn ¢, eine unauflosliche Curve ist, wissen wir, dass es fur F,,_,
mit (p + ¢ — 4)n, — g’ + 1 Bedingungen eqvivalent ist ¢, enthalten zu
sollen, und wenn diese Zahl k grosser als y,,,_, ist, finden wir

Yrtga =@ +q—4m—g—Fk+ 1L

Wenn ¢, nur aus Curven besteht, die einander schneiden, und von
denen keine doppelt auf 17 oder I ist, ist es leicht zu sehen, dass k—l

und also
Yrto—s =P +q¢—4n—yg. -

Wenn £ grosser als 1 sein soll, muss also ¢,, entweder aus mehreren
Curven, die nicht einander schneiden, bestehen, oder ¢, muss Theile ent-
halten, die  doppelt auf einer der Flachen F, oder F, sind. ,

40) Wir haben schon frither die Bezeichnungen y, und -2, gebraucht.

¥, ist die’ Anzahl von willkiirlichen Punkten auf ¢,, durch welche man
eine I, legen kann. z,.ist die Anzahl von willkurlichen Punkten auf ¢
durch -welche man eine ¢,,,, der durch » und h, geht, 1egen kann, in-
dem man sich denkt, dass ¢, auf einer M, liegt.
' Nennt man die Gruppen von wr beweglichen Punkten, worin F, und |
Pmir €, schneiden, G, und H,, weiss man, dass die Gruppen @, zu den
Gruppen H, gehoren, und dass die Gruppen G, und H,, wenn r zulanglich
hoch, zusammenfallen. :

n* .,
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Wenn n = m,q —-[— k, und ¢, auf einer unaufléslichen F, liegt, wissen
wir auch, dass , '

2y = TR — ' 4 ],

2
wenn v > m, + ¢ — 3, und dass, wenn

sowohl T§m1+g—3 als y+=rn—@;%£@+h,

die Gruppen G, und H, zusammenfallen.

- Da eine H, aus einer willkiirlichen I, und einer \V]llkurhchen H,_,
zusammengesetzt sein kann, wenn s <7, muss auch, wenn r zuling-
lich 'hoch, eine F,, welche durch eine G, geht, ¢, noch ‘in einer willkiir-
lichen H, , schneiden koénnen.  Daraus sieht man, dass.man die Grup-
pen H ganz unabhingig von den Monoiden, die durch ¢, gehen, definiren
kann. Im Folgenden' werden die -Bezeichnungen y,, 2, G., H, immer
dieselbe Bedeutung wie hier haben. Wir konnen jetzt die Residualtheorie
auf Raumcurven ubertragen, auch wenn sie nicht vollstandige Durch-
schnittcurven sind, wenn nur die Zahlen # und » so gross sind, dass
G, uwnd H, G, und H, identisch sind. - Unter dieser Voraussetzung hat
man: Wenn durch eine Puhktgruppe a, die auf ¢, liegt, zwei Flachen F,
und F, gehén, die ¢, beziehungsweise in ‘den Punktgruppen 8 und j,
schneiden, und, wenn man durch 8 eine neue Flache +* Ordnung F',,
die ¢, in a, schneidet, legt, kann man auch durch j, eine neue Fliche

" Ordnung F,, die durch «, geht, legen.

Der Beweis wird ganz wie der fur den analocren Satz von voll-
stindigen Durchschnittcurven gefithrt. Fallen nur die Gruppen @, und
H, zusammen, nicht aber die Gruppen G, und H, , kann man wohl durch
jede neue Gruppe a,, die von einer I”, ausgeschnitten wird, eine I, legen,
nicht aber eine F’, durch jede Gruppe a,, die von einer F7, ausgeschnit-
ten w1rd

41) Indem wir dieselben Beaelchmmgen wie in 40) far die Zahlen
und Gruppen, die zu ¢, gehbren, brauchen, und die entsprechenden Zahlen
und Gfuppen, die zu c,; gehoren, y',, #,, G',, H', nennen, wollen wir zeigen,
wie die Zahlen, die zu c, gehdren, von denen, die zu c, gehdren, abhd,ngen.

Die vollstandige Durchnittcurve zweier Flachen, Fp und F,, wird ¢,
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genannt, und die Anzahl willkurlicher Punkte auf ¢, , durch welche man
eine F, legen kann, wird «,, genannt.

- Durch+eine ‘Gruppe @, legen wir eine F,. -F, wird dann ¢, in einer
Gruppe ‘6", -schneiden und kann noch durch a,,, —y, willkiirliche Punkte
von ¢, gelegt werden. FEine F,_,_, wird dann (37)) durch G'; gehen,
wenn sie durch n,r — a,,, + y, Punkte der @, gebt. Nehmen wir jetat
an; dass ¢, und ¢, unaufloslich sind oder wenigstens nicht aus mehreren
Curven, die doppelt auf einer der Flachen F, oder F, sind, oder die
nicht einander -schneiden, zusammengesetzt s1nd wissen wir, d.ass eine

F,;: - ‘durch

PQ’

o ), —2)
Yoro—t =n,(p + ¢ —4) — (e .)2(”1 ‘ ) + h

willktirliche Punkte von ¢, gelegt werden kann, und dass also F,., 4
ausserdem dass sie durch G, geht, noch durch eine willkiirliche Gruppe
H . . gelegt werden kann. Eine H 'prq—r—s 18t aber durch &, .,
willktirliche Punkte bestlmmt, und F kann, ansserdem dass sie durch
G,_ geht, noch durch

pre—t

Y ptg—t — (0T — @rpy + )
willkarliche Punkte von ¢, gelegt werden, so dass

’ . 1 }
Fppgr—t = Ypyg—ai — W7 + Qppy — Y.

Ebenso findet man entsprechende Formeln, indem man # und #,, y und
Y',sz und 2 vertauscht.

42) Wir fragen jetzt, unter welchen Bedingungen
V=2 4

B > 1 —

ist?  Wir nehmen an, dass p 80 hoch ist, dass ¢, eine_unauﬂﬁsliche
Curve ist. ‘ '
Wir haben dann (41))

= Yprg—a— (P + @~ 17— 4) + Uprgrtpg — Yprg—r—t,

und. also, wenn z, >m — QLT_%U +

. (m—T1)n | |
7 - ‘—‘)ZL“ Fh<Yprgs —wp + ¢ — 1 —4) + Cprgmr—ipe — Yrtors
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oder . ‘ :
Uptg—r—tyg = Y ptg—r—a > 0.

Nun ist es mit Y'pie—rs + 1 Bedingungen eqvivalent, dass eine F, .,
¢, enthalten soll, und mit a,,, ., + 1 Bedingungen eqvivalent, daqs
eine F,, . , c, enthalten soll.

Die Ungleichheit

Uptg—r—typg — Yp+q-—r—s >0
oder ’
. Opyg—r—tpg + 1> Yprgra + 1

viq-r—t Cn enthalten kann ohne ¢, zt enthalten,
oder dass ¢, mit einer ¢, ,_,, corresidual ist. Nun wissen wir, dass,
wenn '

giebt also an, dass eine F,

zr>,,'-n._.(lb_f_122(ﬂ_:gl+h,

wir durch die Doppelstrahlen aus einem willkiirlichen Punkt einen ¢,_,_,
legen konnen, oder dass ¢, auf einer Zl[,,_,_3 liegt, die ibren Scheitel in
einem willktrlichen Punkt hat.

Die nothwendige und zuldngliche Bedingung dafiir, dass c, ouf einer
M, . ;, die ibwen Scheitel in einem willkiirlichen Punkt hat, liegen soll, ist
also, dass c, mit einer ¢, , ., corresidual ist, wenn c, auf eimer F, liegt.

Wenn man also die niedrigste Ordnung der Curven kennt, die ¢,
corresidual sind, kennt man auch die nledrlgste Ordnung der Monoide,
die man durch ¢, legen kann.

Man sieht auch umgekehrt, dass, wenn man den niedrigsten Wérth
der Ordnung der Monoide, die man durch eine Curve ¢, legen kann,
kennt, kennt man auch die niedrigste Ordnung der Monoide, die man
durch eine willkarliche ¢, corresiduale Curve legen kann. Man muss
doch bemerken, dass wenn die Scheitel der Monoiden specielle Lagen
bekommen, diese Satze nicht immer gelten, indem dann die Doppelstrahlen
mehr als zweifach werden konnen. ‘

Wenn man r —=p setzt, giebt

a'rpq_y,r
an, durch wie viele Punkte man eine ¢, corresiduale Curve ¢, legen

kann; nenngn wir diese Zahl ¢,, wenn dle Curve ¢, auf einer Flache q‘"
Ordnung liegt, hat man
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Gn = 2g—4 — ((g - 4)1’1/ - ‘*—————(n — 1)2(n — 2)' + h)'

Setzen wir %_‘“_2)

_nthl‘, bekommen wir fur g—4
4o =p,. _

Also wenn eine ¢, auf einer F, liegt, kann man eine ¢, corresiduale
Curve ¢/, durch p, willkurliche Punkte legen. Man kann aber zeigen,
dass alle Curven, die durch Variation ihrer Constanten in ¢, itbergehen
konnen, und die auf derselben F, wie ¢, llegen, ¢, corresidual sind, wenn
F, keine mehrfachen Punkte hat.

Wenn ¢, auf einer F, liegt, existirt keine H,_,, und z,_, hat keinen
Sinn. Man weiss aber, dass es mit

pn, __(n, — l)é"n1 — 2) L h41

Bedingungen eqvivalent ist, dass F) ¢, enthalten soll, und da F, im Ganzen
durch M—%'f_l) willkiirliche Punkte von F, gelegt werden kann, dass die
¢, corresidualen Curven ¢’, durch

(n— 1o —2)

S = 3 —h+n—1

willktrliche Punkte von F, gelegt werden konnen, oder, wenn ihr Geschlecht

p, genannt wird, dass
' Sh=p, +n—1

Auf dieselbe Weise bekommen wir
'2n=P1 + 2n — 1.
Wir wissen, dass die ebenen Curven durch n(n—;ﬁ.—d willkuirliche

Punkte gelegt werden konnen, wenn d die Anzahl ihrer Doppelpunkte
bezeichnet, # ihre Ordnung, und wir konnen also auch

ly=p +3n—1

schreiben. Wir sehen dann eine merkwirdige Analogie zwischen den
Zahlen 1,, 2,, 3,, und dass diese Analogie fur 4, aufhort.

Acta mathematica. 2. ‘Imprimé 8 Juin 1883. 27
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- 43) Wir wollen jetzt die meisten dieser Resultate auf eine andere
Weise ableiten, um dadurch eine Verification der gefundenen Resultate
zu finden. : v

Wir nehmen also an, dass eine ¢, auf einer F, liegt, 4 scheinbare
Doppelpunkte hat und unaufléslich ist, und dass F, keine Doppelcurve
hat. Weiter nehmen wir an, dass wir wissen, dass, wenn p > (n—2), es
mit

Im_(n— ],)z(n—Z) Rl

Bedingungen quivalent ist; dass F, ¢, enthalten soll.
Durch e, legen wir eine F,, die F, noch in ¢, schneidet.

- Wenn 7 zulanglich hoch, wird die vollstindige Durchschnittcurve
¢y von F, und F, vollstaindig bestimmt sein durch ihre Schnittpunkte
mit ¢, die vollstindige Durchschnittcurve von F, und F,. Eine ¢, resi-
duale Curve ¢, ist dann durch ihre Schnittpunkte mit ¢, " vollstandig
bestimmt, und dann wird nach 37) eine F,, ,_, durch die Schnittpunkte
von ¢, und ¢, gehen, wenn sie durch #r — g, unter ihnen geht, indem
¢, durch g, willktirliche Punkte von F, oder ¢, gelegt werden kann.

Wenn nun 7 > » — 2, schneidet F,,, , ¢, noch in einer Gruppe H,_,,
worin z,_, Punkte willkiirlich gew&hlt werden konnen, und man hat, da

F,, s im Ganzen durch (r4 q— 4y — (m—V—2) .} willkurliche

‘ 2
Punkte von ¢, gelegt werden kann,
(r+g—4m (i—_—l)(l-_z)+h=m~_g,,+zq_4
oder .

wie wir in 42) gefunden haben.

Legen wir durch ¢, eine F,. .. so schneidet F, , F, noch in einer
Cutrgy die mnicht aus mehreren Curven, die emander mcht schneiden, zu-
sammengesetzt ist.

C,e4n kann durch -

(rg + n— 1)rqg + n — 2) v

trvn = o (0 — ez + ) — A )
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willktirliche Punkte von F, gelegt werden, indem wir alle Zahlen und

Gruppen, die zu ¢,,,, gehoren, mit zwei Marken bezeichnen. ‘
Wenn es nun mit v,;, Bedingungen eqvivalent ist, dass F,,, ¢, ent-

halten soll, haben wir nun auch, wenn F,,, im Ganzen durch a,,, will-

kirliche Punkte von F, gelegt werden kann,

Up+rg — Vptr = Jrg4n.
~ Wir wollen jefzt suchen, wie gr‘oss 2", ist, wenn, r < g — 4.

Wenn 7, ., . (p, > n+rq—2) durch das volIstandiore Schnittpunkt-
system einer F, und einer ¢, geht, giebt 2/, , 4+ 1 an, mit wie vielen
Bedingungen es eqvivalent ist, dass eine solche F,,, , ¢, enthalten
soll. Nun kann eine ¢,,,, aus ¢, und einer vollstdndigen Durchschnitt-
curve ¢, von F, und F. zusammengesetzt sein. Da eine F, ., ,, welche
durch das vollstaindige Schnittpunktsystem einer solchen ¢,.,, und einer
F, geht, ¢, noch in einem vollstindigen - Schnittpunktsystem a mit einer
F,_, schneidet, und da a ein vollstindig willkirliches Schnittpunktsystem
von ¢, und einer F),_, sein kann, sieht man, dass es mit a,_,,, + 1 Be-
dingungen eqvivalent ist, dass F,,, , ¢, enthalten soll.

Wenn nun F,,, , ¢, enthilt, schneldet sie F, noch in einer ¢, 4, , g,
die auf einer F,., ., liegt und durch das Vollstandwe Schnittpunktsy-
stem von ¢, und F, geht, und die nur diesen Bedingungen unterworfen
ist. Eine solche ¢, ., , 4, kann noch durch z,_,._, willkiirliche Punkte
von ¢, gelegt werden, und es ist also noch mit 2, , 4 1 Bedingungen
eqvwalent dass F, .., ¢, enthalten soll.  Wir haben also

3 q—4 + 1 - (a/(q—‘i)rq + 1) + (Zq—r—/i + l)a
&gt = tyrg + Zgr—s + 1.

— Dir(r
2

Da »' =h + nr(g — 1) + qla —1 , finden wir nach einigen Be-

rechnungen ‘

(1) 2ppaF+ vppr=(p+g¢g—4m —@_:_1)2&____22

+h—-a(r + p) + a@ippe + 1.

Wenn r> g — 4, findet man auf dieselbe Weise wie wenn r <g—4,
dass ¢, , = a,_,,,, indem F,_  _, dann ¢, enthalten muss, wenn sie ¢,
enthalt, und beim Ausrechnen finden wir ‘

(n, )(n

@ v =(p + I, — D+t
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Die hier gefundene Formel (1) ist mit der in 41) gefundenen Formel
identisch, wenn man da p + r statt » setst und die Buchstaben y, 2, =
mit ¢, 2, m, vertauscht, wénn ¢, nicht aus Curven zusammengesetzt ist,
die einander nicht schneiden, indem unter diesen Bedingungen v, =v',,,+ 1.
Dagegen sieht man, dass die Formel (1) hier nur fur » positiv bewiesen
ist, wihrend die Formel in 41) immer richtig ist, wenn p 4+ r > 0. Anderer-
seits gilt die Formel in 41) nicht, wenn ¢, aus Curven zusammengesetzt
ist, die einander nicht schneiden, wihrend die Formel (1) auch in diesem
Fall richtig ist.

Wenn r=(q— 4), giebt (1) einen neuen Beweis fur den Satz 38) 3),

wihrend (2) nur eine leichte Folge aus dem Satz 38) 3) ist.
44) Wenn eine Fp +o—s durch die oft genannte Gruppe ¢ geht, schneidet

sie ¢, noch in einer Punktgruppe G, die n(n — 8) — 2 Punkte enthalt,

wovon n_("'z—g)——h willkiirlich ™ gewahlt werden kﬁnpen.

Ein ¢, ;, der durch die Doppelstrahlen % aus einem willktirlichen
n(n — 38

Punkt. geht, W.l['.d G enthalten, wenn er durch )__h willktirliche

Punkte der G' geht. Nun schneidet ¢, ; ¢,, ausser in den Punkten, die
auf den Doppelstrahlen % liegen, in einer Punktgruppe H, die n(n—38)—2h

n(n — 3)
2

Punkte enthalt, wovon — h willktirlich gewahlt werden konnen.

Die Punktgruppen G' und H sind also identisch, da jede Gruppe G zu den
Gruppen H gehdrt, eben so viele Puunkte wie H enthalt und durch eben
so viele willkiirliche Punkte wie H bestimmt ist. ‘

Wenn eine Punktgruppe H, sich in zwei Gruppen o und f§ theilt, *
wovon [ fest ist, a aber ¢ willkuirliche Punkte "enthalt, wird ein ¢, ,,
der durch % geht, wenn « aus @ Punkten besteht, durch « gehen wenn
er durch @ — ¢ willkirliche Punkte der a geht.

Dieses kann man auch so ausdriicken: eine Gruppe H wird alle
Punkte einer Gruppe « enthalten, wenn @ — ¢ willkiirliche Punkte o zu
H gehdren. Da die Gruppen G und H identisch sind, muss aber dasselbe
von G gelten, und man hat also den Satz:

Wenn eine Gruppe H, aus zwei Gruppen a und f3 zusammenqesetzt ist, -
und wenn f eine feste Gruppe ist, a aber q willkirliche Punkte enthalten
kann, wird eine F,,, ,, die durch t geht, wenn a @ Punkte enthdlt, durch
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alle die Punkte a gehen, wenn sie durch Q — q willkiirliche Punkte unter
ihnen geht. :

Man kann aber auch diesen Satz direct beweisen, wenn man nur
weiss, dass, wenn p zulanglich hoch, ¥, ,_, durch einen Punkt von ¢ gehen

muss, weil sie durch die tbrigen geht, und dass man unter derselben

(n — 1 1)(?@

Voraussetzung F,,, , durch (p + ¢ —4jn — 2) + 1 willkurliche

Punkte von ¢, legen kann und die ReSIdua.lt-heorle verwenden, wenn die
Flachen, von denen die Rede ist, (p 4+ g—4)“ oder hoherer Ordnung
sind. Zuerst kann man bemerken, dass, wenn ¢ das Schunittpunktsystem
der Curven ¢, und ¢,, die zusammen die vollstindige Durchschnitt-
curve von F, und F, bilden, ist, bildet ¢ zusammen mit den Punkten q,
worin eine willkiirliche Ebene P ¢, schneidet, das Schnlttpunktsystem t
zweier Curven ¢, und ¢, 1+¢> die zusammen die vollstandige Durchschmtt-
curve von F| und einer F,,, bilden. Denn P schneidet F, in einer
ebenen Curve ¢,, und diese bildet mit ¢, und ¢, die vollstandige Durch-
schnittcurve von F, und einer F,,,, die aus F und P besteht. Also
muss eine F,, _, durch einen Punkt von ¢, gehen, Well sie durch die
itbrigen geht. ‘

Indem wir dieselben Bezelchnunoren wie im Vorhergehenden brauchen,
sehen wir der Residualtheorie zufolge, dass eine willkurliche Gruppe 2,
wenn 7, zulanglich hoch, durch eine F,, die ¢, noch in einer festen
Gruppe f8, schneidet, ausgeschnitten werden kann. ’

Wir nehmen zuerst an, dass @ — ¢ = ﬁ(n_;—ﬁ

Gruppe a, die noch aus (@ — ¢) Punkten ¢ besteht, durch ¢ willkiirliche
Punkte 7 bestimmt. Durch einen Punkt P von y legen wir eine Ebene
E und durch ¢ eine F,,,_,, die durch ¢ geht, und nehmen an, dass p so
gross ist, dass F,,, , durch einen. Punkt von ¢ gehen muss, weil sie durch
die ubeigen geht. Die Punkte, worin E und F,, . mnoch ¢, schneiden,
nennen wir ¢, und b. Eine F,, die durch 7 mit Ausnahme von P geht,
wird ¢, noch in einer Gruppe a, schneiden, die aus Q — ¢ + 1 Punkten
besteht, wovon einer willkuirlich gewahlt werden kann, und der Residual-
theorie zufolge muss jede Gruppe «, durch eine F,,, ;, die durch £, g,
und b geht, ausgeschnitten werden, da F,,,, und E zusammen eine
F,,, s, die durch eine a, geht, bilden.

4

— &, und denken uns eine
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Eine F,,, ;, die durch ¢ und @, geht, muss aber auch durch P gehen,
da die Punkte b und die Punkte a, worin E ¢, schneidet, eine Gruppe
¢, bilden, und F,,, ;, durch einen Punkt einer Gruppe ¢, gehen muss,
weil sie durch die tbrigen geht. Dann muss P aber zu b gehoren. Denn
P muss entweder zu jeder Gruppe a, oder zu den festen Punkten, worin
F,., s ¢, schoeidet, gehoren. Zu jeder Gruppe a, kann er nicht gehoren, da
nicht jede F,, die durch B und y mit Ausnahme von P gelegt ist, durch
P gehen muss, da alle die Punkte y willktirlich gewahlt sind. Es ist
gegeben, dass P nicht zu @, gehort, also muss er zu b gehoren. Wir haben
also bewiesen, dass F,,, , durch noch einen Punkt der Gruppe a gehen
muss, weil sie durch @ — ¢ willkiirliche Punkte dieser Gruppe geht, und
wie in 37) beweisen wir, dass F,, _, durch alle die Punkte « gehen muss,
und dass sie nicht nothwendig durch o« gehen muss, weil sie durch eine
geringere Anzahl als @ — ¢ willkuirliche Punkte der « geht, ebenso wie,
n(n — 3)

2
F,y44, die durch ¢ geht, liegen soll.
Wir haben jetzt den Beweis gefithrt, wenn p 4+ ¢ — 4 so gross, dass
F,,, , durch einen Punkt von ¢ gehen muss, weil sie durch die ibrigen
geht. Da aber eine F,,, ,, die durch eine Gruppe # geht, immer we-
n(n 4+ 3)
2

dass @ — ¢ nicht grosser als — 1 sein kann, wenn o auf einer

nigstens noch durch — b willktirliche Punkte von ¢, gelegt werden

kann, (was man wie in 38) beweist), wenn ¢ eine ahnliche Bedeutung
for F,,, , wie ¢ fur F, ,, hat, und da sie ¢,, ausser in #, noch in
n(n — 3) —— 2h Punkten G’ schneidet, muss eine Gruppe G' mit einer &

zusammenfallen, wenn ﬁ(ﬂ.z—_a-_h von den Punkten G' zu G gehoren,

und also missen die Gruppen @ und G’ identisch sein.

45) Wir wollen jetzt suchen die Frage zu beantworten:

Wenn ¢, und ¢, zusammen die vollstindige Durchschnittcurve von
F, und F, bilden, durch wie viele Punkte ¢, der Schnittpunkte ¢ von-
¢, und ¢, muss dann eine F,,, ., gehen, weil sie durch die tibrigen geht?

Nehmen wir erst an, dass p + ¢ —r —4 so gross ist, dass die
Schnittpunkte von F,,, ., und ¢, durch

Yptg—r—a=(P +q¢g—r—4n— 3
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4undG

unter ihnen bestimmt sind, und dass die Gruppen H, Ty

ptg—r-
identisch sind.

Wir denken uns eine F,,, , , durch #.gelegt. . Wenn F, tq_r_s hicht
¢, enthalten muss, weil sie durch ¢ geht, kann man durch die Schnitt-
punkte von ¢, und F,., , , eine F,,, , legen, die ¢, noch in einer Gruppe
H, schneidet.

‘Umgekehrt sieht man, dass eine F,,,_,, die durch eine H, geht, ¢,
noch in einer Gruppe G,,, ., schneidet, so dass die nothwendwe und
zulangliche Bedingung dafur, dass man eine F,,, ., durch ¢ legen kann,
ohne dass sie daher ¢, enthalten muss, ist: dass man durch eine Gruppe
H, eine F,_,_,, die durch ¢ geht, legen kann, ohne dass daher 7,
enthalten muss. Nun besteht I, aus rn Punkten, von denen 2, willkitr-
lich gewahlt werden konnen, und 44) zufolge wird eine F,,, ,, die durch
¢t geht, durch H, gehen, wenn sie durch nr — z, willkirliche Punkte

der H, geht, und

4 Gy

_nn—38)
2 3

zr>n’r—%n———_——2)- ey

'M—-z,

In diesem Fall kamm F,,, ., noch durch

'n,('n2—8) h—m + 2, B

willkiirliche Punkte von ¢, gelegt werden, und da die Residualtheorie
verwendet werden darf, kann eine. F,., s durch eben so viele willkiir-
liche Punkte von ¢, gelegt werden. .

Da F,,,,, im Ganzen durch y,,, ., willktirliche Punkte von ¢,
gelegt werden kann, und es mit t—t, Bedingungen eqvivalent ist, dass
F,,, .4 durch ¢ gehen soll, hat man

Yp b geromts = q—%—@-é:-—?—) —h—nr +2+t—1t,

oder
=z, + 1.

(n—1n—2)

5 + 1 sem, und wenn sie

2, kann niemals kleiner als nr—
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dicse Grosse hat, muss eine F,,, . ; ¢, enthalten, weil sie durch ¢ geht,
und man muss also '

y,,+q__,._4+1=t-—£,, 't,,=m-—'(i~—llz("—‘—f)+h+l_z,+1

haben.
Wir haben also den Satz:
Eine F,,,_ ., geht durch 2, 4+ 1 Punkte von ¢, weil sie durch die

ibrigen geht, wenn p 4+ ¢ —r — 4 so gross ist, dass

' - —1)(n—2
Yprg—r—s=mp +qg—r—4) — (—n——)zﬂ*——) + b,

und die Gruppen H,,, ., und G, ,_,_, identisch sind.
Wir wollen jeizt zeigen, dass in allen Fillen, wenn man- eine Fpy, ., ,

durch t legen kann,
Lh=(@+4+qg—r—4n—

m—nm—m
2 ,_h

— Ypygq—r—1a + 2r + 1_-

Erstens nehmen wir an, dass 2, > _(”_':L)z(_”:ﬁ + h, und wollen

n(n — 3)

dann zeigen, dass F, 4y durch ¢ und — rn — h + 2, willktirliche

Punkte von ¢, gelegt werden kann ohne ¢, zu enthalten. Wie vorher
finden wir, dass eine F,,,_,, die durch alle Schmttpunkte einer F, ., ,,
die durch ¢ geht, gelegt ist, noch durch eine willkirliche Gruppe H, gelegt
werden kann.

Umgekehrt weiss man aber nicht, dass eine F,,,_,, die durch eine H,
und ¢ geht, ¢, ausser in H, noch in einer &,,, , , schneiden muss; denn
man darf die Residualtheorie nicht verwenden. Da es mit #r — 2, Be-
dingungen eqvivalent ist (44)), dass eine F,,,,, die durch ¢ geht, durch
H, gehen soll, und da eine F, Y J— die auch durch H, geht, noch durch

M —3) w42 willkirliche Punkte von ¢, gelegt werden kann, kann

2
n(n—3)

eine F,,,_._,, die durch ¢ geht, also hochstens durch — h—nr + 2,

willkiirliche Punkte von ¢, gelegt.werden, und man hat also

’ — —3
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Nun haben wir in 41) ‘gesehen, dass wenn ¢, und ¢, unauflosliche
Curven sind, und zusammen die vollstandige Durchschmttcurve von F,
und F, bilden,

s

B tgir—d = Yp'hg—a — N+ Qg — Yy,
oder, wenn man r statt p’ 4+ ¢ — r — 4 setzt,
2 =Yp et — (P + ¢ — 1 — 4 + A rg—r—twy — Yy rg—r—t,
indem wir die Grossen, die sich auf ¢, ., beziehen, durch Marken bezelchnen
Man kann diese Formel auch so schrelben

, : n(n — 3)
a(p’+q—1‘—4)m_ (?/ PAg—r—4 + 1) = &p (’VW - L—Z_ + k)7

WO Uiy g rtypg— ( o bomr—t + 1) ausdriickt, durch wie viele Punkte von
¢, man eine F,, . ,, die ¢, enthalt, legen kann, ohne dass sie ¢, ent-
halten muss, und wo die Glelchunﬂ ausserdem zeigt, dass eine F,
durch ¢, gelegt werden kann ohne ¢, zu enthalten, da

g (Wr n(nz -3) + h)

pg—r—t

Indem wir o' > p annehmen, kann ¢., da man durch ¢, eine # lecen
i n'y? n 14

kann, aus ¢, und der vollstindigen Durchschnittcurve ¢,_,, einer will-

kiirlichen F,_, und einer F, zusammengesetzt sein.
Da eine F,,,_, dle durch ¢, _,, geht, F, noch in einer Curve
Corq—r—sgy die auf einer F, . liegt, sclineidet, sieht man, dass man

durch ¢, eine ¥, _, , legen kann, die noch durch
1 aath o

n(n —3)

5 n-—-h+zr

willkiirliche Punkte von ¢, gelegt werden kann, ohne dass sie daher ¢,
enthalten muss. Kine F,, . ,, die durch ¢ geht, kann also, ohne ¢, zu

enthalten, wenigstens durch

M0 b

willktirliche Punkte von ¢, gelegt werden, und da sie auch hochstens
durch so viele willktirliche Punkte von ¢, gelegt werden kann, kann sie

Acta mathematica. 2. Imprimé 19 Juin 1883, 28
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durch eben diese Anzahl willktrlicher Punkte von ¢, gelegt werden, ohne
dass sie ¢, enthalten muss. Man hat also in diesem Fall,

wenn z, > nr— (i——l)z@:—@ + I,
Yptgr—s — t + & = n(nz_ 3 _ ™ —h + 2,
oder
— 1M — 2
th=p+qg—r—4mn —-%J b — Yprgrs+ 2 + 1,

was wir beweisen wollten.

(n — 1)(n — 2)
2
werden ohne ¢, zu enthalten. Denn wenn p’ zulinglich hoch, weiss man
aus dem Vorhergehenden, dass keine F,, ,, , durch die Gruppe ¢ gelegt
werden kann ohne ¢, zu enthalten, indem wir durch Marken die Grossen
bezeichnen, die sich zu p’' referiren. Nun kann aber # aus ¢ und dem
Schnittpunktsystem a von einer F,_, und ¢, zusammengesetzt sein, und,
wenn wir durch ¢ eine F,,,_,. , legen konnten, die nicht ¢, enthielte, kdnnte
man durch eine solche ¢ eine F, S die nicht ¢, enthielte, legen. Da

dieses gegen unsere Vorausset/ungen streiten wirde, muss also, wenn

4y = PH — (n —1)n —2) + h, eine F,, ., die durch ¢ geht, ¢, enthalten,

2
und wir haben also

Wenn 2, — m — +h, kann keine F,,, ., durch ¢ gelegt

t — t,‘ == yp+q—1“4 + 1

=(17+q—¢__4)n__%2(n_2)

oder

+ h— Yp+q—r—1a + 2, + 1,

so dass auch in diesem Fall der Satz bewiesen ist.
Man kann diese Satze so zusammenfassen:
Wenn eine F,,,_,_, durch die Punkte geht, worin zwei Curven c, und
Coy > die zusammen die vollstindige Durchschnittcurve zweier Flichen F, und
F, bilden, einander schuneiden, ist es immer mit

o — (nr (n—l)(n-—Z) " h)

Bedingungen equivalent, dass F,,,_,._, c, entkalten soll.

4
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Diese Satze haben viele Aehnlichkeit mit dem CavrLeY’schen Satz
von ebenen Curven, namentlich, wenn

L NE 2+

r 2 1 .
und
Ypte—r-e = (p + q"—’r~—4)n~_§'"’____)§(l7i__> +h

ein Fall, der oft eintrifft, wenn r sehr niedrig; denn dann hat man

(r + D + 2)(» + 3)
6 . ’

t, =

und dieser Satz ist dem Cavyrey'schen Satz ganz analog.

46) Ehe ich weiter gehe, will ich zeigen, wie man die in diesem
Abschnitte gefundenen Satze naturgemiss entwickeln kann, ohne die
Theorie -der Monoiden zu bénutzen.

Erst kann man die Residualtheorie und den Riemanx-Rocr’schen
Satz fur vollstandige Durchschnittcurven entwickeln, wie es hier in 37)
und 38) gethan ist. :

Darnach kann man den Satz 39), dass

(1) Yptg—4 — Ypto—t = o= nl)(p2+ T 2 )

entwickeln.
Indem wir hier p 4 1 statt p setzen, haben wir

. n—n, — +‘ —3
@) Yoroms— ¥'pres = Dp+9-9),

wo 4", sich zu der Curve ¢,,,, worin eine F,,,, die durch ¢, geht,
noch F, schneidet, referirt. ’
Wenn nun ¢, nicht aus mehreren Curven, die einander nicht schnei-
den, besteht, geben aber
O +g—t1g — Y'pre—s + 1)
und '
Aty — (Y pre—s + 1)

beide an, durch wie viele Punkte von F, man die sowohl der ¢, wie der

¢, 4, residuale Curve ¢,,, 4, legen kann, indem wir durch a,, die Anzahl
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der willkiirlichen Punkte auf F, bezeichnen, durch welche die vollstandige
Durchschnittcurve von F, und F, bestimmt ist.
Wir miissen also

? 17
(3) A(ptq—tlg — Y pig—4 = Uptg—3 — Y p+q—3

haben.
Indem wir (1), (2), (3) combiniren, finden wir

Yo+g—3 = Yptg—t + 0

und also
4 © Yptgtr—t = Ypyg—s + TN

Mit Hulfe der Gléichung (4) ist es moglich dic Residualtheorie fir Raum-
curven zu entwickeln, indem die Flichen, von denen in dieser Theorie
die Rede ist, doch (p 4+ ¢ — 4)*" oder hoherer Ordnung sein miissen.

Wenn eine Flache F, niedrigerer Ordnung als (p 4 ¢ — 4) ist, kann
man doch zeigen, dass wenn zwei Flachen ¥, und F,,,,, , (s> 0) durch
eine Punktgruppe a auf ¢, gehen und ¢, noch in den Gruppen g und y
schneidep, kann man durch jede Gruppe o, die durch eine F’,, welche
durch S geht, ausgeschnitten ‘wird, eine F,, .04 legen.

Aus der Residualtheorie folgt: ,

(5) Wenn eine F,,,., , (s> 0) durch einen Punkt einer Punktgruppe
a, die auf c, liegt, gehen muss, weil sie durch die dbrigen geht, und eine
Foiyirs (#>0) ¢, in einer festen Punktgruppe [ schneidet, wilrend die
ibrigen ~ Schwittpunkte wvon ¢, wnd F,, ., , eine Gruppe y bilden, die aus
Q Punkten, wovon ¢ willkivlich gewdhlt werden kinnen, besteht, wird eine
Foipres, die durch a geht, durch alle Punkte y gehen, wenn sie durch
Q — q' willkiirliche Punkte unter ihnen geht.

Dagegen kann man noch nicht zeigen, dass es fur F,,.,,, , nicht
mit weniger als @ — ¢’ Bedingungen eqvivalent ist durch y gehen zu
sollen, wenn F,, ., , nur durch einen Punkt von o gehen muss, weil sie
durch die tibrigen Punkte a geht.

Darnach werde ich zeigen, dass, wenn 7 zulanglich gross, ¥, noch
durch y, — ¢ willkiirliche Punkte von ¢, gelegt werden kann ohne ¢, zu
enthalten, wenn F, ¢, enthalt.
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Denn legen wir durch ¢, eine F,, wo r, so gross ist, dass F,
nicht ¢, enthalten muss, weil sie durch ¢, geht, dann ist es leicht zu
sehen, dass wir uns # so gross denken konnen, dass F, durch keinen
Punkt von a, worin F,' ¢, ausser in ¢ schneidet, gehen muss, weil sie durch
¢,, und die tubrigen Punkte a geht. Es ist also fur F, mit »n — ¢ Be-
dingungen eqvivalent durch a gehen zu sollen. v

Wenn # — r, zulianglich gross, und in allen Fallen r —», Sp+4+¢— 4,
sehen wir weiter, dass die (r — »)»n Punkte §, worin F, ¢, ausser in ¢ und
a schneidet, auf einer F, , liegen missen, und dass diese F,_, vollstindig
willktirlich sein kann, da eine F,, die durch ¢, geht, zusammen mit
einer willktirlichen 7, , eine F, bildet. Wir sechen also, dass die Schnitt-

punkte von F. und ¢, durch
o —1t 4 Yy

Bedingungen bestimmt sind, oder dass man einc so grosse Anzahl unter
ihnen willkirrlich wahlen kann. Nach (4) haben wir aber

Yr—n + 10 =1y,

und sehen also, dass man y, — ¢ der Schnittpunkte von -F, und ¢, will-
kiirlich wahlen kann. '

Da es mit 3, 4+ 1 Bedingungen eqvivalent ist, dass F, ¢, enthalten
soll, und da es mit y, — ¢ 4 1 Bedingungen eqvivalent ist, dass F, noch
¢, enthalten soll, ist es also mity, 4+ y. — ¢ 4 2 Bedingungen eqvivalent,

dass F, sowohl ¢, wie ¢, enthalten soll. Da aber ¢, und ¢, zusammen
die vollstindige Durchschnittcurve ¢,, einer F, und einer F, bilden, und

wir wissen, dass es it 1.1,9'__&1(&_'{:2_&:_}_) Bedingungen eqvivalent ist,

dass F, c,, enthalten soll, hat man

— 4
yr + y,r_t'l- 2 =¢Pq_2—’g<z’%__),
und da ,
Y= —@+q¢—m + Yprq—
Yo=00—@®+ q¢— 0, + ¥Ypis1,
st also

— 4
Yotg—s + Yprga—t + 2= peP + +;?___)
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da ferner .

, n—mn +q9g—4
Yv+qg—4 — Yptqg—t = ( l)(pz 1 ) )

wird endlich

_@—T 1)(17 —2)

Yptg—s =@ + ¢ — 4)n — + A,

Yores = @ + g — 4, — = 1;(”1 =2 i
Man sieht, dass wenn wir noch beweisen konnen, dass F,, _, durch einen
Punkt von ¢ gehen muss, weil sie durch die ubrigen geht, haben wir das
Material dazu alle die Satze zu entwickeln, die in diesem Abschnitt ent-
wickelt sind. . L

Dieses ist aber leicht zu zeigen. ' Denn nehmen wir an, dass es
mit (! — x) Bedingungen eqvivalent ist, dass F,,, , durch ¢ gehen soll,
dann schen wir, wie in 38), dass

_m@+q Y,

(?/p+q—4 + 1+ @ote—s + 1) —t+w
und indem wir die Werthe von y,,, , und y,,, , einsetzen, dass > 1.
Indem wir den Satz (5) brauchen, ist es aber leicht zu zeigen, auf #hn-
liche Weise wie wir es in 38) durch Anwendung des RIEMANN-ROCH schen
Satzes gethan haben, dass # = 1.(")
47) Zum Schlusse werde ich einige Formeln angeben, die den Formeln
31) analog sind und angeben, mit wie vielen Bedingungen es hochstens
eqvivalent ist, dass eine ¥, die Raumcurve ¢, enthalten soll, wenn man
nur von ¢, weiss, dass sie auf einer unaufloslichen ¥, liegt und % schein-
bare Doppelpunkte hat. '
Wir haben schon gezeigt (32)), dass, wenn % = mqg + k (g > k), ist

Zp = P — (?%;].)—2(”,-—2) + hj
wenn zugleich
rSm+ q¢—3,
und da wir wissen, dass '
Yy ? 2y,

haben wir den Satz: (%)

(*) Vgl. mit den Sitzen 38)—46) NogrHeRs Abhandlung, Math, Ann. Bd. VIII, p. 510.
(*) Der Satz ist in 35) bewiesen, hier zum Vergleich mit dem Folgenden wiederholt.
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(1) Wenn b, = np — ((%-—1)2___('1’0__—__2)_,1‘) gesetst wird, n=mq-+k (g>k),
und wir ommehmen, dass c, auf einer Fliche q'" Ordnung liegt, wird es, wenn
p>m-+qg—4, fir eine Fliche p" Ordnung mit hichstens b, + 1 Be-
dingungen equivalent sein ¢, enthalten zu sollen.

Wenn wir eine F, durch alle die Punkte a legen, worin eine Ebene
P ¢, schneidet, kann sie wenigstens durch eben so viele willkiirliche

Punkte von ¢, gelegt werden wie eine F, ,. Ist es nun mit a, Be-

dingungen eqvivalent, dass ¥, durch « gehen soll, haben wir

YpS Yp—1 + ap
Yp—1< Yp — Gp-

Setzen wir jetzt fur a, eine Grosse f3,, die gleich oder kleiner als o, ist,
haben wir ebenfalls

Yr—1 :<: Yo — Po-
Nun wissen wir aber (11)), dass wenn
m+qg—3ZpZm+1,

kann 7, nicht durch mehr als

atm—p et m—2—? ot k—p—1)
unter den Punkten gehen miissen, worin eine Ebene ¢, schneidet, weil
F, durch die utbrigen geht, indem & = (1), je nachdem m + k—p—120,

und m > ¢. Es muss also in allen Fallen wenigstens

— e(m + k———pv—l)‘

ngtm—p—lg+m—p—2
_ 2

Bedingungen fur ¥, sein durch die Punkte, worin eine Ebene ¢, schnei-

det, gehen zu sollen. Wir konnen also diese Grosse fur 3, setzen, und

haben also ' -

g+m—p—1Yg+m—p—2)
_ 2

yp—liyp—<n~ —e(m+k—p—1)>,

indem p < g + m— 3.
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Man sieht, dass

Ypr < Yp — Op —— Op—1* * * * Up—prl
und also, da
= | — D —
ym+q—3 Z (m + g i 3)"/ ( >( ) + h = bm+q 3,
" m4g—38
— m—p—1g+m—p—2
p+1

—p—1 —p—2 —p—3
=p+@+m.p M+m6p Xg+m—p—3)

+E(m+k——p—-—1)2(m+k——p——2)’

wo s—{o, je nachdem m +k—p—120.

Fir ¢ > m gilt diese Formel auch, wenn m 4 q—3 > > >p>q—1.
Wenn m < p <q—1, wissen wir, dass eine Fliche F, hochstens durch

m(m — 3)
2

mg — p) + = +em + k—g—1)
der Punkte, worin eine Ebene ¢, schneidet, gehen muss, weil sie durch
die ubrigen geht, so dass es also wenigstens

w— (mig — )+ M =Dk m + k—p— 1)

Bedingungen fiir F, sein muss durch eine solche Punktgruppe gehen zu
sollen. Wir konnen also diese Grosse fiir §, setzen. Diese Grosse kann
aber auch als

"— <(‘-’+mmp_1>2(q+m_p”2> +e(m+k—p—ﬂ1)—(p__-Q+1>2(p_g+2>>

geschrieben werden. Wir finden

_"i(p—w Wp—g+2 _ G—p—Dg—p—2g—p—3
9 . 6

p+1
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und

- +m—p—1g+m—p—2q+m—p—3
yp<br+@ m—p Xq m6 p Xg 14 )

et —p—Tmth—p—2 —p—Dg—p—2—p—3
2 6

Wir haben also den folgenden Satz:
(2) Wenn eine Curve c, auf eimer unaufloslichen Fliche F, liegt, und
n=mq +k q>Fk, ist es hichstens fiir eine F, mit

@+m—p—Dg+m—p—20¢+m—p—3)
by + L ’ . , :

sm+k~p~nm+k—p—m

+ 3

+ 1

Bedingungen equivalent, dass sie c, enthalten soll, wenn m > q,
m4+qg—3>pzm+ 1.

Wenn m < q, ist es, wenn m 4 q— 3 > p > q — 1, hdchstens mit
eben so vielen Bedingungen equivalent, dass F, c, enthalten soll, und wenn
qg>p=>m-+ 1, wird es hichstens mit

gG+m—p—1Xg+m—p—2Xg+m—p-—3)
by + . = .

+ Jmtk—p—1m + k—p—2) (@—p—1g—p—2g—p—3)
2 G

+1

Bedingungen equivalent sein. - b, hat dieselbe Bedeutung wie in (1), und
e ={(1), Je nachdem m +k—p—150. Wenn k=0, sicht man, dass die

entwickelten Formeln auch fir p==m gelten.

48) Wir wollen nun die in 47) entwickelten Formeln dazu brauchen,
zu suchen:

Wie niedrig kann man jedenfalls die Ordnung p einer F, annehmen,
wenn F, durch eine ¢,, die auf einer unaufloslichen F, liegt, gehen soll?

Die Ordnung, die man durch diese Formeln findet, ist aber nicht immer
die niedrigste, indem sie nur von %, #» und ¢ abhangen, wihrend es noch

andere Umstande giebt, die darauf Einwirkung haben.. So z. B. wenn
Acta mathematica, 2. Imprimé 19 Juin 1883, 29
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n—2_8, h=21, ¢=14, wird im Allgemeinen die niedrigste Ordnung von
F, 4 sein, in speciellen Fillen aber 3. '

Wenn es hochstens d, Bedingungen fiir F, ist ¢, enthalten zu sollen,
und F, durch a, willktrliche Punkte von F, gelegt werden kann, wird
F, ¢, enthalten konnen, wenn

Opg — dpg 0,

ohne dass daher F, F, enthalten muss. Daher sieht man:

Wenn |

wird man (47)) eine Fliche p*" Ordnung durch c,,b legen konnen, wenn :

(@ —1)g - 2 —3) — + 4)2.”_("'—1)2__@;2_) +h4+1, |

oder wenn

psle—Ve—20—=3)  pp—g+4d . 20—3)

n 6 2 2

Wenn m + q—3>p=>m 4 1, m > q, haben wir (47, (2)), dass ¢,
auf einer Fliche F, liegen wird, wenn m > q und

@=Dg—2q—3 , we—g+4,,  _@—Dn—2

6 2 9
+h+1+(Q+m—p—‘1)fq+'”’"'('3"P'—2)(q+m—p——3)
+e(m+k"'p—1;(m+k-1?—2), |
oder wenn
@) L §<q—-1)(q—6—2)(q—3)' 4 palp -—2q + 4)’_np
| yMr=3) G@tm—p—Dgtm—p—D@+tm—p—3

2 6
_mtk—p—Nm+k—p—2
2 b

wo & = (1), je nac@dem m4k—p—150.
Die Formel (2) muss abet auch gelten, wenn m < ¢, indem, wenn
m-+qg—3>p>g—1, der Ausdruck fur die Anzahl willkurlicher
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Punkte von F,, durch welche F, gelegt werden kann, und ebenfalls (47
(2)) der Ausdruck fur die Anzahl der Bedingungen, die F, hochstens er-
filllen muss um ¢, zu enthalten, derselbe wird fiur m < ¢, als fur m > g,
und wenn m 4 1 Zp<g—1, zu beiden Grossen das Glied
_g—p—D(g—p—2)(¢g—p—3)
6

hinzukommt, welches also wegfallt, da es auf beiden Seiten des Ungleich-
heitszeichens vorkommt. Wie in 47) sieht man auch hier, dass die ent-
wickelten Formeln, wenn % = 0, auch fiur p = m gelten miussen.

49) Wir wollen jetzt auch die hier gefundenen Formeln dazu ver-
wenden, den kleinsten Werth zu finden, den % haben kann, wenn e,
auf einer unaufloslichen Flache F, liegen soll

Wenn

m(g — 1)(gm — g + 2k) + (k — 2)(k — 3)
€ b
-2 2
wo ¢ =1, wenn k< 2, sonst = 0 ist, sieht man (48 (2)), dass ¢, auf einer.
F,,, liegen muss, indem n = mq + k.
F,,, schueidet noch F, in einer Curve ¢,_,, und wenn ¢,_, %’ schein-

[

bare Doppelpunkte hat, hat man

(n—q+ kym(g—1)
2 :

k

Al

h—h =

Nun kann % nicht kleiner als 0 sein, und also muss der kleinste Werth,
den A haben kann

_(m—g+kmig—1) mlg—1)gm—q + 2k
2 2 .

‘mq.
sein.
Wenn %’ = 0, ist c,_, eine ebene Curve, und wir haben also:
Wenn ¢, auf einer Fliche ¢*" Ordnung liegt und % seinen kleinsten
Werth hat, kann man durch ¢, eine F,,; legen, die F, noch in einer
ebenen Curve schneidet. ' ’
~'Wir kénnen auch m, unter anderen Formen schreiben, wie

G—Vn—g+ B =K _(n—m—Be—g+k .
2¢ 2

My =

(') Vergl. mit 49) und 50) die Resultate, wozu HALPHEN gekommen ist: Comptes
rendus, tom, 70, p. 380.
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50) Bezeichnen wir mit m, dasselbe wie in 49), sehen wir, dass
Mg = My pi.

Denn n = (m + 1)(g—1) 4+ (m — g + k + 1), so dass wir m,,, bekom-
men, indem statt ¢ m -+ 1, statt m ¢ — 1, und statt k¥ (m —q + & + 1)
gesetzt wird, was m, ungeandert lasst.

Wenn ¢ <r <m + 1, n = mq 4 k, miissen wir

my < My

haben; denn eine Curve ¢,, die » = m, hat und auf einer unaufloslichen
Flache F, liegt, muss auch auf einer Fliche 7, ,, liegen, indem n=1rm £ ;
aber m, < m, so dass, wenn h = m, und ¢, auf einer unaufléslichen F,
liegt, muss sie auch auf einer unaufloslichen F, ., liegen, und da ¢, nicht
auf einer F, liegen kann (sie milsste dann die Durchschnittcurve von F,
und F, sein, was unmﬁgliéh ist, da rq < »); muss man m, <m, haben.

Wenn durch eine unauflosliche ¢, eine Flache (m 4 1) oder niedri-
gerer Ordnung gélegt werden kann, sieht man hieraus, dass ¢, auch auf
einer Flache ¢*" oder niedrigerer Ordnung liegt, wenn hZm,.

Wenn man
(m + 2)(m + 3)(m + 4)_1

(m + 1)® + 6(m + 1) + 11
< 6

hat, sieht man, dass immer eine Flache (m + 1) oder niedrigerer Ordnung
durch ¢, gehen muss. '

Aber auch in vielen Fa]len wenn % grosser als diese Zahl ist, kann
man zelgen, dass ¢, immer auf einer Flache ¢" oder niedrigerer Ordnung
liegt, wenn kb '< m,. (") :

Wissen wir von einer Flache ¥, dass ihre Schnittpunkte mit ¢, durch
p, — 1 unter ihnen bestimmt sind, und dass es » — a, Bedingungen fur
F, ist, durch alle die Punkte, worin eine Ebene P ¢, schneidet, gehen zu
sollen, so muss F,_, ¢, enthalten, wenn sie durch p, — » + a, willkiirliche
Punkte von ¢, gelegt wird; denn durch die Schnittpunkte von ¢, und einer
Flache zusammengesetzt aus P und F,_; kann immer eine ¥, gelegt werden,

(') Wahrscheinlich thut sie es immer,
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von den Schnittpunkten von F, und ¢,, die nicht in P fallen, konnen aber
p,—n + o, — 1 Willkﬁrligh gewahlt werden, und F,_; kann also hochstens
durch so viele willkiirliche Punkte von ¢, gelegt werden ohne ¢, zu enthal-

ten. Wir haben also _
Pr—n + a, t;_pr—l .

¢, muss auf einer F, liegen, wenn

(r 4+ 1 + 20 +3)
6

1—p,=u.2>0.

Wenn nun w=omq+k m>qg>k o« =0 for r>m+4¢—3, und
wenn fur m +q9¢—3 >r>m 4 1 C

gt YT IZD b1,

wo s———{(l), je nachdem % + m — r — 150, sehen wir, da

pr=n,‘—-((n————1)2(—n:-2—)—h') +1

wenn > n — 2, und da

Prx < Pr—Fkn + ar + p_1 - (lr—k+1 )

dass, wenn die obengenannten Grossen fur «, gesetzt werden wund
r<m-4q—3,
P"? Ny —— (W_——ﬂ_].)z(ﬂ————‘Z) — h)+ 1
" m+g—3 ’ :
+E ((m + q_T_l)z(m teg—r—9 + ek + m‘—r—l))

r+1

=nr;(@:j§t:@—%)+i

(m4+g—r—Lm+qg—r—2)m+g—r—3)
+ _ 6 ‘

+e(k+m—r—l)2(k+m—r——2)‘

wo € = (1), je nachdem k—l—m—f——-l§0. ‘
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Wenn A '< m,, muss dann ¢, auf einer F,,, liegen, weil wir dann haben

PSS & ZWL*% tm—g+d C- k);?’ —F)

wo'e1 = (1), je nachdem %22. .
Ist ¥ = 0, kann man unter denselben Voraussetzungen auf dieselbe

Weise schen, dass ¢, auf einer F, liegen muss.

Aber dann sieht man aus den vorhergehenden Bemerkungen, dass
unter denselben Voraussetzungen muss auch ¢, auf einer Flache ¢
Ordnung liegen.

~ Wenn also ¢, nicht auf einer Fliche ¢ oder niedrigerer Ordnung
liegen soll, miussen also wenigstens einige Grossen a, grosser als hier an-

genommen sein. :
Dann muss aber (15)) eine willkuirliche Ebene ¢, in Punkten schneiden,

die auf einer ebenen Curve niedrigerer Ordnung als der ¢"* liegen miissen.

Wir sehen also:
Wenn h < m,, schneidet eine willkirliche Ebene c, in Punkten, welche

auf einer Curve ¢ oder mniedrigerer Ordnung liegen.

Wenn % < m,, muss ¢,, wenn'sie existirt, immer auf einer Flache
zweiter Ordnung liegen.

Kopenhagen d. 10 Marz 1883.

D. 10 Marz habe. ich von Herrn Norrser eine Abhandlung »Zur
Grundlegung der Theorie der algebraischen Raumcurven» empfangen, habe
aber darauf keine Rucksicht nehmen kénnen in den hier verdffentlichten
4 Abschnitten, da sie von meiner Hand schon damals fertig waren. Da-
gegen hat die Abhandlung des Herrn NorTHER mich dazu veranlasst den
5** Abschnitt meiner Abhandlung, »Von der Anzahl der Bedingungen, die
eine Raumcurve erfullen kanny, vorlaufig nicht zu versffentlichen, indem
die Resultate des Herrn NorrHer weiter gehend als die meinigen sind.
Da aber eben hier noch viel zu thun tbrig scheint, hoffe ich spater die
Resultate  meiner weiteren Untersuchungen hiertiber zu verdffentlichen.

Kopenhagen Mai 1883.




