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w 1. S u b s t i t u t i o n s  i m a . q i n a i r e s .  

Dans un m6moire ant6rieur, j 'ai 6tudi6 les groupes discontinus formds 

par les substitutions lindaires ~. coofficicnts rdcls. I)ans le prdsent travail, 
j 'ai l 'intention d'exposer quelques r6sultats relatifs au• groupes de sub- 
stitutions lin6aires "~ coefficients imagin'dres. Ces substitutions se classent 
naturel lement  en quatre cat6gories, comme on v a l e  voir. 

Soit: 

__s) ,~z + " 
z ,  7z + o ] 

une substitution quelconque, off .]e suppose toujours: 

S i  OIl ft. : 

q~ - -  f i r  = ~. 

((L + ~)~ - -  4 

la substitution peut se mettre sous la. forme: 

( i l  x ) - , - - + K  
a z - - a  

a et K e'tant des eonstantes. On dit alors qu elle est p , r ,  boliq~te 
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Si on a: 

(. + ~)'$4 

la substitution peut se mettre sous la forme: 

K est imaginaire 
ellipti~ue. 

a, b, K ~tant des constantes. 
Si 

(a -4- 3) 2 r6el positif ct > 4 

K est rdel positif et la substitution est kyperboli~ue. 
Si 

(a ~ 3) ~ r6el positif et < 4 

ou ndgatif e t a  pour module I, la substitution est 

Si enfin ( a - ] -3 )  2 est imaginaire ou ndgatif, K est 6galement imagi- 
naire ou ndgatif et la Substitution est loxodromique. 

Une proprigt6 commune i~ routes ces substitutions lin6aires c'est de 
t~'ansformer les cercles en cercles. Repr6sentons en effet, ,~ l 'exemple de 
M. HERMITE, les quantit~s imaginaircs conjugu6es de u, v , . . .  par la notation 

UO~ VO~ . . . .  

La substitution 

az + fl ) 
(1) z, ~'z + # 

peut s'dcrire: 
( oo,~ 

z~ FoZo -t- 

L'6quation g6n~irale d'un cerclc s'6crit d'ailleurs 

(2) Azz. + Bz + Boz o + C = o  

A et C 6tant essentiellement r6cls, et il cst clair qu'on retombera sur ce 
cercle (:) en appliquant la substitution (~) au cercle dont voici l'6quation: 

a(~z + p)(.ozo + &) + B(~z + P)(r0Zo + ~o) 

+ Bo(rz + ~)(aoz o + flo) + C(rz + 3)(roZo + ~o) = o 
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ZZo (Aaao + Bar~ + Bo rao + Crro) 

+ z(Jat~o + Ua3 o + Uo?'flo + Cr3o) 
(3) 

+ Zo (Aria~ + B/~r0 + Bo31~ o + C~3o) 

+ (at~l~ ~ + Uflao + BoSfio + CSao) = o. 

Ecrivons maintenant l'dquation d'une inversion par rapport au cercle 
(2), c'est 6~ dire de l'op6ration qui consiste k changer un point quelconque 
z en son transformd par rayons vecteurs rdciproqucs, en prenant pour 
pble de la transformation le centre du cerclc (2) et pour param6trc dc 
la transformation le carrd du rayon dc ce ccrcle. Voici cettc 6quation. 

Soit t le transform6 de z par cctte inversion, on aura: 

B o v / 4 A C -  BBo 
t + ~-~ = 2 Azo + B 

Soient C 1 et U~ deux cercles quelconques, et appelons I 1 et I 2 les inver- 
sions opdrdes respectivement par rapport k ces deux cerclcs. Si nous 
raisons subir k un point quclconque l'inversion 11 puis l'inversion 12, 
l'opdration rdsultante que l'on pourra reprdsentcr par  la notation 11 1;, 
sera une substitution lin6aire comme il est aisd de s'en assurer. Cctte 
substitution sera parabolique si les dcux cercles C, et C~ sc touchent, 
elliptique s'ils sc coupent et hyperbolique s'ils ne sc coupcI~t pas. 

Supposons qu'on 6tudie la r6sultante non plus dc deux, mais de 
plusieurs inversions successives. Si ces inversions sont en nombrc pair, la 
r6sultante sera une substitution lindaire; si elles sont en nombre impair, 
la rdsultante sera une opdration plus complexe qui pourra dtrc regardde 
comme une substitution lindaire suivie d'unc inversion. De plus route 

substitution lindaire peut ~tre regardde d'une infinitd de maniOrea comme la 

rdsultante d'un nombre pair d'inversions. 

Le groupe obtenu en combinant de diverscs manidres les diffdrentes 
inversions imaginablcs contient donc toutes les substitutions lin6aires. 

Posons: 

z = r  

et 7) seront les coordonndes d'un point repr6sentatif de z dans son plan. 
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Consid~rons maintcnant uu l)oint quclconque, non plus dans te plan 
~ ,  mais dans l'espace et soient ~,  ~, ~" sos coordonn6es; je supl)oscrai ~" 
positif de telle fa(;on que le point considdr6 soit au dcssus du plan des 
~:r 2. 011 a vu que la substitution (i) change un point quclconquc ~:, ~2 
du plan des ~:~ en un autrc point de ce mdme plan. Nous allons dtendrc 
la d6finition de la substitution (i) de fa(~on k ee qu'on puisse appliquer 
cette substitution, non seulement k un point du plan ~Y2, :nais k un point 
quelconque de respace. La substitution (i), nous l'avons vu, peut dtre 
regard6e comme la rdsultante d'un certain nombre d'inversions faitcs 
successivement par rapport ~r certains cercles du plan des ~:~ que j'appellc 
C~, O~, . . .  C,. Soient )..'~, 2~j,...  2;, lcs sph6res qui ont mdm,. centre et 
mdme rayon que ces cercles. Considdrons l'opdration qui consiste h, cfl'cc- 
tuer n inversions successivement par rapport aux sph6rcs ,.,, ~' ~.~,...' ~.',,. 
Cette op6ration, si on l'applique k un point du plan des @ ne diff6re pas 
de la substitution (I). On pourra done ddfinir encore ainsi la substitu- 
tion (I) quand il s'agira de rappliqucr k un point dc respace situ6 cn 
dehors du plan des (--q. 

Une inversion par rapport k rune des sph6res ._~ ~' , ~ ' ,  . . .  2',, trans- 
forme les sph6res en sph6res; elle transformc en lui-m6me le plan des 
~y/; elle conserve les ~ngles; elle transforme route figure infinimcnt petite 
en une figure infiniment petite semblablc; routes ces propri6tds apparticn- 
nent donc ~ leur r6sultante, c'est s dire ~ la substitution (i) g6n6ralis6c. 

Supposons que l'inversion par rapport au cercle G', par cxcmplc, change 
un certain cercle K du plan des @ en un autre cercle K, de ce mdme 
plan. Soient S e t  5'1 les sph6res qui ont mdme centr~ et mdme rayon 
que K et /(1; il est clair que l'inversion par rapport ~ la sph6re X~ 
changera S e n  S~. Si donc la substitution (1) change le cercle K e n  un 
certain cercle K., et si S et S. sont les sph6res qui ont mdme rayon 
que K et, K,,  la substitution (~) g6n6ralis6e changer~ S en S , .  En effet 
la substitution (t) 6quivaut b~ n inversions op6r6es respectivement pa~ 
rapport aux cercles G'~, C2, . . .  C,; ces inversions changent successivement 
le cercle K e n  K~ puis en K 2 , . . .  puis enfin en K,.  Soit S~ la-sph@e 
qui a mdme rayon et mdme centre que /(~. La substitution (i)gdndra- 
lisde 6quivaudra /~ n inversions op6rdes respectivement par rapport aux 
sph6res 2'~, X~,. . .  2,'. et ces inversions changeront successivement la sph6re 
S en S~, puis en S~ , . . .  puis enfin en S.. C . Q . F . D .  
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Pour justiticr la d6iinition prdc6dente, il iaut 6tablir cc qui suit: 
La substitution (I) peut 6tre regard6e d'u~e i@'Jdtd tle mttni~,res 

con,ine la rdsultante d'un nombre pair d'inversions opdrdes par rapport 
divers cercles du plan des @. Les eercles C~, C~, . . .  C,, ne sont done 
pas parfaitement d6terminds. I1 faut s voir que l a  substitution (z) 
g6n6ralis6e est cependant une op6ration parfaite,nent ddterminde. Suppo- 
sons en effet que la substitution (I) puisse dtre regard6e: 

I" d'une part comme la r6sultante de n inversions op6r6es par rapport 

C 1 C~, ' aux ce r c l e s  ~ , . . . C , ,  

2" d'autre part comme la r6sultante de p inversions opdr6es par 
t ~l u ~ju rapport ~ p autres ccrcles C, ,  C = , . . .  ~,. 

Soit 2"~ la sph6re qui a mdme centre et mdme rayon que C'~. 
Soit maintenant un point t ) quelconque de l'espace; appliquons lui 

~' 2~; nous succcssivement les inversions par rapport aux sph6res 2',, , .~, . . .  
obtiendrons un certain point Q. Appliquons maintenant au point P 

V ,i ~ t  successivement les inversions par rapport aux sph6res ~ , ,  Z ~ , . . .  ,,p, 
nous obtiendrons un certain point Q'. Appelons ces deux op6rations 
(P, Q), (P, Q'); elles satisfont toutes deux s la ddfinition de la substitu- 
tion (i) gdn6ralis6e, il faut done d6montrer que les deux points Q et Q' 
coincident. Eh bien, nous pouvons faire passer par le point t '  trois 
sph6res S, S', S", ayant leurs centrcs dans le plan des @ et coupant ce 
plan suivant trois grands cercles K, K' et K". 

La substitution (i) changera ces trois grands cercles en trois autres. 
cercles /(1, K'~ et K", du plan des @. Soient S 1 , S', et S", les sphbres 
qui ont mdme centre et mdme rayon que ces cercles; l'op6ration (P, Q) 
de m6me que l'opgration (P, Q') change S, S' et S" en S,, S' 1 et S",. 
Le point Q, de m~me que le point Q' se trouve done ~ l'intersection des 
trois sph6res S,,  S', et S",. Donc ces deux points coincident. Donc la 
substitution (I) g6n6ralis6e est une op6ration parfaitement d6termin6e. 

C. Q. F. D.,  

II reste ~ trouvcr Ics dquations de cette op6ration. Pour ddfinir un 
point /-' de l'cspacc, nous emploierons les trois coordonn6es suivantes: 

z = $ + i~] z o = $ - - i ~ .  p" = ~' + ~]' + ~'  = zzo + ~'; 

~" 6tant suppos6 positif, ces trois coordonn6es suffisent pour d6finir com- 
pl6tement le point P. 
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Soient p,2, z' et z' o ' l e s  trois coordonn6es du point Q tral,sformd de 
P par la substitution (x) g4ndralisde. Exprimons que le poi. t  P se trouve 
sur la sph6rc qui a mdme centre et m6mc rayon que lc cerelc (3); j'ai 

6crire: 

p'(Aaao + Bczyo + B j a o  + C~'yo ) 

+ z (A.A + B.< + nora + era.) 
(4) 

+ zo(Afl% + Bflr o + Bo#,Zo + Cdr,.) 

+ (Aflfl o + B;{,~~ + B,3fl~ + Cdao)= o. 

Si le point P e s t  sur la sph6rc qui a m6nm centre et mdme rayon 
que le eercle (3), le point Q devra se trouver sur la sph6rc qui a mdme 
centre et ,,6me rayon que lc cerclc (2) transform6 dc (3) par la substi- 
tution (z), d'o{i l'4quation: 

(5) Ap '2 + Bz' + Boz'o + C = o. 

Ces deux 4quations, si on y regardc A, B, B 0 et C comme les incon- 
hues doivent dtre 6quivalentes. On a done: 

P'D% + z;o'o + ZoSro + Oao 

z' = p~aro + z,/.3o + zoflr,, + i~ao 
P'Wo + Zrao + Zoaro + 33o 

, = p'rao + zrflo + zoo'~Lo + a~o 
Z o p'rro + zro:o + Zo3ro + o"o'o 

Telles sont les 4quations de la substitution (I) gdn6ralisde. 
Passons aux propridt4s g6n6rales de cette substitution. 
Si la substitution (I) est elliptique, elle change en eux-mdmes tous 

les points du cercle C qui passe par les deux points doubles, qui a son 
centre dans le plan des 57 au milieu de la droite qui joint ces deux 
points doubles, et dont le plan est perpendiculaire au plan des @. Elle 
change 6galement en eux-m6mes une infinit6 de cercles dont la propri6t5 
caractdristique est que routes les sph6res qui passent par ces cercles 
coupent orthogonalement le cercle C pr6c6demment d4fini. Nous appel- 
lerons ce cercle C, cercle double de la substitution elliptique. 
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Si la subst i tut ion (i) est hyperbolique, il n 'y a que deux points de 
l'espace qui ne sont pas alt6r6s par la substitution, ce sont les deux 
points doubles situ6s dans le plan des 57. La substitution change en 
elles-m~mes routes les circonfdrences et toutes les sph6res qui passent par 
ces deux points. 

Si la substitution (I) est parabolique, il n 'y a qu'un seul point 
double inalt6r6 par cette op6ration qui change d'ailleurs en elles-m~mes 
toutes les circ0nfdrences et toutes les sph6res qui sont tangentes au point 
double k une certaine droite du plan des 57. 

Supposons enfin que la substitution (i) soit loxodromique; elle n'al- 
tdrera pas le eercle C qui a pour diam6tre la droite qui joint les points 
doubles et dont le plan est normal au plan des 57. Mais ~ l 'exception 
des points doubles, elle alt6rera tous les points de ce cercle. 

En r6sum6, toute substitution qui n'alt6re pas un point situ6 en 
dehors du plan des 57 est elliptique. 

Nous avons vu plus haut que le substitution (I) g6n6ralis6e trans- 
forme toute figure infiniment petite en une figure infiniment petite sem- 
blable. Cherchons le rapport de similitude. Si l'on consid6re une in- 
version unique, il est ~vident que les dimensions homologues de deux 
figures infiniment petites transformdes l 'une de l 'autre, seront entre elles 
comme les coordonndes ~" des eentres de gravit6 de ccs figures. I1 en 
sera donc de m(~me quand au lieu d'une inversion unique on envisagera 
la r6sultante de plusieurs inversions, e'est h dire la substitution (i) g6- 
n6ralisde. 

Si donc on appelle ds, dw ou dv un arc de courbe infiniment petit, 
ou une aire plane ou courbe infiniment petite, ou un volume infiniment 
petit, et si r est la distance de cet arc, de cette hire ou de ce volufiae 
au plan des Sr], si on appelle ds', dw' ou ~b~' les transform6s de ds, dw 

ou dv par la  substitution (I) g6n6ralisde et si C est la distance de ds', dw' 

ou d~: au plan des 57, on aura:  

ds ds' dw dw' dv dv' 
(6) - (  = U '  ."~ = ,"" ' ~, =--'r 

Nous dirons que deux figures sont con.qruentes lorsqu'elles seront trans- 
form6es l 'une de l 'autre par une op6ration telle que la substitution (I) 
g6n6ralis6e. 
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Nous appellerons L d'un arc, l'intdgrale: 

6tendue aux diff6rent.~ 616ments de cet are. Nous appellerons S d'une 
aire plane ou courbe, l'intdgrale 

C 

6tendue aux divers 616ments de eette aire et enfin nous appellerons V 
d'un solide, l'int6grale 

f# 

6tendue aux divers 616ments de ce solide. 
II rdsulte des 6quations (6) que deux arcs congruents ont m(~me L, 

que deux aires eongruentes oat m(~me S et deux solides eongruents 
m(~me V. 

Supposons maintenant que l'on enlSve aux roots droite et plan leur 
signification pour appeler droite ou plan toute cireonfdrenee ou toute 
sph6re qui coupe orthogonalement le plan des ~ .  Supposons aussi qu'en- 
levant aux mots longueurs, surfaces et vohames leur signification, on 
appelle ainci ce que nous venons d'appeler L, S e t  V. Supposons enfin 
qu'on conserve aux mots eirconf6rence, sphdre et angle leur signification 
habituelle. On reeonnaitra alors qu'interprdtds de la sorte, tous les 
th6or6mes de la gdomdtrie non-euclidienne de LORATSCHF, WSK~, e'est h dire 
de la gdomgtrie qui n'admet pas le postulatum d EUCLtDE, sont parfaite- 
meat exacts. On voit aussi quel lien il y a entre la thdorie des substi- 
tutions lin6aires et la g6om6trie non-euelidienne. C'est de ee mdme lien 
que M. KLS, IN a fait usage pour trouver tous les groupes d'ordre fini 
contenus dans le groupe lindaire. 
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w 2. Groupes discontinus. 

Je me propose de former les groupes discontinus qui sont dgrivgs 
d'un nombre fini de substitutions lingaires ~ co(ffficients imaginaires. Mais 
avant d'aller plus loin, il y a lieu de faire une distinction qui n'avait 
pas de raison d'(~tre dans la th4orie des groupes fuchsiens, mais qui est 
ici d'une importance capitale. Cette distinction a 6t4 tr6s nettement 6tablie 
pal" M. KLEIN (Mathematische Annalen, Bd XXI, page I76 ). 

Nous appellerona substitution infinit4aimale route substitution lin(~aire 
telle que les modules de a - - x ,  /~, y, 3 - - I  soient infiniment petits. 

Si un groupe contient une substitution infinit6simale, c'est ~ dire si 
l'on pcut trouver dana ce groupe des substitutions telles que les quatre 
modules cit6s plus haut soient plus petits clue route quantit5 donnde sans 
~tre nuls, le groupe est continu. 

Main parmi les groupea qui ne satisfont pas ~ cette condition, c'eat 
dire parmi les groupes diseontinus, il y a lieu de diatinguer deux classes, 

que noua appellcrons les groupes proprement et improprement discontinus. 
Un groupe sera ilnproprement discontinu dans le voisinage d'un 

point z, si dana un domaine D enveloppant le point z, on peut trouver 
une infinit5 de transform4a de ce point par lea substitutions du groupe, 
et cela quelque petit que soit le domaine D. 

Le groupe sera proprement discontinu dans le Gas contraire. 
Si par exemple il s'agit d'un groupe de substitutions appliqu~es 

une quantit5 rbelle z, on pourra prendre pour le domaine D le segment 
de droite compris entre le point z - - z  et le point z d - z ;  s'il s'agit de 
substitutions appliqu4es h une quantit5 imaginaire z ou i un point z du 
plan, le domaine D ser~ un cercle ayant pour centre le point z; s'il s'agit 
d 'un  point P de l'espace, D sera une sph6re ayant P pour centre, etc. 

Pour 4claircir ce qui prbcbde par un exemple simple, conaiddrons le 
groupe form6 par les substitutions: 

5 -  665007 g[vta mathematica. 3 

,~z + p) 
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oh a, fl, T, 5 sont des entiers r6els, tels que a5 ~ fit = x. I1 est clair 
que ce groupe ne contient pas de substitution infinit6simale, il est donc 
discontinu. On volt de plus que si z e s t  r6el, on peut choisir a, fl, r ,  ~ 
de telle fagon que 

rood z r z + 

soit aussi petit que l'on veut, sans ~tre nul;  tandis.-que eela est impossible 
si z e s t  imaginaire. Le groupe est done improprement diseontinu pour 
z r6el et proprement diseontinu pour z imaginaire. 

Ce qui fait que nous n'avons pas eu k faire eette distinction dans le 
eas des groupes fuehsiens, e'est que tout groupe diseontinu form6 de 
substitutions rdelles est proprement diseontinu toutes les lois que z e s t  
imaginaire. C'est ee que je vais d&nontrer iei; ear la d6monstration que 
je veux donner de ee fait permettra de eomprendre plus faeileme:nt ee 
qui se rapporte au eas plus g6n6ral qui nous oeeupe dans ee m~moire. 

Soi t  G un groupe queleonque form~ de substitutions r6elles, soit z 
un point imaginaire queleonque; supposons que dans tout domaine D 
entourant le point z il y ait une infinitd de ~ansform6s de ee point 
par des substitutions de G, .je dis que ee groupe eontiendra des substi- 

tutions infinit6simales. 
En effet je dirai qu'une quantit6 qui ddpend d'une variable s est 

de l'ordre de e si elle s'annule avee eette variable et qu'une substitution 
est de l 'ordre de e si a - -  i, ~ - -  I, fl et r s ' a n n u l e n t a v e e e "  Celapos~: 

I ~ 'route substitution 2' qui change z en z -t- ~', ~ 6tant une quantit~ 
infiniment petite de l 'ordre de z, peut ~tre regard6e eomme la r6sultante 
d'une substitution elliptique S qui admet le point z eomme point double 
et d'une substitution hyperbolique s qui est infinit6simale et de l 'ordre 

de e. Nous 6crirons: 
~,'----- Ss. 

2 ~ S i s  et s, sont deux substitutions de l'ordre de e leur r6sultante 

ss, sera aussi infinit6simale et de l 'ordre de e. 
3 ~ S i s  est une substitution de l'ordre de e et S une substitution 

finie, la rdsultante de la substitution inverse de S, de s et de S, r6~ul- 
tante que nous 6crirons S - ' s S ( ' )  sera infinit6simale et de l 'ordre de e. 

( ' )  Nous d~signerons suivant i'usage par la notation S - '  la substitution inverse de 
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4 ~ Si S et S 1 sont deux substitutions elliptiques ayant  le point a 
pour point double, elles seront permutables, c'est ~ dire que l'on aura: 

s s ,  = s,  s ,  s,  = s - '  s , s .  

Maintenant par hypothbse nous avons dans le groupe une infinit6 de  

substitutions qui changent z en z 4" ~', z ~ ~ , . . .  ; ~', ~ , . . .  6tant des  

quantit~s de l 'ordre de e. Soient 2' et 2'~ deux quelconques d'entre elles. 
On aura 

S et S~ admettant le point z comme point double, s e t  s~ 5tant infini- 
t(~simales. 

La substitution 
2'21~:-~ ZV 1 

fern partie du groupe; elle ne se rdduira pas ~ la substitution identiciue 
(z, z) paree qu'en g5ndral X et ~'1 n 'auront pas mdme point double. 

Je dis qu'elle sera infinit6simale. En effet elle peut s'dcrire: 

SSSlSlS - l  S -1 s-(1 S~ 1 

ou en vertu de la relation (I) 

SsS -1S 1Ssls -1S-1 s~-I S-( I. 

Or en appliquant les prineipes z" et 3" de la page 58, on verrait  
successivement que SsS -~, que Sl s - l ,  que S(s~s-~)S -1, que (8s~s-~S-~)s-( ~, 
que S~(SSlS-~S-ls-~)S-[~, et enfin que 

( sss-1)(  s - l  1 s ; ' )  

sont infinite~simales et de l 'ordre de ~. 

Le groupe contient done une substitution infinitdsimale, il est continu. 
Mais si un groupe de substitutions r6clles ne peut dtre improprement 

discontinu dans le voisinage d'un point z imaginaire, il peut au eontraire 
dtre improprement discontinu dans le voisinage d'un point z rdel. En 
effet les groupes fuchsiens de la I 'r~ de la 2' et de la 5 ~~ families, 

S t par la notation ~ ,  la rdsultante de S e t  de Sl~ par la notation S" ]a rdsultante de 
m substitutions 8 succeuives. 
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c'est K dire ceux dont les polygones g6n6rateurs n'on~ pas de c6td de la 
2" sorte, sont improprement discontinus dans le voisinage de tous les 
po in t s  z rdels. Au contraire les groupes fuchsiens des autres families 
sont proprement discontinus darts le voisinage des points rdels qui appar- 
tiennent ~ un c6td de la 2" sorte du polygone g6ndrateur ou d'un de 
ses transformds; ils ne sont improprement discontinus que dans le voisinage 
des l)oints singuliers. 

Revenons "X l'dtude des groupes form6s de substitutions imaginaires 
ou plu~6t des substitutions plus gdndrales d6finics dans le paragraphe 
prdcddent. 

Je dis qu'un p'~reil groupe ne peut 6tre improprement discontinu 
darts le voisinage d'un point P situ6 en dehors du plan des @. Soit en 
effet un pardi  point P situ6 au dessus du plan des @ et un domaine D 
entourant ce point P. Supposons que quelque petit que soit ce domaine 
/), il contienne une infinit6 de transformds du point P par les substitutions 
du groupe; je dis que le groupe sera coi,tinu. En effet: 

I" Soit Z uric substitution qui change P en P', la distance PP' 

6tant infinit6simale de l'ordre de z; je dis qu'on pourra 6crire: 

S 6rant une substitution elliptique dont le eercle double passe par / '  et 
s 6tant unc subsfitution hyperbolique infinitdsimale dc l'ordre de z. En 
cffct la substitution Z -~ changera P'  en P. II cxistera une substitution 
hyperbolique infinitdsimale qui changera P'  en P puisque les points P'  
et P sont infiniment voisins. Je l'appelle s - I e t  je pose: 

Z - 1 - - s  --~S --~ d'oil _~'= Ss. 

La substitution S n'altdrera pas le point P; done d'aprbs les principes 
du paragraphe prdeddcnt, ce ser't une substitution clliptique dont le eercle 
double passe par P. C . Q . F . D .  

2" ct 3": Los principes 2 ~ ct 3" dc la page 58 subsistent iei, cela est 
dvident. 

4 ~ Si S e t  S~ sont deux substitutions elliptiques ayant mame cerelc 
double, on aura: 

a s ,  = s ,  =_ s - , s , s .  
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5 ~ Si S~ est une substitution elliptique ayant pour cerele double 6,1; 
si 6,'1 est un cercle orthogonal au plan des ~], et rencontrant le cercle 
C en un point P sous un angle infiniment petit, on pourra poser: 

t 
S 1 ~--- S l a  

S' 1 6tant une substitution elliptique admettant  C'~ pour cercle double et 
a dtant une substitution elliptique infinitdsimale. 

Cela pos6, nous avons par hypoth6se dans le groupe une infinit6 de 
transformations Z, ~vl, J22,... qui ehangent P .en des points infiniment 
voisins. On aura: 

~) y ) : $ 2 s 2 ,  2 ~ $8,  x.., 1 ~ - .  S l s l )  ~ :z  " - -  

s,  s ~ , . . ,  seront infinitdsimales pendant que S, ,71, $ 2 , . . .  seront des sub- 
stitutions elliptiques dont les cercles doubles passeront par P. On aura 
donc une infinit6 de substitutions elliptiques dont les cercles doubles 
passeront par P. Il faut de route ndcessitd que l'on puisse trouver parmi 
elles deux substitutions S e t  81 dont les cercles doubles C et 6"1 se 
coupent sous un angle nul ou infiniment petit. On pourra alors poser: 

S I ----- Sia 

# 6tant infinitdsimale ou se rdduisant ~ la substitution identique et S; 
admettant  mOne eerele double 6' que S de telle fa(;on que l'on ait: 

S~ = S -18 ' : .  

Consid6rons done ces deux substitutions S e t  S 1 et les substitutions 
eorrespondantes Z, 2'1. La substitution 

2,2,1 )~,-12,i-x 

fera partie du groupe; je dis qu'elle sera infinitSsimale. 
peut s ecmre: 

S s S ~ s :  --1S-~ s-il S [  1 

ou bien 

ou enfin: 

SSS'l#S~S- L S-~  s-V~ d-~ S,Ct 

T = S s S  -~ S[Sos xs - t  S -~ sT ~ ~- t  S~-t 

En effet elle 
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)) 2 ~ T~  = O'S l s - 1  

)) 2 ~ I ' ,  = 

)) 3" T. = S'I T,  S"i-' 
Enfin ~ 2" T = T 1 T  ~ 

Or en vertu du principe 3" I'1 = Ss8  -~ sera infinitd.simale, 
)) )) )) )) )) 

)) )) ~ )) 

)) )) ) )  )) )) 

)) I~ )) )) )) 

C. Q. F. D. 
Ainsi donc si nous envisageons un groupe discontinu, il sera propre- 

ment diseontinu pour tout point P situ6 en dehors du plan des $~/. !l  
r6sulte de lk que toute la partie de l'espace situ6e au dessus de ce plan 
sera divis4e en une infinit6 de r4gions tto, R ~ , . . .  R , , . . .  ; qu% chacune de 
ces r6gions correspondra une des substitutions du groupe, h la ' rdg ion  R~ 
par exemp!e la substitution 8,, e t  de telle fa9on que cette substitution 
8, change R o en R,. C'est tout k fait la mOne chose que cc quc nous 
avons observ6 pour los groupcs fuchsiens. 

Mais ce que nous nous proposons, c'est d'obtenir des groupes de. sub- 
stitutions imaginaires proprement discontinus m a n e  pour les points du 
plan des St/. Ce sont ceux-lk seuls en effet qui peuvent 6tre utiles darts 
la th6orie des fonctions. 

Eh bien, rappelons-nous ce que nous avons observ6 pour les groupes 
fuchsiens. Ces groupes sont tous proprement discontinus pour les valeurs 
imaginaires de z, de sorte que la partie du plan situ6e au-dessus de l 'axe 
des quantit6s rdelles, se trouve divis6e en une infinit6 de polygones R0, 
R ~ , . . . R , ,  . . . .  Comment volt-on alors si le groupe reste proprement 
discontinu pour les valeurs r6elles de z? Si le polygone R 0 n'a pas de 
c6t4 de la 2 ~ sorte, c'est b. dire s'il est tout entier au dessus de l 'axe des 
quantitds r6elles, le groupe est improprement discontinu pour les valeurs 
r4elles de z; il est proprement discontinu, au contraire, si R o a un c6t6 
de la 2 e sorte, e'est ~ dire si tout un c6t6 de ce polygone appartient 
l 'axe des quantit6s rdelles. 

C'est la m~me chose ici; si la r6gion R o d4finie plus haut est route 
enti6re au dessus du plan des @, ou n'a avec ce plan qu'un point com- 
mun ou une ligne commune, le groupe est improprement discontinu pour 
les points du plan des $q; il est proprement discontinu, au contraire, si 
une  portion de la surface de la r6gion /r appart ient  k ce plan. 
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w 3. Polygones g~ttdrateurs. 

Considdrons un groupe de substitutions imaginaires proprement discon- 
tinu, m~me pour les points du plan des @. 

Nous dirons que c'est un groupe klein6en. Un pareil groupe sub- 
divisera une pattie du plan des 5q en une infinit6 de r6gions Ro, R I , . . .  
R , , . . . ,  de telle fagon qu'~ chaque rdgion R~ corresponde une substitution 
8~ du groupe qui change R 0 en' R,. Consid6rons la r6gion R 0 et une 
autre r6gion quelconque R, limitrophe de R0; elles seront s6par6es pa r  
une portion du p6rim6tre de R o qui leur servira de fronti6re commune 
et que j'appellerai c~td de /~0" Maintenant un pareil c6t6 pourra dtre 
une courbe ferm6e ou un arc de courbe limit6 b~ deux points qui seront 
des sommets de R 0. Soit C un quelconque des c6tds de R0, il y aura 
toujours un autre c6t6 C' de R0, tel qu'une des substitutions du groupe 
change C en 6". Les c6t& C et C' seront dits conjugu&. 

La subdivision du plan ou d'une partie du plan en une infinit6 de 
r6gions R peut se faire d'une infinit6 de mani6res. (Cf w167 4 et 9 du 
M6moire sur les groupes fuchsiens.) Commen~ons par donner quelques 
d6finitions. La r6gion R o s'appellera polygone g6n~rateur du groupe; 
je dirai que .deux r6gions R et //" sont dquivalentes par ' rapport  s un 
groupe G quand on peut passer de l'une b~ l'autre de la fa(;on suivante: 

. . . .  Soit " d6composons R en un certain hombre de parties r~, r.~... ~p. r~ 
la transform6e de r', par une substitution 8, du groupe G. L'ensemble 
des r6gions partielles r"~ devra former la nouvelle rdgion R". II est 
clair que si R o est un polygone g6n~rateur du groupe G, on pourra 
prendre aussi pour polygone g6n6rateur de ce groupe, toute r~gion 6qui- 
valente ~ R 0. Supposons en particulier qu'on retranche de/~'0 une portion 
quelconque Po de sa surface et qu'on ajoute K R 0 la surface ~ trans- 
formic de Po par une quelconque des substitutions du groupe. On ob- 
tient ainsi une r6gion R'o = t l  o -F P 'o - -Po  6quivalente b. R0, et on pourra 
par consdqucnt remplacer le polygone g6ndrateur R 0 par le polygone//'0, 

Nous pouvons profiter de cette circonstance pour simplifier la r6gion 
R 0. En effet, soit 6' un c6t6 quelconque de //0 et C' son conjugu6. Si 
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C est un c6t~ ferm6, il e n e s t  de m~me de C'; si au contraire C est un 
c6t6 ouvert  ab, C' sera aussi un c6t6 ouvert  a'b'. I)ans le premier  cas 
appelons K un cercle quelconque; dans le second, K sera un arc de 
cercle limit5 aux deux sommets a c t  b du c6td C. Soit maintenant  K'  

le transform6 de K par celle des substitutions du groupe qui change C 
en C'. Dans le premier  cas, /~  sera, comme K, un cercle ferm6; dans 

le second cas, K'  sera un arc dc cercle limit6 aux deux sommets a' ct b' 

du c6td C'. Appelons P0 la portion du plan comprise entre K et C; 

P~ la portion comprise entre K'  et C'. Fo sera la transformde dc P0 
par  une des substitutions du groupe. Nous pourrons donc remplacer la 

rdgion R o par R 0 = R 0 - - P 0  + P 0 .  Dans la nouvelle rdgion Ro, les 
c6t6s C et C' sont remplacds par les c6tds K et K'  qui sont des arcs 
de cercle. 

II est bon de remarquer  que la rdgion Rg n'est pas ainsi enti6re- 
ment  d6finie, car le cercle K n'est pas absolument dd~ermin6 par les 

conditions que nous lui avons impos6es. 
En opdrant de mdme sur chacun des c6tds de R0, on finira par 

arriver K remplacer R o par une rdgion analogue dont t o u s l e s  c6t6s 

seront des cercles ou des arcs de eercle. 
On peut rencontrer ici la m6me difficult6 que nous avons observde 

dans le w 4 du M6moire sur les groupes fuchsiens. II peut se faire que 
la rdgion Po telle que nous l'avons d6finie ne fasse pas tout enti~re 

partie de R 0. Darts ces conditions on arriverait k une r6gion/~o concave, 
au sens donn6 "~ ce mot dans le paragraphe citd; on tournerait  la diffi- 

cult6 comme dans ce paragraphe. 
Nous pouvons donc toujours supposer quc la r6gion R 0 est un po- 

lygone limit6 par des cercles et des arcs de cercle; mais il peut se faire 
que ce polygone ne soit pas simplement connexe, mais prdsente une con- 

nexion d 'un ordre plus 61ev6. 
Reportons-nous en effet au cas des groupes fuchsiens, h ceux de la 

3" famille, par exemple. Le polygone R 0 tel que nous l'avons ddfini 
dans le Mdmoire des Acta Matbematica 1 est simplement connexe et li- 
mit6 par  des c6tds de la 16re et de la 2 ~ sorte, mais si on a.cljoint au 

polygone Ro, le polygone R~ sym6trique de R o par rappt~rt 'X raxe  des 
quantitds rdelles, la rdgion totale R o + Ro qui est l 'analogue de la r6gion 

R o dtudide ici, sera mult iplement  connexe. 
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Nous serons conduits, ici comme dans le w 5 du M6moire sur les 
groupes fuchsiens, ~ distribuer en cycles les sommets de /~o, mais comme 
nous n'.~vons ici rien d'analogue aux c6tds de la 2 e sorte, nous n'aurons 
que des cycles fermds et pas de cycles ouverts. Soit A 0 un sommet quel- 
conque de Ro; soient A~, A ~ , . . .  A._~ les sommets qui appartiennent all 
m~me cycle que Ao, 6crits dans l 'ordre oh on les rencontre en appli- 
quant la r~gle du paragraphe cit~. D6crivons autour de A 0 un contour 
infiniment petit et supposons qu'en suivant ce contour on rencontre suc- 
ccssivement les polygones R o, R~, R 2 , . . .  R._~, t l . ,  . . . .  Si i < n ,  le 
sommet A 0 consid6r6 comme appartenant s R~ sera l 'homologue de A~; 
considdr6 comme appartenant .t R. ,  il sera  l 'homologue de A o. Il suit 
de l~t que la substitution qui change R 0 en /~,, admet A o pour point 
double. Elle peut dtre d'ailleurs elliptique, parabolique ou hyperboliquc, 
mais non loxodromique. Cette quatri6me hypoth6se dolt ,3tre rejetde. 

En cffet soit K : =  pe ~'~ le multiplicateur d'une substitution loxodro- 
miquc; soit p u n  nombre cntier assez grand pour que pro > 2~. Ddsig- 
nons par ~' R,_~; par ~' l 'ensemble "0 l'cnsemblc deg polygones Ro, R ~ , . . .  ,.~ 
des polygonds R,,, R,,+~,... R2,,_~, c'est ~ dire la transform6e de 2 0 par 
notre substitution loxodromique; soit ensuite _r 2 la transform6e de 2'~; 
,.3 celle de ,.~, etc. I1 est ais6 de voir que 2:~ recouvrira partiellement 

�9 ~' ).~_~, ce qui est absurde puisque le groupe l 'une des r6gions 2;0, , .~ , . . .  
est suppos6 propremcnt discontinu. 

Reste ~ examiner les troi~ premi6res hypoth6ses. 
Dans le I e~ cas, nous dirons que Ie cycle est elliptique(~); la somme 

des angles du cycle devra ~tre une partie aliquote de 2~. 
Darts l e e d  cas, le cycle sera parabolique. 
T o u s l e s  angles du cycle seront nuls. 
Dans le 3 ~ cas, nous aurons un cycle hyperbolique, t o u s l e s  angles 

du cycle seront encore nuls. Nous verrons dans le paragraphe suivant 
qu'on peut toujours remplacer le polygone R 0 par un autre dquivalent 
et n 'admettant  pas de cycle hyperbolique (~). 

(1) Los cycles que nous gppelons ici e]liptiques, parabo]iques e t  hyperbo| iques sent 

analogues respectivement aux cycles de la 1 ~re eatdgorie, de la 3 ~ sous-cat~gorie et de la 

4 e sous-cat~gorie du Mdmoire sur  les groupes fuchsiens. 

(~) Nous avons vu ddj~ aux w167 9 et I t du Mdmoire sur ies groupes fuchsiens et 

au w 2 du Mdmoire sur les fonctions fuchsiennes~ que tout groupe du 2 ~ ordre de la 2"~ 
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Je dis maintenant qu'on peut toujours supposer qu'un cycle donncl 
se compose d'un seul sommet. En effet, reprenons le polygone R0, le 
sommet A 0 de ce polygone et les sommets A1, A2 , . . .  A._1 qui appartien- 
nent au mdme cycle. Consid6rons aussi le contour infiniment petit que 
nous avons d6crit autour de A o et les polygoncs R1, R~ , . . .  que l'on 
rencontre successivement en suivant ce contour. Soit S~ la substitution 
qui change R 0 en R~. D(!composons le polygone R o en n polygones par- 
tiels r0, r~, r~ , . . ,  r._~, de telle fagon que le polygone partiel r~ admette 
]e sommet A~ et n'admette aucun des autres sommets Ao, .A~,... A._~. 
Soit maintenant r~ le transformd de r~ par S~. Alors ro ne diff6rera pas 
de r0; rensemble des r6gions partielles r0, r;, . . .  r'_~ formera un po- 
lygone R 0 qui sera 6quivalent k R 0 et qui pourra par cons6quent servir 
de polygone g6n6rateur pour notre groupe. Mais R0 admet le sommet 
A0, et de telle fagon que le cycle dont fait partie A o n e  se compose 
que de ce  seul sommet. 

w 4. PolyOdres g~ndrateurs. 

Consid(irons maintenant la moitid de l'espace situ6e au dessus du plan 
des ~q et la subdivision de cette portion de respace en une infinit6 de 
r6gions P0, P ~ , " "  P ~ , ' " ,  telles que la substitution 8~ de notre groupe 

change P0 en P,. 
Considdrons la r6gion P0 et une r6gion quelconque /)1 limitrophe de 

Po; elles seront sdpar6es par une portion de la surface, de Po que j'ap- 
pellerai une face de Po; je dirai que ce sera une face de la I ~r" sorte. 
Si une portion du plan des ~:r] fait partie de la superficie de Po, ce sera 
une face de la 2" sorte. Ces d6nominations sont tout ~ fair analogues 
celles que nous avons employ6es dans la th6orie des groupes fuchsiens. 

de la 4"~ de ]a 6" ou de la 7* families, est identique ~ un groupc de la 3" ou de la 5 e 
families, ou ~ uu groupe du I ~ ordre de la 6 '  ou de la 7" famillcs. Ea d'autres termes, 
si lc polygone g6n6rateur d'un groupe fuchsieu admet un cycle de la 4" sous-eat~gorie~ 

on peut toujours par le proc~d~ du w 9 le rcmplacer par un autre polygone u'admettant 

pas de cycle de cette cat~gorie. I! en est de m6me ici. 
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Deux faces limitrophes de P0 seront s~par~es pat" une ar~te. Cette ar~te 
sera de la i ~" sorte si elle sdpare deux faces de la I ~e sorte et de la 
2 e sorte si elle sSpare une face de la i ~e sorte et une de la 2" sorte. 
Les faces de la x ~re Sorte seront conjugudes deux ~ deux, de telle fa(,on 
que chacune de ces faces soit changde en sa conjugu~c par l 'une des 
substitutions du groupe. I1 rSsulte de lh que deux faces conjugu~es sont 
congruentes. 

De mdme que les faces se rSpartissent en paires, de m(bne les ar~tes 
se r(~partissent en cycles ~ la fagon des sommets des polygones g~nSrateurs. 
Soit A 0 une ar~te quelconque de la I ~re sorte; voici comment on trouvera 
les ar~tes du m~me cycle. Soit F o l 'une des faces clue s~pare l'ar~te A0; 
Fo sa conjugu~e; les faces F o et F0 sont congruentes. Soit A I celle des 
ar4tes de F0 qui est homologue de A0; elle sSparera la face F~ d'une 
autre face F 1. Nous op~rerons sur la face F~ et sur l'ardte A~ comme 
nous avons op~r5 sur la face F o e t  l'ardte A 0. Nous obtiendrons ainsi 
une suite de faces F0, F~, F~, F ~ , . . . ,  et une suite d'ar~tes A0, A~, A2, 
A 3 , . . .  et nous nous arr(~terons cluand nous retomberons sur rarSte A 0. 
Toutes les ardtes ainsi obtenucs feront partie d'un mSme cycle. 

Soient A0, A t , . . .  A,_I ces ardtes clue je suppose au nom[)re de n. 
Supposons qu'autour de l'ar~te A 0 nous ddcrivions un contour infiniment 
petit; en d~crivant ce contour on traversera successivement q r~gions Po, 
P I , ' "  Pq-~. Si i < n ,  l'ardte A o consid~r~e comme appartenant k P~ 
sera l 'homologue de A,; consid~r~e comme appartenant k P,,, elle sera 
l 'homologue de A 0 . Ainsi la substitution qui change P0 en P,  n'altSre 
pas A 0. Il suit de la: 

I ~ que -~ est un nombre entier. 
~b 

2" que la substitution qui change Po en P.  est elliptique et a pour mul- 

tiplicateur e ~ .  

3 ~ que l'ar~te A o est un cercle symdtrique par rapport au plan des ~ .  

4 ~ que la somme des di~dres relatifs aux diff~rentcs ardtes du cycle est 
une partie aliquote de 2~. 

�9 Ainsi routes les ardtes de la ~r' sorte sont des circonf~rences dont le 
plan est perpendiculaire au plan des 5q et dont le centre est dans ce plan. 
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Les extr6mitds des ardtes s'appelleront des sommets. Parmi les som- 
mets nous distinguerons: 
I ~ ceux qui sont en dehors du plan des (~q, auxquels aboutissent trois 

ou plusieurs ar6tes de la i ~ sorte. 
2 ~ ceux qui sont sur le plan des ~q, auxquels aboutiront une ou plusi- 

eurs ar~tes de la I ~r' sorte et deux ar6tes de la 2 ~ sorte. 
3 ~ Il faut ajouter aussi les sommets isolds. Si deux faces sont tangentes 

entre elles~ le point de contact peut 6tre en effet regard6 comme un 
sommet et cependant il n'appartient k aucune ar6te. 
Il est clair que l'on peut remplacer, comme dans le paragraphe prdcd- 

dent, la r6gion Po par toute autre r6gion P~ dquivalente. Je dis qu'on pourra 
toujours s'arranger de telle fagon que Po soit un poly6dre limitd par des 
sph6res ou par des portions de sph6res. Toutes les faces de la I ~r~ sorte 
seront des sph6res ou portioJas de sph6res ayant leur centre dans le plan 
des ~ ;  toutes les ar~tes seront des circonf6rences ou des arcs de ccrcle. 

Soit en effet F une fact quelconque de la premi6re sorte, F '  sa 
conjugu6e; S la substitution qui change F e n  F .  Plusieurs cas sont 
possibles: 
I ~ ou bien la face F est limitde par une ar6te de la 2 e sorte ct cette 

ar6te est une courbe ferm6e. On appellera alors F 1 une demi-sph6re 
quelconque ayan t  son centre dans le plan des ~:~2, et Q0 la rdgion 
limit6e par F et F1; la substitution S' changera alors F~ en une 
autre demi-sph6re T'~ et Qo en Q~ rdgion limit6e p a r . F  et F~. 
Les r6gions P0 et P ~ - - - - P 0 -  Q0 d-Q~ seront alors 6quivalentes. 

2 ~ ou bien la face F est limitde par deux arStes dont une de la 16"e 
sorte et admet  deux sommets. On raisonnera de la m6me faqon; 
on devra seulement s'astreindre k faire passer la sph6re F 1 par 
l'ardte de la 16~e sorte, qui est une circonfdrence d'apr$s ce qu'on 
a vu plus haut. 

3" ou bien la face F admet plusieurs ar6tes de la I ~" sorte situ6es sur 
une mdme sphdre 2' qui a son centre dans le plan des ~q. Dans 
ce cas la sph6re F~ devra dtre la sph6re Z. 

4" ou bien enfin les diff6rentes ardtes de la I ~" sorte de la face F ne 
sont pas sur une mdme sph6re ayant son centre dans le plan des 
@. Dans ee cas, nous pourrons partager la face F e n  plusieurs 
autres f~ f ' ,  f". Je  supposerai par exemple que la face partielle f 
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n'est contigt'm qu'h lu face f ' ,  que f '  n'est contigi'm qu'K f et k f " ;  
f "  ~ f '  et k f '" ,  etc. Je supposerai que la face partiellb f est s6- 
par6c de la face f '  par une ligne a', dont les cxtr6mit6s sont fl' et 
F'; que la face f '  est ~par6e de la fuce f "  par une ligne ~r dont 
les extr6mitds sont if '  et F", etc. Je supposerai que toutes les arStes 
de la 1 6re sorte contenues duns f et les sommets fl' et ~-' sont sur une 
m5me sph6re f~ ayant sort centre duns le plan des 56; que les arStes 
de la I ~r~ sorte contenues duns f' et les sommets if, i", fF, T" sont 
sur une m~me sph6re f~ ayant  son centre duns le plan des $~, etc. 
et ainsi de suite. On cnvisagera la portion de f~ limit6e par les 
ar~tes de la I ~~ sorte de f et par l'intersection de f~ et de f'~; la 
portion de f~ .]imit6e par les ar5tes de la 16r~ sorte de f '  et par les 
intersections de f[ avec f~ et f~', etc. L'ensemble de ces portions 
de surfaces sphdriques formera la nouvellc face /~'~ sur laquelle on 
raisonnera comme plus haut. 
Duns tous lea cas on aura remplac6 lu rfigion P0 par une autre 

6quivalente, mais oh les faces F et 17, seront remplacdes par les faces 
F~ et F~ form6es de portions de sph6res ayant  leurs centres dans le plan 
des ~:72. En opdrant de m~me sur toutes les faces de la I ~r sorte de la 
r6gion P0, on remplaceru cette rdgion par une autre 5quivalente dont 
toutes les faces de la I ~~ sorte seront formdcs de pareilles portions de 
surfaces sphdriques. 

En r6sum6 nous pourrons toujours supposer que notre r6gion P0 est 
un poly6dre dont toutes les faces de la I ~ sorte sont des portions de 
sph6re3 ayan~ leurs centres dans le 1)lan des ~q. Nous l 'appellerons 
poly6drc gdndrateur du groupe. 

On voit ais6ment qu'un pareil poly6dre ne peut avoir de sommet 
isold en dehors du plan des 56. 

Les faces de la 2 ~ sorte du poly6dre g6ndrateur Po seront des poly- 
gones limitds par des arcs de cercle, et ces arcs de cercle seront los traces 
des faces de la I ~~ sorte sur le plan des @, Ces polygones peuvent 
5tre regard6s comme les polygones g6n6rateurs d'un groupe klein6en. 

Supposons q u e ' n o t r e  poly~dre P0 ait n faces de la 2 ~ sorte I,'0 ~, 
F ~ , . . .  /~'~; le polyb.dre homologue P~ aura  aussi n faces de la 2 ~ sorte 
T'], F ~ , . . .  FT. Si l'on excepte certains points ou certaines ligncs sin- 
guli6res, tout point du plan des $~2 appartient k l 'une des faces /~'~ de 
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run des poly6dres P~, et il ne peut d'ailleurs appartenir qu"~ l'une d'elles, 
puisque aucun point de respace n'appartient ~r plus d'un poly6dre P~. 

Le groupe est donc proprement discontinu mdme pour les points du 
plan des 5q, si ron excepte toujours les points et les lignes singuli6res 
dont il a 6t6 question plus haut. 

Le groupe consid6r6 est donc klein6en. 
Le plan des 5q sera partag6 en n r6gions R 1, R~, . . .  R';  la r6gion R ~ 

subdivise elle-mgme en une infinit6 de polygones F~, F~, F~,.. .  F~,... 
relies que la substitution 8~ change /~'~ en F~. 

Ainsi on peut prendre pour polygone g6n6rateur du groupe, l'une 
quelconque des faces de la 2' sorte du poly6dre g6n6rateur, c'est ~ dire 
un polygone ayant pour c6tds les cercles qui ont m(~me centre et m~me 
rayon que les sph6res qui forment les faces de la I ~ sorte de ce poly6dre. 

La r6ciproque n'est pas vraie. Considdrons un groupe kleinden quel- 
conque, et soit R 0 run des polygones que l'on peut choisir pour son po- 
lygone g6n6rateur; construisons les sphdres qui ont mgme centre et mdme 
rayon que les arcs de cercle qui servent de c6t6s '~ ce polygone et en- 
visageons le poly6dre P0 limit6 par ces sph6res. En gdn6ral ce ne sera 
pas un poly6dre gdn6rateur du groupe. En effet dans un poly6dre g6n6- 
rateur deux faces conjugu6es doivent 5tre congruentes. Or consid6rons 
un c6t6 quelconque bc de Ro, les c6t6s adjacents ab et cd, le c6t6 con- 
jugu6 b'c', les c6t6s adjacents a'b' et c'd'. Construisons les sph6res S~, $2, 
83, 5'~, $6, S~ correspondant respectivement b. ces six c6t6s. A ehaque 
c6t6 de R 0 correspondra unr face de P0- Au c5t6 bc correspondra la 
portion de la surface de S 1 qui est limit6e par l'interscction de cette 
sph6re avec S 2 et 5'3; au c6td b'c' correspondra la portion de la surface de 
S 4 qui est limit6e par l'intersection de cette sph6re a~'ec St "et S e . Ce 
devraient ~tre l~ deu:~ faces' conjugu6es de P0; or ces deux faces ne 
seront pas en g6n6ral congruentcs. 

Pour que le polyddre P0 soit un poly6dre g6n6rateur du groupe, il 
faut et il suffit que ses faces conjugu6es soient congruentes, et pour eels, 
voici quelle est la condition n6cessaire et suffisante. 

Soit encore bc un c6t6 de Ro, ab et cd les cSt6s adjacents, b'c' le 
c6t6 conjugu6, a'b' et c'd' les c6t6s adjacents. Prolongeons les cercles 
dont font partie ces six c6t6s. Soit b~ le second point d'intersection des 
cercles a b e t  bc, et de mdme c~, b~, c'~ les intersections respectives de 
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b c e t  de cd; de a'b' et de b'c'; de b'c' et de c'd'. Le rapport anharmonique 
des quatre points bcblc 1 doit ~tre 6gal ~ celui des quatre points b'c'b~c'~. 

Parmi les polygones 6quivalents b~ R0, qui sont en nombre infini ct 
qui peuvent 6tre choisis comme polygones g6n6rateurs, il y e n  a toujours 
qui remplissent cette condition, puisque tout groupe klein6en cst propre- 
ment discontinu pour les points non situ6s sur le plan des ~T et admet 
par cons6quent un poly~dre g6n6rateur. Nous supposerons toujours que 
le polygone R 0 a 6t6 choisi de faqon ~ satisfaire ~ cette condition. 

A chaque c5t6 de R 0 correspondra alors une face de P 0 ; ~  deux 
c6t6s conjugu&, correspondront deux faces conjugu6es. A chaque sommet 
de //0 appartenant ~ un cycle elliptique correspondra une ar~te de P0 et 
aux divers sommets d'un m~me cycle, correspondront les diverses ar~tes 
d'un m~me cycle; '~ un sommet de R o appartenant k un cycle parabolique 
ou hyperbolique correspondra un sommet isol6 de P0" On voit ainsi que 
les sommets isol6s de P0 se r6partissent en cycles. 

Je dis maintenant qu'on peut toujours supposer que R 0 et par con- 
s6quent P0 n'admettent pas de cycle hyp.erbollque. En effet supposons 
que P0 admette un sommet isol6 appartenant k un cycle hyperbolique, 
j e  dis qu 'on pourra remplacer ce poly~dre par un autre 6quivalent n'ad- 
mettant pas de cycle hyperbolique. En effet, d'apr~s ce qu'on a vu ~ la 
fin du paragraphe pr6c6dent, on peut toujours supposer que ce cycle 
hyperbolique se compose d'un seul sommet A. 

Le sommet A est un sommet isol6 de P0, c'est ~ dire qu'i| est le 
point de contact de deux faces de la i ~re sorte de P0, tangentes l'une ~. 
Dmtre, et que j'appellerai F et F'. Ces deux faces sont conjugu6es; 
car si elles ne l'6taient pas, le cycle dont fait partie A devrait contenir 
encore d'autres sommets. Une des substitutions du groupe, que j'appelle 
S, changera F en F', et elle sera hyperbolique, par hypoth~se. La face 
F ne sera limit6e par aucune ar&e, ou bien elle le sera par une seule 
ar&e, ou bien par plus d'une ar~te. Je dis d'abord qu'on peut toujours 
supposer que le troisi~me cas ne se pr6sentera pas. En efl'et s'il se pr& 
sentait, on tracerait sur la face F une demi-circonf6rence, dont le plan 
devrait ~tre perpendiculaire au plan des $~, et qui devrait ~tre assez 
petite pour 6tre toute enti~re contenue dans la face F; cela est toujours 
possible. Cette demi-circonf6rence partagerait la face F en deux autres 
F l e t  F~; F~ contiendrait par exemple le sommet A; la face .F' congru- 
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ente ~ F se diviserait de m6me en deux autrcs F~ et ~-~ congruentes 
respectivement K F~ et ~ F~. Le sommet A fera alors partie de deux 
faces F~ et F'~ qui ne seront limit6es que par une seule ar6tc. 

Supposons done que la face F admette au plus unc arSte. Con- 
struisons une sph6re �9 peu diff6rente dc F. Si la face F admet une 
arSte, j 'assujettirai la spil6re ~ /~ passer par cctte ar6te. La substitution 
hyperboliquc S changera r en une autrc sl)h6re ~', ct l'on aura toujours 
pu choisir ~ de tclle faeon que ccs dcux sph6rcs ne se coupent ni ne 
se touchent. Il suffit pour cela que la sph6re ~ diff6re suffisamment 
peu de F et quc, si A et B sont les dcux points doubles de la substitu- 
tion S, ces deux points soient l 'un intdrieur, l 'autre extdrieur ,~ 4). Soit 
P0 la portion de l'espacc comprise entre tP et 11, P'o la portion comprise 
entre ~' et F'. La substitution S changcra Po en P0. Le poly6dre 
P'o == P 0 - - P 0 - ] - P o  cst donc 6quivalent ~ Po; done il peut servir de 
poly6dre gdn6rateur. Mais il ne possbde plus le sommet hyperbolique A, 
puisq~ue les sph6res ~0 et ~' nc se COUl)ent pas. 

Nous pouvons done toujours SUl)poser que notre polygonc Ro et 
notre poly6dre P o n e  prdsentent pas de cycle hyperbolique; c'est ce que 
nous ferons ddsormais. 

w 5. E~cistence des gro t tpes  kleindeJts. 

Supposons un poly6(lre g6n6rateur P0 satisfaisant aux conditions 
6nonc6es dans le paragraphe prdcd(lcnt: ses faces co~Jjug@es sont congru- 
entes, ses ar(~tes de la I ~'r~ sorte se r6partissent en cycles elliptiques, de 
telle facon que la somme des di6dres correspondant aux arStes d'un m(~me 
cycle soit une pattie aliquote de 2z. Le groupe correspondant ,~ ce 
poly/:dre est entibrement ddfini. I1 reste ~ ddmontrer que ce groupe est 
discontinu, c'est ~L dire quc les polybdres transformds de P0 remplissent 
toute la partie de l'espacc situde au-dessus du plan des ~r/ et nc se 
reeouvrcnt pas mut u(,llement. 

La d6monstration est tout ~ s la m('~me que dans le cas des groupes 
fuchsiens. 
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Soit en effet A un point quelconque int~rieur b. P0, B u n  point 
situ~ au dessus du plan des ~T" . Joignons A k B par un are de courbe 
A M B  ne coupant pas ce plan. Cet arc sortira du poly~dre P0 par une 
face de la 16r" sorte, on Pourra construire le poly(~dre P1 limitrophe de 
P0 le long de cette face; l'a~c A M B  sortira de Px par une certaine face, 
on construira le poly~dre Ps limitrophe de Px le long de cette face, et 
ainsi de suite. 

Voici ce que nous avons ~ ddmontrer: 

x ~ Qu'apr~s un hombre fini d'op6rations on arrive k un poly~dre P.  k 
rint~rieur duquel se trouve ]e point B. 

2 ~ Que si le point B se confond avec te point A, de telle fa(~on que 
l ' a rc  A M B  se r6duise k un contour ferm6 A M A ,  le poly~dre P~ se 
confond avec Pa. 
Le premier point s'6tablit comme dang la th6orie des groupes fuch- 

siens. 

La L de ]'arc A M B  6tant une longueur finie L,  je dis que cet arc 
ne Pourra rencontrer qu'un hombre fini de poly(~dres P ,  ou, ce qui 
revient au m~ne, un nombre fini de faces F de la I t'. sorte appartenant 

ces poly6dres. En effet, on 6tablit ais~ment les lemmes suivanta. 

I. On peut trouver un hombre entier v assez grand pour!que v poly6dres 
P quelconques et v faces F quelconques ne puissent avoir d'autre 
point commun qu'un sommet parabolique. 

II. S i v  faces n'ont pas de sommet parabolique commun et n'ont par 
consdquent aucun point commun, et si un arc de courbe traverse 
ces v faces, la L de cet arc est supdrieure ~ unc certaine limite 

IlL Tout are qui ne rencontre pas le plan des ~T, ne peut traverser 
qu'un nombre fini de faces F ayant un sommet parabolique commun. 
(Voir w167 i et 6 du Mdmoire sur les groupes fuchsiens.) 

I1 rdsulte de  l~ que quand rarc A M B  aura traversd "T faces F, il 

n e  pourra plus traverser que des faces ayant un sommet paraholique 
commun, et en vertu du lemme III, il n'en traversera qu'un nombre fini. 

Le premier point une lois ddmontrd, le second s'dtablit sans peine. 
En effet on vol t  immddiatement qu'il suffit de Ie ddmontrer pour un 
contour A~rA infiniment petit. Or le thdordme est dvident pour un 
6 - 6 6 5 o o ~  A c f a  mathematic,  a. 3 
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pareil contour, soit qu'il ne tourne pas autour d'une ar~te de la I ~re sorte, 
soit mdme qu'il tourne  autour d'une pareille ar~te, puisque par hypoth~se, 
cette ar~te fait partie d'un cycle dont la somme des di6dres est une partie 
aliquote de 2zc. 

Pour les d6tails de la d6monstration, je renverrai au w 6 du M6moire 
sur les groupes fuchsiens. 

Ainsi les poly6dres P, ne se recouvrent pas mutuellement;  si Po 
admet une face de la 2 e sorte / t  o dont les transform6es sont les faces/ / ,  
des poly6dres P~, ces faces R, ne se recouvrent pas non plus mutuelle- 
ment. Ainsi notre polygone gdn~rateur et ses transformds ne se recouvrent pas. 

C'est ce point que je voulais 6tablir, et, pour y parvenir, j 'ai eu 
recours ~ un artifice dont je ne pouvais gu6re me dispenser dans le cas 
g6n6ral; j 'ai dfi passer du plan ~ l'espace, et des p01ygones R aux po- 
ly6dres P .  Mais si ce ddtour cst n6cessaire dans le cas le plus g6n6ral, 
on peut s'en affranchir dans un grand hombre de cas particuliers; c'est 
ce que nous verrons plus loin. 

w 6. Classification. 

Parmi les groupes klein6ens, il e n e s t  qui doivent att irer particuli6re- 
ment l 'attention ~ cause de leur importance au point de rue des appli- 
cations. Ce sont ceux dont les groupes fuchsiens sont des cas particuliers, 
de telle sorte qu'on peut passer d'un pareil groupe kleinden ~ un groupe 
fuchsien en faisant varier d'une fagon continue certains param~tres. Ce 
seront les groupes de la I ~r* esp6ce. 

Ceux de la 2 e esp6ce seront ceux qui ne jouiront  pas  de cette pro, 
pri6t6. 

On peut classer aussi les groupes kleinSens en genres. Nous d~fini. 
rons le genre du polygone g6n6rateur R 0 comme dans le w .8 du M6moire 
sur les groupes fuchsiens et le genre d'un groupe sera celui de son po- 
lygone g6n~rateur. 

Voici maintenant  quelque chose d'analogue ~ la classification en 
families. 
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Nous classerons d'abord les poly6dres g6n6rateurs d'aprSs le nombre 
de leurs facds de la 2" sorte. C'est 1~ en effet un point fort important;  
car si un poly6dre Po a n facgs de la 2 e sorte, le plan des @ se trouve 
divis6 en n parties ct chacune de ces parties cn une infinit6 de polygones 
R de telle fagon qu'~ chaque substitution du groupe corresponde un po- 
lygone R et un seul. 

Nous classerons ensuite les poly6dres qui admettent un mgme hombre 
de faces de la 2 ~ sorte en families, selon qu'ils admettent ou n'admettent 
pas des cycles elliptiques, ou des cycles paraboliques. 

Donnons le d6tail de cette classification pour les groupes les plus 
importants qui sont ceux de la I ~re esp6ce, en conservant  aux families 
les m6mes num6ros que darts la th6orie des groupes fuchsiens. 

I ~ Poly6dres admettant 2 faces de la 2' sorte. 

i ~ f a m i l l e .  Admettent  des  cycles elliptiques. 
2 e famille. Admettent  de s  cycles paraboliques. 
6" famille. Admettent  des cycles elliptiques et paraboliques. 

2 ~ Poly6dres admettant ~ face de la 2" sorte. 

3 ~ famille. Poly6dres  d0nt toutes les faces de la I ~ sorte sont des 
demi-spheres compl6tes, ne se coupant n i n e  se touchant 
mutuel lement  et qui n 'admettent ni cycle elliptique, ni 

. cyci.e pa~ab0!ique. 
4 ~ famille., ~kdmettent  d ~  cycles paraboliques. 
5" famille. Admetten't des cycles elliptiques. 
7 ~ lamille. Admettent  des cycles elliptiques et paraboliques. 

w 7. Troisi~me fami l le .  

Voici quel est le mode de g6n6ration des groupes de la 3" fam i~lJe~ 
Consid6rons 2n cercles qui ne se coupent n i n e  se touchent;~ja 

supposerai, pour fixer les iddes, que ces 2n cercles soient tous extdrieurs 
les uns aux autres. Le polygone R o sera la portion du plan qui est 
ext6rieure ~ la fois ~ tous ces cercles. J 'appelle ces cercles C 1, C~,... C,; 
C], C~ , . . :  C',. Je suppose que les cercles C, et C~ soient conjugu&s. 
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Soit S, une substitution qui change (7, en C~ et de telle fa~on que rex- 
t~rieur de U~ se change dans l'int~rieur de C~. S~ est alors une substi- 
tution hyperbolique o~ loxodromique dont un point double est int6rieur 

Q et l 'autre ~ C~. 
Le groupe d6riv6 des substitutions ,.q, est alors un groupe klein6en 

de la 3"' famille. 
Pour ddmontrer que ce groupe est discontinu, il n'est pas n~cessaire 

d'avoir recours ~ la marche d6tournde du w 5. En effet, construisons le 
polygone R, limitrophe de R 0 le long de C~, c'est b. dire le transform6 
de R o par ta substitution S~; il sera tout entier ~ l'int6rieur de C',. 
L'ensemble des potygones R o et R, se compose alors de la partie du plan 
ext~rieure b. la lois k 4n u 2 cercles (ext6rieurs les uns aux autres) qui 
servent de c6t6s K ces deux polygones. Soit C, run de ces cercles; si 
l'on veut construire le polygone Rk limitrophe de B 0 ou de R, le long 
de Ck, ce polygone sera tout entier int6rieur K C, et ainsi de suite. On 
voit ais6ment en continuant de la sorte que les polygones ainsi construits 
ne peuvent se recouvrir mutuellement, et par cons6quent que le groupe 
est discontinu. 

Quelles sont maintenant les conditions impos~es aux substitutions 8,? 
Ces n substitutions doivent ~tre telIes que ron puisse trouver n cercles 
C1, C~, . . .  C., de tetle fa~on que ces n cercIes et leurs transform~s 
respectifs C], C~,. . .  C:. soient tons ext~rieurs les uns aux autres. Ce 
ne sont l~ que des conditions d'in~galit~; ainsi le groupe deriv~ de 
substitutions est discontinu, pourvu que les coefficients de ces substitutions 
satisfassent ~ certaines in~galit~s. 

Parmi les groupes de la 3 -~ famille il e n e s t  qui m~ritent une 
mention particuli~re. On peut supposer que le polygone R 0 est sym~- 
trique par rapport ~ un certain ccrcle C.+1, de telle fa~on que les cercles 
conjugu~es C~ et C'~ soient sym~triques run de rautre, et que toutes les 
substitutions du groupe puissent s'obtenir en combinant les inversions par 
rapport aux cercles Cl, C2, . . .  C'., C.+~. Nous dirons alors que le groupe 
est sym~trique. 
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w 8. D e u x t ~ m e  _l~amiUe. 

Supposons que 2n cercles C~, C~ , . . .  C., soient situds de telle sorte 
I ~ qu'ils soient tous ext6rieurs les uns aux autres; 2 ~ que le cercle C~ 
touche ext6rieurement les cercles 5~_~ et C,+~; 3 ~ que le eercle (7... touche 
ext6rieurement les cercles C~._~ et C~. Appelons A, le point, de contact 
des cercle~ C,_~ et C, et A~ le point de contact des cercles C. et C~. 
Le plan se trouve divis6 en trois parties: i ~ le polygone Re ext6rieur 
chacun des cercles C et int6rieur ~ l_a figure form6e par l 'ensemble de 
ces cercles; ce sera notre polygone gdn6rateur; 2 ~ le polygone/r ext6rieur 

la fois k tous ces cercles et k la figure form6e par leur ensemble; 
3 ~ enfin l 'int6rieur des divers cercles C. 

Si nous formons lc polySdre g6n6rateur Po, 
ce poly6dre pr6sentera 2n faces de la I ~e sorte Fi~.t 
form6es par les surfaces des sph6res qui ont m~me 
c~ntre et m(!me rayon que les cercles C; 2 faces S ~ / .  ~ 
de la 2 ~ sorte qui seront les polygones R 0 et R0 
et 2n sommets isol~s A~, A~,. .- .  A2.. Je supposerai / "~ '̂ A.f c " ~ 
que les faces 5' 4 et C2.+~_, sent conjugu6es et que le 
polybdre admet n A- I cycles paraboliques, form6s 
respectivement des sommets A~; A~ et  A:.; . . .A ,  
et A2.+~_~; . . . ;  A. et A,,+2; A.+~. Cela suppose 
que nous avons entre les sommets A la relation: 

(A, - -  A,)(A, - -  A, ) . . .  (A~, l ~ ~ .  - - ]  ) = ( A  ] ] A , )( A ~ ] A . ) " " "  ( A , - - J A  ] " )  " 

Ici, eomme dans le paragraphe pr6e6dent, la diseontinuit6 du groupe 
peut se d6montrer direetement, sans qu'il soit besoin de reeourir k Far- 
tifice du w 5. On volt que le plan se ddeompose en deux domaines D 
et D';  le premier est recouvert par le polygone R o et ses transferrals, 
le second, par le polygone R0 et ses transform6s. Ces deux domaines 
sent s6par6s par une ligne L ,  si ron peut appeler cela une ligne. 

Supposons que l'on ait construit un certain nombre de polygones 
/~0, R ~ , . . .  R. et les polygones correspondants /10, R'~,... R'.. On sera 
certain: I" que tout point faisant partie de l 'un des polygones R appar- 
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tiendra au domaine D; 2" que tout point faisant partic de l 'un des po- 
lygones /~' appartiendra au domaine D';  3 ~ que tout sommet de l 'un des 
polygones R appartient /r la ligne L. 

Les sommets de divers polygones R forment eine uuendliche Punkt- 
menge (1) p et pour obtenir la ligne L, il faut ajouter ~ cette Punktmenge 
son erste Ableitung _P'. On voit que la ligne L e s t  eine perfecte und zu- 
sammenMingende Panktmenge. C'est dans ce sens que c'est une ligne. Mais 
nous allons voir qu'elle ne jouit  pas de toutes les propri6t6s que nous 
sommes habitu6s k attribuer aux lignes. 

Cherchons d'abord si cette ligne poss6de une tangente. A ce point 
de rue nous devons distinguer !es points de la Punktmenge P e t  ceux 
qui  appartiennent ~ son Ableitung _P' sans appartenir ~ P. Envisageons 
d'abord- un ~ point de P;  je dis qu'en ce point il y aura une tangente. 
D'abord nous pouvons suppos6r que ce point est un sommet de R0, car 
rien ne distingue R o des autres polygones R~; nous pouvons supposer que 
ce point ~est prdcis6ment A ~  car ce qui distingue A~ des autres sommets 
de R 0, c'est que le cycle dont fair partie A~ ne contient pas d'autre 
sommet; or nous avons vu k la fin du w 3 (t *ue l'on peut toujours sup- 
poser qu'un cycle donn6 ne se compose que d'un seul sommet. Le groupc 
envisag6 contiendra alors une certaine substitution parabolique S qui aura 
A~ pour point double. Soit 

( :  ' + h) 

cette substitution. Soit N u n  point tel que: 

arg (N - -  A,) = - -  arg h. 

Joignons A~N, je dis que AIN sera tangente k notre ligne L. Voici ce 
que j 'entends pa~r lk. Supposons que p e t  to soient les coordonn6es po- 
l a i res  d'un point de L en prenant A~ pour pSle et A~N pour axe po, 
taire; j e  dis que quand p tendra x;crs o, to tcndra vers o, de telle fa~on 
q u e  A~N sera la limite d'une sdcante A~B~ de la ligne L, lorsque le 
point~ B 1 se~ rapprochera inddfiniment de A~. 

Pour d6montrer  cela, je vais construire deux cercles K et K' se 

(1) Pour le : sens precis des diverses expressions allemandes que je vais employer, 
voir CA,~TOR: Grundlagen eiTter Mantiichfaltigkeitslehre. Leipzig, Teubner 1883. Voir 
aussi ]a traduction fran~aise de ce mgmoire: Acla malhemalica, o, pag. 381 - -408 .  
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touchant ext6rieurement en A~ et tangents tous deux ~ A~N. Je ehoi- 
sirai le cercle K de telle faTo.n qu'il coupe les cSt6s AIA 2 et A~A2n du 
polygone R 0 et ne coupe aucun autre c5t6 de ce polygone. De mdme 
le cercle K' devra couper les c6t6s A~A~ et A~A~n du polygone R0 et 
ne couper aucun autre c5t6 de ce polygone. Soit r 0 la partie de R 0 qui 
est intdrieure ~ K et r~) la partie de R0 qui est int6rieure ~ K'. I1 est 
clair que les transform6s successifs de r 0 par les puissances positives et 
n6gatives de la substitution S rempliront tout ce cercle K, de sorte que 
ce cercle fait tout entier partie du domaine D. De mdme le cercle K' 
fera tout entier partie du domaine D'. I1 en rdsulte que ]a ligne L e s t  
tout enti~re dans la portion du plan ext6rieure ~. la fois aux deux cercles 
K et K'. Cela suffit pour ddmontrer le th6orSme 6nonce. 

Toutefois la ligne A~N ne jouit pas des mdmes propri6t6s que l~s 
tangentes aux lignes ordinaires. On voit ais6ment en effet, que si l'on 
joint par une droite BC deux points B et C de la Punktmenge P, et que 
l'on fasse tendre B e t  C slmultanement vers le point A~, la limite de 
la droite BC n'est pas en g6n6ral la tangente A~N. Consid6rons en effet 
deux points B 0 et C 0 de la Punktmenge P, choisis de telle sorte que le 
cercle A~BoC one soit pas tangent ~ A1N. Considdrons les transform6s 
successifs B~C~, B~C~,..., B~C~ de BoC o par les puissances positives de 
S . .  Quand n croltra ind6finiment B~ et C~ se rapprocheront de A~ et 
l'angle de B~C,, avec A~N tendra vers une limite finie. De plus j'ai tout 
lieu de eroire qu'il n'y a pas de tangente aux points de L qui ne font 
pas partie de P. 

Je dis maintenant que la ligne L n'a pas de eercle osculateur. Je 
dis que si on m~ne un cercle k tangent en A~ ~t la droite A~N et pas- 
sant par un point B~ de L ,  ce cercle ne tendra pas vers une limite d6- 
termin6e lorsque le point B~ se rapprochera du point A~. Menons en 
effet deux cercles k' et k" tangents tous deux en A~ ~ la droite A~N et 
passant respectivement par deux points Bo et B0' de la ligne. L. Soient 
B'~, B ~ , . . . ,  B', les transform6s successifs de B0 par les puissances de 5'. 
Ils seront tous sur k' et deviendront infiniment rapproch6s de A~ quand 
n d'eviendra infini. 

Done si le cercle osculateur existait ce devrait dtre le cercle k'. 
Mais ce devrait dtre en mdme temps le cercle k". Donc le cercle oscula- 
teur n'existe pas. 
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J'en ai dit assez, je pense, pour faire eomprendre k quel point la 
ligne L diff6re d'une ligne analytique. 

w 9. C/roupes sym$t~'iques. 

Consid~rons un polygone //0 limit~ par n ~ I arcs de cercle A1A ~ , 
A~As , . . . ,  A,,_IA,,, A,,A,,+~, A.+IA 1 se coupant en n T  I points A~, 
A ~ , . . . ,  An+~ qui sont les sommets de ce polygone. Construisons les po- 
lygoncs / /  sym~triques de /7 o par rapport ~ ses divers cStds, puis les 
p.otygones sym6triques de8 n T I polygones / / p a r  rapport h leurs divers 
c6t6s et ainsi de suite. Si les divers polygones ainsi construits ne se re- 
couvrent pas mutuellement, on aura un groupe kleine!en. 

Soit //~ le polygone sym6trique de /7 o par rapport au c6t$ A,+IA~; 
le polygone //o + / / ~  ~--Ro sera le polygone gdn6rateur du groupe; il 
admettra 2n c6t~s, h savoir les n c6t6s A~A~, AgAs , . . . ,  A,_~A,, de l] o 
et les c6t6s symeltriques de //~. Deux c6tds sym~triques seront d'ailleurs 
conjugu~s. 

La premi6re condition 6videmment n6cessaire pour que le groupe 
soit discontinu, c'est que tous les  angles .,4~, A ~ , . . . ,  A., A.+~ du po- 
lygone //0 soient nuls ou soient des parties aliquotes de ~r; ils sont done 
tous droits ou aigus. 

Supposons cette condition remplie et construisons le poly6dre P0 
gdnSrateur du groupe. Pour cela construisons les sph6res 2:1, $ ~ , . . . ,  ~'.+~ 
qui ont mgme centre et m~me rayon que les arcs de cercle A~A~, A~.4s, 
. . . ,  A.+~A~." Ces sph6res limiteront un certain poly&tre K 0. On con- 
struira ensuite le poly6dre K; sym6trique de K o par rapport b, la sph6re 
2'.+~. Le poly6dre P0 ~--K0 A-Ko sera alors le poly6dre g6n6rateur du 
groupe. 

Les sph6res 2~+~ et 2.'1 se couperont suivant une circonf6rence C~ 
qui coupera le plan des ~q en deux points A~ et B~ dont le'premier est 
un sommet de //0- De mgme les sph6res 2',_~ et 2', se couperont suivant 
une circonf6rence Q qui coupera le plan des @ en deux points A, et B, 
dont te premier cst un sommet de //o' 
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Cela pos6, on peut faire diverses hypoth6ses. 

I ~ On peut supposer que les sph6res • n 'ont pas d 'autre intersection que 
les eirconfdrences CI, C ~ , . . .  C,,+1. C'est ce qui a r r ive  par exemple 
dans le cas de la figure 2. Dans ce cas le 
poly6dre K o admet  deux faces de la 2 e sorte 

"/I o et A o. La face tl o est formde dans le •. ^. 
cas de la figure 2 de la portion du plan ~ - ~ ' ~  f - ~ ' ~  
ext6rieure au contour polygonal curviligne ~,~:::: ~ / s ,  

B~B'2Bs'"Bn+I" Le p~ K~ admet en ~_~/~ ~ 
outre n- f -  I f a c e s  de la I ~re sorte qui sont 
les portions des sph6res 2"1, 2 ~ , . . . ,  2~+1, ~ 
limit6es respectivement par les circonf6rences ~, 
5'1 et C~, 6] et C ~ , . . .  C:+~ et C~, et n-~- x X. ~ - ~  A. 

ardtes de la I ~'' sorte qui sont ces circon- 
f6rences eltes-mdmes. Le poly6dre P0 = K0 -{-Kg admet de m~me 
2 faces de la : ~ sorte, 2n faces de la I ~'r sorte et 2n ardtes de la 
I ~re sorte. 

Les conditions de discontinuit6 du groupe sont remplies et nous 
avons un groupe klein6en. De plus il est de la I ~e esp6ce, car on 

peut en ddformant d 'une mani6re continue le polygone /7 0 passer au 
cas oh les c6tds de ce polygone sont orthogonaux ~ une circonfdrence, 
c'est '~ dire au cas des groupes fuchsiens. Le plan est divis6 en deux 

domaines D et D', le premier rempli  par le polygone R 0 et ses trans- 

form6s, le second par le polygone A 0 et ses transformds. 
2 ~ On pourrait  supposer aussi que les sph6res 2' admettent  d'autres in- 

tersections que les circonfdrenees C~, C ~ , . . .  C'~+~, qu'ellcs se coupent 
par exemple suivant d'autres circonfdrences k~, k ~ , . . ,  kp; mais que 

ces circonf6rences restent tout enti6res extdrieures au poly6dre Ko, 
de telle fagon qu'elles ne soient pas des ar6tes de ce poly6dre. 
Mais il est ais6 de voir que cette supposition est incompatible avec 

l 'hypoth6se que nous avons faite que les angles de H 0 sont tous 
droits ou aigus. 

-~ On peut supposer que le poly6drc K 0 admet comme ar6tes, outre les ,) 

eirconfdrences C, une ou plusieurs des circonf6rences k et que les 
angles di6dres correspondants ne sont pas des parties aliquotes de r.. 
I1 est clair alors que le groupe n'est pas discontinu. 
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4 ~ I1 peut arriver enfin que le poly6dre K 0 admette comme ardtes, outre 
les circonf6rences C, une ou plusieurs des circonf6rences k et que les 

di6dres correspondants soient des parties aliquotes de ,-:. Dans ce cas 
le groupe est discontinu, mais on ne peut  passer au cas des groupes 

fuchsiens en d6formant le polygone H 0. Le groupe est donc de la 
2 ~ esp6ce. 

Prenons eomme exemple le eas de la figure 3. Le polygone/70 est 

un quadrilat6re A1A2A3A * dont deux c6t6s oppos6s A1A * et A2A 3 sont 
des lignes droites qui prolong6es vont se couper en F. Je suppose de 
plus que les angles A1, A2, A 3, A, et F sont des parties aliquotes de ~. 
Le poly6dre K o n 'admet  alors que des diedres 6gaux h des partie~s a l l  

quotes de 7:. Il "L trois faces de la 2 e sorte, /70, "3Io et To; il a quatre 
faces de la I er~ sorte faisant par'tie respectivement des sph6res A~A 2 et A3A 4 
et des plans A~A 4 et A2A.~. Le groupe G consid6r6 est donc diseontinu. 

Si l 'on prend le poly6dre Ko sym6trique de K 0 par rapport ~ la droite 

A2A3, l 'ensemble de ces poly6dres sera P o e t  aura pour faces de la 2 ~ 

sorte //o + / / 0 ,  Mo + M o  et T o + T O en appelant /70, Mo et To les po- 
lygones sym6triques de I1o, 3 I  0 et T O . Le plan des @ va se t rouver  
divis6 en trois domaines D, D' et D" recouverts respeetivement par les 

transformgs de lI  o + ll~, par eeux de M o + Mo. et par ceux de T O + T o . 
Etudions d'abord le domaine D'. Supposons qu'on construise les 

triangles sym6triques de M o par rapport s ses trois e6t6s, puis les tri- 
angles sym6triques de ceux-ci par rapport s leurs divers c6t6s et ainsi de 
suite. T o u s  les triangles ainsi construits recouvriront un certain eerele H 

qui ,'t pour centre F et qui coupe orthogonalement le cerele A1A2B~B ~. 
Ce cercle H sera donc une pattie du domaine D', mais une pattie seule- 
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ment. En effet, le cerele H est reeouvert par les transform~s de M 0 + M~ 
par certaines substitutions du groupe G. Ces substitutions s'obtiennent 
en combinant de toutes les maniSres possibles les trois inversions par 
rapport aux cercles FBI,  FB~ et B1B2, de telle fa~on clue le nombre 
total des substitutions combindes soit pair. Ces substitutions forment un 
groupe g qui est fuchsien et qui est un sous-groupe du groupe klein~en 
G. Pour avoir les autres transform6s du quadrilatSre ~[o + M'0 et par 
consgquent les autres parties du domaine D', il faut prendre les sym~- 
triques du cercle H par rapport au cercle A3A 4 et k ses transformds. 
On obtient ainsi une infinit6 de cereles //1, H ~ , . . .  dont l'ensemble con- 
stitue le domaine D'. Ce domaine n'est donc pas d'une seule piece. 

I1 en est de m6me de D". En effet on d6montrerait de m~me qu'en 
construisant les triangles sym~triques de T O par rapport aux trois cSt~s 
de ce triangle, puis les triangles ~ymOriques de ceux,ci par rapport k 
leurs divers c6t~s, et ainsi de suite, oil obtient tous les  transform6s de 
T O + T' o par les substitutions d'un sous-groupe fuchsien gl du groupe 
klein6en G. Ces transformgs recouvrent la portion du plan ext~rieure k 
un certain cercle J et cette portion du plan ainsi que l'int6rieur des 
divers cercles Jx, J ~ , ' . "  sym6triques de J par rapport au cercle A1A 2 
et ~ ses transform6s, constituent le domaine D": 

Au contraire le domaine D est d'une seule piSce. Si en effet nous 
construisons les polygones symdtriques de H 0 par rapport aux cbt6s de 
ce quadrilat~re, puis les polygones sym6triques de ceux-ci par rapport 
leurs divers c6t6s, et ainsi de suite, nous obtenons 6videmment tous les 
transform6s de H 0 + ]7 0 et par cons6quent tout le domaine D. Mais la 
figure ainsi form6e par ces polygones que l'on construit suecessivement ~t 
c5t6 les uns des autres est d'une seule piSce. I1 en est donc de m~me 
de D. 

Ce domaine D est d'ailleurs limit6 par les cireonfdrences H,  HI,  
H ~ , . . . ,  J, J1, J2 , . . "  ; il n'est donc pas sim]~lement connexe. Cette cir- 
constance aurait rendu presque impossible la d6monstration directe de la 
discontinuit6 du grou.pe et n6cessitait l'emploi de l'artifice dont nous 
avons" falt usage. 

L'existence de ces domaines limit6s par un nombre inflni de cercles 
a dtd signalde pour la premiere lois par M. KLEIS. 
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w 10. P r d m i ~ r e  f a m i l l e .  

Dans le w x1 du Mdmoire sur les groupes fuchsiens, nous avons 
envisagd (page 56) un hexagone A B C D E F ,  dont les cStds A B  et CD, 

CD et D E ,  E F  et F A  sont conjuguds et dont les angles B, D, F et 
A + C + E sont des parties aliquotes de 2~-. D6formons cet hexagone 
de fa(;on que ses angles continuent ~, satisfaire ~. cette condition, mais que 
ses cSt6s ne soient plus orthogonaux ~ un mdme cercle fondamental et 
cherchons ~ quelle condition il restera le polygone g(!ndrateur d'un 
groupe kleinden. 

Considdrons done le groupe cngendrd par notre lmxagone ddformd 
A B C D E F .  II sera 6videmment ddrivd de trois substitutions elliptiques 
$1, 82 ct S~ qui ont respectivement pour points doubles B e t  B', D et 
D', F et F'  et pour multiplicateurs e 'p, d ~, d ~, 1'?, ~ et ? ddsignant les 
angles B, D et F. 

S~ change BA en BC 

S 2 ~ D C  en  D E  

S s D F E  en  F A .  

La combinaison 

est aussi une substitution elliptique qui a pour points doubles A et A' 
et pour multiplicateur e -~a, a ddsignant l'angle A + C - [ - E .  

Les combinaisons 

S~S3S ~ .~ S~ et $3SIS ~ = S 6 

ont aussi pour multiplicateurs e -ia et elles ont respectivement pour-points 
doubles C et C', E et E'. 

Voyons maintenant quelles relations doivent avoir lieu entre ces 
points doubles et ces multiplicateurs. 
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Soient z~ le t ransform~ de z par  S~, z~ celui de z~ par  ~q~, z 3 celui 

de z 2 par  S.j; z~ sera par  cons6quent  le t ransform6 de z par  S 4 et nous 

aurons  les relat ions:  

z ~ - - B  = e i ~ Z - - B  
z~ - -  B' z - -  B' 

(i 

z~ - -  D ,,~ z, - - D  

z~ - -  D '  z t - -  D '  

Z s - F  ---- e~r  2 - F  

Z a - - F '  z s - -  i~" 

z s - -  A - - i .  z - -  A 

z~ - -  A '  z -  h '  

Ell diff6rentiant les relations (x), on t rouve :  

dz, =: e,.,~ dz dz, ~ _~,~ dz  
tz, - -  B ' ) '  ( z - - B ' f '  (z, - -  B)" (z B)" 

(2 )  

dz~ is dz~ dz ,  _,~ dz, 
(z, - -  D')' = e (z, - -  D')" (z, - -  D)' -- e (z, - -  D)' 

{ t Z ~  l dz~ dz.~ �9 dz, �9 ~ _  e ~  . _ _  6 - ~ $ '  

(z3 - -  F ' ) '  (z ,  - -  F ' ) "  (z~ - -  F ) '  (z ,  - -  F ) '  

dz.~ - i a  dz  dz.~ ~a dz 
(z ,  - -  a ' ) '  = e ( z - - ~ - ~ '  . ( z ,  - -  A ) '  = e (z  - -  A ) ' "  

P a r m i  les relat ions (2) envisageons les trois premieres  de la scconde 

colonne et  la derni6re  de la premi6re  colonne et faison y, z = A d 'oh 

z, .= C ,  z~ = E ,  z 8 = A;  il v iendra  en combinan t  les relat ions ainsi 

obtenues de mani6re  k 61iminer d z ,  dz l ,  dz~, dz3: 

(A - -  B ) ' ( C -  D ) ' ( E -  F)" = e,(a_,~_~_o 
(C - -  B ) ' (E  - -  D)'(A - -  F ) '  

011: 

(3)  (A - -  BXO - -  D)(E - -  ~ = 4- e ' ' - ~ - z - r  
(B - -  GX D - -  E X F - -  A) 

Une discussion facile m o n t r e  que c'est le signe + qui convient.  
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Dans le cas oh les quatre angles a, fl, r et ~ sont nuls, c'est k dire 
dans le cas oh la groupe se r~duit k la 2 ~ famille la relation (3) devient: 

(A - -  B ) (C  - -  D X E  - -  F)  = (B  - -  C)(D - -  E ) ( F  - -  A). 

Supposons donc qu'on se donne, outre les angles a, f l ,  ~ ,  ~ ,  six 
points doubles A, B, C, D, E ,  F de fa~on k satisfaire k la relation (3). 
Les trois points doubles B ' ,  D '  et F '  sont alors d~termin~s pa r  les 5qua- 
tions: 

C - -  B e~,~ A - -  B E ~ D ~ C - -  D A - -  F �9 E - -  F 
C - -  B' A - -  B "  E - -  D - - - - ~  ~- e C - -  D "  A - -  F ' =  e'~ E - -  F '  

e t  lcs trois points doubles A', C' et E'  par les relations: 

�9 - -  - -  C '  A '  C ' - - B  A' B E'  D iz - - D  - - F  . E ' - - F  
C' - -  B'  = e'~ A' B "  E'  - -  D' - -  e C' - -  - ~ '  A" - -  F--------' = ew E '  - -  F "  

I1 n'arrivera pas en g6n6ral que les quatre points A ,  B ,  A ' ,  B '  

seront sur un mgme cercle. I1 en sera'de m~me des points B, B', C ct 
C';  (3, C',  D et D' etc. Il r6sulte de lk que si nous construisons le 
poly6dre P0 g6n6rateur du groupc, la face de la 2 e sorte de ce po- 
ly6drc ne sera pas en g6n6ral l'hexagone A B C D E F ,  mais un dod6cagone, 
ainsi qu'on v a l e  voir: 

Voici en effet comment on pout construire le poly6dre /90. 
Consid6rons 6 cercles K ~ ,  K ~ , . . .  K s passant respectivement par A 

et A ' ,  par B e t  B', par C et C',  par D et D', par E et E', par F et F'. 
Les deux premiers se couperont en 1 t  1 ct Hi ,  les deux suivants en H~ 
et Hi,  les deux derniers en H 3 et Hi.  Soient maintenant K~' et /(2 les 
transformds de K x et K~ par S~; ils passeront, le premier par C et C', 
le second par B e t  B' et ils se couperont en J~ et J : .  

Soient de mdme K~ et Ki les transform6s de K 3 et de K 4 par S~; 
K~ et K~ les transform6s de K s e t  de K s par S 3. Ces quatre cercles 
passeront respectivement par E et E', par D et D', par A e t  A', par F 
et F '  et ils se couperont les deux premiers en J2 et J2, les deux der- 
niers en J8 et J~. 

Je suppose que ces diff6rents cercles n'aient pas d'autre point d'inter- 
section que ceux que je viens d'6num6rer et que la position relative de 
ces divers cercles et points soit celle qui est indiqu~e par la figure 4. 
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Dans cc cas construisons les sph6res 2, et 2:. qui ont mdme centre et 
mdme rayon que les cercles K~ et K'. Puis envisageons le poly6dre P0 
form6 par la portion du plan ext6rieure k ces douze sph6rcs. Ce po- 

, ' ~ l [ '  

lySdre aura deux faces de la 2 ~ sorte, R o e t  R' 0 qui seront respectivement" 
les portions du plan int6rieure et extdrieure ~ l'anneau formd par les 
douze cercles K~ et K~; il aura douze faces de la I ~e sorte form6es par- 
des portions des sph6res 2',- et 2~; ces douze faces scront conjugudes deux 

deux de telle fa?on que la face 2," soit conjugude de 2'~. Le poly6dre, 
P0 admettra douze ardtes de la premi6re sorte form des par les intersec- 
tions deux ~ deux des spheres 2'~ et 2,'.; ces ardtes se rdpartiront en 7 
cycles ainsi que l'indique le tableau suivant. 

Num6ro du cycle 

I 
2 

3 
4 
5 
6 
7 

Ar~tes faisaut  par t ie-du cycle 
AA', CC' et EE' 

BB'  

DD' 

FF'  

H,/~', et J,J', 
H~ H'~ et JJ'~ 
H 3 H'~ et  .l~J'~ 

Somme des di~dres du cycle 

3 

2,-: 

2~  

2,'r 

Aux quatre premiers cycles correspondent les substitutions elliptiques 
$4, $1, S~ et Sa; aux trois derniers la substitution identique. Si donr 
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tes eercles ~ et ~ sont dans la situation relative indiqude par la figure 
4, le groupe considerS, dont le poly6dre g~n6rateur sera Po, sera discontinu. 

Notre groupe sera donc klein~en, pourvu que les points doubles 
A, B, C, D, E, F satisfassent non-seulement K la relation (3) mais h 
des in~galit6s exprimant que les douze eercles ~ et K,' sont dans la 
situation relative indiqu6e par la figure 4- 

Le plan se trouve partag~ en deux domaines limit6s par une ligne 
L. Voici comment on pent trouver la g~n6ration de la ligne L: on 
consid6re rensemble des points doubles de routes les substitutions hyper- 
boliques ou Ioxodromiques du groupe. Ces points doubles forment une 
Punktmenge P; si on y adjoint son erste Ableitu~2g P', on aura la ligne L. 

w 11. _~oncttons klein~en~es. 

Soit G un groupe klein~en quelconque et soient 

(a'z+~i) z, T~z + 

les diverses substitutions de ee groupe. Formons comme dans la th6orie 
des fonetions fuehsiennes la s6rie suivante: 

0) 

l 'algorithme H(#) reprdsentant une fonction rationnelle de z dont aucun 
infini ne se confond avec un point singuller du groupe, et m ddsignant 
un entier plus ~ a n d  que i. 

Cette sdrie est r Darts le w I du Mdmoire sur les fone- 
tions fuchsiennes, nous avons donn6 deux ddmonstrations de la convergence 
de cette sdrie. La premidre de ces ddmonstrations subsiste darts le cas 
qui nous oecupe; il n'en serait pas de mgme de la seconde. 

A tout groupe kleinden correspondent doric une ihfinitd de fonctions 
th~taklein~ennes 0(z) et de fonetions kleindennes F(z) jouissant des pro- 
pri6t~s 
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(a~z + f l~= F(z). 

Ces fonctions jouissent des mdmes propri6t6s que les fonctions fuchsiennea 

et th6tafuchsiennes. Par  cons6quent toutes les fonctions klein6enncs s'ex- 

pr iment  rat ionncl lement  b~ l 'aide de deux d'entre elles, x et y, entre lea- 

quelles il y a une relation alg6brique 

(2) f ( ~ ,  y) = o 

dont le genre eat 6gal g celui du groupe G. Quand ce genre est nul, 

toutes les fonctions kleindennes s 'expriment rat ionnellement K l'aide de 

l 'une d'entre elles que j 'appelle x. 

Si je pose: 

V , S  ~,-= ~ ,  , , ,=zV~ 

v I e t  v~ sont deux intdgrales de l 'dquation lindaire: 

(3) d'v 
d--- ~ = ~(z, y)v 

qui se r6duit b. 

(3') d~v dx-- ~ = ~(z) v 

dans le cas oh le genre est nul (Cf w 4 du M6moire sur les fonetions 

fuchsienncs); dans ces 6quations ~ d6signe une fonction rationnelle. 

Examinons quelques cas particuliera, et d 'abord reprenons l 'dquation 

(3') des paragraphes 5 et 7 du M6moire sur  les fonetions fuchsiennes: 

d*v P(x) 
- - V  d .  ~ - q " ( x )  

oh 

Q(~) = (,~; -- a,)(. - -  a,) . .  (~ --  o~). 
7 -  665007 A e t a  mathemat ica .  3 
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Ot �9 Le polyn6me P(x) est de d%rc 2 n - - 2  et je suppose qu'il satisfait aux 
u + i conditions suivantes 

(4) 

i) 

coef f i c ien t  de  x ~"-~ dulls  P(x)= --(4 ,) 
4/9,?+ ~ 

Los nombrcs ill, 172, . . .  fl,+l sont des entiers positifs qui peuvcnt devenir 
infinis. 

Nous avons vu que si le polyn6me P(x) (outrc les n + I conditions 
(4) qui sont complexes et qui par consdquent 6quiwdent h 2n + 2 con- 
ditions r6elles) satisfait K 2 n - - 4  autres conditions rdelles et transcen- 
dantes, la variable x est une fonction fuchsienne du rapport des int6grales. 

Il rdsulte de la thdorie pr6cddente que si le polyn6me P(x) satisfait 
non seulement aux conditions (4), mais ~ certaines i~dgalitds, la variable x 
sera une fonction kleindenne du rapport des intdgrales. Supposons cn 
efi'et les conditions (4) remplies; appelons z le r.apport des intdgrales de 
l '6quation (3); ~1 uand x reviendra h sa valeur initiale, apr6s avoir ddcrit 

un contour ferm6 C,, z sc changera en , ct les substitutions 
?'iz + oi 

a,z + ~,) 
z, r,z +~i 

formeront un groupe G. 

Si ce groupe est klein6cn, x sera une fonction kleindcnne de z. Or 
cc groupe G, comme on !c volt ais6ment est ddrivd de n substitutions 
elliptiques ou paraboliques 31, S~ , . . .  Sn, ayant respectivement pour mul- 
tiplicateurs 

2 i z  2 i ~  2i7:. 2i.'r 

e , ~ 1  ~ e , ~  e , ~ 3  ~ . . . C ~ L '  . 

La combinaison 
S,S~ . . . .  %, 

sera aussi une substitution elliptique ou parabolique qui aura pour multi- 
plicateur: 

e t~.41 

Or nous avons vu au paragraphe prdcddent qu'il suffit de certaines 
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in6galit6s imposdes aux 9o~fficient, s d 'un pareil groupe G pour qu'il soit 
diseontinu. II suffira donc aussi d'imposer eertaines indgalitds aux co6f- 

ficients de P(x) pour que x soit fonetion unifomne de z. 

Reprenons de m6me l '6quation (3) du paragraphe 6 du Mdmoire sur 
los fonctions fuehsiennes 

d 2v 
dz~, " = f(z, y)v, r y) = o. 

J 'appelle a~, b, les points analytiques diffdrents de c,, d~ et pour 
lesquels lu fonction ~ devient infinie. Je  suppose que la fonction 
satisfasse aux conditions suivantes: 

[dx]" 3 (pour x =- c;, y -= d~) lira (y - -  d,)" kcTy] f(x, y) - 4 

(5) 

lira (;~ - -  a 0 f(z, y) - I --/i~ 
4fi] (pour x = ai, y = b,). 

Les hombres /~s sont encore iei des entiers positifs qui peuvcnt devcnir 
infinis. 

Nous avons vu que si la fonetion f, satisfait en outre "r certaines 
conditions transeendantes, x est fonction fuchsienne du rapport z des 

variables. De mdme si eette fonetion f satisfait non seulement aux 

6quations (5) mais k certaines indgalitds, x sera fonetion klein6enne de z. 
La d6monstration serait tout ~ fait analogue ~ celle qui prdcdde. 

Ainsi pour que dans l '6quation (3) x expriln6 en fonetion de z soit 
une fonetion klein6enne de la ~ero, de la e ~ ou de la 6 e families, il 

suffit de eertaines dgalit~s algdbriques et de eertaines indgalitgs. Nous 

n'avons pas ~ nous imposer d'dgalitg branscendante. I1 n'en est pas de 
mdme pour les fonetions des autres families. Si nous voulons par exemple 

que dans l '6quation (3) x soit fonetion kleindenne de la 3 ~e famille du 
rapport  z des int6grales, il faudra nous imposer eertaines 6galitds tran- 
seendantes. 

Reprenons en effet l '~quation (3) du paragraphe 8 du Mdmoire s u r  

les fonetions fuehsiennes 

d~v 
dx" f(;v, y)v, r y)--  o 
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en supposant que la fonetion ? satisfait aux conditions 6none6es ~ la 
page 278 de ce paragraphe (lignes 3 ~ et suivantes). Soit n le genre de 
la relation ~----o; le groupe klein~en de notre ~quation (3) devra ~tre 
de genre n et d~pendra par consequent de 3 n - - 3  param6tres complexes; 
c'est k dire pr~cisgment d'aut~nt de pamm6tres qu'il y a de modules 
dans la relation ~ ~--o. Quand on se donnera cette relation ~ = o, le 
groupe klein6en sera done entifirement d~termin6; il en sera done de 
m~me de ]a fonction 9" I1 r6sulte de 1~ que cette fonction est assujettie, 
ind~pendamment des conditions alg6briques de la page 278 du M6moire 
sur les fonctions fuchsiennes, k n conditions transcendantes, puisque ces 
conditions algdbriques ne suffiraient pas pour la d6terminer. 

w 12. ~tstorique. 

C'est M. SCHOTTKY qui a le premier remarqu6 la discontinuit6 de 
certains groupes klein6ens (Journal ffir reine und angewandte Mathematik, 
Bd 83, page 346), ~ savoir des groupes sym~triques de la 3 ~e famille. 
Depuis, M. KLEIN a approfondi la thgorie de ces groupes dans diverses 
notes insdrdes aux Mathematische Annalen (Tomes XIX, XX et XXI) et 
dans un m6moire plus 6tendu insfir6 dans le XXI e volume de ces mdmes 
annales et intitul~: Ueber RInMANNSChe Functionentheorie. 

J'avais moi-mdme dans deux notes que j'eus rhonneur de pr6senter 
rAcad6mie des Sciences de Paris ]e 27 Juin et le i i  Juillet i88I 

(voir Comptes Rendus, Tomes 92 et 93) 6nonc~ succinctement la plupart 
des r6sultats expos6s dans le pr6sent m6moire. 

Paris x 9 Mai i883. 


