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Au moyen de vibrations de corps plongés dans un fluide, on peut
imiter les phénoménes fondamentaux du magnétisme, ct en grande partie
aussi ceux de Délectricité. Je me propose dans une sériec d'articles d’en
douner la théorie mathématique.

Le fond méme de ces recherches a été publié autrefois; mais il nous
reste & y faire des additions et des développements sans lesquels les
conséquences ne peuvent étre expliquées d'une maniére satisfaisante.

Dans ces comparaisons; il s'est manifesté une particularité trés carac-
téristique: les phénoménes hydrodynamiques correspondant aux phénoménes
de linfluence présentent, vis & vis de ces phénoménes de la nature, une
analogie directe; ceux, au contraire, qui répondent aux actions pondéromo-
trices présentent une analogie inverse.

Ce contraste singulier et, cn méme temps, cette ressemblance s'étendant
jusqu’aux moindres détails avaient fait naitre des craintes sur la possibilité
d'une erreur; clest ce qui nous a engagé & commencer des expériences
par lesquelles les résultats analytiques ont trouvé maintenant leur constata-
tion expérimentale.
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Mais, de plus, une nouvelle idée se fera alors jour. Nous pourrions
nous imaginer un perfectionnement de la théorie, d’aprés lequel on aurait
égard aussi aux chocs et aux contacts momentanés entre les corps vibrants;
on pourrait aussi modifier et compléter les mouvements, et choisir, au lieu
d'un fluide incompressible, un autre fluide, ou méme un milieu tout
différemment constitué: un milieu de petits corps vibrants. Cela nous
ameénerait, peut-étre, & des résultats ressemblant encore plus a ceux de la
nature. Ou, si cela ne se réalisait pas, l'on pourrait compléter les
représentations des phénoménes naturels, tout en conservant cette inver-
sion qui s'est manifestée 4 chaque pas dans les généralisations.

Il serait naturel, d'abord, tant que cela pourrait se faire par des
considérations générales sur les fluides, de se demander dans quel sens se
modifieraient les phénoménes quand on passerait des liquides aux fluides
élastiques.

Déja d'avance il parait probable que, si certaines limites ne sont pas
dépassées, on n'obtiendra pas de nouveaux résultats; et que surtout l'in-
version, dans les actions des forces naissantes, ne disparaitra pas. Mais si
les faits sont d'accord avec ces prévisions, ils fourniront une extension
importante des anciennes propositions.

On le prévoit en se figurant les liquides, non plus comme absolu-
ment incompressibles, mais seulement comme peu compressibles en les
comparant avec les fluides aériformes. Il ne faudrait pas ensuite regarder
les phénoménes comme se produisant sur des distances trop grandes: on
devrait se représenter les points sur lesquels s’étendront les recherches
comme appartenant au commencement d'une onde vibratoire, extrémement
étendue. Cette coincidence des phénomeénes s'est aussi produite dans des
expériences exécutées dans lair.

Dans le présent mémoire, nous fixerons l'attention sur une formule
que nous allons démontrer. Prise en elle-méme, cette formule n'est pas
nouvelle puisqu'elld est une conséquence immédiate des équations fonda-
mentales. Mais elle nous permettra d'établir ce résultat indiqué plus
haut, qu'entre des limites suffisamment restreintes, il n'y aura aucune
différence essentielle dans les phénoménes, qu'il s'agisse d'un liquide ou
d’un fluide élastique.

Cest donc en dehors de ces premiéres limites, mais dans la méme
direction qu'il faut étendre ces recherches pour “arriver 4 des phéno-
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meénes coincidant, sans traces d’inversion, avec ceux des grandes forces
de la nature: en supposant qu'ils puissent étre trouvés par cette voie.

St T'on conserve l'intensité des vibrations, mais qu'on rende les périodes
beaucoup plus courtes, de sorte que les longueurs des ondes ne solent
plus si incomparablement grandes par rapport aux distances des corps,
des phénomeénes d’une nouvelle espéce naitront. L'influence de ce change-
ment portera sur deux points: d'abord les phénomeénes dépendent du lieu
quy occupent les corps, et ils différent suivant que ces longueurs des
ondes sont grandes ou petites par rapport aux dimensions de ceux-ci;
puis il y a aussi une dépendance plus intimement liée & la propagation
des. ondes et qui parait présenter de lintérét. Dans tous les détails, on
ne peut cependant sc faire, tout de suite, une idée nette de ce qui
résultera d'une telle intervention de l'élasticité. Il faut qu'on se soit posé
des problémes particuliers et qu'on ait réussi & les résoudre.

Il se posera aussi d’autres questions ayant rapport & une extension
des résultats, en sorte que l'analyse employée pourrait étre transportée
immédiatement 4 de nouvelles études.

On g'écarte de l'idéalité des fluides en ayant égard & leur viscosité.
Pour le moment nous ne nous en occuperons pas; elle pourrait devenir
un élément de nos futures recherches. Mais cette supposition de la
fluidité parfaite présentera aussi des défauts en ce sens que l'élasticité
d'un fluide aériforme ne se manifeste pas toujours aussi purement que
dans le cas de I'équilibre. Il y a la quelque chose d’analogue & ce qu'on
connait des corps solides. Ceux-ci ne se présentent pas comme ces corps
parfaitement élastiques dont on parle dans la mécanique rationnelle, en
y considérant les phénoménes & leurs limites; et néanmoins, il n'y aura
pas nécessairement pour cette raison de défaut dans leur ¢lasticité. A
cause de leur grandeur et de leur forme, 4 cause du temps que prendra
la propagation d’'un mouvement, etc. ..., lorsqu'un choc sera fini il restera
des vibrations internes, et celles-ci ne seront pas forcément dues & un
manque de lélasticité. Les phénoménes externes se montreront done
comme s§'il y avait eu une espéce de demi-élasticite.

Il en est de méme, quoique pour d’autres raisons, quant aux fluides
élastiques. A cause de leurs mouvements vibratoires, la loi de. MARIOTTE

ne sera plus exacte. Pendant les condensations il se développera de la
9 - 665006 Acta mathematica. 4
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chaleur; pendant les dilatations un refroidissement aura licu. Et les
choses se passeront comme si l'é¢lasticité elle-méme était modifiée.

Aussi long temps que les vibrations des corps, donnant lieu aux
mouvements d'un tel fluide, seront bien régulicres ou uniformes, et que
les condensations seront assez petites, aucun changement essentiel ne se
produira dans les résultats, non plus que dans la méthode que I'on suivra
pour y parvenir; c'est seulement une constante dont la valeur devra étre
corrigée, la vitesse de propagation ne coincidant pas avec celle que donne-
rait la loi indiquée si elle était admise encore comme vraie.

Si, cependant, I'on se place en dehors des questions qui sont ordinaire-
ment l'objet du calcul, si les mouvements ont un caraetére moins régulier
et si l'on a toujours égard au dévcloppement de la chaleur, alors des
difficultés prendront naissance. Des changements soudains dans les vibra-
tions, et, par conséquent, de nouvelles actions pourraient se produire;
quelque temps aprés, ces nouvelles actions pourraient étre interrompues
subitemment a leur tour.

Il serait intéressant, sans doute, d'examiner comment les problémes
devraient étre traités alors, au moins tant qu'on supposerait des circon-
stances simplifiantes comme l'existence de petites vitesses. Il serait aussi
avantageux d’étudier & part quel coté de la question il importerait le
plus d’approfondir. Car souvent, lorsqu’un probléme résiste a tous les
efforts faits pour en chercher la solution compléte, on en peut résoudre
une partie déterminée; et ce qui est le plus accessible pour’le calcul est
trés ordinairement aussi le plus utile. Ainsi, dans le cas d'actions soudaines,
les accélérations joueront un plus grand réle que les vitesses; il est donc
naturel, pour se rapprocher de la vérité, d’aborder la question en regardant
les derniéres comme trés petites.

Dans ces recherches relativement & un sujet qui n'appartient plus &
la mécanique toute seule, nous ne pourrons étre, il est vrai, aussi strs de
l'exactitude des résultats (peu généraux d’ailleurs mais trés simples) qu'il
serait & désirer. En quittant le domaine de la mécanique rationnelle, on
est forcé de faire des hypothéses. Et si simples que soient ces hypothéses,
on ne peut regarder les conséquences qui en sont déduites analytiquement
que comme des résultats préliminaires, dont la vérité doit étre confirmée
expérimentalement.

Ces investigations auront, du reste, vis & vis de nos recherches princi-
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pales, une position indépendante. Elles ont pour but de leur donmer,
autant qu’il est possible, un peu plus d’étendue. Car nous essayerons de
montrer que les irrégularités dont nous venons de parler n‘auront que
peu d’importance, aussi long temps que l'on s'occupera, dans une question
d’hydrodynamique, des parties qu'il est important d’étudier ici. On se
servira, en conséquence, des moyens analytiques ordinaires et des anciennes
méthodes.

Dans ce mémoire d’introduction, nous envisagerons surtout, dans la
mésure de nos forces, les principes eux mémes, pour en déduire quel est
Veffet des passages d'un fluide a4 un autre et d’un mouvement & un autre.
De cette manicre, les résultats que nous développerons, plus tard, pour
les liquides, nous tacherons de les transférer aux fluides aériformes; et
nous nous efforcerons de le faire dans toute I'étendue ol cela sera compa-
tible avec la différence de leur nature. Dans les mémoires suivants, nous
aborderons alors les problémes spéciaux, en supposant qu'on ait a traiter
des liquides. Nous y omettrons, au moins provisoircment, toutes les
questions concernant les moyens de modifier les résultats ou de les
changer, peut-étre, profondement dans leurs points essentiels.

I

Les équations hydrodynamiques et les relations empiriques

ouw supplémentaires.

1. Soit g la densité, p la pression, et ¢ le temps. Désignons de
plus par =z, y, 2 les coordonnées d'un point M dans un systéme d’axes
rectilignes et rectangulaires; soit enfin %, v, w les composantes de la
vitesse suivant les axes.

Dans un fluide doué d'une fluidité parfaite, les équations de mouve-
ment s'éeriront alors:
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iiji e 1op
dE q ox

dv y_Ler
dt q oy

do g 1%,
di q 0%

X, ¥, Z désignent les composantes, suivant les axes des 7, des y et
des 2z, d'une force extérieure, rapportée a l'unité de masse. Kt nous
supposons, pour restreindre dans un certain but la généralité, que cette
force dépende d’un potenticl, de sorte qu'on ait

20 cL4 20
x-2 y_2 = 2.
oz oy o2
Nous concevrons, en outre,
I 9 I op L op
qox’ gy’ q 02

comme les composantes d’une force intérieure sollicitant la méme masse.
Elle provient de laction des pressions sur les surfaces des éléments et
est censée agir, comme la précédente, dans tous les points de leur intérieur.

Les forces des deux espéces produisent, par leur coaction, une force
accélératrice, dont les composantes sont déterminées par

du dv dw
dt’ dt’ dt *

Ainsi les derniéres composantes se présentent comme des dérivées totales
par rapport au temps, et en développant on aura en conséquence:

du 2u du u u
— == —_ v — - W—
dt 3t+u3x + bayJ' oz’

dv v Qv v v
T o T Ty T
dw w 9 w

w ow
Ft'_"'ﬁ+u£+ v97+wa—z.
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A ces équations il faut ajouter 'équation de continuité

3 dqu 3(qv (qw
5?'*‘ qu) + (aqy) + (gz)::o
Elle exprime que la masse d’'un élément correspondant au point géomé-
trique (7, 9, #) ne variera pas pendant le temps.
Nous aurons encore des conditions relativement & 1'état imitial, aux
surfaces libres, et a celles des corps qu'enferme le fluide et qui le terminent.
Si toutefois le fluide est indéfini et. qu'il reste en repos a l'infini, le
probléme se simplifie. La vitesse tendra vers zéro a linfini et la valeur
de la pression vers une limite constante. Soit maintenant

F=o0

I'équation commune de toutes les surfaces des corps. Alors puisque,
d’aprés une hypothése généralement admise, une particule du fluide qui
a un certain moment touche l'une de ces surfaces le fera aussi immédiate-
ment aprés, il faut qu'on satisfasse d 1'équation

F

oF
ox

oF F
u—{»-%—‘;/—v—{—;w _af_,'—o’
pourvu qu’on ait F = o.

2. Les cinq inconnues p, ¢, u, v, w, ne peuvent étre trouvées par
ces équations toutes seules comme fonctions des coordonnées et du temps,
par conséquent comme fonctions de z, y, 2, t. Il peut y avoir aussi des
solutions avec certaines valeurs particuliéres de p et de g, p, et gq,. Elles
correspondent & un état d’équilibre qui n'existe pas, mais qui est censé
pouvoir exister virtuellement, puisque la force extérieure dépend d'un
potentiel.

Il est donc nécessaire, en étudiant, dans des circonstances variées,
les propriétés physiques des fluides et les fluides des différentes especes
d’établir de nouvelles relations. Et ces relations empiriques ou supplémen-
taires devront étre distinguées des équations plus proprement dites hydro-
dynamiques.

3. En premier lieu, on peut avoir une relation connue d’avance,
ou autrement dit, une relation sans aucun caractére infinitésimal,
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Préalablement nous nous bornons a représenter cette relation sous
la forme

f(p, 9) = o.

Nous supposons ainsi que les composantes de la vitesse, cest a dire, que
les trois autres quantités dont on cherche les valeurs (a coté de celles
de p et de ¢) n'y entrent pas explicitement.

Cependant, si le mouvement ne joue pas un rdle direct, nous n'ex-
cluerons pas toute influence de ce coté. On peut étre contraint d’admettre
une certaine imperfection dans la fluidité; et alors la fonction £, qui
conviendrait pour certaines espéces de mouvements, devrait au moins
contenir des constantes qui pourraient varier en passant d’un probléme
donné & un autre. Il sensuivrait qu'en donnant une fois & celles-ci des
valeurs correspondant au mouvement qu'on examinera, une autre fois
des valeurs correspondant & l'équilibre, la valeur de p, déduite de la
relation précédente, ne coinciderait pas avec la valeur de p, correspondant
au dernier état.

4. Particuliérement la relation pourrait ne pas contenir la pression.
On aurait donc une équation exprimant que

q = Const.

Ainsi ¢ est maintenant constant, et a toujours la méme valeur.

Evidemment il s'agit ici des liquides.

Mais en passant de ces corps fluides de la mécanique rationnelle a
ceux de la nature, il ne faut plus les concevoir, en sens absolu, comme
incompressibles. Au lieu de dire quil n'y a pas de liaison entre la
pression et la densité, ou bien entre la pression et la condensation, on
doit donc admettre qu'il en existe; et méme, si cela parait nécessaire, on
devra dans l'équation empirique et généralisée, introduire des quantités
ayant rapport au mouvement. Comme pour les fluides en général, la
pression s'exprime ainsi, approximativement, en fonction linéaire de la
condensation, les coefficients pouvant étre considérés comme constants ou
non. Toutefols, les variations de la densité étant extrémement petites, le
coefficient du terme contenant cette condensation aura une valeur d’autant
plus grande; et il en est de méme, par conséquent, de la vitesse de
propagation.
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Ces variations n'ayant ordinairement aucune importance en elles-
mémes, on renonce & les chercher; et en allant & la limite, on remplacera
la relation empirique inconnue, et plus exacte, mais peut-étre beaucoup
plus compliquée que celle des fluides élastiques, par une équation trés
simple, ¢ = const. Cela nous permet de résoudre les problémes, lors
méme qu'il gagirait d’évaluer les pressions.

L’évaluation des condensations, tant qu'elles proviennent des mouve-
ments, sera donc aussi une question secondaire pour cette raison que
ce sont les fortes variations principales des pressions qu’il faut d’abord
connaitre, au moins approximativement. S'il devenait nécessaire de
déterminer les condensations, ‘bien que leurs valeurs soient si faibles,
on devrait recourir & la relation empirique donnée avec la seconde
approximation. Mais les variations additionnelles des pressions étant du
méme ordre que les condensations, on serait amené a. chercher ensemble
les unes et les autres; ce qui donnerait lieu a de nouveaux problémes
ayant de lintérét dans le cas ou les effets des pressions principales
g’élimineraient.

5. La relation entre p et ¢ pourrait ensuite étre telle que méme en-
se tenant 4 la premiére approximation, la pressien y entrerait avec la
densité. En d’autres termes, la condensation n’est plus négligeable; et la
pression ne peut étre évaluée séparément.

En résolvant par rapport & p, on parvient donc 4 une équation de
la forme

P = ¢(9),

tandis que pour l'équilibre on aura généralement

b, = ¢ (qo)'

L’indice o ajouté. & ¢ désignera qu'on a varié convenablement les constantes
de la fonction. |
Ordinairement la pression s'exprime de la maniére indiquée, cest a
dire sans aucune dépendance directe du mouvement, lorsqu'il s'agit des
fluides élastiques. Mais il faut distinguer entre deux cas: le cas idéal et
un autre qui est plus complexe. '
Tout étant pris le plus simplement, ume loi commune existera peur
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I'équilibre et pour le mouvement. Cest celle de Mariorrr, daprés la-
quelle la pression est proportionnelle & la densité¢. On a donc

p = kq
P, = kq,,

et les fonctions ¢ et ¢, sont identiques.

Mais si Ton s'¢loigne de plus en plus de Déquilibre, si les mouve-
ments sont trés forts ou qu'ils varient rapidement, on peut étre forcé de
tenir compte des modifications que subira cette loi fondamentale. Pour
conformer les résultats du calcul & ceux des expériences, on sera alors
amené a regarder ¢ comme différent de ¢, .

6. La forme de ¢, dans ce cas complexe, n'est pas encore donnée.
Mais si, au lieu de la densité, on introduit de nouveau la condensation,
et que celle-ci soit toujours petite, on peut se borner anx premiers termes
dans le développement en série. Aucune autre chose n’est donc inconnue
que les valeurs de quelques coefficients.

Dans un certain sens, tant que ces derniers peuvent étre considérés
comme constants, la relation empirique sera donc toujours connue d'avance.
Toutefois, suivant le caractére du mouvement, on sera conduit a prendre
les coefficients tantdt avec certaines valeurs, tantét avec d’autres.

Si les mouvements ont un caractérc assez irrégulier, ni 'un ni l'autre
systéme de coefficients ne convient plus. La relation empirique ne peut
alors étre représentée par une équation de la forme simple f(p, q9) = o,
et la question doit étre considérée d'un point de vue plus élevé. Nous
reprendrons cet objet plus tard, mais sous certaines conditions simplifiantes.

7. Les choses se compliquent aussi lorsque*de ces questions rclatives
aux fluides élastiques (dans le cas d’une élasticité imparfaite), on revient
aux liquides, mais qu'on les étudie quand ils cessent d’étre homogenes.

Dans ce cas la relation empirique, ou plutdt supplémentaire (puisqn’on
n'a plus recours 4 des propriétes qu'on puisse a proprement parler appeler
physiques), n’est pas donnée sous forme finie; on est alors conduit a une
équation différentielle. En cffet, on aura la condition différentielle

dq

=+ = o,

dt
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ou en développant

o G 0 ?
ot T g T v wl =0
condition qui exprime que la densité des particules, quoiqu'elle diftére de
lien en lieu au méme instant, et de temps en temps au méme point,
demeurcra invariable pendant: leurs mouvements.

8. On peut donc avoir a traiter des problémes concernant les li-
quides dans des cas ou ils ne sont plus homogeénes, ou bien ou ils sont
censés m'étre pas absolument. incompressibles. Pareillement on pourrait
rencontrer des problémes relatives aux fluides élastiques dans des cas
o, a cause des phénomeénes internes qui se développent, tout se passe
comme sl y avait des défauts dans leur élasticité. Nous ne parlons pas
méme des conséquences de la viscosité, & laquelle on devrait avoir égard
d’avance, dans les équations des mouvements.

La solution de tels problémes en partie hydrodynamiques, en partie
physiques, présenterait de grandes difficultés. Lorsqu’il devient question
de travaux intérieurs, que 'on néglige ordinairement, il faut recourir & la
théorie mécanique de la chaleur; et méme on pourrait étre contraint de
la combiner avec la théorie analytique de la propagation de la chaleur.
Cela scrait nécessaire, soit que les masses fluides échauffées se meuvent
de telle fagon qu'en moyenne, dans le cours d’'une période, on ait repos,
soit qu’elles se euvent d'une maniére plus générale, de sorte qu'on
commettrait une trop grande erreur en négligeant leurs déplacements
continus.

Mais quelles que soient les difficultés & vaincre en mettant le pro-
bléme en équation, et en le résolvant, au moins il existera une solution.
Les cinq inconnues

v 9 u v, W,

s'exprimeront ainsi au moyen de certaines constantes et des quatre variables
indépendantes «, v, 2, t. Lt celles-ci étant éliminées, on obtiendra une
relation de la forme

f(p, q, u, v, w) = 0.

Il entrera donc, en général, dans la relation empirique, non seulement la
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pression et la densité, mais aussi les composanies de la vitesse. En outre,
on aura un nombre de constantes dépendant de celles du probléeme.

On peut donc supposer que dans tous les cas l'on possede une rela-
tion empirique sous forme finie, et quil n’y a jamais & soccuper que
d’'une seule équation supplémentaire. Nous la désignerons comme réduite
a la forme finale.

Daprés cela, n’ayant rien a faire avec de nouvelles quantités et de
nouvelles équations différentielles, on fera, suivant la nature du probleme,
différentes hypothéses quant au caractére de la relation. Ensuite on
composera les résultats du calcul avec ccux des observations, pour en
conclure dans quel cas et dans quelle étendue ces hypotheses seront
utiles. On renonce donc & poursuivre les solutions par le moyen des
méthodes directes, conduisant & des difficultés insurmontables, pour pouvoir
obtenir, par d’autres voies, au moins quelques indications de ce qui se passe.

Dans un cas important, qui a rapport aux fluides gazeux, cas que
nous allons traiter bientdt, nous nous baserons en particulier sur cette
maniére de voir.

IL

Variation d’uie vibration uniforme & une autre, et changement

des coefficients dans la relation empirique.

9. Nous reprenons la question de savoir comment se présente la
relation supplémentaire dans le cas d'un fluide élastique, lorsquelle est
réduite a la forme finale.

Comme la plus grande généralité le demande, nous posons ainsi,
préalablement, p comme fonction de ¢, u, v, w, dénnée par l'é¢quation

f(p, 9, u, v, w) = o.

Mais nous faisons la restriction que la wvifesse dépend dun potentiel.
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Puisque la force est déterminée aussi a l'aide d'un potentiel, on
s : . ’ 193

déduit des équations du mouvement que les termes ——;a—g etc. sont des

dérivées partielles par rapport aux coordonnées, d’'une seule fonction
— P; et Ton en conclut que la pression, powrvu qu'un tel potentiel existe,
est fonction de la densité sans contenir les u, v, w.

Pendant le temps ol dure un état de potenticl, le mouvement ne
jouc dont aucun role direct dans la relation; et I'on revient a l'équation
plus simple f(p, ¢) = o, ou

» = ¢{q)-

L’équation correspondante pour l'équilibre est

b, = .fpo(q.o) = kqo'

Mais rien ne décide, quand on ne se borne plus a considérer les fluides
sous le point de vue le plus idéal, si ¢ et ¢, seront les mémes fonctions.

Ainsi en passant d'un état de pofenticl a4 un autre, la fonction ¢
pourrait changer.

10. Imaginons-nous que les vitesses ne varient que faiblement de
temps en temps, et que, de plus, elles ne soient pas bien fortes.

La chaleur. qui, en vertu de ce manque de lidéalité, se développe
dans les condensations, aura alors le temps nécessaire pour s'échapper,
en étant conduite aux parties environnantes du fluide et aux corps; et
de méme les dilatations ne seront accompagnées d’aucun refroidissement.

Il est donc naturel de supposer que la loi de MARIOTTE, qui est vraie
pour 'équilibre, le soit aussi sous les suppositions actuelles; et cela méme
si la pression a essentiellement son origine dans les mouvements, aucune
force extérieure n’agissant. Les fonctions ¢ et ¢, sont ainsi les mémes
et la derniére étant connue, on en tire

p=kyq,
comme au n° 5.
Si ensuite l'on y introduit la condensation o, en posant

g =q,(1 + o),
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on obtiendra

p = kg, + kq,o.

La pression sera donc, exactement, une fonction linéaire de la condensa-
tion. Elle a, de plus, un caractére spécial, puisque les deux coefficients
sont égaux.

11. Nous choisissons, en second licu, le mouvement dune telle
maniére que les vitesses, méme si clles restent toujours faibles, varient
asscz rapidement en grandeur et en direction. Cette circonstance pourrait
¢tre remplacée aussi par une plus grande intensité, sans que les variations
solent bien prononcées.

Rien n’empéche d’ailleurs qu'on.ait le méme probléme quauparavant:
un probleme de vibration, par exemple, oft la période des vibrations chez
les corps donnant lieu aux mouvements du fluide, serait raccourcie
considérablement, sans que lintensité de celles-ci fut amoindrie. Ou bien
I'intensité pourrait étre fortement augmentée sans que la durée des péri-
odes fut diminuée. — Nous ne considérerons pas les forces extérieurcs,
de sorte que g, sera constant.

Dans le cas des courtes périodes, la chaleur qui se produit n'a que
trées peu de temps pour se dissiper. Car il y aura une disproportion
entre la conductibilité et cette rapidite avec laquelle les condensations ct
les dilatations ge succedent. D'autre part, lorsque les amplitudes croissent
sans que la durée de la période change, de plus grandes quantités de
chaleur se développent ou s'absorbent. Lt & cause de la longucur des
ondes, la dissipation ne sera pas compléte. On ne doit donec non plus
négliger l'effet des variations de la température.

Comme une conséquence de son augmentation dans les condensations
et de sa diminution dans les dilatations, l'on obticnt durant les premicres
une pression plus grande que d’aprés la loi de Mariorrs, durant les
derniéres une pression plus petite. En général, on parvient & une relation
entre la pression ct la densité dont les constantes dépendent de la durée
des périodes et de la grandeur des amplitudes.

12. Appliquons cela au premier cas, mais en allant a la limite.
Il y aura donc une extréme rapidité dans les variations de la vitesse.
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Au moyen de la théorie mécanique de chaleur, la pression se déter-
mine alors comme il suit

» = Jjq",

x désignant le rapport entre la chaleur spécifique a pression constante et
la chaleur spécifique a volume canstant.

Donc les fonctions ¢ et ¢, sont maintenant, méme analytiquement,
différentes.  Pour l'air atmosphérique, on a d'ailleurs trouvé

x = 1,435

de sorte que ['écart se montre bien essentiel.
Introduisant, cettc fols encore, dans 1'équation entre p et ¢ la con-
densation, on en déduira

P=Jp + x.I0%0 + ...

Par suite, si p se réduit a p, lorsque & s'annule, et qu'on admette que
p, soit égal a kg,, ou a la pression -d'équilibre, la formule précédente
deviendra

p = kg,(1 + x0) = p,(1 + x0).

Si non, on peut bien encore poser:

by = po(I + XU),

mais p, aura une valeur modifice.

Ainsi, soit que le terme constant ait varié ou non, la pression cesse,
a la rigueur, d’étre une fonction lindaire de la condensation. Et si, en
outre, on néglige les puissances supérieures, et qu'on forme de cette sorte
une telle relation linéaire et approchée, il n'y a plus égalité entre les
cocfficients, » étant plus grand que l'unité. v

13. Mais passons a un mouvement de potentiel auquel il corres-
pond des vitesses de vibration ayant une intensité moyenne et dans lequel
la durée des périodes n'est plus si excessivement courte.

Alors, comme nous P'avons dit, il y aura bien une dissipation de la
chaleur, mais elle ne sera pas si compléte qu'on puisse regarder la
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température comme restant constante. Il sera donc certainement difficile
d'indiquer la forme exacte de la fonction. On posera, en conséquence,

?» =99,

et Ton se réservera, en ayant égard au caractére du mouvement et aux

s 7 r . 3 ' - - .
propriétés du fluide, de déterminer, pour chaque cas, les termes principaux
dans le développement suivant les puissances de o.

Or si T'on se contente de garder, a c6té du terme constant, celui du
premier ordre, on peut se figurer qu'on soit parti d’'une formule analogue
a celles des cas précédents:

ol
P =J9.
A est alors un nombre compris entre 1 et x. Quant & j, on pourrait
admettre que

Po = Jq6 = kqo;

ce qui signifierait que la pression se réduit a celle de I'équilibre, lorsque
la condensation s'annule. Ou bien, on pourrait laisser la valeur de j
indéterminée, en n’acceptant pas comme certain qu'une coincidence abgolue
existe.

14. En résumé, on peut donc prétendre que toujours lorsqu'il existe,
a la fois, un potentiel de force et un potentiel de vitesse, et qu’il est
permis, en méme temps, de négliger la seconde puissance de la condensa-
tion, on parvient 4 une relation de la forme

P =P,(1 + Aok

Nous laissons indécise la question de savoir si p, coincide avec le p, qui
correspond a l'équilibre, c'est a dire & kg,, ou ¢il y a entre eux ume
différence. Mais ni p, ni A ne dépendront de la vitesse.

p, et A (l'un ou tous deux) varieront, au contraire, de probleme en
probléme, avec la durée des périodes et avec la grandeur des amplitudes.
Ils pourront dépendre aussi d’autres constantes sc rapportant a la nature
du fluide et aux mouvements cemme aux formes et au nombre de¥ corps
qu'il contient. Nous supposerons surtout dans ce cas que ces corps soient
animés de mouvements vibratoires synchrones, et en supposant que ces
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mouvements restent bien réouliers ou wniformes, nous admettrons, comme
on le fait ordinaircment, qu'un potentiel puisse exister.

Pour un autre choix des constaates du probléme, les coefficients de la
relation empirique se modifiecront aussi. Mais il est bon de remarquer
que cest sculewment pour des variations tres grandes des premicres qu’il
peut ¢tre question d'une variation sensible des secondes.

I11.

Vibrations variées. Changement du caractére de la relation

empirique.

15. Ayons toujours égard au <développement de la chaleur; et fai-
sons voir que la relation cherchée pourrait revétir aussi un caractere
différent. Il en sera ainsi, par exemple, si les vibrations des corps, qui
sont la cause des mouvements, ne sont plus régulicres.

16. Pour le reconnaitre, considérons une espéce particuliere de telles
vibrations variées.

Au commencement, la durée des périodes, si Yon en peut parler
encore, est censée étre trés longue; et les vibrations sont supposées a peu
prés uniformes. Vers la fin, au contraire, cette durde deviendra excessive-
ment courte, et les vibrations seront de nouveau a peu prés régulicres.
Nous supposerons aussi que lintensité des vibrations soit alors diminuce,
en sorte que les condensations dans les deux époques ne différeront que peu.

Mais il existera ainsi un temps intermédiaire ou les vibrations com-
menceront a varier plus fortement; cette variation ira d’abord en croissant,
I'intensité s'affaiblira graduellement, et la rapidité avec laquelle les vibra-
tions se succédent augmentera; puis la variation deviendra plus lente, et
enfin le nombre des vibrations dans 'unité de temps, ainsi que lintensité
de ces vibrations tendront de nouveau vers des limites constantes.

17. Si donc la valeur A == 1 convient dans le premier temps, pourvu
qu'on raisonne comme si un mouvemcnt de potenticl fut exactement
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possible, A finira par prendre une valeur suapprochant de Car aux
mémes condensationy, il repondra de-plus fortes pressions.

Cependant, 2, qui varierait ainsi dans le miéme probléme, ne contient
pas le temps explicitement; puisque, dans la relation déterminant la
pression, les quantités g, u, v, w, on au licu de celles-ei o, u, v, 0,
remplacent le temps et les coordonnées.

Admettons done, comme ailleurs, que les puissances de o plus hautes
que la premicére puissent dtre négligées.  Iigurons-nous, en conséquence,
que la pression soit représentée toujours par une équation comme celle
qui précede:

p = n(t + 2a),
ou bien

p—p = qoa?”'

Cela étant, au moins A ne peut étre indépendant des variations des mou-
vements; ce cocfficient A sera ainsi une fonction des composantes de la vitesse.

18.  On ne peut méme surement prétendre que p, est constant. A
e = 0, aussi bien qua ¢ = g, il pourrait correspondre des pressions
différentes. Voici en effet une raison en faveur de la variabilité¢ de p,.

Nous savons qu'a la limite, lorsque le nombre des vibrations (dans
I'unité de temps) devient de plus en plus grand, sans que lintensité soit
trop diminuée, . tendra vers une valeur constante, x qui est le rapport
entre les chaleurs spécifiques & pression constante ¢t a volume constant.
Cependant il y aura aussi une différence, bien qu’ordinairement faible,
entre les vitesses de propagation ¢ dans le cas d’une petite et dans le
cas d'une grande intensité des vibrations. Mais a pouvant ainsi varier
tandis que A, comme on l'admet, conservera une valeur peu différente de
%, de l'équation

7 )] — 2
])0/‘ ’* (]0“

on conclut que p, changera aussi. Particuli¢rement il le fera de maniére
qu’il croisse avec l'intensité de la vitesse vibratoire.

On sait encore que dans le voisinage d’'un corps d’ott part un ébranle-
ment soudain et violent, c'est & dire précis¢ment i ot le mouvement cst
le plus fort, la vitesse de propagation aura de plus grandes valeurs qu’d
des distances considérables.
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19.  Lin méme temps que les cocfticients varient, le mouvement dans
le fluide change aussi de caractére. 11 cesse, rigoreusement parlant, d’étre
un mouvement de potentiel. Car p ne dépendant plus de ¢ tout seul,

o 19y . e, .
les terines o etc. ne peuvent étre exactement des dérivées particlles

d’une fonction unique. Il en sera done le méme des composantes de la
vitesse.

Iv.

Vibrations uniformément variées.

20.  Parmi les mouvements vibratoires et varides, il y en a quelques-
uns qui, étant les plus élémentaires, mériteront une attentioh spéciale.
Nous les désignerons sous le nom de wibrations uniformément varides; et
on doit bien les distinguer de ces mouvements compliqués dont nous nous
sommes servi, plus haut, pour mettre en évidence un caractére plus général
de la relation empirique.

T4

généraliser, comment d’un
probléme de vibrations uniformes on passera 4 des problémes voisins dans
lesquels on rencontrera des vibrations variées de 1'espéce indiquée.

Nous considérerons en commencant le cas qui nous parait le plus

Montrons par un exemple, trés facile a

¢lémentaire ct le plus instructif, et nous varierons ensuite un a un les
¢léments du probléme.

Aussi longtemps, en effet, qu'on ne sait pas traiter la question ration-
nellement, avec toutes les ressources que fourniraient les branches diverses
de la mécanique de la chaleur, il faut se borner a chercher quelle est
la forme approchée des fonctions, ou quel est le caractére de ces nouvelles
constantes qui, dans des circonstances simplifiantes, pourraient remplacer
les coefficients des anciens problémes. Et dans ces recherches, basées sur
des faits expérimentaux mais incomplets, nous ne nous guiderons donc
que sur des considérations générales concernant la nature des fonctions
telles qu’elles se présentent le plus ordinairement.

10 - 665006 Acta mathematica. 4
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Nous supposerons, jusqu'a ce que les conséquences obtenues exigent
des modifications dans un sens déterminé, que ces fonctions cherchées ne
présentent aucune espéce de singularité quant a leur continuité, quant a la
possibilité d’étre développées etc.

Naturellement les résultats auxquels on doit s'attendre dans de telles
conditions ne peuvent consister alors qu'en de petites extensions et modifica-
tions des relations connues. Un objet principal de ces discussions sera
donc de montrer qu'on peut encorc se servir de ces relations pour des
problémes d’une nouvelle espéce, traités approximativement, en attribuant
sculement aux coefficients des valeurs différentes.

21.  Nous considérons une sphére »pulsantey, c’est a dire une spheére
dont le volume varie, comme la source d'ou dérivent les mouvements
dans le fluide. Le centre de la sphére est au repos, et la vitesse radiale
h sa surface est déterminée par une expression de la forme suivante

J sinht.

Si maintenant j et h sont des constantes, un mouvement de potentiel
sera possible. Dans la relation, empirique, p, et A sont donc aussi des
constantes, dont les valcurs dépendent seulement des constantes du pro-
bléme, j et h; et celles-ci ne changent que lorsqu'on passe d’'un probléme
a un autre.

22. Mais lintensit§ j des pulsations pourrait varier avec le temps;
nous supposerons quelle en soit une fonction linéaire:

J=J, + ¢t

Ou bicn %, qui indique le nombre des vibrations dans l'unité de
temps, ou la hauteur du son, serait, de son co6té, variable; et serait de
nouveau une fonction linéaire du temps:

h=h, + ;—hlt.

Alors largument At du sinus, qui pourrait étre comparé & un nombre
croissant, ou a un chemin parcouru, deviendrait une fonction de second degré:

hot + =, 1.
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Dans le premier cas, l'intensité varie donc d’une mauniére uniforme,
mais la vitesse s'annule périodiquement. En d’autres termes, le son devient
plus fort ou plus faible, mais la hauteur reste la méme.

Dans Vautre cas, Vintensité se conserve, et la vitesse s'annule aprés
des intervalles de temps inégaux; c'est & dire, que la hauteur change,
mais quil n'y a pas de variation en intensité. Ici cependant le monve-
ment n'a plus immédiatement un caractére aussi simple; nous emploierons
néanmoins la dénomination proposée, puisque, en guelque sorte, il existera
un mouvement coordonné et uniformément varié, avec lequel on peut comparer
le mouvement considéré: c'est cclui qui est indiqué par l'argument, hi.

On se prépare ainsi le passage a des problémes plus généraux,
dépendant, cette fois, de frois constantes j,, j,, b ou g, ky, b ; et lon y
arrive en variant ou lintensité ou le nombre des vibrations.

23. En faisant abstraction du signe, nous prenons d'ailleurs comme
mésure de la premiére grandeur, »lintensité variables, le fonction-facteur j ou

j.() + ]‘]t'

J, est la valeur initiale de lintensité variable, la dérivée j, est la fluxion
de cette intensité; elle indique done avec quelle vitesse elle croit.
Pareillement la rapidité, dans la succession des vibrations, peut se
mesurer comme une vitesse, en prenant la dérivée d'une certaine fonction
par rapport au temps. Cette fonction est argument de la fonction péri-
odique; et la vitesse cherchée, dans le mouvement coordonné, est donc

hy + ht.

h, se rapporte au temps initial, A, désigne de quelle maniére saccélére
cette vitesse spéciale, ou bien la fluxion de ce mouvement fictif.

On observe aussi que st l'on prend un temps 7 - £, trés voisin de
7, et que Yon néglige une quantité du second ordre, I'argument devient
a une constante prés égal a

(h, + R 7)t.

On en conclut que, pourvu qu'on fixe un certain moment z, on peut
considérer le nouveau coefficient k., ou

h,=h, + Iz,
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comme inversément proportionnel, au moment donié, & la durée d'unc
période, ou comme indiquant la hauteur du son au méme moment.

24. Pour fixer les idées, occupons-nous particuliérement du dernier
probléme. Le premier se traite de lau méme maniére, et il n’y a de
différences que dans les conclusions auxquelles on arrivera.

Nous désignons par U la vitesse au point (r, y, 2) du fluide. Si
donc les mouvements qui s’y produisent n’ont d’autre cause que les
pulsations de la sphcre, la vitesse est radiale; et clle peut étre et positive
et négative. Au lieu d'exprimer p, et i comine fonctions de w, v, 1w,

contenant les constantes j, k, &, on peut donc dire qu’ils dépendent des

17
mémes constantes et d'une seule variable U.

De cette fagon, on aura cncore des valeurs différentes pour les
coefficients suivant qu'il sagit d'un éloignement ou d'un rapprochement
par rapport a la sphere.

1°. Nous allons introduire cependant une restriction bien naturelle: soit
quelle tiennc & la naturc des choses, soit qu'elle n'ait pour but que de
dégager du grand nombre de problémes un nouveau groupe, qui puisse
étre soumis au calcul. Faisons I'hypothése que la pression, quoique dé-
pendant de la vitesse, soit indépendante de sa direction.

Si ¥V désigne le carré de la vitesse, on aura alors

P, = ¢/ hyy By, V)
A= flJ, &y, Dy, V).

2°. Ensuite, tant que l'argument scra asscz sinple pour représenter
en lui-méme un ouvement wuniformément varié, nous admettrons qu'on
g'approche suffisament de la vérité en considérant, pour toute Uépoque, ¢
et £ comme des fonctions développables suivant les puissances enticres de V.

" Cela étant admis, les fonctions essentiellement positives ¢ et f seront
d'une telle nature que si 'on y pose

h

1 = 9

que par suite, ¥ se réduise & ¥, les valeurs que prennent ces expressions

¢(jy by 0, Vo) et (s, Iy, O, V,)
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ne dépendent pas de V. Cependant ¥V, aussi bien que V peut prendre
un nombre infini de valeurs. Nous en concluons, puisqu’il existe un

développement suivant les puissances de V, qu’aussi les expressions

¢(Jy hyy 00 V) et f(4, hy, 0, V)

sont indépendantes de V.
Dans la relation empirique, écrite sous la forme

b :po(I + A”)’

p, et A sont donc d'abord des fonctions des constantes fondamentales, j, h,,
h, et du carré de la vitesse au point donné; nous pourrons dire aussi
qu'ils dépendent de l'énergie au point et des mémes constantes. Lt parmi
ces derniéres, la constante h , qui détermine comment la hauteur du son,
représenté par les vibrations de la sphére, géléve ou sabaisse, entrera
dans les fonctions ¢ et f d'unc maniére caractéristique: quelles que soient,
en effet les valeurs qu'on attribuera & V, considéré comme une variable
indépendante, si lon égale h & 2éro, V séliminera. LEn d’autres termes,
Ton aura

fp(]" hov O, V) - 99(.7': h‘g) O, O)
f(]y ho, o, V) == f(,/" h'oy O, O)'

25. Soient, de plus, U et U, des quantités trés petites, Vet V) par
suite des quantités du second ordre. Développons alors, eonformément
a la seconde hypothése, ¢ et f suivant les puissances croissantes de V.

Cela posé, st Ton néglige les puissances supéricures, ni p, ni A ne
contiendront plus la vitesse, et 1'on aura simplement

b, = ?(j’ ho’ hl’ O)
A= f{j, hy, b, O).

Il s'ensuit que dans le cas de wibrations uniformément variées et de
petites vitesses, on- aura le grand avantage que la relation conservera sa
forme normale; toutefois, il faudra, pour cela, négliger les quantités du
seccond ordre. p, et A dépendront ensuite de frois constantes, j, k, hy:
ou bien de lintensité des vibrations, de la vitesse initiale dans le mouvement
covordonné, ct de la fluxion de ce mouvement ficlif.
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Cela ne convient cependant que pour un femps fini. Iitant donnée
unc telle époque, on diminuera, si cela devient nécessaire, Uintensité jusqu'a
ce que la relation acquicre le degré dexactitude que 'on demande.

26.  On remarquera que si la vitesse vibratoire ne peut étre négligée
dans les expressions de ¢ et de f; celles-ci, en conséquence des hypothéses
admises, auront cssentiellement un caractére oscillant.

La vitesse de pulsation, bien que ses périodes soient inégales, s'annulera
une fois dans chacune des moitiés. A la surface du corps, ¢ et / doivent
done aussi reprendre les valeurs correspondant aux moments out la vitesse
cst nulle.  Et cest sculement i cause d'un changement de la condensation
que la pression, dans des moments différents de cette méme espcee, pour-
rait acquérir des valeurs modifiées.

Hors du corps, &4 de plus grandes distances, il en pourrait étre
autrement, puisque dans le fluide élastique la vitesse ne disparaitra pas
simultanément en tous points comme dans le lignide. Mais la les mouve-
ments sont aussi plus faibles.

Donc ¢ et f, et par conséquent les coefficients, p, et 2, reprendront
dans chacune des périodes une fois une ancienne valeur a la surface du
corps; et, approximativement, cela aura licu aussi quand on s'en éloigne.
Les coefficients auront donc un caractére oscillant comme nous venons de
Pexpliquer.

Afin qu’il en soit autrement, il faudrait que les fonctions soient d'unc
espéce plus transcendentale; de sorte qu'clles ne pourraient pas étre
développées suivant les puissances de V. Elles devraicnt acquérir ainsi
de nouvelles valeurs chaque fois que V sannulerait.

27. Si en laissant ces problémes ot 'intensité se conserve, on revient
a4 ceux ou il m'en est pas ainsi, les cocfficients subiront des changements
plus forts. Car quoique V s’annule encore périodiquement sur la surface
du corps, ni la ni a des distances plus on moins grandes de cette surface,
ses valeurs moyennes, pendant le cours d’une période, ne scront plus
essentiellement les mémes de temps en temps; on arrivera donc au
méme résultat quant aux fonctions ¢ et f, ou bien quant aux p, et A
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V.

Swite sur les vibrations variées. Petites vitesses et seconde

approximation.

28. Généralisons les considérations précédentes en ne considérant
pas seulement une sphére pulsante unique. Etendons-les & un nombre
quelconque de corps de formes différentes effectuant des vibrations uui-
formément variées de toute espece. Ayons enfin égard a4 la seconde
puissance de la condensation.

Cela posé, nous écrirons

P =01+ @+ 2 + po),

p, étant la valeur constante que prendra la pression p si a la fois la
condensation et la vitesse s’annulent. Pour plus de simplicité, nous sup-
poserons qu’il n'y ait pas de forces extérieures.

Donc si l'on admet toujours, comme plus haut, que la pression ne
dépende pas de la direction de la vitesse, @, A et g peuvent étre considérés
comme fonctions seulement de V (c’est & dire du carré de la vitesse) ct
des constantes du probléme.

Nous admettrons de mnouveau qu'il soit permis de les développer
suivant les puissances entiéres de V. Iit nous le ferons aussi, si les vibra-
tions ne sont plus uniformément variées, mais qu'on puisse seulement les
considérer comme telles en ne s'occupant que d’un intervalle de temps
assez court.

29. Pour arriver a des résultats plus déterminés, reprenons ici la
supposition simplifiante que les witesses soient trés pefites. Mais gardons
les quantités du second ordre. Cela n’empéche pas, comme nous le savons,
qu'il puisse exister des accélérations marquées ou de grandes variations
dans la rapidité avec laquelle les vibrationsose succcdent.

Cela étant, A et u seront indépendants de V, car autrement on aurait
des termes d'un ordre trop élevé.
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¢, au contraire, en dépendra, et l'on trouve
I
Q= vV;
2

@, en effet, s'évanouit quand on fait converger V vers zéro. D’un autre
coté, v va disparaitre, si 'on fait varier les constantes de facon a revenir
a un probléme de potentiel.

Ainsi on arrive a la relation

p=7p,(1 + %VV—{'- /10-{-%/10’),

A, pm, v, p,, €étant des comstantes. On observe encore qu'en passant au
probléme de potentiel, v sannule, et les autres coefficients prennent,
respectivement, des valeurs différentes.

30. Donnons maintenant aux constantes fondamentales des valeurs
peu différentes de celles qui correspondent & un probléme de potentiel.
En considérant un intervalle de temps assez court, on peut donc s'imaginer
qu’a coté des constantes originaires, représentées par

h,
on en aura d’autres représentées par

by

et qui seront trés petites. Nous les désignerons comme les constantes
d accélération.
Alors y devient une quantité du premier ordre, et I'on aura simplement

p=p,(t 4 do + 07,

31. D’apres cela, en résumant et généralisant, on parvient a la
proposition suivante:

Si la pression, exprimée comme fonction de la condensation et de la
vitesse, est censée étre indépendante de la direction de celle-ci; si, de
plus, les vitesses sont trés petites, de sorte quon puisse négliger les
quantités d'un ordre plus élevé que le second; si enfin les constantes du
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probléme sont telles que, rigoreusement parlant, aucun potentiel de vitesse
2 * . N
n'existe: alors, sauf un terme d'énergie

I
;pov V’

la pression sera une fonction de second degré par rapport & la condensation.
gre p pp

Les coefficients varient avec les constantes du probléme; et, en fais.

( P 5 y
sant tendre vers zéro les conmstantes d'accélération, le terme d'énergie
disparait.

Si enfin ces derniéres sont trés petites, avec I'approximation demandée,
la pression deviendra seulement fonction de la condensation.

32. Toutes les fois que le terme d’énergie ne disparaitra pas, toutes
les fois par conséquent que les constantes d’accélération auront des valeurs
finies, ce n'est quimproprement qu'on pourra parler d'un potentiel de

> p P
vitesse. Mais nous le ferons encore, pour des raisons que nous dévelop-
perons, pourvu que toujours les vitesses solent trés petites.

13
Nous remarquerons que les termes —_a_p etc. ne sont plus, absolu-
q o

ment parlé, des dérivées par rapport aux coordonnées. Car quoique g
sexprime par o, p ne dépend pas de ¢ tout seul.

Cependant, si lon se rappelle que les termes du troisiéme ordre
doivent étre négligés, l'expression précédente peut étre congue comme
provenant d’'une différentiation. En effet, le carré V de la vitesse étant

du second ordre, ———;?—; g'écrira (en posant dailleurs p, = kgq,), de la

manicre suivante:

k(lv——+/1(l——a') + po az)

et cette expression est la dérivée par rapport a x d’une autre
— P
P = ( VV+/1(0—-‘—0)+ /m).

On peut donc dire que, pour l'épogue choisie, on aura un potentiel
en diminuant assez Uintensité des vibrations.
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33. Dans ce qui précede, nous avouns considéré un mouvement vibra-
toire et varié qui,. rigoreusement, ne permettrait jamais aucun potentiel,
méme si l'on prenait intervalle de temps aussi court que P'on voudrait.

Maintenant nous nous représentcrons les vibrations des corps comme
étant régulicres & partir de linstant initial pendant un temps fini. De
cette fagon clles seront complétement compatibles avec l'existence d'un
potentiel: ce qui doit ¢tre conforme aussi a 1'¢tat initial. Mais supposons
qu'au bout d’un certain temps, le caractére des vibrations change.

Alors si les condensations restent petites et qu'on demande une for-
mule wunigue pour tout lintervalle de temps considéré, on aura encore
unc relation de la forme:

=01 + @+ do + - po?).

Et @, 4 p seronit des fonctions de la vitesse; car autrement la pression
deviendrait la méme fonction de.la condensation que si le développement
de la chaleur avait été toujours régulier.

Or, méme au temps premier, ol existe un potentiel de vitesse, celle-ci
varie. Donc si les coefficients peuvent s'exprimer encore, pour toute épogue,
par des séries de puissances enti¢res de V, ils en doivent étre de telles fone-
tions que, dans toutes les variations que subira V, ils garderont les mémes
valeurs. Mais alors ils le feront aussi plus tard, lorsque la vitesse variera
d’'une manicre essentiellement différente; car les constantes fondamentales
ne devront pas changer. p serait ainsi toujours fonction de la seule
condensation: ce qui est absurde.

Si T'on admettait ainsi que les coefficients, exprimés en fonctions du
carré de la vitesse, eussent un caractére aussi simple, dans le cas d’'un
mouvement variant d’'une maniére si peu élémentaire, au sens analytique,
aucune formule wnique ne serait possible. Si une telle formule existait
et si les @, A, p sexprimaient en fonctions de ¥ de la maniére que nous
venons d’indiquer, Vexistence d'un potentiel pour un temps fini entrainerait
un potentiel exact pour tout lintervalle de temps.

34. Quand il s'agit de mouvements accompagnés d'un développe-
ment de chaleur, 'hypothése d’un potentiel n’exprime vraisemblablement,
méme dans le cas de vibrations réguliéres, qu'une vérité approchée. Le plus
souvent on peut cependant partir de la sans commettre de grandes erreurs.
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Donc si quelquefois il se présente, dahs les problémes, une espéce
de discontinuité dans le passage d'un état qui est censé étre compatible
avec un potentiel a un ou plusieurs autres états qui ne le sont pas, il
faut diviser le probléme en plusieurs. Ces problémes partiels se succédent
dans le temps, et ils répondent & des relations empiriques distinctes.

35. Ainsi quand, d'abord, on a eu des vibrations uniformes et,
qu'aprés un court passage, des vibrations uniformes mais d’un nouveau
caractere commencent, pour se servir de relations empiriques permettant
le calcul, il faudra traiter les trois époques séparément. Pour la premiére
et la derniére, les relations se présenteront sous leurs formes normales,
mais avec des coefficients distincts. Dans la période moyenne il existera
une relation plus compliquée.

Pourvu qu’alors on puisse remplacer avec assez d’exactitude le mouve-
ment vibratoire et varié par un autre qui est uniformément varié, et que
les vitesses soient pew intenses, on sera ramené ici encore & la forme nor-
male. Seulement on aura & changer les valeurs des coefficients constants.
Dans les trois cas, ces coefficients répondront, respectivement, & trois
systemes de constantes fondamentales; et le nombre de celles-ci sera plus
grand dans le second cas que dans les autres.

VL

Représentation hydrodynamique de la pression. Pressions partielles.

36. Nous avons essayé de donner une extension & la relation em-
pirique, servant a déterminer la pression comme fonction de la condensa-
tion, ou comme fonction de celle-ci et de la vitesse. Toutefois il ne
sagit la que d'approximations et d'interpolations; et il ne faut pas s'écarter
loin des mouvements ordinairement traités. En particulier, nous étions
arrivés & cette conclusion que méme en cas des vibrations peu régulicres
un ¢tat de potentiel subsisterait, pourva que les vitesses fussent assez
petites pour que Yon piut négliger les puissances du troisiéme dégre.
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Nous allens fixer maintenant notre attention plutot vers le caractere
hydrodynamique que physique de la pression. En d’autres termes, nous
passons & une autre forme de représentation, et en traitant les équations
générales nous ferons usage de la dite relation.

Un fait remarquable se manifestera alors. Dans Cexpression hydro-
dynamique de p, certains coefficients de la relation empirique ne se preé-
sentent pas: ce sont ceux qui appartiennent aux fermes du second ordre;
en particulier tous ceux qui dépendent du carré de la vitesse ou de celui
de la condensation.

Cest d'abord lorsqu’il s'agit de déterminer avec la seconde approxi-
mation la grandeur de la derniére quantité qu'il est nécessaire d’avoir
égard aux valeurs de ces coefficients secondaires.

. . . 19p
37. On peut donc concevoir, comme il est dit, Eaiz etc. comme des

dérivées, par rapport aux coordonnées, d’une fonction P, déterminé par
I'intégrale

(1) P:f%i.

Et cela a lieu bien que ¢ dépende de o, p au contraire de o ef de V.
Mais rappelons-nous que ce carré de la vitesse est du second ordre et que
-les quantités d'un ordre plus élevé doivent étre négligées.

La vitesse pouvant ainsi étre déterminée par un potenticl, aprés une
premiére intégration des équations du mouvement on obtient I'équation
suivante,” exprimant la valeur de P:

_ e I
(2) P = Y L

38. Le produit de P par la densité¢ normale g,
])i = l)g(ﬂ

ne désigne pas, généralement, la pression, mais il en constitue une partie
caractéristique. Le potentiel ¢ étant connu, on en déduit la valeur de P
de la méme maniére, que l'on ait & faire a un fluide incompressible ou
& un fluide élastique. Et dans le premier cas, p, est la pression due
aur mouvements des masses fluides.
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Nous pouvons donc dire que p, est la pression provenant immédiate-
ment de 1'état des condensations et des mouvements, tels qu'ils existent
au lieu. On se figure ainsi que les masses agitées, en exer¢ant leurs
pressions, se comportent aprés comme des masses fluides incompressibles.
Et pour. cette raison, nous désignerons cefte pression partielle, p,, comme
la pression d'inertie.

39. On a donc eu égard, en partie, & la compressibilité. Mais
provisoirement, on néglice de le faire encore une fois, en ne voulant
conclure qu'a la valeur de la dite pression spéciale.

La compressibilité joue cependant de nouveau un roéle. Fn effet,
elle donne lieu & une pression additionnelle, pression qui n’existera pas
dans le cas de lincompressibilité, puigqu'elle s'annule lorsque les condensa-
tions sont censées tendre beaucoup plus rapidement vers zéro que la
vitesse de propagation vers infini.

Cette pression, comme nous le verrons bientdt, est proportionnelle au
carré de la condensation; de sorte qu'on en a effectivement un double
emploi.

Nous le reconnaitrons plus clairement quand nous passerons de
I'évaluation de la pression d'inertie 4 celle de la pression complcte.

40. Pour cet effet, partons de la relation empirique

(1) p=p,(1 —l—/la—{—%ya’—{-%vV),
ou d’ailleurs p, = kg,. En développant ensuite la valeur de P, donnée

par lintégrale ci-dessus, nous obtiendrons de nouveau, comme au n° 32,
aprés avoir introduit dans la derniére la valeur de p:

(2) Pr=k(do + 5 (p— N0 + 5v7).

De la, en comparant (1) et (2), en posant ki = a’, et p, = éqoa’o’,
on tire
(3) p=10, + P+ 1,

La pression additionnelle p, se manifeste ainsi comme une pression de
propagation. Elle naitra parce que l'état de la condensation (ou de la



152 C. A. Bjerknes.

dilatation) qui existe au lieu, tend & sen répandre, dans toutes les direc-
tions, avec une vitesse a, la vifesse de propagation.

41. De cette expression mixte, on peut passer 4 une autre, que
nous appellerons l'expression hydrodynamique de la pression; et l'on y arrive
en effectuant I'élimination de la condensation.

Si I'on part des deux expressions de P, I'expression empirique, donnée
par (2) n° 4o, et lexpression hydrodynamique, déterminée par (2) n° 37;
si, de plus, on néglige ici les quantités d’'un ordre plus élevé que le
premier, on obtient

%
at

(a) a‘c =
Il faut cependant se rappeler .que 7 et ¢ contiennent des termes et
du premier et du second ordre. On devait ainsi poser plutot

c=o0 + o, ¢ =¢ + ¢

o, et ¢, ne contenant que termes du premier ordre.

Dans Véquation différentielle qui précéde, il en est de méme du
second membre. Si, en effet, 'équation des surfaccs, F' = o, contient les
parameétres

a, b, c,, d ., by ¢y dp oo ,

g9 g e

tous dépendant du temps, ¢ dépend aussi des mémes quantités. Mais il
contient encore le temps explicitément. On aura done, en distinguant
entre les @ et les g

Do

3

4

) d dp, ,
iz—f"—*+3—§iag+...+ .
‘g

ot ot t

Y

Et dans cette équation, le premier terme a droite, comme le potentiel ¢
et ses dérivées par rapport aux coordonnées, est une quantité du premier
ordre; les termes composés seront donc du second ordre, parce qu'ils

contiennent les facteurs a, etc., qui sont censés étre trés petits. Enfin la

n
. . 00, .
dérivée partielle de ¢,, par rapport au temps, ;:’tl, est aussi de second

ordre.
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Il s'ensuit que I'équation (a) s'écrira, plus correctement,

o
(I) a201 = (;‘;1;

et I'on en déduit, puisque ¢ = g, + o, et ¢ = ¢, + ¢,,

©

%J

) o=

|

&2
'

La pression hydrodynamiquement exprimée, ainsi exprimée en sorte qu’il
n'y ait plus de trace de la condensation, prend donc la forme suivante:

2 I 1 1 O
(2) p:po—qo(.a_f_i_;V)_}_;qo._;so,

a® ot?

Elle peut s'écrire aussi, en ayant égard & lordre des termes,

' . dp, [6502 3, |, 1 I lo‘gpf]
() p—p=—a0 =0 |G+ (Lag+ )+ ]
42. Nous arriverons a cette équation encore d'une autre maniere.
Multiplions la premiére des équations de mouvement par g, ou

9,(1 + o, + ...). Alors, puisqu'en développant on doit rejeter les termes
d’'un ordre plus élevé que le second, on aura

p 2 %¢ dap, 1 oV

e Yogiee T N Tz 2905

Mais en remarquant qu'avec la premiére approximation la relation em-
pirique (e) s’écrira
\! - 2
(e) P— P, = g, a0y,
apreés avoir comparé, des deux cdtés du signe, les termes du premier

ordre et effectué l'intégration, on en déduit

(1) 7o, = — %

comme plus haut.
On conclura donc comme auparavant que

0
(2) p=p—a(E+17)+ 055

a® ot*
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Mais les termes qu'on obtient en effectuant les développements doivent
étre mis hors de considération §'ils surpassent le second ordre.

43. La pression se décompose ainsi en trois pressions partielles: Ia
pression de transmission, la pression d'inertic et la pression de propagation.
Nous donnerons maintenant aux derniéres une explication hydrodynamique,
servant & suppléer,la précédente ou l'on a cu égard d'une maniére explicite
a la compressibilité des masses. Nous avons:

1°.  La pression de transmission

Dy = kqo‘

2°. L& pression d'inertie
¢ I
bi= —4, (§+5V)-

Cette pression partielle est celle qu'exercent les masses fluides en fant
quelles se meuvent, et en tant qu'elles tendent & changer leurs mouvements
comme des masses fluides - élastiques, supposé qu’elles agissent alors, cest a
dire en produisant cette pression, comme des masses incompressibles.

3% La pression de propagation

Elle sera & ajouter parce que les masses fluides w'agissent pas, au point ou
nous sommes, tout-h-fait commes des masses incompressibles. La pression
additionnelle qui en provient exprime, pouvons-nous dire, U'énergie avec
laquelle le mouvement dans le fluide élastique tend a changer au moment et
au point en question. On voit, de plus, qu’il y a ici quelque chose qui
est caractéristique pour les fluides élastiques. Car si lon passe a la
limite, en considérant ainsi les fluides incompressibles, le facteur

2

I 6p
2 %057

se modifiera sans devenir cependant infini, et de l'autre c6té, le facteur

®°
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s'annulle, puisque la vitesse de propagation, a, est censée maintenant étre
infinie; on conclut donc que la pression de propagation va disparaitre.

Il est bien & remarquer que la pression de propagation est foujours
positive.

Nous observons aussi qu’elle est la seule pression partielle dans la-
quelle il entre, explicitement, quelque coefficient appartenant a la relation
empirique. Ce coefficient étant a®, il suffit méme de connaitre cette
relation (e) dans sa forme la plus élémentaire, correspondant & la premicre
approximation.

44. La pression d'inertie se décompose aussi en pressions partielles,
ayant chacune un caractére distinct.

1°. On a d’abord la pression de fluxion, p,,, ou

—q, Z_‘f,
Nous T'appellerons ainsi parce quon peut désigner la dérivée par rapport
au temps comme une fluxion. Et cette pression correspond aussi & sl'éfat
de flurion» dans le mouvement, ou & I'état de mouvement qui se prépare.
2°. On a ensuite, comme nous dirons, la pression dénergie, p, , ou

I

Elle est, en effet, représentée, au signe prés, par une expression d’énergie.
Cette pression, qui est du second ordre, est towjours négative.

Si Ton remplacait — g, af par —q%’-:, en rapportant ainsi la pres-

3
sion de fluxion au point physique et non pas au point géométrique, dans
I'expression de la pression d’inertie

2 1

le terme contenant la pression d'énergie devait changer de signe et devenir

. . d .
une tension correspondante. En écrivant, en effet, — qo—di: , pour parvenir

a l'ancienne expression il faudra ajouter

9 2 9
' (;Ziu + %v + :fw),

11 - 665006 Acta mathematica. 4
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cest & dire
q,V.

. . e 1 N G
Mais cette expression se réduit avec —-Eq‘)V a 5%1’7 et l'on aura

d 1
—q, (d—f —3 V) .
Ce qu'il fallait démontrer.

45. La pression d'énergic n'est pas susceptible d’étre partagée en
pressions encore plus spéciales, 4-moins qu'on ne partage aussi le potentiel
¢, en une somme de plusieurs. Mais cest ce qui a lien, au contraire,
avec la pression de flurion, qui s'écrira quand on la développe

Y

()l \/‘2 9"1 ’
P S )

o ot da, ¢

Elle se décompose, par suite, en trols pressions partielles, dont l'une a
un caractére qui la rapproche sensiblement de la pression d'énergie, comme
on le peut prévoir d’aprés la remarque qui précéde, tandis que les autres
accusent un caractére qui en différe d’avantage.

1°. La premicre des pressions partielles qui sont contenues dans la
pression de fluxion est

DY

o¢
(1) — 1, ;tl .

Elle cst la seule de toutes qui soit de premier ordre, ct elle est donce
q )

prédominante. Comme nous le savons, cette pression peut aussi s’exprimer

comme il spit

2
9,04 6y,

et on devra alors la comprendre comme une pression de condensation.
Mais puisqu'on a la méme expression lorsqulil sagit des fluides in-
compressibles (ou bien peu compressibles) que celle que nous avons exposée
d’abord, nous préférons ici la concevoir hydrodynamiquement, c’est a dire
conformément a cette premicre expression.
En faisant varier avec le temps le potentiel ¢ , nous considérons ici

comme constants tous les paramétres, a,, b, ¢,, d, .-+, @, ... etc, qui
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déterminent, dans le sens le plus général, les mouvements des corps: en
d’autres termes, leurs mouvements de translation, leurs rotations, et leurs
déformations de toutes espéces. Mais on a égard aux changements dans
ces mouvements qui se préparent, pourvu quon puisse considérer le
potentiel comme étant aussi fonction des paramétres dérivés, a,, b;, c;,
dyy ooy @, ... etc,, désignant les vitesses dans tous les mouvements des
corps; et s'il en est ainsi, on peut concevoir la pression qui en nait comme
une pression dimpulsion. Plus généralement, nous dirons quon a une
pression d'influence, puisque, indépcndamment des mouvements des corps,
tels qu’ils existent, il se manifeste entre ceux-ci et le fluide un rapport
caractéristique, d’aprés lequel se fera remarquer aussi dans le fluide un
changement d'état qui ne se rattache pas nécessairement &4 un changement
actuel dans les positions ou les formes des corps.
2°.  La seconde pression

2 %
(2) 70 5

étant donnée aussi par une fluxion, sans qu'on fasse varier avec le temps
les paramétres «,, b, ¢,, d,, ..., @, ..., nous la regarderons de méme
comme une pression dimpulsion ou d'influence, mais secondaire.

3% La troisiéme pression partielle

0, , | g, 1, o,
_qo(i_ag_}_%g—bg—*—,,,+iak+.‘..-)

oa, oa;

correspond, an contraire, a une variation des mémes paramétres a,, 0,

¢
9) g9
dyy ..., &4, ... déterminant les positions et les formes des corps & chaque

moment., En vertu de ces mouvements, externes et internes, les masses
fluides qui touchent les surfaces se déplaceront. Et de cette fagon, pourvu
quon r’ait plus égard aux changements qui se préparent dans les mouve-
ments, il résultera une nouvelle pression de fluxion partielle, pression qui
ne se rapporte pas, comme dans les cas précédents, a laccélération dans
les mouvements divers, mais seulement aux déplacements eux mémes qui
se produisent. On aura donc une pression partielle qui, bien qu'elle
appartienne & la pression de fluxion, présente une certaine analogie avec
la pression d’énergie.
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Mais il y a encore d'autres raisons d'établir une telle comparaison,
au moyen de laquelle on aura une espéce de transition entre les deux
classes de pression dans lesquelles se décompose la pression d’inertie. Si
Ion considére les

ﬂ’

! ’
gy v ey ag,

comme des vitesses, de différentes especes, appartenant aux corps Sy, .., Sy, .. €t

da, ’ ob,’ T day’ ’

comme des vitesses fictives et correspondantes, appartenant au point (,y, 2)
du fluide, on reconnaitra une analogie avec des expressions comme

I - ; ,
-—qu(a; + 0+ F e ),
on comme

I
—_— quV.

En composant la pression dont il s’agit avec la pression d’énergie qui
précéde, on aura, en effet, une expression de la forme

(c) ——;—qo[gga;—}—...(%u+a—;:7‘v.+?£-"w)+...+a;§§—;].
It ici le terme moyen et trindme qui représente le carré de la vitesse,
V, ne se présente naturellement qu'une seule fois, parce que les facteurs
oz’ 9y’ oz
autres termes cela n'est plus le cas; «, ne coincide pas en valeur avec

2 g , _ .
;Tf”l etc., et les termes dont il s'agit se présentent ainsi deux fois.

9

u, v, w coincident en valeur respectivement avec . Dans les

La pression partielle que nous traitons se comporte ainsi, pouvons-
nous dire, comme une pression d'énergie potentielle ou, plus simplement,
comme une pression potentielle. La pression d’énergie, que nous avons
choisie pour terme de comparaison, et que nous désignerons bricvement
par ce nom, sera alors plus exactement une »pression d'énergie kinétique.
Et la pression (c) sera une pression d'énergie composée.



Les équations hydrodynamiques et les relations supplémentaires. 159

Si Ton fixe lattention sur le mot énergie, il faut se souvenir qu'on
forme ici le demi-produit de deux vitesses différentes, I'une correspondant
& un corps, 'autre (qui en outre est d’espéce fictive) correspondant au
point du fluide. De plus, il faut toujours former deux prodnits identiques
qui se correspondent, et 'on établira ensuite la série entiére de ces produits
doubles; enfin pour cn obtenir la pression partielle que 1'on cherche, on
les ajoute les uns aux autres. Surtout lorsqu'on aura & considérer des
points du fluide situés sur les surfaces des corps, la ressemblance entre
la pression d’énergie potentielle et celle de 1'énergie kinétique s’accentuera,
et il s’en présentera des applications dans les problémes spéciaux.

Si, d’'un autre c6té, on fixe l'attention sur le mot potentielle en tant
(u'épithéte au mot énergie, il faut se rappeler qu'on arrive a l'expression
de la pression partielle que l'on considére en partant du potentiel principal
qui se rapporte au mouvement, ¢,¢, , ct en faisant ensuite varier, néga-
tivement, les paramétres avec le temps.

VIL

Superpositions de potentiels. Cas simplifiants. Conclusions.

46. Nous examinerons de quelle maniére on peut déterminer les
fonctions ¢, et ¢, dont est composé le potentiel ¢.
47. IL’équation de continuité s'écrira

, 4 L3¢5 4 3¢dq | F¢dq , 9)
Agy+q(3xa,l¢+8yay+azaz+at =9

A désignant l'opération
32 2

2 ??
oa? a—l/‘ + 7t

~ ’ 19 . . ,
En développant —=4 il faut cependant avoir égard aux termes et du
q ot ~ e
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premier et du second ordre; en développant ql:—g ete., il suffira de tenir

compte de ceux du premier. On aura donc

13 __ 99,
goz oz’
etc., et
I?g __Jdo, da, oa, %, da, 4, da, ,
qat———(u—'—at l—;“z- (Eag+3b:bg+...+rm-ak+ ..... .

Substituant et effectuant ensuite une séparation en deux équations (ce
qui est permis parce que ¢, et o, ne contiennent pas de termes du seeond

ordre), on arrive aux équations suivantes:

do,
Ag, + =0

(1)
Ap, + 28— % 0 %04
3 ot ox oz dy dy 9z 9z
, 90, , 90, 00,
9 3a, L T ot

Il faut y ajouter les conditions relativement aux surfaces des corps.
En les considérant comme formant une seule surface donnée par I'équation

F = o,

on aura
3Fop , 9Fdp , oFdp  oF
e Togoy T T3t = O

Cependant, nous supposerons que F mne contienne pas le temps explicite-

ment et ne dépende que de z, y, z et des parameétres @, by, ... @y .. ...
De 13 il résulte que I'équation de condition se décompose aussi en deux:

3F3p, , 9F3p, , ?aFdp, , 3F , , 3F ,, oF _
v a;c‘{"ay‘—"'ay-{-'a;—-——az +-——aa a9+ab,by+"‘+aa.a*+ ..... =0
(2)
oF 3¢, + 3F 3¢, + oFdp, _
oz 9x ' oy dy = 9z 9z !
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car dans la premiére équation il n'y a que des termes du premier ordre,
dans la seconde il n'y a que des termes du second. Les équations
subsistent, comme on le sait, pour tons les points des surfaces, c’est &
dire tant que F = o.

48. Pour déterminer ¢, , il faut maintenant combiner la premiere

des équations (1) avec l'équation connue (n° 41)

(3') a’20'1 = %;

et Yon emploie aussi la premiére des équations de condition (2). En
méme temps, on a égard & l'état initial, et I'on demande que la vitesse
ganpule & linfini.

A coté de ¢, on trouve encore o,. Et il est bon de remarquer quon
nw'a besoin de commaitre que le coefficient principal de la relation empirique,
kA ou a’ c'est a dire le carré de la wvitesse de propagation.

49. Il en est tout autrement lorsqu’il s'agit de ¢, et de o,. Alors
on aura recours 4 la seconde équation (1), combinée avec la seconde
condition (2). Il faut y ajouter une équation correspondant a (3'), équa-
tion que l'on trouve en introduisant, dans l'expression hydrodynamique
de la pression (n° 41), la valeur de celle-ci au moyen de la relation
empirique (n® 40); puis on éliminera ¢, au moyen de I'équation (3).
De cette facon l'on obtient

dp 3, . 4 %, %, )
% = 1z __ |1 ha ¥ e ¥
a‘c, = 5 (aagag+abyb9+"'+aa,,a'+ .....
" ! 2¥ LY A VR
(3") 2(I+a/1)V+2(I l)a’ ot*

Iy

¢, et o, ne pewvent donc étre déterminés & moins quon me connaisse
les coefficients secondaires de la relation empirique.

5o. En général, il serait chose difficile d’achever la solution d’un
probléme ou il faudrait avoir égard a tous les termes du second ordre;
car il deviendrait nécessaire de déterminer aussi o, et ¢,.

Mais il y a des problémes spéciaux dont la solution n'exige pas
quon tiemne compte de tels termes.

Ou bien il peut arriver qu'il suffise d’en connaitre quelques-uns qui
ne contiennent ni g, ni ¢,.
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51. Souvent il est suffisant de connaitre la partie dominante ou
de la vitesse ou de la pression, et I'on se borne alors a la premiere
approximation.

Cela a lieu si l'on cherche seulement & déterminer, dans ses grands
traits, 'état de vibration qui se communique au fluide; mais qu’on ne se
soucie pas de déterminer & part les forces apparentes provenant des vibra-
tions originaires et sollicitant les corps.

Figurons-nous aussi qu'aprés une série de vibrations uniformes, il s’y
produise des changements relativement considérables, ou imaginons-nous
que ces vibrations commencent ou finissent trés soudainement. Pour
parvenir & une solution compléte, on devrait ainsi introduire les coefficients
secondaires de la relation empirique, pourvu que les difficultés & vainere
ne fussent pas encore plus grandes. Mais justement alors, pour reconnaitre
ce qui est le plus important quant aux phénomenes incidents, y comprises
méme les variations des pressions, il suffira ordinairement d'étudier ce qui
se rapporte aux accélérations; et I'on s'en tiendra donc encore a la premicre
approximation. Les difficultés s'éliminent ainsi, et I'on n’a besoin que du
coefficient principal ou du carré de la vitesse de propagation.

On aura maintenant

%
D =P, — 4, ’;\El” ’

et c'est seulement ¢, dont la connaissance est exigée.

52. En second lieu, nous prendrons en considération les quantités
du second ordre. Les mouvements dans le fluide proviennent toujours
des vibrations des corps. Mais celles-ci doivent étre assez régulieres pour
qu'on puisse admettre que les coefficients secondaires disparaissent.

Nous admettons aussi qu'aprés la fin d’'une vibration la place d'un
corps ou d’une particule du fluide (si I'on compare leurs déplacements
avec les amplitudes des vibrations) ne soit que faiblement changée.

Cela posé, nous nous proposons de déterminer la pression moyenne,
dans un point géométrigue du fluide, pendant le cours d'une période. Cette
période est donc censée étre commune pour tous les corps: en d'autres
termes, les vibrations seront synchrones.
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On peut alors faire abstraction de la pression de fluxion, dont la
valeur moyenne s'annulle; et l'on partira de U'équation abrégée

1 1 o¢?

1)_—17():—_QO(5V1 YY)

2a? ot?

)+

Les termes qui ne sont qu'indiqués seront d'un ordre trop élevé, ou bien
leurs moyeunes sont nulles. Différemament pour un point qui se déplace.
Si d'un autre coté il sagit de déterminer les forces moyennes qui
imprimeront aux corps de nouveaux mouvements progressifs, il est seule-
ment permis de supprimer la pression dinfluence secondaire
)

— g %

go at ;
qui donnerait lieu & unc force du deuxiéme ordre, mais d'une espéce
périodique. Iit l'on peut écrire la pression dynamique p — p, comme il suit

- %, | (29 4 o0, . ! 1 oy
1)"‘[)0_'ﬁqo[:w_‘_(é;g'ag‘*'--'+Eﬂk+.....)+5Vl——2a2(%2].

Dans les deux cas, il ne sera ainsi nécessaire de connaitre que le
potentiel principal ¢, .
Clest & dire que lon aura seulement recours aux équations simples

da,
A¢1 + S5t =0

(2)

~
.

¢,
F

auxquelles il faut ajouter les conditions relativement aux surfaces, a I'état
a linfini, et 4 1’état in#ial.

Dans ce qui suit, nous nous bornons 4 examiner les problémes des
deux derniéres espéces.

53. ¢, 6tait une quantité du premier ordre; car dans tous les points
du fluide la vitesse s’annulerait avec une certaine quantité de cet ordre «.
Nous concevrons cette quantité e comme le rapport entre la plus grande
amplitude des vibrations des corps et les dimensions de ceux-ci. Kt si e
diminue suffisamment, tandis que toutes les autres quantités se conservent,
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méme les mouvements progressifs auxquels donnent lieu les vibrations
originaires ne varieront que faiblement.
La pression dénergie composée

day 7 da,

3 , 3¢, 4, 3, ,
_q0(¢la+;zbg+"'+ial‘+ ..... +;V])
g
aussi bien que la pression de prepagation

1 dg}
D327 ot
étant donc, toutes les deux, du second ordre, il en est de méme de leurs
valeurs moyennes aux surfaces des corps.
Ordinairement, ces deux espéces de pressions exerceront winsi une in-
fluence Lune comparable & Uautre.
54. Nous allons maintenant varier aussi, mais toujours cn passant
de probléme & probléme, un second élément. Clest la vitesse avec laquelle
les vibrations se succédent. Ou autrement dit, c'est la hauteur du son.

Alors c'est surtout le potentiel d’influcnce %‘— qui changera bien sensible-

ment. Et Von arrive au résultat suivant:

Plus les périodes seront courtes et plus, par conséquent, la longueur
des ondes sera petite, d’autant plus grande devient l'influence de la pres-
sion de propagation.

Cela a un intérét particulier quand il s'agit d'étudier les forces qui
prennent naissance lorsqu’on passe du fluide incompressible au fluide
élastique, et qu'on g'arrange en sorte que les ondes deviennent de plus
en plus petites. Car, nous le rappelons, la pression partielle dont il est
question est toujours positive, tandis que la pression d’énergie, 4 laquelle
s'ajoute une pression potentielle d’un signe indéterminé, est toujours négative.

55. D’autre part, augmentons la durée des périodes, de sorte qu'on
obtienne des ondes d'une longuewr de plus en plus grande, relativement & la
distance des corps au point que lon considére. Alors, tant qu'on se
borne a considérer ce méme point qui, a la fin, appartiendra au com-
mencement de la premiére onde, on s'approchera successivement de I'état
qui dans les mémes circonstances convient a un liguide.

Car si lon ne fait pas varier la position du point, et qu'on
prolonge toujours la durée des périodes des vibrations pour obtenir des
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ondes de la longueur voulue, il faut concevoir le potentiel d'influence
%,
ot
méme. Or des deux équations (2) du n°® 52, on conclut que.

comme une quantité d’'un ordre inférieur a celui du potentiel ¢, lui

op?
2 = 11
a’A¢, = 5
Et puisque ensuite a® cst une constante déterminée, il en résulte que la
partie dominante de ¢, se déterminera par I'équation différentielle simplifiée

A¢, = 0.

Les autres parties de la méme fonction tendent vers zéro.

On peut donc calculer le potentiel de vitesse comme s'il s'agissait
d'un liquide. Et l'on peut aussi faire la méme simplification pour déter-
miner la valear de la pression, puisque, dans ce cas, la pression de
propagation doit étre négligée par rapport aux autres pressions particlles
comme étant d'un ordre inférieur.

56.  Donc pour des vibrations assez lentes, et lorsqu'il s'agit des points
qui nme se trouvent pas & de trop gramdes distances des corps vibrants, le
fluide se comporte comme un fluide incompressible. Et les forces qui se
développent entre les corps sont donc essentiellement les mémes que si elles
avaient été calculées pour un liquide. La pression d’inertie aura & peu pres
la méme valeur que pour un liquide et la’ pression de propagation, qui
a un caractére presque opposé, tend & disparaitre.

Mais il n’en est pas ainsi quand on sépare suffisainment les corps, en
gardant leurs vibrations; ou bien, si I'on fait assez raccourcir les périodes.
Chaque corps ne se trouve plus au commencement de la premicre onde
que produit un autre. La pression d'inertie se modifie alors, et elle peut
changer essentiellement, méme en prenant sa valeur moyenne, avec I'état
des ondes. La pression de propagation, d'un autre coté, gagnera de l'in-
fluence, et pourrait devenir prédominante.

Pour imiter dans l'air les phénoménes relatifs aux liquides, il ne
faut pas nécessairement aller aux limites extrémes. En effet, la vitessei
de propagation est trés grande par rapport & celle des vibrations ordinaires
(p- ex. dans le cas des sons perceptibles), et les objets vibrants dont on
pourrait examiner avec.succés I'action mutuelle sont aussi le plus souvent
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bien rapprochés 1'un de l'autre; par conséquent, les phénoménes de force
qu'on recounaitra d'aprés des expériences faites dans l'eau, se¢ montreront
alors dans l'air trés clairement et de la méme maniere.

Il en pourrait étre tout autrement a de grandes distances, et pour
des vibrations correspondant a des sons tres élevées.

57. Avant de finir, nous donnerons, pour plus de clarté et d'utilité,
au théoreme que nous venons d'exposer un peu plus de développement
et d'extension.

Nous étudierons ainsi, successivement, la forme du potentiel fui se
rattache aux suppositions que nous avons prises pour point de départ, la
simplification qui en résultera pour I'équation de continuité, et la maniere
dont se décompose l'équation de condition relativement aux surfaces des
corps. Nous ferons ensuite apercevoir quelles en seront les conséquences
quand il s'agira de chercher la valeur approchée du potentiel et celle
de la pression, surtout celle de la pression moyenne.

58. Nous prolongerons, comme il a ¢été dit, de plus en plus la
durée des périodes des vibrations, et en méme temps nous ferons tendre
vers zéro le rapport ¢ entre la plus grande amplitude et les dimensions
des corps. Il y aura ainsi unc double raison pour l'affaiblissement de
Iintensité des vibrations; et le rapport de cette intensité (c’est a dire la
plus grande vitesse dans lc mouvement vibratoire) a la vitesse de pro-
pagation (qui a une valeur déterminée) doit donc étre considéré comme
une quantité infiniment petite du second ordre.

En vertu de cela, nous développerons le potentiel de vitesse en une
somme de potentiels partiels, comme suit:

(1) ¢ == glad + lay + faw + ... ..
¢, x, o sont des fonctions périodiques dépendant d’un argument

vzat;
. , . o o, o
et il en résulte ainsi d’abord que 079; est une quantité de froisiéme ordre
tandis que ¢ comme aussi @, b, ..., a;, ..., sont de deuxicme ordre.
59. On observera maintenant que dans l'expression hydrodynamique
de la pression (n° 41) la partie dominante de p — p, est toujours la
pression d'influence. Cette pression partielle est en cflet du troisicme
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Op

ordre comme R La pression d’énergie composée est au contraire du
n

quatri¢éme ordre, et la pression de propagation méme du sixiéme.
On aura donc, comme ailleurs, en n'ayant égard qu'au terme principal
du développement:

N
Pp—>0 = —9 % :
Et au moyen de I'équation empirique, on retrouvera
N
(a) a'e = — &

d'owt il suit que la condensation sera une quantité du troisiéme ordre.
Maintenant revenons aussi & 'équation de continuité (n® 47), et voyons

de quelle manicre elle se simplifiera dans ces nouvelles circonstances. o
N

’ RS g . . . , .

étant dn troisieme ordre, ; bar suite du quatriéme, et @, cte. du deuxiéme
3 . :

ordre, on reconnait que cette équation se réduira a la forme simple

A

(b) Ag + 5 =o,

o

pourvu toutefois que les termes du cinquiéme ordre soient négligés.

Des deux équations (a) et (b), que nous venons de retrouver, on
conclura que sous les suppositions faites plus haut on aura

N2

(ab) a’Ag = %};

6o. Il faut donc substituer ici la valeur de ¢ en l'exprimant par
trois termes, par ceux du deuxié¢me, du troisiéme et du quatricme ordre.
Car dans l'équation (ab) le membre & gauche est du deuxiéme ordre et
celui a droite du quatriéme.

On posera donc

(1) ¢ = g’ad + ’ay + ctaw,

ou ¢, y, o doivent satisfaire aux équations différentielles
ot
(2) Ay =0, Ay=o0, <caAw= s

En écrivant plus simplement

O =cap, O ==¢c'ay, O,=clw

(G
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de sorte quon a

(I’> ¢=(D+(bl+(p2’
on aura
(2') AG—o, A® —o, aA0, =27

61. L'équation de condition relativement aux surfaces se décompose
en méme temps en trois équations

aF 3@ aF 20 F 3@ , 3F ,, 3F
———‘+—‘———+—"‘—+———— +3—bgbg+...+a—a:ak+...'———-o

ox oy oy 9z 9z

aF 20, aFad, aF a0,
LSt S =0

oz ox oy 9y %z 0z

(3)

oF30, +9Fa¢, +3Fad) — o

dx ox oy 9y oz oz
et ces équations subsistent pour tous les points des surfaces, c’est a dire
tant que F = o.

62. On déterminera donc les valeurs de @, @, @, au moyen des
équations . différentielles (2) et les conditions relatives aux surfaces; et
Yon trouvera ainsi la valeur cherchée de ¢ (1°).

On voit de plus que @ et @ satisfont a l'équation de Larrack

A= 0,

comme s'il s'agissait d’une question sur les liquides. Et nous ferons
particuliérement remarquer que la valeur de @, est égale a zéro, ou, si
elle en différe, elle dépend dans tous les cas uniquement du temps.

@, satisfait a I'équation differentielle

AA = o.

Et ordinairement cette fonction doit avoir un caractére binaire pour pouvoir
satisfaire aussi & I'équation de condition. L'un des deux termes sera alors
une intégrale de I'’équation de LAPLACE.

63. On observera encore que les mouvements vibratoires qui se
développent dans le fluide ne sont pas, de cette fagon, déterminés d’'une
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maniére assez correcte & moins que le point que l'on considére ne se
trouve au commencement de la premiére onde.

Mais si la vitesse de propagation, @, a une valeur assez grande, rien
n'empéche que l'espace au dedans duquel les mouvements du fluide doivent
étre étudiés et ot nous supposons que tous les corps vibrants se trouvent,
puisse avoir une étendue aussi grande que l'on veut, en méme temps que
les vitesses qui se produisent pourront acquérir une intensité quelconque.
La durée des périodes pourra étre choisie extrémement courte, bien que
les amplitudes restent toujours excessivement petites par rapport aux
dimensions des carps.

64. Si maintenant on se borne & chercher la partie dominante de la
pression, afin d'étudier le caractére vibratoire de la pression elle méme,

on peut sarréter a la premicére approximation, et l'on se servira alors
de Véquation

0P
P—p, =1 or
La question est donc la méme que si U'on se létait posée relativement a
un liquide.

65. Si, au contraire, on cherche la valeur moyenne de la pression
dynamique p — p,, pour un point géomsétrique, on peut faire abstraction
de la pression de fluxion, qui s’exprime comme une dérivée totale par
rapport au temps. On partira donc d’'une équation abrégée out se trouvent
sculement la pression d’énergie kinétique et la pression de propagation.
La premi¢re de cellesci est du quatricme ordre, la seconde du sixiéme.

En y introduisant maintenant la valeur de ¢, le potentiel particl
@,, qui ne dépend que du temps et qui en méme temps est du troisicme
ordre, ne jouera aucun réle: on peut éerire simplement

I apr o | 3
P“—Po:--";%(g‘f's?'f':g{)
2030,  dad, 303D, q 0!
- o(‘a;§+'5ﬁy'+¥s;)+zmn-

Dans le membre a droite, les termes écrits dans la premiére ligne sont
du qua.tr'iém‘e ordre, ceux de la seconde du sixiéme. Tous les termes
sont aussi proportionnels & a?; d'ou il suit qu'en choisissant a assez grand,
on peut obtenir des pressions aussi fortes que Pon désire, quoiquon se
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soit arrété & un point ot U'on avait attribué a ¢ une valeur fixe extréme-
ment petite.

L’expression précédente se simplifie lorsqu’on met les termes du
sixiéme ordre hors de considération. Tout se passe alors comme ¢'il
;

vers linfini, mais en sorte quc g’a¢ carde une valeur déterminée. Car
) q g

alors @, sannulle et il en cst aussi de méme avec la pression de propaga-

tion & cause du factenr —.

66. Au lieu de chercher la pression moyenne, on pourrait se proposer
de déterminer la force moyenne, sollicitant un quelconque des corps, en raison
des pressions qu'ils éprouvent pendant une période de vibration.

Alors il ne sera pas permis, en général, de partir de l'expression de
la pression moyenne. Il ne faut pas exclure la pression de fluxion. Mais
on aura une simplification d'une autre espéce en tant qu'on peut faire
abstraction du potentiel partiel @ qui ne dépend que du temps, soit
d’ailleurs que le temps y entre expliciterment ou non. A cause de cela
et puisqu'on doit rejeter tous les termes dont l'ordre est plus grand que
le sixiéme, @, ne peut se présenter que dans la pression de fluxion. Et
puisqu’ainsi il donne seulement liem & des pressions partielles qui ne
varient pas d'un point & un autre, il sera sans aucun effet pour produire
de nouveaux mouvements.

L'équation abrégée de la pression dypamique p — p, s'éerira donc
maintenant de la maniére suivante, sans faire y entrer @,:

K4 1/ 1 (307 ap? 20 f]
P‘Pa—"_%[“67-{*(307094‘---)4-5(5?—?‘3’;{4‘ az)
oo, °00, , 2000, L 303D, | 2030,
_q°[()t—+(quag+"')+(€£ dx 3y oy +¥_§z_)
1 0P
— s |

On rédunit particuliérement an cas des liquides si on met hors de con-
sidération les termes de la seconde parenthése, qui sont du sixiéme ordre.

Christiania, Juillet 1883.




