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Au moyen de vibrations de corps plong6s dans un fluide, on peut 
imiter les ph6nomSnes fondamentaux du magnStisme, et en grande partie 
aussi ceux de l'6lectricit6. Je me propose dans une sSrie d'articles d'en 
donner la th6orie math6matique. 

Le fond mdme de ces recherches a 6t6 publi6 autrefois; mais il nous 
reste ~t y faire des additions et des d6veloppements sans lesquels les 
consdquences ne peuvent dtre expliqu6es d'une mani6re satisfaisante. 

Dans ces comparaisons, il s'est manifest5 une particularit6 trbs carac- 
t~ristique: les ph6nomSnes hydrodynamiques correspondant aux ph6nom6nes 
de l'influence prdsentent, vis h vis de ces phdnomSnes de la nature, une 
analogie directe; ceux, au co~atraire, qui r6pondent aux actions pondSromo- 
trices p%sentent une analogie inverse. 

Ce contraste singulier et, en mdme temps, cette ressemblance s'6tendant 
jusqu'aux moindres d6tails avaient fait naitre des craintes sur la possibilit6 
d'une erreur; c'est ce qui nous a engag~ h commencer des exp6riences 
par lesquelles les r6sultats analytiques ont trouv6 maintenant leur constata- 
tion expSrimentale. 
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Mais, de plus, une nouvelle id6e se fera alors jour. Nous pourrions 
nous imaginer un perfectionnement de la th6orie, d'apr6s lequel on aurait 
6gard aussi aux ehocs et aux contacts momentan6s entre les corps vibrants; 
on pourrait a,ussi modifier et compldter les mouvements, et choisir, au lieu 
d'un fluide incompressible, un autre fluide, ou m(~me un milieu tout 
diffSremment constitu6: un milieu de petits corps vibrants. Cela notls 
am6nerait, peut-6tre, k des r6sultats ressemblant encore plus ~ ceux de la 
nature. Ou, si cela ne se rdalisait pas, l'on pourrait compl6ter les 
repr6sentations des ph6nom6nes naturels, tout en conservant cette inver- 
sion qui s'est manifestfe ~ chaque pas dans les g6n~ralisations. 

I1 serait naturel, d'abord, tant que eela pourrait  se faire par des 
consid6rations g(~nSrales sur les fluides, de se demander dans quel sens se 
modifieraient les ph6nom6nes quand on passerait des liquides aux fluides 
61astiques. 

Dgjk d'avance il paralt probable que, si certaines limites ne sont pa s  
d6pass6es, on n'obtiendra pas de nouveaux rSsultats; et que surtout l'in- 
version, dans les actions des forces naissantes, ne disparaitra pas. Mais si" 
les faits sont d'accord avec ces pr6visions, ils fourniront une extension 
importante des anciennes propositions. 

On le pr6voit er) se figtu-ant les liquides, non plus comme absolu- 
ment incompressibles, mais seulement comme peu compressibles en les 
comparant avec les fluides a6riformes. 11 ne faudrait  pas ensuite regarder 
les ph6noln~nes comme se produisant sur des distances trop grandes: on 
devrait se repr6senter les points sur lesquels s'6tendront les recherches 
comme appartenant au commencement d'une onde vibratoire, extr~mement 
6tendue. Cette coincidence des ph6nom4nes s'est aussi produite dans des 
expdriences ex6cut5es dans l'air. 

Dans le present mgmoire, nous fixerons l 'attention sur une formule 
que nous allons d~montrer. Prise en elle-m6me, cette formule n'est pas 
nouvelle puisqu'el]~ est une cons6quence imm6diate des 6quations fonda- 
mentales. Mais elle nous permettra d'dtablir ce r6sultat indiqu6 plus 
haut, qu'entre des limites suffisamment restreintes, il n 'y aura aucune 
difference essentielle dans les phSnom~nes, qu'il s'agisse d'un liquide ou 
d'un fluide dlastique. 

C'est donc en dehors de ces premieres limites, mais dans la m6me 
direction qu'il faut 5tendre ces reeherches pour "arriver ~ des phdno- 
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m~ncs coincidant, sans traces d'inversion, avcc ceux des grandcs forces 
de la nature: en supposant qu'ils puissent 6tre trouv6s par cette vole. 

Si l'on conserve l'intensit6 des vibrations, mais qu'on rende les p6riodes 
beaucoup plus courtes, de sorte que les longueurs des ondcs ne soient 
plus si ineomparablement grandes par rapport aux distances des corps, 
des ph6nom6nes d'une nouvelle esp6ce naitront. L'influence de ce change- 
ment  portera sur deux points: d'abord les phgnomSnes dgpendent du lieu 
qu'y oecupent les corps, et ils diff6rent suivant que ces longueurs des 
ondes sont grandes ou petites par rapport aux dimensions de ceux-ci; 
puis il y a aussi une d6pendance plus intimeinent, li6e ~ la propagation 
des ondes et qui parait pr6senter de l'intdr~t. Dans t o u s l e s  d6tails, on 
ne peut cependant se faire, tout de suite, une id6c nette de ce qui 
%sultera d'une telle intervention de l'Slasticit6. I1 faut qu'on se soit pos6 
des problSmes particuliers et qu'on ait r6ussi ~ les r6soudre. 

11 se posera aussi d'autres questions ayant rapport h, une extension 
des r6sultats, en sorte que l'analyse employSe pourrait 5tre transport6e 
imm6diatement ~ de nouvelles ~tudes. 

On s'6carte de l'id6alit~ des fluides en ayant ~gard ~t leur viscosit6. 
Pour le moment nous ne  nous en occuperons pas; elle pourrait devenir 
un 615ment de nos futures recherches. Mais cette supposition de la 
fluidit6 parfaite pr6sentera aussi des d6fauts en ce sens que l'61asticit6 
d'un fluide a6riforme ne se manifeste pas toujours aussi purement  que 
dans le cas de r6quilibre. I1 y a 1'~ quelque chose d'analogue ~ ee qu'on 
connait des corps solides. Ceux-ci ne se pr6sentent pas comme ces corps 
parfaitement 6lastiques dont on parle dans la m6canique rationnelle, en 
y eonsid6rant les ph6nom~nes ~ leurs limites; et n6anmoins, il n'y aura 
pas n~cessairement pour cette raison de d6faut dans leur 61asticit6. 
cause de leur grandeur et de leur forme, ~ cause du temps que prendra 
la propagation d'un mouvement,  ete . . . .  , lorsqu'un choc sera fini il restera 
des vibrations internes, et celles-ci ne seront pas forc~ment dues h un 
manque de l'61asticit& Les ph6nomSnes externes se montreront done 
comme s'il y avait eu une esp6ce de demi-61asticit6. 

I I e n  est de m6me, quoique pour d'autres raisons, quant aux fluides 
~lastiques. )~ cause de leurs mouvements vibratoires, la loi de.MAI~IOTTE 
ne sera plus exacte. Pendant les condensations il se d6veloppera de la 
9 -  665006 Aeta mathematiea. 4 



124 C.A. Bjcrknes. 

chaleur; pendant les dilatations un refroidissement aura lieu. Et les 
choses se passeront commesi  l'dlasticit6 elle-mOue 6tait modifi6e. 

Aussi long temps que les vibrations des corps, donnant lieu aux 
mouvements d'un tel fiuide, seront bien rdguli@es ou uniformes, et que 
les condensations seront assez petites, aucun changement essentiel ne se 
produira dans les r6sultats, non plus que dans la mdthode que l'on suivra 
pour y parvenir; c'est seulement une constante dont la valeur devra dtre 
corrig6e, la vitesse de propagation ne eoincidant pas avec celle que donne- 
rait la loi indiqude si elle dtait admise encore comme vraie. 

Si, cependant, l'on sc place cn dehors des questions qui sont ordinairc- 
ment l'objet du calcul, si les mouvements ont un caract6re moins r6gulier 
et si l'on a toujours 6gard au ddveloppement de la chaleur, alors des 
diff]cult6s prendront naissanee. Des changements soudains dans Its vibra- 
tions, et, par consdquent, de nouvelles actions pourraient se produire; 
quelque temps aprds, ces nouvelles actions pourraient dtre interrompues 
subitemment ~ leur tour. 

I1 serait int6ressant, sans doute, d'examiner comment les probl6mes 
devraient dtre traitds alors, au moins tant qu'on supposerait des circon- 
stances simplifiantes comme l'existence de petites vitesses. I1 serait aussi 
avantageux d'6tudier ~ part quel c6t6 de la question il importerait le 
plus d'approfondir. Car souvent, lorsqu'un probl6me rdsiste ~ tous l e s  
efforts fairs pour en chercher la solution compl6te, on en peut r6soudre 
une partie ddterminde; et ce qui eat le plus accessible pour ' le  calcul est 
tr6s ordinairement aussi le plus utile. Ainsi, dans le cas d'actions soudaines, 
les ace616rations joueront un plus grand rble que les vitesses; il est done 
naturel, pour se rapprocher de la v6rit6, d'aborder la question en regardant 
les derni6res comme tr6s petites. 

Dans ces recherehes relativement h un sujet qui n'appartient plus h 
la m6canique toute seule, nous ne potirrons dtre, il est vrai, aussi stirs de 
l'exactitude des r6sultats (peu g6n~raux d'ailleurs mais tr6s simples) qu'il 
serait ~ d6sirer. En quittant le domaine de la mdcanique rationnelle, on 
est forc6 de faire des hypothdses. Et si simples que soient ces hypothdses, 
on ne peut regarder les cons6quences qui en sont d6duites analytiquement 
que comme des r6sultats prdliminaires, dont la v6rit6 dolt ~tre confirm6e 
exp6rimentalement. 

Ces investigations auront, du reste, vis ~ vis de nos recherches princi- 
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pales, une position inddpendante. Elles ont pour but de leur donner, 
autant qu'il est possible, un peu plus d'Stendue. Car nous essayerons de 
montrer que les irrSgularitSs dont nous venons de parler n'auront que 
peu d'importance, aussi long temps que l'on s'occupera, dans une question 
d'hydrodynamique, des parties qu'il est important d'dtudier ici. On se 
servira, en consSquence, des moyens analytiques ordinaires et des ancienncs 
InSthodes. 

Duns ce m~moire d'introduction, nous envisagerons surtout, dans la 
mdsure de nos forces, les principes eux mdmes, pour en d5duire quel est 
l'effet des passages d'un fiuide ~ un autre et d'un mouvement ~ un autre. 
De cette maniSre, les rdsultats que nous dSvelopperons, plus tard, pour 
les liquides, nous ts de les transf~rer aux fiuides aSriformes; et 
nous nous efforcerons de le faire duns toute l'Stendue o(l cela sera compa- 
tible avec l~ diffSrence de leur nature. Dans les m~moires suivants, nous 
aborderons alors les problSmes sp~ciaux, en supposant qu'on air ~ traiter 
des liquides. Nous y omettrons, au moins provisoircment, routes les 
questions concernant les moyens de modifier les r6sultats ou de les 
changer, peut-~tre, profondement dans leurs points essentiels. 

Io 

Le.u ~ q u a t i o n s  h y d r o d y n a m i q u e s  et les ,J'elations empi r iq~ les  

oa  sappl~meu~taires .  

I. Soit q la densit6, p la pression, et t le temps. D~signons de 
plus par x, y, z les coordonn6es d'un point M duns un syst6me d'axcs 
rectilignes et rectangulaires; soit enfin u, v, w les composantes de la 
vitesse suivant les axes. 

Duns un fluide doud d'une fluidit6 parfaitc, les equations de mouve- 
ment s'dcriront alors: 
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dt  ~1 3x ' 

dv y I 31) 
dt q ~y ' 

d t  q ~z" 

X, Y, Z ddsignent les eomposantes, suivant les axes des x, des y e t  
des z, d'une force ex ldr ieure ,  rapportt~e ~ Funk6 de masse. Et nous 
supposons, pour restreindre dans un ccrtain but la g(~n6ralitd, quc cette 

force d@ende d'un potentiel, de sorte qu'on ait 

X - -  Y = - - .  Z - -  
3x ' ~y 3z 

Nous coneevrons, en outre, 

t 3p I ~p I 31, 

ff 3x ' q 3 9 ' q 3z 

coInme les eomposantes d'une force  in tdr ieure  sollicitant la m~me masse. 
Elle provient de Faction des pressions sur lcs surfaces des 61dments et 
est censde agir, comme la prdc~dente, dans tousles points de leur int~rieur. 

Les forces des deux esp(~ces produisent, par leur coaction, une force 

accdldratrice,  dont les composantes sont d~terminSes par 

du  dv  d w  
- - ,  

dt ' dt ' dt 

Ainsi les derni6res composantes se pr6sentent eomme des ddriv6es totales 
par rapport au temps, et en d6veloppant on aura en cons6quence: 

du 3u 3u 3u 3,t 

= 2-7 + u ~ +  v ~ - i - w  d--[ oy 

dv  3v 3v Ov Ov 

d w  ~w ~w 3w 3w 
d t - -  ~ t -4- u ~x -4- v ~-f + w ~z . 
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ces 6quations il faut ajouter l'~.quation de continuit6 
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~ ~(qu) + ~(qv) + ~(qw) o. 
~-i + ~x ~y ~z - -  

Elle exprime que la masse d'un 616ment eorrespondant au point g6om6- 
trique (x, y, z) ne variera pas pendant le temps. 

Nous aurons encore des conditions relativement k l'~tat initial, aux 
surfaces libres, et k celles des corps qu'enferme le fluide et qui le terminent. 

Si toutefois le fluide est indgfini et. qu'il reste en repos ~ l'infini, le 
probl~me se simplifie. La vitesse tendra vers z6ro k l'infini et la valeur 
de la pression vers une limite constante. Soit maintenant 

~ O 

l'Squation commune de toutes les surfaces des corps. Alors puisque, 
d'aprbs une hypothSse g6n6ralement admise, une particule du fluide qui 
k un certain moment touche l'une de ces surfaces le fera aussi imm6diate- 
ment aprbs, i |  faut qu'on satisfasse k l'6quation 

OF ~F v aF  w ~F  ;u+vu 

pourvu qu'on ait F-----o. 
2. Les cinq inconnues p, q, u, v, w, ne peuvent dtre trouv6es par 

ces 6quations toutes seules comme fonctions des coordonn6es et du temps, 
par cons6quent comme fonctions de x, y, z, t. I1 peut y avoir aussi des 
solutions avec certaines valeurs particuliSres de p e t  de q, P0 et q0" Elles 
correspondent k un 6tat d'6quilibre qui n'existe pas, mais qui est cens6 
pouvoir exister virtuellement, puisque la force ext~rieure d6pend d'un 
potentiel. 

I1 est donc n6cessaire, en 6tudiant, dans des circonstances vari~es, 
les propri6t~s physiques des fluides et les fluides des diffdrentes esp~ces 
d'6tablir de nouvelles relations. Et ces relations empiriques ou suppl~men- 

taires devront ~tre distingu6es des 6quations plus proprement dites hydro- 

dynamiques. 

3. En premier lieu, on peut avoir une relation connue d'avance, 
ou autrement dit, une relation sans aucun caract~re infinitesimal. 
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Prdalablement nous nous bornons ~ reprdsenter cettc relation sous 
la forme 

f ( p ,  q) = o .  

Nous supposons ainsi que les composantes de la vitesse, c'est h dire, que 
les trois autres quantit6s dont on cherche ]es valeurs (~ eSt6 de celles 
de p et de q) n'y entrent pas explicitement. 

Cependant, si le mouvement ne joue pas un rSle direct, nous flex- 
cluerons pas toute influence de ce cStd. On peut dtre contraint d'admettre 
une certaine imperfection dans la fluidit5; et alors la fonction f, qui 
conviendrait pour certaines espdces de mouvements, devrait  au inoins 
contenir des constantes  qui pourraient var ie r  en passant d'un probl~me 
donn6 ~ u n  autre. I1 s'ensuivrait qu'en dormant une fois ~ celles-ci des 
valeurs correspondant au mouvement qu'on examinera, une autre fois 
des valeurs correspondant ~ l'dquilibre, la valeur de p, ddduite de la 
relation p%c~dente, ne coinciderait pas avec la valeur de P0 eorrespondant 
au dernier ~tat. 

4- ParticuliSrement la relation pourrait  ne pas contenir la pression. 
On aurait  donc une dquation exprimant que 

q ----- Const.  

Ainsi q est maintenant constant, e t a  toujours la m~Ine valeur. 
Evidemment il s'agit ici des l iquides.  

Mais en passant de ces corps fluides de la mdcanique rationnelle ~L 
ceux de la nature, il ne faut plus les concevoir, en sens absolu, comme 
incompressibles. Au lieu de dire qu'il n 'y a pas de liaison entre la 
pression et la densitY, ou bien entre la pression et la condensation, on 
dolt donc admettre qu'il en existe; et mOne, si cela parait n5cessaire, on 
devra dans l'6quation empirique et g6ndralis~e, introduire des quantitds 
ayant  rapport  au mouvcment. Comme pour les fluides en gdnSral, la 
pression s'exprime ainsi, approximativement, en fonction tindaire de la 
condensation, les coefficients pouvant ~tre consid6%s comme constants ou 
non. Toutefois, les variations de la densit6 6tant extr6mement petites, le 
coefficient du terme contenant cette condensation aura une valeur d'autant 
plus grande; et il e n e s t  de m~me, par consdquent, de la vitesse de 
propagation. 
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Ces variations n'ayant 0rdinairement aucune importance en elles- 
mdmes, on renonce k les chercher; et en allant k la limite, on remplacera 
la relation empirique inconnue, et plus exacte, mais peut-dtre beaucoup 
plus compliqude que celle des fluides dlastiques, par une dquation trds 
simple, q----const. Cela nous permet de rdsoudre les probldmes, lors 
mdme qu'il s'agirait d'dvaluer les pressions. 

L'dvaluation des condensations, tant qu'elles proviennent des mouve- 
ments, sera donc aussi une question secondaire pour cette raison que 
ce sont les fortes variations principales des pressions qu'il faut d'abord 
connaitre, au moins approximativement. S'il devenait ndcessaire de 
ddterminer les condensations,-bien que leurs valeurs soient si faibles, 
on devrait recourir b~ ]a relation empirique donnde avec la seconde 
approximation. Mais les variations additionneUes des pressions 5tant du 
mdme ordre que les condensations, on serait amend ~ chercher ensemble 
les unes et les autres; ce qui donnerait lieu h de nouveaux probl~mes 
ayant de l'intdrdt dans le cas oh les effets des pressions principales 
s'dlimineraient. 

5. La relation entre p et q pourrait ensuite dtre telle que mdme en. 
se tenant k la prelni~re approximation, la pression y entrerait avec la 
densitd. En d'autres termes, la condensation n'est plus ndgligeable; et la 
pression ne peut dtre dvalude sdpardment. 

En rdsolvant par rapport ~ p, on parvient donc k une dquation de 
la forme 

p = 

tandis que pour l'dquilibre on aura gdndralement 

po =  o(qo). 

L'indice o ajoutd k 9 dgsignera qu'on a vari6 conVenablement les eonstantes 
de la fonction. 

Ordinairement la pression s'exprime de la manidre indiqude, c'est k 
dire san~ aucune ddpendance directe du  mouvement, lorsqu'il s'agit des 
fluides dlastiques. Mais il faut distinguer entre deux ca~: le cas iddal et 
un autre qui est plus complexe. 

Tout 6tant pris le plus simplemen*, tree lol commune existera pour 
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l '6quilibre et pour Ie mou~'ement. C'cst celte de 3]ARIOTTE, d"lpr6s la- 
quelle la pression est proportionnelle ~r la densit6. On a doric 

p --- kq 

Po = kqo , 

et les fonctions ~ et ~o sont identiques. 
Mais si l'on s'dloigne de plus en plus de l'dquilibre, si les mouve- 

ments sont trds forts oti qu'ils varient rapidement, on peut dtre forcd de 
tenir compte des modifications que subira cette loi fondamentale. Pour 
conformer les rdsultats du calcul b~ ceux des expdriences, on sera alors 
amend k regarder ~ commc diffdrent de ~0" 

6. La forme .de ~, dans ce cas complexe, n'est pas encore donnde. 
Mais si, au lieu de la densit6, on introduit de nouveau la condensation, 
et que celle-ci soit toujours petite, on peut se borner aux premiers termes 
clans le ddveloppement en sdrie. Aucune autre chose n'est donc inconnue 
que les valeurs de quelques coefficients. 

Dans un certain sens, tant que ces derniers peuvent 8tre considdrSs 
comme constants, la  relation empirique sera donc toujours conmte d'avance. 

Toutefois, suivant le caractdre du mouvement,  on sera conduit k prendre 
les coefficients tantdt avec certaines valeurs, tantdt avec d'autres. 

Si les mouvements ont un caractdre assez irrdgulier, ni l 'un ni l 'autre 
syst~me de coefficients ne convient plus. La relation empirlql!e ne peut 
alors gtre reprdsentde par une dquation de la forme simple f (p,  q ) =  o, 

et la question dolt ~tre considdrde d'un point de vue plus 61evd. Nous 
reprendrons cet objet plus tard, mais so~s ccrtaines conditions simplifiantcs. 

7. Les choses se compliquent aussi lorsque'de ces questions relatives 
aux fluides 61astiques (dans le cas d'une dlasticit6 imparfaite), on revient 
aux liquides, mais qu'on les dtudie quand ils cessent d'dtre homog~nes. 

Dans ce cas la relation empirique, ou plutdt supplgmentaire (puisqu'on 
n'a plus recours k des propridtes qu'on puisse k proprement parler appelcr 
physiques), n'est pas donnde sous forme finie; on est alors conduit k une 
6quation diffdrentielle. En effet, on aura la condition diffdrentielle 

dq 
dt" ----- o,  
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ou en ddveloppant 

aq aq aq ~q 
+ + + = o ;  
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condition qui exprime que la densit6 des particules, quoiqu'elle diff6re de 
lieu ell lieu au m6me instant, et de temps en temps a~ m6me point, 
demeurera invariable pendant  leurs mouvements. 

8. On peut donc avoir ~ traiter des probl6mes concernant les li- 
quides dans des cas oh ils ne sont plus homog6nes, ou bien o4 ils sont 
cens6s n'6tre pus absolument, incompressibles. Pareillement on pourrait 
rencontrer des probl6mes relatives aux fluides dlastiques dans des cas 
o(~, ~ cause des ph6nom6nes internes qui se d6veloppent, tout se passe 
comme s'il y avait des d6fauts dans leur 61asticit6. Nous ne parlons pas 
m(!me des cons6quendes de la vis.cosit6, k laquelle on devrait avoir 6gard 
d'avance, darts les 6quations des mouvements. 

La solution de tels problbmes en partie hydrodynamiques, en partie 
physiques, pr6sentera!t de grandes difficult6s. Lorsqu'il devient question 
de trctvaux intdrieurs, que l'on n6glige ordinairement, il faut recourir k la 
th6orie m6canique de la chaleur; et m(~me on pourrait 6tre contraint de 
la combiner avec la th6orie analytique de la propagation de la chaleur. 
Cela serait n6cessaire, soit que les masses fluides 6chauff6es se meuvent  
de telle fa(;on qu'en moyenne, dans le cours d'une pdriode, on air repos, 
soit qu'elles se meuvent  d'une mani6re plus g6n6rale, de sorte qu'on 
commettrait  une trop grande erreur en ndgligeant leurs ddplacements 
continus. 

Mais quelles que soient les difficult6s '5. vaincre en mettant le pro- 
bl6me en 6quation, et en le r6solvant, au moins il existera une solution. 
Les cinq inconnues 

p, q, U, V, W, 

s'exprimeront ainsi au moyen de certaines constantes et des quatre variables 
ind6pendantes x, y, z, t. Et celles-ci 6tant 61imin6es, on obtiendra une 

relation de la formc 

f(p, q, u, v, w ) =  o. 

I1 entrera done, en g6n6ral, dans la relation empirique, non seulement  la 
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pressio~ et la dep~sitd, mais aussi les composa~les de la vitesse. En outre, 
on aura un nombre de constantes ddpendant de celles du probl~me. 

On peut donc supposer que dans t o u s l e s  cas l'on poss~de une rela- 
tion empirique sous f'orme finie, et qu'il n'y a jamais ~ s'oecuper que 
d'une seule dquation suppl~mentaire. Nous la  d~signerons comme r~duite 

la forme finale. 
D'aprSs cela, n'ayant rien ~ faire avec de nouvelles quantitSs et de 

nouvelles 5quations diffdrentielles, on fera, suivant la nature du probl~me, 
di~'~rentes hypothSses quant au caractSre de la relation. Ensuite on 
composera les rSsultats du calcul avec ccux des observations, pour en 
conclure dans quel cas et dans quelle 5tendue cos hypothSses seront 
utiles. On renonce done i~ poursuivre les solutions par le moyen des 
mSthodes directes, conduisant b. des difficultds insurmontables, pour pouvoir 
obtenir, par d'autres voles, au moins qudques  indications de ce qui se passe. 

Dans un eas important,  qui a rapport aux fluides gazeux, cas que 
nous allons traiter bientSt, nous nous baserons en particulier sur cette 

mani~re de voir. 

II. 

Var ia t ion  d'u~ie v ibra t ion  u n i f o r m e  ~ u n e  au t re ,  et c h a n g e m e n t  

d e s  coefficients d a n s  la re la t ion  empi r ique .  

9. Nous rcprenons la question de savoir commen~t se prSsente la 
relation suppldmentaire dans le cas d'un fluide ~lastique, lorsqu'elle est 

r~duite ~ la forme finale. 
Comme la plus grande g~n~ralit5 le demande, nous posons ainsi, 

pr~alablement, p comme fonction de q, u, v, w, dclnn~e par l'5quation 

f(p,  q, u, ~', ~c)= o. 

Ma:is nous raisons la restriction que la vitesse ddpend dun potentiel. 
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Puisque la force est d6termi~6e aussi k l'aide d'un potentiel, ou 

d6duit des 6quationa du  mouvement  que les termes t~p etc. sont des q ax 
d6riv6es partielles par rapport aux coordonndes, d'une seule fonction 

P;  et l 'on en conclut que la pression, pourvu qa'un tel potentiel existe, 

est fonction de Ia densitd sans contenir les u, v, w. 

Pendant le temps oh dure un 6tat de potentiel, le mouvement ne 
joue dont aucun r61e direr  dana la relation; et l'on revient k l'dquation 
plus simple f(/j, q ) =  o, ou 

p = 

L'6quation correspondante pour l '6quilibre est 

po = kqo. 

Mais rien ne ddcide, quand on ne se borne plus h consid6rer les fluides 
sous le point de rue  le plus id6aI, si ~ et g0 seront les retirees fonctlons. 

Ainsi en passant d'un 6tat de po~entiel k un autre, la fonction 9' 
pourrait changer. 

Io. Imaginons-nous que les vitesaes ne varient que faiblement de 
temps en temps, et que, de plus, elles ne soient pas bien fortes. 

La chaleur, qul, en vertu de ce manque de l'id6alit6, se d6veloppe 
dana les condensations, aura alors le temps n6cessaire pour s'6chapper, 
en dtant conduite aux parties environnantes du fluide et aux corps; et 
de m6me lea dilatations ne seront accompagn6es d'aucun refroidissement. 

I1 est donc naturel de supposer que la loi de MAmOTTE, qui est vraie 
pour l'6quilibre, le soit aussi aous les suppositions actuelles; et cela mgme 
si la pression a essentiellemen{ son origine dans les mouvements, aucune 
force ext6rieure n'agissant. Les fonctions 9~ et 9~0 sont ainsi les mfimes 
et la derni6re 6tant connue, on en tire 

p = kq, 

c o l n l n e  a u  rl ~ 5. 

Si ensuite l'on y introduit la cdndensation a, en posant 

q = qo(  + 
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p =  kq o + kqoa. 

La pression sera don% exactement, une fonction lin6aire de la condensa- 
tibn. Ellc a, de plus, un caract6re sp6cial, puisque los deux coefficients 
sont dgaux. 

i i .  Nous choisissons, cn second lieu, le mouvement d'une telle 
mani&e quc les vitcsscs, mdme si clles rcstcnt toujours faibles, varient 
asscz rapidcment en grandeur et ell direction. Cctte circonstance pourrait 
dtre remplac6c aussi par une plus grandc intensit6, sans que les variations 
soicnt bien prononc6es. 

Rien n'cmpSche d'aillcurs qu'on, ait lc mdmc probl6me qu'auparavant: 
un probl&uc de .vibration, par excmplc, o1'1 la 1)(~l'iode des vibrations chez 
les corps dormant lieu aux mouvements  du f luide,-serai t  raccourcie 
consid6rablement, sans que l'intensitd de cellcs-ci ft'lt amoindrie. Ou bien 
l'intensit6 pourrait ~tre fortement augmentde sans que la dur6e des 1)6ri - 
odes ffit diminude. ~ Nous ne considt~rcrons pas los forces ext6ricurcs, 
de sorte que q0 sera constant. 

Dans le cas des courtcs p@iodcs, la chaleur qui se produit n'a que 
tr6s peu de temps pour se dissiper. Car il y aura une disproportion 
entre la eonductibilit6 et cette rapidit6 avcc laquclle los condensations et 
les dilatations ~e suec6dent, l) 'autre part, lorsque les.amplitudes croissent 
sans que la dur6e de la p6riode change, de plus grandes quantitds de 
chaleur se ddveloppent ou s'absorbent. Et g cause de la longucur des 
ondes, la dissipation ne sera pas compl6tc. On nc dolt done non plus 
n6gliger l'cffet des variations de la tempdrature. 

Comme unc cons6quence de son augmentation dans les condensations 
et de sa diminution dans les dilatations, l'on obtient durant les premi6res 
une pression plus grande que d'aprSs la loi de MamOTTr, durant los 
derni&es une pression plus petite. En gdn&al, on parvient h une re]ation 
entre la pression ct la densit6 dont les constantes d6pendcnt de la dur6e 
des p&iodes et de la grandeur des .amplitudes. 

12. Appliquons cela au premier cas, mais en allant g la limitc. 
I1 y aura done une extr&ne rapidit6 dans les variations de la vitesse. 
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Au moyen de la th6orie m6canique de chaleur, la pression se d6ter- 
mine alors comme il suit 

x ddsignant le rapport entre la chaleur spdcifique ~ pression constante et 
la chaleur sp~cifique i~ volume constant. 

Donc les fonctions ~ et F0 sont maintenant, m~me analytiquement, 
diffdrentes. Pour l'air atmosphdrique, on a d'ailleurs trouv6 

Z ~--- 1 ,4 ;  

de sorte que l'5.cart se montre bien essentiel. 
lntroduisant, cette fols encore, dans l'6quation entre p e t  q lu con- 

densation, on en d6duir't 

p = Jq~o + x . j q ; ~  + . . .  

Par suite, s i p  se r6duit ~ P0 lorsque ~ s'a~nnule, et qu'on admette qne 
P0 soit 6gal b~ kqo , ou ~ la pression-dYquilibre, la formule p%c6dente 
deviendra 

p = kq0(~ + x~) = p0(~ + ~.~). 

Si non, on peut bien encore poser: 

p - -  p0(i + x~), 

mais P0 aura une valour modifi6e. 
Ainsi, soit que le terme constant ,'lit vari6 ou non, la pression cesse, 

la rigueur, d'Stre une foncfion lindaire de la condens-ation. Et si, en 
outre, on n6glige les l~Uissances sup6rieures, et qu'on forint de cei te sorte 
une tellc relation lindaire et approchSe, il n'y "L plus 6galit6 entre les 
coefficients, x dtant plus grand quc l'unit5. 

I3. Mais passons ~. un mouvement  de potentiel auquel il corres- 
pond des vitesses de vibration ayant une intensit6 moyenne et dans lequel 
lu du%e des p6riodes n'est plus si cxcessivement courte. 

Alors, comme nous l'avons dit, il y aura bien une dissipation de la 
chateur, mais elle ne sera pas si compl6te qu'on puisse regarder la 
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tempdrature comme restant constante. Il sera donc certainement dffficile 
d'indiquer la forme exacte de la fonction. On posera, en  consequence, 

p = 

et I 'on se r6servera, en ayant 6gard au caract6re du mouvement et aux 
propri6t6s du fluide, de d6terminer, pour chaque cas, les termes principaux 
dans le d6veloppement suivant les puissances de ~. 

Or si l'on se contente de garder, k c5t6 du terme constant, celui du 
premier 0rdre, on peut se figurer qu'on spit parti d'une formule analogue 

celles des cas pr6c6dents: 

.p ~ jq)~.  

est ators un hombre compris entre ~ et z. 
admettre que 

Po -= Jq~ ~ kqo ; 

Quant k j ,  on pourrait 

ce qui signifierait que la pression se r~duit ~ celle de l'Squilibre, lorsque 
la condensation s'annule. Ou bien, on pourrait laisser la valeur de j 
inddterminde, en n'acceptant pas comme certain qu'une coincidence ab#olue 
existe. 

I4. En %sumg, on peut donc prStendre que ~oujours lorsqu'il existe, 
la lois, un potentiel de force et un potentiel de vitesse, et qu'il est 

permis, en m~me temps, de ndgliger la seconde puissance de la condensa- 
tion, on parvient k une relation de la forme 

p = p0(i + 

Nous laissons indScise la question de savoir si Po coincide avec le P0 qui 
correspond k l'4quilibre, c'est k dire k kqo , ou s'il y a entre eux une 
difference. Mais ni P0 ni 2 ne d~pendront de la vitesse. 

P0 et 2 (l'un ou tolls deux) varieront, all contraire, de probl~me en 

problOme, avec la dur~e des p~riodes et avec la grandeur des amplitudes. 
Ils pourront d~pendre aussi d'autres constantes se rapportant k la nature 
du fluide et aux mouvements comme aux formes et au nombre de~r corps 
qu'il contient. Nous supposerons surtout dans ce c a s q u e  ces corps soient 
animus de mouvements vibratoires synchrones, et en supposant que ces 
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mouvenm~ds restcnt [)ien rdgulicrs ou ~tnifi)rmeG nous adme/trons, eomme 
on le fair ordinairenmnt, qu'un potentiel pui.~se exister. 

Pour un autre ehoix des eo,~sta,~tes da.probl&ne, les coefficients de la 
relation empirique se modifieront aussi. Mais il est bon de remarquer 
que e'est seulement pou-e des variations t.rds grandes des premi&res qu'il 
peut dtre question d'une variation sensible des seeondes. 

III. 

Vibvatlon.u var&;e.~. ChaJ,ffea}~eJst d a  ctt,vact~pe de la  r e l a t i o n  

e m p i r i q a e .  

15. Ayons tonjours dgard au ddvelol)pement de la chaleur; et rai- 
sons voir que la relation eherchde pourrait rcvdtir aussi un caraetdre 
diffdrent. I1 en sera ainsi, par exemple, si lea vibr'ttions des corps, qui 
sont la cause des mouvements, ne sont plus rbguli&'es. 

I6. Pour le reeonnaitre, eonsiddrons une esp&e partieuli&e de telles 
vibrations vari&s. 

Au commencement, la durSe des pSriodes, si l'on en peut parler 
encore, eat eensde 6tre t r& longue; et lea vibrations sont supposdes k peu 
pr& uniformes. Vers la fin, au contraire, cette durde deviendra excessive- 
ment eourte, et lea vibrations seront de nouveau h peu prds r4guliSres. 
Nous supposerons aussi que l'intensit5 des vibrations soit alors diminude, 
en sorte que les condensations dans les deux @oques ne diffdreront que peu. 

Mais il existera ainsi un temps intermddiaire off Its vibrations eom- 
menceront k varier plus fortement; cette variation ira d'abord en croissant, 
l'intensitd s'affaiblira graduellement, et la rapiditd avee laquelle lea vibra- 
tions se suee&dent augmentera; puis la variation deviendra plus lente, et 
enfin le nombre des vibrations dana l'unit6 de temps, ainsi que l'intensit6 
de ees vibrations tendront de nouveau vers des limites constantes. 

I7. Si done la valeur ). = I convient dans le premier temps, pourvu 
qu'on raisonne eomme si un mouvement de potentiel fut exaetement 
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possible, ), finira par l)rondrc une valeur S'alq)rochant (lc z. Car aux 
re(hues condensations, il repondra de-plus fortes ln'essions. 

Cependant, ),, qui variendt "dnsi dans lc ~w:me pvol)l&ne, n(, col,tient 
pas le teml)S explicitement; puisque, d'ms 1"~ relation ddterminant la 
pression, les quantitds q, ~t, v, w, ou au lieu de cclles-('i ,r, u, v, w, 
tempi 'went le temps et le,~ eoordonn(',es. 

Admettons don(', comme ailleurs, quc los i)uissances de rr plus lmutes 
que 1-L pvemi(',re l)ui.~sent dtre ndgligdes. Figurons-nous, (m consdquencc, 
que la pression soit reprdscntde toujours Imr une dquqtion comme cclle 
qui prdedde : 

p = p0(  + 
ou bien 

P - - P o  ~ qo a~~ 

Cela &ant, au moins ), ne peut dtre inddpendant des variations des mou- 
vements; ee coefficient ), sera ainsi une fonclion des composantes de la vilesse. 

I8. On ne peut m(ime suremcnt p%tendre que P0 est constant. A 
o , =  o,  aussi bien qu'k ~, = o'~, il pourrait eorrespondre des pressions 
diffdrentes. Voiei en effet une raison en faveur de la variabilitd de P0' 

Nous savons qu'k la limite, lorsque le nombre des vibrations (dans 
l'unitd de temps) devient de plus en i)lus grand, s'ms que l'intensitd soit 
trop diminude, ), tendra vers une valeur constante, x qui est le rapport 
entre les ehaleurs spdeifiques ~ pression constante et i, volume eonstant. 
Cependant il y aura aussi une diffdrenee, bien qu'ordinairement faible, 
entre les vitesses de propagation a dans le eas d'une petite et darts le 
eas d'une grande intensitd des vibrations. Mais a pouvant ainsi varlet 
tandis que 2, comme on l'a(hnet, conservera une valeur peu difl'drente de 

x, de l'dquation 

po ), - -  qo a~ 

on eonelut que Po ch'mgera aussi. Particnlidrement il le fera de mani6re 
qu'il croisse aver l'intensit~ de la vitessc vibratoire. 

On salt encore que dans le voisinage d'un corps d'o~l p'trt un dbranle- 
ment soudain et violent, c'est b~ dire prdcisdment lh oll le mouven~cnt est 
le plus fort, la vitesse de propagation aura de plus grandes valeurs qu'i~ 
des distances consid&ables. 
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1 9. ]'~n m,,htm temps (lUe les coefficients varient, le mouvement dans 
le fluide clmnge aussi de earactdre. 11 cesse, rigoreusement parlant, d'dtre 
un mouvement de l)ole'~tiel. Car p ne ddpendant plus de q tout seul, 

les termes ---~-~1' etc. ne peuvent dtre exaetement des ddriv6es partielles q ~,c 

d'une fonction unique. I I e n  sera done le mdme des eomposantes de la 
vitesse. 

IV. 

l~bre~tions ~t~,iformdment va~q~es. 

20. Parmi h~s mouvements vibratoires et varides, il y en a quelques- 
uns qui, &ant les plus dldmentaires, mdriteront une attentioia sp6eiale. 
Nous les dSsignerons sous le nora de vibralions uniform~ment vari~es; et 
on doit biea les distinguer de ees mouvements eompliqu~s dont nous nous 
sommes servi, plus haut, pour mettre en dvidenee un earaet~re plus g~nSral 
de la relation empirique. 

Montrons par un exemple, tr~)s facile k gdnfiraliser, eomment d'un 
probldme de vibrations uniformes on passera ~ des problames voisins dans 
lesquels on reneontrera des  vibrations varifies de l'esp5ee indiqu~e. 

Notis  eonsiddrerons en commen(;ant le eas qui nous parait le plus 
61dmentaire et le plus instruetif, et nous vam'erons ensuite un h. un les 
616ments du probldme. 

Aussi longtemp.% en effet, qu'on ne salt pas traiter la question ration- 
nellement, avee routes les ressourees que fourniraient les branches diverses 
de la mdcanique de la ehaleur, il flint st borner k ehereher quelle est 
la forlne approch6e des fonetions, ou quel est le earaetdre de ees nouvelles 
eonstantes qui, dans des eireonstanees simplifiantes, pourraient remplaeer 
les coefficients des aneiens probl6mes. Et dans ees reeherehes, bas~es sur 
des faits exp6rimentaux mais ineomplets, nous ne nous guiderons done 
que sur des eonsid6rations g5ndrales eoneernant la nature des fonetions 
telles qu'elles ge pr6sentent le plus ordinairement. 
10- 665006 Aet6 mathematica. 4 
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Nous supposerons, jusqu'~r ce que les cons6quences obtenues exigent 
des modifications dans un sens d6termin6, que ces fonctions ehereh6es ne 
prdsentent aucune espdce de si,gularitd quant "~ leur continuitd, quant  ~ la 
possibilit6 d'6tre d6velopi)des etc. 

Naturellement les rdsultats auxquels on dolt s'attendre dans de telles 
conditions ne peuvent consister alors qu'en de petites extensions et modifica- 
tions des relations connues. Un objet principal de ces discussions sera 
donc de montrer qu'on peut encore se servir de ces relations pour des 
probldmes d'une nouvclle esp6ce, trait& approximativement, en attribuant 
seulement aux coefficients des wtleurs diffdrentes. 

2I. Nous eonsiddrons une sph6re ))pulsante~), c'est ir dire une sphb.re 
dont le volume varie, comme la source d'oh ddrivent les mouvements 
dans le fluide. Le centre de la sphdre est au repos, et la vitesse radMe 

sa surface est ddterminde par une expression de la forme suivante 

j sin hi. 

Si rnaintenant j e t  h sont des eonstantes, un mouvement de potentiel 
sera possible. Darts la relation, empirique, 1)0 et ), sont donc aussi des 
constantes, dont les valeurs ddpendent seulement des constantes du pro- 
bldme, j e t  h; et celles-ci ne changent que lorsqu'on passe d'un probldme 
g u n  autre. 

22. Mais l'intensit~ j des pulsations pourrait varier avec le temps; 
nous supposerons qu'elle en soit une fonction lindaire: 

J = J 0  + J l  t" 

Ou bien h, qui indique le nombre des vibrations dans l 'unit6 de 
temps, ou la hauteur du son, serait, de son c6t6, variable; et serait de 
nouveau une fonetion lindaire du temps: 

h = h o + I h l t .  

Alors l 'argument ht du sinus, qui pourrait 6tre compar6 b~ un nombre 
croissant, ou k un chemin parcouru, deviendrait une fonction de second degr6: 

I t2" hot + 2hi 
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Dans le premier cas, l'intensit6 varie donc d'une manibre uniforme, 
mais la vitesse s'annule pdriodiquement. En d'autres termes, le son de.vient 
plus fort ou plus faible, mats la hauteur reste la m6me. 

Dans l 'autre cas, rintensit6 se conserve, ct la vitesse s'annule apr6s 
des intervalles de temps in6gaux; c'est k dire, que la hauteur change, 
mats qu'il n'y a pas de variation en intensitd. Ici cependant le mouve- 
ment  n'a plus imm6diatement un caract6re aussi simple; nous emploierons 
n6anmoins la d6nomination propos6e, puisque, en quelque sorte, il existera 
un mouvement coordonnd st uniformdment varid, avec lequel on peut comparer 
le mouvement  consid6r6: c'est celui qui est indiqu6 par l'argument, ht. 

On se prdpare ainsi le passage k des probl6mes plus gdndraux, 
d6pendant, cette fois, de trois constantes J0, J~, h ou j ,  h 0, hi; et l'on y 
arrive en variant ou l'intensit6 ou le hombre des vibrations. 

2 3. En faisant abstraction du signe, nous prenons d'ailleurs comme 
m6sure de la premi6re grandeur, ,~l'inte~s#d variable,, le fonction-facteur j ou 

Jo Jr- Jl t. 

J0 est la valeur initiale de l'intensit6 variable, la ddrivde j l  est la fluxion 
de cette intensit6; ellc indique donc avec quetle vitessc d i e  croit. 

Pareillement la rapidit6, dans la succession des vibrations, peut se 
mcsurer comme une vitesse, en prenant ta ddrivde d'une certaine fonction 
par rapport au temps. Cette fonction est l'aJ:qument de la fonction pdri- 
odique; et la vitesse cherchde, dans le mouvement coordonn6, est done 

h o q- hit. 

h o se rapporte au temps initial, h 1 d6signe de quelle mani6re s'acc616re 
6ette vitesse spdciale, ou bien la fluxion de ce mouvement fictif 

On observe aussi q u e s i  ron prend un temps r q - t ,  t%s voisin de 
r, et que ron n6glige une quantit6 du second ordre, 1 ar~,ument devient 
k une constante prbs 6gal 

(ho + h 1 ~)t. 

On en conclut que, pourvu qu'on fixe un certain moment  r, on peut 
consid6rer le nouveau coefficient h:, oh 

h~ = h 0 + h~r, 
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comme inversdment proportionncl, au moment dora:d, ~ la durde d'unc 
p6riode, ou comme indiquant la hauteur du son au mSmc moment. 

24. Pour fixer les iddes, occupons-nous particuti6rement du dernicr 
probl6mc. Le premier se traite de la m6me m:mi6re, ct il n'y a de 
diff6rences que dans les conclusions auxquelles on arrivera. 

Nous d6signons par U la vitesse au point (x, y, z) du fluide. Si 
done les mouvements qui s'y produisent n'ont d'autre cause que les 
pulsations de la sph6re, la vitesse est radiale; et elle pcut ~tre et positive 
et ndgative. Au lieu d'exprimer p o e t  ). comme fonctions de u, v, w, 
contenant les constantes j ,  b0, h~, on peut donc dire qu'ils ddpendent des 
m~mes constantes et d'une seule variable U. 

I)e cette facon, on aura encore des valeurs diffdrentes pour les 
coefficier, ts suivant qu'il s'agit d'un 61oignement ou d'un rapprochement 
par rapport ~t la sph6re. 

0 "r " I Nous allons introduire cc.pendant une restriction bien naturelle: soit 
qu'elle tienne 'k la nature des choses, soit qu~elle n'ait pour but que de 
d6gager du grand nombre de probl6mes un nouveau groupe, qui puisse 
6tre soumis '~u calcul. Faisons l'hypothdse que la pression, quoique dd- 
pendant de la vitesse, soit ind~pendante de sa direction. 

Si V ddsigne le earr6 de la vitesse, on aura alors 

= r  ho, v)  

a = f(j ,  ,0,  h,, v).  

2 ~ Ensui.te, /ant que l 'argument sera :Jssez simple pour rcpr6senter 
en lui-m6me un mouvemcnt uniformdment varid, nous admettrons qu'on 
s'approche suffisament de la vdrit6 en considdrant, pour toute l'@oque, 
et f comme des fonetions ddveloppables suivant les puissances enti~res de V. 

Ce|a 6tant admis, les fonetions e.qscntiellement positives ~" et f seront 
d'une telle nature que si l'on y pose 

h I - - -  O~ 

que par suite, V se r6duise ~ V0, les valeurs que prennent ees expressiqns 

~(j ,  h~, o, |~o) ~'t f ( j ,  h o, o, Vo) 
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ne d6.pendent pas de V o. Cependant V o aussi bien que V peut prcndre 
un nombre infini de valeurs. Nous en eoneluons, puisqu'il existe un 
d6veloppement suivant les puissances de V, qu'aussi les expressions 

~(j ,  ho, o, V) et f ( j ,  h o, o, 17) 

sont .ind6pendantes de g. 
Dans la relation empirique, (~erite sous la forme 

p = p0(  + ar 

170 et it sont done d"lbord des fonetions des constantes fondamentales, j ,  h0, 
tq et du earr~ de la vitesse a u point donn6; nous pourrons dire aussi 
qu'ils d6pendent de l'&erffie au point et des m6mes constantes. Et parmi 
ees derni&es, la eonstante hi ,  qui ddtermine comment la hauteur du son, 
representS, par les vibrations de la sphS.re, s'61~ve ou s'abaisse, entrera 
dans its fonetions g e t  f d'une mani&'e earaet6risfique: quelles que soient, 
en effet les valeurs qu'on attribuer:t g V, eonsld(;.rd eomme une variable 
ind6ptndante, si l'on ~.ffale h,~ & z&'o, V s'~liminera. En d'autres termes, 
l ' o n  aura,  

ho, o, v ) =  h 0, o, o) 

f ( j ,  ho, o, V ) =  f(j, h 0, o, o). 

2 5 . Smient, de plus, U et U o des qunntit& tr& petites, V et V 0 par 
suite des quantitSs du second ordre. Ddveloppons-alors, eonform&nent 
~ la secondt hypothSse, ~ et f suivant les puissances eroissal~tes de V. 

Cel'i. pos~, si l 'on n~gligc Its puissances sup6rieures, ni P0 ni ), ne 
contiendront plus la vitesse, et l'on aura simplement 

Po = ~(J, h0, h,, o) 

it = f( j ,  It.o, h,, o). 

II s'ensuit que dans le eas de vibrations uniform&neat wo'i&s et & 
petites vitesses, on aura le grand avantage qut  la relation conservera sa 
forme normale; toutefois, il faudra, pour cela, ndgliger les quanti t& du 
second ordre. P0 et it dSpendront ensuite de trois eonstantes, j ,  h0, lq: 
off bien de l'intensitd des vibrations, de la vitesse initiale dans le moucement 
coordonn~, et dt  la fluxion de ce mouoement ficlif 
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Cela ne convient e,.~pe,id:mt quc pour un leml~s /h~i. Etant donn(~c 
une telle dpoque, on diminuera, si eels devient ndeessaire, l'intcnsitd jusqu'i~ 
ee que la relstion aequidre le degrd d'exaetimde que l'on demande. 

26. On remarqucra qne si ls vitesse vibratoire ne peut dtre ndgligge 
dans Its expressions de f e t  de f, celles-ci, en eonsdquence des hypotlidses 
sdmise.~, auront essentiellcment ml earactdre oseillant. 

Ltr vitesse de l,ulsation, bien que. ses pdriodes soicnt indgale.~,. ~ s'annulera 
mm fois dans chacune des moitids. A ls surface du corps, f ct f d o i v e n t  
don(: aussi reprendre les valeurs correspondant sux moments oh la vitesse 
est nnlle. Et e'est senlement i~ cause (Fun ehangement de ls condensation 
que ls pression, dans des moments diff6rents de eette mdme espdee, pour- 
rait aequdrir des valeurs modifides. 

Hors du corps, ~ de plus grandes distances, il en pourrait dtre 
autrement, puisque dans le fluide 61,1stique 1'~ vitesse ne dispsraitr't pas 
simultandment en tous points eomme dans le liquide. Mais li~ les mouve- 

merits sont aussi plus faibles. 
Done p e t  f, et par eonsdquent les coefficients, l~o et 2, reprendront 

dans ehaeune des pdriodes une lois une aneienne valeur ~ la surface du 
corps; et, approximstivement,  eels aura lieu aussi quand on s'en 61oigne. 
Les coefficients auront done nn c'u'aetdre oseillant comme nous venons de 
1 exphquer. 

Afin qu'il en soit autrement, il faudrait que les fonetions soient d'unc 
espdee plus transeendentsle; de sorte qu'elles ne pourraient pas 6tre 
d6velopp6es suivant les puissances de V. E|les devrsient aequdrir -6nsi 
de nouvelles valeurs ehaque lois que V s'annulerait. 

2 7. Si en laissant ees probldmes oh l'intensit6 se conserve, on revient 
eeux ou i l  n'en est pas ainsi, les coefficients subiront des ehangements 

plus forts. Car quoique V s'snnule encore pdriodiquement sur la surface 
du eorps, ni lh ni ~ des distances plus on moins g.randes de eette surface, 
ses valeurs moyennes, pendant le eours d'une p6riode, ne seront plus 
essentiellement les mdmes de temps en temps; on arrivers done au 
mdme r6sultat quant  aux fonetions ~" et f, ou bien quant aux P0 et ~. 
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V. 

Sai te  s u r  les vib~'ations varides .  Pe t i tes  v i tesses  et seconde 

a p p r o x i m a t i o n .  

28. G6n6ralisons lcs consid6rations pr6c6dentes en ne consid6rant 
pas seulement une sph6re pulsante unique. Etendons-les ~ un nombre 
quelconque de corps de formes diff6rentes effectuant des vibrations nni- 
form6ment vari6es de toute esp6ce. Ay~ns cnfin 6gard ~ la seconde 
puissance de la condensation. 

Cela pos6, nous 6crirons 

Po 6tant la valeur constante que prendra la pression p s i  ~ la lois lk 
condensation et la vitesse s'annulent. Pour plus de simplicit6, nous sup- 
poserons qu'il n'y ait pas de forces extdrieures. 

Done si l'on admet toujours, comme plus haut, que la pressio~ ~e 

ddpende pas de la direction de la vitesse, Q, ~ et # peuvent ~tre considdr6s 
comme fonctions seulement de V (e'est ~ dire du carr6 de la vitcssc) ct 
des constantes du probl6me. 

Nous admettrons de nouveau qu'il soit permis de les ddrelo))per 

suivant les puissances entiOres de V. Et nous le ferons aussi, si los vibra- 
tions ne sent plus uniform6ment vari6es, mais qu'on puisse sculement los 
consid6rer comme telles en ne s'occupant clue d'un intervalle de temps 
assez court. 

29. Pour arriver ~ des r6sultats plus ddtcrmin&, reprcnons ici la 
supposition simplifiante que les vitesses soicnt tr6s petites. Mais gardens 
les quantit~s du second ordre. Cela n'empdche pas, comme nous le savons, 
qu'il puisse exister des ace616rations marqudes ou de grandes variations 
dans la rapidit6 avec laquelle les vibrationsose succ6dent. 

Cela 6tant, 2 et # seront inddpendants de V, car autrcment on aurait 
des termes d'un ordre trop 61ev6. 
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Q, au contraire, en d6pendra, et l'on trouve 

Q = L v V ;  
2 

Q, en effet, s'dvanouit quand on fait converger V vers z6ro. D'un autre 
c6td, ~ va disparaitre, si ron fait varier les constantes de faqon s revenir 

un probl6me de potentiel. 
Ainsi on arrive K la relation 

~, t t , ~, Po, dtant des constantes. On observe encore qu'en passant au 
probl6me de potentiel, ~ s'annule, et les autres coefficients prennent, 
respectivement, des valeurs diffdrentes. 

3 o. Donnons maintenant aux constantes fondamentales des valeurs 
peu diffdrentes de celles qui correspondent h u n  problSme de potentiel. 
En considdrant un intervalle de temps assez court, on peut donc s'imaginer 
qu'K c6t6 des constantes originaires, reprdsentdes par 

h, 

on en aura d'autres reprdsentdes par 

hi,  

et qui seront tr6s petites, l~'ous les ddsignerons comme les constantes 

d'accdl~ration. 

Alors ~ devient une quantit~ du premier ordre, et ron aura simplement 

I 0,2), 

3 I. D'apr4s cela, en rdsuma~t et gdnSralisant, on parvient k la 
proposition suivante: 

Si la pression, exprimde comme fonction de la condensation et de la 
vitesse, est cens~e dtre inddpendante de la direction de celle-ci; si, de 
plus, les vitesses sont tr6s petites, de sorte qu'on puisse n6gliger les 
quantitds d'un ordre plus dlev5 que lh second; si enfin les constantes du 
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probldme sont telles que, rigoreusement parlant, aucun potentiel de vitesse 
n'existe: alors, saul un terme d'dnergie 

I V, 

la pression sera une fonction de second degr~ par rapport ~t la condensation. 

Les coefficients varient avec les constantes du probldme; et, en fais- 
sant tendre vers zS.ro les constantes d'accdldration, le terme d'dnergie 
disparait. 

Si enfin ces dernidres sont trds petites, avec l'approximation demandde, 
la pression deviendra seulement fonction de la condensation. 

5 2. Toutes les lois que le terme d'dnergie ne disparaitra pa8, toutes 
les lois par consdquent que les constantes d'accdldration auront des valeurs 
times, ce n'est qu'improprement qu'on pourra 2arler d'un potenfiel de 
vitesse. Mais nous le ferons encore, pour des raisons que nous ddvelop- 
pexons, pour.vu clue toujours les vitesses soient trds petites. 

Nous remarquerons que lee termes i3p etc. ne sont plus, absolu- 
q oz 

ment par16, des ddrivdes par rapport aux coordonndes. Car quoique q 
s'exprime par a, p ne ddpend pas .de ~ tout seul. 

Cependant, si l'on se rappelle que les termes du troisidme ordre 
doivent 6tre ndgligds, l'expression prdcddente peut dtre con~'ue comme 
provenant d'une diffdrentiation. En effet, le carr6 V de la vitesse 6tant 

du second ordre, i~p s'dcrira (en posant d'ailleurs P0 -----kq0), de la 
~x 

manidre suivante: 

et cette expression est la ddriv6e par rapport k x d'une autre 

- - P  

2 s  / w  �9 

On peut done dire que, pour l'@oque choisie, on aura un poten,tiel 
en diminuant assez l'intensitd des vibrations. 
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33. D'ms ce qui pr6edde, nons avons considdr6 un mouvement vibra- 
toire et vari6 qui,, rigoreusement, ne permettrait  jamais aueun potentiel, 
m6me si l'on prenait intervalle de temps aussi court que l'on voudrait. 

Maintenant nous nous repr6senterons les vibrations des corps eomme 
6tant r6guli6res 'X .partir de l 'instant initial pendant un temps fini. De 
eette fat;on elles seront compl6tement compatibles avee l'existence d'un 
potentiel:  ce qui dolt dtre eonforme aussi k l 'etat  initial. Mais supposons 
qu'au bout d'un certain temps, le caract6re den vibrations change. 

Alors si les condensations restent petites et qu'on demande une for- 
mule unique pour tout l ' imervalle de teinps consid6r6, on aura encore 
une relation de la forme: 

Et Q, ~, # serofit den fonetions de la vitesse; car autrement la pression 
deviendrait la m4mc fonction de. la condensation que si le d6veloppement 
de la chaleur avait dtd toujours r6gulier. 

Or, m~me au temps premier, oh existe un potentiel de vitesse, celle-ci 
varie. Donc si lea coefficients peuvent s 'exprimer encore, pour toute 6poque, 
par des s6ries de puissances entidres de V, ils en doivent 4tre de telles fonc- 
tions que, dans toutes les variations que subira V, ils garderont les m~mes 
valeurs. Mais alors ils le feront aussi plus tard, lorsque la vitesse variera 
d'une mani6re essentiellement diffSrente; car les constantes fondamentales 
ne devront pan changer, p serait ainsi toujours fonction de la seule 
condensation: ce qui est absurde. 

Si l'on admettait  ainsi que les coefficients, exprim6s en fonctions du 
carr6 de la vitesse, eussent un caract6re aussi simple, dans le cas d'un 
mouvement variant  d'une mani/cre si peu 616mentaire, au sens analytique, 
aucune formule unique ne serait possible. Si une telle formule existait 
et si les Q, 2,/~ s 'exprimaient en fonctions de V de la mani6re que nous 
venons d'indiq_uer, l 'existence d'un potentiel pour un temps fini entrainerait 
un potentiel exact pour tout l ' intervaile de temps. 

34. Quand il s'agit de mbuvements accompagn6s d'un d6veloppe- 
ment de chaleur, l 'hypoth6se d'un potentiel n 'exprime vraisemblablement, 
mdme duns le cas de vibrations r6guli6res, qu'une v6rit6 approchde. Le plus 
souvent on peut cependant partir de l~ sans commettre de grandes erreurs. 
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Donc si quelquefois il se prtsente, dabs les probltmes, une esp4ce 
de discontinuitd dans le passage d'un 6tat qui est tens6 4tre compatible 
avec un potentjel b, un ou plusieurs autres 6tats qui ne le sont pas, il 
faut diviser le probltme en plusieurs. Ces probltmes partiels se succtdent 
dans le temps, et ils r tpondent k des relations empiriques distinctes. 

35. Ainsi quand, d'abord, on a eu des vibrations uniformes et, 
qu'apr('~s un court passage, des vibrations uniformes mais d'un nouveau 
caract~re commencent, pour se servir de relations empiriques permettant 
le calcul, il faudra traiter les trois 6poques stpartment.  Pour la premitre 
et la dernitre, les relations se prtsenteront sous leurs formes normales, 
mais avec des coefficients distincts. Dans la ptriode moyenne il existera 
une relation plus compliqute. 

Pourvu qu'alors on puisse remplacer avec assez d'exactitude le mouve- 
meat  vibratoire et vari6 par un autre qui est uniformdment vari~, et qne 
les vitesses soient peu intenses, on sera ramen6 ici encore k la forme nor- 
male. Seulement on aura ~, changer les valeurs des coefficients constants. 
Dans les trois cas, ces coefficients rtpondront,  respectivement, b, trois 
syst~mes de constantes fondamentales; et le hombre de celles-ci sera plus 
grand dans le second c a s q u e  dans les  autres. 

VI. 

Represen ta t ion  h y d r o d y n a m i q u e  de la press ion.  Press ions  pa~ie l les .  

3 6. Nous avons essay6 de donner une extension k la relation em- 
pirique, servant k dt terminer  la pression comme fonction de la condensa- 
tion, ou comme fonction de celle-ci et de l a  vitesse. Toutefois il ne 
s'agit 1s que d'approximations et d'interpolations; et il ne faut pas s'tcarter 
19in des mouvements ordinairement trait~s. En particulier, nous 6tions 
arrivds k cette conclusion que m6me en cas des vibrations peu rtguli tres 
un 6tat de potentiel subsisterait, pourvu clue les vitesses fussent assez 
petites pour que l'on pfit ntgliger les puissances du troisitme dtgrt .  
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Nous allons fixer maintenant notre atlention plut6t vers lc caractfire 
hy&'odynamique que physique de la pression. En d'autres termes, nous 
passons k une autre forme de reprdsentation, et en traitant les 5quations 
g6n6rales nous ferons usage de la dite relation. 

Un fait remarquable se m'mifcstera alors. Dans l'ex, pression hydro- 
dynamique de p, certains coefficicnts de la relation empirique ne se prd- 
sentent pas: ce sont ceux qui qppartiennent aux termes du second ordre; 
en particulier tous ceux qui ddpendent du cavrd de la vitesse ou de celui 
de la condensation. 

C'est d'abord lorsqu'il s'agit de d6terminer avec la seconde approxi- 
mation la grandeur de la dernidre quantitd qu'i[ est n@essaire d'avoir 
6gard aux valeurs de ces coefficients secondaires. 

37. On peut donc concevoir, comme il est dit, ~l--~ etc. comme des q ~x 
d6riv6es, par rapport aux eoordonn6es, d'une fonction P, d6termind par 
l'int6grale 

(,) p = f . 

Et cela a lieu bien que q d6pendc de o', p au contrairc de a et de V. 
Mais rappelons-nous quc cc carr6 de la vitesse est du second ordrc et que 

�9 les quantitds d'un ordre plus 61ev6 doivcnt 6tre ndglig6es. 
La vitesse pouvant ainsi 6tre d6tertnin6e par un potenticl, apr6s une 

premi6re int6gration des 6quations du mouvement on obtient l 'dquation 
suivante, exprimant la valeur de .P: 

(2) / ) _  ar V. 
ot 2 

38. Le produit de P par 1~ densit6 normale qo, 

P , = t ~ o ,  

ne ddsigne pas, gdndralement, la pression, mais il en constitue une partie 
caractdristique. Le potentiel ~: 6tant connu, on en d6duit la valeur de P 
de la mdme mani6re, que l'0n ait k faire k un fluide incompressible ou 
~, un fluide 6tastique. Et dans le premier cas, Pi est la pression due, 
aux mouvements des masses fluides. 
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Nous pouvons donc dire que p~ est la pression provenant immSdiate- 
ment de l'dtat des condensations et des mouvements, tels qu'ils existent 
au lieu. On se figure uinsi que les masses agit4es, en exergant leurs 
pressions, se comportent apr~s comme des masses fluides incompressibles. 
Et pour. cette raison, nous d~signerons cette pression partielle, p~, comme 
lu press ion d'inertie. 

39. On u donc eu ~gard, en partie, h, la compressibilitd. Mats 
provisoirement, on n(~glige de le faire encore une lois, en ne voulant 
conclure qu'~, lu valeur de la dite pression sp@iale. 

La compressibilit~ joue cependant de nouveau un rSle. En effet, 
ellc donne lieu ~ une pression additionnelle, pression qui n'existera pus 
duns le cas de l'incompressibilit~, pui~qu'elle s'annule lorsque les condensa- 
tions sont cens@s tendre beaucoup plus rapidement vers z~ro que la 
vitesse de propagation vers infini. 

Cette pression, comme nous le verrons bient6t, est proportionnelle au 
carr5 de la condensation; de sorte qu'on en u effectivement un double 
emploi. 

Nous le reconnaltrons plus clairement quand nous passerons de 
l'~valuation de la pressior~ d'~nertie k celle de la pression complSte. 

40. Pour cet effet, partons de la relation empirique 

(i) I I 
p -- p0(i + ~,o- + ~-~o.' + ~-~V), 

ou d'ailleurs P0 ----kqo" En d~veloppant ensuite la valeur de 1>, donn~e 
par l'int~grale ei-dessus, nous obtiendrons de nouveau, comme au n o 32, 
apr~s avoir introduit dana la derni~re la valeur de p:  

(2) I I p:= k( o + a)o + z v). 

, t_ a2 De la, en eomparant (I) et (2), en posant k2 = a 2, et pp = z q0 # , 

on tire 

(3) p---- po + p, +,pp. 

La pression additionnelle pp se maaifeste ainsi comme une pression de 
propagation. Elle naitra parce que l'~tat de la condensation (ou de lu 
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dilatation) qui existe au lieu, tend ~ s'en rdpandre, darts toutes les direc- 
tions, avec une vitesse a, la vitesse de propagation. 

4~. De cette expression mixte, on peut passer ~ une autre, que 
nous appellerons l'expression hydro@namique de la pression; et l'on y arrive 
en effectuant l'61imination de la condensation. 

Si l'on part  des deux expressions de t ' ,  l 'expression empirique, donnde 
p a r  (2) n ~ 40, et l 'expression hydro@namique,  ddterminde par (e) n ~ 37; 
si, de plus, on n6glige ici les quantitds d'un ordre plus 61ev6 que le 
premier,  on obtient 

(a) a~a --  ~t 

I1 faut cependant se rappeler .que a et ~, contiennent des termes et 
du premier et du second ordre. On devait ainsi poser plutbt 

= (r 1 +  o'~, ~ = ~1 + ~2, 

ai et ~ ne contenant que termes du premier ordre. 
Dans l 'dquation diffdrentielle qui prdcSde, il en est de mdme du 

second membre. Si, en effet, l 'dquation des surfaces, F ~ o, contient les 
param6tres 

ag, bg, cg, dg . . . . .  a,., b,, c,, d,. . . . . .  , 

tous d6pendant du temps, ~ ddpend aussi des rn6mes quantit6s. Mais il 
contient e.ncore le temps explicitgment. On aura donc, en distinguant 
entre les ~ e t  les 3: 

u 

Et dans cette dquation, le premier terme k droite, comme le potentiel F 
et ses d6riv6es par rapport  aux coordonn6es, est une quantit6 du premier 
o~dre; les termes composds seront done du second ordre, parce qu'ils 
contiennent les facteurs a'g etc., qui sont ccnsds dtre tr~s petits. Enfin lu 

d~riv~e partielle de ~2, par rqpport au temps, 3~., est aussi de second 
3t ' 

ordre. 
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II s'ensuit que l 'dquation (a) s'6crira, plus correctement, 

(~) a 2 r  = _ _  o ~ .  

3t  ' 

et l'on en d6duit, puisque ~ = ~ + r et 9' = ~, + ~'~, 

(~,) a 2 2  , ~ 
= ~ - - g ~  �9 

La pression hydrodynamiquement exprim~e, ainsi exprim6e en sorte qu'il 
n 'y ait plus de trace de la condensation, prend donc la forme suivante: 

(a~ ~ 1 ,  ,39,' 
Elle peut s'dcrire aussi, en ayant  6gard k l'ordre des termes, 

(St) P - - . ~ 0  = ~ q 0  ~ q 0  k(~ t ~a(gga9 'Jr - �9 �9 . 'J[- 2 V1 2(g~ (~1~ 

4 5. ~ous arriverons ~ cette 6quation encore d'une autre mani6re. 
Multiplions la premi6re des dquations de mouvement par q, ou 

qo(~ + a, + . . . ) .  Alors, puisqu'en d6veloppant on dolt rejeter les termes 
d'un ordre plus 61ev6 que le second, on aura 

alo _ a aq~ 3 a~v, i aV 
az q0 at ~z q0~ ,~t az 2 q~ ~z" 

Mais en remarquant  qu'avec la premi6re approximation la relation era- 
pirique (e) s'6crira 

(e) P - -  Po = 9o a2,,1, 

apr6s avoir compard, des deux c6t6s du signe, 
ordre et effectu6 rint6gration, on en d6duit 

( i )  a2r  = - -  
3t ~ 

eomme plus haut. 
On eonclura donc comme auparavant  que 

(5 )  

les termes du premier 

(a 9 x ) I x 3r 
P = - P 0 - - q 0  - ~ + ~ - V  q - ~ q 0 . a , ~ t , .  
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Mais les termes qu'on obtient en effeetuant les d~veloppements doive'nt 
~tre mis hors de consideration s'ils surpassent le second ordre. 

43- La pression se d&ompose ainsi en trois pressions partielles: la 
pression de transmission, la pression d'inertic et la pression de propagation. 
Nous donnerons maintenant aux derni5res une explication hydrodynamique,  

servant b~ suppl6er, la pr&5.dente off l'on a eu (~gard d'une-manifire explicite 
b~ la compressibilit~ des masses. Nous avons: 

I ~ L a  pression de transmission 

2 %  

Po ~-- kqo" 

L& pression d'inertie 

p , = - - q .  

Cette pression partielle est celle qu'exercent les masses fluides en rant 

qu'elles se meuvent,  et en rant qu'eUes tendent h changer leurs mouvements  

comme des masses fluides dlastiques, suppos~ qu'elles agissent alors, c'cst 
dire en produisant cette pression, comme des masses incompressibles. 

3 ~ L a  pression de propagat ion 

I a.-2 2 i i (~r 
PP ~-- 2 q~ ' a -~ -d~ . 2 qo 3t ~ " 

El le  sera ~ ajouter parce que les masses fluides n'agissent pas,  au point off 
nous sommes, tout-~-fait commes des masses incompres~ibles. La pression 
additionnelle qui en provient exprime, pouvons-nous dire, l'dne~:qie avec 

laquelle le mouvement  dans  le fluide dlastique tend ~ changer au moment et 
au point en question. On volt, de "plus, qu'il y a ici quelque chose qui 
est caract~ristique pour les fluides 5lastiques. Car si l'on passe h la 
limite, en considfirant uinsi les fluides incompressibles, le facteur 

2 qo 3t~ 

se modifiera sans devenir cependant infini, et de l 'autre c6t5, le facteur 

I 
a ~ 
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s'annulle, puisque la vitesse de propagation, a, est cens& maintenant 6tre 
infinie; on conclut done que la pression de propagation va disparaltre. 

I1 est bien ~ remarquer que la pression de propagation est toujours 
positive. 

Nous observons aussi qu'elle est la seule pressior k partielle dans la- 
quelle il entre, explicitement, quelque coefficient appartenant h la relation 
empirique. Ce coefficient &ant a 2, il suffit mOne de connaitre cette 
relation (e) dans sa forme la plus dldmentaire, correspondant ~ la premi6re 
approximation. 

44. La pression d'inertie se d6compose aussi en pressions partielles, 
ayant chacune un caractSre distinct. 

:% On a d'abord la pression de fluxion, p~:, ou 

qo-~/. 

Nous l'appellerons ainsi parce qu'on peut d6signer la ddriv6e par rapport 
au temps comme une fluxion. Et cette pression correspond aussi b~ ,l'dtat 
de fluzion, dans le mouvement, ou k l'6tat de mouvement qui se pr@are. 

2 ~ On a ensuite, comme nous dirons, la pression d'6nergie, p~, ou 

I 

2 q~ 

Elle est, en effet, reprdsentde, au signe pr6s, par une expression d'~nergie. 
Cette pression, qui est du second ordre, est toujours ndgative. 

~ d~ 
Si l'on rempla~ait --q0-5/ par - - q ~ - ,  en rapportant ainsi la pres- 

sion de fluxion au point physique et non pas au point g6om6trique, dans 
l'expression de la pression d'inertie 

( ~9~ i ) 
~ q o  ~ + ~ V  , 

le terme contenant la pression d'6nergie devait changer de signe et devenir 
d~ 

une tension correspondante. En 6crivant, en effet, - -  q0-~, pour parvenir 

k l'ancienne expression il faudra ajouter 

1 1 - 6 6 5 0 0 6  A c t a  ~nathematica. 4 
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q0 V. 

I I 
Mats cette expression se r6duit avec - - ~ q o V  ~ 2qo V, et l'on aura 

Ce qu'il fallait d6montrer. 
45. La pression d'6nergie n'est pas susceptible d'6tre partag(~e en 

pressions encore plus sp6ciales, ~-moins qu'on ne partage aussi le potentiel 
~t cn une somme de plusieurs. Mats c'est ce qui a lieu, au contraire, 
avcc la pression de fluxion, qui s'6crira quand on la d6veloppe 

- -  qo dt - -  qo qo g +  . . . .  

Ellc se d6compose, par suite, en trois pressions partielles, dont l'une a 
un caractSre qui la rapproche sensiblement de la pression d'dnergie, comme 
on le peut pr6voir d'aprSs la remarque qui pr~cSde, tandis que les autres 
accusent un caractSre qui en diff6re d'avantage. 

I% La premiere des pressions partielles qui sont contenues dans la 
pression de fluxion est 

1 ( i )  - -  % " 

Elle est la seule dc toutes qui soit de premier ordre, et elle est donc 
prddominante. Colnme nous le savons, cette pression peut aussi s'expriIner 
comine il suit 

qoa~ , 

et on devra alors la comprendre comme une pression de condensation. 
Mats puisqu'on a la m~me expression lorsqu'il s'agit des fluides in- 

compressibles (ou bien peu compressibles) quc celle que nous avons exposdc 
d'abord, nous pr6f~rons ici la concevoir hyd~wlynamiquement, c'est h, dir t  
conform~ment ~ cette premiere expression. 

En faisant varier avec le temps le potentiel t:1, nous consid6rons ici 
comme constants tous les param~tres, ag, bg, cg, dg, . . . ,  ak, . . .  etc., qui 
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d6terminent, dans le seas le plus g6n6ral, les mouvements des corps: cn 
d'autres termes, leurs mouvements de translation, leurs rotations, et leurs 
d6formations de toutes espSces. Mais on a 6gard aux changements dans 
ces mouvcments qui se pr6parent, pourvu qu'on puisse consid6rer le 
potent~el comme 6rant aussi fonction des paramStres d6riv6s, a~, b~, c~, 
d' a, . . . ,  a'~, . . .  etc., d6signant les vitesses dans t o u s l e s  mouvements des 
corps; et s'il e n e s t  ainsi, on peut concevoir la pression qui en nait commc 
une pression d'impulsion. Plus g6n6ralement, nous dirons qu'on a une 
pre~vsion d'influence, puisque, ind6pcndamment des mouvements des corps, 
tels qu'ils existent, il se manifeste entre ceux-ci et le fluide un rapport 
caract6ristique, d'apr6s lequel se fern remarquer aussi dans le fluide un 
changement d'6tat qui ne se rattache pas n6cessairement "~ un changement 
actuel dans les positions ou les formes des corps. 

2 ~ La seconde pression 

(:) - -  q 0  

6tant donnde aussi par une fluxion, sans qu'on fasse varier avec le temps 
les param6tres ag, bg, cv, rig, . . . ,  ak, . . . ,  nous la regarderons de m6me 
comme une pression d'impulsion ou d'influence, mais secondaire. 

3 ~ La troisiSme pression partielle 

- -  qo i~a~ a~ + b'~ + . . .  + v~'~a, al + . . . . .  

correspond, au contraire, ~ une variation des me!rues param~tres ag, bg, cg, 
rig, . . . ,  a~, . . .  ddterminant les positions et les formes des corps ~ chaque 
moment. En vertu de ces mouvements, externes et internes, les masses 
fluides qui touchent les surfaces se dSplaceront. Et de cette fagon , pourvu 
qu'on n'ait plus 6gard aux cha~gements qui se pr6parent dans les mouve- 
ments, il r6sultera une nouvelle pression de fluxion partielle, pression qui 
ne se rapporte pas, comme dans les cas pr~c6dcnts, ~ l'acc~ldration dans 
les mouvements divers, mais seulement aux ddplacements eux mdmes qui 
se produisent. On aura done une pression partiell.e qui, bien qu'elle 
appartienne ~ la pression de fluxion, pr6sente une certaine analogie avec 
la pression d'6nergie. 
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Mais il y a encore d'autres raisons d'dtablir une telle comparaison, 
au moyen de laquelle on aura une esp5ce de transition entre les dcux 
classes de pression dans lesquellcs se ddcompose la pression d'inertie. Si 
l'on eonsidSre les 

ag~ ~ . . . ~  (Ik, �9 �9 �9 

comme des vitesses, de diff~rcntes cspdees, 'tppartenant aux corps S a, ..., 8~, ... et 

~ag ~ ~b.q ' " ' ' ~  ~ak ~ . . . . .  

eomme des vitesses fictives et eorrespondantes, appartenant au point (x,#, z) 
du fluide, on reeonnaitra une analogie avee des expressions eomme 

o n  c o m l n e  

"+ b; + . . .  + a7 + . . . . .  ), 

l 

2 q~ 

En composant la pression dont il s'agit avec la pression d'~nergie qui 
prdcSde, on aura, en effet, une expression de la forme 

( e )  2 qo [_oag ag + . . .  ~ ~x  Oy -~z "" Oag " 

Et ici le terme moyen et trin6me qui reprdsente le carrd de la vitesse, 
V, ne se prdsente naturellement qu'une seule fois, parce que les faetcurs 

u, v, w coincident en valeur respectivement avec ~--~' ar ar I)ans les 
0 x  ' 0 y  ' 0z " 

autrcs termes cela n'est plus le cas; a~ ne coincide pas en valeur avec 

af' etc., et les termes dont il s'agit se pr6sentent ainsi deux fois. 
Oa,g 

La pression partielle quc nous traitons se comporte ainsi, pouvons- 
nous dire, comme une pression d'dnergie potentielle ou, plus simplement, 
eomme une pression potentielle. La pression d'6nergie, que nous avons 
choisie pour terme de comparaison, et que nous d6signerons briSvement 
par ce nom, sera alors plus exactement une ,pression d'dnergie kindtique,. 
Et la pression (c) sera une pression d'dnergie com2~osde. 
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Si l'on fixe l 'attention sur le mot dnergie, il faut se souvenir qu'on 
forme ici le demi-produit de deux vitesses diff6rentes, l 'une correspondant 

un corps, l 'autre (qui en outre est d'esp6ce fictivc) eorrespondant au 
]L)oint du fluide. De plus, il faut toujours former deux produits identiques 
qui se correspondent, et l 'on dtablira ensuite la sdrie enti6re de ces produits 
doubles; enfin pour cn obtenir la pression partielle que l'on cherche, on 
les ajoute les uns aux autres. Surtout lorsqu'on aura h. consid6rer dcs 
points du fluide situds sur les surfaces des corps, la ressemblance entre 
la pression d'6nergie potentielle et celle de l'6nergie kindtique s'accentuera, 
et il s'en prdsentera des applications dans les probldmcs spdciaux. 

Si, d'un autre c6t6, on fixe l 'attention sur le mot polentielle en rant 
qu'6pith6te au mot 6nergie, il faut se rappeler qu'on arrive ~ l'expression 
de la pression partielle que l'on consid6re en partant  du polentiel principal 
qui se rapporte au mouvement, q0F~, ct en faisant ensuite varier, ndga- 
tivement, les -Daram6tres avec le temps. 

V I I .  

SItperpositions tie potentiels. Cas simpli/ia~t.~. Concl,tsions. 

46. Nous examinerons de quelle mani6re on peut ddterminer les 
fonctions ~1 et ~2 dont est compos6 le potentiel ~:. 

47. L'6quation de continuit6 s'6crira 

+ = o ,  

A ddsignant l'opdration 

~ 2 2 ~ 

v~ -4- ~y~ -4- ~z ~ .  

i Oq 
En dSveloppant ~-~-/, il faut cependant avoir 6gard aux termes et du 
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premier et du second ordre; en dgveloppant L~--q q ox 
compte de ccux du premier. On aura donc 

etc., il suffira de tenir 

~-~ ~ , 

etc., et 

q ~t 3t 3t 
3#, (~a,  a' ~#'b~ --p ~t_ ~,r, a' ) 

- - ~ , , ,  ,T/-+ ~,~,,, . + - ~  . . .  ~ , +  . . . . . .  

Substi tuant et effeetuant ensuite une s~paration en deux ~quations (ce 
qui est permis parce que ~ et r ne contienncnt pas de termes du second 
ordre), on arrive aux ~quations suivantes: 

a' ~0~ 

3t 

~71 Oy ~z ~z 

, ~o'~ o~t 
�9 �9 �9 ~ a k ~ a ,  "'" + a l ~ - "  

I1 faut  y ajouter les conditions rclativement aux surfaces des corps. 
En ies coilsid~rant comme formant une seule surface donn~e par l '~quation 

Oil aurar 
~Fo~ OF$~ ~Fgq~ oF 
~ i- ~ V y  + ~ V ~  + ~f = ~  

Cependant, nous supposerons que F ne contienne pas le temps explicite- 
m e n t  et ne d(~pende que de x, y, z et des param~tres %, bg, . . .  a~, . . . . .  

De lk il r~sulte que l '~quation de condition se d~compose aussi en "deux: 

(2) 

oFo~, o F ~ ,  oFo~, + oF , oF b, oF 
0x 0z + 0y 0y "~- 0z 0z ~ ag -t- ~bg g " t " " "  -{" ~ a'. at- . . . . .  

OF Of' t OF Of,. OF Ofp ~ __ 
Oz ~z  + o y  Oy -I Oz Oz O; 

~---O 
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car dans la premiere 6quat ion  il n 'y  a que des termes du premier ordre, 
dans la seconde il n 'y a que des termes du second. Les 6quations 
subsistent, comme on le salt, pour to~s les points des surfaces, c'est 
dire rant que F = o. 

48. Pour ddterminer Vx, il faut  maintenant combiner la premiere 
des ~quat.ions (I) avec l '6quation connue (n ~ 4Q 

(3') a~o'x = - -  3~h" 
3t ~ 

et l 'on emploie aussi la premi6re des 6quations de condition (2). En 
mdme temps, on a 6gard k l '6tat initial, et l 'on demande que la vitesse 
s'unnule ~ l'infini. 

~k c5t6 de ~,~ on trouve encore r Et il est boo de remarquer qu'on 

n'a besoin de connaitre que le coefficient _principal de la relation empirique, 

k2 ou a ~, c'est ~ dire le cart6 de la vitesse de propaqation. 

49. I1 en est tout autrement lorsqu'il s'agit de V2 et de ~2. Alors 
on aura recours k la seconde 6quation (I), combin6e avec la seconde 
condition (2). I1 faut y ajouter une 6quation correspondant k (3'), dqua- 
tion que l'on trouve en introduisant, dans 1'expression hydrodynamique 
de la pression (n ~ 4I), la valeur de celle-ci au moyen de la relation 
empirique (n ~ 40); puis on 61iminera a~ au moyen de l'6quation (3'). 
De cette fagon ron obtient 

3t Oag ag + b'g + . . .  + ~a~ at + . . . . .  

(3") ~ 2  I -{- a 2 V +  2 I - -  a" 3 t ' '  

~ et a 2 ne peuvent doric ~tre d~terminds ~ moins qu'on ne connaisse 

les coefficients secondaires de la relation empirique. 

5o. En g6n6ral, il serait chose difficile d'achever la solution d'un 
probl~me oh il faudrait  avoir 6gard ~ t o u s l e s  refines du second ordre; 
car il deviendrait n~cessaire de d6terminer aussi % et ~ .  

Mais il y a des probl~mes sp6ciaux dont la solution n'exige pas 
qu'on tiesne compte xle tels termes. 

Ou bien il peut arriver qu'il suffise d'en connaitre quelques-uns qui 
ne contiennent ni % n i  ~ .  
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5t. Souvent il est suffisant de eonnaitre la partie dominante ou 
de la vitesse ou de la pression, et l'on se borne alors k la premiire 
approximation. 

Cela a lieu si l'on cherche seulement ~ dSterminer, duns ses grands 
traits, l%tat de vibration qui se communique au fluide; mais qu'on ne se 
soucie pas de dSterminer k part les forces apparentes provenant des vibra- 
tions originaires et sollicitant les corps. 

Figurons-nous aussi qu',lprS, s une s6rie de vibrations uniformes, i| s'y 
produise des changements relativement consid6rables, ou imaginons-nous 
que ces vibrations commenccnt ou finissent trbs soudainement. Pour 
parvenir k une solution compl+te, on devrait ainsi i~troduire les coefficients 
secomtaires de la relation empirique, pourvu que Ies difficultds k vainere 
ne fussent pag encore plus grandes. Mais justement alors, pour reconnaitre 
ee qui est le plus important quant aux ph6nom5nes incidents, y comprises 
m5me les variations des pressions, il suftira ordinairement d'ftudier ce qui 
se rapporte aux aee6l~r'ltions; et l'on s'en tiendra done encore k la premiSre 
approximation. Les diffieultds s%liminent ainsi, et l'on n'a besoin que du 
coefficient principal ou du carrd de ]a vitesse de propagation. 

On aura maintenant 

| 

P = P 0 - - q 0  3 i '  

et c'est seulement ~1 dont la eonnaissance est exigSe. 

52. En second lieu, nous prendrons en consid6ration les quantitgs 
du second or&'e. Les mouvements dans le fluide proviennent toujours 
des vibrations des corps. Mais celIes-ei doivent ~tre assez rdgu[i~res pour 
qu'on puisse admettre que les coefficients secondaires disparaissent. 

Nous admettons aussi qu'aprSs la fin d'une vibration la place d'un 
corps ou d'une particule du fluide (si l'on compare leurs d@lacements 
avec les amplitudes des vibrations) ne soit que faiblement chang6e. 

Cela posS~ nous nous proposons de dgt, erminer la pression moyenne, 
dans un point gdom~trique du fluide, pendant le cours d'une p~riode. Cette 
p~riode est done cens~e ~tre commune pour t o u s l e s  corps: en d'autres 
termes, les vibrations seront synckrones. 
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On peut alors faire abstraction de la pression de /lu.~ion, dont la 
valeur moyenne ~'annulle; et l'on partira de l'dquation abrdgde 

l~- -p0- - -q0  v, ~h '~)  + ' ' "  

Les termes qui ne sont qu'indiqugs seront d'un ordre trop 61ev6, ou bien 
leurs moyennes sont nulles. Diff6remment pour un point qui se ddl)lace. 

Si d'un autre c6t6 il s'agit de ddterminer les forces moyennes qui 
imprimeront aux corps 'de nouveaux mouvements progressifs, il est seule- 
mcnt permis de supprimer la pression d'influence secondaire 

--qo ~t ' 

qui donnerait lieu ~ une force du deuxi6me ordre, mais d'une esp6ce 
pdriodique. Et l'on peut dcrire la pression dynamique p - -P0  eommc il suit 

P --P0 - -  -- qo L ,~t + + "'" + + + ~- V~ I, ~a~, ~' ~ - a k  . . . . .  2a '~ 3t ~ J 

Dans les deux cas, il ne sera ainsi n@essaire de cool,mitre que le 

potentiel principal F~. 

C'est ~ dire que l'on aura seulement recours aux dqualions simples 

(2) 
A r  + &' = o 

3t 

3t ' 

auxquelles il faut ajouter les conditions relativement aux surfaces, k l '6tat 
k l'infini, et k l'dtat inittial. 

Dans ce qui suit, nous nous bornons ~ examiner les probl6mes des 
deux derni6res esp6ces. 

53. f l  dtait une quantit6 du premier ordre; car dans /ous  les points 
do fluide la vitesse s'annulerait avec une certaine quantit~ de cet ordre s. 
Nous concevrons cetfe quantit6 ~ comme le rapport entre la plus grande 
amplitude des vibrations des corps et les dimensions de ceux-ci. Et si 
diminue suffisamment, tandis que toutcs les autres quantitfis st conservent, 
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mdme les mouvements progressifs auxquels donnent lleu les vibrations 
originaires ne varieront que faiblement. 

La pression d'~nergie composde 

- -  qo k + + . . .  + + . . . . .  + y V, 

aussi bien que la pression de propagation 

q0 2a~ 6~tl 

6tant done, toutes les dcux, du second ordre~ il e n e s t  de mdme de leurs 
valeurs moyennes aux surfaces des corps. 

Ordinairement, ces deux espdces de pressions exerceront ~tinsi une in- 
fluence l'une comparable ~t l'autre. 

54. Nous allons maintenant varlet aussi, mais toujours en passant 
de probl~me ~ probl6me, un second dl6men~. C'est la vitesse avec laquelle 
les vibrations se succ6dent. Ou autrement dit, c'est la hautear du son. 

Alors c'est surtout le potentiel d'influence -&- qui changera bien sensible- 

ment. Et l'on arrive au r6sultat suivant: 
Plus les pdriodes seront courtes et plus, par cons6quent, la longueur 

des ondes sera petite, d'autant plus grande devient l'influence de la pres- 
sion de propagation. 

Cela a un intdrSt particulier quand il s'agit d'dtudier les forces qui 
prennent naissance lorsqu'on passe du guide incompressible au guide 
dlastique, et qu'on s'arrange en sorte que les ondes deviennent de plus 
en plus petites. Car, nous le rappelons, la pression partielle dont il est 
question est toujours positive, tandis que la pression d'6nergie, ~ laquelle 
s'ajoute une pression potentielle d'un signe ind6termin6, est toujours n~gative. 

55. D'autre part, augmentons la durde des p6riodes, de sorte qu'on 
obtienne des ondes d'une longaeur de plus en plus grande, relativement ?t la 
distance des corps au point que l'on considdre. Alors, tant qu'on se 
borne k eonsid6rer ce m4me point qui, k la fin, appartiendra au com- 
mencement de la premi6re onde, on s'approchera successivement de l'6tat 
qui dans les m4mes circonstances convient k un liquide. 

Car si l'on ne fait pas varier la position du point, et qu'on 
prolonge toujours la dur6e des p6riodes des vibrations pour obtenir des 
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ondes de la longueur voulue, il faut concevoir le potentiel d'influence 
3~v, 
-g/- comme une quantit6 d'un ordre infdrieur k celui du potentiel C~ lui 

m~me. Or des deux 6quations (2) du n ~ 52, on conclut que .  

a~AF 1 3 ~  

Et puisque ensuite a 2 est une constante d6terminde, il en r6sulte que la 
partie dominante de C~ se d6terminera par l '6quation diff'drentielle simplifide 

~F~ ~ O. 

Les autres parties de la mdme fonction tendcnt vcrs z6ro. 
On pout donc calculer le potentiel de vitesse comme s'il s'agissai t 

d'un liquidc. Et  l 'on peut aussi faire la m6me simplification pour d6tcr- 
miner la valeur de la pression, puisque, dans ce cas, la pression de 
propagation doit dtre n6glig6e par rapport aux autres pressions particlles 
comme 6tant d'un ordre inf6rieur. 

56. Danc pour des vibrations assez lentes, et lorsqu'il s'agit des points 
qui ne se trouvent pas dt de trop grandes distances des corps vibrants, le 
fluide se comporte comme un fluide incompressible. Et les forces qui se 
d6veloppent entre les corps sont donc essentiellement les mdmes que si elles 
avaient dtd calculdes pour un liquide. La pression d'inertie aura h. peu pr6s 
la m4me valeur quc pour un liquide et la ~ pression de propagation, qui 
a un caract6re presque oppos6, tend ~. disparaitre. 

Mais il n'en est pas ainsi quand on s@are suffisamment les corps, cn 
gardant  leurs vibrations; ou bicn, si l'on fait assez raccourcir les p6riodes. 
Chaque corps ne se trouve plus au commencement de la premi6re onde 
que produit un autre. La pression d'inertie se modifie alors, et elle peut 
changer essentiellement, In6me en prenant sa valeur moyenne, avec l '6tat 
des ondes. La pression de propagation, d'un autre cbtd, gagnera de l'in- 
fluence, et pourrait  devenir pr~dominante. 

Pour imiter dans l 'air les phdnom~nes relatifs aux liquides, il ne 
faut pas n6cessairement aller aux limites extr6mes. En effet, la vitess~ 
de propagation est tr6s grande par rapport ~ celle des vibrations 0rdinaires 
(p. ex. dans le cas de, sons perceptibles), et les objets vibrants dont on 
pourrait  examiner avec  succ6s Faction mutuelle sont aussi le plus souvent 
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bien rapprochds l'ml de l 'autre; par c,,nsdquent, les 1)hdnonl6ncs de force 
qu'on rcconnaitra d'apr6s des cxpdriences faites dans l'eau, st montrcront 
alors darts l 'air trbs clairement et de la m6mc mani6re. 

I1 en pourrait dtre tout autrement k de grandes distances, et pour 
des vibrations correspondant k des sons trds 61evdes. 

57. Avant de finir, nous donnerons, pour plus de clart6 et d'utilit6, 
au th6orbme que nous venons d'exposcr un peu plus de ddvcloppement 
et d'extension. 

Nous 6tudicrons ainsi, successivemcnt, la forme du potentiel Itui se 
rattache aux suppositions que nous avons prises pour point de ddpart, la 
simplification qui cn rdsultera pour l '6quation de continuit6, et la mani6re 
dont se d6compose l'6quation de condition rclativement aux surfaces des 
corps. Nous ferons ensuite apercevoir quelles en seront les cons6quences 
quand il s'agira de chercher la valeur approch:e du potentiel et celle 
de la pression, surtout celle de la pression moyenne. 

5 8 . Nous prolongerons, commc il a 6t6 dit, de plus en plus la 
dur6e des p6riodes des vibrations, e t c n  mdme temps nous ferons tendre 
vers zdro le rapport  s entre la plus grande amplitude et les dimensions 
des corps. II y aura ainsi unc double raison pour l'affaiblissement de 
l'intensitd des vibrations; ct le rapport de cette intensit6 (c'est k dire la 
plus grande vitesse darts lc mouvement vibratoire) k la vitesse de pro- 
pagation (qui a une valeur d6termin6e) dolt donc 6tre consid6r6 comme 
une quantit6 infinimcnt petit5 du second ordre. 

En vertu de cela, nous ddvelopperons Ic potentiel de vitesse en une 
somme de potentiels paxtiels, comme suit: 

(,) 9, -~ s~ar + s:'a z + ~'a~,J + . . . . .  

r Z, w sont des fonctions p6riodiques ddpendant d'un argument 

i s at ", 

et il ell rdsultc ainsi d'abord que 3# cst une quantitd de troisiOme vrdre -aT 
tandis que V cmnmc aussi a,;, b;, . . . ,  a',, . . . ,  sont de deuxi6me ordre. 

59. On observera maintenant que dans l'expression hydrodynamique 
de la prcssion (n ~ 4 I) la partie dominante de P - - P o  est toujours la 
pression d'influence. Cette pression 1)artielle est en cffet du troisi6me 
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ordre comme ~ La pression d'6nergic composde cst au contraire du 
d r "  

quatribme ordre, et la pression de propagation m6me du sixi~me. 

On aura donc, comme ailleurs, en n'ayant 6gard qu'au terme principal 
du d6veloppement : 

P - -  Po = ~ qo ~-~ i~t" 

Et au moycn de l 'dquation empirique, on retrouvera 

(a)  - 
3t ' 

d'ofi il suit q u e  la condensation sera une quantitd du troiskme ordre. 

Maintenant revenons aussi h, l '6quation de eontinuit6 (n ~ 47), et voyons 
de quelte manidre clle st simplifiera, dans ces nouvelles eireonstanccs, cr 

6tant du troisidme ordre, -- '~a par suite du quatridme, ct a.q cte. du deuxmme 
~t 

ordre, on rceonnait que cette 6quation se rddnira ~ la forme simple 

(b)  + = o ,  
O~ 

pourvu toutefois que les termes du cinquidme ordre soient ndgligds. 
Des deux 6quations (a) et (b), que nous venons de retrouver, on 

eonetura que sous les suppositions faites phls haut  on aura 

(ab) a ' a r  = 

60. I1 f~mt donc substituer ici la valeur de ~ en l 'exprimant par 
trois termes, par ceux du dcuxi6me, du troisi6me et du quatrii~me ordre. 

Car dans l'dquation (ab) lc membre ~r gauche cst du deuxiSme ordre et 
celui ~ droite du quatri6me. 

On posera donc 

off ~, Z,  to doivent satisfaire aux 6quations diffdrentielles 

(2) A g, --  o, AX = o,  s~a~A~ -- ')~r 
dt ~ �9 

En 6criv'mt plus simplement 
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de sorte qu'on a 

(I ') ~ , =  ~ +  ~ + r 

on aura 

3'4) 
( 2 ' )  A r --~ o, A r : o,  a~A (1)~ - -  3 t *  " 

6I. L'~quation de condition relativement aux surfaces se d~eompose 
en m4me temps en trois 6quations 

- - - - +  ~- 
;~z ~z ~y ~y i)~ 8z 

aF a, ~F b, ~ '1  8a 9 ~'J- 8ba ~'-~ "'" -'~-'-~a~ a'~'-{- . . . .  0 

(3) ~ ~x + ~y ~y + ~z ~ - -  o 

OF~4), ~F~4), OF~O, __ 0 ; 

et ces 6quations subsistent pour t o u s l e s  points des surfaces, c'est ~ dire 
tant que F ~ o. 

62. On d6terminera done les valeurs de r ~, ,  r au moyen des 
6.quations diffdrentielles (2') et les conditions relatives aux surfaces; et 
l 'on tro.uvera ainsi la valeur cherch6e de ~ (I'). 

On voit de plus que q~ et ~, satisfont ~t l'~quation de LAPLACE 

/ k . ~  O) 

comme s'il s'agissait d'une question sur les liquides. Et nous ferons 
particuli6rement remarquer que la valeur de ~, est 6gale k z6ro, ou, si 
elle en diff6re, elle d6pend dans tous les cns uniquement du temps. 

~2 satisfait ~ l'6quation differentielle 

~ A ~ o .  

Et ordinairement eette fonction dolt avoir un caract6re binaire pour pouvoir 
satisfaire aussi k l'6quation de Condition. L'un des deux termes sera alors 
une int4grale de l'~quation de LAt'LACE. 

63. On observera encore que les mouvements vibratoires qui se 
ddveloppent dans le fluide ne sont pas, de cette fa~on, d~termin6s d'une 
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mani+re assez correete ~t moins que le point que l'on consid5re ne se 
trouve au commencement de la premi+re onde. 

Mais si la vitesse de propagation, a, a une valeur assez grande, rien 
n'empdehe que l'espace au dedans duquel les mouvements du fluide doivent 
8tre ~tudiSs et oh nous supposons que tous les corps vibrants se trouvent, 
puisse avoir une ~tendue aussi grande que l'on veut, en mdme temps que 
les vitesses qui se produisent pourront aequSrir une intensit6 quelconque. 
La dur6e des p5riodes pourra dtre choisie extrdmement courte, bien que 
les amplitudes restent toujours exeessivement petites par rapport aux 
dimensions des corps. 

6 4. Si maintenant on se borne k ehereher la partie dominante de la 
pression, afin d'~tudier le ear'lct~re vibratoire de la pression elle m6me, 
on peut s'arr~ter h |a premiSre approximation, et l'on se servira alors 
de l'~quation 

P - -Po  ----- ~ q0 -g{" 

La question est done la mdme que si l'on se l'Stait posse relativement ,~ 
un liquide. 

6 5. Si, au contraire, on cherche la valeur moyenne de la pression 
dynamique p ~ p 0 ,  pour un point g~omdtrique, on peut faire abstraction 
de 1,~ pression de fluxion, qui s'exprime comme une ddrivde totale par 
rapport au temps. On partira donc d'une ~quation abrdg~e off se trouvent 
seu[ement l~ pression d'4nergie kin6tique et la pression de propagation. 
La premi6re de celles-ci est du quatri6me ordre, la seconde du sixi~me. 

En y introduisant maintenant la valeur de ~, le potentiel partiel 
~ ,  qui ne ddpend que du temps et qui en mdme temps est du troisi6me 
ordre, ne jouera aueun rble: 6n peut 6crire simplement 

P ~ P o  ~- " "  - - -  2 q~ ~o.'  + ~r 

Dans le membre s droite, les termes 6crits dans la premiere ligne sont 
du quatri~me ordre, ceux de la seconde du sixibme. T o u s l e s  termes 
sont aussi prop0rtionnels k a~; d'ofl il suit qu'en ehoisissant a asscz grand, 
on peut obtenir des pressions aussi fortes que l'on dd.~ire, quoiqu'on se 
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soit arr(~t6 ~ un point oh l'on "tvait attribu6 fi, z une valeur fixe extr(~me, 

ment  petite. 
L'expression prdc6dente se simplific lorsqu'on met les termes d-u 

sixi(~me ordre hors de consid6ration. Tout se passe alors comme s'il 
O'"  " s a~,lssalt d'un l i q u i d e . -  On arrive au m(}me rdsultat si l'on fait tendre a 

vers l'infini, mais en sorte quc z~a garde une valeur dSterminSe. Car 
a lots r s'annulle et il e n e s t  aussi de m(~me avee la pression de propaga- 

I 
tion a cause du facteur a, 

66. Au lieu de chereher la pression moyennc, on pourrait se proposer 
de d6terminer la force moyenne, sollicitant nn quelconque des corps, en raison 
des pressions qu'ils 5prouvent pendant une p6riode de vibration. 

Alors il Re sera pas permis, en gdndra], de partir de t'expression de 
la pression moyenne. Il ne faut pas exclure la pression de fluxion. Mais 
on aura une simplification d'une autre espSce en rant qu'on peut faire 
abstraction du potentiel partiel r qui ne d~pend que du temps, soit 
d'ailleurs que le temps y entre explicitement ou non. )k cause de cela 
et puisqu'on dolt rejeter t o u s l e s  termes dont l'ordre est plus grand que 
le sixi('~me, cp~ ne peut se pr6senter que dans la pression de fluxion. Et 
puisqu'ainsi il donne seulement lieu ~ des pressions partielles qui ne 
varient pas d'un point g un autre, il scra sans aucun effect pour produire 

de nouveaux mouvements. 
L'dquation abrSg6e de la pression dyuamique p - - p 0  s'dcrira (loRe 

maintenant de la maniSre suivante, sans faire y entrer r 

p - -  po = - -  qo ~_ ,,--.f + ~,-~, .~ + . .  + g ~ , ~  + av-~, + - g - , ,  

--q~162 +VY4o* ~ + " "  + ~ a,,: + - - - -  
ar aO,, aS) ar ) 
a.v a.~ + a~-a--7- 

t 30' ] 
2a ' a t '  + " "  

On r6duit pnrticuli&ement au cas des liquides si on met hors de con- 
,~id6ration les termes de la seconde parenth6se, qui sont du sixiSme or(Ire. 

Chri,~ti,qnia, ,luillet I883. 


