SUR LES FORMES QUADRATIQUES TERNAIRES INDEFINIES
A INDETERMINEES CONJUGUEES

ET SUR LES FONCTIONS HYPERFUCHSIENNES CORRESPONDANTES.

PAR

EMILE PICARD

A PARIS.

Dans le tome 1 de ce recueil, yai rapidement montré comment les
formes quadratiques ternaires indéfinies & indéterminées conjuguées et a
coefficients entiers pouvaient conduire 4 une classe étendue de groupes
discontinus de substitutions linéaires pour le cas de deux variables; jai
fait voir en outre que Yon pouvait former des fonctions de deux variables
indépendantes qui ne changent pas quand on effectue sur les variables
une substitution quelconque du groupe. Je donnerai dorénavant a de
telles fonctions le nom de fonctions hyperfuchsiennes, indiquant ainsi I'ana-
logie qui existe entre ces fonctions de deux variables indépendantes et les
fonctions d’une variable qui ont été appelées fuchsiennes par M. POINCARE.

L’objet de ce mémoire est 1'étude des principales propriétés des fone-
tions et des groupes hyperfuchsiens, dont lexistence seule a été établie
dans le travail que je viens de rappeler. Je ne considére que le cas ou
la forme quadratique ternaire indéfinic a pour coefficients des nombres
entiers complexes de la forme a + i, mais on verrait facilement que des
considérations analogues pourraient étre appliquées si les coefficients
étaient des entiers formés avec les racines d'une équation du second degré
a racines imaginaires.

Acta mathematicn. 5. Imprimé 29 Mars 1884, 16
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J’ai dit commencer par faire 1'étude arithmétique des formes qua-
dratiques ternaires indéfinies & indéterminées conjuguées, et 4 ce point de
vue ce travail est la suite de celui que jai publié dans les Annales
de I'Ecole Normale (Janvier et Février 1884) et ou j'ai développé la
théorie des formes binaires. Le premier chapitre a pour objet cette étude
arithmétique, dans le second et le troisiéme je m’occupe particulierement
du groupe hyperfuchsien que je fais correspondre a toute forme indéfinie,
et enfin le quatrieme chapitre est consacré a I'examen des propriétés les
plus importantes et les plus simples des fonctions hyperfuchsiennes.

I

1. Considérons la forme quadratique ternaire & indéterminées
x et xy, y et y, zeteg

(1) F = axx, + a'yy, + a"’zz, 4 byz, + by,2 + b'ax, + b,z,x
=+ b'zy, + b'zy

ol a, o' et a” sont réels, les coefficients b et &,, &' et b, " et b, sont
des quantités imaginaires conjuguées, forme que nous désignerons par
(a, @, a”, b, ¥, b”). On établit bien facilement que, si le discriminant
de cette forme, cest a dire la quantité réelle

a b b
A= d b
M-~

n'est pas nul, on peut la mettre sous I'une des formes suivantes

+ (uu, + vo, + ww,)

+ (um, + vv, — ww,)
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o u, v, w sont des expressions linéaires en =, y, # et indépendantes. Soit

= ar 4+ fy + rz
v=o'w 4 fy 4z
w =allx+ﬂly+rllz.

Dans les deux premiers cas, la forme ayant un signe invariable est
dite définie; dans les deux autres cas la forme est indéfinie.

Les résultats précédents donnent tout ce qui concerne I'équivalence
algébrique des formes F'; nous supposerons dans la suite que la forme F
est indéfinie et a coefficients entiers, et qu'elle appartient au type

uny -+ vv, — ww,

c'est a dire qu'on peut la ramener & cette forme par une substitution linéaire.
2. Commengons par résondre le probléme suivant: Trouver la trans-
formation linéaire la plus générale transformant en elle-méme

uuy, + vv, — ww,.
Soit donc
U= Mu 4+ Pv 4+ Rw

(1) V=Mu+ Pv+ Ruw
W= M'u<+ P'v+ R'w
une substitution telle que
U0, + VvV, — WW, = uu, + vv, — ww,.
On aura les relations
MM, + MM;—M'M; = 1
PP, + P'P, — P"P; =1

0

RR, + R'R, — R"B) = — 1
MP, + M'P, — M"Py
MR, + M'R, — M"Ry = o

PR, + P'R, — P"R} = o.

I
o

0
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Comme d'autre part les équations (1) résolues par rapport & u, v et w
donnent

w= MU+MV—M'W
v= PU+ PV—F'W
w=—RU—RYV+ E'W,

ces six équations sont équivalentes a celles-ci:

MM, + PP, — RR, = 1
MM, + PP, — RR, = 1
MM} + P'Py —R'R) = — 1
MM’ + P,P' — R,R' = o
M,M" + P,P" — RR' = o

MM + P,P'— R R’ = o.
On tire de la quatriéme ct de la cinquiéme de ces équations

M, P, R

— — 0
.P”R’ —_ PIRII - MIBH — MIIR! - M/Pu — MIIP/ M

Désignons par % la valeur commune de ces rapports: en portant les
valeurs de M,, P, R dans la premiére équation, on aura

1 = kk[(M'M, + PP,— RR)(R'R — M"M; — P"P.))
— (M,M" + P,P’ — R.R"Y(M'M} + PP, — R'R})]

et par conséquent kk, = I.
Le systéme des six équations peut donc se remplacer par le suivant

M, = k(P'"R — PR"), P, =kMR' — M'R), R =k(MP — M"P)
MM, + PP, — RR, = 1
M'M; 4 P'P) — R'R = — 1
M,M" + P,P" — R,R" = o.
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3. Ceci posé, revenons & la forme indéfinie F & coefficients entiers,
forme qui peut s’écrire
qul p

F = wu, + vo, — ww,

ot %, v et w ont les significations indiquées (§ 1), les a, B, y n'étant
pas nécessairement des entiers. En méme temps que la forme indéfinie
proposée, jenvisage la forme définie

0= UU, + VV, + WW,

ou U, V, W sont les expressions linéaires en u, v, w définies dans le
paragraphe précédent. On aura donc

® = Norme (Mu + Pv 4+ Rw) + Norme (M'u 4+ Pv + Rw)
+ Norme (M"u 4+ P"v + R'w)

et d’aprés les relations auxquelles satisfont les M, P, R on peut écrire

O = — (uu, 4 vo, — ww)(M"M, + P"P; — R'R.")
+ 2(M"w + P'v + B"w)(M,u, + P;v, + R w,);

elle ne contient plus que les lettres M”, P’ et R’ d'ailleurs lides par
la relation

Muz‘,[(;r + PIIP(I)I - RIIR(I)I = — 1.

On doit concevoir d’ailleurs que #, v et w sont remplacés par leur
valeur en z, y et 2; la forme @ est donc une forme quadratique ternaire
définie aux indéterminées conjuguées z, y, 2, z,, ¥,, 2,- Elle renferme
trois parametres arbitraires M”, P’ et R’ liés par la relation écrite
ci dessus.

Je ferai immédiatement la remarque suivante: En effectuant dans @
une substitution § on obtiendra une nouvelle forme ¢; soit de méme f
la transformée obtenue en faisant dans F la substitution S, on voit trés
facilement que ¢ peut se déduire de f d’aprés le mode méme de forma-
tion de @ au moyen de F.
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4. Il est nécessaire de rappeler maintenant les résultats relatifs a la
réduction des formes définies. En nous bornant aux formes quadratiques
ternaires, on peut énoncer la proposition suivante: Etant donnée une
forme quadratique ternaire définic a coefficients quelconques, on pourra
toujours par une substitution linéaire & cocfficients entiers ct de détermi-
nant un, transformer la forme en unc forme équivalente ayant pour
expression:

p, Norme (z + ¢,y + ¢,,2) + p, Norme (y + ¢,,2) + g, Normez

ow g1, p,, s, sont positifs avee les conditions
> 2 > 2
My = _2'/-‘1 ’ Hs = 5/

Dans chacune des quantités complexes ¢, lu partic réelle et la partie
. .. 1
imaginaire ne surpassent pas — en valeur absolue.

On donne le nom de réduites aux formes jouissant de ces propriétés
et on établit qu'une forme définie donnée n'est arithmétiquement équiva-
lente qu'a un nombre limité de formes réduites.

Le procédé de réduction, conduisant au théoréme qui vient d’étre
énoncé, est dit a MM. Korking et Zovorarerr (Mathematische Annalen
t. 6). 1l s'étend d'ailleurs & un nombre quelconque de variables. On
trouvera développée cette théorie de la réduction des formes quadratiques
définies & indéterminées conjuguées dans le beau mémoire de M. Jorpax
sur D'équivalence des formes algébriques (Journal de I’Ecole Poly-
technique t. 29).

Reprenons la forme définie @ du paragraphe précédent, elle ne sera
pas réduite en générale; supposons que pour certaines valeurs des para-
métres on cherche une substitution & coefficients entiers qui la réduise;
cette substitution réduira @ tant que les paramétres M”, P’ et R”
satisferont & certaines conditions. Si on suppose que ces paramétres varient
d’'une maniére continue (en satisfaisant, bien entendu, a la relation in-
diquée), il faudra & un certain moment employer une autre substitution
pour réduire @, et c'est & ces opérations de réductions successives de la
forme @ quand M”, P’ et R” varient d’une maniére continue que nous
donnons le nom de réduction continuelle de cette forme.
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Nous dirons qu'une forme indéfinie F' est réduite, quand la forme
définie correspondante @ est elle-méme réduite pour certaines valeurs des
paramétres M”, P’ et R”. Le premier point a établir est que le nombre
des formes réduites arithmétiquement équivalentes & une forme donnée est fini.

5. Cherchons quelles relations d'inégalités entre les cocfficients en-
traine la condition qu'une forme définie est réduite. Soit:

Azz, + A'yy, + A"z2, + Bys, + Byy,2 + Bax, + Bz,x + B'ay, + B)z,y

une telle forme, supposée positive; les valeurs de g, s, p, et des e en
fonction des A4 et B se trouvent immédiatement. On en déduit les condi-
tions snivantes: dans B” et B’ la partie réelle et le coefficient de 4 sont

. 1 .
moindres en valeur absolue que EA; puis
1

AA'— B"B; > —Z—A’;

dans (AB — B;'B;) la partie réelle et le coefficient de ¢ sont moindres
en valeur absolue que %(AA’ — B”B;) (cette derniére expression est

nécessairement positive puisque la forme est définie). Enfin l'on a
(d'A — B"B))’ < 24A

en désignant par A le déterminant de la forme.

Ces diverses conditions d’inégalité expriment complétement que la
forme est réduite. On peut en déduire d’autres: cherchons en particulier
quelques fonctions des coefficients limités en fonction de linvariant A.

On a, avec les notations du paragraphe 4,

X I
My 2 Mo Py 2 Z/‘tl
et comme A = g pp., on en déduit

2 2PA, i <28, el < 4A, i < 24

Puisque 4 = », on voit que A4 est limité en fonction de A, et il en est
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alors de méme de la partie réelle et de la partie imaginaire de B’ et
B". Puisque

A'A— B"By < v24A
on en conclut que AA’ est aussi limité;

or 44" = p (p, Normee, + p,);

par suite g u, est également limité. On a de suite

2

My _S_ 2A§'

On voit aussi que 4A4’4” est limité aussi que 4’4" et il en est de méme
de la partie réelle et de la partie imaginaire dans BB, BB” et BE'B".
Je ferai encore la remarque que les produits

(44" — B'By)(A4’ — B"By) et (AA'— B"By)*(A’A” — BB,)
sont limités et de méme le produit
(44’ — B"B;\(AA” — B'B;)(A’A"” — BB,).
Démontrons le fait pour ce dernier produit; il peut s'écrire
A’A*A"* + BB, BB,.B'B; — A’A'A"BB, — AA’A"*B"By
— AA"A’B'B, + AA'BB,B'B, + AA"BB,B"B; + A’A"B'B,B"B;'.
Tous les termes seront limités; prenons par exemple

A’A"BB
qui sera '

/ﬁ (/11 Ney, + /h) </11 N €15 + M Ney + /13) N (,U~1312513 + #2323);

c’est un polygone en g, p, et p, contenant des termes qui sont tous
limités.
Nous signalerons encore les expressions

ABB

0

AIBIB(I) , A/IBIIB(’)!

et, je le repéte, toutes les expressions qui viennent d'étre indiquées sont
limitées en fonction de linvariant A.
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6. Revenons maintenant 4 la forme définie @ associée 4 la forme
indéfinie F' (paragraphe 3).
Nous avons

O = — (um, + vv, — ww,))(M"M, + P'P — R"R;’)
+ 2(M"w + P'v 4+ R"w)(Myu, + P}v, + Rjw,)

et soit en développant

O = Arx, + A'yy, + A"22, + Byz, + B,z + Bzr, + Bz«
+ B'ry, + B)ry.

Tout d'abord les coefficients de ax,, yy, et 2z, dans I’ sont inférieurs en
valeur absolue aux coefficients correspondants de @. Prenons par exemple
@, on aura

7, 1

a = aa, + 2o, — 2",

ct on a

A = an, + d'ag— o"a; + 2 Norme (M"a + P'a 4 R'a")

ct le fait apparait immédiatement si a cst positif. Si e est négatif on
remarquera que 4 peut s'écrire

A = — (az, + o'a; — a"2;) + 2 Norme (M« + Pa’ + Ra”)
+ 2 Norme (M'a + P'o’ 4+ R'a")

et par suite on peut écrire dans tous les cas
lal<4, |ej=4, Jar]s 4

en entendant par |e| la valeur absolue de a.

Or en désignant par — A le discriminant évidemment négatif de F,
le discriminant de @ sera A.

Si la forme I est réduite, la forme @ sera réduite pour certaines
valeurs de M”, P” et R". Les expressions A, AA’, A’A", AA'A" itant
alors limitées en fonction de A, il en sera de méme de

a, ada, a*a” et ada”.

Acta mathematiea, 5. Imprimé 3 Avril 1884, 17
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Je dis encore que l'on a
(aa’ — ")) < AA" — B"By
(1) (an” — V'by) < AA” — BBy
(0a” — bb,) < A'A” — BB,.

Il suffit évidlemment de montrer qu’il en est ainsi pour les deux formes

uu, + vv, — ww,
wu, + vo, + ww,,
or on a, dans la premiére,
aw — VY = (o, + w2y — ') (B, + FA— )
— Norme (af + «'F — ")
et dans la seconde
AL — BB = (aa, + oy + ') (B, + P+ )
— Norme (ap + o' + a”f").
Or on peut écrire
A4’ — B"B; = Norme (aff, — o'3,) + Norme («'3; — o"f3;)
+ Norme (a3, — af;)
tandis que
aa’ — b"'b; = Norme (aff, — «',) — Norme («'8, — «"/5;)

— Norme (a”8, — a8;)

et les inégalités annoncées deviennent évidentes.
On en conclut que

a0’ — b'b), (aa’ — ")) aa” — ¥D)), (ea’ — V'b))*(a'a"” — bb,)

sont limités en fonction de A, puisque les combinaisons analogues ou les
petites lettres sont remplacées par des grandes sont limitées.
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Des inégalités (1) on déduit encore immédiatement gue

abb,, a'¥'b;, «”0"b ct Normebl'l”
sont limités en fonction de A

Nous ajouterons enfin 'expression a’(aa” — 0'0]) qui est limitée puis-
que 4*(4A4” — B'B)) est limité.

Nous nous proposons maintenant d’établir ce théoréme fondamental
que le nombre des réduites ayant un déterminant donné est limité.

7. Nous allons d’'abord donner la démonstration en supposant que
« n'est pas nul.

Les produits aa’ et «’¢” étant comme nous l'avons vu limités a, o'
et ¢” seront limités en fonction de A.

La norme de b sera aussi limitée puisque adb, 'est également.

Il en cst de méme de 0" et ¥ puisque nous avons montré que

aa’ — "0 et a’(aa” — VD)
sont limités.
Les six coefficients qui sont des entiers ont donc leur norme limitée
en fonction du déterminant A, et le théoréme est alors établi.
Tout ceci suppose essentiellement que @ n'est pas nul; la démonstra-

tion est encorc bien facile quand, ¢ étant nul, le produit &'d” est différent
de zéro, car

ayby, aVY et bbb

étant limités, on conclut de suite que @, a”, b, U’ et J” sont limités.

Supposons maintenant que, « étant nul, I'un des coefficients &' ou b”
soit nul: soit par exemple )’ = o avec a = o.

Le déterminant de la forme se réduit & — a”b"d)’; a” et " sont
donc limités et on voit que a” sera positif. Il faut montrer que o’ ct b
ne peuvent dépasser une certaine limite dépendant seulement de A. Nous
remarquerons d’abord que la limitation de

(bu b‘;l) 2(aiau _ bbo)

nous moutre que a'a” — bb, est limité.



132 Emile Picard.
Soit
F = dyy, + a2z, + byz, + byy,2 + U'wy, + by

et posons 4 == d'a” — bb, que, pour fixer les idées, nous supposerous
positif: ¢, comme nous venons de le dire, est limité. Nous pouvons derire

o'l = (a"z + byy)(@’z + by,) + < (w/ + a"0"x)(dy, + «'b)x,) — a—b‘—b-“ i

) 0
et la forme @ correspondant & la forme aF, sera

O = —a" (MM, + PP, — RE )(«"zz, + byz, + b,y,2 + «yy, + V'cy, + b;'x,y)

nbu

+

=(P+ Bx + (b, + Py )y—}—]lIa“zJ
l (P, 4 B, + (L + Py, + Mo J

en écrivant M, P, R au lieu de M”, P’, R’ comme nous lavions fait
plus haut. On a d'ailleurs

MM, + PP, — RR, = — 1.
La forme & est définie pour certaines valcurs de M, P ¢t R.

ga"’b"b (P + R)(P, + R,)) de wx, est limité en fonc-

tion de linvariant u"“A de a”F'; on a ainsi:
)

Le coefficient

2a" b

(P + RY(P, + R) < 20a"A.

"2 II
2a

Le. coefficient de w2, dans I est Y M (P -+ E); sa norme doit
\

étre plus grande que la moitié du carré du coefficient de xx,. On a donc:

4(011 4 b"

S MML(P + B)(E, + RB) < 2 (S50) (P + BAE, + B

On déduit des inégalités précédentes que MM, est limité en fonc-
tion de A
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Or duns @ le coefficient de 2z, est

a'* (MM, + RR, — PP))
ou bien
" (2MM, + 1).

Ce coefficient est done limité. Mais le coefficient de 2z, étant limité dans
@, il doit en étre de méme du coefficient de yy,; cn effet si on désigne
par 4, A" et A" les coefficients de xr , yy, et zz, dans une forme définic
réduite, on aura:

A

A < 24" + >
comme il résulte inmmédiatement des conditions de la réduction; si done
A" est limité, comme A Test toujours, il en sera de méme de A4’; nous
concluons de la que a’a” est limité, par suite a’ est limité, il en est
alors de méme de bb,; tous les coefficients somt donc encore limités.

Il nous reste & examiner le cas ol @ = b’ = 0. On voit de suite
que ¢ et & sont limités, car le déterminant de la forme, qui est supposé

différent de zéro, est égal & — g’b'l;. Nous avons & montrer que les
deux autres coefficients a” et b sont limités.
Soit

F = dyy, 4+ "2z, + byz, + b,z + Yz, + byx,z;

on aura
O == I + 2Norme[(Ma + Poa' + Ra")x + (Mp + PR + BBy
+ (My + Py + By")Z).

Les équations de condition pour la réduction de la forme @ dounnent

Norme (Mg + P§ + BS") < ;—Norme (Ma + Pa’ + Ra™

et dans

1 ([) — M3 4+ P3 + If,?')
o\

Mo + Pd + Ro”
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C . . . 1
la partie réelle ct le coefficient de i sont moindres que — en valeur

absolue; des deux conditions précédentes on conclut que & est limité.

Il reste seulement & fairc voir que a” est limité; nous allons fairc
voir que ¢ = a’'a” — bb, est limité. On va supposer dans ce calcul o’ et
¢ positifs mais un calcul analoguc peut étre fait dans tous les cas.

Eerivons

F X

. a'b'« b
a'l’ = Norme (a'y + 0,2) + Norme< : 02) — Norme ﬁ—/?v,
v Vo

la forme @ adjointe & o'F sera
O = (a"yy, + a'a"2z2,+ «byz, + a'byy, 2 + @'V ez, + «'Uyx 2)( RR)— MM, — PP,)
+ morme[ "(P + R)x + May + (Mb, + P\a)zJ.
Vo

Le coefficient de ry, est

l2bl
2P+ B
et celui de xr,
ce 2b’b’
*(P+ RB)(P, + B,).
., M, . . . ,
Donce dans & PR le coeffictent de ¢ et la partie réelle sont
o 0
moindres en valeur absolue que ;b{;_\ .
\0
Le coefficient de zz, est
a't’

«V(RB, — MM, — PP)) + 2— (P + R)(M,b + P,\9)
v 0

ou

«¥[RR, + PP, — MM, + 2RP, + —M (P + B)]

et dans cette expression le coefficient de ¢ et la partic réelle sont,
moindres que
a 2b v,

“(P+ R)(P, + R).
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Dans le quotient de ces deux quantités, la partie réelle est donc
comprigse entre — 1 et 4 1. Or ce quotient peut s'écrire:

b
(P + BY(P, + ) + PR — R,P — MM, + 22 M,(P + R)
\O

N

[

Ya(p 4 )P, + R))

0

et en posant = 2, on aura done

M
P¥R

2b 2b WO, —
1— My + =4 + 2ac e 5,
\ 0 \ O 0

On a de plus

. 15
/\)to < '2_ ™ u .

On voit bien facilement que ces deux inégalités relatives & A ne
peuvent dtre vérifiées simultanément que si ¢ est limité en fonetion de
b, ¥ et «, et par suite de A. Le point A doit en effet étre intérieur
au cercle

, = 2
0 2 0
et extéricur au cercle
b b a’'\ 26’y
My — 22— 2) — N0 1 —o,
iN N 0
\/ll \o

Or ces deux cercles étant symétriques par rapport & l'axe réel, il faut et
il suffit qu'une des racines de 1'équation:
1 b,

\

2 o

2=

soit en dehors des racines de Véquation:

. b4 1 a’\2b'ly
/‘?——2)‘ -’t_'o_'__ \\) 0—‘—1::07
vd ¢
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Soit A = s\/zé—", ou ¢ = + 1, cette racine; le résultat de la substitu-

tion de cette valeur dans. le premier membre de la seconde équation
devra étre positif; on aura alors

1 b, \/ vy, I a2ty
T — 2 2(7;+b0)5+—~——6 —1>0,

d’ou l'on déduit que 4 est limité.
En résumé mnous pouvons énoncer le théoréme suivant qui est

fondamental.
Le nombre des réduites arithmétiquement équivalentes @ une forme in-
définie, dont le déterminant west pas nul, est fini.

IL

8. Commencons par faire un changement dans les paramétres; cette
substitution se fera bien simplement en remarquant que la forme @ cst
homogéne en M, P, R. DPosous alors

M P
E=S R

Nous considérerons dorénavant la forme @
O = — (uw, + vv, — ww,) (&€, + yy, — 1) + 2 Norme (u& 4 vy + w)

et puisque on avait MM, 4+ PP, — ER, = — 1, on voit que les
paramétres &, y devront satisfaire a la condition

&, + 7, < 1.

Nous appellerons souvent dans la suite un systéme de valenrs (£, %), le point
£, 7). L'ensemble des points (&, 7) satisfaisant & une ou plusienrs condi-
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tions d’inégalité formera ce que nous appellerons un domaine de points.
Ainsi, par exemple, 'ensemble des points &, 3 pour lesquels

&, +mm, <1

formera un domaine que nous désignerons par S, et nous désignerons par
limite ou surface du domaine §, I'ensemble des points tels que

&, + 7, = 1.

Certaines inégalités entre & et » exprimeront que la forme @ est réduite,
et si ces inégalités sont compatibles, elles définiront pour le point (&, %)
un certain domaine D qui correspondra & la réduite indéfinie

F = wu, + vv, — ww, .

Nous n’avons d’ailleurs & considérer que les parties du domaine D in-
térieures & .

Ceci posé, je vais établir que le domaine D ne peut avoir plus dun
point commun avec la surface de S.

Désignons par — A le déterminant (qui est évidemment négatif) de
la forme F; on voit d’abord que le déterminant de la forme @ est égal &

A — &, — 77’70)3'

Or dans une forme définie réduite, le coefficient de xw, est moindre
que deux fois la racine cubique du déterminant (voir paragraphe 5); nous
aurons par suite en conservant les notations précédemment adoptées

2 Norme (a€ + a7 + o) + a(1 — &, — 73,) < 2A§(I — &, — 9%,

et on conclut de cette égalité que si le point (&, »') appartient a la
limite de S on aura

af’ + alﬂl + au = O.

D’autre part en désignant comme précédemment par (4, 4', 4, B, B, B")
une forme définie réduite, on peut écrire, comme on sait, cette forme de
la facon suivante:

m Norme (z 4 e,y + £,2) + p,Norme (y + £,2) + p,22,

ot les p et ¢ satisfont aux conditions rappelées.
Acta mathematica. 5. Imprimé 156 Avril 1884. 18
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Or on a

L =

, BB,
py = A — A

” BB, AB — BB, < B'B
tw=4"—— —Tr—B5 B, A )

et on a vu que
B 1 AB — B'B, 1
Norme—A— <3 NormeAA—,___—T,B,—O, <z

Considérons toujours un point du domaine D, qui appartienne a la
surface de S; comme nous venons de le voir on a pour ce point (&, 7')

af + o'y + o’ = o.

Alors p, devient nul et on voit que g, et p, se réduisent respective-
ment &

) — BB
A et A” —lim BO . ﬁ%::—g%ﬁ .
0

Nous supposons que le point (&, %) restant toujours dans le domaine D
tende suivant une loi arbitraire vers le point (&, %); c'est dans ces condi-
tions qu’il faut entendre le signe limite contenu dans l'expression précé-
dente; les autres termes disparaissent car

I » 104 7’

lim B—AB—° = O puisque Norme%~ < ;— et limB”" = o

et de méme pour les autres.
Mais la forme @ se réduit pour £ =& et y =17 &

2 Norme [(8€' + B + £)y + G& + 17 + 1")2l.-
Or son déterminant est nul; donc pour € =&, =17 on a

Moty = O.

On a par suite p, = 0, 'hypothése p, = o donnant aussi g, =0

. I
puisque pu; > —pg,.



Sur les formes quadratiques ternaires et sur les fonctions hyperfuchsiennes. 139
On a par suite
B+ 87+ =o,
et cette égalité jointe a
af + oy + o’ =0

déterminent complétement & et '; il ne peut donc y avoir plus d'un point
du domaine D appartenant ¢ la surface de S.

9. A chaque réduite ne correspondra pas d'ailleurs évidemment un
tel point; il est nécessaire pour cela que les valeurs de & et 7 tirées
des deux équations précédentes satisfassent 4 la relation

§6 + yp— 1 =o0.

Approfondissons maintenant la signification de 1'équation de condition a
laquelle on est ainsi conduit. En résolvant les deux premiéres équations
et portant les valeurs de & et 7' dans la troisiéme, on a:

Norme (a”f — o’#”) + Norme (fa”” — aff") — Norme (af — o’ff) = o.
Or désignons comme précédemment la forme par

F = (a, o, a", b, ¥, b")
on a

19017

—— I,—_
a = aa, + a'a, — a’a,

& =B + BB — BB

et
V' = af, + &f,— "B .
En formant 'expression 4”5 — a'a, on trouve:
b"b; — a’a = Norme («”f' — o'8”) -+ Norme (fo”’ — @f") — Norme («f — o'ff)
et I'on voit par conséquent que:
by — a'a = o.

Ainsi les réduites pour lesquelles cette relation est vérifiée sont les seules
pour lesquelles le domaine D peut avoir un point commun avec la limite
du domaine §.
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Mais ce n'est pas tout; je dis que @ doit étre nul. Considérons en
effet une réduite dans laquelle ¢ n'est pas nul; nous avons vu précédem-
ment que dans ce cas les coefficients de xx,, yy, et 2z, sont limités,
par suite

Mo 4 Po’ + Ro”’, MB 4 P§ 4 RB’ et My + PY 4 Ry’

sont limités en fonction de A: M, P et R ne peuvent donc dépasser une

certaine limite et par suite le point & = % y Y =% est intérieur au

domaine §; il n’a aucun point commun avec la surface de ce domaine,
car de tels points correspondent a des valeurs infiniment grandes de R.

Nous pouvons donec énoncer le théoréme suivant qui est fondamental:

Les réduites pour lesquelles a = o, b" = o sont les seules pour les-
quelles le domaine correspondant D peut avoir um point commun avec la
surface de S.

10. Nous allons montrer maintenant qu’aux réduites, dont il vient
d’étre question, correspondent bien effectivement des domaines D ayant
un point commun avec la surface de S.

Soit donc comme précédemment une forme dans laquelle ¢ = o,
0" = o, et que nous supposons réduite (voir paragraphe 7, le cas ou
a =0, V" =0). Supposant comme précédemment que ¢ = a'a”’ — bb,
est positif, nous avons

a'bz
— Norme —-

N

et nous prenons la forme @ associée a a'F avec les paramétres & et 3

a'F = Norme (¢'y + b,2) + Norme <@;/%_——6—‘?)

O = aF(1 — &, —uy,) + 2Norme [“\/—g (p+ 1)z + '8y + (&b, + 77\/5)5']-

La forme F étant réduite, il existe des valeurs de & et 3 pour lesquelles
® est réduite, et il faut montrer que le domaine D de ces valeurs a un
point commun avec la limite de S.

Les conditions de réduction pour & apprennent de suite que dans
le coefficient de ¢ et la partie réelle sont moindres que 1o,

2\/3

bl Eo
7 + 1
en valeur absolue; puis dans
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7 7—% &, 2§
ab[1+(l+v)(l+m) (1+7/)(I+m)+\/?w+m]

la partie réelle et le coefficient de 4 sont moindres en valeur absolue que
alﬁblbro
5 - Nous voyons encore que dans

1 , &
0?<b—b°v+ I)

la partie réelle et le coefficient de ¢ sont moindres que %

Les trois conditions précédentes expriment que dans @ mis sous la
forme canonique

¢, Norme (z 4 ey + ¢'2) + g, Norme (y 4 &”2) + g, Norme z,
g, ¢ et &"

I I ) ’ - B . . - -
— 5 et + . 1l reste & écrire les deux autres conditions qui expri-

ont leur partie réelle et leur coefficient de ¢ compris entre

ment que g, < % poetop < —;— #,-  On obtient ainsi:

vy,
1— & —m > 520 + 1), + 1)
et
a’*b'b’,
L—& — 7 > x5 0+ Dz + 1)
Je dis d’abord qu'il existe dans le voisinage de £ =0, y = — 1, des

valeurs de &, » satisfaisant & la premiére série de conditions. En effet
puisque la forme @ est définie pour certaines valeurs de £ et %, il existe
des valeurs de

I+ (r + 91 + 7,)

satisfaisant aux trois premiéres conditions; on remarque d'ailleurs que les
trois premiéres conditions ne dépendent que de ces quantités. Soient donc

§ 77— _
TH 7 Tt A
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deux valeurs convenables de 4 et u; nous allons montrer qu'il existe dans

le voisinage de & = 0, 7 = — 1 des valeurs de & et  donnant 2
5 et N
I+ (T + 90 + 7)

des valeurs trés peu différentes de A et u, et ces valeurs de & et 7 satis-
feront par suite aux trois premiéres conditions. Soit en effet » = a + if.

On aura
9= 7% — 23
4+ +29) 4o+
. , 283
Or faisons tendre a vers — 1 et 8 vers zéro de telle sorte que ot
tende vers p; alors —2%__ % __ tendra vers g quand 5 tendra vers — 1

(T +9( + )
de la wmaniére indiquée; il suffit de prendre & = A(r + ), pour avoir,
aussi rapproché que Von veut de &= o0, y = — 1, un systéme (&, 7)
satisfaisant aux trois premiéres conditions. Il importe de s'assurer que
parmi ces valeurs de (&, %) il y en a pour lesquelles

&ty < 1.
Remarquons qu'on peut faire tendre B vers zéro et a vers — 1, avec
la condition que (I—f—a—), ait une valeur donnée, de telle maniére que

a’ 4 * soit moindre que l'unité. Soit donc % tellement choisi, 1'égalité
&€ = A(y + 1) donne une valeur correspondante de &; je dis que le point
£, » est a lintérieur du domaine S. Si on avait en effet

& + 7y, > 1

on aurait

550 > I—’7770 =I—°77 + /N .
T+ +5) " @+ 90+ ) 1+ (40 +7)

Le second membre de l'inégalité est d’ailleurs positif. On voit alors que

£
1+

» tendant vers — 1, la norme grandirait indéfiniment, ce qui est

absurde.



Sur les formes quadratiques ternaires et sur les fonections hyperfuchsiemmes. 143

Il existe donc dans le voisinage du point (0, — 1) une infinité de
points &, 5, pour lesquelles on a

& + oy, <1

et qui satisfont aux trois premiéres conditions. Je dis maintenant que
ces valeurs de &, 7, si elles sont suffisamment rapprochées de &= o,
7 = — 1 satisferont aux deux autres conditions

14
1—& —7m > 520+ 1) + 1)

183717
a*b'l,

Ag @+ D + 1)

I —550—3?370 >

S'il en était autrement en effet, il y aurait sur I'une ou lautre des
deux surfaces

" by,
T—8&—n = (g + 1)y + 1)

Isblblo
1 — &= = x50 + D + 1)
des points aussi rapprochés que lon voudrait de é=o0, 7= —1, et

satisfaisant aux trois premiéres conditions. Or pour de tels points on
aurait manifestement

550 1— 7/7]0

= 4
TFpt¥m) GG +m T
ou A est une constante, et en remarquant que:
I — 7% ) + 7—%

CFp0+7) 147 T T+ +7)

el s Yipos . N1,
7 augmenterait indéfiniment, puisque CF 90 £70 reste

fini quand % tend vers — 1, les trois premiéres conditions étant vérifiées.
Nous arrivons donc encore 4 une contradiction.

on voit que
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Il résulte de cette discussion () quw'a toute réduite dans laquelle a = o
et b” = o correspond bien effectivement un domaine D ayant un point
commun avec la surface de S.

11. Nous avons maintenant & rechercher s'il existe toujours, quelle
que soit la forme donnée, des réduites arithmétiquement équivalentes et
dans lesquelles a et b soient nuls. Nous allons démontrer qu'il en
est ainsi.

Commengons par établir qu'il existe des formes arithmétiquement
équivalentes & une forme donnée [ et dans laquelle le coefficient de xx,
est nul. Si I'on fait dans f la substitution

v =MX 4+ MY + M,Z
y=PX + PY + P,Z
1= QX + QY + Q,Z

il est clair que le coefficient de XX dans la transformée sera:

M, P, Q).

Il Jagit donc de voir si en donnant aux indéterminées z, y, ¢ des
valeurs entiéres et premiéres entre elles M, P, @, la forme f peut
gannuler. En d’autres termes nous allons montrer que zéro peut étre
représenté par une forme quadratique ternaire indéfinie a indéterminées
conjuguées; c'est 13 un point qui distingue essentiellement la théorie de
ces formes de celle des formes ternaires réelles, car on sait que GAuUSs a
montré que zéro ne pouvait étre représenté par toute forme ternaire
indéfinie réelle (Disquisitiones Arithmetice, paragraphe 294). La cause
de cette différence est dans le fait que l'on peut toujours satisfaire a la
congruence (1)

xx, = a(mod b)

(*) Nous avons supposé que & = a'a’ — bb, était différent de zéro et positif. Dans
tous les autres cas, des considérations toutes semblables, conduisent au méme résultat,
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quels que soient @ et b (b étant seulement supposé non divisible par un
carré) tandis qu'au contraire on sait que la congruence (voir sur ce sujet
Hermire, Journal de CRreLLE, t. 47)

%’ = a(mod b)

n'a pas de solutions quels que soient a et b.

Nous montrerons au paragraphe suivant comment de ce théoréme
on déduit que zéro peut étre représenté pour toute forme ternaire in-
définie & indéterminées conjuguées. J’admets pour le moment ce résultat
et je vais en conclure qu'il eviste une véduite dans laquelle a = b" = o.

D'aprés ce que nous venons de dire, on pourra faire une premiére
transformation linéaire de déterminant un, donnant une transformée dans
laquelle le coefficient de xx, est nul. Que I'on fasse alors dans la forme
une substitution

(’x’ Y, %, I, m?/"l'"'g’ py"{'qz)

on voit de suite que l'on peut choisir deux entiers m et p premiers entre
eux tels que le coefficient de xy, soit nul; on déterminera alors » et ¢
par la condition mg—np = 1.

Nous obtenons donc une forme arithmétiquement équivalente & Ia
proposée dans laquelle @ = #” = 0; mais cette forme n’est pas nécessaire-
ment réduite. Nous pouvons supposer que dans cette forme l'expression

‘o

a'a’ — bb, est différente de zéro et positive, car 'l en était autrement
en faisant la substitution

@, ¥, 2, x4 nz, y, 2)
ot # est un entier arbitraire, cette expression se transformant en
aa’ —bb, + a'(b'n + bn,)

on peut choisic # de maniére qu'elle soit positive (car @' et # ne sont
pas nuls vu qu'alors le déterminant de la forme serait nul).
Nous avons donc une forme f

f=dyy, + a’2z, + byz) + by,e + Vrz, + byr,z

Aecta wathematice. 5. Tmprimé 18 Aveil 1831, 19
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arithmétiquement équivalente & la proposée et dans liquelle on a
0=2aa"—bbh >0. A la forme a'f est associée la forme définie @
(paragraphe 10)

4 b ’ S .
O = a'f(1 — €€, — uy,) + 2 Norme [%:“ (p + )& + a'&y + (85, + 77\/6)2],

o .

cette forme ne sera réduite pour aucune valeur (&, ») du domaine S si
la forme indéfinic f n'est pas réduite. Quelle substitution fant il faire
dang @ et par suite dans f pour la réduire? ¢ peut se mettre sous la
forme canonique

1, Norme (z 4 ey + ¢'2) + p, Norme (y + £"2) + p,22,;
or nous avons vu (paragraphe 10) que les inégalités /12__>:—;— My My = ;;— Mo
devenaient pour la forme @

bl 7
(;’°(77+ D) + 1)

1— &6 — o, >
(@)

183011

b'b
&6 — g, > (g + D + 1),

On peut toujours trouver des valeurs de &, y satisfaisant 4 ces inégalités;
considérons en effet I'inégalité

(8 1 — & — oy, > 401 + )1 + 7,)

ou A est une quantité positive quelconque; on pourra toujours y satisfaire
et méme pour des valeurs réelles de & et 3. On voit de suite en cffet
que l'équation

1—& —p'=A(1 + 7)’

représente une ellipse réelle, intérieure au cercle de rayon un et tangente
& ce cercle au point (§ =0, y = —1). Tout point & % a lintérieur
de cette ellipse satisfait & l'inégalité (f).

Ainsi il existe des valeurs de (&, 7) satisfaisant aux inégalités (a).
Prenons un tel systéme de valeurs.
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Pour réduire la forme @, c’est a dire pour que les ¢ aient leur
., o . . . 1 .

partie réelle et leur coefficient de ¢ compris entre — 5 €t + > il. suffira

évidemment d’employer une substitution de la forme

(, y, 2, =+ my+ nz, y+ qz, 2)

Une substitution convenable de cette nature transforme donc f en une
forme réduite; mais cette substitution ne fait pas apparaitre de terme en
xx; et en wy,: la proposition énoncée est donc établie.

12. Il nous faut maintenant établir que zéro peut éire représenté
par toute forme quadratique tlernaive ndéfinie o indéterminées comjuguées.
Prenons d’abord la forme

f = axx, + byy, + czz,

oll nous supposons que @, b, ¢, ne sont pas de méme signe. De plus
ces nombres sont deux & deux premiers entre eux et aucun d’eux n'est
divisible par un carré. Nous allons avoir peu de chose a changer & la
profonde analyse par laquelle Gauss établit que zéro peut étre représenté
par une forme ternaire réelle quand — b¢, — ca, — ab sont respective-
ment résidus quadratiques de a, b, c. (Disquisitiones arithmetice, para-
graphe 294).
Soient H, K, L trois entiers satisfaisant aux congruences:

HH = — bc(mod a), KK, = — ac(modd), LL = — ab(modc);

nous avons dit plus haut qu'on pourrait toujours trouver de tels nombres.
On déterminera ensuite 4, B, C de maniére que

A=c(modd) et = L (modc)
B=a(modc) et = H(moda)
C=0l(moda) et = K(modbd).

On aura
add, + BB, 4+ cCC,=bHH, 4 cb> =b(HH, 4+ cb)=o0 (mod a);

on prouverait de la méme maniére que adA4, + bBB, + ¢CC, est divisible
par b et ¢ et par suite par abe.



148 Emile Picard.

On voit en outre que A est premier avec b ct ¢, B avec a ct ¢,
C avec ¢ et b. S'il arrivait que les valeurs de 4, B, C eussent un
diviseur commun g (qui peut étre un nombre complexe), y serait nécessaire-
ment premier avec @, b, ¢ et par suite avec abc. On divisera 4, B, C
par p et on aura trois nouveaux nombres que nous appellerons encorc
4, B, C et tels que 4 soit premier avec b et ¢, B avec a et ¢, C avee
b et ¢, et de plus

adA, 4 bBB, + cCC, =0 (mod abc).

Ceci posé, on voit de suite que Aa, Bb, Cc n'ont pas de diviseur commun.
On peut alors trouver une substitution de déterminant un

(@, y, 2, aw+ay+ a2, fr+ Fy+ % re+ 7y +1"%)
déterminé par les conditions
B — Bt = da, ya’—p'd = Bb, «f —a'f = Co

et
ada + BBb + yCc = 1.

La forme proposéc f se changera en une forme
g = (m, w', m", n, 0, n"
dans laquelle w’, m” et n seront divisibles par alc. Posons en cffet
q ’ I
ﬂl’j‘ —_— ﬁrll —_ AI’ rlla — ra/l f— B” al' — aﬂl' o (/’l
ﬂij —_— /9’)‘ — Au’ ral __ rra — Bn’ aﬂl - al/j — Cu

on aura
o = B"Cc— C'Bl, f = C"Aa— A"Ce, y = A"Bb— B"Aua
o’ = UBb — B'Cc, ' = A'Cc — C'da, v = BAda — A'BD

et en substituant ces valeurs dans les expressions de m’/, m” et n

m' = ad'ag + UFB, + cr'yy, W' =aaa) + ..., n=oada] + ...;
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on trouve, par exemple pour w'
m' = A" Abe(bBB, 4+ ¢CC))=o0 (moda)
' = B"Bjac(adA, + ¢CC,) =0 (mod)
[y e T¥a ] — )
w' = C"Clab(adA, + bBB,)=o0 (modc)

par suite m’ cst divisible par abe et de méme pour m” ct n.
Effectuons maintenant sur f la substitution
(€, 9, 2, ade +iad'y + o'z, fde 4+ Fy + 7'z, pde + 7y + 172)

en posant abc = d.
f se changera manifestement cn

g = (md’, w', m", n, wd, n'd)
¢t le déterminant de cette forme sera d®.  Or considérons la forme

n

ml " "L
1" § ’ i
g =<md,7,7,&-,n,n>

ces coefficicnts seront enticrs et son déterminant cst égal 4 Punité. Or

admettons pour un instant que toute forme ternaire indéfinic de détermi-
nant un est équivalente a la forme

— xry + Yz, + Y2

en employant une substitution a coefficients entiers de déterminant + 1
ou #+i. Il en résulte que, a l'aide d'une telle substitution, on peut
transformer ¢’ en la forme

G = — drxx, + dyz, + dy,z

ou bien encore on peut passer de la forme f a la forme & en cmployant
unc substitution & coefficients entiers dont la norme est égale & d* Si

(£, ¥, 2, e + py + vz, Ve + py+ve, Ko p'y -+
est cette substitution, on voit que

w=p, Y=p, =M
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est une solution de Iéquation

axx, + byy, + czz, = o.
C q f d

1, ¢ et g me sont pas tous trois nuls, puisque la norme du déterminant
est égale a d”

Nous avons admis que toute forme ternairc indéfinic de déterminant
un était équivalente & la forme

- .TTfo + L’/ﬁo + !/0‘2

\

en employant une substitution dont le déterminant a sa normc égale a
Vunité. C'est ce que Ton peut établir comme il suit:
Soit

f={(a, «, a’, b, ¥, ")

unc forme indéfinie de déterminant un.
Considérons la forme binaire obtenuc en faisant 2= o dans f,
cest & dire

axe, + a'yy, + vy, + byry;

on sait que l'on peut réduire cette forme de telle maniére que la valeur
absolue de @ soit moindre que v2[d"8) —ada’|, (") la quantité sous le
radical étant prise en valeur absolue. Supposons cette réduction faite:
si on fait sur y et z une substitution convenable de norme égale a un,
la théorie des formes binaires montre encore qu'on peut arriver a avoir

|78 — aa’| < v2]al;
on a donc simultanément

o’ < 2|0"b — ad’|, |07 — aa’'| < v2]al.

(*) Voir mon Mémoire sur les formes quadratiques binaires a inddtermindes
conjugudes (Annales de 1'Jicole Normale Supéricure, Janvier et Février 1884).
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On conclut de la que les valeurs absolues de « et VD) — aa’ sont
égales a zéro ou & lunité; clles doivent étre nulles simultanément ou

toutes deux différentes de zéro.
Soit d’abord

|al

En employant une substitution de la forme
(v, o, 2, x+pBy+7r2 y+72 2

on ne change pas a ct 0”0 — ae’ ¢t un caleul facile montre que Von

|00y — aa’| = 1.

1°
= 1

et

peut choisir 3, r et ¥ de fagon que dans
ab, — "' b — b'b,

’
b,
la partie réelle et le coefficient de i soient moindres en valeur absolue que

la], ;—| vy — ad'l, ;—I b"by — ad|

I
2
On en conclut

b, = o,

respectivement.
no__
b" = o, b,

on a donc les formes dans lesquelles
ol =1, o] =1,
en prenant seulement les signes de maniére que D = 1 et que la forme

Elles sont équivalentes & la forme

soit indéfinie.
xX, — YY, — 28,

et cette derniére, comme on le voit de suite, est équivalente a
— xx, -+ Y2, + Y,2.

a=10"= o,

Soit maintenant
ou

2°.
la] =0, |00y —aa’|=o0

1}r]
— a'l’'h,

I —

On aura alors
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done
¢ =—1 e V=41, +i.

Si nous faisons maintenant la substitution:
(x, ¥, 2, v+ By~ 71z, ¥, 2

on ne change pas a, &, ¥ et J”. On peut choisir # et y de maniére
que b soit nul apres la transformation et que la norme de «” soit zéro
ou T'unité. On obtient ainsi des formes toutes ¢quivalentes a

f=—uy, +c22, + wz, + 0,2 o e=o0, + 1, —1I,
et on voit enfin sans peine que celle-ci est équivalente a

— 2%, + Y2, + Y2
C. q f d

IIL

13. Revenons maintenant & la question de la réduction continuelle
de la forme @. Pour bien fixer les idées, nous admettons que la forme
indéfinic

F = wu, + vv, — ww,
ot comme précédemment
U= ar 4+ fy + 2
v=a't 4+ Yy +
w=d'vt+ 'y +7"z

dont nous partons, est unc forme réduite. La forme définie @

¢ = (1 — &, — yy,) I' + 2 Norme («& + vy + )
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sera donc réduite pour certaines valeurs de &, % situées dans le domaine
S et formant ellessmémes un domaine que nous avons appelé D (para-
graphe 8). Lorsque le point (&, %) sort du domaine D, il faut suivant
les circonstances de la variation de ce point employer certaines substitu-
tions pour réduire la forme de nouveau, ce qui donne, en employant la
totalité des substitutions propres a réduire de nouvean @, certaines réduites
adjacentes a la réduite F, auxquelles correspondent des domaines IV, 1, . ..
On continue ainsi & effectuer la réduction continuelle de la forme @
jusqua ce quon ne trouve plus de nouvelles réduites, ce qui arrivera
nécessairement puisque le nombre des réduites est limité. Désignons par
@ le domaine total formé par les domaines D, D', D", ... Lorsque le
point (&, %) sort du domaine & on retombe sur une réduite déja obtenue,
a laquelle se trouve ainsi correspondre un nouveau domaine D,. Soit
encore, pour ne pas multiplier les notations

F = wu, 4 vo, — ww,

cette réduite. ILn faisant passer (&, ) du domaine D dans le domaine
D, on est alors conduit & une substitution S & cocfficients entiers et de
déterminant un transformant F en elle-méme. A une telle substitution
correspond manifestement une substitution linéaire faite sur w, v, w soit

(v, v, w, Au + Bv 4 Cw, A'u + Bv + Cw, A"u + B'v + C"w)

et cette substitution transforme en elle-méme 'expression wu, + vv, — ww,.
Quand on effectue sur z, y, 2z la substitution (S) la forme @ devient:

(1 — &, — o) F
+ 2 Norme [(du 4 Bv + Cw)é + (A'u 4+ B'v + Cw)y + A"u 4 B'v + C"w)

ou en divisant par Norme(C¢ + C7 + C”), ce qui ne modifie en rien
les conditions relatives a la réduction, et posant:

(1) o AS+Ap+ 4", B&+ Byp+ B

ST x0T T GEr Oy O
cette forme peut s'écrire:

(r — && — y'p) F' 4+ 2 Norme (u§ + vy’ + w).

Acta mathematica, 5. Imprimé 30 Avril 18841, 20
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On en conclut que Von passe du domaine I au domaine D, en
effectuant sur (¢, ) la substitution (1).

En continuant d’effectuer la réduction continuelle de la forme @, on
obtiendra un groupe G d'une infinité de substitutions telles que (1); ce
groupe sera discontinu, car 4 un systéme de valeurs de (&, 5) ne corres-
pond qu'un nombre limité de réduites arithmétiquement équivalentes & la
forme définie @, le point (&, %) ne peut donc appartenir qu'a un nombre
limité de domaines D.

Le domaine ¢ est un domaine fondamental de ce groupe, cest & dire
qua tout point (£, ) a l'intéricur de S correspond par une substitution
du groupe un nombre limité de points & l'intérieur de ¢ (il y en a aun
moins un); c'est ce qui résulte immédiatement de ce que ¢ est 'ensemble
des domaines D correspondant a foutes les réduites distinctes arithmétique-
ment équivalentes &4 F.

Le domaine ¢ a un nombre limité de points communs avec la sur-
face de S, et il en a toujours un, puisque nous avons montré précédem-
ment qu'il existait toujours au moins une réduite dans laquelle les
coefficients de xx, et wxy, étaient égaux & zéro.

14. Avant de continuer I'étude générale de ces groupes, examinons
un cas particulier. Je prendrai:

F = Yy, + X3, + TyZ.
Nous écrirons:
F = wu, + vv, — ww,

en posant:

W=y, 0= L_(x + 2), w= /L_(T——z)
\/2 \!2

On aura ici:

4+ I 7—1 )
Tt

O = (yy, + rz, + 2,2)(1 — &€, —9y,) + 2 Norme <’7

Avant d’aller plus loin, ouvrons une parenthése pour chercher les formes
réduites de déterminant — 1, dans lesquelles ¢ = " = 0; nous éviterons
ainsi plus tard une discussion un peu longue. Soit
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Y, + @z, + byz, + b,z + Vrz, + byz,z

une telle forme; le déterminant étant égal & — 1, on aura V0, = 1.
En supposant, comme au paragraphe 10, que

d=a"' —bb, >0

nous avons vu (voir ce paragraphe) qu'on on doit déterminer & et » de
telle maniére que dans 0'—=>— le coefficient de i et la partic réelle soient
7
1o
. I . . 1 ,
moindres en valeur absolue que v par suitc moindres que —. D’autre
“\o

part dans

-

i <
b— b

la partie réelle et le coefficient de ¢ sont moindres que 5 et on voit

qu'il ne peut cn étre ainsi que si b = o
Reportons-nous maintenant & Dégalité qui limite ¢ (3 la fin du
paragraphe 7), elle devient ici

1 \/—2_
26 T 5>

par suite ¢ = 0 ou 1; on a donc @” = o, 1.

Nous avons supposé ¢ > o; dans fous les cas on arrive d la conclusion
suivante. On doit avoir b =o0 et o’ =0, + 1.

Revenons maintenant & la forme @; en la meftant sous la forme
canonique

u, Norme (x + ey + €'2) + p, Norme(y + ¢"2) + p,22,,

on a
g, = 7
" Vit
g = — 550 + To T 7
0 T+ +75) O+ p>0+7)
gy = —V’EI ¥ 77;
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les parties réelles et les coefficients de 4 dans ces trois expressions doivent
\ . 1 I . .

étre compris entre — — et + > pour que la forme @ soit réduite.

Calculons enfin p,, g, et pu,:
On aura

pmo="0+ 10 + 1)
py = 1 — & — 7,

. (I —_ 550 —_ 777/(:)2

B=0F 0 + 4

. C e 1 I e
et on voit que les deux inégalités p, > —p ¢t p, > —p, coincident et se

réduisent & l'inégalité unique:
il I
I —&C, — 7 > ;(I + 70 + 7o)

Soit D le domaine correspondant a la réduite F.
Laissons toujours le point (£, %) a l'intérieur du domaine

o I
L —3S — %7, >;(I + 77)(1 + 770)

et faisons varier (£, »), en le faisant sortir de I successivement par les
autres faces. Posons

On a

I

—— 2. .

Supposons que &, 3 varie de telle maniére que dans v, le coefficient de ¢
, 1 . . . - R
dépasse 7 alors dans e le coefficient de ¢ deviendra supérieur & —, et

on réduira la forme de nouveau, en employant la substitution

(‘177 ¥y 4 z =+ iz, Y "’3)
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mais cette substitution transforme la forme F' en elle-méme; on rencontre
donc ainsi une substitution fondamentale du groupe &; cette substitu-

tion est:
71 . v
g / 2 2

%(77+I)+1 %(77+l)+1

e
~

et elle laisse invariable le point
§ = o, = —1;

soient maintenant (£, ) variant de telle maniére que dans w lc terme

réel dépusse WL la substitution a employer pour réduire de nouveau
V2
F sera:

@, 95 4 ®—y, ¥+ 2, 2

ce qui donnera la réduite
(2) w, + 22, + %2, + x,z.
Si on sort de D de telle maniére que dans # le terme réel soit moindre
que ——2—\1/;, il faut employer la substitution:
@, ¥, 2, x+y, y—2, 2
et on retombe sur la réduite
yy, + 22, + vz, + x,2.

Sort-on de D, de fagon que dans u le coefficient de ¢ soit moindre que

1 . Ry . .
— —=—, il faudra considérer la substitution
2y/2

@, ¥, 2, ©+ 1y, y+ iz, 2)
ce qui donne encore

Yo + 22, + %2, + ¥,2.
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Quand on sort de D de telle maniére que dans u le terme réel dépasse
—:7;—, aprés la substitution indiquée précédemment, la forme @ a changg,
et les ¢ nouveaux sont alors
e =\2.4u—1
g = —uuy + v, —v -+ 2.0
&= —yz.u, + I.

On aura un nouveau domaine I'; on cherchera comme pour le domaine
D les différentes réduites contigues que l'on obtient en sortant de I par
les différentes fuces qui forment [langle polyédre ayant pour sommet
€ =0, y = —1. La scule réduite contigue différente des deux réduites

déja trouvées est
(3) Yo — 73, + 2z, + %,2.

Cela résulte d’aillears a priori de la remarque faite plus haut; jajoute
que je ne considére pas comme différentes deux réduites pour lesquelles
les coefficients de xz, sont égaux et de signe contraire. On obtiendra la
réduite (3) en sortant de D’, de telle maniére que dans — uu, + \z.u

la partie réelle dépasse ;—; il faut alors faire la substitution

(xy Y, 2, T—2, Y, "’7)

ce qui donne bien la réduite (3).

En sortant de l'angle polyédre formé par les trois domaines D, I, D",
on retombe sur les réduites déja obtenues, et on est aussi conduit a cer-
taines substitutions transformant en ellessmémes la forme initiale

Yo + %z, + z,2;
ces substitutions sont de la forme:
@, ¥, 2, €+ my+ nz, y+ g2, 2).
Etudions directement ces substitutions; on aura les relations:
99, +n +n, =0

m=—q,.
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On a donc les substitutions

2

[az, Y, 8, T+ my— (mm“ +pi> Zy, Y—myz, z]

m étant un entier complexe arbitraire dont la norme est paire, et p un
entier réel. Toutes ces substitutions peuvent sobtenir en composant les
trois suivantes:

(@, y, 2, o4 29— 22, y— 22, 2)
(@, y, 2, e+ (1 4+ )y —2, y— (1 —1dz, 2
(r, ¥, 2, ©+ 1z, y, 2).

Multiplions en effet la puissance a« de la premiére de ces substitutions
par la puissance 5 de la seconde, et ce produit par la puissance j de
la troisiéme, on aura une substitution nécessairement de la forme

MM, + Pé') 2, y— M,z, z] .

2

[x7 ?/} Z; x—l—ﬂ’[y—(
On calcule facilement M,
M, = a+ 2§ — ai.

Supposons inversement que M soit donné ainsi que l'entier réel P,
M étant d’ailleurs tel que MM, soit pair. Soit
M=p+ v
on aura:
a+t28=p, a=y

égalités qui donnent pour a et B des nombres entiers, car p—y est
nécessairement pair. On déterminera ensuite ; de maniére que le coefficient

. . MM, , . .
de z dans la transformée de z soit — ~— — Pi, ce qui pourra toujours

se faire.
A chacune des substitutions précédentes transformant en elle-méme

Yo + 02, + 2,2
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correspond une substitution pour le groupe G (paragraphe 13). Les trois
substitutions ainsi obtenues laissent invariable le point £ = 0, = — 1.
Posons, comme plus haut,

ces trois substitutions donnent pour u et v les substitutions snivantes

(w, v, v+ 2, v+ uz+1)

(u, v, u-}—ltb, 7)+z¢xiz+i>

\V2 \2 2

2
u, v, U, v——1.
<7 y » 2)

15. Les résultats précédents relatifs & une forme particuliére, nous
conduisent de suite au cas général. Soit '

F = ayy, + a2z, + byz, 4 by,2 + Vxz, + b,z

une réduite dans laquelle @ = 8" = o et & laquelle correspondent par
suite, comme nous l'avons vu précédemment, des domaines ayant un point
commun avec la limite de §S.

Considérons le groupe des substitutions & cocfficients entiers de la
forme:

(1) @, y, 2, * +my 4+ nz, y + g2, 2)

ou m, # et g sont entiers, transformant F en elle-méme. On aura les
deux relations

aqq, + bg + b9, + by, + 'n =0
aq, + mb' = o.
Les substitutions fondamentales seront, comme précédernment, au nombre
de trois. Nous n’établirons pas ce point; et, en nous bornant a ce qui

pous sera utile dans la suite, nous allons simplement montrer qu’il existe
dans le groupe trois substitutions de la forme
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(.13, Y, 2, x+ az, ¥, Z)
(2) (;‘If, Yy & x4+ pmy+ vz, ¥+ 22, Z)
(ry yy 2, *+pwy+ve, y+ Ny, 2)

le rapport% étant 1maginaire.

Nous aurons la premicre substitution, en prenant o = ib).
Pour la seconde, nous prendrons

p=ta, i = —1t¥
¢t étant seulement tel que Yéquation
al'bitt, — bt by — 0, t0" + Uy + by, = o
puisse étre résolue par rapport & y. Or soit

yv=ux+14y, V =A+4 B

I’équation s'écrira
24x — 2By = — a'V'hitt, + bt + bU't.

Il suffira de prendre pour ¢ le plus grand commun diviseur entre 24
et 2B. En prenant ensuite

po=ta'i, A = —thi

. s . . Z4 . . s
on aura la troisiéme des substitutions (2), le rapport 2 qui se réduit 2

J!I
— 4 est bien imaginaire.
A toute substitution (1) correspond une substitution du groupe @,
relatif aux variables & et 7. Il en résulte pour les deux variables

3 I

Y= V=
/8 ! 7+ 1

déja considérées précédemment, la substitution

mb’ a’ b ,
[u, v, U+ —, v— ,—{_Zu + < (mh, — na )]
Vo Ve Y

deta mathematien. 5. Tmprim@ 1 Mai 1884, 21
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et par suite aux trois substitutions (2) correspondent les substitutions

aa'b”
u, v, #, v——3
| 0

b! I‘ bl
w, v, U+ ET’ 'v——?/—i-u + 5(#7)0 — va’)]
| VO vo -

Y axX v, , ]
u, v, u v — ——u ~ (b —yv'a’)].
(_ ; Uy u R 7 + 5 (&5, )

737

’ r \ . . aa
Remarquons que, a étant égal & b, l'expression 5 est purement

imaginaire.

16. Avant d’aller plus loin, résumons les propriétés fondamentales
du groupe G du paragraphe 13. Tout d’abord une substitution quel-
conque de ce groupe peut étre obtenue en composant convenablement un
nombre fini de substitutions, que nous appelons les substitutions fonda-
mentales du groupe. Nous avons montré aussi qu'on pouvait trouver un
domaine ¢ jouissant de la propriété suivante: a tout point (£, %) a lin-
térieur de § correspond par une substitution du groupe un nombre limité
de points a lintérieur de ¢, et il y en a au moings un. S’il y a plus
d'un point, on pourra évidemment diviser ce domaine en plusieurs autres
tels que dans chacun d’eux il y aura un point et un seul correspondant
par une substitution du groupe 4 un point quelconque de S: nous appel-
lerons dans la suite un tel domaine, un domaine fondamental, et le
désignerons par R.

Le domaine fondamental R a wun ou un nombre limilé de points
communs avec la surface de S. Soit 4 un pareil point; nous avons
signalé trois substitutions distinctes laissant le point 4 invariable.

Faisons encore quelques remarques sur ce groupe G, dont nous
représentons, comme précédemment, une substitution quelconque par

(6 5, Mtdatd BeaDiin)
' CEXCp+ O CEx O+ O

Parmi les points du domaine S, nous avons a remarquer particuliérement
ceux que laisse invariables une substitution du groupe. Pour une sub-
stitution donnée (4, B, C), nous avons les équations
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AE + Ay + A
CE+ Oy + 07

& =

163

, = B&+ By + B
1~ CE+Cp + 07

En introduisant une troisiéme inconnue k, ces équations peuvent s'écrire

(A—Ke+ Ay + 4" =o
(1) BE +(B—ky+ B’ =o
C¢ + Oy +C —k=o;

k sera donc déterminée par Véquation du troisiéme degré:

A—Ek A A"
(2) B DB—k B = 0.
C ¢ C'—k
Si, comme on peut le supposer, le déterminant
A 4 A
B B B'|=r1;
c ¢

comme d'autre part la substitution laisse invariable 'hypersphére de rayon

un, on aura (Acta Mathematica, T. 1, pag. 317)
AA, + A4, — A"4) =
BB, + BB,— B"B;
ce, + ¢c, — coy
AB, + A'B, — A”B}
CB, + OB, — C’B;
AC, 4+ A4'C, — A7Cy

I

i
o

i
1

Par suite les équations (1) peuvent s'écrire:
(— 1+ k4))6+  kByy + 0
kAE + (kB) — Ny + kC,
k4yE +  kBYy 4 (kG — 1) -

kC

l
o

Il
)
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et I'équation (2) est identique & la suivante:

kd, — 1 kDB, kC,
(2') kA, kB, — 1 kC, = o.
kAy kB kCy — 1

Or on passe de I'équation (2) a 'équation (2'), en remplagant les coefficients

. , I , .
par leur conjugué et en changeant £k en 73 on en conclut que si I, m
et n désignent les trois racines de I'équation (1), les quantités
1 1 I
= =, =
l0 mO nO

sont aussi racines de cettc méme équation; donc ces trois quantités doivent,
dans un ordre convenable, représenter 7, m et n.

Deux cas peuvent sc présenter: ou chaque racine est égale a I'inverse
de sa conjuguée, et par suite les trois racines ont un module égal a I'unité,
ou bien lon a

-~
S~

mals — =, — == M.
o ", n,

Dans les deux cas I'équation (2) peut se mettre sous la forme

B+ ME* — ME—1 =0
ou

M=—(4+B + ).

A chaque racine de cette équation en k, correspond par les équa-
tions (1) un systéme de valeurs de (£, 5). Lc seul cas intéressant pour
nous est celui ou le point correspondant cst & l'intérieur de I'hypersphere
de rayon un. Je me bornerai &4 énoncer ici les résultats auxquels on
arrive dans le cas général.

Dans le premier cas, c’est 4 dire quand les trois racines de I'équation
en k ont un module égal a l'unit§, un des points est & l'intérieur de
I'hypersphére et les deux autres sont a l'extériewr; nous pouvons dire que
dans ce cas la substitution est elliptique.

Dans le second cas, ou il n'y a qu'une racine de module égal a un,
deux des points sont situés swr I'hypersphére, et le troisiéme est a
Vextériewr; la substitution sera dite alors hyperbolique.
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17. Nous allons seulement examiner avec détails un cas particulier
fort important pour la suite. Pour une valeur de k, racine de I'équation
(2), il arrivera en général que les trois équations (1) se réduiront a deux,
mais il peut arriver, dans certains cas particuliers, que les équations se
réduisent a une seule; il y aura alors une infinité de points (£, %) restant
invariables par la substitution (4, B, C); ils satisfont & une équation du
premier degré entre & et 7.

Si nous revenons maintenant au domaine fondamental R (paragraphe
16), les points (£, ) que nous venons de considérer ne pourront étre
que des sommets ou des arétes de ce domaine. En particulier, d'un sommet
A situé sur la surface de S pourront partir des arétes dont tous les points
resteront invariables pour une méme substitution.

Soit, comme précédemment,

’ ’" - ’ .

ayy, + "2z + byz, + by, + Yz, + byx,z
la réduite qui nous a conduit au sommet 4. Toute substitution semblable
de cette réduite, conduisant a unc substitution de G qui laisse invariable
le point 4 sera de la forme

(.T', y, Z, ar + ﬂy + 7-‘3, ﬂ’!/ + rlz’ r;lz)

et les trois entiers a, 3 ct ;' seront nécessairement égaux a + 1 ou +4¢
et leur produit sera l'unité. A cette substitution correspondra pour G,
une substitution de la forme

(v, v, Au + B, Cv + Du + E)

en posant, comme plus haut,

Les deux équations
w=d4u+ B, v=Cv+ Du+ E
auront une infinité de solutions si € = 1 et si les valeurs de » données
par les deux égalités
w=Au + B, Du -+ E=o0

coincident. Par conséquent une aréte, de la mnature considérée, partant du
sommet A4, correspond a une valeur déterminée de %, v étant arbitraire.
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Iv.

18. Nous pouvons maintenant aborder I'étude des fonctions de deux

s-

variables & et 7, qui restent invariables par les substitutions du groupe
G'. Désignons, comme précédemment, par

<,. As + A9+ A BE+ By + B”)
SV GO0 GO+ O

une substitution quelconque du groupe, et nous pouvons supposer que

4 4 4
h B B =1
M

Il existe des fonctions de deux variables indépendantes & et y, qui
ne changent pas quand on effectue sur les variables une substitution
quelconque du groupe G. J’ai démontré ce théoréme dans un mémoire
précédent (Acta mathematica, T. 1); je ne reviendrai pas sur la dé-
monstration. Nous avons considéré la série suivante

(1) _R(E+Ah+wﬂ Bi+Bj+B3>< I
25 CE+Cy+C7 CEF+ Oy + 0) " (CE+ Ty + 0P

qui cst étendue a toutes les substitutions du groupe; m est un entier
supérieur a l'unité, et R(£, ) est une fraction rationnelle de & et » qui
reste holomorphe a lintérieur du domaine § et sur la surface de ce
domaine. Dans ces conditions on verra dans le mémoire cité que la série
cst convergente. Je m’arréterai seulement ici pour montrer de nouveau
que la série (1) ne sera pas identiquement nulle, quelle que soit la frac-
tion rationnelle B, au moins a partir d'une valeur suffisamment grande
de Tentier m. Considérons le point & = 0, » = 0. Supposons d'abord
que toute substitution du groupe, autre que la substitution nnité, donne
comme transformé de o un point qui en soit différent. On pourra alors
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trouver autour de o un domaine ¢, suffisamment petit pour qu'a tout
point (&, 7) de ce domaine ne correspondent par les substitutions du
groupe que des points (&, %), pour lésquels on aura:

(2) €8 + 7'y > &6 + 7,
Dans ces conditions, si

o __AS+Ay+ 4", B+ by+ B
s—~05+017+0u)77—05_1_0:7}_{_0,,
on aura
Mod {(C& + C% + C") > 1;

c’est ce qui résulte de la relation

£t 521 )t I -
(3) 1 — 88—y = Mod*(CZ + 07 + C,,)(I — &, — 77770)

rapprochée de I'inégalité (2). Revenons maintenant & la série (1), que
Yon peut écrire

I

BE 7+ LRG0 roy o

ou la sommation s'étend & toutes les substitutions du groupe, sauf la
substitution unité. On voit alors que si m est suffisamment grand, l'ex-
pression précédente différera pen de R(&, %), on peut donc faire en sorte
qu'elle ne soit pas nulle.

La méme démonstration est applicable dans le cas on il y aurait
un nombre N de substitutions changeant le point € = 0, y =0 en lui-
méme; on écrira I'expression en prenant d’abord les termes correspondant
aux N substitutions précédentes, soit

! 4 ? I
2 BE A grrorr o

cette somme; d'apres 'égalité (3) modC’ = 1, et pour §=o0, =0
cette somme se réduit a

A |
R(ox O)Z C"m

et, comme m et R(o, 0) sont arbitraires, cette somme ne sera pas nulle.
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Désignons par (£, ) la fonction des deux variables & et 7, dont
l'existence se trouve maintenant complétement établie; il est aisé de
montrer que ce sont des fonctions analytiques holomorphes de & et y,
pour tout point du domaine S, c’est un point trés simple auquel je ne
m’arréte pas. On a enfin

A + A9+ A" B+ Byp+ B\ . . e
8(0&‘ +C7+ 0 CE+ Oy + 0") = (C§ + Cy + C")"B(&, %)

la substitution (4, B, C) étant une substitution quelconque du groupe.
19. Je dis maintenant que, si m est suffisamment grand, on peut
trouver deux fonctions @, qui ne soient pas dans un rapport constant.
Soient 6, et 6, deux fonctions, correspondant aux fractions ration-
nelles B, et R,; formons I'expression

6, (&, 77)82(5’7 7)) — 91(5'7 77’)92(5’ %)

(&, ) et (£, %) étant deux points arbitraires.

En nous supposant dans le cas général ot nous nous sommes placé
d'abord au paragraphe précédent, considérons le domaine & autour du
point o. Les points (£, 7) et (&, %) étant dans ce domaine, I'expression
précédente différe peu de

si m est suffisamment grand; elle n'est donc pas identiquement nulle, si

les fonctions R, et R, sont arbitraires, comme nous le supposons; par

1

. . 6 Sy . .
suite le quotient ' ne se réduit pas a un facteur constant.

92

Ce résultat si simple est extrémement important, car de cette maniére
se trouve établie en toute rigueur I'existence d’une fonction qui ne change
pas, quand on fait sur les variables une substitution quelconque du groupe

G. Si on pose en effet:

. 91({:, 7)
F& 0 =ge

la fonction F satisfera aux relations
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A8 + Ap+ A" B + Byp+ B
(v orse Gronse) = FE

Nous donnerons a la fonction ' le nom de fonction hyperfuchsienne.

On peut obtenir évidemment une infinité de fonctions hyperfuchsiennes;
des considérations toujours analogues, ou I'on se sert d'un nombre m suf-
fisamment grand, montrent que, les fractions rationnelles dont on dispose
¢étant prises arbitrairement, toutes ces fonctions ne sont pas fonctions de
I'une d’entre elles.

20. La fonction 6(¢, y) est une fonction holomorphe de & et
dans le domaine S défini par l'inégalité

& + o < 1.

Considérons un domaine fondamental (R) (paragraphe 16); et soit 4 un
point commun & B et a la surface de S. Nous nous proposons mainte-
nant de rechercher la valeur de la fonction 6 au point 4.

Pour employer les mémes notations qu'au paragraphe 15, nous
pouvons admettre que le point 4 est le point & = 0, y = — 1. Soit
une substitution quelconque du groupe G

. Aié + Ali77 + A”i zo . B,S + B'.;Y‘/ + B”i
f;(é’ 77) O + Coy + O 1i(s’ 77) T CE + Ciop + C°

Si nous posons, comme plus haut,

& 1

P =

n+1’ 7+ 1

W =

au groupe G relatif & & et %, correspondra un groupe G, relatif a u
et v, et posons:

; 1
¢i(u, v) = Fij';‘ =, Ow, v) = i

Considérons la fonction 6 définie, comme on se rappelle, par la série

D . F, m
8, 77) = ZR(ﬂ’ F) [—D(f'Tg,__,/)_)

Acta mathematica. 6. Imprimé 8 Mai 1884. 22
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(fla i)
D¢s, )
tionnel de f; et F, par rapport & £ et y. Or on a

ot la notation désigne, suivant lusage, le déterminant fonc-

D(fi, ¥y D(fi, F) D(u, v __ D(fi, ¥y Digi, d)i).Déu, v)
D(é) 7) = D(u ’U) D(Ev 77) D(?’i: 4)1) D('u'v ’l)) D(S, v)

et par suite
D(fi, Fy) _ 31 . D(g:, @)

DE D | @ D, v

et I'on peut écrire:

B(E, 7) = v*. ZR(ﬁ, 1@;)5‘2,H : [BI%_%]”

Nous poserons maintenant
6(&, 1) = v"6,(u, v);

d’aprés sa forme méme la fonction 6,(w, v) est analogue a 6(¢, %)
cest & dire qu’elle se reproduit, multiplié par [ (@1, ')] quand on
remplace # et v respectivement par ¢,(u, v) et &(u, v )

Drailleurs puisque

1 1

81 (N, ?)) 5 Z R(ﬂ? R) (015 + Clﬁ;’ + 0"1,)8711 : ;,57

on voit que 6, tend vers zéro, quand & et y tendent respectivement vers
o et — 1, car la série est convergente et chacun de ses termes tend
vers zéro. Ktudions plus complétement cette fonction 6,(w, v); tout
d'abord elle est définie seulement pour les valeurs de u et v qui correspon-
dent au domaine S, ce qui donne ici, en posant u = ' + ", v =" + w"

20’ > 1 + u;? + %"2

Parmi les substitutions du groupe G, mnous en avons (paragraphe 15)
signalé trois particuliérement intéressantes; ce sont



Sur les formes quadratiques ternaires et sur les fonetions hyperfuchsienmes. 171

u, 0, 1wy 9— 2]

L_”’ 2 2 8

’ wo Y e
_u, v, u+\/_3, v \/§u+a</‘b° ua)]
, #’b' CLII ?7_’ ’ '
{u, v, u+_v"5’ v—\/———gu—l-a()ubo Va)].

1

Je rappelle que gaé—b est purement imaginaire, et que les deux entiers

1t et 4 mne sont pas dans un rapport réel. Si on désigne par
(w, v, u+ M, v+ Nu+ P)

une quelconque de ces substitutions, il résulte de ce qui a été dit sur la
fonction 6, que

(1) 6w+ M, v+ Nu-+ P)= 6,(u, v).

De cette propriété nous allons immédiatement déduire un developpement
de 8,. Pour une valeur fixe donnée &4 u, 8, est une fonction de v,
uniforme et continue pour toute valeur telle que '

200> 1 4w’ 4wt
On a d’ailleurs d’apres (1)

aua't

8, (u, v—T> = 8,(u, v);

cette fonction de v est donc développable en série ordonnée suivant les

_ 2mid 2780
puissances croissantes de e “*  si la quantité réelle — st positive et
2mid

Pk . ro.
de e “* dans le cas contraire. Nous pouvons donc écrire, en nous

. ) 2md
plagant dans la premiére hypothése et posant pr i

0,(u, v) = 0, (u)e ™™ + G,(w)e™ + ... 4+ 0,(u)e™ + ...

nous ne mettons pas de terme indépendant de v, puisque la fonction doit
sannuler pour v = o, cest a dire ¢ = o.
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Les coefficients 6,, 6,, ... sont des fonctions holomorphes de u.
Nous allons trouver les propriétés fondamentales de ces fonctions 6,
en écrivant que

. mb’
8] [“ + ;/3!

\/ u-}— b, va)] u,

) 4 '/1' . '
Hl[u—l—’[:—/}—, v — u+ (,ub ——va)] (u, v).

On trouve ainsi

na'ld ndb’
’ +—-( by ~—~ va')
A ) RO
(2> na11d ndd’
7 Vi u + —(;4 by--v'a’)
(u + \/8> =e 0, (u).

La fonction @,(u) est donc une fonction intermédiaire. Nous appelons
avec MM. Brior et Bouqurr fonetion intermédiaire une fonction holo-
morphe f(u) qui satisfait aux équations

fu+ o) = e“*f(u), flu+ o) = e flu).

. . — 4o
On sait que le quotient —-2——— doit étre un entier réel. Assurons nous
(42

que cette condition est effectivement vérifiée; ce quotient est ici
na'b'(uh — p3)
aa’b!

or on a (paragraphe 15)
a = ib,, pX — p'd= 20 ba’;

le quotient se réduit alors & 2m#t,a’, c’est bien un entier réel.

Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant qui est fondamental
pour la suite de cette étude.

La fonction 6(¢, ) peut, dans le voisinage de & = o0, np = —1.se
mettre sous la forme

8(5, ﬂ) = vsm[ﬂl(u)e_‘“’ + 02(25)6_—2‘“ —|- Ve + 0,,(“)6‘_'”1” + . .]
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I .
4 U~7y+l ct d > o.

ayp

U = -
%

-+

Les fonctions 0,(u) sont des fonctions holomorphes de w pour toute valewr de
u; ce sont des fonctions intermédiaires satisfaisant awx équations (2).

On conclut de la forme précédente que @(&, ) tend vers zéro quand
le point (£, ) tend vers é =0, » = — 1.

21. Quelle gue soit la fraction rationnelle R, la fonction (£, )
peut s'annuler pour certaines valeurs de & et ; ce sont les points qui
restent invariables pour unc substitution convenable du groupe (para-
graphe 16). Ces points sont situés sur la limite du domaine fondamental
R; §ils sont en nombre limité, ce sont des sommets et dans le cas ol
il y en a unc succession continue, ils forment des arétes de ce domainc.
Soit (&, %) un tel point et (4, B, C) la substitution qui le laisse invariable.

La relation générale:

9 <A§ + Ay 4+ A7  BE 4 By

7 + B’
CEx Oy + 0 CE+C7 +C

) = (C8 + O+ C)(E, )
nous montre que
b, 7) = (C& + Oy + C)"6(E, 7).

Nous avons désigné par k l'expression Cf + C'p + (" (paragraphe 16)
et formé l'équation du troisiéme degré donnant k. On voit que si la
valeur de & qui correspond au point (£, ) ne satisfait pas &4 l'équation

ksm —_

on aura nécessairement

6(&, ») = o.

Il pourra donc y avoir certains sommets ou certaines arétes du
domaine fondamental pour les points desquelles la fonction 6 s'annulera
quelle que soit la fonction rationnelle R(£, ) qui figure dans la forma-
tion. En dehors de ces points qui sont sur la limite du domaine fonda-
mental R, il n'y aura pas dans ce domaine de points pour lesquels 6
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sannulera quelle que soit R; c'est cc qu'on peut montrer, en toute rigueur,
par un raisonnement analogue & celui dont nous avons fait usage au
paragraphe 18.

Ceci posé, je considére maintenant deux fonctions 6 et 6,, relatives
au méme nombre entier m et correspondant respectivement aux deux
fractions rationnelles arbitraires B et R,. Envisageons les deux équations

0@, 7) =0, 6§ ) =o.

R et R, étant quelconques, elles n’auront dans le domaine R d'autres
points racines formant une succession continue que les arétes particulieres dont
nous avons parlé plus haut, §'il en existe. Je dis de plus, que, abstraction
faite de ces points, le nombre des racines communes & ces deux équations
dans lintérieur du domaine R est fini.

Il ne peut y avoir de difficulté qu'a cause des points 4 communs
au domaine R et & la surface de §; c'est seulement dans le voisinage
de ces points qu'il pourrait y avoir dans le domaine R un nombre
infini de racines (ne formant pas d'ailleurs une succession continue)
communes aux deux équations. Or considérons un tel point 4, que nous
supposons, comme plus haut, étre le point £ =0, y = — 1. On a:

8(&, 7) = v*"[0,(u)e™ + O,(u)e™™ + ... + 0, (u)e ™ + ...]

8,(&, 7) = v*"[&(u)e ™ + S,(w)e ™™ + ... + &, (u)e ™ 4+ ...]

et en supprimant le facteur ¢*", les équations précédentes s'écriront:
e [0, (u) + 0,(u)e ™ + ... + 0, (w)e " 4 .. ]J=0
e[8,(u) + S (u)e ™ 4+ ... + &, (u)e" D" L., ] = o.

On sait dailleurs, que, quand (¢, ) & lintérieur de R s'approche de

§=0, p=—1, la quantité «' (on pose v = o + ") est positive et
grandit indéfiniment. Les équations (1) ont donc la racine e = o, ce
qui donne & =o0, yp=—1. Il peut arriver que tous les coefficients

0 et & aient une racine commune en #, v sera alors arbitraire et on
aura une succession de points correspondant & une aréfe issue de 4 (voyez
paragraphe 17). A l'exception de ces valeurs, il y aura seulement un
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nombre fini de racines communes aux équations (1), pour lesquelles e~
sera moindre qu’'une quantité e, aussi petite que l'on voudra. Les deux
équations

W ) =0, 67 =0

ont donc seulement un nombre limité de racines communes & Uintérieur
d'un domaine fondamental.

22. Ce nombre fini de racines, pour un groupe donné et une valeur
donnée de m, est indépendant des deux fractions rationnelles B et R,
qui figurent dans la formation des fonctions 8 et 6,. On peut concevoir
en effet une fraction rationnelle dépendant de certains paramétres arbi-
traires, coincidant pour des valeurs particuliéres de ceux-ci d’abord avec
R et avec R,. Pour une variation infiniment petite de ces paramétres
le nombre des racines reste le méme; d’ailleurs si pour des valeurs
spéciales des parameétres une ou plusieurs racines sortent du domaine
fondamental par une certaine face, on est assuré que des racines en
nombre égal entreront dans le domaine par la face opposée: le nombre
des racines est donc constant.

En prenant le quotient de deux fonctions 6, on obtient une fonction
F(&, y) qui reste invariable par les substitutions du groupe G: nous
donnons le nom de fonction hyperfuchsienne a toute fonction de cette
nature. Il résulte immédiatément du théoréme établi au paragraphe
précédent qu'entre trois fonctions hyperfuchsiennes existe ume relation algé-
brique.

Ceci posé, mous allons montrer qu'on peut trouver trois fonctions
hyperfuchsiennes relatives au groupe @, telles que toute autre fonction
hyperfuchsienne soit une fonction rationnelle des trois premiéres. Prenons
d’abord deux fonctions hyperfuchsiennes quelconques indépendantes F et
F; a et b étant deux constantes arbitraires, nous considérons les équations

F(‘S7 77>:“7 Fx(é’ 77)=b

et soit # le nombre de leurs solutions & U'intérieur du domaine fondamental,
que nous désignons par

(1) G ) G ) o Gy 7))
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a et b étant arbitraires, on peut supposer que ces # points sont & I'in-
térieur et non sur la limite du domaine fondamental, c’est & dire que
pour chacun d’eux il n'y a que la substitution unité qui le laisse invariable.

En raisonnant toujours comme dans un paragraphe précédent, nous
montrons que @ et 6, étant deux fonctions correspondants aux fractions
rationnelles B et B, et a un entier m, le quoticnt

6, 7)
I (& = 2
2( ’ 77) 92(5, T/)
aura certainement, si m est pris suffisamment grand, et si R et R, sont
quelconques, des valeurs distinctes pour les points de la suite (1).
On conclut de la que foute fonction lyperfuchsienne est une fonction
rationnelle de F, F, et F,. On a d’ailleurs entre ces trois fonctions une

1
relation algébrique:

f(F, F,, F,) =o.

23. Les fonctions hyperfuchsiennes peuvent étre obtenues par l'in-
version des quotients de trois solutions communes d’un systéme d’équations
aux dérivées partielles. Reprenons les deux fonctions F, et F, du para-
graphe précédent. Je pose

r = F]<€7 W); Yy = F2(57 77)

et solent les trois expressions

_ /T o, B oF,  , _ g, . —y.s
Ves oy & r BT

2,, 2, et 2, sont des fonctions de £ et 7 et peuvent par suite étre consi-
dérées comme des fonctions de z et y. Or, quand on a trois fonctions
de deux variables indépendantes z et y, on peut former un systéme de
trois équations linéaires aux dérivées partielles du second ordre, aux-
quelles satisfont ces trois fonctions: soit, en désignant suivant l'usage par
P, q, 7, 8, ¢ les dérivées partielles de z,

r=ap + bg + cz
s=ap+byqg+cz
t=a,p+ 0,9+ c,z.
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Dans la premiére équation, on substituera a la place de z successive-
ment 2, 2, et 2, et on aura trois équations du premier degré pour
déterminer a, b, ¢; on déterminera d’'une maniére semblable les coefficients
des deux autres équations.

Les neuf coefficients précédents seront des fonctions de z et y: je
dis qu'ici ce sont des fonctions algébriques de z et y. Il suffira, pour
I'établir, de faire voir que ces coefficients sont des fonctions hyper-
fuchsiennes de & et 7.

Prenons par exemple a, b, c; ils seront déterminés par les équations

9z %
1 1 1
= a ) ey
ow® o %y 1

2z 0z

2 2 2
=g+ b=+ ¢z
9’ o 3y 2

9z oz
s g% %y .
e %o T bay T o4

@, b, ¢ seront des quotients de déterminants. La dénominateur commun est

%, 0z, .
o2 oy !
o
ox  dy
oz, 0z,
S 3y s
oz 9y

et en remplacant 2, et z, respectivement par &z ct 5z, on trouve de suite

JEE L
"\ow oy oy ow

9& oy 9% oy . I .
o dy oy ox  oF, aF, aF oF,’

2

& oy o 9f

par conséquent, le déterminant est égal & l'unité.

Acta mathematica, 5, Tmprimé 8 Mai 1884, 23
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Soit maintenant le déterminant:

%2, 9z,
oy 1
9%, oz
_._: 2 2,
oz oy
9%, oz

: = ? 3
ox oy

il se réduit &

S WG L
2(39& 2y ?y aw)'zl o +a ox? oy woy/

Or les dérivées partielles de & et y par rapport & z et y sont évidemment
des fonctions uniformes de £ et %, car on peut les tirer par différentiation
des équations

v=FE¢, 5, y=IL(E, 7.

3

# est de plus une fonction uniforme des mémes variables et par suite

2321 . , \ A 92:
715, du représente a un facteur preés P

Le déterminant est donc une fonction uniforme de & et ». On peut

7

reconnaitre par une vérification directe que cette fonction est une fonction
hyperfuchsienne; on y parvient plus simplement de la maniére indirecte
que voici. Lorsqu’on fait sur (£, 7) une substitution quelconque du
groupe, z,, 2, et z, se changent en z, 2 et z;, et on a:

2= Cz + Oz + Oy

2y = Az, + A'z; + A"

Z;; = BZ«; + B’Z:; + B”Z‘l
les 4, B, C étant des constantes. D’ailleurs z et y reprennent les mémes
valeurs quand &, 7 partant d’'un systéme de valeurs arbitraires aboutissent

a un systéme de valeurs équivalentes (c'est & dire qui se correspondent
par une substitution du groupe); on a, par suite, pour déterminer les
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transformées de a, b, ¢ les mémes équations que pour déterminer «, b, c:
cest dire que ces fonctions sont des fonctions hyperfuchsiennes.

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante:

Soient les trois fonctions hyperfuchsiennes

X = Fl(E’ 77)’ y= 1172(57 77)’ 4= ﬁ}(é’ 77)
du paragraphe précédent, lices par la relation algébrique
(1) f@, y, ) = o

on peut former un systéme de trois équations aux dérivées partielles

2% 2] 9z
== b— 4 ¢z
8&72 du + B’y + d
% oz 2
=q—+b—+ ¢z
a9y 1oz + Loy Ta
3% 9z 9z
— == @y ,— - ¢,2
ay* 20w + b‘ay T4

o les a, b, ¢ sont des fonctions rationnelles de x, y et z [z étant la fonc-
tion algébrique de x et y définie par (1)]; ces trois équations ont trois
solutions communes linéairement indépendantes z,, 2, et z,, et si on pose

ces équations résolues par rapport & x et y donnent précisément
x=F(§ n), y=TIGE 7.

24. Nous avons indiqué les propriétés les plus simples des fonctions
hyperfuchsiennes; je ne pousserai pas en ce moment plus loin cette étude,
me proposant d'y revenir ultérieurement, aprés avoir fait une étude
approfondie de quelques cas particuliers.

Je vais revenir, en terminant, sur un exemple de fonctions hyper-
fuchsiennes dont je me suis précédemment occupé (A cta mathematica,
T. 2); cet exemple ne se rattache pas aux formes quadratiques ternaires
& indéterminées conjuguées relatives aux entiers complexes @ 4 & de
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Gauss, mais aux entiers formés avec les racines cubiques de V'unité, mais
il est clair que des considérations analogues & celles dont nous avons fait
usage dans ce mémoire peuvent étre employées dans ce nouveau cas.

Nous avons vu que les trois équations linéaires simultanées aux
dérivées partielles

9 (x — 1)(& — y)r == (— 53" 4 4ay + 3z + 29)3p— 3y(1 —Y)q + (v —y)2
3@—y)s=p—q
oyl — 1)y — @)t = — 3w(x — @)p + (— 59" + 42y + 3y + 22)q
+ (y — @)z

qui rentrent dans le type du paragraphe précédent, ont frois solutions
communes linéairement indépendantes, et nous avons montré qu'en désig-
nant par w,, @, et w, trois solutions convenables, les équations

, w

2 =y, 2=y

@,

donnent pour x et y des fonctions uniformes de « et v, et ces fonctions
ne sont définies que pour les valeurs de u et v, comprises dans le domaine:

20 +uw? +uw'<o
en posant

=u 4w, v=10v 4

J’ai indiqué dans le mémoire cité les substitutions fondamentales du
groupe relatif aux fonctions hyperfuchsiennes z et y; c’est la un point
sur lequel je veux faire une rectification. Les substitutions désignées par
S, 8,, S; (Acta mathematica, T. 2, p. 127 § 4), ne constituent pas
toutes les substitutions fondamentales; elles ont été obtenues en laissant
« constant et faisant varier y; par suite d’une erreur de calcul, javais
cru que les substitutions obtenues en laissant y constant et faisant varier
@ rentraient dans les précédentes. J’ai reconnu depuis que le fait n'est
pas exact, et trouvé ainsi deux nouvelles substitutions. En définitive, le

groupe s'obtiendra en combinant de toutes les maniéres les cing substitu-

+ isin%”):

. Co 27
tions qui suivent (4 = cos 3
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U=2u—@A—1)
(S,) ,
V=v+ A—21u— (1 —2%
U=2u+ (1 —2°
(S)) P) 2
V=v+4+ (1 —2u—(1—21%)
g U= lu
(5) .
w
o U=_22+w—x)«u
(5 iy
T — 24+ (P — 1)
U — A— v + Pu
T+ @ =D+ (0 —Du
(5) ’
V= 1+ AF—Do+ (0 —Du’

Je me propose de faire, dans un autre travail, I'étude approfondie de
ce cas particulier, qui me parait d’autant plus intéressant qu'il se rattache
a une classe particuliére de fonctions abéliennes. Je montrerai sculement
quelles sont ici les trois substitutions permettant de mettre toutc fonction
6, correspondant au groupe, sous la forme de développement en série du
paragraphe 20.

Ces substitutions se tirent de S, S, et §,.

En faisant le produit de S, et de §,, on a

U=u+ 1 —A*

) V=v4+ A—1u—(1—2%.

De méme en composant S, et S, il vient:

U=u-+1-—2

) V=v4+ @ — 1)u—(1—2%.
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En combinant S, et S, on a d'autre part
U=u+21—1
V=v+ (1 —u—(1—2.

Faisant le produit de cctte derniére substitution avec la substitution
(2), nous obtenons

U=u

®) V=uv4 12—/

Les substitutions (1), (2) et (3) ont la forme des trois substitutions em-
ployées au paragraphe 20.
Le domaine que nous avons ici & considérer est définie par I'inégalité

20 + w4+ w’?<o.

Un changement de variable bien simple, permet de le transformer dans
le domaine hypersphérique, auquel nous avons tout ramené dans ce
travail. Que lon pose cn effet

g Ly—1

Au domaine précédent correspondra le domaine hypersphérique

& + 7 < 1.

Pour le groupe précédent, toutes les fonctions hyperfuchsiennes corres-
pondantes s'expriment en fonction rationnelle de deux d’entre elles, con-
venablement choisies, par exemple les fonctions x et y; il ne correspond
en effet &4 un systéme de valeurs de z et y, qu'un seul systéme de
valeurs de # et v, en faisant bien entendu abstraction de celles qui s'en
déduisent par les substitutions du groupe.

Paris, le 15 Janvier 1884.



