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UBER SYSTEME VON PLANCURVEN

VON

H. KREY

in FREIBURG i/B.

Die vor nunmehr elf Jahren erschienene Abhandlung des Herrn Zev-
THEN: » Almindelige Egenskaber ved Systemer af plane Kurver's enthalt die
Grundlagen fur eine Behandlung der auf algebraische ebene Curven be-
zuiglichen anzahlgeometrischen Fragen. Es handelt sich bei Aufgaben
dieser Art um die Bestimmung der Anzahl von Curven gegebener De-
finition, welche so viel Bedingungen geniigen, wie ihre Constantenzahl
betrigt; und das zur Losung anzuwendende Verfahren besteht immer in
der Einfihrung von Systemen, deren allgemeine Curve eine um 1 grossere
Constantenzahl besitzt, und welche die gesuchten als besondere Curven
enthalten. Zugleich werden in einem solchen System noch andere beson-
dere Curven (Ausartungen) vorkommen, und von der- Moglichkeit, hin-
reichend viele Relationen zwischen den Anzahlen derselben zu ermitteln,
hingt die Losbarkeit der gestellten Aufgabe ab. Es hat sich gezeigt, dass,
selbst bei der Beschrinkung auf sogenannte elementare Systeme, schon
far » = 3 und » = 4 die Auffindung aller Ausartungen, und noch mehr
die Aufstellung der zwischen ihren Anzahlen bestehenden Relationen mit
bedeutenden Schwierigkeiten verbunden ist. Der Grund hiervon liegt in
dem Auftreten von Curven mit mehrfach zihlenden Zweigen (»Mangefolds-
greney), welche den elementaren Berihrungsbedingungen gentigen, wenn
die Zahl der letzteren eine gewisse Grenze tubersteigt.

Wohl aber ergeben sich allgemeine, d. h. far Curven jeder Ordnung,
oder doch fur hinreichend grosse n geltende Resultate aus den Formeln
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des § 24 der erwahnten ZrcrHEN'schen Abhandlung, von deren Inhalt ich
die beiden ersten Abschnitte hier als bekannt voraussetze. Das Bestehen
dieser Gleichungen ist an die Bedingung gekntuipft, dass die Curven &’ mit
einer neuen Doppeltungente die einzigen mit einem mehrfach zihlenden
Punctorte bechafteten Ausartungen des Systems sind. Setzt man noch,
was im Folgenden geschehen soll, o = o, dann lasst sich die Gultigkeits-
bedingung einfach dahin aussprechen, dass im System keinerlei besondere
Curven der genannten Art vorkommen.

Diese Voraussetzung ist es, welche den nachfolgenden Entwicklungen
zu Grunde liegt. In dem ersten Theile derselben habe ich mir haupt-
sichlich die Aufgabe gestellt, nachzuweisen, dass alle hier in Betracht
kommenden Zahlen bestimmbar sind. Der zweite Theil enthalt die Aus-
dehnung einiger der erhaltenen Resultate auf Plancurven in nicht fester

Ebene.

A. Plancurven in fester Ebene.

§ 1.

L"berytmﬂ von niederen zu hoheren Systemen.

1. Sobald fiir ein System die Zahlen u, b, ¢ bekannt sind, findet
sich die zweite Characteristik aus der Gleichung

’

po=2n— )p— 20— 3c.

Sagen nun die

7 A
Lj&-—-d——ze——x = s+ 1

elementaren Bedingungen aus, dass die Curven durch s gegebene Puncte
gehen, und ¢ gegebene Geraden berithren sollen, dann ist 4 die erste
Characteristik far ein zweites System, in welchem s, ¢ durch s—1, ¢+ 1
ersefzt sind; immer vorausgesetzt, dass ¢ eine gewisse (renze nicht uber-
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schreitet. Lis liegt daher keine wesentliche Beschrankung in der Annahme,
welche im Folgenden der Einfachheit wegen gemacht werden soll, dass
sich die elementaren Bedingungen sammtlich auf gegebene Puncte beziehen.

Ein solches System soll kurz (d, e) genannt, und die Zahl s desselben
gelegentlich mit [d, e] bezeichnet werden, auch dann, wenn ein Theil der
singuliren Puncte den weiteren Bedingungen zu geniigen hat, bzw. in
gegebenen Geraden, oder an gegebenen Stellen zu liegen, oder.wenn ge-
fordert wird, dass zwei der d 4 e Puncte in einer Geraden liegen sollen,
die entweder gegeben ist, oder sich um einen gegebenen Pumct dreht.

Ohne Ricksicht darauf, ob die singuliren Puncte sammtlich frei sind
oder nicht, mége von zwei Systemen (d,, e), {d, e) ersteres das einfachere
oder niedere heissen, wenn entweder d, + e, < d 4+ e, oder wenn zwar
d 4+ e =d+ e, aber ¢, <e ist. Als ndichst hoheres System zu (d, e)
kann man sowohl (d -+ 1, ¢) als (d— 1, e 4 1), als niichst niederes
(d— 1, e und (d + 1, e — 1) ansehen.

2. Es soll nun untersucht werden, wie weit die ZrrTHEN schen
Gleichungen ausreichen, die in jhnen vorkommenden, auf das System (d, e)
beziiglichen Zahlen unter der Voraussetzung zu bestimmen, dass fiir die
niederen Systeme bereits alle Zahlen bekannt sind.

Aus jenen Formeln lassen sich zunichst die folgenden drei herleiten:

(1) a=[3(n— 1) — 7d — 12¢]pp — (70 — 12¢ — 18)b
— 6(2n — 2d — 36 — 3)c — 24y, — 12y — 182

+ 4(2d) + 15(30) — 18(d2¢);
(2) B = 2dp+ (2n— 3¢ — 6)b — 3dc + 3y — 2(2d) — 6(3d) + 4(d2¢);
(3) rzgeﬂ__zeb-}-<§n——2(l—6e—3:)c+1?r6+2y+62’

+ %(2(?(3) -+ 6(dze).

Die zweite ergiebt sich aus (15), (10) und (7); die erste dadurch,
dass man den Werth von « aus (3') entnimmt, dann & und ¢’ mit Hulfe
von (12) und (9) durch u, v, p, ¢ ausdrickt, endlich die Gleichungen
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(4), (14), (11), (10) und den bereits erhaltenen Werth von ;3 benutzt;
die dritte findet man aus (5) in Verbindung mit (11) und (14).

Bei ungleicher Definition der Doppelpuncte oder Spitzen darf man
selbstverstandlich die Formeln (2), (3) nicht fiir die Theilzahlen in Anspruch
nehmen, deren Unterscheidung dann erforderlich wird; z. B. wenn ein
Doppelpunct in einer Geraden liegt, und es sich um das auf ihn bezig-
liche Theil-3 handelt; oder wenn eine der Spitzen gegeben ist, und gesucht
wird, wie oft eine der ¢ — 1 freien Spitzen in einen Selbstberithrungs-
punct tbergeht. Einen Ausdruck far solche Theilzahlen erhalt man
ebenfalls aus den zur Herleitung von (2), (3) dienenden Gleichungen, nur
hat man die Bedeutung der in letzteren vorkommenden Zahlen auf die
betreffenden irreductiblen Theil-Orter einzuschranken.

Dic Zablen a , a,, &, 1,, ri» welche iberhaupt nur dann von Null
verschieden sind, wenn d eine gewisse von n abhangige Grenze ubersteigt,
konnen, bei dem Fortschreiten von niederen zu hoheren Systemen, als
bekannt angesehen werden. So z. B. bestehen die 7, Curven aus einer
C,_i mit einem Selbstberithrungspunct, d — # + 5 Doppelpuncten und
e — 4 Spitzen, und aus der Tangente des Selbstberithrungspunctes (l. c.
pag. 16). Die Restcurve hat stets weniger als d + e singulare. Puncte.

Sieht man von diesen als bekannt zu betrachtenden Zahlen ab, dann
lassen sich alle tibrigen ausdriicken durch die folgenden neun, zwischen
welchen keine Relationen mehr bestehen:

2 by, e, Yy, oz, (2d), (3d), (2de), (dze).

Dies folgt aus den Gleichungen (3) — (14) fur p, a, B 1 Uy ¢y u, o,
s ¢, %, (de), (2¢); ferner berechnet man w', v, p/, ¢ aus (4, (5), (9",
(12'), dann y', 2, (2d'¢), (d'2¢)) aus (7), (8), (11), (14"), u. s. w.

Von den genannten neun Zahlen konnen

tobyoe, w2, (2d)

als bekannt gelten. Es ist 4 das durch d dividirte « des Systems (d — 1, ¢)
oder auch das durch e dividirte f des Systems (d + 1, e — 1); b ist das
durch d — 1 dividirte a eines Systems (4 — 1, €), von dessen Doppel-
puncten einer in einer gegebenen Geraden liegt; ¢ ist das durch d divi-
dirte « eines Systems (¢ — 1, €) von dessen Spitzen eine in einer gegebenen
Geraden liegt, oder das auf den bevorzugten Doppelpunct des vorerwihnten



Uber Systeme von Plagcurven. 33

Systems beziigliche 5. Ferner sind y, 7 Zahlen « je cines Systems (d— 1, e),
oder Theil-g von (d + 1, ¢ — 1), wenn nur in beiden Fallen eine Systems-
bedingung aussagt, dass die Verbindungsgerade zweicr singuliren Puncte
durch einen gegebenen Punct gehe. Auch x darf als bekannt gelten, da
es, wenn nicht als Zahl a, so doch auf andere Art bestimmbar ist, wie
am Schlusse dicses Paragraphen gezeigt werden soll; (2d) endlich ist das
7 des einfacheren Systems (d — 2, e 4 1).
3. Dagegen ist nicht ohne Weiteres ersichtlich, dass auch

(3}, (2de), (dze)

auf Zahlen niederer Systeme zurtickfihrbar sind. Die Curven, um welche
es sich hier handelt, sind solche init cinemn dreifachen Puncte, der mit

AL AP AW

bezeichuet werden soll, je nachdein seine Tangenten getrennt liegen, oder
zwei derselben, oder alle drei zusammenfallen; und die fraglichen Zahlen
sind, in leicht verstindlicher Bezeichnung:

[A, d—3,€], [A® d—2,e—1], [AD, d—1,e—2]

Um den Nachweis ihrer Bestimmbarkeit zu fihren, wird es nothwendig
sein, einige Zahlenrelationen fur solche Systeme aufzustellen, deren all-
gemeine Curve, ausser Doppelpuncten und Spitzen, entweder einen Punct
A oder A® besitzt.

In beiden Fallen sei B die Ordnung des von den dreifachen Puncten
gebildeten Ortes, wahrend sich U, &, » auf die von A oder A® aus-
gehenden, anderswo berithrenden Tangenten, bzw. die Verbindungsgeraden
mit einem Doppelpuncte oder einer Spitze beziehen. Im ersten Falle sei
T der Grad des Tangentenortes von A; i zweiten ist zu unterscheiden
zwischen T,, und 7,, dem Orte der beiden zusammenfallenden und der
dritten Tangente. — Bei Systemen dieser Art konnen wohl die Doppel-
puncte und Spitzen sich zu dreien vereinigen, aber es konnen nicht gleich-
zeitig zwei derselben mit A oder A® zusammenfallen.

Die einzige Ausartung (2f) von A ist ein dreifacher Punct mit zwei
zusammenfallenden Tangenten. Durch Coincidenz eines Doppelpunctes

mit A entsteht ein dreifacher Punct (2t), von dessen Tangenten zwar nur
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zwei zusammenfallen, der sich aber von (2¢) dadurch unterscheidet, dass
die singulire Tangente funfpunctig trifft; wihrend zwei Aste einen Selbst-
bertthrungspunct bilden, geht der dritte in beliebiger Richtung hindurch.
Durch Vereinigung einer Spitze mit A entsteht ebenfalls ein dreifacher.
Punct (2¢)® mit zwei zusammenfallenden Tangenten, und zwar bilden
dic beiden einander bertthrenden Aste eine Spitze zweiter Art.

In dem System, dessen allgemeine Curve bereits einen Punct A®
besitzt, kommen zwei Ausartungen dieses letzteren in Betracht, welche
eine Erniedrigung der Classe um 1 herbeifihren. Derselbe kann nicht
nur in einen Punct (3¢) mit lauter zusammenfallenden Tangenten uber-
gehen, sondern auch in einen Punct (2¢), und zwar vollzieht sich dieser
Ubergang in derselben Weise, wic der ciner Spitze in ecinen Selbst-
berithrungspunct.  Aundere specielle dreifache Puncte entstchen durch Ver-
einigung cines Doppelpunctes oder einer Spitze mit A®; jedoch ist es fur
den vorliegenden Zweck nicht nothwendig, auf diese einzugehen.

Fur Systeme der erstgenannten Art gelten unter anderen die folgenden
lelationen, welche wie dic entsprechend numerirten ZevTHEN schen bewiesen

werden:
(3+) 2(n—1)p =y + 6B + 20 + 3¢;
() WB g = 2T 4 U+ (21);

(102 (n—3)B + p =T,

(132) (0— D[ —3)B + 2p) = U + 28 + 3.

Aus ihnen folgt fir das System
(A, d—2, e—1)
(2t) = 4p + (4n — 2d — 3¢ — 11) B — 20 — 3¢ + 2& + 37.

Die rechte Seite dieser Gleichung enthalt nur Bekanntes; denn g ist das
3d) des Systems (d 4+ 1, e — 1); B, b, ¢ sind Theil-(3d) je eines solchen
Systems, von dessen singuliren Puncten eciner in einer gegebenen Geraden
liegt, und Ahnliches gilt von &, ». Daher ist

(2t) =[A®, d— 2, e—1]



Uber Systeme von Plancurven. 59

bekannt, und da in Folge der Zruruex'schen Gleichung (6)
6 (3d) + 3(2de) = 6[A, d— 3, €] + 3[A®, d—- 2, e — 1]

durch Bekanntes ausdriickbar ist, so ist ebenfalls (34) bestimmbar.

4. Hiernach ist auf der rechten Seite der j-Formel (2) die einzige
Unbekannte (d2e¢), wahrend f im Allgemeinen durch Anwendung der
«-Formel auf das System (d — 2, e + 1) gefunden wird. Nur wenn d =1
ist, fehlt diese Moglichkeit. Daher bleibt noch zu zeigen, wie

[A®, e— 2]

aus Zahlen solcher Systeme, welche niedriger als (1, ¢) sind, berechnet
werden kann.
Die gesuchten Curven sind in dem System

(&9, e—2)

enthalten, dessen allgemeine Curve ausser einem dreifachen Puncte mit
zwei zusammenfallenden Tangenten nur noch e — 2 Spitzen hat, und fur
welches die Gleichungen gelten:

(3v) 2 — ) =p + 7B+ 3¢

(5v) WB 4 =31, + 20, + U+ (2t) + 3.(30):
(10v) (n—3)B+p—= 21, + 1,

(131) (r—a)[(n — 3)B + 2p] = U + 37.

Es konnte scheinen, als gentigte es zur Bestimmung von (3t), 7}, und
T, zu kennen, und als brauchte man nur zu berechnen, wie oft die dritte
Tangente mit der singuliren coincidirt, ohne dass gleichzeitig eine Spitze
in A® fallt; dabei aber veranlasst der Umstand Schwierigkeit, dass die
Coincidenzen einer Spitze mit A® zweierlei Art sind, und nur zum Theil
das Zusammenfallen aller drei Tangenten zur Folge haben.

Um T,,, T, zu bestimmen, gehe man aus von dem System

(A, e—2),

wo der Index p die Bedingung ausdriickt, dass eine Tangente 7| von A
durch einen gegebenen Punct M gehen soll. Die Aufgabe bestéht dann
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darin, zu ermitteln, wie oft cine der weiteren Tangenten 7,, 7, mit T,,
und wie oft 7, 7, unter sich zusammenfallen, ohne dass gleichzeitig
eine Spitze sich mit A vereinigt. Werden zur Unterscheidung die Zahlen
dieses Systems mit p, B,, ¢,, 5, bezeichnet, und giebt A  die Bedingung

an, dass ein dreifacher Punct an gegebener Stelle liegen soll, dann ist

(n—4)B1 +/11 + 3[A01 6—2]

der Grad des von T,, T, beschriebenen Linienortes, und es ist daher
leicht, die volle Zahl jener Tangentencoincidenzen auszudriicken. — Die
Coincidenzen einer Spitze mit A vertheilen sich auf solche (2¢)® Curven,
welche die singulire Tangente durch M schicken, und auf (2¢)®%, andere,

bei welchen sich T, T, vereinigen; also ist

2(20)2 + (20)%, = (e — 2)B, + ¢, — 7,

wo die erste Zahl doppelt gerechnet werden muss, weil die betreffenden
Curven zwei Mal die Tangentenbedingung erfullen. Nun findet man
(2¢) *direct aus dem System (A, ¢ — 2) dessen Curven eine der Spitzen
in der Geraden AM haben, als Coincidenzen dieser bevorzugten Spitze
mit A; mithin ist auch (2¢)®f, bekannt, und man braucht nur die Re-
ductionen

@ @
3-(26)0,  3.(20)%,

an den erwahnten Tangentencoincidenzen anzubringen, um T,,, 7, zu

finden. Die Formel (10v) kann zur Bestitigung dienen; denn sowohl i,

B, als p, B, ¢, 5 sind in einfacher Weise durch die Zahlen des
Systems (A, e — 2) ausdriickbar. Da nun g, B, ¢, » simmtlich Zahlen
(2de) je eines Systems (2, e— 1) sind, so bleiben in der Gleichung (5»)
nur noch (2¢) und (3t) unbekannt; und der verlangte Beweis wird er-
bracht sein, sobald. es gelingt, (2¢) zu bestimmen.

5. Diese Zahl kann andererseits aufgefasst werden als die der

Coincidenzen des Doppelpunctes mit dem dreifachen Puncte in dem System
(A, 1, e— 2).

Dasselbe enthi#lt zwar einen Doppelpunct mehr als die vorher zur An-
wendung gekommenen; es lisst sich aber zeigen, dass mindestens dieje-
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nigen drei seiner Zahlen bestimmt werden konnen, welche zur Berechnung
von (2t) erforderlich sind.
Gehen wir erstens von dem einfacheren Systeme

(A, e—2)

aus, und legen aus einem festen Puncte M die Tangenten an die Curven
desselben, verbinden ferner die Bertihrungspuncte X mit einem Puncte
M, durch eine Gerade, welche nech in » — 1 Puncten Y trifft. Eine
Coincidenz von ¥ mit X tritt nicht nur ein fur jeden neuen Doppelpunct,
sondern auch, wenn X ein von M verschiedener Punct der Geraden MM,
ist, wenn der Punct A oder eine Spitze eine Tangente durch M schickt,
ferner fur jeden Ubergang des Punctes A in einen Punct (2t), endlich
far jeden aus einer Spitze entstandenen Selbstberthrungspunct. Da nun
der X-Ort von der Ordnung 4 + g ist, und M zum p-fachen Punct hat,
so hat der Y-Ort die Ordnung (n — 1)(x' 4 g) + 2/, und eben so oft
coincidirt ¥ mit X. Mithin ist |

a=(n—2)g + (n+n—1)p—2T— 39— 3(2t) — 31,

wo sich T und (2¢), wie friher, durch u, B, ¢, n ausdriicken lassen,
wahrend aus

(5¢) we+(e—2)p =3¢+ v+7;
(11 (e + (e — 2 = 20 + (a0)
(14a) (n— 3)[(n — 2)c + 2(¢ — 2)p] = v + 62 + 63;

(28) =(e—2)B+c—1y

die Darstellbarkeit von ¢ und y durch g, B, ¢, 3, 2 folgt.

Fagt man zweitens den Systemsbedingungen (A, e — 2) noch die
hinzu, dass die Curven eine gegebene Gerade G berithren sollen, dann
wird die erste Characteristik des neuen Systems

= 2(n—1)p— 6B — 3¢,

und wenn A, bzw. E, die Bedingung ausdriickt, dass der betreffende
singulare Punct gegeben sein soll, so ist

Acta mathematica. 7. lmprimé le 21 Février 1885. 2
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(X)=p—6[A,, e— 2] —3[E,, A, e— 3]

die Zahl der in einem gegebenen Puncte X von G berithrenden Curven.
Es hat also der Y-Ort, der durch die » — 1 weiteren Schnittpuncte der
Geraden MX erzeugt wird, die Ordnung

(¥) =m + (n— (X},

und schneidet in so viel Puncten die Gerade G. Dieses sind theils solche
Stellen, in welchen die Berithrungsbedingung dadurch erfillt wird, dass
X ein neuer Doppelpunct ist; theils diejenigen dreifachen Puncte und
Spitzen, welche G zur Tangente haben; endlich die in G liegenden Puncte
(2¢) und Selbstberithrungspuncte. Um daher

(A, D,, e— 2]

zu erhalten, braucht man nur (¥) zu vermindern um Zahlen T, ¢, (2¢),
7, die sich auf die Systeme (A,, e — 2), (A, E,, e — 3) beziehen, also
bekannt sind. Der Index g bezeichnet hier die Bedingung, dass der
singulire Punct in G liegen soll.

Denkt man drittens fur jede Lage einer sich um den festen Punct
M drehenden Geraden die endlich vielen Curven construirt, welche in ihr
einen dreifachen Punct besitzen, sie anderswo in einem Puncte X bertihren,
und e~ 2 Spitzen haben, so wird ein System erzeugt, dessen erste Cha-
racteristik s, gleich dem U des Systems (A, e — 2), also bekannt ist.
Den Grad (X) des X-Ortes findet man am leichtesten aus der Zahl

2(”"“'4){[Ags 6_2]“—3[A0a 8-2]}"' 3[A9’ Ey’ ¢ — 3]

der bei gegebener Lage der Geraden MA vorhandenen bertihrenden
Curven, und aus der Vielfachheit in M, welche letztere durch eine
Strahlencorrespondenz ermittelt wird. Man definire wieder einen Ort der

Ordnung
(¥) = + (0 — 1)(X)

als den der » — 1 weiteren Schnittpuncte einer Geraden M, X. Die
Coincidenzen von Y mit X treten ein, wenn 1) X ein auf der beweglichen
Geraden MA liegender neuer Doppelpunct ist; 2) die Gerade in die Lage
MM, kommt; 3) die bewegliche Gerade Spitzentangente wird; 4) auf ihr
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ein Selbstbertthrungspunct liegt; 5) X mit A zusammenfillt. Die Zahlen
unter 3) und 4) sind Theil-g, resp. Theil-y des Systems (A, e — 2) mit
der Nebenbedingung, eine Spitze in der Geraden MA zu haben; die unter
2) und 5) lassen sich ebenfalls durch Bekanntes ausdriicken; man findet
daher auf diese Weise das & des Systems (A, 1, ¢ — 1). — Ein analoges
Verfahren kann uobrigens zur Bestimmung der Zahl z des Systems (d, e)
dienen.

Ersetzt man moch in dem System, in Bezug auf welches die a-Formel
hergeleitet wurde, die Bedingung A durch A,, dann giebt der Ausdruck
a das B des Systems (A, 1, e — 2) an. Das Bekanntsein der drei Zahlen
B, b, & dieses letzteren gentigt zur Bestimmung von (2¢).

Hiermit ist die Moglichkeit der Berechnung von (3¢) aus der Formel
(5v) dargethan.

§ 2.

Beispiele.

Aus dem Vorhergehenden ist ersichtlich, dass man durch Anwendung
der Gleichungen (1), (2) auf ein bekanntes System Zahlen eines nachst
hoheren Systems erhalt. Die anfanglich gemachte Voraussetzung, nach
welcher solche Systeme auszuschliessen sind, in welchen Curven mit Doppel-
zweigen vorkommen, ist immer dann und nur dann erfullt, wenn

’ ——
mindestens moont4

feste' Puncte gegeben sind, durch welche die Curven gehen sollen (vgl.
L c § 34). Als nothwendige Bedingung hat man daher zunichst, wenn
die singularen Puncte sammtlich frei sind

d+4 2<2n—1,

und allgemeiner, wenn von den d Doppelpuncten d, in gegebenen Geraden
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liegen, und d, gegeben sind, ferner ¢, e, fiir die etwa vorhandenen nicht
freien Spitzen entsprechende Bedeutung haben:

d+z2e4d, + ¢+ d, +¢, <2n—1.

Eine weitere Einschrankung ist erforderlich, wenn man auch solche
Systeme ausschliessen will, welche zwar irreductibel sind, aber zerfallende
Curven enthalten. Sobald nun d > n-— 1 ist, enthalt das System stets
endlich viele Curven, die aus einer Geraden und einer C,_, bestehen, fur
d > 2(n — 2) auch solche, bei welchen sich zwei gerade Linien abtrennen
(. c. § 6, 8). Diese besonderen Curven a,, a, gehdren zu den a, welche
einen neuen Doppelpunct besitzen, sina also von dem Ergebniss der
Formel (1) in Abzug zu bringen, wenn es sich nur um die nicht zer-
fallenden, der Aufgabe geniigenden Curven handelt. Die Zahl dieser
letzteren aber ist es, welche das g des nichst hoheren Systems bestimmt;
ohne die erwihnte Reduction wiirde sich das gefundene p auf cin zer-
fallendes System beziehen, auf welches die ZrutHex'schen Gleichungen
nicht mehr sammtlich anwendbar sind.

Bei der Berechnung der nachfolgenden Beispiele ist auf diesen Um-
stand keine Ricksicht genommen, weil bei gegebenen kleinen d, # un-
bestimmt gross, d. h.

d<n—1

fur alle zur Verwendung kommenden Systeme vorausgesetzt wurde. Hier-
aus, in Verbindung it den obigen Bedingungen, ergiebt sich von selbst,
wie weit die erhaltenen Resultate giltig sind.

Statt der bisherigen Bezeichnung [d, €] soll jetzt, wenn d, e gegebene
Zahlen sind,

[d.D, e.E)]

gesetzt werden. Die Indices g, o bedeuten, dass der betreffende singulare
Punct in einer gegebenen Gerade, bzw. an gegebener Stelle liegt. Sind
far mehrere singulare Puncte Bedingungen g vorgeschrieben, und beziehen
sich diese auf verschiedene Geraden, so sollen auch die Buchstaben g durch
Indices unterschieden werden. — § bedeutet einen Selbstberiithrungspunct.
Die Bedeutung der hinzuzudenkenden Bedingungen, so wie der Zeichen
A, A® A® ist in 1. und 3. des vorigen Paragraphen erklart. For
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diejenigen Leser, welchen die »Almindelige Egenskaber> nicht bekannt
sind, "sei noch bemerkt, dass (de) eine Spitze zweiter Art ist, wie sie
durch Zusammenfallen eines Doppelpunctes mit einer gewodhnlichen Spitze
entsteht; (2¢) dagegen einen aus der Vereinigung zweier Spitzen ent-
standenen Selbstosculationspunct bedeutet.

Die jeder Formel als Gultigkeitsbedingung hinzugefiigte untere Grenze
fur n bezieht sich auf die Ausschliessung aller zerfallenden Curven der
verlangten Beschaffenheit. Wollte man diese letzteren Losungen mitziahlen,
so wiirden viele der folgenden Resultate auch fur kleinere -n richtig
bleiben. Z. B. giebt der Ausdruck [3D] fur n = 3, 4 noch die richtigen
Zahlen 15, 675; im ersten Falle'genﬁgen nur zerfallende Curven der
Aufgabe; im zweiten sind 620 eigentliche und 55 uneigentliche Losungen
vorhanden.

[D,D] = 3(n— 1) — 7; >3
(D,D] = 9n® — 290* — 1 + 30; >
[D,2D] = %(37&4—— 12n° — 100* 4 550 + 10); >4
[(D,2D] = 2—(9%6 — 45n* — 8n® 4 2590 — 1290 — 250); (>

[D03D] — ;_(gn“_ 540 — 54n' 4 6750’ — 128n° — 22240 + 318); (n>5)

(D,3D] = %(gn7 — 63n° — 210° 4 8670 — 7710 — 35330
+ 3386n + 3288); (n>5

[2D] =

0w

(n— 1)(n — 2)(3n® — 30 — 11); (>3
[3D] = > (9n° — 54n° + on* + 423n* — 4580* — 8291 + 1050); >»

(4D] = 3 (v — 3)(on" — 45n° — 135%* + Bo1n* + 6g1n*
— 46710’ — 1386n 4+ 7880); (n>3
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[sD] = i6(27n-“’ — 2701" — 4350° + 78308 — 139201 — 84714

+ 2147650 4 393980n° —— 11761270 — 631286K + 2046840). =6

(D, D,] = on*— 18 4 2: =
[1').11‘])&_,]).«/3] = 9(n — 1)(3n* — 6n — 4); (n 1)
, D, ... Da,.] =3n—nh,... ])y;._l] — 7k —0){D, ... 1)_,/"_2]. (> h1)

Um zu bestimmen, wie viele Curven A Doppelpuncte in einer und der-
selben Geraden G besitzen, stelle man die etwas allgemeinere Forderung,
dass die Curven durch a gegebene Puncte von G einfach gehen, an d;
gegebenen Stellen von G einen Doppelpunct, und ausserdem % Doppel-
puncte auf G haben sollen. Es muss

¢« + 2d) + 2h < n

sein, damit tberhaupt irreductible Curven der Aufgabe geniigen kdnnen.
Von den

w(n 4 3)

« — 3d, — 2/
2 J

0

weiteren gegebenen Puncten nehme man speciell
A=n+1—a—2d — 2h
in G liegend an, so dass noch

(n— 1)(n + 2
bonetn

derselben frei bleiben. Diese letateren und die d, Puncte auf G be-
stimmen eine C,_,, welche, in Verbindung mit &, allen Forderungen
geniigt, und zwar die Bedingung, % weitere Doppelpuncte auf G zu be-
n—1-—d,

sitzen, < A

) mal erfallt. — Die nicht zerfallenden, der Aufgabe
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gentigenden Curven haben mindestens einen der & Doppelpuncte in den
A Puncten, und miissen, wenn A Doppelpuncte in Puncten 4 liegen, durch
die 4 — 2+ a Puncte einfach gehen. Man hat also fur die gesuchte
Zahl die Recursionsformel

A=h

fla, d,, ) = <“_ . do) + Z </j) PPA+a—24 d + 4 h— 2,

und findet so

[2D,] = - (n — 2)(9n — 25)
(3D,] = é(n — 3)(9n® -— 751 + 154) (n>5)
u. s f.

[E,] = 2; [E,] = 8n — 12; [E] = 12(n — 1)(n — 2); >

[E,D] =6(n—3)(n + 1); [D,E] = 12n(n — 3); >
(D, E,] = 12(20* — 50 + 1); >
[D,E,] = 12(n — 3)(2n — 5); >0
[E,D] = 12(n — 3)(2n? — n — 3);
[E,2D] = 6(6n° — 33n* — 160* 4 270n’ — 101n — 444); @>0

[E,3D] = 2(18n" — 1350° — gon’® + 23850 — 1789n® — 13028n°
+ 107371 4 19812); (n>8)
[E,ED] = 12(24%° — 156n* — 100> 4 14220 — 110702 — 2169); >0
[D,E] = 12(n — 3)(3n* — 37 — 4); (n>2y
[D,2E] = 18(120° — 84n* 4 430 4 6391’ — 8061 — 480); >0
[D,DE] = 36(n* — 50° — 2n® 4+ 28n — 8); >4

(D, DE] = 12(9n* — s54n* + 8n® + 369n* — 3260 — 324); n>e
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[E,E] = 12(20® — 60 — 3); )
[E,E] = 24(4n" — 18n” + 51 + 33); >
(E, E,] = 4(16n” — 48n + 15); (2E,] = (n— 3)(32n— 105); a>»
[2E) = 18(n — 3)(4n® — 1200° — 191 + 45); ?>9

[3E] = 4(72n° — 648n° + 486n* + 92341 — 18938«’
— 27786n 4 67500); (>3

Diese Formel giebt auch noch fiir » = 4 die richtige Zahl 400, obgleich
dieses aus der Herleitung nicht ohne Weiteres hervorgeht.

[DE]) = 12(n — 3)(3n° — 60° — 110 + 18); >3
[2D, E] = 18(n — 3)(3#° — 120n* — 30n* + 1250 + 821 — 280); w>e
[3D, E] = 6fgn®* — 812" + gn® 4+ 16560° — 2831n' — 10975%°

+ 248510 + 224140 — 55320); >
[D, 2E] = 18(120° — 96n® 4 47n* + 1188n® — 2003n* — 33301
+ 6570); =>4

(2D, 2E] = 9(n — 4)(36n" — 216n° — 759n° + 55620 4+ 4703%°
— 45799n° — 80401 + 110403). 5 >5)

[S,]=75: [S,]=125n—48; [S8]=s50n’—192n+ 168; >3
(S5, Dp] = 3(250° — 730 + 20);  [S,D,] = 750" — 457 + 6965 @>w
[S,D] = 3(50° — 10n —— 23); [D,8] = 2(25n" — 96n + 42); w>»
[D,8] = 6(250" — 1210 4 961 + 98); >3
[S,D] = 3(25n" — 98n” — 471 + 316); >9
[E,S] = 2(200n® — 1068n* 4+ 774n + 1575); (n>9)
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[S,E] = 6(50n® — 246n® + 38n + 669);
[SD] = 6(n — 3)(250° — 710* — 1220 + 280);
[SE] = 12(50n* — 342n° + 3190° 4+ 16950 — 2682);
[S, 2D] = 3(75n° — 588n® + 244n* + 7263n* — 117100’
— 211628 + 40452);
[D, E, 8] = 12(1500° — 13260° + 89on* + 18825n* — 37023%°
— 59346n 4+ 138420).

(de), = 12;  (de),=24(3n—7);  (de) = 60(n— 3)(3n—>5).
(2e), = 30; (2¢), = 30(7n — 19);
(2¢) = 18(35n® — 190m 4 239).

[A]=6(n—2); [A]l=15(n—2)%
[A,D] = 3n* — 6m — 17; [D,A] = 5(3n* — 120 + 8);
[AE] = 12(n— 4)(n + 1); [E,A] = 6(5n° — 20n + 8);
[A,D] = 18x® — 720° — 5010 4 276;
[D,A] = 450" — 2250" + 220 + 132;
[&,E) = 72(n — 4)(0* — n — 4);
[E,A] = 12(10n* — 550° + 520 + 60);
[AD] = 3(n — 2)(15n° — 6on® — 651 + 314);
[AE] = 36(n — 4)(sn’ — 150" — 26n + 76);

[A,2D] = %(34@4—— 12n° — 360 + 1070 + 158);

Acta mathematica. 7. Imprimé le 27 Février 1885.
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(n>4)
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[A,2D] = 3(9n® — 54n* — 56n° + 649n° — 1120 — 1695); in>4)
[A,2D]= %(457&“ — 360n° 4 12010 4 4869n® — Boo6N®
— 15006% + 30468); o>
[ADE] = 36(150° — 1350%° 4 87n* 4+ 20350° — 4086m* — 6596n
+ 16160); >0
[AD,D] = 3(45n° — 3150" 4 1550° + 25140° — 35600 — 1302); >0
[S,A] = 3(1250> — 740n* + 650n + 1284); (>4
[A,8] = 6(50n° — 292n* 4+ 1470 + 786). (>4

[AP] =45 [AP]=28r—066; [AP]=12(n—2)(7n—19); =>5

[APD] = 6(14n° — 610° — 48n + 293); )
[APE] = 12(28n" — 1500 — 70 + 594); >4
[A®D] = 12(210* — 1419 4 109%0° + 814n — 1308); >0
[A®E] = 144 (70" — 54n° + 64n° + 304n — 583). @>0

[AP]=3; [AP]=308n—21); [AD]=21(r—3)(4n—9); a>v
[A®D] = 9(n — 4)(28n® — 91n® — 1770 + 567); >0
[APE] = 36(28n* — 2310 4 326n° 4+ 1281n — 2756). (>4
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§ 3.

Curven mit zwei Puncten gegebener Vielfachheit.

1. Es sollen jetzt Systeme untersucht werden, deren allgemeine
Curve nur zwei singulare Puncte, aber von beliebiger Vielfachheit, be-
sitzt. Ein r-facher Punct wird mit

PT
bezeichnet, wihrend die Indices g, o die frithere Bedeutung haben. In

PP,

1

soll der Strich die Bedingung andeuten, dass die Verbindungsgerade von
P, P, durch einen gegebenen Punct gehe. Die hinzuzudenkenden cle-
mentaren Bedingungen beziehen sich wieder auf gegebene Puncte.

Da in einem System von Curven, welche einen z,-fachen Punct X,
und einen z-fachen Punct X besitzen sollen, keine vorkommen, bei welchen
letzterer in einen (z 4+ 1)-fachen Punct uberginge, so kann man auch
nicht unmittelbar eine Beziehung zwischen den Zahlen

[Pr,Pr], [Pr,Pr+I]

erhalten. Die Herstellung einer solchen gelingt aber durch Einfithrung
von Zuwischensystemen, in welchen auch die Tangenten des Punctes X ge-
wissen Bedingungen unterworfen sind; und zwar soll die hinzutretende
Forderung, in Zeichen

(o't)p’

die sein, dass & Tangenten des r-fachen Punctes zusammenfallen und ausser-
dem durch einen gegebenen Punct M gehen. Das so definirte System,
fur welches

r=f(o)

gesetzt werden moge, enthalt f(¢ 4+ 1) besondere Curven, deren Anzahl
durch f(o) und die 9ibrigen Zahlen des Systems ausdriickbar ist. Es soll
im Folgenden immer

7, > 7, und vorlanfig o<1

1 =
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vorausgesetzt, und mit (X)), (X) bezeichnet werden, wie viele Systems-
curven ihren r-fachen, bzw. rfachen Punct in einer gegebenen Geraden
haben. V bedeutet die Vielfachheit des X-Ortes in M, oder, was dasselbe
ist, die Zahl derjenigen Systemscurven, welche ihren r-fachen Punct in
M haben.

Die Geraden, welche einen von M verschiedenen festen Punct @ mit
den Puncten X verbinden, schneiden die betreffende Curve noch in je

n — 7 Puncten Y, deren Ort dic Ordnung

pt = D(X)

hat. Dieses ist zugleich die volle Zahl der Coincidenzen von Y mit X.
Die letzteren entstehen, wenn @X eine von den o bevorzugten verschiedene
Tangente von X ist; ferner dadurch, dass X in der Geraden M@, aber
nicht in M selbst liegt, und zwar zahlt jede dieser Coincidenzen o-fach;
endlich dadurch, dass die beiden singuliren Puncte zusammenfallen, was
im Ganzen C mal vorkommen moge.

Die Zahl C setzt sich aus zwei anderen zusammen, zwischen welchen
cine Unterscheidung erforderlich ist. Es kann ein Zusammenfallen von

X mit X, in der Weise cintreten, als wire die o-fache Systemsbedingung
(at), durch die (¢ — 1)-fache

(ot)

ersetzt, welche nur verlangt, dass o Tangenten von X zusammenfallen,
dafir aber die andere hinzugefugt, dass die Gerade X, X durch den Punct
M gehen soll. Solche Coincidenzen, deren Zahl C’ sei, will ich regel-
mdssige nennen; jede derselben giebt Anlass zu einer (r, — 7)-fach zahlen-
den Coincidenz von ¥ mit X. Fur die nicht regelmassigen Coincidenzen
von X, mit X aber gilt, wie nachgewiesen werden soll, der Coefficient

7, —7+ o

Dieses vorlaufig als richtig vorausgesetzt, erhalt man fiur den Grad des

von den 7-— ¢ weiteren Tangenten des r-fachen Punctes beschriebenen
Linienortes

(1) H+('r»—t—o)(X)+a.V—(z'l——r+ 0)C + 0.0
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so oft geht daher auch eine jener Tangenten durch den Punct M selbst.
Da nun diese letatere specielle Bedingung 7-— ¢ mal dadurch erfullt
wird, dass X in M liegt, und ebenso oft dadurch, dass eine regelmassige
Coincidenz von X mit X eintritt, so ergiebt sich die Gleichung

(2) fle+ 1) —f(o)
=m—1r—a(X)—(r, — 7+ 0)C + (206 — )(V + (),
oder, wenn man noch

¢ = (X) + (X — (XX)
mit Hulfe des Correspondenzprincips ausdriickt, und nach o summirt:

(3) fle) —£{o)

o—1
= ;{(n‘— 7, —20)(X) — (5, — 7+ 9)[(X,) — (XX,)] + 20— )(V + C)}-
2. Far ein System, welches sich von dem bisher betrachteten nur
dadurch unterscheidet, dass die Bedingung (af) an die Stelle von (at),
tritt, sei

© = ¢(o),

wahrend (X), (X,), C in Beziehung auf das ncue System jhre friihere
Bedeutung behalten. Da es f(s) Curven im System giebt, welche die
singulire Tangente des 7-fachen Punctes durch einen gegebenen Punct
schicken, so findet man fiir den Grad des von den 7— ¢ weiteren Tan-
genten gebildeten Linienortes:

p+ n—)(X)—(r, — 7)C — of(a).
Bestimmnt man daher mit Hulfe des Correspondenzprincips, wie oft eine

dieser Tangenten mit der singularen coincidirt, ohne dass X mit X, zu-
sammenfallt, so ergiebt sich die Formel

¢(o+ 1) —¢(0) = (r— 20)f(0) + (r — 27 + o)(X) — (7, — 90,
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oder

(4) ¢(a)

o—1

= 2 {(r— 20)f(0) + (0 — 5, — 27 + 20)(X) — (5, — Q)[(X,) — (XX,)]},

von welcher zur Bestimmung von ¥ und €' Gebrauch gemacht werden soll

3. Bei der Herleitung von (2) wurde zwar ¢ < r vorausgesetast; es
ist aber leicht zu erkennen, dass jene Formel auch fiir ¢ = 7 in gewissem
Sinne mnoch richtig bleibt. Der Ausdruck (1) verliert dann seine friihere
Bedeutung, er giebt vielmehr an, wie viele Curven des Systems den
rfachen Punct in einen (z + 1)-fachen tibergehen lassen; diese Curven
sind von der Lage des Punctes M ganz unabhingig, und alle Tangenten-
bedingungen fallen fiir dieselben weg. Die Gleichung (2) gilt also noch
fur ¢ = 7, und (3).fir ¢ = 7 4 1, sobald man nur unter f(r 4 1) die-
jenige Zahl versteht, in welche f(o) ibergeht, wenn r durch 7 4 1 ersetzt
wird. — Die rechte Seite von (4) dagegen verschwindet sowohl fir
o= 14+ 1 als fur ¢ = o.

Durch successive Anwendung der Formel (3) gelingt es,

[P+P7]

zu bestimmen. Vorher aber miussen andere Zahlen berechnet werden,
welche sich auf die Bedingungen beziehen, dass mindestens einer der
singularen Puncte nicht frei ist, sondern entweder gegeben ist, oder in
einer gegebenen Geraden liegt. Dabei wird sich zugleich die Richtigkeit
des zur Herleitung der Gleichung (2) benutzten Coefficienten 7, — 7 + o
ergeben. Als bekannt werden vorausgesetzt die auf einen singularen
Punct beziglichen Zahlen

[P"] =gn(d— )@ + 2)e—n+ 1)}
(Pl =550 + Dr—7 + 1),

und zur Vereinfachung der im Folgenden zu entwickelnden Ausdriicke
sollen die links stehenden Zeichen als Abkirzungen beibehalten werden.
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4. Sei zunachst
f(o) == [P(at), P ],

wo der Doppelindex og ausdriicken soll, dass der gegebene Punct in der
Geraderr g liegt. Man hat dann

(X)=0, (X)=C=1, C=V=o.
Die Zahl f(s), die fur den Augenblick mit
Fmn, 7, 7, o)

bezeichnet werden moge, lasst sich, ohne Anwendung des Correspondenz-
princips, direct durch die Annahme herleiten, dass n — 7, — 7 4+ 1 der
gegebenen Puncte in g liegen. So findet man

Fun, 7, 1,0=10—7,—74+ 1)+ Fp—1,7,—1, 17— 1, 0),
wenn o < 7,

Fln, 7, 5, ) =g —7,—t4+1)+ Fn—1, 7,— 1, 7, 0),
und hieraus
(3) (Pl(at)p Py']

= [B5] — fec+ )3n — 4+ )= o(n —r+ 10— 1),
Weiter folgt jetzt
flo+1)—flo) = — (5 —7+9),

d. h. dasselbe, was die Gleichung (2) ergeben haben wiirde. Hiermit ist
der fragliche Coefficient verificirt; man hatte umgekehrt aus (3), wenn
o= 7+ 1 gesetzt wird, zunichst die Differenz

Fn, v,, 7+ 1, o)— F(n, 7,, 7, 0),

sodann
F(n, 7, 7, o) = [P}, P}] = [F}] — é—z'(t + )37, — 7+ 1),

endlich den Ausdruck (5) herleiten konnen.
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Auch die Gleichung

(5) [PyPi(ot)) = gr(z+ )(an— 35, — 2t + 2) + oln — 7, — o+ 1)

lisst, wie (5), und die spater zu entwickelnde (7), eine doppelte Herleitung
zu. — Aus (5), (5.) folgt mit Hulfe von (4)

() [Py(a)P;] = o(z + 1 — o){[P5 Pi] — (5, — 3 (o — 1)}
(6a)  [PyPi(at)] = ot + 1 — |[PeP;] + n— 71— 1)(c— 1)}

Liegen beide singulsren Puncte in einer und derselben gegebenen Geraden,
und ist keiner derselben fest, so hat man zu setzen:

f(0) = [P3P;(at),);
far (X), (X,) sind die Ausdricke (5), (5s) zu benutzen, wahrend
(XX,) = C = V' = o ist. Dies giebt

(7) [P;P;] = 2oz + 1)(3n — 37, — 27 + 2)[P}]

1

— ET(T — 1)+ 2)[or,(n — 7,) — 3(z— 1)(n + 7,) + 27" — 47 + 3].

Liegen aber die singuldren Puncte in verschiedenen Geraden, d. h. ist
f(o) = [P F;(at),),

dann hat man in (2) zu setzen

(X) =[P;], C=(X)—{[Py(at),P}], V=0, C=o(r—oa+1),

und findet

(8) ['Pg 91]

= [B{)[P;]— 557" — 1)(z + 2)[or] — 6(r — D)m + (= — 3)(r + 1)].

5. Wegen ihrer complicirten Gestalt sollen die aus (3) hervorgehen-
den Ausdricke f(s) mit den vier Argumenten %, 7, 7,, &, obgleich sie
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zur Herleitung der nachstehenden Resultate gebraucht werden, nicht voll-
standig angegeben werden, sondern nur ihre von ¢ unabhingigen Anfangs-
glieder f(o). Die Berechnung der letsteren geschieht immer in der
Weise, dass zuerst in (3) die Summirung von ¢ =0 bis ¢ = 7 ausgefiihrt,
und sodann nach 7 summirt wird.

Far
f(o) = (P3P (at),]

hat man auf der rechten Seite von (3) zu setzen:
(X)=o0, (X)=[P(at)]=[P;]+ o(n—c—3o+3),
C=V=ac—ot1), (XX)=[PyPi(at)].
So folgt die erste der beiden Gleichungen
(9) [Py P]
= [P — 57" — ) + 2)[ori — 6(r— 1)7, + (r— 3)(= + 1)],
(92) (P;P")
= [P — S el — 1)(r + 2)[or — 6 — )7 + (r— 3 + 1),
deren zweite in derselben Weise aus
flo) = [Pi(a) P, (X)=o0, (X)=[P}, V=o,
C=or—o+4 1), (XX))=[Piot),P]]
hervorgeht. Nach vollstandiger Entwicklung von f(o) findet man
¢ (o) = [P5(at) P7]

aus der Formel (4), auf deren rechter Seite (X,|) = o(r— o + 1)[P}],
und far (XX,) der Ausdruck (6) zu setzen ist.
Die bisher gewonnenen Resultate ermdglichen die Berechnung von

f(o) = [P P (at),],

Acta mathematica. 7. Imprimé le 27 Février 1885, 10
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da die folgenden, auf der rechten Seite von (3) zu benutzenden Zahlen
bereits simmtlich bekannt sind:

(X) = [P P(at),] + [Pi(at);P7]
(X)) = [Py Py(at),] + [P(at), P7],
= [Py Pi(a)] + [Pi(at) P7],
(ﬁl) = [y r(e),]. V= [Fy(a) P]].

Insbesondere ergiebt sich
(10) [PPY] = co(z + 1)[300 — 7,) — 2(- — 1)][P7]
+ (e — 1)+ 2) o0 + =) — 18z, — 12(r = 1)(n — =)
4 2(27" — 47 + 3)][P7]
= e 4 )t — D[~ (e — 1)
+ 3(r — 1)(0 + 4n7, — 353 — (57— 107 4 3)n — 3(*— 2t + 3)5;)
— (" — 1) (z* — 4) (52" — 202* 4 307 —9).

Der Annahme entsprechend, dass einer der beiden singuliren Puncte in
einer Geraden liegt, der andere frei ist, hat man

f(0) = [P(at), P, vesp. = [PpP7(ar)).
Im ersten Falle ist
(X) = [Pi(at),P7). V=0,
= [Py(a),Py] — [Pi(at), P}], € = [Piylal) B3] + [P(at)],
WO

[Pi(at)]) = ;oo + 1 — I — 390+ (f— (e + 2u— " + 47
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im zweiten Falle behialt C denselben Werth, dagegen ist

(X) = [PpP5lot)),  V=olc— o+ 0[P,  C=[PyPsa) + V.

79

Hiernach wird

(11) [P;P] = F D0 o e

2

I

— 237 — (= + 2)lori — 6(-— 07 + (r— 3)(z + DI[Z]]

o I—A[IZT(TQ — )+ 2)(* + 7 — 4)[ori(n — 7)) — 6(r — N)nz,
4+ (t—3)(c+ D+ 3(zF— 204 3)7]

+ (2 — (" — 4) (57" — 357" + 18).

(119 (23 P7]

1
(et — (r + 2)

= 0ol — o 1) — o7t + 6(s — )7 — (= 3)(z + VJ[Z]

(@ e )T 7) — 6z — 1)y - (r— 3+ 1)

34 (r—2)(57* — 357" 4+ 18).

1080 *
Sind endlich beide singularen Puncte frei, ist also
f(o) = [P P*(at),],
dann hat man folgende Zahlen in (3) zu benutzen:
(X) = [P°P(at)], (X)) = [PpPi(at),], (XX)) =[P P (at)],

V= [Pg(ﬂt)P"l], C = [P;‘P;(o't)p] + [P;‘P“(at)p] + [Pg(m")pl)f‘],
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und findet

I TPpTn
(12) (e — 1) {r + 2) [P r ]

= 712-[(n~— T+ 1) — gt + 6(r— 1), — (r— 3)(z + 1)][P"]

I

— 17,_4(72+ t— 4)[9ri(n — 1)) —6(r— )nr, + (z — 3)(z + 1)n
+ 3(z* — 2t + 3)5][#y]

+ = (r— 2) (57 — 357" + 18)[ ;]

T '5%6(7— 2)(t 4+ 3)( + r— g)[ori(n — 7)) — 6(r — 1)7i(n — 1)

+ (t—3)(z 4+ )n* + 3(z" — 27 + 3)n(2n — 7]

+ ﬁ;(f— 2)(z + 3)[(s7* — 357" + 18)n + (57" + 107" + 907 — 637,]

12;60(7_ 2)(r + 3)(107° — 307" — 357" + 1957° — 2187" + 247 4 108).

Eine Controlle dieser Formel erhilt man for #» = 7, + r— 1; in diesem
Falle bestehen die fraglichen Curven aus einer C, ;, mit einem (z, — 1)-
fachen und einem (r — 1)-fachen Puncte, und aus einer die beiden singu-
laren Puncte verbindenden Geraden, welche o, 1 oder 2 der gegebenen
Puncte enthalten kann. Hiernach ist

[PrPrl]n=t+‘r1—l - [Pr—lPrl—l]"=f+T|—2

= (1, + D[P P oy + Tt 3T D peor pry)

nN=147—2 2

wie man mit Halfe von (10) und (7) bestatigt.
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For das System
(P7P")

sind jetzt, dem Entwickelten zufolge, die Zahlen p, B, B, & bekannt,
deren Bezeichnung der in § 1 fur dreifache Puncte gewahlten analog ist.
Weiter findet man z. B.

2(p— p=p + t(r— 1B+ 7(, — )B;;
I'=m—10B+p— (5, —)(B+ B, —&);
T, =(n—1)B, + p;
(26) = (r— 1)(2T — B) — (s — 1)(B + B, — &);
(2t), = (r, — 1)(2T, — 7,B,) — «(r— 1)(B + B, — §);
a=m—2)p+@m+nw—1)p—(t-— )T —(r, — 1) T, —(2t) — 7,(2¢),.

Man konnte ferner einen Doppelpunct mit in das System aufnehmen, und
von diesem allmilig zu einem dritten Puncte hoherer Vielfachheit tber-
gehen; was hier nicht weiter verfolgt werden soll.

B. Plancurven in nicht fester Ebene.

§ 4

Zahlen fiar punctallgemeine Curven.

1. In Bezug auf punctallgemeine Plancurven im Raum bieten sich
die folgenden fundamentalen Aufgaben: Bestimmung der Zahl solcher
Curven, welche 1) ihre Ebene durch eine feste Axe schicken und
n——‘—(n;— Y + 1 gegebene gerade Linien treffen; 2) ihre Ebene durch einen

n{n + 3)
2

gegebenen - Punct schicken, und + 2 gerade Linien treffen;
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3) n<n+3) + 3 gerade Linien treffen. Diese Zahlen sollen mit F(n), -

d(n), lll(n) bezeichnet, und es soll bewiesen werden, dass
(1) F(n) = é—n(n + 1)(n + 2);

= %n(n + 1)(n + 2)(2n® + 60° + 70 — 3),

(3) ¥(n)= ﬁn(wﬁ— 1)(n 4 2)(2n° + 140 4+ 49%° + 9 1%’ 4 gon +- 18)

ist.

Der ersten Aufgabe gentigen auch dann nur endlich viele Curven,
wenn 7 + 1 der Geraden die Axe A schhneiden. Jede solche specielle
Gerade bestimmt mit A4 cine Ebene, in welcher eine auch die ubrigen
Geraden treffende Curve liegt; die eine Gerade aber wird # mal getroffen,
so dass auf diese Weise n(n 4 1) Losungen erhalten werden. Die ausser-
dem existirenden, den Bedingungen gentigenden Curven zerfallen noth-
wendig in 4 und je eine C,_,, welche die

(n — 1){(n + 2)

n(n + 3)
T 2

1—(n 4+ 1) = + 1

die Axe nicht schneidenden Geraden trifft. Es ist also

F(n)=n(n+ 1) + F(n — 1),

und hieraus folgt der Ausdruck (1).

Eine leichte Verallgemeinerung erhalt man durch Hmzufugung der
Bedingung, dass die Curve durch % auf der Axe gegebene Puncte gehen
soll, und dem entsprechend %k gerade Linien weniger gegeben sind. In
diesem Falle gentigt es, n + 1 —k dieser letateren die Axe schneiden
zu lassen, und man findet

(1a) Fn, k) =nn + 1 —k) + Fn — 1) = F(n) — kn.

Dieser Ausdruck gilt auch noch, wenn die k¥ Puncte zum Theil oder alle
einander unendlich nahe liegen.



N -
Uber Systewe von Plancurven. 70

2. Zu einer Differenzengleichung fir @(n) gelangt man zwar auf
einfachem Wege durch die Annahme, dass » 4 1 der gegebenen Geraden
in einer Ebene liegen. Is soll aber eine andere Herleitung gezeigt wer-
den, weil die sich ergebenden Nebenresultate far die Losung der dritten
Aufgabe zu benutzen sind.

Der Kirze wegen moge eine in k consecutiven Puncten schneidende
Tangente eine 7,, ihr Berithrungspunct ein 7,-Punct genannt werden.
Man beweist:

k(

- A <1 k—1
Jrstens. In fester Ebene giebt es ——T—> Curven #** Ordnung, welche

an gegebener Stelle einen 7-Punct haben, und durch ﬂn—;——‘g)— k4 1

andere feste Puncte gehen. -—— Denn soll z. B. der 7T,-Punct in z = o,
¥ =0 liegen, so hat man als allgemeinste Gleichungsform

(*x 4+ Ay)4A 4+ B = o,

wo das Polynom A den (k— 2)*® Grad in x, y erreicht, wahrend in B
nur Glieder von hoherer als der (k-— 1)**® Ordnung vorkommen. Durch
Einsetzen der Coordinaten der gegebenen Puncte erhilt man so viele
Gleichungen, wie in 4 und B homogene Coefficienten enthalten sind, und
die Elimination der letsteren giebt eine Gleichung fur A, deren Grad
gleich der Zahl der Coefficienten in 4 ist.

Zweitens. Fur die Schaar von Curven, welche durch 7}&;—3)

—k41

gegebene . Puncte gehen, und in einer gegebenen Geraden G einen 7,-
Punct haben, ist der Grad des Linienortes der zugehorigen T,

(L) = 2n — 1 + Z(k— 2)(2n -— k — 1).

Verbindet man aamlich einen Punct der Ebene mit den Puncten & von
G durch eine Gerade, und construirt die C,, welche durch die geggbenen
Puncte geht, und & zum Z,_,-Punct, jene Verbindungsgerade zur T,_,
hat, dann trifft letztere die jedesmalige Curve noch an n — k 4 1 Stellen,
welche einen Ort der Ordnung

n-k4+ 14 (qu)

bilden. Diese Zahl nuss mit (7,) abereinstimmen,
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Drittens. Die Zahl der C, in fester Ebene, welche durch M—Q——k—{— 2

2

gegebene Puncte gehen, und in einer Geraden G einen T,-Punct haben, ist
I

Fur jeden Punct X von G construire man die ;—(k — 1)(k — 2) Curven,

welche X zum 7, -Punct haben, und durch die gegebenen Puncte gehen.
Die zugehorige T, , bestimmt » — & 4 1 Puncte ¥ auf jeder Curve, und
wenn einer derselben mit X zusammenfillt, hat man einen 7,-Punct. Um
die Ordnung des Y-Ortes zu bestimmen, betrachte man auf einer zweiten
Geraden (7, die G in M treffen moge, eine Correspondenz zwischen Puncten
Z der veranderlichen Curve, und Puncten Z' der zugehorigen T, ,. Jeder
von M verschiedene Coincidenzpunct liefert einen in G’ liegenden Punct
Y, daher ist die Ordnung des Y-Ortes:

(Y)=e¢Wm, k—1)+ n(T,_,)— Q_"_‘)T(’f;“_z_)(k — 1),

wo das dritte Glied angiebt, wie viele in M liegende unbrauchbare Coin-
cidenzen in Abzug zu bringen sind. Weiter ist die Zahl der T,-Puncte

auf G

e(n, k) = U‘:‘_L(’“*_z)(n —k+ )+ (V) — @ —Fk+ 1)(T,),
und man findet hieraus zur Bestimmung von ¢(n, k) die Gleichung
gy K) =~ glny k—1) = 2 (b — 0)[(3k — 4)n — 30— 1)k — 2],

aus welcher (4) hervorgeht.

3. Schon der erste dieser Hulfssitze genfigt zur Bestimmung von
®(n). Anstatt direct auf die letztere auszugehen, kann man folgende
Fassung der Aufgabe zu Grunde legen: Die Zahl @,(n) der Curven zu

bestiminen, welche durch einen gegebenen Punct @ gehen, und ﬂ;'ti) + 1
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gegebene gerade Linien treffen. & (n) hangt mit @(n) zusammen durch
die Gleichung

(5) O(n) = @,(n) + nF(n),

wie man sogleich erkennt, wenn eine der Geraden der urspriinglichen
Aufgabe durch den gegebenen Punct gelegt wird.
Allgemeiner bedeute nun

Q,(n, k)

die Zahl der Plancurven, welche in dem festen Puncte @ eine Berithrung

(k — 1)*" Ordnung mit einer gegebenen, durch @ gelegten Ebene E
haben, und

n(nz-l-3)___k+2

gerade Linien treffen; oder, was auf dasselbe hinauskommt, dic Ordnung
der Flache, welche, bei Weglassung einer Geraden-Bedingung, von den
co! die ubrigen Bedingungen erfullenden Curven erzeugt wird.

Der Schnitt der Ebene E mit der Fliche besteht aus den k(e — 1)

Systemscurven, welche ganz in E liegen, und einer Restcurve, die @,(n, k4 1)
Zweige durch @ schickt. Da es nun F(n, k) Curven im System giebt,
welche die singulare Tangente, die sie in @ besitzen sollen, mit einer
gegebenen, durch { gehenden und in E liegenden Geraden A zusammen-
fallen lassen, und jede dieser Curven die Gerade 4 in » — k von @ ver-
schiedenen Puncten trifft, so ist die Ordnung der Restcurve

On, k+ 1)+ n—EF(n, k)
mit Riicksicht auf (1.) findet man also

© o0, k) = "E Dy 40— B[F(n) — k] + 0,00, k + 1).

Auch far k = n darf man diese Gleichung in Anspruch nehmen, hat aber
dann zu untersuchen, was aus dem letzten Gliede der rechten Seite wird.
Da eine C, mit einer T,,, diese letztere ganz enthilt, handelt es sich

Acta mathematica, 7. Imprimé le 2 Mars 1885. 11
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jetzt nur um zerfallende Curven. Die Restcurve (n — 1)** Ordnung trifft
entweder die

n4 1= mmDet2)

na+3)
2 2

gegebenen Geraden, und schickt ihre Ebene durch @; oder sie trifft nur

(n -~ 1)(s : . . . . .
;:#t_z_) + 1 jener Geraden, und schickt ihre Ebene durch eine in

E liegende, durch @ gehende Axe, welche durch die Bedingung, die noch
nicht benutzte Gerade zu treffen, jedesmal vollkommen bestimmt ist..
Als Erganzung der Gleichungen (6) hat man daher die folgende:

n(n

n’+n+2F(
2

— I>1I + &(n —) +

O, (n, n) = ~ n—1),

mit deren Hulfe sich aus der Addition der Gleichungen (6) zunichst

O (n) = dn-—1) 4+ E——i‘—:—i-% F(n— 1)

+ f ik(kz_ Dy 4 (n — K)[F(n) — kn]},

und sodann, durch Ausrechnen der Summe, und mit Benutzung der
Gleichungen (1) und (5)

1

d(n) — dn—1) = zan + 1)(2n” + 3n° + 30— 2)

ol

ergiebt. Hiermit ist die Richtigkeit der Gleichung (2) bewiesen.
4. Bevor zum Beweise der Gleichung (3) geschritten wird, soll noch
die Zahl

f(n, )

derjenigen Plancurven bestimmt werden, welche ihre Ebene durch eine
gegebene Axe A schicken, mit dieser Axe an nicht gegebener Stelle eine
Bertthrung (A — 1)** Ordnung haben, und
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gerade Linien treffen. Bezieht sich in
fln, k, k)

das dritte Argument % auf die Bedingung, dass die Curve durch % ge-
gebene Puncte von A gehe, wahrend der 7,-Punct anderswo liegen soll,
dann besteht auf A folgende Correspondenz: Zu einem gegebenen T,_-
Punct gehoren

m—k—h+ 1)Fn, k+ h—1)
weitere bewegliche Schnittpuncte; zu einem def letzteren gehoren
fin, k—1, h 4+ 1)
Puncte T, ,. Daher ist, fur t > 2
fn, &y B = f(n, k— 1, b 1)+ (o —k — L + 1)[F(n) — nlk + h— 1)],
und insbesondere
flr, 2, B) = 2(0— b — D)[F(n) — (b + 1)n].
Hieraus findet man leicht’
() (O, k, ) = fln, B) = k(n+ 1 — B[F(n) + n— kn].
5. Man verstehe unter
4(n, k)

die Ordnung der Fliche, welche erzeugt wird von den Plancurven, die
eine T, in ciner gegebenen Ebenc E, den zugehdrigen 7,-Punct auf einer
in E liegenden Geraden G haben, und

w(n + 3)
2

— k4 2

(ausser () gegebene gerade Linien treffen. Fir & = 1 kommt man auf
¥(n) zurick.

Zu einem anderen Ausdruck fur ¢(n, k) gelangt mnan am cinfachsten
durch Untersuchung des Schmittes der Fliche mit der Ebene E selbst.

Die Gerade G zablt in diesem Schnitt k. @ (n, k)-fach. Ganz in E
liegen ¢(n, k) Curven des Systems, deren Zahl aus (4) bekannt ist.
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Ausgerdem ist noch eine Restcurve vorhanden, von welcher wir nur die
Schnittpuncte mit G' zu kennen brauchen; es sind dieses erstens die
¥(n, k+ 1) Stellen von G, in welchen eine Systemscurve eine Bertihrung
hoherer Ordnung mit E hat, zweitens die (n — k)f(n, k) Puncte, in welchen
die f(n, k) Curven, deren singulare Tangente & ist, diese Gerade noch

treffen. Demnach hat man
(8) ¥(n, k) =ko,(n, k) + ng(n, k) + ¥(n, k + 1) 4+ (n — k)f(n, k).

Einen Ausdruck fur @ (n, k) findet man aus (6):
O,(n, k) = w(n)—é—k(zn‘ + 7n® 4 10n° 4+ 5n)

+ I—162(113 + 6n* + 8n) — —Iz—k3n;

o

hiernach giebt die vorige Gleichung, mit Benutzung von (4) und (7)
(9) U(n, k) — ¥(n, k + 1)

= g%k(znﬁ + 240> + 770' + 1260° + 830° + 30)
— %k”(&’in‘ 4+ 360° 4 640° + 29n) + %ch(zn:‘ + 18n* 4+ 21n) — %k‘n.

Fur & = » kommt man auf den Ausdruck ¥(n, n + 1) der sich nur auf
zerfallendé Curven beziehen kann. Die Zahl der ausser G' gegebenen
Geraden, welche von den ¥(n, n 4+ 1) Curven getroffen werden sollen,
ist jetzt

L R T

2
und den Forderungen wird genugt erstens durch die C,_,, welche' diese
m Linien treffen, wahrend die ergiinzenden Geraden in E liegen; zweitens
durch die C,_,, welche m — 1 Linien treffen, und ihre Ebene durch den
Punct schicken, welche die m* Gerade auf E bestimmt; drittens durch
die C,_,, welche m — 2 Linien treffen, und ihre Ebene durch die in E
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liegende Gerade schicken, welche die beiden nicht benutzten Linien mit
einander verbindet. So ergiebt sich

Vin, n4 1) = ¥n—1)+ m@n—1) T@—E-I—)F(n — 1),
und durch Summirung der Gleichungen (9) von k = 1 bis k = n:

F(n) — ¥n— 1) = %n’(n*——- 1)(2n* 4 8n® + 230’ + 31n + 206).

Durch nochmalige Summirung nach » findet man endlich die zu be-
weisende  Gleichung (3).

§ s

Ubergang zu Curven mit Singularitditen.

1. Bei Plancurven im Raum treten an die Stelle der ersten und
zweiten Characteristik x, p/ die Zahlen v, p, welche angeben, wie viele
Curven des Systems eine gegebene Gerade treffen, bzw. eine Ebene be-
riohren. Ferner ist eine neue Zabl u einzufithren, die eine ganz andere
Bedeutung hat als das frithere u; es ist die Zahl derjenigen Curven des
Systems, welche ihre Ebene durch einen gegebenen Punct schicken.

Die Zruraex'schen Gleichungen sind von Herrn ScuuBert' verall-
gemeinert, und auf Systeme im Raum anwendbar gemacht. Aus ihrer
neuen Form findet man unter anderen die folgenden, vorzugsweise zur
Anwendung kommenden Relationen:

(1) o=[3(n— 1) — 7d — 12¢€}]v
— [2n(n — 1" — (7d + 12¢)n + 6d + 12¢6]p — (70 — 12¢ — 18)b
— 6(2n — 2d — 3¢ — 3)c — 12y — 182 — 247,
+ 4(2d) + 15(3d) — 18(d2e);

' In Math. Aunalen Bd. XIII pag. 445. Die an der linken Seite der Gleichung
(15) anzubringende Reduction ist micht 2d(2d — 1), sondern 2du.
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(2) f=2dv —2d(n — 1)p + 2(n — 3)b— 3dc 4 3y — 2(2d)
— 6(3d) + 4(d2e);

(3) r:iev——<5n——3>ep—2eb+<g—n—2d—*6e_3>c

2 2
+ 2y + 62 + 127, + %(2(10) + 6(dz2e).

n(n;- 3) 42

Die erste giebt fir das System der Plancurven, welche

gerade Linien treffen:
(4 @ = 3(n— 1) (n) — 2n(n —1)* (),

wo ¥(n), @(n) die im vorigen Paragraphen berechneten Ausdriicke sind.
Andere auf Systeme punctallgemeiner Curven beziigliche Zahlen erhalt
man aus der Formel

(32) p=12n—1)y—nnr—1)p—20— 3¢
far b == ¢ = 0. Mit Benutzung von Herrn Scuusert’s Bezeichnung ergiebt
sich, nach symbolischer Multiplication mit

#hylcpl~l (héfw h+k+l=m—;——3‘)+3)

ptet = 2(n — 1) " — n(n — 1)V

Durch wiederholte Anwendung dieser Gleichung lisst sich der Exponent
von p auf o herabdriicken, und man findet, durch Unterscheidung der
drei Falle b = 2, 1, o:

pipt = (2n — 2)'[F(n) — ;—ln],
k1 _ l _l_ Al _I_ . 2 2
ot = (2n — 2)[d(n) — ~WnF(n) + 3 Il — 1)n?],

(5)
Vo' = (2n — 2)[¥(0) — Slnd(n) + 510 — )*F(n)

__Z%Z(l — 1)({ — 2)»%].
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Dies ist jedoch nur fir 7 < 2z — 1 richtig, weil anderenfalls die Gleichung
(3s) ihre Gultigkeit verliert.

2. Um eine kurze Ausdrucksweise zu ermoglichen, will ich die ele-
mentaren Bedingungen, welche sich auf das Getroffenwerden gegebener
gerader Linien beziehen, in der Bezeichnung weglassen. Die Bedingung
fir das Vorhandensein eines Doppelpunctes soll bezeichnet werden mit

b, D, D, D,

g9

je nachdem der Doppelpunct frei ist, oder in gegebener Iibene, in gegebener
Geraden, oder an gegebener Stelle liegt; fur Spitzen haben E, E,, u.s. w.
die entsprechende Bedeutung.

B, B B

g ap

sind die Bedingungen, dass eine Ebene berithrt werden soll, bzw. dass
der Beruthrungspunct in einer Geraden, oder an gegebener Stelle der
Ebene liegt. Endlich bedeuten die symbolischen Factoren

2 3
M s [
wie bei Herrn ScuuBgert, dass die Ebene der Curve durch einen gegebenen

Punct, bzw. eine gegebene Axe gehen soll, oder fest ist.
Hiernach lasst sich z. B. die Gleichung (4) schreiben:

(D] = 3(n — 1)’¢¥(n) — 2n(n — 1)*®(n),

und die symbolische Multiplication mit g hat hier, wie immer, zur Folge,
dass ¥'(n), @(n) bzw. in @(n), F(n) tbergehen.

3. Es sollen jetzt einige Formeln entwickelt werden, welche dazu
dienen, die Zahl b eines gegebenen Systems zu bestimmen, und zwar zu-
nachst fir den einfachsten Fall d = 1, e = 0. Dabei werden die folgenden
Ausdriicke benutzt:

©) [Ba] = #(n) — O(n) — n(u — 2) F(n),
(7) [B,] = &(n) — (2n — 1) F(n) 4+ n(n — 1),

welche als Erganzungen der Gleichung (3.) fir b == ¢ = o anzusehen sind,
und, wie diese, durch Anwendung des Correspondenzprincips auf Puncte-
paare der Ebenc e bewiesen werden.
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In dem System (B,) sind endlich viele Curven enthalten, fiir welche
der Berithrungspunct X in einen Doppelpunct ubergeht. Verbindet man
daher eine feste Gerade L mit den Puncten X durch eine Ebene, welche
die Curven noch in je » — 1 Puncten ¥ schneidet, so ist.[D,] in der Zahl

(n —1)(X) + (¥) — {(n — 1) [p#B.] + (0 — 1)(X)]

der Coincidenzen von Y mit X enthazlten. Da nun
(1) = (n— 1)(X) + [B].  (X) = [B,],

und da ferner eine Coincidenz auch dann eintritt, wenn die Curve ihre
Ebene durch den Schnittpunct von L mit & schickt, findet man

(8) [Ds] = [BEJ + (n _— I)[Bsy} — ﬂ[/lBs].

oder mit Benutzung von (3.) und (6):
[D.] = @m—1)[3¥(n) — (3n + 1)@(n) + 2nF(n)].

Eine Bestatigung erhilt man wie folgt. Aus der letzten der Gleichungen
(5) ergiebt sich fur I = 2, wie viele Curven zwei Ebenen ¢ , ¢,, berithren.
Lasst man nun ¢, ¢, in eine Ebene ¢ zusammenfallen, dann theilen sich
die fraglichen Curven in folgende vier Gruppen: Solche, die ¢ in einem
Puncte der Schnittgeraden von e, ¢, berithren; die eine in e liegende
Doppeltangente oder Wendetangente haben; endlich solche, die in e einen
Doppelpunct haben; in Zeichen:

(r — 1)*[4¥(n) — 4n@(n) + n*F(n)] = [B,] + 2[T.] + 3[W.] + [D.].

Nun braucht man, um 2[7.], [W,] zu erhalten, nur zu untersuchen, wie
oft zwei der » — 2 weiteren Schnittpuncte der Curven (B,) zusammen:
fallen, und wie, oft einer derselben mit dem Berithrungspuncte zusammen-
fallt; durch Ausfihrung dieser leichten Rechnung findet man den obigen
Ausdruck fiur [D,] wieder. —

Die Curven [D,], [D,] sind bzw. in den Systemen (B,), (B,) ent-
halten, und auf dieselbe Art wie die Gleichungen (8) werden die folgenden
bewiesen:
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(9) [Dy] = [Bay] + (n - I)[Beza] - ”[#Bey] + n
= ¥(n) — 20(n) — (3n* — 60 + 1)F(n) + 2n(n — 1)?,

(IO) [DO] = [BEp] — "[l‘Bep] + 1
= @(n)— (3n — 1)F(n) 4+ 3n° — 2n 4 1.

Die Verallgemeinerung der Gleichungen (6), (7) ergiebt sich einfach da-
durch, dass man von einem Systeme (d, e), statt von punctallgemeinen
Curven ausgeht:

(11) [By, d, €] =1[d, e]—[p; d, e] —n(n— 2)[p* d, €]
—2[D,, d—1, ¢]— 3[E,, d, e — 1]

(12) [By, d, €] = [p; d, €] — (2n — 1)[p"; &, €] + n(n— 1)[p"; d, €]
—2[D,, d—1, e] —3[E,, d, e—1].

Legt man ferner das System (B,, d, ¢€) anstatt des zur Gleichung (8)
fiuhrenden (B.) zu Grunde, so erhalt man, mit Berucksichtigung der wegen
der singuliren Puncte anzubringenden Reductionen:

(13) [Ds’ d’ 3] = [Be) d’ 6] + (n_ 1)[Bsg7 d’ e]—n[/lBs’ d’ e]
- 2/’,5__-175 + Zbe— 3rs— 39. + 3¢..

Hier beziehen sich die mit dem Index e versehenen B, p, b auf den in ¢
liegenden Doppelpunct des Systems (D., d— 1, e), dagegen die r, ¢, ¢
auf die bevorzugte Spitze des Systems (E., d, e — 1).

In ahnlicher Weise lassen sich auch die Gleichungen (g), (10) ver-
allgemeinern, und liefern so, in Verbindung mit (11) und (12) die Mittel,
Zahlen b von Systemen (d 4 1, ¢) durch Zahlen von Systemen (d, €)
anszudriicken.

Acta mathematica. 7, Imprimé le 26 Mars 1885. 12



090 H. Krey.
§ 6.
Beispiele. Curven mit einem Puncte hoherer Vielfachheit.

1. Um die a-Formel auf das System (D) anwenden zu konnen,
braucht man nur die Zahlen

v = [D], p = [pD], b=1[D.]

desselben zu kennen, welche bereits im Vorigen berechnet sind. Man
findet

2D]=mn—1)(n—2){(30n°— 3n —1 1)[% ¥(n) — 2%@(%)]
+ n(2n® — 2n® — 50 — 6)F(n)}

Fur das System (D,) dagegen ist

yZ[De]’ /J:[ﬂps]r l)::[Dy],
also

[D.D] = (9n® — 270 — n + 30)¥(n)
— (15n* — g42n® — 60° + 330 + 22)@(n)
+ (61 — 100* — 60° — 60n® 4 11608 — 24)F(n)
— 2n(n — 1)(2n® + 3n® — 30m + 24). ®>

Dasselbe ergiebt sich aus (13) fir d =1, e = 0.
Durch Anwendung der S-Formel auf die Systeme

(Do)y (Dy)s (De), (D)

erhalt man
[E] = 20(n) — a(2n — 1) F(n) + 4(3n° — 3n + 1); >
(E,] = 2¥(n) — 8®(n) — 12(n” — 30 + 1)F(n)

+ 8(2n® — 60 + qn — 1); >
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[E.] = (8n — 12)¥(n) — 4(3n" — 3n — 2)0(n) + 8(3n" — 51 + 1) F(n)
+ 4n(n — 1) (n -— 4); »>2

[E] = 4(n— 1)(n — 2)[3¥(n) — 4n0(n) + nn + 1)F(n)].
Die p-Formel, auf die Systeme (E.), (E) angewandt, giebt
[8.] = (251 — 48)¥ (n) — (50n° — 64n — 56)0(n)
+ (1920* — 438n + 152)F(n) + s0n* — 384n°
+ 774n" — 488n + 96; n >
[S] = (50n® — 1920 + 168)¥(n) — (100n* — 384n* + 336n)0(n)
+ (1on® — 22n* + 54n° — 294n” + 3760 — 72) F(n)
—2n(n — 1)(32n° — 1140 + 84). >

Aus (13) ergiebt sich fir d = 1, e = 0, wenn angenommen wird, dass
der Doppelpunct des Systems (1, o) in einer Lbene ¢, liege:

[D.D.,] = (9n* — 18n + 2)¥(n) — (18n° — 30n° + 6m — 20)@(n)
+ (9n* + 160> — 10102 4 38)F(n) — 120" — 360°
+ 1520 — 1040 + 24. *>9
Durch Zusammenfallen der beiden Ebenen ¢,, ¢, geht diese Zahl iiber in
[D.D.,] = 2{2D.] + (S.];

es lasst sich daher auch [2D,] berechnen.
Fiar das System (2D) kennt man jetzt die Zahlen

v=[2D), pu={[p 2D}, b=[D,D], (2d)=[S],

und aus der a-Formel folgt
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(3]
= (9n’ — 54n° 4 on'* 4 423n° — 458n°—829n 4 1050)| =~ ¥ (n) — n&(n
6 5 4 3 In? 8 ; ¥ d’( )

l(187»8— 10817 4+ 390° 4 727n° — 9750 + 130° — 1908n’

+ 30

+ 33641 — 720) F(n)

— %n(n— 1)(2n" — 10n° — #° 4 4on' — 110° + 338n° — 12120 4- 840).

Tusbesondere erhilt man fir # = 3 die von Herrn ScHUBERT berechnete
Zahl 7280 der ebenen Dreiseite, welche 9 gerade Linien treffen. —

Diese wenigen Beispiele werden geniigen, zu zeigen, wie man allmilig
zu Systemen mit grosserer Singularitdtenzahl fortschreiten kann.

2. Es soll schliesslich noch die Aufgabe behandelt werden, die Zahl
der Plancurven mit einem r-fachen Puncte zu bestimmen, welche ausser-
dem nur noch elementare Geradenbedingungen zu erfitllen haben.

Man fuge die Bedingungen hinzu, dass o verschiedene Tangenten des
r-fachen Punctes X je eine von o gegebenen Geraden L,, ..., L, treffen,
und bezeichne das v dieses Systems mit f(z, o), wo das zweite Argument,
wenn es Null ist, weggelassen werden soll. Der X-Ort hat im Allge-
meinen Puncte mit jeder der festen Geraden gemeinschaftlich; es soll
¢(r, o— 1) angeben, wie viele Curven den z-fachen Punct z. B. in L,
haben; jede dieser Stellen ist (r— o + 1)-facher Punct des X-Ortes, denn
die betreffende Curve erfullt 7 — (¢ — 1) mal die auf L, bezigliche
Systemsbedingung.

Die Ebene, welche eine (o 4 1)** Gerade L,,, *mit den Puncten X
verbindet, schneidet noch in je # — r Puncten Y, deren Ort von der
Ordnung

v + (r — 7)(X)
ist. Daher ergiebt sich fiir die Zahl der Coincidenzen von ¥ mit X

v 4+ (n— (X)) — (n — ) [pf(z, )],

wo wieder der Factor p symbolische Bedeutung hat, namlich das Hin-
zutreten einer Ebenenbedingung zu den Systemsbedingungen anzeigt.
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Diese Coincidenzen werden zum Theil dadurch veranlasst, dass eine
Tangente von X sowohl L,,; als eine der o Geraden, z. B. L, trifft;
und die Frage, wie oft dicses eintritt, kommt auf dic beiden anderen
zuriick, wie oft eine Tangente von X in einer gegcbenen, durch L, ge-
legten LEbene liegt, und wie oft sie durch einen gegebenen Punct von
L, geht. Ersteres findet, nach dem oben Bemerkten,

(X)—(c—04+ 1)¢(z, a— 1)

mal Statt. Ferner erfullen die [pf(r, 0)] Curven, welche ihre Ebenc
durch einen gegebenen Punct @ von L, schicken, dic auf L, beziigliche
Systemsbedingung e¢ntweder dadurch, dass cine Tangente von X durch
geht, oder, und zwar r— ¢ 4 1 mal, dadurch, dass die Ebene der Curve
dic Gerade L, ganz enthalt. Mithin ist die zweite der gesuchten Zahlen

[z )] — (r— o + D)['f(z, o— 1)].

Um daher f(r, ¢ + 1) zu grhalten, hat man von der obigen Zahl der
Coincidenzen von Y mit X

o(X) + [pf(z, o)) — ot — o+ 1lg(z, o — 1) + [#¥f(z, o — 1))

abzuzichen, und findet, fir ¢ <

1 o+ ) — £, 0) = (0 — 1 — O)(X) — (0 — 7 + O)[ufle, )
+ o(r— o+ Dle(r, o— 1) + (W, o — 1]}

fir ¢ = 7 aber ist das erste Glied der linken Seite durch f(r 4 1) zu
ersetzen.

Die etwa noch unbekannten Zahlen auf der rechten Seite lassen sich
in derselben Weise reduciren wie f(z, o); und da dic hinzutretenden Be-
dingungen theils die Lage des r-fachen Punctes, theils die Ebene, in
welcher die Curve liegen soll, einer weiteren Beschrankung unterwerfen,
so fihrt die hinreichend oft wiederholte Anwendung jener Gleichung auf
Bekanntes.

Man erkennt so die Moglichkeit, die gestellte Aufgabe, auch z B.
fur den Fall eines freien rfachen Punktes, zu losen. Ich habe jedoch die
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erforderliche Rechnung nur fur den Fall durchgefithrt, dass der z-fache
Punct in einer gegebencn Geraden liegt, also ¢(r, ¢ — 1) = o ist, und
so gefunden:

72{(P;] — ;"))
= 7(4n® 4 48%° + 142n' + 2020 + 760° 4+ 8n)
+ *(4n® + 60w’ 4 124n* + 110° — 2210° — Son — 44)

+ 7% (120® — 48n* — 3380 — 258n® 4 230 — 26)
— 7'(30m' + 155#° — 2250° — 1250 — 26) — °(8%° — 228n° + 671 — 10)

+ 7°(42n® — 1050 + 14) — 7'{24n — 16) + 47°
Durch . Summirung nach ¢ ergiebt sich ein Ausdruck fur [P;], wenn
[P;] = ¥(n) bekannt ist. Aber die Herleitung der Gleichung setzt #(n)
nicht als bekannt voraus; und da andcrerseits [P}] als Zahl der Gruppen
von # in einer Ebene liegenden, in einem Puncte von g sich schneidenden

Strahlen, welche #n 4 3 weitere gerade Linien treffen, leicht direct zu cr-
mitteln, namlich gleich

LTI DUTICT) =t

ist, so giebt die Summirung von ¢ =1 his 7 = n — 1 eine Bestitigung
des in § 4 auf anderem Wege hergeleiteten Ausdrucks fir #(n).

Freiburg, im September 1884.




