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UBER SYSTEME VON PLANCURVEN 

VON 

H .  K R E Y  
in F R E I B U R G  i/B. 

Die vor nunmehr elf Jahren erschienene Abhandlung des Herrn ZEU- 
THEN: >>Almindelige E.r ved Systemer af plm~e Kurver 1, enth~lt die 
Grundlagen f~r eine Behandlung der auf algebraische ebene Curven be- 
zt~glichen anzahlgeometrischen Fragen. Es handelt sich bei Aufgaben 
dieser Art um die Bestimmung der Anzahl yon Curven gegebener De- 
finition, welche so viel Bedingungen gent~gen, Tie ihre Constantenzahl 
betr~igt; und das zur LSsung anzuwendende Verfnhren besteht immer in 
der Einffihrung yon Systemen, deren allgemeine Curve eine um i gr0ssere 
Constantenzahl besitzt, und welche die gesuchten als besondere Curven 
enthalten. Zugleich werden in einem solchen System noch andere beson- 
dere Curven (Ausartungen) vorkommen, und yon der-Msgliehkeit, hin- 
reichend viele Relationen zwischen den Anzahlen derselben zu ermitteln, 
hangt die Lssbarkeit der gestellten Aufgabe ab. Es hat sich gezeigt, dass, 
selbst bei der Beschr~nkung auf sogenannte elementare Systeme, schon 
f~r n ----- 3 und n ----- 4 die Auffindung aller Ausartungen, und noch mehr 
die Aufstellung der zwischen ihren Anzahlen bestehenden Relationen mit 
bedeutenden Schwierigkeiten verbunden ist. Der Grund hiervon liegt in 
dem Auftreten you Curven mit ~,ehrfach z~ihlenden Zweiqen (~)Mangefolds- 
grene))), welche den elementaren Bertihrungsbedingungen genfigen, wenn 
die Zahl der letzteren eine gewisse Grenze t~bersteigt. 

Wohl abet ergeben sich allgemeine, d. h. f~r Curven jeder Ordnung, 
oder doch ft~r hinreichend grosse n geltende Resultate aus den Formeln 

t Kopenhagen~ ~ s t .  Urspriinglich im Io  ten Bande der V i d e n s k a b e r n e s  S e l s k a b s  
S k r i f t e r  publicirt. 
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des w .0 4 der erwMmten ZEUTItEN'schen Abhandlung, yon deren Inhalt ich 
die beiden ersten Abschnitte hier als bekannt voraussetze. Das Bestehen 
dieser Gleichungen ist an die Bedingung gekniipft, dass die Curven a' mit 
einer neuen Doppeltangente dic einzigen mit einem mehrfaeh z~hlenden 
Punetorte behafteten Ausartungen des Systems sind. Setzt man noeh, 
was im Folgenden gesehehen soil, ~' --= o, dann l'asst sieh die Giiltigkeits- 
bedingung einfaeh dahin ausspreehen, dass im System keinerlei besondere 
Curven der genannten Art vorkommen. 

Diese Voraussetzung ist es, welche den naehfolgenden Entwieklungen 
zu Grunde liegt. In dem ersten Theile derselben habe ich mir haupt- 
sgehlieh die Aufgabe gestellt, naehzuweisen, dass alle hier in Betraeht 
kommenden Zahlen bestimmbar sin& Der zweite Theil enth~lt die Aus- 
dehnung einiger der erhaltenen Resultate auf Planeurven in nieht fester 
Ebene. 

A. P l a n c u r v e n  i n  f e s t e r  E b e n e .  

I~ 

g ' b e t ' g a n g  y o n  n i e d e r e n  z a  h O h e r e n  S g s t e m e n .  

I. Sobald far ein System die Zahlen /~, b, c bekannt sind, findet 
sieh (lie zweite Charaeteristik aus der Gleiehung 

Sagen nun die 

d ~ 2 e ~ i  = s + t  

elementaren Bedingungen aus, dass die Curven durch s gegebene Punete 
gehen, und t gegebene Geraden berfihren sollen, dann ist /L' die erste 
Characteristik for ein zweites System, in welchem s, t durch s ~  I, t + I 
ersetzt sind~ immer vorausgesetzt, dass t eine gewisse Grenze nicht tiber- 
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schreitet. Es l iegt daher keine wesentliche Beschri~nkung in der Annahme, 
welche ira. Folgenden der Einfachheit wegen gemacht werden soll, dass 
sich die elementaren Bedingungen s~mmtlich auf gegebenc Puncte beziehen. 

Ein solches System soll kurz (d, e) genannt, und die Zahl # desselben 
gelegentlich mit [d, e] bezeichnet werden, auch dann, wenn ein Theil der 
singuliiren Puncte den weiteren Bedingungen zu genflgen hat, bzw. in 
gegebenen Geraden, oder an gegcbenen Stcllen zu liegen, oder .wenn ge- 
fordert wird, dass zwei der d + e Puncte in einer Geraden liegen sollen, 
die entweder gegeben ist, oder sich um einen gegebenen Punc t  dreht. 

Ohne Rt'mksicht darauf, ob die singuliiren Puncte sr~mmtlich frei sind 
oder nieht, m6ge yon zwei Systemen (dl, e,), (d, e) ersteres das ein~chere 

oder niedere heissen, wenn entweder d~ + e~ < d .4-e, oder wenn zwar 
d~ + e ~  = d + e ,  aber e~ < e  ist. Als ndchst hoheres System zu (d, e) 
kann man sowohl (d + 1, e) als ( d - - ~ ,  e + i), als n~ichst niederes 
( d - - ~ ,  e) und (d + ~, e - -  x) ansehen. 

2. Es sol! nun untecsucht werdem wie welt (lie ZI.:UTtIEN'schen 
Gleichungen ausreiehen, die in ihnen vorkommenden, auf das System (d, e) 
bezagliehen Zahlen unter der Voraussetzung zu bestimmen, dass flit die 

niederen Systeme bereits alle Zahle~ bekannt sind. 

Aus jenen Formeln lassen sich zunachst die folgenden drei herleiten: 

(,) = [ 3 ( n - -  i) ~ -  7 d - -  1 2 e ] # - - ( 7 n - -  i 2 e - -  18)b 

- -  6 ( 2 n - -  2 d ~  3 e -  3 ) c - -  24~"o - -  12y - -  18z 

+ 4(~d)+ ,5(3 , t ) -  xS(&e); 

(2) ~ = 2d# + ( 2 n -  3 e -  6)b - -  3dc + 3 Y - -  2(2@ - -  6(3d ) + 4(d2e); 

(3) = 2eCt  ~ 2eb 4 -  5 n - -  2(1 - -  6e - -  3 c + i 2)'o + 29 4- 6z 

+ 3 (~&) + 6(d~). 

Die zweite ergiebt sich aus (I5), (~o) und (7); die erste dadurch, 
dass man den Werth yon a aus (3') entnimrnt, dann b' und c' mit Hiilfe 
yon (~2) und (9) durch u, v, p, q ausdri3ckt, endlich die Gleichungen 
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(4), (x4), ( I I ) ,  (Io) und den bereits erhaltenen Werth yon fl bcnutzt; 
die dritte findet man aus (5) in Vcrbindung mit ( ~ )  und (I4). 

Bei ungleicher Definition der Doppelpuncte oder Spitzen darf man 
selbstvers~/andlich die Formeln (2), (3) nicht fiir die TheilzaMe~ in Anspruch 
nehmen, deren Unterscheidung dann erforderlich wird; z. B. wenn ein 
Doppelpunct in einer Geraden liegt, und es sich um das auf ihn bezog- 
liche Theil-fl handelt; oder wenn eine der Spitzen gegeben ist, und gesucht 
wi.rd, wie oft eine der e - - t  freien Si)itzen in einen Selbstberohrungs- 
punct i'lbergeht. Einen Ausdruck for solche Theilzahlen erh',flt man 
ebenfalls aus den zur Herleitung yon (2), (3) dienenden Gleichungen, nur 
hat man die Bedeutung der in letzteren vorkommcnden Zahlen auf die 
betreffenden irreductiblen Theil.Orter einzuschranken. 

t Die Zahlen a~, %, fl', T~, F0, welche i'lberhaupt nur dann von Null 
verschieden sind, wenn d eine gewisse yon n abhangige Grenzc t',bersteigt, 
konnen, bei dem Fortschreiten yon niederen zu hoh~ren Systemen, als 
bekannt angesehen werden. So z. B. bestehen die y'0 Curven aus einer 
C'._~ mit einem Selbstberi'lhrm~gspunct, d - - n  + 5 Doppelpuncten und 
e - - 4  Spitzen, und aus der Tangente des Selbstbert'lhrungspunctes (l. c. 
pag. I6). Die Restcurve hat stets weniger als d - [ - e  singuliire. Puncte. 

Sieht man von diesen als bekannt zu betrachtenden Zahlen ab, dann 
lassen sieh alle obrigen ausdriicken durch die folgenden neun, zwischen 
welchen keine Relationen mehr bestehen: 

~, b, c, ,j, .~, (2d), (3~Z), (2de), (d2e). 

Dies folgt aus den Gleidmngen (3 ) - - (~4 )  f~r  i f ,  a, fl, i', b', c', u, v, 
2~, q, x ,  (de),  (2e); ferner berechnet man u', v', p', q' aus (4'), (5'), (9'), 
(,2'),  dan,, y', z', (2d'e'), (d'2e') aus (7'), (S'), ( , i ' ) ,  (i4'), U .  S. W .  

Von den genannten neun Zahlen konnen 

#, b, c, y, z, (2d) 

als bekannt gelten.. Es ist # das dutch d dividirte ~ des Systems ( d ~  i, e) 
oder auch das durch e dividirte fl des Systems (d -[- i ,  e - -  I); b ist das 
dutch d - - I  dividirte ~ eines Systems ( d ~ 1 ,  e), von dessen Doppel. 
t)uncten einer in einer gegebenen Geraden liegt; c ist das dutch d divi- 
dirte a eines Systems ( d - -  I,  e) von dessen Spitzen eine in einer gegebenen 
Geraden liegt, oder das auf den bevorzugten Doppelpunct des vorerwahnten 
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Systems bezi:~gliche ft. Ferner sind y, z Zahlen a je eines Systems ( d - -  t, e), 
oder Theil-fl yon (d q- I, e .--- l), wenn nut in beiden Fallen eine Systen,s- 
bedingung aussagt, dass die Verbindungsgera(le zweier singularen Puncte 
durch einen gegebenen Punct gehe. Auch x darf als bekannt gelten, da 
es, wenn nicht als Zahl a, so doch auf andere Art bestimmbar ist, wie 
am Schlusse dieses Paragraphen gezeigt werden soll; (2d) endlich ist das 
r des einfacheren Systems ( d ~  2, e-4- 5). 

3. Dagegen ist nicht ohne Weiteres ersichtlich, dass auch 

" ', ( z , l e )  ( J 2 e )  ( o , t ; ,  , , 

auf Zahlen niederer Systeme zur~ckfiahrbar sind. Die Curven, um welche 
es sich hier handelt, sind soIche mi~. einem dreifachen Pnncte, tier mit 

A. A (~, A (:j) 

bezeichnet werden soil, je nachdem seine Tangenten getrennt liegen, oder 
zwei derselben, oder alle drei zusammenfallen; und die fraglichen Zahlen 
sind, in leicht verstandlicher Bezeichnung: 

[A,  , Z - - 3 ,  e], [A(~), cl--_~, e - -  ,], [A3', , / - -  i ,  e - - -~] .  

Um den Nachweis ihrer BestimInbarkeit zu f•hren, wird es nothwendig 
sein, einige Zahlenrelationen fi~r solche Systeme aufzustellen, deren all- 
gemeine Curve, ausser Doppelpuncten und Spitzen, entweder einen Punct 
A oder /x r besitzt. 

In beiden Fallen sei B die Ordnung des yon den dreifachen Puncten 
gebildeten Ortes, w~hrend sieh U, $, r] auf die yon A oder AC~> aus- 
gehenden, anderswo bert'threnden Tangenten, bzw. die Verbindungsgeraden 
mit einem Doppelpuncte oder einer Spitze beziehen. Im ersten Falle sei 
T d e r  Grad des Tangentenortes yon A; im zweiten ist zu unterseheiden 
zwischen Ta2 und T.~, dem Orte der beiden zusammenfallenden und der 
dritten Tangente. ~ Bei Systemen dieser Art k6nnen wohl die Doppel- 
punete und Spitzen sich zu dreien vereinigen, aber es k0nnen nicht fleich- 

zeiti 9 zwei derselben mit A oder A (2) zasammenfallen. 
Die einzige Ausartung (2t) yon A ist ein dreifacher Punct mit zwei 

zusammenfallenden Tangenten. Durch Coincidenz eines Doppelpunctes 

mit A entsteht ein dreifacher Punct (2t), yon dessen Tangenten zwar nur 
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zwei zusammenfallen, der sich aber yon (2t) dadureh unterseheidet, dass 
die singulr~re Tangente fanfpunetig trifft; wahrend zwei :kste einen Selbst- 
berahrungspunGt bilden, geht der dritte in beliebiger RiGhtung hindureh. 
Dutch Vereinigung einer Spitze mit A entsteht ebenfalls Gin dreifaeher 
Punet (..t) c'~ mit zwei zusammenfallenden Tangenten, und zwar bilden 
die beiden einander beriahrenden ]kste einc Spitze zweiter Art. 

In dem System, dessert allgemeine Curve bereits einen Punet A (~) 
besitzt, kommen zwei Ausartungen dieses letzteren in Betraeht, welehe 
eine Erniedrigung der Classe um I herbeifahren. Derselbe kann night 
nur in einen Punet (3t) mi t  lauter zusammenfallenden Tangenten tiber- 

gehen, sondern aueh in einen Punct (2t), und zwar vollzieht sieh dieser 
l~=bergang in derselben Weise, wig der einer Spitze in einen Selbst- 
berahrungspunet. Andere speeielle dreifache Punete entstehen dutch Ver- 
einigung Gines Doppelpunetes oder einer Spitze mit A~-'; jedoeh ist es ft'lr 
den vorliegenden Zweck nieht nothwendig, tmf diese einzugehen. 

Frtr Systeme der erstgenannten Art gelten unter anderen die folgenden 
Relationen, welche wig die entsprechend numerirten ZEUTHE.X"sehen bewiesen 
werden: 

(3,') 

(4~) 

(~o,,) 

(~3,) 

2(~ - -  I)# ~- l*' -]- 6B q- 2b n u 3c; 

n'B + #' = 2 1 ' +  U + (2t); 

(~ - -  3 )B  + # --- I'; 

( , - -  4 ) [ ( , , - -  3)• + --z~] = v + 2e + 37. 

Aus ihnen folgt f tir das System 

( A ,  d - - 2 ,  e - - l )  

(2t) = 4# + ( 4 n -  2 d -  3e - -  l i)B - -  2b - -  3c -1- 2~ -]- 3r]. 

Die rechte Seite dieser Gleichung enthalt nur Bekanntes; denn /~ ist das 
(3d) des Systems (d Jr- ~, e - -  i); B, b, c sind Theil-(3d) je eines solchen 
Systems, von dessen singul~tren Puncten ciner in einer gegebenen Geraden 
liegt, und ]~_hnliches gilt von $, 71. Daher ist 

(~t)=EA% d- - ; ,  ~- - , ]  
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bekannt, und da in Folge der Z1~uTm,:.x'sehen Gleiehung (6) 

6 (3@ -[- 3(2de) = 6 [ A ,  d - -  3, e] + 3 [A  (~-,, d - - -  2, e - -  ,] 

dureh Bekanntes ausdrfiekbar ist, so ist ebenfidls (3 d) bestimmbar. 
4. Hiernaeh ist auf der reehten Seite der /~-Formel (2) die einzige 

Unbekannte (c/2e), wa, hrend fl im Allgemeinen dureh Anwendung der 
a-Formel auf das System ( d - -  2, e-l- i) gefunden wird. Nur wenn d = i 
ist, fehlt diese Msgliehkeit. Daher bleibt noeh zu zeigen, wie 

[ A %  e - -  2] 

aus Zahlen soleher Systeme, welehe niedriger ats (I ,  e) sind, bereehnet 
werden kann. 

Die gesuehten Curven .~ind in dem System 

( A %  e - -  ;) 

enthalten, dessen allgemeine Curve ausser einem dreifaehen Puncte mit 
zwei zusammenfallenden Tangenten nut noeh e - - 2  Spitzen hat, lind fflr 
welehes die Gleichungen gelten: 

(3u) 

(io~) 

(~3,~) 

2(n--  i)/~= /; + 7 B + 3 c ;  

n'B + #' oI1, + + U +  + 3.(3t):  

v ( ~ -  3)"  + t~ = 2 l',., + 7~ 

( , , -  4 ) [ ( n -  3)B + 2/~] = U + 3ri. 

Es kiSnnte seheinen, als geniigte es zur Bestimmung yon (3t), TI~ und 
T a zu kennen, und als brauehte man nut zu bereehnen, wie oft die dritte 
Tangente mit der singularen eoineidirt, ohne dass gleiehzeitig eine Spitze 
in A <~) fitllt; dabei abet veranlasst der Umstand Schwierigkeit, dass' die 
Coineidenzen einer Spitze mit A <2) zweierlei Art sind, und nur zum Theil 
das Zusammenfallen aller drei Tangenten zur Folge haben. 

Um TI~ , Ta zu bestimmen, gehe man aus yon dem System 

(A~, e - -  2), 

wo der Index p die Bedingung ausdrfiekt, dass eine Tangente 2'1 yon A 
dureh einen gegebenen Punet M gehen soll. Die Aufgabe bestc/ht dann 
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darin, zu ermitteln, wie oft eine der weiteren Tangenten T~, ~/':~ mit Ta, 
und wie oft T2, ~/'s unter sich zusammenfallen, ohne dass gleichzeitig 
eine Spitze sich mit A vereinigt. Werden zur Unterscheidung die Zahlen 
dieses Systems mit /~t, B1, Cl, ~I bezeichnet, und giebt A 0 die Bedingung 
an, dass ein dreifacher Punct an gegebener Stelle liegen soil, dann ist 

( n - -  4)B~ + I~, + 3[Ao, e - -  2] 

der Grad des yon T:, T~ beschriebenen Linienortes, und es ist daher 
leicht, die voile Zahl jener Tangentencoincidenzen auszudrt'lcken. - -  Die 
Coincidenzen einer Spitze mit A vertheilen sich auf solche (2t)(p 2) Curven, 
welche die singulare Tangente durch M schicken, und auf (2t)(2)tp andere, 
bei welchen sieh T 2, T s vereinigen; also ist 

) + = (e  - -  2 ) B ,  + - -  

wo die erste Zahl doppelt gereehnet werden muss, weil die betreffenden 
Curven zwei Mal die Tangentenbedingung erftlllen. Nun findet man 
(2t)~ 2)'direct aus dem System (A, e - - 2 )  dessen Curven eine der Spitzen 
in der Geraden A M  haben, als Coincidenzen dieser bevorzugten Spitze 
mit A;  mithin ist auch (2t)(~)tp bekannt, und man braucht nut die Re- 
ductionen 

3. (2t)~:), 3. ( 2 t)~'tp 

an den erwiihnten Tangenteneoincidenzen anzubringen, um T12 , T 3 zu 
finden. Die Formel (IOn) kann zur Best~tigung dienen; denn sowohl I~, 
B, als pl ,  B~, c~, r/~ sind in einfaeher Weise dutch die Zahlen des 
Systems l ~ ,  e - - 2 )  ausdriaekbar. D-t nun p, B,  c, r 2 slimmtlieh Zahlen 
(2de) je eines Systems (2, e - -  i) sind, so bleiben in der Gleiehung (5b) 

nur noch (~)  und (St) unbekannt; und der verlangte Beweis wird er- 

braeht sein, sobald es gelingt, (2t) zu bestimmen. 
5. Diese Zahl kann andererseits aufgefasst werden als die der 

Coineidenzen des Doppelpunctes mit dem dreifachen Puncte in dem System 

I, e--2). 

Dasselbe enthMt zwar einen Doppelpunct mehr als die vorher zur An- 
wendung gekommenen; es litsst sich aber zeigen, dass mindestens dieje- 
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nigen drei seiner Zahlen bestimmt werden ksnnen, welehe zur Berechnung 

yon (2~) erforderlich sind. 
Gehen wir erstens von dem einfacheren Systeme 

(A, e -  2) 

aus, und legen aus einem festen Puncte M die Tangenten an die Curven 
desselben, verbinden ferner die Berilhrungspuncte X mit einem Puncte 
M~ durch eine Gerade, welche ncch in n - - I  Puncten Y trifft. Eine 
Coincidenz von Y mit X tritt nicht nut ein far jeden neuen Doppelpunct, 
sondern aueh, wenn X ein yon M verschiedener Punet der Geraden M ~ I  2 

ist, wenn der Punct A oder eine Spitze eine Tangente dutch M schickt, 
ferner fiat jeden ~Tbergang des Punetes A in einen Punct (2t), endlich 
ffir jeden aus einer Spitze entstandenen Selbstberfihrungspunct. Da nun 
der X-Ort yon der Ordnung p' + / ~  ist, und M zum p-fachen Punct hat, 
so hat der Y-Ort die Ordnung ( n - - x ) ( p ' + / ~ )  + n'/~, und eben so oft 
coincidirt Y mit X. Mithin ist 

a = (n - -  2)p' + (n + n ' - -  I)/, - -  2 T - -  3q - -  3(2t) - -  3r, 

wo. sieh T und (2t), wie frtiher, dutch p, B, c, ~/ ausdrficken lassen, 
wahrend ~us 

(5,) 

(14,) 

n'c + ( e - -  2)~' ---- 3q + v + r; 

( n - -  + = + 

( n - -  3 ) [ (n - -  2)c + 2 ( e -  2)#] = v + 6z + 6r/; 

(2t)(2) --- - ( e - -  2)B + c - - r /  

die Darstellbarkeit yon q und r durch p, B,  c, 7, z folgt. 
FQgt man zweitens den Systemsbedingungen (A, e - - 2 )  noch die 

hinzu, dass die Curven eine gegebene Gerade G beriihren sollen, dann 
wird die erste Characteristik des neuen Systems 

t*~ ---- 2 ( n -  I ) / ~ -  6 B  ~ 3 e,  

und wenn ~o,  bzw. E 0 die Bedingung ausdrnckt, dass der betreffende 
singulare Punct gegeben sein soll, so ist 

Avta mathematiea. 7. Impr im6 le 21 F~vr ier  1885. 
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(X) ---- # - -  6[Ao, e - - 5 ] - - 3 [ E  o, A, e - - 3 ]  

die Zahl der in einem gegebenen Punete X yon G beri'lhrenden Curven. 
Es hat also der Y-Oft, der dureh die n - - I  weiteren Schnittpunete der 
Geraden M X  erzeugt wird, die Ordnung 

( Y )  = f l l  71-- ('~'~ - -  I ) ( X ) ,  

und schneidet in so viel Puncten die Gerade G. Dieses sind theils solehe 
Stellen, in welchen die Beri~hrungsbedingung dadurch erfilllt wird, dass 
X ein neuer Doppelpunct ist; theils diejenigen dreifachen Puncte und 
Spitzen, welche G zur Tangente haben; endlich die in G liegenden Puncte 
(2t) und Selbstberi~hrungspuncte. Um daher 

[A, e - -  5] 

zu erhalten, brsucht man nur (Y) zu vermindern um Zahlen T, 9, (2t), 
T, die sich auf die Systeme (Ag, e - -  2), (A, Eg, e - -  3) beziehen, also 
bekannt sin& Der Index y bezeichnet hier die Bedingung, dass der 
singulare Punct in G liegen soll. 

Denkt man drittens for jede Lage einer sich um den festen Punct 
M drehenden Geraden die endlich vielen Curven construirt, welehe in ihr 
einen dreifachen Punct besitzen, sie anderswo in einem Puncte X bert~hren, 
und e - - 2  Spitzen haben, so wird ein System erzeugt, dessen erste Cha- 
racteristik #2 gleieh dem U des Systems (A, e - - 2 ) ,  also bekannt ist. 
Den Grad (X) des X-Ortes findet man am leichtesten aus der Zahl 

der bei gegebener Lage der Geraden MA vorhandenen berfihrenden 
Curven, und aus der Vielfachheit in M, welche letztere durch eine 
Strahlencorrespondenz ermittelt wird. Man definire wieder einen Ort der 
Ordnung 

(Y) = ~ + ( n - -  , ) (X)  

als den der n - - I  weiteren Schnittpunete einer Geraden M2X.  Die 
Coincidenzen yon Y mit X treten ein, wenn I) X ein auf der bewegliehen 
Geraden M A  liegender neuer Doppelpunet ist; 2) die Gerade in die Lage 
3 I M  2 kommt; 3) dis bewegliche Gerade Spitzentangente wird; 4) auf ihr 
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ein Selbstberfihrungspunct liegt; 5) X mit A zusammenfi~llt. Die Zahlen 
unter 3) und 4) sind Theil-q, resp. Theil- r des Systems (A, e - - 2 )  mit 
der Nebenbedingung, eine Spitze in der Gcraden MA zu haben; die unter 
2) und 5) lassen sieh ebenfalls dutch Bekanntes ausdraeken; man findet 
daher auf diese Weise das ~: des Systems (A, I,  g -  2). - -  Ein anato,,es,~ 
Verfahren kann iibrigens zur Bestimmung der Zahl x des Systems (d, e) 
dienen. 

Ersetzt man noeh in dem System, in Bezug auf welches die a-Formel 
hergeleitet wurde, die Bedingung A dureh Ag, dann giebt der Ausdruek 

das B des Systems (A, I, e - - 2 )  an. Das Bekanntsein der drei Zahlen 

B, b, ~ dieses letzteren genagt zur Bestimmung yon (2t). 
Hiermit ist die Mt~gliehkeit der Bereehnung yon (3t) aus der Formel 

(5 b) dargethan. 

2.  

Be~spiele. 

Aus dem Vorhergehenden ist ersichtlich , dass man durch Anwendung 
der Gleiehungen (~), (2) auf ein bekanntes System Zahlen eines nachst 
hoheren Systems erhalt. Die anfanglieh gemachte Voraussetzung, nach 
welcher solche Systeme auszusehliessen sind , in wel~hen Curven mit Doppel- 
zweigen vorkommen, ist immer dann und nur dann erf(illt, wenn 

mindestens n'--n +4 

feste Punete gegeben sind, dureh welehe die Curven gehen sollen (vgl. 
1. c. w 34). Als nothwend~e Bedingung hat man daher zun',iehst, wenn 
die singularen Puncte sammtlich frei sind 

d J -  2 e <  2 n - -  t ,  

und allgemeiner, wenn yon den d Doppelpuncten dg in gegebenen Geraden 
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liegen, und d o gegeben sind, ferner eg, e~ for die etwa vorhandenen nicht 
freien Spitzen entsprechende Bedeutung haben: 

d - t -  2e -f- dg -4- eg -f- d o A- e o < 2 n - -  I .  

Eine weitere Eir!schrankung ist erforderlich, wenn man auch solche 
Systeme ausschliessen will, welche zwar irreductibel sind, aber zerfallende 

Curven enthalten. Sobald nun d > n . - - ~  ist, enthalt das System stets 
endlieh viele Curven, die aus einer Geraden und einer C,_~ bestehen, far 
d ~  2 ( n -  2) auch solche, bei welchen sich zwei gerade Linien abtrennen 
(1. c. w 6, 8). Diese besonderen Curven al, % gehoren zu den a, welche 
einen neuen Doppelpunct besitzen, sinu also yon dem Ergebniss der 
Formel (I) in Abzug zu bringen, wenn es sich nur um die nicht zer- 
fallenden, der Aufgabe genagenden Curven handelt. Die Zahl dieser 
letzteren aber ist es, welche das # des ntichst h~heren Systems bestimmt; 
ohne die erwahnte Reduction wiirde sich das gefundene # auf ein zer- 
fallendes System beziehen, auf welches die ZEUTHEN'sehen Gleichungen 
nicht mehr sammtlich anwendbar sind. 

Bei der Berechnung der nachfolgenden Beispiele ist auf diesen Urn- 
stand keine Rticksicht genommen, weil bei gegebenen kleinen d, n un- 
bestimmt gross, d. h. 

d < n - - 1  

ftir alle zur Verwendung kommenden Systeme vorausgesetzt wurde. Hier- 
aus, in Verbindung mit den obigen Bedingungen, ergiebt sich yon selbst, 
wie welt die erhaltenen Resultate gilltig sind. 

Start der bisherigen Bezeichnung [d, e] soll jetzt, wenn d, e gegebene 
Zahlen sind, 

[d. i), e.E] 

gesetzt werden. Die Indices g, o bedeuten, dass der betreffende singulare 
Punct in einer gegebenen Gerade, bzw. an gegebener Stelle liegt. Sind 
ftir mehrere singulare Puncte Bedingungen g vorgcschrieben, und beziehen 
sich diese auf verschiedene Geraden, so sollen auch die Buchstaben g durch 
Indices unterschieden werden. - -  S bedeutet einen Selbstberilhrungspunct. 
Die Bedeutung der hinzuzudenkenden Bedingungen, so wie der Zeichen 
A,  ~,(~), A (3) ist in I. und 3. des vorigen Paragrapher erklart. Fi~r 
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diejenigen Leser, welchen die ,)Almindeli[ie Egenskaber~ nicht bekannt 
sind, "sei noch bemerkt, dass (de)  eine Spitze zweiter Art ist, wie sie 
dutch Zusammenfallen eines Doppelpunctes mit einer gew0hnlichen Spitze 
entsteht; (2e) dagegen einen aus der Vereinigung zweier Spitzen ent- 
standenen Selbstosculationspunct bedeutet. 

Die jeder Formel als Goltigkeitsbedingung hinzugefiagte untere Grenze 
for n bezieht sieh auf die Aussehliessung aller zerfallenden Curven der 
verlangten Beschaffenheit. Wollte man diese letzteren Losungen mitzahlen, 
so warden viele der folgenden Resultate auch for kleinere .~ richtig 
bleiben. Z. B. giebt der Ausdruek [3 D] for n ~ 3, 4 noch die richtigen 
Zahlen i5,  675 ; im ersten Falle genOgen nut zerfallende Curven der 
Aufgabe; in, zweiten sind 620 eigentliche und 55 uneigentliche Lbsungen 
vorhanden. 

[DoD] = 3 ( n - -  ,)2__ 7; ~,,>3, 

[DgD] ~- 9n  ~ - -  27,n ~ - -  ~ + 30; ,,,>:. 

[Do2D] ---- 3 ( 3 n ' - -  ' 2 ' ~ - -  'on~ + 55" + ,o); (n > 4) 

[Dg~Z~]  = ~- (9 , ,  ~ - -  4 5 , , '  - -  8 n  3 + ~ 5 9 n  ~ -  ' ~ 9 " -  2 5 0 ) ;  ( .  ~-4) 

[D03D] --: ~(9 n 6 -  54 n ~ -  54n' -'1-675 . , :~-  , 28n'- '--2224 n -F 3 '8) ;  (.,>~, 

[Du3D] = 9 n ' - - 6 3  n~ 2,n" -I- 867n' 77'n: '  .~33n 

-F 3386n "-F- 3288); (n>~) 

[2D] ---- 3 ( n - -  , ) ( n - -  2)(3 n ~ -  3 n - -  , , ) ;  ( n > 3 )  

[3 D] = ~-(9 n ~ -  54 n'5 -F- 9n' -F 423 n ~ -  458n ~ -  829 n -F IO50)i (.>4) 

[4/) ] ---- 3 ( n - -  3)(9n 7 -  45 no ,35 n' + 8o ,n '  + 69In a 

m 4 6 7 x  @ _  I386n + 788o); (n:>~ 
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3 [5 D] = 4o(27,a'~ 27ou"-- 45,: + 783 o,d- ~392oa'~- 84714 u~ 

+ 214765 n4 + 39398on a - -  i176127n' - ' - -631286,1t  + 2046840). (,,>,;, 

[D~Dv.~] --= 9 .  ~ -  181/ 2 i- 2 ;  ( . > a ,  

[ I r  - -  9 ( - -  , ) ( 3 , :  - -  6 , , -  4); (,,>,, 

[D,a,l),,., . . . / ) ~ ]  ----- 3 ( n - -  I) [ l ) ,a, . . . / ) ,~_ , ]  - -  7(h-- ,)[1),a,...D:m,]. (,,>,,+~) 

Um zu bestimmen, wie v ide  Curven h Doppelpuncte in einer und der- 

selben Geraden G besitzen, stelle man die etwas allgemeinere Forderung, 
dass die Curven (lurch a gegebene Puncte von G einfach gehen, an d o 
gegebenen Stellen von G einen Doppelpunct, und ausserdern h Doppel- 
puncte auf G haben sollen. Es muss 

a +  2d 0 + 2h<=n 

sein, damit iiberhaupt irreductible Curven der Aufgabe geniigen ksnnen. 
Von den 

,,(',, + 3) 
a - -  3 do - -  2 h 

2 

weiteren gegebenen Puncten nehme man speciell 

A -= n + t - - a - -  2d o -  2h 

in G liegend an, so dass noch 

( n -  l)(n + 2)__  do 
2 

derselben frei bleiben. Diese letzteren und die d o Puncte auf G be- 
stimmen eine C._1, welche, in Verbindung mit G, allen Forderungen 
geniigt, und zwar die Bedingung, h weitere Doppelpuncte auf G zu be- 

sitzen, ( n - - l - - d ~  mal e r f f i l l t . -  Die nicht zerfallenden, der Aufgabe 
\ / h 
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gent~genden Curven haben mindestens einen der  h Doppelpuncte  in den 

A Puncten,  und mtlssen, wenn 2 Doppelpuncte  in Punc ten  A liegen, durch  

die A - - 2 - l - a  Punc te  einfach gehen. Man hat  also ft'~r die gesuchte 

Zahl die Recursionsformel  

a=h 

~ ,  ~o , ,~--(~- '--~o) + ~ d )  ~"~<~ + " -  ~, ~o + ~, , , . -~,  
h ~.=1 ' 

und findet so 

' ( n - -  2)(9,, - -  25) ,.>.~, 

' ( n - -  3)(9 n2 75 n -l- '54) b o 3  = ; -  - -  (n >s ) 

!1. 8. f .  

[Eo] ---- 2; EEl] = 8 n - -  ,2 ;  [~3  = , : ( n - -  , ) ( , , - -  2); ( . ) ~ ,  

[EoD ] ---- 6 ( n - -  3)(n q- i); [DoE ] ---- ,2n(n--  3); {,,>2, 

[DgEg,,]-= , 2 (2n ' - - sn  q- I); (.>8) 

[D,E,] ----- i 2 ( , , - -  3 ) ( 2 n - -  5); (.>~, 

[EnD ] = ,2(n- -  3 ) ( , n ' - -  n - -  5); ,"> ' ,  

[Eg2D] ----- 6 (6n '~ - -  33 n 4 -  , 6n '  + =7on = -  , o , , ~ - -  444); ,,,>4, 

[Ng3D ] = 2 ( i 8 n 7 - -  i 3 5 n " - -  9on ~ q- 2 3 8 5 n 4 u  ,789  n s -  , 3 o 2 8 n  ~ 

+ ,o737n + I9812);  c.>,~ 

= , 2 ( 2 4  n S ~  I56n  4 -  I O n 3 +  I422n  ~ -  l t o 7 , ~ t ~  2 ,69) ;  ~,,>4~ 

---- 1 2 ( , ~ -  3)(3 n '  - -  3 ' ~ -  4); ,. > ~, 

= , 8 ( I 2 n  5 - -  84 n4 q- 43ns q- 639 n~ - -  8o6J~ --- 48o); ~,,>4~ 

~--- 36( n4 - -  5 us --- 2n~ -I- 28n ~ 8); r 

= 12(9n " ~ -  54 n* + 8n "~ + 369 n 2 -  3 2 6 ~ -  324); c.>4} 

[EgED] 

[D~] 

[D~2E] 

[DoDZ] 
[DgDE] 
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[EoE  ] = ,2 (2n  2 -  6 n - -  3); '">') 

[Z.qE] = 24(4 n ' ~ -  , 8n '  -k- 5 n q- 33); (,,>3, 

[EgE.q,] ---- 4 ( I 6 t d - - 4 8 n +  15); [2Eg] = (n - -  3) (3 2n - -  io5); o,>3~ 

[2E]  = 1 8 ( n - -  3)(4 n 3 -  I 2 n  2 -  t9n  + 45); ">~'  

[3E]  = 4(72n 6 ~  648n 5 + 486n * + 9234 n 3 -  I8938n ~ 

- -  27786n  q- 67500); (->.~) 

Diese Formel giebt auch noch ffir n ---- 4 die richtige Zahl 400, obgleich 

dieses aus der Herlei tung nicht ohne Weiteres hervorgeht. 

[ D E ]  = , 2 ( n - -  3 ) ( 3 n ' - - 6 n  ~ -  i I n  + ,8); (.>s, 

[2D, E ]  = x 8 ( n - -  3)(3 n S -  1 2 n  4 -  3on s + 1t25 n2 + 8 2 n - -  280); (,,>,) 

[3 D,  E ]  = 6(9n s -  8 i n  7 -I- 9n6H - I 6 5 6 n ~ -  283 xn* ~ Io975  ns 

+ 2485In  ~ + 2 2 4 1 4 n - -  5532o)i (->~) 

[D, 2E]  = i 8 ( I 2 n  ~' - -  96n6 + 47 n4 + ~188n 3 -  2oo3 n 2 -  333on 

+ 6570); (->,) 

[ : D ,  ~E] = 9 ( n - - 4 ) ( 3 6 n  ~ - -  :~6n ~ -  759n ~ + 5562n'  + 47o3 n3 

- -  45799 n~ - -  8o4on -k- l Io4o3).  (,,>.5) 

[So] ---- 5;  I S . ]  = 2 5 n - - 4 8 ;  

[Sq, D.:]  ---- 3(25 n ~ -  73 n + 2o); 

[,goD] = 3(5 n ~ -  I O n - - - -  23); 

[D.,s] 

[S,D] 

[E,S]  

[ S ] = 5 o n  ~ - I 9 2 n +  i68;  (,,>s~ 

[ S g D o ] = 7 5 n ~ - - 4 5 7  n + 6 9 6 ;  (.>,) 

[DoS ] = 2 ( 2 5 n 3 - - 9 6 n + 4 2 ) ;  (,,>3) 

---- 6(25 n 3 -  I21n  2 + 96n + 98); (,,>3) 

---- 3(25 n3 - -  98n 2 -  47 n .+ 316); (,,>8~ 

----- 2(2oon 3 -  Io68n 2 + 774 n + I575); (.>3) 
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[SgE] = 6(5on a -  246n 2 + 38n + 669); (.>a) 

[SD] ----- 6 ( n - -  3 ) ( 2 5 n " - -  7In  = -  i22n  --1- 280); ,.>=) 

[SE] ----- i 2 ( 5 o n ' - -  342n ' + 319n = + I 6 9 5 n - -  2682); (.>a, 

[S, 2 9 ]  = 3 ( 7 5 # - -  588#  q7 2 4 4 #  + 7263 n 3 -  ~I7 xon= 

- -  21162n + 40452); (.>.) 

[D, E ,  S'] ~--- I 2 ( i 5 o .  6 -  I326n 5 + 8 9 9 #  + 18825 n 3 -  37o23 n2 

- -  59346n + 13842o). (.>4) 

(de)0 = 12; 

(2e)0 = 30; 

(de)a = 24(3 n -  7); (de) = 6 o ( n - -  3)(3 n 5). (->.~, 

(2e),----- 3o(7 n -  19); 

(2e) = 18(35 n 2 -  I 9 o n +  239). (.>3) 

[&g]  = 6 (n - - -  2); [ A ]  = 1 5 ( n - -  2)~; ,.>~, 

[AoD ]  = 3 n 2 - 6 n -  ' 7 ;  [Doll ] ----- 5(3 n ~ -  ,2n + 8); (.>,, 

[AoE ] ----- 1 2 ( n - -  4)(n + 1); [EoA ] = 6 ( 5 n ' - -  2on -t- 8); (.>4) 

[AgD] = 18n 3 - -  72n = - -  5on + 276; (n>4) 

[DgA] = 4 5 n 3 - -  225 n~ + 22on + 132 ; (.>,, 

[ A , E ]  = 72(n - 4 ) ( n ' - -  n - -  4); o,>3, 

l E g A l  = 1 2 (  I O " 3 -  5 5 " '  71- 5 2 "  -JI- 60); <,,>4) 

[AD]  ----- 3 ( n - -  = ) ( I 5 n ' - - 6 o n ' - - 6 5 n  + 314); ' ">"  

[ A E ]  ---- 3 6 ( . - - 4 ) ( 5  n3 - -  1 5 n ' - -  26n + 76); (.>3, 

3 [Ao2D ] ---_ 2(3  n 4 _  i 2 n ' ~ m  36n ~ + t o 7 .  + i58);  (.>4) 

Aeta mathematiea. 7. Imprim~ le 27 Fdvrier 1885. 9 
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[Ag2D] ---- 3(9n ~ -  5 4 n . ' - -  56n a + 649 n ~ -  t 1 2 n - -  I695); ,:,>,) 

3 ( 4 5 n G  36on5 + , 2on 4 + 4869na 8oo6n = [ •  2 D ]  = 7 

- -  I5oo6n + 30468); {11>4) 

[ A D E ]  = 36( ,5  n~ - -  i 3 5  n8 -t- 87  n4 "t- 2 o 3 5  n3 - -  4 o86n~ - -  6596n 

--}- 1 6 1 6 0 ) ;  ( .>4) 

[ADgD] = 3(45 n8 - -  315~t4-1 - 155na-Jr - 2 5 1 4 r f l - - 3 5 6 o n  - ,302);  (,>4, 

[ g A ]  = 3 ( , 2 5  h a -  74on , .q- 65on .-1- ,284);  ,.>4) 

[/kgS] = 6(5on a -  292n ~ + 147n -Jr- 786) �9 {.>4) 

[A{0='] ----- 4; 

[A~'D] = 6 ( I4  n 3 -  6 , n ' - -  48n + 293); 

[a{g~)E] = I 2 ( 2 8 n ' - -  1 5 0 1 ~ ' - -  7n q- 594); 

[A(~)D] = I 2 ( 2 I n ' - -  I 4 I n  3 -Jr- ' o 9  n~ -t- 8 1 4 n -  I3o8);  

[ A'~)E] = I44(7 n 4 -  54 n3 -Jr- 64 n~ "-k 3o4n - 583) �9 

[A(g 2)] = 2 8 n - - 6 6 ;  [A  <2'] = , 2 ( n - -  2 ) ( 7 n - -  '9) ;  {.>3, 

(..~, 4) 

(n .> 4) 

(n > 4) 

(n > 4) 

[a 'o"]  ---  ~  = = a, [ AaC3'] 3 ( 8 n - - 2  '); [ A'3} ] 21 ( n - -  3 ) ( 4 n - -  9); (,,>3, 

[A(3'D] ----- 9 ( n - -  4 ) ( 2 8 n 3 - -  9 In  ~ -  ,77  n -t- 567); {.>,, 

[A'S'.E] = 36(28n 4 -  23 in  3 + 326n 2 + , 2 8 i n -  2756). ( .>,,  
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w  

Curven m t t  zwet  P u n c t e n  gegebener Vtelfachheit.  

I. Es sollen jetzt Systeme untersueht werden, deren allgemeine 
Curve nur zwei singulare Punete, aber yon beli.ebiger Vielfachheit, be- 
sitzt. Ein r-facher Punct wird mit 

p~ 

bezeichnet, wahrend die Indices g, o die frt'lhere Bedeutung haben. In 

PP1 

moll der Strieh die Bedingung andeuten, dams die Verbindungsgerade yon 
P, P1 dureh einen gegebenen Punet gehe. Die hinzffzudenkenden ele- 
mentaren Bedingungen beziehen sich wieder auf gegebene Punete. 

Da in einem System yon Curven, welehe einen rl-faehen Punct X 1 
und einen r-faehen Punet  X besitzen sollen, keine vorkommen, bei welehen 
letzterer in einen (r + I)-fachen Punct aberginge, so kann man auch 
nicht unmittelbar eine Beziehung zwisehen den Zahlen 

erhMten. Die Herstelhmg einer solehen gelingt aber durch Einfclhrung 
yon Zwisc~nsystemen, in welchen auch die Tangenten des Punetes X ge- 
wissen Be dingungen unterworfen sind; und zwar soll die hinzutretende 
Forderung, in Zeichen 

die sein, dass a Tangenten des r-fachen Punctes zusammenfallen und ausser- 
dem durch einen gegebenen Punct M gehen. Das so definirte System, 
far  welches 

:.t = f(a) 

gesetzt werden mOge, enthalt f(a-4- i) besondere Curven, deren Anzahl 
durch f(a) und die fibrigen Zahlen des Systems ausdrilekbar ist. Es soll 
im Folgenden immer 

r 1 > r, und vorlaufig a < r 
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vorausgesetzt, und mit (XI), (X) bezeichnet werden, wie viele Systems- 
curven ihren rl-faehen , bzw. v-fachen Punct in einer gegebenen Geraden 
haben. V bedeutet die Vielfachheit des X-Ortes in M, oder, was dasselbe 
ist, die Zahl derjenigen Systemseurven, welche ihren r-fachen Punct in 
M haben. 

Die Geraden, welche einen yon M verschiedenen festen Punct Q mit 
den Puneten X vcrbinden, schneiden die betreffende Curve noch in je 
n - - r  Puncten Y, deren Ort die Ordnung 

z, + ( , , -  

hat. Dieses ist zuglcich die volle Zahl dcr Coincidenzen von Y mit X. 
Die letzteren entstehen, wenn QX eine yon den a bevorzugten verschiedene 
Tangente yon X ist; fcrner dadurch, dass X in der Geraden MQ, aber 
nicht in M selbst liegt, und zwar zMflt jede dieser Coincidcnzen a-fach; 
endlieh dadureh, dass die beiden singulitren Puncte zusammenfidIen, was 
im Ganzen C real vorkommen mSge. 

Die Zahl C setzt sich aus zwei anderen zusammen, zwischen welchen 
cine Unterscheidung erforderlieh ist. Es kann ein Zusammenfallen yon 
X mit X~ in der Weise eintreten, als ware die a-fache Systemsbedingung 
(at), durch die (~,-- t)-faehe 

ersetzt, welche nur verlangt, dass a Tangenten von X zusammenfallen, 
daf(lr abet die andere hinzugeft~gt, dass dic Gerade X1X dutch den Punct 
M gehen soll. Solche Coincidenzen, deren Zahl C' sei, Will ich regel- 
mCissige nennen; jede derselben giebt Anlass zu ~einer (r I - - r ) - fach zahlen- 
den Coincidenz von Y mit X. Fiir die nicht regelmassigen Coincidenzen 
yon X I m i t X  aber gilt, wie nachgewiesen werden soll, der Coefficient 

Dieses vorlaufig als richtig vorausgesetzt, erhMt man far den Grad des 
von den r - - a  weiteren Tangenten des r-fachen Punctes beschriebenen 
Linienortes 

(,) 
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so oft geht daher aueh eine jener Tangenten durch den Punet M selbst. 
Da nun diese letztere specielle Bedingung r - - 0 "  real dadurch erftilLt 
wird, dass X in M liegt, und ebenso oft dadurch, dass eine regelmassige 
Coincidenz von X mit 3;: eintritt, so ergiebt sieh die Glcichung 

(2) f (a  + ,) - -  f (a )  

= 0/~ - Z ' - - 0 " ) ( X ) -  (T 1 - -  Z" 71-- 0" )e  "31- ( 2 0 ' - -  " / ' ) (g  --[- (JY~), 

oder, wenn man noeh 

c =  (x) + ( x , ) - - ( x x , )  

mit Holfe des Correspondenzprincips ausdrackt, und nach ~r summirt: 

(3) / t ~ ) - -  f (o)  
a--1 

= o~l(~ .-- ~, - -  :0")(x) - - ( ~ , -  ~ + . ) [ ( x , ) -  ( i x , ) ]  4-(~0"-- ~)(v + c,,)]. 

2. Far ein System, welches sich von dcm bisher betraehteten nur 
dadureh unterseheidet, dass dig Bedingung (at) an dig Stelle yon (o-t)p 
tritt, sei 

/~ - -  ~ ( 0" ) , 

wahrend (X), (3;1) , C in Beziehung auf das neue System ihrc frt'~here 
Bedeutung behalten. Da es f ( a )  Curven im System giebt, welehe die 
singulare Tangente des r-fachen Punctes dutch einen gegebenen Punct 
schicken, so findet man for den Grad des von den r - - 0 "  weiteren Tan- 
genten gebildeten Linienortes: 

/~ -F ( n - -  r ) (X)  - -  (r, - -  r ) C - -  of (a) .  

Bestimmt man daher mit Hiilfe des Correspondenzprincips, wie oft eine 
dieser Tangenten mit der singularen coincidirt, ohne dass X mit X~ zu- 
sammenfMlt, so ergiebt sich die Formel 

r + , ) - -  r = (~-- ~)f(~) + (~--  ~ + ~ ) ( x ) -  ( ~ , -  ~)(~, 
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oder 

(4) r  
o ' - - |  

= ~ .~{( r - -  : a ) f (a )  + ( n - -  r , -  : r  + :a) (X)  - -  (r 1 - -  a)[(X,) - -  (XXI)]}, 

yon welcher zur Bestimmung von V und C' Gebrauch gemacht werden soll 
3. Bei der Herleitung yon (2) wurde zwar a < r vorausgesetzt; es 

ist aber leicht zu erkennen, dass jene Formel auch ft'w a ----- r in gewissem 
Sinne noch richtig bleibt. Der Ausdruck (I) verliert dann ~eine friihere 
Bedeutung, er giebt vielmehr an, wie viele Curven des Systems den 
v-fachen Punct in einen (r + I)-fachen fibergehen lassen; diese Curven 
sind v o n d e r  Lage des Punctes M ganz unabhlingig, und alle Tangenten- 
bedingungen fallen fiir dieselben weg. Die Gleichung ( 2 ) g i l t  also noch 
ffir a----- r, und (3). fiir a : r q- I ,  sobald man nur unter f ( r - t -  i)-die- 
jenige Zahl versteht, in welche f (o)  iibergeht, wenn r (lurch r q- i ersetzt 
w i r d . -  Die rechte Seite yon (4) dagegen verschwindet sowohl ffir 
a :  r q -  x als f•r ~-----o. 

Dutch successive Anwendung der Formel (3) gelingt es, 

[ t - ,p  

zu bestimmen. Vorher aber miissen andere Zahlen berechnet werden,. 
welche sich auf die Bedingungen beziehen, dass mindestens einer der 
singularen Puncte nicht frei ist, sondern entweder gegeben ist, oder in 
einer gegebenen Geraden liegt. Dabei wird sich zugleich die Richtigkeit 
des zur Herlei tung der Gleichung (2) benutzten Coefficienten r 1 - - r  q - a  
ergeben. Als  bekannt werden vorausgesetzt die auf  einen singularen 
Punct  beziiglichen Zahlen 

' + ,)(,, + ,), i v  7 ]  = - -  

und zur Vereinfachung. der im Folgenden zu entwickelnden Ausdrcacke 
sollen die links stehenden Zeichen als Abkflrzungen beibehalten werden. 
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4. Sei zun~chst 

f(  o) = [P~,( ot )pP~' ], 

wo der Doppelindex og ausdrilcken soll, dass der gegebene Punct  in der 
Geraderr g liegt. Man hat dann 

(x)  = o, (xl)  = c = , ,  c ' =  V = o .  

Die Zahl f (a),  die far  den Augenblick mit 

F(n, r,, r, ~) 

bezeichnet werden mSge, l ~ s t  sich, .ohne Anwendung des Correspondenz- 
princips, direct durch die Annahme herleiten, dass n - - r  1 - - r - 4 -  i der 
gegebenen Puncte in g liegen. So findet man 

F(n, r,, r, a)= ra(n--rx--r-l-I)-4- F(n--,, r,--i, r--i, ~), 

F(n, r~, r, r) = r ~ ( n - - r  l - r +  I) + F ( n - -  i ,  

und hieraus 

(5) 

I = [P2] - - ~ : ( ~  + 

wenn a < r, 

- - -  O )  

Weiter folgt jetzt 

[p:,(~t),P;.] 

I)(3r~ ~ r - q -  I ) ~ o "  r t - -  r - I -~ -~ r - -  . 

f (a  + ,) - -  f ( a )  = - -  (r~ - -  r + a), 

d. h. dasselbe, was die Gleichung (2) ergeben haben wtirde. 
der fragliche Coefficient verificirt; man hatte umgekehrt  aus 
a = r-a t- I gesetzt wird, zunachst die Differenz 

sodann 

F(~, ~,, ~ + ~, o ) -  F(n, ~,, :, o), 

r r~ I F(n, ~ ,  ~-, o ) =  [Poj , ,  ] - - [ ~ ; ; q - - ~ r ( r  + ~ ) ( 3 r ~ -  r + ,), 

endlich den Ausdruck (5) herleiten kSnnen. 

Hiermit ist 
(3), wenn 
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Auch die Gleichung 

' r(r + , ) ( 3 n -  3r, 2 r  J- 2) J- ~(n -91- I) (5~) [P~'gP;(ot)v ] ---- -6 - -  - -  r, - - o  

l~sst, wje (5), und die sp~ter zu entwiekelnde (7), eine doppelte Herleitung 
z u . -  Aus (5), (5a) folgt mit Halfe von (4) 

(6) [ P ; g ( o t ) P ; , ]  = o(v  + I - -  a) { [P]g P; ' ]  - -  (r, - -  ~- 

(6=) [Po 'gP; (o t ) ]  : o ( r  + I - - o ) { [ P ~ } P ; ]  + ( n - -  r - -  T l ) (O ' - -  I ) } .  

Liegen beide singul~ren Punete in einer und derselben gegebenen Geraden, 
und ist keiner derselben lest, so hat man zu setzen: 

f ( a )  == [ P 2 P i ( o t ) v ] ;  

ft~r (X), (X~) sind die Ausdrt~eke (5), (5a) zu benutzen, wahrend 
(XX1) = C ' =  V ' =  o ist. Dies giebt 

' r ( r  -I- , ) ( 3 n -  3 r  I - -  2 r  -I- 2 ) [P ; , ]  (7) [ P ; P ; ' ]  = 

I 

36 r ( r ' - -  ~)(r + 2)[9v~(n - -  r ~ ) -  3 ( r - -  ~)(n + r~) + 2r 2 -  4r + 3]. 

Liegen aber die singul~ren Punete in versehiedenen Geraden, d. h. ist 

71 J 7" 

dann hat man in (2) zu setzen 

c = ( x )  - -  

[ P ; v ; , , ]  

V =  o, (x) = [P;,], 

und findet 

(s)  

c ' =  

= [P;][.P;'] - -  ~ r ( r ' - -  I)(r + 2 ) [ 9 r ~ -  6 ( r -  I)T 1 2 I- ( 7 " -  3)(r + ,)] 

5. Wegen ihrer eomplieirten Gestalt sollen die aus (3) hervorgehen- 
den Ausdrficke f ( o )  mit den vier Argumenten n, r, rl, o, obgleieh sie 
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zur Herleitung der nachstehenden Resultate gebraucht werden, nicht voll- 
st~ndig angegeben werden, sondern nur ihre von o unabhangigen Anfangs- 
glieder f (o) .  Die Berechnung der letzteren geschieht immer in der 
Weise, dass zuerst in (3) die Summirung yon a ~ o bis a =  r ausgeft~hrt, 
und sodann nach r summirt wird. 

Ffir 

f (o )  = [P;,P~(ot)p] 

hat man auf der rechten Seite von (3) zu setzen: 

(x~) = o ,  ( x )  = [ C ( ~ t ) , ]  = [ p ; ]  + ~ n - -  ~ - - ~  + , 

C ' :  V~-~- o ' ( t - - o ' - ~ -  I) ,  (XX,)=[Po'gP;(ot)v]. 

So folgt die erste tier beiden Gleichungen 

(9) [P ; 'Pq  

I T(T~ - ')(T + 2)[9r~- -  6 ( r - -  ,)r, + ( r - -  3)(r + ,)], 

(9~) [ p : p n ]  

' r ( r ' - -  ,)(v -[- 2)[9r [ - - 6 ( r - -  ,)r ,  -[- ( r - -  3)(r + ,)], = W ' ]  - -  

deren zweite in derselben Weise aus 

f (a)  = [Pg(ot)vPn ], (X) = o, (X,) ----- [P;'], V =  o, 

c '  = ~ ( ~ - -  ~ + , ) ,  ( x x , )  = [P;Z,~t),v2] 

hervorgeht. Nach vollstandiger Entwieklung yon f (g)  findet man 

f (o )  = [P~,P~(ot)r], 
A c t a  * n a t h em a t @a .  ~. Imprlm~ le ~T F6vr ler  1886. 10 

aus der Formel (4), auf deren reehter Seite ( X , ) =  a ( r - - o - ~ -  , ) [P; ' ] ,  

und fnr (XX,) der Ausdruek (6) zu setzen ist. 
Die bisher gewonnenen Resultate ermsgliehen die Bereehnung yon 
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da die folgenden, auf der reehten Seite yon (3) zu benu~enden Z ahlen 
bereits s;tmmtlieh bekannt si, nd: 

( x x , )  _- r;,:,;,:c~:),,] 
L ! i  - -  !1 \ * 

Insbesondere ergiebt sieh 

(x)  = [pa'v;(~/),,] + [v;(~t),~,':,], 

(x,) = [v;,1,a(~t),,] + [e : (~ ; )~ ' ; , ] ,  

e = [ ;%P;(m)]  + [;,g~(,,t)P;,], 

~.~= [1,~,(o-t) P;,]. 

I 
(,o) [P~Pq  = ~-:(- + , ) [ 3 ( , , -  - , ) - -  = ( , - -  ~)]W']  

t 
+ ~3 : ( : '  - -  ~)(: + ~)[ 9('~ + -~) - -  ,8,;:-, - - ,  ~ ( : - -  ~)(,, - -  :,) 

+ 2(2r0"- -4r  + 3)][P.~'] 

I 

+ 7 ; ;  ~-(-:~-- , ) ( :  + 2)(: -~ + - - -  4 ) [ -  9,,:-,(.,; - -  :-,3 

+ 3(r ;)( '~ + 4 ~ ,  -~' - -  - -  3,,) ( 5 r ' - -  I o . -+  3 ) n - -  3(r 2 -  ~ r +  3)r,] 

+ ~36o ' "  ~ 4) (5 : ' 4~  2~ + 3 o r ~  9). 

Der Annahme entsprechend, dass einer der beiden singuliiren Puncte in 
einer Geraden liegt, der andere frei .ist,. hat man 

1(~) - [v; (~) , ,p : , ] ,  ~-~p. = [I,;,;':(~t)~]. 

hn ersten Falle ist 

(x) = [; , :  ( ,t  ),,t,:,] , v = o, 

r = [ ; , ; ( ~ ; ) , , p ; : ] -  [p;(~) , ,v; ,] ,  c ' =  [ e ; (m)p~ , ]  :+ [v ; (~0] ,  

w o  

[ P ~ ( m ) ] =  L,7(,7 + ~ -- .  r ) [ ( 2 u -  3r)a + ( r - -  ~)(r + 2 ) , , - -  r ~ + 4-']; 
2 " 
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im zweiten Falle beh'Mt U denselben Werth, dagegen ist 

(X) = [G:G( '%, ] ,  

Hiernach wird 

(i ,)  

75 

v =  ~(2"- ~ + , ) [G'] ,  c ' - -  [t%/-';(,,~)] + v. 

[ID~p:_t] __ v(v -+ i )(~a__ 2" Dl - I)[/D:_] 
2 

I 2"(2", I)(2" -q- 2)[92"' { - - 6 ( 2 " - -  t)2", q- (2"-- 3)(v + I)][P;'] 
72 

i~4 2-(2- 2 -  1)(2" "Jr- 2)(2"' --31- 2"--- 4)[92"i(n - -  v,)- 6 ( 2 - - -  ,),1,2-, 

+ (2-- -  3)(2" + ,),,  + 3(2" ' - -  ~2" + 3)2",] 

I 
+ i 7 ~  2"(~~ ' ) (2"~--  4)(5=' - -  352"" + ,8) .  

_ _  I 

72 [9 (n - -  v + I)=--  9v~ + 6 ( r - -  I )v , - -  ( r - -  3)(v + I)][t); '] 

I (2.,11... 2 " - -  4) [9 2"~ (n - -  2",)-  6 (v - -  ,)112", -Jr- (2"-- 3)(:" + ')'r 
~44 

+ 3(2" ~ -  ~2" + 3)2",] 

I ( 2)(52" 4 -  352" .2 -]- IS).  + ~ , 2 " - - -  

Sind endlieh beide singuliiren Punete frei, ist also 

f(r = [V~'P~(~t)p], 

dann hat man folgende Zahlen in (3) zu benutzen: 

(X)  = [P~'P;(o-t)p], (X,)  = [P;'P~(~rt)v ], (XX , )  = [P~'P~(at),,], 

v =  [,,;(~t)P~,], c ' =  [G 'G(~G]  + [*';'t'~(~G] + [vg(~),,v~'] , 
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und finder 
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(i2) 
r ( r  ~ - - -  l ) ( v  + 2 )  

I )~ 
= Z--~[(n - -  t" df- I - - 9 T ~  "Jl- 6 (V - - -  I ) T I - -  ( T - -  3 ) ( r  -I- , ) ] [P~ ' ]  

-~ (r 2 + r - -  4)[9r~('n-- r,) - -  6 ( r - -  , )nq + ( r - -  3)(r + I)n 
I 4 4 "  

+ 3(r  ~ -  2r + 3)r , ] [P; ' ]  

' ( : - -  ~)(5~' 8)[P;,] + ~ ~ 35 r2 + I 

I 
- - , 5 7 6 ( r - -  2)(r + 3)(r '  + v - -  4)[9r~(n - -  rj) ~ -  6 ( r - -  I)TI2(. - -  T,) 

+ ( r - -  3)(r + ~),~' + 3(r  2 -  2r + 3 ) q ( 2 n - -  r,)] 

-t- 2 ~  I ( r - - 2 ) * ( r + 3 ) [ ( S r ' - -  3 5 r ~ +  i 8 . ) n + ( S r ' +  i o r ' ~ + 9 o v - - 6 3 } r , ]  

I 

,~96o(~-- ~)(~ + 3)(~o:"-- 3o: ~ -  35r  + ,95~ ~ -  : , 8 : '  + ~4: + to8). 

Eine Controlle dieser Formel erhiilt man ffir n = r~ + r - -  I ;  in diesem 
Falle bestehen die fraglichen Curven aus einer C,_1 mit einem ( r ~ -  I)- 
fachen und einem ( r - - I ) - f a c h e n  Puncte, und aus einer die beiden singu- 
laren Puncte verbindenden Geraden, welche o, i oder 2 der gegebenen 
Puncte enthalten kann. Hiernach ist 

T T 1 [ p  p ].:,+,,_] __ rp . -1p . , -q  L" An = r + r l - - 2  

= (rq + 3)rP~-'p~,-'a~ 4- (rr, + 3)(rr, + 2)rp~_,pn_ q 
L-- J . = r + q - - 2  - -  2 L ~ g  ~ g  Jn  = r + r l - - 2  

wie man mit Halfe yon (~o) und (7)bestat igt .  



Ober Systeme yon Plancurven. 77 

Ft~r das System 

sind jetzt, dem Entwickelten zufolge, die Zahlen /t, B, B 1 , ~: bekannt, 
deren Bezeichnung der in w I ft~r dreifaehe Puncte gewahlten analog ist. 
Welter findet man z. B. 

: ( n - -  ~)/~ ---- #' + r ( r - -  t)U -[- r,(r, - -  t)B,; 

T---- ( n - -  r)U + # - - ( r ~  ~ r)(B + B ~ - - $ ) ;  

T, = ( n -  + #; 

( : t )  = ( r - -  ~ ) ( : T - -  r B ) - -  r ( r - -  I)(B + U~--~) ;  

( 2 / ) ,  = (v, - -  I ) ( 2 T ,  - -  z ' ,B,)-  ":(':-- I ) ( B  -4- B , - - $ ) ;  

a ---- ( n - - 2 ) # ' -  t- (n  2 I - n ' - -  I)11.--(r---I)T--(r,-  I ) T , -  r(2/:)--vl(2t),. 

Man ksnnte ferner einen Doppelpunct mit in das System aufnehmen, und 
von diesem alhn~lig zu einem dritten Puncte h0herer Vielfachheit tiber- 
gehen; was hier nicht weiter verfolgt werden soll. 

B. P l a n c u r v e n  in  n i c h t  f e s t e r  Ebene .  

w 

Zahlen liD. punc ta l lgemeine  Curven.  

r. In Bezug auf punctallgemeine Plancurven im Raum bieten sich 
die folgenden fundamentalen Aufgaben: Bestimmung der Zahl solcher 
Curven, welche I) ihre Ebene dutch eine feste Axe schieken und 

n(n + 3)_]_ I gegebene gerade Linien treffen; 2) ihre Ebene dutch einen 2 

gegebenen Punct schicken und n(n + 3) _[_ 2 gerade Linien treffen; 
2 
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3) n(n + 3 ) +  3 gerade Linien treffen. Diese Zahlen sollen mit F(n) 
2 

r  ~'(n) bezeichnet, und es soll bewiesen werden, dass 

(,) F(n) = ~,,(n + ,)(,,. + 2)~ 

(2) I 
~)(n)----- ~-~n(n -3 t- I ) (~ -Jr 2)(2n:~ "Jr - 6~'~' -~- 7 f ~ -  3) ,  

(3) q"(n) = 3~4n(n 2 -  ,)(n + 2)(2n 5 + I4n* + 49 na + 9 In2 "3V 9 0"  3l- I8) 

ist. 
Der ersten Aufgabe genflgen auch dann nut endlich viele Curven, 

wenn n + i der Geraden die Axe A schneiden. Jede solche specielle 
Gerade bestimmt mit A eine Ebene, in welcher eine auch die iibrigen 
Geraden treffende Curve liegt; die eine Gerade aber wird n real getroffen, 
so dass auf diese Weise n(n + i) Losunge n erhalten werden. Die ausser- 
dem existirenden, den Bedingungen genfigenden Curven zerfallen noth- 
wendig in A und je eine C,_1, welche die 

n(n + 3) 
2 [- I - - ( n  "-~ ['~ ~ 2 

( ~  - -  I)(r~ + 2) ._]_ I 

die Axe nicht schneidenden Geraden trifft. Es ist also 

F(~)  = n(n + i) + ~ ( n - -  ,), 

und hieraus folgt der Ausdruek (I). 
Eine leiehte Verallgemeinerung erhMt man dureh Hinzufiigung der 

Bedingung, dass die Curve durch k auf der Axe gegebene Puncte gehen 
soll, und dem entsprechend k gerade Linien weniger gegeben sind. In 
diesem Falle geniigt es, n + I -  k dieser letzteren die Axe schneiden 
zu lassen, und man findet 

(I.) ~(~, k) = ~(~ +, --k) + F(n- i) = F(~)- k~. 

Dieser Ausdruck gilt auch noch, wenn die k Puncte zum Theil oder all(' 
einander unendlich nahe liegen. 
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2. Zu einer Differenzengleiehung f(ir ~(n) gelangt man zwar auf 
einfachem Wege durch die Annahme, dass n + I der gegebenen Geraden 
in einer Ebene liegen. Es soll abet eine andere Herleitung gezeigt wet- 
den, weU die sich ergebenden Nebenresultate ft'lr die LOsung der dritten 
Aufgabe zu benutzen sind. 

Der Ki~rze wegen m0ge eine in k conseeutiven Puncten schneidende 
Tangente eine Tk,  ihr Ber('lhrungspunct ein T~.-Punct genannt werden. 
Man beweist: 

a ( k -  ~) 
Erslens. In fester Ebene giebt es Curven ~tor Ordnung, welche 

2 

an gegebener Stelle einen I/'~-Punct haben, und durch ~(n + 3) k-t- I 
�9 2 

andere feste Puncte gehen. --- Denn soil z. B. der T,-Punet in o: = o, 
y - -~o  liegen, so hat man als allgemeinste Gleichungsform 

(x + ),y)A + B ---- o, 

wo das Polynom A den (k-~ 2) t~ Grad in x, y erreicht, w~hrend in B 
nur Glieder yon hSherer als der ( k -  I) t~" Ordnung vorkommen. Durch 
Einsetzen der Coordinaten der gegebenen Puncte erhi~lt tnan so viele 
Gleichungen, wie in A und B homogene Coefficienten enthalten sind, und 
die Elimination der letzteren giebt eine Gleichung ffir 2, deren Grad 
gleich der Zahl der Coefficienten in A ist. 

Zweitens. Far die Schaar yon Curven, welc"he dutch n(n + 3) k -{- I 
2 

gegebene Puncte gehen, und in einer gegebenen Geraden G einen Tk. 
Punct hahen, ist .der Grad des Linienortes der zugehsrigen Tk 

(Tk)---- + : ) ( 2 . - - - k - -  I). 

Verbindet man ,l~mlich einen Punct der Ebene mit den Puncten $ yon 
G durch eine Gerade, und construirt die CA, welche dutch die gegabenen 
Puncte geht, und ~ zum Tk_l-Punct, jene Verbindungsgerade zur T,_ 1 
hat, dann trifft letztere die jedesmalige Curve noch an n- - .  k-t- I Stellen, 
welche einen Ort der Ordnung 

. -  k + + (Tk_,) 

bi|den. Diesc Zahl muss mlt (T,) i~berelnstimmen. 
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Drittens. Die Zahl der C~ in fester Ebene, weiche dureh ~ (~ + 3) k +  2 
O 

gegebene Punete gehen, und in einer Geraden G einen Tk-Punet haben, ist 

(4) f(n, k ) =  8k(k - 1)[4(k--  i ) ,~--  ( k - -  2)(3k--  ~)]. 

Ft'lr jeden Punct X yon G construire man die ~ ( k -  , ) ( k - -  2) Curven, 

welche X zum T~_~-Punct haben, und dutch die gegebenen Puncte gehen. 
Die zugeh8rige Ti_~ bestimmt n -  k + I Puncte Y auf jeder Curve, und 
wenn einer derselben mit X zusammenfallt, hat man einen Tk-Punct. Um 
die Ordnung des Y-Ortes zu bestimmen, betrachte man auf einer zweiten 
Geraden G', die G in M treffen mSge, eine Correspondenz zwischen Puncten 
Z der veri~nderlichen Curve, und Puncten Z' der zugehsrigen T~_~. Jeder 
yon M verschiedene Coincidenzpunct liefert einen in G' liegenden Punct 
Y, daher ist die Ordnung des Y-Ortes: 

( r )  = z . - -  , )  + ( k -  ,)(k - -  _ _  ,) 
2 

wo das dritte Glied angiebt, wie viele in M liegende unbrauchbare Coin- 
cidenzen in Abzug zu bringen sind. Weiter ist die Zahl der Tk-Puncte 
auf G 

~ ( n ,  k) ~--- (k - -  l)(k - -  2) (n - -  k + I) + ( Y ) - - ( n - - k  + I ) ( T t _ , ) ,  
2 

und man findet hi(~raus zur Bestimmung von 9(n, k) die Gleichung 

t ( k -  I ) [ ( 3 k -  4 ) n - -  3 ( k - -  I ) (k - -  2)], 

aus welcher (4) hervorgeht. 
3. Schon der erste diescr Ht~lfss'atze gent~gt zur Bestimmung yon 

~0(n). Anstatt direct auf die letztere auszugehen, kann man folgende 
Fassung der Aufgabe zu Grunde legen: Die Zahl 4}~(n) der Curven zu 

bestimmen, welche darch einen gegebenen Punct Q gehen, und n(n + 3) + l 
2 
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gegebene gerade Linien treffen. ~,(n) hangt mit tP(n) zusammen durch 
die Gleiehung 

(5) r  = ~,(n) + nF(n) ,  

wie man sogleich erkennt, wenn eine der Geraden der ur~pr('mglichen 
Aufgabe dutch den gegebenen Punct gelegt wird. 

Allgemeiner bedeute nun 

�9 , ( , ,  k) 

die Zahl der Plancurven, welehe in dem festen Puncte Q eine Berfihrung 
( k - - I )  t~ Ordnung mit einer gegebenen, durch Q gelegten Ebene E 
haben, und 

' t (~ 4- 3) ~ k 71- 2 
2 

gerade Linien treffen; oder, was auf dasselbe hinauskommt, die Ordnung 
der Flache, welche, bei Wegiassung einer Geraden-Bedingung, yon den 
0,31 die ~brigen Bedingungen erft'dlenden Curven erzeugt wird. 

Der Schnitt der Ebene E mit der Flache besteht aus den k ( k -  J) 
2 

Systemscurven, welche ganz in E liegen, und einer Restcurve, die r k + I) 
Zweige durch Q schickt. Da es nun F(n,  k) Curven im System giebt, 
welche die singulare Tangente, die sie in Q besitzen sollen, mit einer 
gegebenen, durch Q gehenden und in E liegenden Geraden A zusammen- 
fallen lassen, und jede dieser Curven die Gerade A in n - - k  yon Q ver- 
schiedenen Puncten trifft, so ist die Ordnung der Restcurve 

o,( . ,  k + ,) + ( , ~ -  z:)x~(n,. 1~); 

mit Rflcksicht auf (t,) findet man also 

(6) q),(n, k) = k(k--  t) 
2 

,~ + ( ,~- -~)[~ , ' ( , , ) -  k,,] + ,p,(n, k + ,). 

Aueh ftir k = n darf man diese Gleichung in Anspruch nehmen, hat aber 
dann zu untersuchen, was aus dem lctzten Gliede der rechten Seite wird. 
Da eine C. mit einer T~+ 1 diese letztere ganz enthMt, handelt es sich 

Acta mathemativa. 7. Imprim~ le 2 Mars 1885. 11 
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jetzt nur um zerfallende Curven. Die Restcurve ( n - - I )  t~r Ordmmg trifft 
entweder die 

~("~ + 3) (n- -  1)0~ + 2) 
- - n +  , = - - +  2 

2 2 

gegebenen Geraden, und schickt ihre Ebene durch Q; oder sie trifft nur 

0~,-- I)(n + 2) -4- I jener Geraden, und schickt ihre Ebenc durch eine in 
2 

E liegende, durch Q gehcnde Axe, welche dutch die Bedingung, die noch 
nicht benutzte Geradc zu treffcn, jedesmal vollkommen bestimmt ist.. 

Als Erganzung der Gleichungen (6) hat man &her  die folgende: 

~' + " + ~ F ( , , -  , ) ,  
"9 

mit deren Hfdfe sich aus der Addition der Gleichungen (6) zun~chst 

r  = r  F(,.  - -  ,) 

'="  [ ~,(~,. _ +Z 
k = l  

'>,, + ( , , . -  z-) [F(,,.) - -  ~.,] }, 

und sodann, durch Ausrechnen der Summe, und  mit Benutzung der 
Gleichungen (~) und (5) 

q,(~)-  ,b(n-- , ) =  ' Fn(n + t)(2n "~ + 3n' + 3 n - -  2) 

ergiebt. 

4-  

die Zahl 

Hiermit ist die Richtigkeit der Gleichung (2) bewiesen. 
Bevor zum Beweise der Gleichung (3) ge~hritten wird, soll noch 

f(n, k) 

derjenigen Plancurven bestimmt werden, welche ihre Ebene durch eine 
gegebene Axe A schicken, mit dieser Axe an nicht gegebener Stelle eine 
Bernhrung ( k - - I )  ~~ Ordnung haben, und 

~(,~ + 3) k + 2 
2 
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gerade Linien treffen. Bezieht sich in 

f (n ,  k, h) 

das dritte Argument h auf die Bedingung, dass die Curve durch h ge- 
gebene Puncte yon A gehe, wahrend der T~-Punet anderswo liegen soll, 
dann besteht auf A folgende Correspondenz: Zu einem gegebenen T~_ 1- 
Punct gehsren 

( n - - k ~ h +  i)F(n, k + h - -  ~) 

weitere bewegliche Schnittpuncte; zu einem der letzteren gehsren 

f(n, k - - I ,  h + I) 

Puncte T~_~. Daher ist, for k > 2 

f (n ,  k,  h) = f(n,  k - -  ~, h + i ) +  (n--k--h + ~ ) [ F ( n ) - -  n(k + h - -  ,)], 

und insbesondere 

f(n, 2, h ) ~  2 ( n ~ h - -  i)[F(n) - -  (h + ~)n]. 

Hieraus findet man Ieicht ~ 

(7) f (n ,  k, o) ----- f (n,  k) = k(,~ + i - -  k)[F(n) + n  - -  kn]. 

5. Man verstehe unter 

r k) 

die Ordnung der Fli~che, welehe erzeugt wird vo.  den Plancurve~l, die 
eine T~ in einer gegebenen Ebene E,  den zugehSrigen l'~-Punct auf einer 
in E liegenden Geraden G haben, und 

~(n + 3) k + 2 
2 

(ausser G) gegebene gerade Linien treffen. F~;lr k--= I kommt man auf 
q"(n) zurr~ek. 

Zu einem anderen Ausdruck for q"(n, k) gelangt man am einfachsten 
durch Untersuchung des Schnittes der Fldche mit der E b e n e E  selbst. 

Die Gerade G zghlt in diesem Schnitt k.  r k)-faeh. Ganz in E 
liegen ~(n, k) Curven des Systems, deren Zahl aus (4) bekannt ist. 
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Ausserdem ist noeh eine Restcurve vorhanden, von welcher wir nur die 
Schnittpuncte mit G zu kennen brauahen; es sind dieses erstens die 
~F(n, k + I) Stellen yon G, in welchen eine Systemseurve eine Beri~hrung 
hsherer Ordnung mit E hat, zweitens die (n ~ k)f(n, k) Puncte, in welchen 
die f(n, k) Curven, deren singul~re Tangente Cr ist, diese Gerade noch 
treffen. Demnaeh hat man 

(8) q"(n, k ) =  kq)~(n, k) + n?(n, k) + qr(n, k + ,) -Jr- ( n - - k ) f ( n ,  k). 

Einen Ausdruck far ~ (n ,  k) findet man aus (6): 

l (2n4 + 7n 3 + xon~ + 5n ) �9 k)= 

I . ~ ,  3 8n) ~ lkan;  + ~ t c  in + 6n ~ + 2 

hiernach giebt die vorige Gleichung, mit Benutzung yon (4) und (7) 

(9) q"(,, k ) -  qJ'(,I,, k "-{- I)  

I 6 = ~-dk(2n + 24 n~ + 77;r + 126n a + 83;d" + 3*0 

~5 "-- 8k=( 8nr 36ha + 64 ''~ + 29n) + 4ka(2n a "+" ,8n" -4- 2,n) - - - g k 4 n .  

Ftir k = n kommt man auf den Ausdruck ~l"(n, n + I) der sich nut auf 
zcrfallendd Curven beziehen kann. Die Zahl der ausser G gegebenen 
Geraden, welche von den ~'(n, n + l) Curven getroffen werden sollen, 
ist jetzt 

( , ~ -  i)(n + 2) m - - n ( ~ + 3 )  ( n +  I) + 3 - -  + 3 
2 2 

und den Forderungen wird geniagt erstens durch die C._~, welchediese 
m Linien treffen, wahrend die ergti.nzenden Geraden in E liegen; zweitens 
durch die C._1, welche m -  I Linien treffen, und ihre Ebene durch den 
Punct schicken, welche die mte Gerade auf E bestimmt; drittens durch 
die U~_~, welche m - - 2  Linien treffen, und ihre Ebene durch die in E 
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liegende Gerade schicken, weIche die beiden nicht benutzten Linien mit 
einander verbindet. So ergiebt sich 

I/"(n, n -11- I ) =  r  I) -11- '?~}(n - -  I) + 9'~(m - -  t) F ( n  - -  ,) 
2 

und durch Summirung der Gleichungen (9) yon k = i bis k ~ n: 

r  _ r  _ , )  = , 2 ~6n kn - -  I)(2n 4 + 8n 3 + 23 n2 + 3In + 26). 

Durch nochmalige Summirung naeh n finder man endlieh die zu be- 
weisende Gleiehung (3). 

w 5. 

~)bergang zu  Curven m i t  S lngular i td ten .  

I. Bei Plancurven im Raum treten an die Stelle der ersten und 
zweiten Characteristik /1, /g die Zahlen v, p,  welche angeben, wie viele 
Curven des Systems eine gegebene Gerade treffen, bzw. eine Ebene be- 
rt~hren. Ferner ist eine neue Zahl # einzufohren, die eine ganz andere 
Bedeutung hat als das frtihere #; es ist die Zahl derjenigen Curven de<s 
Systems, welche ihre Ebene durch einen gegebenen Punct  schicken. 

Die ZEUTHEN'schen Gleichungen sind yon Herrn SCItUBERT I verall- 
gemeinert, und auf  Systeme im Raum anwendbar gemacht. Aus ihrer 
neuen Form finder man unter anderen die folgenden, vorzugsweise zur 
Anwendung kommenden Relationen: 

(,) a----- [ 3 ( n  ~ ~)~-- 7 d - -  1 2e ]~  

- -  [ 2 n ( n - -  x)~--(7  d + ,2e)n n t- 6d + , 2 e ] , a - - ( T n - -  i 2 e - -  i8)b 

- -  6(2n ~ 2 d - -  3e ~ 3)c ~ i2y ~ I 8 z - -  245-o 

-t- 4(2d) -[- I5 (3d  ) ~ i8(d2e) ;  

i In Math.  A n n a l e n  Bd. X I I I  pag. 445.  Die an der linken Seite der Gleichung 
(I5) anzubringende Reduction ist nieht 2 d ( 2 d -  I)p~ sondern 2dp. 
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(2) 

(3) 
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i3--= 2d~,-- 2d(n--  ,)/, q- 2 ( n - -  3 ) b - -  3dc n u 3Y- -  2(2d) 

- -  6(3d) n u 4(d2e); 

-t- 2y a t- 6z -t- '-~'o -1- 3(2de) -t- 6(d2e). 

n - - 3 )  e l * -  2eb-t- ( 5 n -  2 d -  6 e -  3) 6 

Die erste giebt far  das System der Plancurven, welehe 

gerade Linien treffen: 

(4) ~ = 3 ( n - -  ,)~q"(n)-- 2,,(n-- ,)~(I)(n), 

nO*. + 3) -t-.2 

(3 ~) 

fi'lr b == c -~ o. Mit Benutzung yon Herrn SCHUBERT'S Bezeiehnung ergiebt 
sich, nach symbolischer Multiplication mit 

d'.~;o ' - '  (h < 3,  h + k + I - -  ~'('' + 3) + 3) 
2 

d ' r  = ~ ( ~ - -  , ) . d ' , , * + ' d  - '  - -  , , ( , ,  - -  ~ ) d ' + ' , 4 o  ' - ' .  

Durch wiederholte Anwendung dieser Gleiehung l~,tsst sieh der Exponent 
yon p a u f  o herabdracken, und man findet, dureh Unterseheidung der 
drei FMle h =  2, I ,  o: 

(5) 

2 

~ ' d  : ( ~ , , -  ~ ) ' [ , P ( , , ) -  ' i , ,~'(,,) + ' t ( z -  

',"d = ( ~ , , -  ~)'[q"(,,) - ' t , ,~ ( , , )  + ' t (~. - -  

- -  ' Z ( l -  , ) ( z -  _ , )~] .  

,)n'], 

wo ~l"(n), @(n) die im vorigen Paragraphen berechneten Ausdracke sind. 
Andere auf Systeme punctallgemeiner Curven beztigliche Zahlen erhalt 
man aus der Formel 
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Dies ist jedoch nur fi~r 1 < 2-n ~ I riehtig, well anderenfalls die Gleiehung 
(3~) ihre Gnltigkeit verliert. 

2. Um eine kurze Ausdrueksweise zu ermogliehen, will ieh die ele- 
mentaren Bedingungen, welehe sieh auf das Getroffenwerden gegebener 
gerader Linien beziehen, in der Bezeiehnung weglassen. Die Bedingung 
fi'n" das Vorhandensein eines Doppelpunetes soil bezeiehnet werden mit 

D, D,, Dg, Do, 

je naehdem der Doppelpunet frei ist, oder in gegebener Ebene, in gegebener 
Geraden, oder an gegebener Stelle liegt; for Spitzen haben E,  E~, u. s. w. 
die entspreehende Bedeutung. 

B~, B~g, Bsp 

sind die Bedingungen, dass eine Ebene beriihrt werden soil, bzw. dass 
der Berahrungspunet in einer Geraden, oder an gegebener Stelle der 
Ebene liegt. Endlieh bedeuten die symbdischen Faetoren 

/~ , # ~, /~ 3, 

wie bei Herrn SCHUBERT, dass die Ebene der Curve dureh einen gegebenen 
Punct, bzw. eine gegebene Axe gehen soll, oder lest ist. 

Hiernach lasst sich z. B. die Gleichung (4) sehreiben: 

[D] = 3 ( ' ~ -  ')~q"('~)- 2n(n - -~ )~r  

und die symbolisehe Multiplication mit ,u hat hier, wie immer, zur Folge, 
dass q)'(n), r  bzw. in r  F(n)  abergehen. 

3. Es sollen jetzt einige Formeln entwickelt werden, welehe dazu 
dienen, die Zahl b eines gegebenen Systems zu bestimmen, und zwar zu- 
nhehst Nr  den einfaehsten Fall d = I,  e = o. Dabei werden die folgenden 
Ausdraeke benutzt: 

(6) 

(7) 

[B..] = q , ( n ) -  ~ ( . , ) - - , ~ ( . - -  ~)Y(n), 

IV.,] = e ( n ) -  ( 2 n -  , )F( . )  + , , ( n -  i), 

welche als Erganzungen der Gleichung (3.) fur b = c = o anzusehen sind, 
und, wie diese, durch Anwendung des Correspondenzprincips auf Puncte- 
paare der Ebel~e z bewiesen weMen. 
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In dem System (B~) sind endlieh viele Curven enthalten, fi;lr welehe 
der Bertihrungspunet X in einen Doppelpunet abergeht. Verbindet man 
daher eine feste Gerade L mit den Puneten X dureh eine Ebene, welehe 
die Curven noeh in je n - -  i Puneten Y sehneldet, so ist IDa] in der Zahl 

(,~--,)(x) + (Y)-{( , , - - , ) [zB,  ! + (,,,--,)(x)} 

der Coineidenzen von Y mit X enthalten. Da nun 

(Y) = (n - -  ,)(X) + [B,] ,  (X) = [B,g], 

und da ferner eine Coineidenz auch dann eintritt, wenn die Curve ihre 
Ebene durch den Schnittpunct von L mit s schickt, findet man 

(8) [D , ]  = [B , ]  + ( . -  , ) [ B , , ]  - -  ,b~B,], 

oder mit Benutzung von (3 a) und (6): 

[D,] = (n - -  ,)[3q"(n)-- (3n + ,)r + 2nF(n)]. 

Eine Besti~tigung erhMt man wie folgt. Aus der letzten der Gleiehungen 
(5) ergiebt sieh ft'lr l ~ 2, wie viele Curven zwei Ebenen s~, s~, berfihre~. 
L~sst man nun el, e 2 in eine Ebene ~ zusammenfallen, dann theilen sich 
(tie fraglichen Curven in folgende vier Gruppen: Solche, die e in einem 
Puncte der Schnittgeraden von r e~ bertihren; die eine in e liegende 
Doppeltangente oder Wendetangente haben; endlich solche, die in �9 einen 
Doppelpunct haben; in Zeichen: 

( n - -  ,)214q,'(n) - -  4n~P(n) + n'F(n)] = [B~s] + 2 [ I ; ]  + 3[B'~] + [D=], 

Nun braucht ,nan, um 2[T~], [W~] zu erhalten, nur zu untersuchen, wie 
oft zwei der n - - 2  weiteren Schnittpuncte der Curven (B~) zusammen, 
fallen, und wie, oft einer derselben mit dem Bertihrungspuncte zusammen- 
fMlt; durch Ausfohrung dieser leichten Rechnung findet man den obigen 
Ausdruck ft~r [D:] wieder. - -  

Die Curven [Dg], [Do] sind bzw. in den Systemen (B:g), (B:v) ent- 
halten, und auf dieselbe Art wie die Gleichungen (8) werden die folgenden 
bewiesen: 
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[D,] ~-- [Beg] q- ( n -  ~ ) [ B ~ , ] -  n[,uB~g] -1- n 

---- r  2O(n ) - - (3n~- -6n  -k i)F(n) -k 2n(n--  i) ~, 

[Do] ---- [ B , p ] -  n[#B,p] -b x 

= r  (3n- -  x)F(n)  -t- 3 n * -  2n -t- i .  

Die Verallgemeinerung der Gleichungen (6), (7) ergiebt sich einfach da- 
durch, dass man yon einem Systeme (d, e), statt yon punetallgemeinen 
Curven ausgeht: 

(ix) [B,g, d, e]----[d, e l - -  [#; d, e ] - -n (n - -2 ) [ I , ~ ;  d, e] 

- -  2[Dg, d - -  i,  e ] -  3[Eg, d, e--- i] 

(I2) EBbs, d, e] = [/~; d, e J - - ( 2 n - -  x)[#2; d, e] + n ( n - -  i)[p3; d, e] 

- -  2EDo, d - -  I, e ] -  3[Eo, d, e - -  i]. 

Legt man ferner das System (B~, d, e) anstatt des zur Gleichung (8) 
ft~hrenden (B~) zu Grunde, so erhalt man, mit Beriicksichtigung der wegen 
der singul'aren Puncte anzubringenden Reductionen: 

(x3) [D~, d, e] = [B,, d, e] + ( n - -  ,)[Beg, d, e]--n[l~B.,  d, e] 

Hier beziehen sich die mit dem Index r versehenen fl, p,  b auf den in x 
liegenden Doppelpunet des Systems (D,, d - -  i, e), dagegen die T, q, c 
auf die bevorzugte Spitze des Systems (E~, d, e - -  i). 

In ahnlicher Weise lassen sieh aueh die Gleiehungen (9), (~o) ver- 
allgemeinern, und liefern so, in Verbindung mit (x I) und (I2)die Mittel, 
Zahlen b yon Systemen ( d - I - i ,  e) dureh Zahlen yon Systemen (d, e) 
auszudrllcken. 

Acta mathematica. 7. Imprim~ le 26 Mars 1885. 1~, 
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Bei.,q~ iele. C~trve~t "mit er P, uncte h~he~'er Vielfachheit.  

I. Urn die a-Formel auf das System (D) anwenden zu kOnnen, 
braucht man nur die Zahlen 

: [D] ,  l~ : [I.~D], b = [D~] 

desselben zu kennen, welche bereits im Vorigen berechnet sind. Man 
finder 

[2D] = ( n - - I ) ( n - - 2 ) / ( 3 n ' - - 3 n - - I I ) [  3 ~ ' ( n ) -  2nr  

+ ~ ( s n  ~ -  ~ _  5 ~ - -  6 ) F ( ~ ) I .  
I 

b - -  [D~] ,  

Far das System (D,) dagegen ist 

= [D,] ,  I.~ = [pD,], 

also 

[D,D] = (9 n 3 -  2 7 n ' - - n  + 3o)lF(n) 

(ISn '  - -  42n ~ 6n'  4- 33 n + 22)r 

+ (6~, ~ - -  i o n '  - -  6n  ~ - -  6 0 , , '  + ~ ~6n - -  2 4 ) H ~ )  

- -  2 n ( n - -  i)(2n 3 + 3 n ' - -  3on + 24). 

Dasselbe ergiebt sieh aus (I3) ftir d = i ,  e = o. 
Dureh Anwendung der ~-Formel auf die Systeme 

(Do), (Dg), (D~), (D) 

erhltlt man 

[Eo] = 2 r  4 ( 2 n - -  ~)F(n) + 4 ( 3 n ' - -  3n + I); 

[Eg] = 2 ~ ' ( n ) - - 8 O ( n ) - -  i 2 ( n ' ~  3n + i )F(n)  

+ 8(2n ~ 6n' + 4n ~ i); 

(~ > s) 

C~ > ~} 
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[E~] = ( 8 u - -  ,2 )q -" (u ) -  4(3 n : -  3 n - -  2)~(n) + 8(3 n 2 -  5n + , )F (n )  

+ 4rl.( n -  I)~( n - -  4); {.>2) 

[E] = ,)(,* 4n o( ) + n(n + ,)F(n)].  

Die /--Formel, auf die Systeme (E~), (E) angewandt, giebt 

[8',] = ( 2 5 n - -  4 8 ) ~ ' ( n ) -  (5on 2 ~  64n - -  56)r 

+ (192n ~ -  438n + ~52)F(n) + 5on 4 -  384 n:' 

+ 774 n 2 -  488n + 96; (n>3) 

[ 8 ]  = (5On ~ -  I 9 2 n  -3 r- I 6 8 ) ~ ( n ) - -  (IOOn ~ - -  384 n2 + 336,t)~0(n) 

+ (ion ~ -  22n ~ + 54 n 3 -  294 n'~ + 376n--.72)F(n) 

2n(n-- I)(32n ~ -  I I4n  + 84). ,n>~, 

Aus (I3) ergiebt sich fiir d = i,  e = o, wenn angenommen wird, dass 
der Doppelpunet des Systems (I ,  o) in einer Ebene z~ liege: 

[D,D.~]_= (9 n ~ -  ISn + 2 ) / F ( n ) - - ( I S n  3 -  3on 2 + 6 n - -  2o)$(n) 

+ (9n' + ,6n 2 -  , o , n  + 3 8 ) F ( n ) - -  ,2n 4 -  36n2 

+ I52r~ 2 ~  Io4n + 24. (.>3~ 

Durch Zusammenfallen der beiden Ebenen .%, z, geht diese Zahl fiber in 

[D~DJ = 212D,] + [ ~ ] ;  

es lasst sieh daher auch [2D,] berechnen. 
Ffir das System (2D) kennt man jetzt die Zahlen 

u = [ 2 D ] ,  # = [#, 2D], b = [ D , D ] ,  (2d) = I S ] ,  

und aus der a-Formel folgt 
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[3 D] 

= (gn e -  54 n" + 9,P + 4 2 3 n ' - -  4 5 8 n ' - - 8 2 9  n + Io5o)[~- q,'(n) - -  nr 

dr 3(. I 8 n 8 ~  I08'~7 "l- 39n ~ + 727 n5 ~ 975 n4 + x3 n3 ~ I9 ~ 

+ 3364 n ~ 7 2 o ) F ( n )  

2 n ( n ~  I ) ( 2 W ~  ion ~ n  ~ + 4 o n ' ~ I I n  3 +  338n " ~ i 2 1 2 n + 8 4 o ) .  
3 

Insbesondere erh~,lt man fur .~ = 3 die von Herrn SCHUBERT berechnete 
Zahl 728o der ebenen Dreiseite, welche 9 gerade Linien treffen. 

Diese wenigen Beispiele werden genOgen, zu zeigen, wie man allm~lig 
zu Systemen mit grt~sserer Singularit~tenzahl fortschreiten kann. 

2. Es soll schliesslich noch die Aufgabe behandelt werden, die Zahl 
der Plancurven mit einem r-fachen Puncte zu bestimmen, welche ausser- 
dem nur noch elementare Geradenbedingungen zu erftillen haben. 

Man fi:lge die Bedingungen hinzu, dass a verschiedene Tangenten des 
r-fachen Punctes X je eine yon a gegebenen Geraden L1, . . . ,  L. treffen, 
und bezeichne das u dieses Systems mit f(r, a), wo das zweite Argument, 
wenn es Null ist, weggelassen werden soll. Der X-Ort hat im Allge- 
meinen Puncte mit jeder der festen Geraden gemeinschaftlich; es soll 
~(r, ~ I) angeben, wie viele Curven den r-fachen Punct z. B. in L 1 
haben; jede dieser Stellen ist (r ~ a + i)-facher Punct des X-Ortes, denn 
die betreffende Curve erft~llt r ~  ( a ~  I) mal die auf L, bezfigliche 
Systemsbedingung. 

Die Ebene, welche eine (a + I) t~ Gerade" L~ ~nit den Puncten X 
verbindet, schneidet noeh in je n ~ r Puncten Y, deren Ort yon der 
Ordnung 

+ (n- ~)(X) 

ist. Daher ergiebt sich fiir .die Zahl der Coineidenzen y o n  Y mit X 

+ 

wo wieder der Factor /~ symbolisehe Bedeutung hat, n~mlieh das 
zutreten einer Ebenenbedingung zu den Systemsbedingungen anzeigt. 

Hin- 
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Dicse Coincidenzen werden zum Theil dadurch veranlasst, dass eine 
Tangente yon X sowohl L,+I als eine der a Geraden, z. B. L~ trifft; 
und die Frage, wie oft dieses eintritt, kommt auf die beiden anderen 
zuri~ck, wie oft eine Tangente von X in einer gegebenen, durch Lx ge- 
legten. Ebene liegt, und wie oft sie durch @ten gegebenen Punet yon 
L~ geht. Ersteres finder, nach dem oben Bemerkten, 

( X )  - -  ( - : - -  q JI- I )~ (7 ,  O ' - -  I) 

real Statt. Ferner erfi'dlen die [/,f(r, a)] Curve,,, wclehe ihre Ebe,,c 
durch einen gegebenen Punct Q von L~ schicken, die auf L~ beztigliehe 
Systemsbedingung entweder dadurch, dass eine Tangente yon X durch r 
geht, oder, und zwar : " -  ~ -}- i real, dadurch, dass die Ebene der Curve 
die Gerade L~ ganz enth'~lt. Mithin ist die zweite der gesuchten Zahlen 

[/~f(-:, o-)] - -  (~---  o- + , ) [ f f~ f ( r ,  o - - -  , ) ] .  

Ulu daher f(r,  a + I) zu jvrhalten, hat man yon der obigen Zahl der 
Coincidenzen von Y mit X 

o' [(X) + [ f f f ( r ,  o ' ) ] } - -  o ' ( r - -  o- + , ) {F( r ,  , 7 - -  ,) + [ff~/'(r, o ' - -  , ) ]}  

abzuziehen, und findet, ft'lr a < 

/(r, a + ~) - -  f(~, a) = ( n - -  ~ - -  a ) ( X ) - -  ( n - -  ~ + a)[/~f(r, a)] 

+ , , (~- - , ,  + ,)l~,O-, o---  ,) + [/:/(,-, , , -  ,)]}; 

fiir ~----r aber ist das erste Glied der linken Seitc durch f(r  + I) ZU 
ersetzen.  

Die etwa noch unbekannten Zahlen auf der rechten Seite lassen sich 
in derselben Weise reduciren wie f(r, a); und da die hinzutretenden ]3e- 
dingungen theils die Lage des r-fachen Punctes, theils die Ebene, in 
welcher die Curve liegen soll, einer weiteren Beschrankung unterwerfen, 
so fi~hrt die hinreichend oft wiederholte Anwendung jener Gleichung auf 
Bekanntes. 

Man erkennt so die MSglichkeit, die gestellte Aufgabe, auch z. B. 
ft'tr den Fall eincs freien r-fachen Punktes, zu 10sen. Ich babe jedoeh die 
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erforderliehe Rechnung nur far den Fall durehgefiihrt, dass der r.faehe 
Punet in einer gegebenen Geraden liegt, also f,(r, e - - I ) =  o ist, und 
so gefunden: 

721[P;]--[P;+']} 

= r(4 n6 "Jr- 48n ~ n t- I42n4 -{- 2o2n 3 n t- 76n ~ + 8n) 

-}- r~(4 n6 n t- 6o~, ~ + I24n4 -1- I I n  ~ 22In  2 -  8on - -  44) 

n t- r :~( I2n"~ 4 8 a 4 ~  338n ~ 258t~ 2 -I- 23n ~ 26) 

- -  r~(3on ~ + 155 n u -  225n0"-- ~25,n ~ 2 6 ) ~  r~(8n 3 -  228n ~ n t- 6 7 n - -  IO) 

-1- r~(42n 2 -  Io5 n -at- 1 4 ) -  r ' ( 2 4 n -  16) n t- 4r  8. 

l ) u r c h  Summirung nach r ergiebt sich ein Ausdruck far [P~], wenn 
[P~] = q"(n) bekannt ist. Aber die Herleitung der Gleichung setzt q"(n) 
nieht als bekannt voraus; und da andcrerseits [P~'] als Zahl der Gruppen 
yon n in einer Ebene liegenden, in einem Punete yon g sieh sehneidenden 
Strahlen, welehe n + 3 weitere gerade Linien treffen, leieht direct zu er- 
mitteln, n~imlieh gleieh 

2 + 4 .  = i 2  - -  3 F 2 2 

ist, so giebt die Summirung yon r = i l,is r - - - - n - - i  eine Bestiitigung 
des in w 4 auf anderem Wege hergeleitcten Ausdrucks ftir r 

Freiburg, im September I884. 


