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UNTERSUCHUNGEN UBER QUADRATISCHE FORMEN.

I. BESTIMMUNG DER ANZAHL VERSCHIEDENER FORMEN,

WELCHE EIN GEGEBENES GENUS ENTHALT.
VON

HERMANN MINKOWSKI

in KOENIGSBERG ¥/Pr.

In meiner Avbeit »Sur la théorie des formes quadratiques & coefficients
entiersy ' habe ich den Begrift des Genus lediglich aus dem Begriffe der
Formencongruenz hergeleitet. Ein solches Verfahren erwics sich bereits
dort als ausserst vortheilhaft. Seine Berechtigung wird vielleicht noch
scharfer durch die folgenden Entwickelungen hervortreten. Ich werde
mich hier mit jenen Zahlen beschaftigen, welche im TFalle allgemeiner
Genera dieselbe Rolle spiclen, wic im Falle binirer Genera die Classen-
anzahlen. Gewisse Sitze tber Formencongruenzen werden zuniichst cr-
rathen lassen, in welcher Gestalt sich die Ausdriicke jener Zahlen darbieten
miissen. Unter Anwendung Diricnrrr'scher Principien soll alsdann gezeigt
werden, dass die errathenen Formeln in Wirklichkeit richtig sind.

' Mémoires présentés par divers savants & I’Académic des Scicnces de
1 Institut de France. Tome XXIX, N 2 (1884). — Ich ecitire diese Arbeit im Fol-
genden kurz mit . Q.

dcta mathematica, 7, Imprimé le 92 Jnin 1885, 26
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Einleitung.

1. Ein Genus und seine Formenanzahl,

n

Unter den Resten ciner quadratischen Form f = ]Zaik;r,.z',c in Bezug

anf cinen Modul N verstchen wir alle dicjenigen Formen, welche aus f
hervorgehen, indem die Coefficienten @, in beliebiger Weise um Vielfache
des Moduls N geiandert werden.

Wir nennen zwei Formen f und g (von derselben Variabelnzahl n)
congruent in Bezug auf ecinen Modul N, f=g (mod N), wenn cs lineare
Substitutionen von einer Determinante =1 (mod N) giebt, durch welche
die Reste der cinen Form fir den Modul N in Reste der anderen Form
fur den Modul N ubergehen.

Wir betrachten ausschliesslich Formen von nichtverschwindender De-
terminante.

Es kann der Fall eintreten, dass zwei Formen f und g fiir einen
jeden beliebigen Modul congruent sind. Solches findet offenbar immer
statt, wenn f und g derselben Classe dquivalenter Formen angehoren,
d. i. durch ganzzahlige Substitutionen von der Determinante 1 in cinander
iibergehen. Es ereignet sich iiberhaupt dann und nur dann, wenn fund
¢ dieselbe Determinante A besitzen, und in Bezug auf den Modul 2A
congruent sind.

Immer und nur dann, wenn die Formen fund g diesen Bedingungen
geniigen, und dazu einen gleichen Tragheitsindex liefern, wird es moglich
scin, die einc dieser Formen in die andere durch solche lincaren Sub-
stitutionen von der Determinante 1 iiberzufithren, in welchen die Coeffi-

cienten rationale Zahlen mit einem zu 2A relativ primen Generalnenner
sind. !

' Henry 1. Stepuen Syira, Phil. Trans., CLVIL, 1867 (On the Orders and
Genera of Ternary Quadratic Forms, art. 12) und: Roy. Soc. Proec., XVI, 1868
(On the Orders and Genera of Quadratic Forws confaining more thaw three Indeterminales,
p. 202).
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Alle Formen, welche denselben Tragheitsindex I haben wie eine
gegebene Form, und welche mit dieser Form fiir cinen jeden beliebigen
Modul cougruent sind, fassen wir in cin Genus zusammen. Da die Formen
cines Genus cine feste Determinante Vesitzen, so koouen sie, nach be-
kannten Sitzen, vur in eine endliche Anzalil versehicdener Formenclassen
zerfallen.

Es ist aber im Allgemeinen nicht sowohl dic Anzahl dieser Classen,
welche sich durch einfache Formeln ausdriicken lasst, als vielmchr dic
Anzahl der in einem Genus enthaltenen Formen. Zwar ist dic letatere
Anzahl stets ecine unendliche, denn schon jede cinzelne Formenclasse be-
sitzt unendlich viel Formen. Doch zeigt es sich bald, dass fur ein jedes
Genus eine gewisse, positiv unendliche Grosse ¢ existirt, welche nur von
den einfachsten ITuvarianten des Genus abhingt, und zu welcher alle dic
Formenanzahlen der einzelnen Classen des Genus in endlichen Verhilt-
nissen stehen.  Dieses £ bestimmt dann auch den Grad, in welchem die
Formenanzahl des gesammten Genus unendlich wird. Fallt die Formen-
anzahl in einer oder in mechreren Classen des Genus gleich M. & aug,
so Dbezeichnen wir die positive endliche Grosse M als das Maass der be-
treffenden Classen.

Am einfachsten gestaltet sich der Begriff des Maasses fur definite
Formen, also in den Fallen I = o0 und I = n, mit welchen wir uns
spater hauptsiachlich beschaftigen werden. Man weiss, dass cine definite
quadratische Form f immer nur eine endliche Anzahl von Transformationen
von der Determinante 1 in sich zulasst. Sei t(f) diese Anzahl. Nennen
wir ferner £ die Anzahl aller moglichen linearen ganzzahligen Substitu-
tionen § von n Reillen und von der Determinante 1. Wiirden wir allc
diese S auf die Form f anwenden, so mussten wir zu einer jeden Form
der Classe f gelangen, und zwar zu einer jeden genau t(f) Mal. Dic

I
TGk £, be-
tragen. Wihlen wir demnach, was in der That geschehen soll, im Falle
definiter Formen die erwahnte Grosse £ = £, so konnen wir als das

Anzahl der verschiedenen Formen der Classe f wird daher

Maass einer definiten Classe [ die Grosse {—(—I—f—) erkliren. Das Maass fur

. . . . I . .
die Formenanzahl eines definiten Genus wird dann Zm sein, wo dic

Summe tber alle verschiedenen Classen f des Genus zu erstrecken ist.
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In solchen speciellen Fallen, wo die Grosse ¢(f) constant ausfillt
fur alle Formen cines Genus, crgiebt die vorstehende Summe einfach den
t(f)= Theil der Classenanzahl des Genus.  Derartige Falle sind Regel bei
biniren Formen. Man hat da gewohnlich ¢(f) = 2. Nur fur die Classen
f=d(x* 4+ y*) wird {(f) = 4, und fur dic Classen f = 2d(x® 4 1y 4 y*)
wird ¢(f) = 0.

Ich bemerke noch beilaufig, dass die Grosse £, sich mit der (n®— 1)*"
Potenz der Anzahl o aller moglichen ganzen Zablen von — oC bis 4 o0
vergleichen ldsst.  Iis gilt namlich in gewissem Sinne die Bezichung:

wo
, I I 1
S =1 +7+7+7+“' (ke 4, 1)
2 3 4

Line Deutung des Maassbegriftes far indefinite Formen soll den Ge-

aenstand ciner spateren Arbeit bilden.  Ich erwihne nur, dass als Maass
ciner primitiven bindren Form ar? 4 20.y + ¢y® von ciner negativen, nicht

(quadratischen Determinante ac— 0* = — D < o am passendsten der Ausdruck
T . " -
——————— festgesetzt wird, wo o(= 1, 2) den grossten Theiler der

T+ UyD
tog (L4 0D

0 s
Coefficienten «, 20, ¢ bedeutet, und wo 7" und U die zwei kleinsten po-
sitiven Zablen sind, welche der Gleichung 7% — DU* = 4° Gentige leisten.

2. Das vollstandige System von Invarianten cines Genus.

Um ein Genus eindeutig zu characterisiven, bedarf es nicht durchaus
der Kentniss einer sciner Formen. Is gentigt bereits, wenn man im
Stande ist, sein wollstandiges Systen. von Invarianten anzugcben.  Wir ver-
stehen unter dicser Bezeichnung ecine Reihe von Grossen, welche sich als
arithmetische Functionen einer reprasentirenden Form f des Genus dar-
stellen lassen, und welche die doppelte Ligenschaft haben, einmal: un-
geandert zu bleiben, so oft die Form f durch eine andere Form desselben



. N . .
Untersuchungen iiber guadratische Formen. 205

Genus ersetzt wird, dann aber: in ihrer Gesanumtheit sich stets zu andern,
sobald far f irgend eine Form eines anderen Genus genommen wird,

Ein vollstandiges System von Invarianten cines Genus [ umfasst dic
folgenden Grossen:

1° den Trigheitsindex I der Form /. Derselbe sagt aus, wic viele
Quadrate mit dem Vorzeichen Minus auftreten, sobald f durch irgend
cine reclle Substitution in ecine Summe von n, zum Theil positiven, zum
Theil negativen Quadraten transformirt wird.

2° die n Invarianten d,; o,, 0,, ..., 0, ,, und dic 2 — 1 Invariantcn
Gy Oyy «- ., 0, 1 der Form f.

Die Invariante d, stcllt den positiven grossten gemcinsamen Theiler
der Cocfficienten @, von f vor.

Zu den Invarianten o, gelangt man in folgender Weise. Man be-
zeichne mit d,, d,, ..., d, , die positiven grossten gemeinsamen Theiler
aller 2-, 3-, ..., nreihigen Unterdeterminanten von |a, |, sodass insbeson-
dere A = (— 1)'.d,; kommt. Aus den Zahlen d, entstchen dic In-
varianten o, vermittelst der Gleichungen:

dy d, 9 d, . [ RV
- = Op) 5 T 010y ey T =07 0y 0,y
do (l() (10
oder
. dhd/l—‘z
T T g
dh—l

Dic Invarianten & sind Grossen von den Werthen 1 oder 2. Man
hat o, == 1, wenn unter den symmetrischen k-reithigen Minoren von fsich
solche vorfinden, die, von dem Factor d,_, befrcit, ungerade ausfallen;
dagegen ¢, = 2; wenn diese Minoren alle durch 2d,_, aufgchen.

Die Grossen o, sind stets ganze Zahlen, und dic Gréssen g, miissen
den folgenden Bedingungen geniigen:

(1). Die Zahlen ¢,_,0,0,,, und ¢, dirfen nicht zugleich durch 2
theilbar sein.

. . Op--10y 0}, G}, . 3
(2). Die Quotienten ==— und ——*! missen ganz sein.
O)t1, Oh—1

Wir fuhren noch die Invarianten ein: 6, = 1, ¢, = 1 und o, = o,
0, = O.

3° die Charactere der Form f. Dieses sind eine Reihe von Einheiten
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+ 1, welche in Gestalt LreceNpre’scher Symbole auftreten.  Um sie mog-
lichst einfach darzustellen, trifft man am besten folgende Voraussetzung
iiber dic reprasentirende Form f: Die aus den ersien (=1, 2,....n—1)
Reihen von [ gebildeten symmetrischen Minoren sollen Werthe o,4d, ¢,
crgeben von solcher Arvt, dass cin jedes ¢, relativ prim zu 2050, ... 0,_,
und zu ¢, und ¢,,, auwsfallt. Dalei hat wman sich noch ¢, =1 und
¢, = (— 1) zu denken. Nach F. ., p. 83, lassen sich in jeder Classc
des Genus Formen f von dieser Eigenthiunlichkeit finden; man nennt sic
characteristische Formen.

lis sci allgemein ¢, das Vorzeichen von ¢,; ferner mag I, angcben,
wic viele von den Einhciten f\—’, f—, cee E‘,ll; negativ ausfallen, sodass

Y 1 o

insbesondere I, = o und I, = I zu nchmen ist.  Fir eine characteristische
Form f erwcisen sich folgende Einheiten € als Charactere:

1) wenn 6,_,0,6,,, durch cinc ungerade Primzahl p theilbar ist, dic

LRinheit
©)
1!

2) wenn g, 10,0, =0 (mod 4) ist, die Einheiten
. In(l—1) Iniin b 1)

= [ a5 T

Ch & Chlfn

3) wenn g, 0,0, =0 (mod 8) ist, die Einheit

/2
(5)

Dicse Einheiten € bilden zusammen mit den Grossen I, d,, o,, o,
wirklich ein vollstandiges Systemn von_ Invarianten fur das betrachtete
Genus, sodass kein zweites Genus da sein kann, welches zu eben diesen
Invarianten fithrt.

Die LEinheiten C tissen alle Bedingungen erfilllen, welche sich far
sic aus den quadratischen Congruenzen

. Y2 2
(h) = 0,_10,0 1 F 1 = X (mOd (7119"1.)

erschliessen lassen. Man findet diese Bedingungen in F. ., pp. 87—3838,
zusammengestellt.
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Es gilt der Satz:

(G) Wenn die Invarianten I, d,, o, & und die Charactere C in be-
liebiger Weise festgesetzt werden, doch so, dass sie den Bedingungen (1),
(2) gentigen, fernier allen Bedinguugen, welche aus den Congruenzen (h)
folgen, so existict wirklich ein Genus, welches zu diesen Invariauten und
Characteren Veranlassung gicht.

Ein Beweis dieses Satzes ist I. ., pp. 89—90, mit Hilfe des be-
kannten Theoremes tber die arithmetischen Progressionen gefithrt. Ich
habe dort diesen Hilfssatz #»— 1 Mal hintereinander angewandt zur succes-
siven Auffindung von » — 1 Zahlen ¢, ¢,, ..., ¢,, fur eine charac-
teristische Form des gewiinschten Genus. Man tberzeugt sich aber leicht,
dass es immer geniigt, ein einziges Mal von diesem Satze Gebrauch zu
machen, namlich um allein ¢,_, als Primnzahl zu bestimmen; und man
sieht dann ferner, dass in den Fallen n > 3 dieser Hilfssatz sich ganz
entbehren lasst, wenn nur der Satz (G) bereits fir #» = 2 bewicsen ist.

Alle Formengenera, welche dieselben Werthe der Grossen I, d,, o,, o,
besitzen, werden in eine Ordnung

iy Oy « ..y Opq I
0 b

d
14 024 .. «y Op—1
zusammengefasst.

Wir beschaftigen uns meist mit Formen f, deren d, gleich 1 ist,
und die man primitive Formen nennt. Im Falle die Grosse d, ciner Form

f relativ prim zu einer Zahl N ist, heisst diese Form primitiv in Bezug
auf N.

Erster Theil.
3. Die Anzahl der Reste eines Genus in Bezitg auf einen Modul N.

Wir wollen zunichst untersuchen, wieviel verschiedene Formenreste
ein gegebenes Genus in Bezug auf cinen gegebenen Modul N liefert. In
der Anzahl dieser Formenreste finden wir einen Divisor der Formenanzahl
des Genus, und wir werden so alle wesentlichen Factoren kennen lernen,
aus welchen sich die Ausdriicke fur die Formenanzahl zusammensetzen.
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Das Genus modge duarch eine belicbige seiner Formen, f, reprasentirt
werden. Ls ist dann klar, dass wir die Reste des Genus nach dem Modul
N nur unter denjenigen Iormen suchen durfen, welche = f (mod N) sind.
Man gelangt zu diesen Irormen, indem man auf f ein vollstindiges
System von lauter incongruenten Substitutionen 7' von einer Determinante
=1 (mod N) anwendet. . Ein solches System wird leicht hestimmt. Man
braucht beispielswcise nur von den N™ incongruenten Substitutionen

=21y, (mod N, =12 ..., N Gok=1,2, s m)
n

alle diejenigen fortzulassen, in welchen die Determinante nicht = 1 (mod N)
ausfallt.

In dem Systeme der 7 modgen sich im Ganzen R Substitutionen
finden lassen, — ctwa die folgenden: 7, T,, ..., Ty, durch welche fin
N verschiedene Reste: ¢y, ¢,, ..., gy (mod N) tuibergehe. Das gegebene
(ienus enthilt dann sicher nicht mehr als diese N Reste.  Wir behaupten
aber, dass diesc Reste wirklich alle dem gegebenen Genus, ja schon der
(canz beliebigen) Classe f eigen sind.

In der That, zu jeder Substitution

Tyy oo
T= ’ =1 (mod N)
Ty vnenns .

lasst sich immer cine nach dem Modul N congruente Substitution S von
ciner Determinante 1 bestimmen. Im Falle # = 1 leuchtet dieses un-
mittelbar cin.  Wenn # > 1 ist, so bedicnen wir uns zum Beweise cines
Schlusses von 7 — 1 auf #. Offenbar muss der grosste Theiler der » Zahlen
x;, zu N relativ prim sein. Man kann daher » Zahlen & =1, (mod N)
finden, deren grosster Theiler gleich 1 ist.  Alsdann lasst sich bekanntlich
eine Substitution
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von der Determinante 1 bilden (F. ., p. 98). Das Product S;'. 7T ge-
winnt jetzt die Form

1, U, ..., U,

n—1

O, Uy, ..., u;’

=
il

=1 (mod N).

D L

n—1
n—1

1
Oy Up_yy 0.y U

Ist unser Lemma bereits fur den Fall n — 1 erwiesen, so koénnen wir
an Stelle der « solche congruente Zahlen einfohren, dass |uf]| in 1
tbergeht. Ferner setzen wir an Stelle der ersten Verticalreihe von U ein-
fach die Zahlen 1, o, ..., o. Auf diese Weise wird U in eine congru-
ente Substitution V" von der Determinante 1 tibergehen, und das Product
8,. V' = § ‘erscheint als eine mit T’ congruente Substitution von der De-
terminante 1.

Wir konnen so zu allen Substitutionen 7, 1), ..., T, congruente
Substitutionen S,, 8,, ..., 8§, von der Determinante 1 bilden. Durch
diesc muss sich f in #quivalente Formen mit den Resten g¢,, ¢y, ..., gy
verwandeln; was zu bewecisen war.,

Ils ist nun leicht plausibel zu machen, dass die Formenanzahl der
Classe [ ein Vielfaches der Zahl 9t wird. Man denke sich zu dem Behufe
in der Classe f alle verschiedenen Formen gekennzeichnet, welche nach
dem Modul N den Rest f lassen, und fir jede dieser Formen je cine
Substitution S notirt, durch.welche dieselbe aus f entsteht. Durch An-
wendung aller 8.8, 8.8,, ..., S.8; missen dann aus f die simmt-
lichen FFormen der Classe f hervorgehen, und zwar eine jede ein einziges
Mal. Die Zahl N theilt somit wirklich in gewissem Sinne die (unendliche)
Formenanzahl der Classe f, und da diese Classe eine beliebige ist, auch
die Formenanzahl des gesammten Genus, wie am Anfange ausgesprochen
war.

Um einen Ausdruck fir die Zahl 9t zu gewinnen, verfahrt man fol-
gendermaassen. Es sei ¢,(N) die Anzahl der Individuen eines vollstandigen
Systemes von incongruenten Substitutionen 7' von einer Determinante
=1 (mod N). Alle diejenigen 7', welche auf den Rest f (mod N) ohne
Wirkung bleiben, nenne man T, und es sei f(N) die Anzahl der ver-

dcta mathematica. 7. Imprimé le 4 Juillet 1885, 27
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schiedenen T. Die Substitutionen T.7,, T.T,, ..., T.T, missen das

gesammte System der 7' erschopfen, und man erhalt so:
Sl'n(]v)
/(N)

In welcher Weise die Grosse ¢, (N) gefunden wird, ist bekannt.!
Damit ecin I'=1 (mod N) ausfalle, ist zunichst erforderlich, dass die =
Zahlen z,, »,, ..., 7, der ersten Verticalreihe ohne gemeinsamen Theiler
mit N gewahlt seien. Eine solche Wahl kann auf N".(N), Arten ge-
schehen, wenn (N), das tiber alle verschiedenen Primzahlen g von N aus-

)

3
‘ -

N

1 . . .
gedehnte Product H (I ———,,) bedeutet. Man sieht leicht, dass zu jedem,
q

ohne Theiler mit N gewahlten Systeme r, mindestens ein T gehort. Alle
moglichen 7' mit der ersten Verticalreihe x; folgen dann durch Zusammen-
setzung dieses cinen mit den verschiedenen Substitutionen U= 1 (imod N).
In U unterliegen die n— 1 Zahlen U, gar keiner Beschrinkung. Es
lassen sich also im Ganzen N""'.¢, ,(N) incongruente U bilden, und

man erlangt die Beziehung:
¢u(N) = N7V (N),. &1 (V).
Da nun ¢, (N) = 1 ist, so entsteht
$o(N) = N (N)y.(N)y...(N),.

Es handelt sich also wesentlich um die Bestimmung der Grossen
f(N). Dabei geniigt es, den Fall zu untersuchen, wo N eine Primzahl-
potenz ¢’ ist.

Denn setzt N sich aus mehreren Primzahlpotenzen ¢' zusammen,
N = Ilg¢', so hat man f(N) — IIf(¢".

So oft namlich eine Substitution T =1 (mod N) ist, ergiebt sich
dieselbe auch =1 nach jedem der Moduln ¢, und &ndert sie den Rest
f (mod N) nicht, so andert sie anch keinen der Reste f (modg'). Liegt
andererseits fur einen jeden Modul ¢' ein T, vor, von einer Determinante
=1 (mnodg’), welches auf f (modg’) ohne Wirkung bleibt, so wird die

Substitution T (mod N), welche allen Congruenzen
T=T, (modg)

! JorDAN, Traité des substitutions, 120—124.
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geniigt, =1 (mod N) austallen, und den Rest f (mod N) nicht &ndern.
So geht die behauptete Relation hervor.

4. Hilfssdtze zur Bestimmung der Zuhlen [(q").

Wir brauchen in Betreff der Grossen f(¢') nur den Fall zu be-
trachten, wo f primitiv in Bezug auf ¢ ist, also die Coefficienten a; von
7 nicht sammtlich den Theiler ¢ haben. Denu sei etwa f = ¢‘.g und
d>o0. So lange man d>¢> o0 hat, bleibt der Rest f (inod ¢’ bei
jeder Substitution ungeandert, und man erhalt f(g) = ¢,(¢"). Wenn
aber d < ¢ ist, so gilt die Relation

(1) [(4) = 4" 9{d™")

In der That, eine jede Substitution T =1 (mod g, welche auf
f (mod ¢*) ohne Wirkung ist, andert auch g (mod ¢~ nicht; und ebenso
wird ein jedes ¥ =1 (mod ¢'~%), welches auf ¢ (mod ¢ %) ohne Wirkung

bleibt, auch f (med ¢) nicht andern. Aus einem jeden X lassen sich aber
g™, nach dem Modul ¢' verschiedene Substitutionen T herleiten. Denn

in einem ¥ ist immer mindestens ein Coefficient ¢ da, fir welchen ™
¢

za ¢ relativ prim ausfallt.  Wir kénnen nun, um eine Substitution T zu
gewinnen, erst jeden der n® — 1 wibrigen Coefficientenreste (mod ¢*~“) von
¥ durch ¢* verschiedenec Reste (mod g) ersetzen. Der Rest von ¢ fir
den Modul ¢' folgt hernach eindeutig aus der Bedingung, dass die ver-
anderte Substitution cine Determinante = 1 (inod ¢) ergebe.

Insofern es uns um Factoren fir dic Formenanzahl eines Genus zu
thun ist, reicht die Betrachtung solcher Moduln ¢' aus, welche gewisse
Grenzen q? tuberschreiten. Denn ist ¢ >¢-—d > o0, so beweist man
r(4)
vorstellt. Beachtet man die oben gegebenen Werthe von ¢,(¢*), so lauft
dieses darauf hinaus, dass die Zahl f(¢') in der Zahl ¢**~*.f(¢"™") [t —d > 0]
aufgeht.

Far eine mit ¢ primitive Form f machen wir von folgenden Bezeich-

leicht, dass die Zahl ¢, (9" *):f(¢"") einen Divisor der Zahl R =
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nungen Gebrauch. Die hochsten in den Invarianten o,, 0,, ..., 0,_, enthalte-
nen Potenzen von ¢ sollen die Exponenten besitzen: w,, @,, ..., ©,_,,
und es sei allgemein

v, =, + 0w, + ... + o,, ah::hwl_*_(h'— l)w?+"'+w/"

Ferner nehmen wir an, von den n— 1 nicht negativen Zahlen w, seien
im Ganzen A — 1 grosser als Null, namlich die folgenden:

(% = 0) Wy s Wy « -0y (1),-,)__1 (% =)

und wir bilden die Gleichungen

% o= x, =+ xn, ..., h=x+xn+...+ x5,
d. i. Zk: l?k_l(l‘,,ln

Der Quotient aus der Determinante A von f und der Potenz g3+
mag fiir einen Moment A, heissen. Wir werden weiterhin voraussetzen,
dass unsere Moduln ¢‘, wenn ¢ eincr ungeraden Primzahl p gleich ist,
die Potenz p® = p=', und wenn g = 2 ist, dic Potenz 2% = 2'**- @ber-
schreiten. Die Folge davon wird sein, dass cin jeder Rest f (mod ¢*) uns,
wenn ¢ = p ist, den Werth der Einheit (%”), und wenn ¢ = 2 ist, den

Jo—1
Werth der Einheit (— 1) * , sowie im Falle 4, ; = 2, auch den Werth

S 2\ .. .
der Einheit <E> liefert. Denn es gilt der Satz:
v
Gentigt eine Form g schon der Congruenz

9= [ (mod ¢°*"),

und soll noch ¢=f (mod¢*) sein, so ist nothwendig und hinreichend,
dass, wenn ¢ = p, die Beziehung

A(g)= A(f) (mod pt97)
und wenn ¢ = 2, die Beziehung

A(g)= A(f) (mod g,_,. 2%
bestehe.



Untersuchungen itber quadratische Formen. 213

Ich erwahne noch einige, zum Theil bekannte Sitze iber Congruenzen,
welche bald ihre Anwendung finden werden.

(2). Ist eine Form f und eine Zahl a prim in Bezug auf eine un-
gerade Primzahl p, und hat die Congruenz

f(&)=a (mnod p)
4 .p* ' Losungen, so besitzt die Congruenz

(¢) f(&)=a (mod p) ¢>1
A.p*" Losungen.
Denn gentigt ein System &, der Congruenz

(t— 1) {&)=a (mod pi),
und setzt man x,=§ + p'u, (mod )), so kommt, da ¢ > 1 sein soll,
f(e)=F(&) + p~ zu ﬁ_ (mod ).

Nun konnen die Zahlen :—f nicht siammtlich durch p theilbar sein, da

i

man —;Zéia—fz (mod p) hat.  Also ergicbt die Congruenz

S f(é Z u, (mod )

p* ' Losungen w, (mod p), und eine jede Losung von (¢ — 1) liefert p**
Losungen von (t), woraus unmittelbar unser Satz folgt.

Jetat sei f= La,xx, eine in Bezug auf 2 primitive Form, und «
eine ungerade Zahl. Wir unterscheiden zwei Falle, je nachdem die In-
variante o, von f den Werth 1 oder 2 hat, die Zahlen g, also zum Theil
ungerade oder sammtlich gerade ausfallen.

(3)- Ist ¢, = 1, und besitzt die Congruenz

f(€&)=a (mod 8)
A . 2°*=Y Lpsungen, so liefert dic Congruenz

(1) f(&)=a (mod 2°) >3

4. 2% Losungen.
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In der That, es geniigen der Congruenz
(t— 1) f(&)=a (mod 2'71)

zusammen mit einem Systeme & (mod 2°7') immer alle die 2" Systeme
z, (mod 2'7'), fur welche »r, =& (mod 2°7?) ist. Denn jedes dieser Sy-
steme lasst sich in die Form x,= & 4 27?6, (mod 2°7") setzen, wo die =
Grossen ¢; entweder o oder 1 bedeuten; man hat also wirklich:

ror

f(Il) Ef(é:l) + 21—1-2 ; 3z, -

Bildet man nun mit Hilfe einer Losung & (mod 2°™) von (t — 1)
ein System r,=¢, 4+ 2%u, (mod 2°7"), so kommt

-,

=a (mod 27).

N l
'/"

f(r)=fl&) + 2" Z u, —% (inod 2%,

e ] L2 (inod 2)
29g;

ergiebt 2"7' Losungen «; (mod 2). So fuhrt cine jede Losung & (mod 2'~7)
von (¢ — 1) zu 2** Losungen & (mod 2*') von (t), woraus die Richtig-
keit unscrer Behauptung erhellt.

Es ist auch klar, “dass unser Satz giltig bleibt, wenn wir alle solchen
Losungen & ausschliessen, dic zugleich gewissen gegebenen linearen Con-
gruenzen nach dem Modul 2 geniigen.

(4)- Ist zweitens ¢, = 2, und hat dic Congruenz

f(&)=2a (mod 4)

n— , . . " 19f . ] .
24.2°*Y Losungen, in welchen die » Zahlen Ea—i— nicht sammtlich gerade

.t

sind, so liefert die Congruenz
(1) f(&) = 2a (mnod 2) >

picht simmtlich

22

] . . , 1
24 .2 Losungen, bei welchen die n Zahlen 5
gerade sind.

T . . . .
Denn setzt man P f = ¢, so gruppiren sich je 2" Losungen & (mod 2°)
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von (#) zu je einer Losung & (mod 2'~') von ¢ (&) =a (mod 2''). Unser
Satz geht so in einen analogen Satz in Betreff des Ausdruckes ¢ ftber,
welcher dann @hnlich bewiesen wird wie der Satz (2).
Wir schreiten nun zur Bestimmung der Grossen f(g').
wir uns hauptsichlich anf diejenigen Resultate stiitzen, welche in der Note
zu meiner am Anfange citirten Arbeit enthalten sind (F. ., pp. 169—178).

! Dabei werden

b. Der Fall einer ungeraden Primzahl.

Wir betrachten zunichst den cinfacheren Fall, wo g gleich einer
ungeraden Primzahl p ist. Die Form [ sei primitiv in Bezng aunf p.
Der Modul p' moge die Potenz p™ uberschreiten.

‘Da wir f durch jeden nach dem Modul p' congruenten Rest ersetzen

diirfen, so konnen wir annehmen (F. Q. p. 7), f habe den Typus
f=a&® + F (mod p'),

wo a zu p prim ist, und F einen Rest von » — 1 Variabeln vorstellt.
Die Coefficienten von F' miissen den Factor p“ enthalten, und setzen wir

F=por® (mod p),

so fallt der Rest f® primitiv in Bezug auf p aus, und die n.— 2 In-

(V)

varianten p“’, welche diesem Reste angehoren, erfilllen die Gleichungen:

oy, = w,. (=28 .,n—1)

Wir denken uns die f(p') verschiedenen Substitutionen T von einer
Determinante = 1 (mod p*) aufgestellt, welche den Rest f (mod p‘) in sich
selbst tiberfithren. In jeder dieser Substitutionen muss die erste Vertical-
reihe aus # Zahlen & (mod p’) bestehen, welche

7(&)=a (mod p)
ergeben. Der vorstehenden Congruenz mogen A.p"~"" verschiedene Sy-
steme & (mod p) Genuige leisten. Die Betrachtungen aus F. ., p. 170,

! Tn einem ausgezeichneten Falle, nimlich fiir die Form f= S HP SN U RV
sind die Zahlen f(g) von Herrn JorpaN gegeben (Traité des substitutions, 201—214,
Ordre du groupe orthogonal).
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lassen erkennen, dass jedem dieser Systeme & wirklich Substitutionen T
zukommen, welche den Rest f in sich selbst transformiren.

Es fragt sich, wie viele verschiedene T konnen aus einem bestimmten
Systeme & hervorgehen. Ist T, eine erste dieser Substitutionen, so wird
jedes iiberhaupt vorhandene T mit der ersten Verticalreihe & in ganz be-
stimmter Weise zusammengesetzt sein als Prodnct aus T, und aus zwei
Substitutionen U nnd ¥ von der Form

I, lfl’ ve ey []7.—1 1, O, ...y O
1 n—-1
. o I,...,0 o, t,, ..., 1 )
U= ; I= (mod p").
O (@] ! -
’ PRI | Oy Thay v oos Ly

Soll nun T den Rest f in sich selbst uberfithren, so ist nothig, dass auch
U.Z diesen Rest in sich selbst transformire. Hierzu wieder ist erforder-
lich, dass die Relationen U,=o0 (mnod p) gelten, nnd dass die Substitution
2 auf den Rest F (mod p) ohne Wirkung bleibe. Die Anzahl der ver?
schiedenen T mit der ersten Verticalreihe &, welche f (mod p) nicht
andern, wird daher gleich der Anzahl der verschiedenen ¥ scin, welche
auf F (mod p') ohne Wirkung sind, also gleich F(p'). Zieht man noch
die Formel 4. (1) in Betracht, so kommt schliesslich

f(pt) — p(n——l)ww,[(n—l)?« 1]. A -f(l)(pl --w,>‘

Wir setzen nun allgemein:

1,n—1
n(n—l)'+ Z h((n—»h)(n»h+l)_‘)

, 1,n—1
oy =p 7 0T ) 'Y

Fur den Rest f bilden wir eine entsprechende Grosse f{p}. Die vor-
stehende Relation verwandelt sich alsdann in:

(p) flp) = A.1%p},

und diese Formel bleibt auch fur » = 1 gultig, falls nur fur eine Form

F von Null Variabeln F{p)} =; genommen wird.
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Es handelt sich jetzt um die Bestimmung der Grosse 4. Nach dem
Satze 4. (2) muss A4.p"' die Anzahl aller Lésungen von f(&)=a (mod p)
ausdriicken. Bedeutet x den Index der ersten von den Zahlen w,, w,, ..,
©,_,, o, (= — co), welche nicht verschwindet, so konnen wir f von dem
Typus voraussetzen:

f=0+ p.f® '
(mod p"), (w=a)
O=a,& 4 a,& 4+ ... + 0, & |

wo ein jedes a,, @y, ..., a, und ebenso der Rest f® primitiv in Bezug
auf p ist (F. Q., p. 19). Wir erhalten dann f= @ (mod p), und .4 .p*"
muss die Anzahl der Losungen von ¢ =a (mod p) geben. Nun lasst sich
diese letztere Anzahl nach bekannten Satzen herleiten.’ Man gelangt so
zu folgenden Beziehungen:

1) wenn x=o0 (mod 2),

x
X

_x N .
A=(1—808.p 7, 0=<( 1)-;1«:-..@);

2) wenn x=1 (mod 2),

x—1

x—1

. e . (=1 P aas ... ay)
A= +8.p ?), 0_< - )
Im Falle x = 1 hat man sich §* = 1 zu denken.
Wir konnen weiter die Grosse f|p} auf f*{p} zuriickfithren. Man
findet:

fip} = A.f*{p},

wenn U den folgenden Ausdruck bedeutet: im Falle x=o0 (mod 2),

W = 2(1 —#)(I —;—4> <1 —;{%)(I ——:—g>,

und im Falle x=1 (mod 2),

wm (=)= ) (=)

! LEBESGUE, Recherches sur les nombres, § 5 (Journal de LiouviLre, T. 2,
pp. 266—275). — (. JorpAN, Comptes rendus, 1866, I, pp. 687—690; Traité des
substitutions, 197—200; Journal de LIOUVILLE, 2™ série, T. 17, p. 372. — F. @,
artt, VII—VIII.

Acta mathematica. 7. Imprimé le 19 Juin 1885, 28
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Far ein x = 1 stimmt diese Gleichung unmittelbar mit (p) wberein,
wahrend sie fiir ein x > 1 leicht aus (p) mit Hilfe eines Schlusses von
x — 1 auf x hervorgeht. Man braucht nur zu beachten, dass dem Reste
f® in derselben Weise die Zahl x — 1 angehort wic dem Reste f die
Zahl x.

Far alle ungeraden Primzahlen p, welche nicht in der Determinante
A der Form f aufgehen, wird x =n, also aa,...aq,=A (mod p),
wihrend f® sich als ein Rest von Null Variabeln erweist. Fur alle
diese Primzahlen p kommt daher:

1) wenn n=o0 (mod 2),

n(n—l)’

f)y=» (1 —-1%)(1 _}%) - (x —p"l‘2>'|1 _((—;)?A>L;|;

2) wenn #=1 (mod 2),

f(p) =Pw—;l)‘.(.l —I—:i><l —;7) <1 —-p:_1>.

Um die Grossen f{p} vollstindig darzustellen, wollen wir endlich f
als Hauptrest fur den Modul p' voraussetzen. Falls die Bezeichnungen
aus 4. gelten, so heisst dieses, f soll den Typus haben:

F=100+ ™[0, + 5740, + ... + P (9)]}) (mod p),
D= aPEVED 4 ..+ aPEDED (mod p o),

wo die of? sammtlich zu p prim sind (F. ., p. 19).

Fir einen Hauptrest [ wird die Grisse f{p} gleich einem Producte aus
der Potenz 2" und aus A Factoren ,, welche den A einzelnen Resten O,
entsprechen und folgende Bedeutung haben:

= (=)0 =) (=)

p

wo [;1] die grisste in gf enthaltene ganze Zahl vorstellt, und o, = 1 ist im

Falle x,=1 (mod 2), dagegen:
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- —1 T;. APy

wenn x, =0 (mod 2) ist.
Die Richtigkeit dieser Formeln ergiebt sich sofort mit Hilfe eincs
Schlusses von A— 1 auf A. Man bemerkt namlich, dass dem Restc
[@(x = ) in derselben Weise dic Zahl 2 — 1 zukommt wie dem Reste

f die Zahl A.

6. Der Fall der Primzahl 2.

Wir behandeln jetzt den Fall ¢ — 2, welcher auf etwas umstind-
licherem Wege zu gleich einfachen Resultaten fuhrt. Die Form f sei
primitiv in Bezug auf 2. Wir machen fir dieselbe von den in 4. an-
gegebenen Bezeichnungen Gebrauch. Der Modul 2¢ sei grosser als die
Potenz 2't*'; man hat dann immer ¢> 2, und wenn v, , > 0, auch t> 3.

Wir werden die Grossen f(2°) Enden, indem wir f als Hauptrest
fur den Modul 2’ annehmen, also fur f den Typus zulassen:

f={0 + 2"[@, + ... + 2"-1(d;)]} (mod 29,

wo die einzelnen @, Reste vorstellen, die in Bezug auf 2 primitiv sind,
und entweder dem Typus

(Ry) .= - (mnod 2l—r"”“)

Lk

oder, wenn.¥ gerade ist, auch dem Typus
(k) (k)

2a?, AP,

(k) o (k)
Al s 2077,

(RII) O, = - 2.a(“) 4® ("10(] 2"":‘!&--:)
X 2 b 7Y
7 B

Ax

® W
AD, 248
3 5
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angehéren (F. ., p. 23). Dabei bedeuten die o, ebenso wie die 45,

lauter ungerade Grossen.

Wir geben jedem Reste @, vom Typus (R;) eine Zahl 7, = 1, und
jedem Reste @, vom Typus (Ry) eine Zahl 7, = 2. Die x — 1 Invari-
anten o eines Restes @, nennen wir p{®, p°, ..., p{ ;. Ka gelten dann

folgende Bezichungen (F. @., art. IV), wenn 7, = 1:

Dy __ .
;o}a - 17

wenn 7, = 2:

(4) — )y ___ .
Psi—1 = 2, O, = 13

ferner:
b
Ty = Pu s (h=1,2, .., xx--1)
und:

0,

9 — L,

sodass die Zahlen 7, durch die Invarianten o, bestimmt sind. In der
That erhalt man insbesondere:

T = O+ = On—1)-

Ein Ausdruck von der Gestalt ;‘_(D mag, je nachdem 7= 1 oder = 2
ist, kurz mit (I} oder mit (II) bezeichnet werden. Wir schicken zunichst
einige Bemerkungen tiber die Congruenzen

(D=m (mod 4) und (II)=m (mod 2)
voraus.

(I). Fuar einen Ausdruck

V=a& + ,& + ... + o,& (mod 4)
mogen &, ¥, ¥,, ¥, die Anzahlen der Losungen von
"'=o, 1, 2, 3 (mod 4)

vorstellen. Diese 4 Anzahlen konnen leicht nach F. @, art. VIII, ge-
funden werden. Man setze namlich

4, = ¢, + ¢, + ¢, + &,
4¥, = ¢, — i, — ¢, + id,,
41[1;2 =¢,— ¢ + ¢, — &y
4%, = ¢y + ip, — &, — idy,
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wo ¢ = /— 1, und bilde die Einheiten:

[0}
I

ot

~
™
vl x
—
I

tnd

N’

)
g BMERER) Femes
6=(— I)[‘i](— I) k .(_ I)k/\k

Alsdann geben die Formeln F. ., p. 62 und p. 64:

und

Dy = (‘ + e_I—-—ei)s * 0. (— 5)12(7)2' (L_—{;_I,) 1—2[_;]‘ 5

Wir unterscheiden die folgenden Falle:

1) x=o0 (mod 2).

W e
4¥, = 4 ¥, = 2™
3x d_:f
B) = —u; o, = —io.2%, ¢, = id.2".
- )
4, = 4¥, = 2%,
o
44;1:221 (:}22 ,
3x
41

+
>4
o=
I
N
v
+
7
N
-]

221

(f=1,3)
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[0}
l
I
&
|
<,

B) &= —r1; kY O PR Yt

4¥, = 4¥, = 2% 4 ¢.2 * |

4Y, = 4¥, = 2% —g¢.2 * .

In Betreff der Einheiten ¢ und ¢ erwahnen wir noch einige Punkte.

1) Der Rest I=a, + a, + ... + a, (mnod 4) ist durch die Einheit
bestimmt.

Da namlich immer a, =1 (inod 2) ist, so kommt zunichst

I=x (mod 2), (— 1) = (— 1)

Sind ferner von den Zahlen a, a,, ..., @, im Ganzen x, = — 1 (mod 4)
und x— %, =1 (mod 4), so folgt einerseits:

e = (— I)[;]"’,

andcrerseits:
l=(x— %) —x, = x — 2x, (nod 4],
mithin:

{ x
(_ I)[E] = (— I)[E]”‘" — e,
Im Speciellen findet man, wenn x=1 (mod 2):
I=c¢ (mod 4).

2) Ersetzt man ¥ durch — ¥, also a, (inod 4) durch — «, (mod 4),
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so mogen an die Stelle von ¢ und ¢ die Einheiten ¢~ und ¢~ treten.
Man erhalt unmittelbar:

e =c¢e.(— 1), 0" =0.g7,
also:
1) x=0 (mod 2), e =g, 0" =20.¢;
2) x=1 (mod 2), £ = —e¢, 6" =o0.

Dasselbe Resultat erschliesst man auch leicht aus der aufgestellten
Tabelle, indem man die Bezichungen ¥_, = (-—— ¥), beachtet.
3) Wir wollen

M=o, + ... + & (mod 4)

1

setzen, und die Einheiten ¢ und ¢, welche zu ¥" gehoren, mit ¢' und

o' bezeichnen.

Mit Hilfe der Relationen

R R e X E S o LE

findet man:

e = (— 1)t (— 0T el = (— .1)"E.. ST 0 e
also:
1) x=o0 (mod 2); (A) &==1; 6 =0, a=—c¢' (mod 4);
B) e = — 13 ¢3——-~—(—I)a";1 ', a=¢e' (mod 4).
2) x=1 (mod 2); (A) a=—¢ (mod4); e'=—1, &= —e.4

(B) a=e¢ (mod 4); el =1, d=a\
(II).  Jetzt liege ein Ausdruck vor:

X=(a,& + AEE+ 0B+ ... + (’a
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und es bedeute X und X, die Anzahl der Losungen von

X=0 und X=1 (mod 2)

Setzt man:
2Xo =Y + 10 2X1 = Xo — X1»
ferner:
2
(II) 0:(_i*>... —\,
4w — A1 deade — s
so kommt nach F. Q. p. 65:
3

Yo = 27 n = 0.2%
also:

x

x
2X =o* 4 6.2%, 2X, = 25— 6.2%.

Nach diesen Vorbereitungen wollen wir versuchen, eine Formel auf-
zustellen, mit deren Hilfe die Grossen f(2‘) fir Reste von n(> 1) Vari-
abeln auf entsprechende Grossen fiir Reste von weniger als # Variabeln
zuriickgefithrt werden konnen. Fur Reste f von einer Variabeln hat man
cinfach f(2%) = 1.

Da wir f als Hauptrest fir den Modul 2’ voraussetzen, so gilt je-
denfalls eine Congruenz

f= &, + 2™ (mod 2'), (W 2 1)
wo & einen Rest vom Typus (R,) oder (Ry,) bedeutet. Wir unterscheiden
zwei Falle, je nachdem die Invariante 7, = 5, den Werth 1 oder 2 erhalt.

(6, = 1).
Ist zunichst o, = 1, so lasst f sich zugleich in der Form schreiben:

f=a&® + 2P (mod 2°),

wo a ungerade ist, und f einen in Bezug auf 2 primitiven Rest vorstellt,
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welcher im Falle w, = o (x, > 1) cinc erste Invariante & gleich 1 ergiebt.
Ueberhaupt folgen die Invarianten & und 2¢" von f® aus den Glei-
chungen:

(1 1
”h—)‘l = Oy, wslll = . h=2,3, ..., n~1)

Die Anzahl f(2') der incongruenten Substitutionen T von einer De-
terminante =1 (mod 2'), welche den Rest f in sich selbst tberfithren,
driickt .sich in #hnlicher Weise ans wie oben die Zahl 7(p). In der
That, die erste Verticalreihe ciner Substitution T muss immer von
Zahlen & (mod 2') gebildet sein, welche

(1) f(&)=a (mod 2
liefern.  Dazu tritt in den Fallen, wo x > 1 ist, noch die Bedingung,
dass nicht zu gleicher Zeit die simmtlichen Congruenzen

(¢)
~bestehen dirfen (F. @, p. 172 und 128). Wir bezeichnen mit 4.20—",
je nachdem x =1 oder > 1 ist, entweder die Anzahl aller moglichen
Losungen & von (t), oder nur di¢ Anzahl aller derjenigen Losungen &,
welche nicht zugleich die Congruenzen (¢) erfillen.

Die Betrachtungen in F. Q. p. 172, zeigen, dass wirklich jedem dieser
Systeme & Substitutionen T entsprechen, welche den Rest f in sich selbst
transformiren. Ebenso wie in 5. schlicsst man dann, dass jedes solche
System &, zu genau soviel verschiedenen T Veranlassung gicht, als ver-
schiedene Substitutionen von einer Determinante =1 (mod 2*) existiren,
welche auf den Rest 2mf™ ohne Wirkung sind. So gewinnt man die
Beziehung:

LAY
I
v

1 I’

by =1, oo, §, =1 (mod 2)

f(2t) = p—Dttefm-12-1] 4 .f(1)<2z,w,)‘

In Betreff der Grosse A unterscheiden wir die Falle », = 1 und
»n > 1.

1°, Ist zunidchst x == 1, so giebt unsere Annahme tuber ¢, (wenn
n > 1), jedenfalls ¢ > 3. Nach dem Satze 4. (3) muss daher 4.2%"
die Anzahl der Losungen von f(&)=a (imod 8) ausdriicken.

Indem man in f alle Glieder fortlisst, welche durch 8 theilbar sind,
erlangt f entweder den Typus:
(1) f=a&® (mod 8).

Acta mathematica. 7. Tmprimé le 27 Juin 1885, 29
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In diesem Falle hat man f=a (mod 8), sobald £=1 (mod 2) ist.
Die Anzahl der Losungen von f=a (mod 8) betrigt demnach 4. 2%~ 7

und man findet:
A = 4.

Oder [ gehort cinem der beiden Typen an:

(2) (nod 8).

In dem Ausdrucke 4(1) erscheint mindestens ein Glied 4ay®= 41 (mod 8).
Durch Anderung des Restes von 1 (inod 2) konmer: wir aus jeder- Losung
von f=a (mod 8) eine solche von f=a 4+ 4 (mod 8) herleiten, und um-
gekehrt,  Diese  zwei Congruenzen besitzen also gleich viel, nfmlich
2. 2" Losungen, und man erhilt:

A= 2.
Oder f gehort dem Typus an:

(3) f=a& + 4(I) (mod 8).

In diesem Falle hat f=a (mod 8) stets £=1 (mod 2) und (II)=o0
(mod 2) zur Folge. Bildet man fur den Rest (LI), von x, = x Variabeln,
nach der Formel (I1), cine Einheit 0, so ergiebt sich die Anzahl der

—%

Losungen von (I1I')=o0 (mod 2) gleich 2*7'(1 + 4. 27), und man bekommt

A= 2(1 +l,>

2

Oder [ gehsrt dem Typus an:

(4) f=a& + 2(I) (mnod 8).

Dann ist f=a (mod 8) identisch mit £= 1 (mod 2) und (7)=o0 (mod 4).
Gehoren zu dem Reste (I) von x, = » Variabeln, gemass der Formel (1),
zwei Einheiten ¢ und &, so liefert die obige Tabelle:



o
[ 8]
-1
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1) x=o0 (mod 2),

[0
—
-
IS
S,
i
i
TN
—+
NG L
1 -~
—

[}
I
—
3
——
!
—

2) z=1 (mod 2),

Oder [ gehort endlich dem Typus an:
(5) f=a& + 2(L) + 4(I), (mod 8).

In diesem Falle enthalt 2(I) mindestens c¢in Glicd 2ap* =21 (mod 4).
mit dessen Hilfe die Losungen von f=1 und f=3 (mod 4) cinander ein-
deutig zugeordnet werden konnen; und cbenso erscheint in 4 (1), mindestens
cin Glied 4ar® =41 (mod 8), in Folge dessen die Congrucnzen f=a und
f=a 4+ 4 (mod 8) gleichviel Losungen zulassen.  So findet man leicht:

A =1.

2% Jetzt sei x, > 1. Wir theilen fiir cinen Moment dic Systeme
&, welche f(&)=1 (mod 2) ergeben, in Systeme erster oder zweiter Art
cin, je mnachdem sic den Bedingungen (¢) entgegen sind oder it den-
selben harmoniren. Irgend ein Systemr £ (mod 4) erster Art moge die
Congruenz

(a) f(&)=a (mod 4)

erfillen.  Da ein solches System zugleich cinen bestimmten Werth des
Restes 7(&,) (inod 8) ergiebt, so wird es nur ciner der beiden Congruenzen
f(&)=a (nod 8) und f(&)=a4 4 (mod8) Genige leisten. Ist nun
von den Zahlen £, &, ..., &, ctwa & dic crste, welche nicht ungerade
ausfallt, und andern wir den Rest &, (mnod 4) in & 4+ 2 (inod 4), so gcht
aus dem Systemec & (mod 4) cin anderes Systein crster Art hervor,
welches offenbar der anderen von diesen beiden Congruenzen geniigen
muss.  So erhellt, dass diese zwei Congruenzen gleichviel Losungen erster

Art zulassen.
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Beachtet man jetst die Definition der Grosse 4 und den Satz 4. (3),
so folgt, dass in allen Fillen die Anzahl der Losungen crster Art von
(2) durch A4.2°*V ausgedriickt ist. Man gelangt zu dieser Anzahl, indem
man die Anzahl aller moglichen Losungen dieser Congruenz um dic An-
zahl ihrer Losungen zweiter Art vermindert.

Wir unterscheiden die Falle x =o (mod2) und x =1 (mod 2),
schreiben aber der Einfachheit halber x fur .

1. Zunachst sei x =0 (mod 2). In diesem Falle treten uberhaupt
keine Losungen zweiter Art auf, da dic Congruenzen (c¢) stets f(&)==x
(mod 2) nach sich zichen.

Entweder ist nun f von dem Typus:

(1) f=(I) (mod 4).

Lassen wir dicselben Bezeichnungen wie oben fir ¢ gelten, so licfert
dic aufgestellte Tabelle:

= 1, A = I =24 (—1) E = —z']

[

N u—1 y—1

—— A= (L) T

A (=t =2

I

Oder f ist von dem Typus:
(2) = (1) 4+ 2(I), (mod 4).

Alsdann erscheint in 2(I), cin Glied 2a3* = 2p (mnod 4), welches
bewirkt, dass =1 und /=3 (mod 4) gleichviel Losungen zulassen. Dem-
nach kommt einfach:

A= 1.

2. Endlich sei x=1 (mod 2). Wir unterscheiden dieselben zwei Falle.
Entweder ist f von dem Typus:

(1) f=(1) (mod g).

Identificiren wir den Rest (7) mit dem obigen Ausdrucke ¥, so cntsteht
fur Systeme & zweiter Art:

fé)=a+ 2+ ... + o,=¢ (mod 4)
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Diese Systeme gehen also nur den Fall an, wo a=¢ (mod 4) ist. Mithin

kommt:
/ D
R Y N R |
oa4=—2: (lll()(,[ 4), A = (1 ——7171—>; et )
2 7
, ) L PR o
a=z (mod 4), A= 4 —F+— ~1—;—.~,»> e <l -*‘;_;3—)(1 + =)
QT 2 ! 2 a2

Oder £ ist vomm Typus:
(2) f=) + 2(I), (mod 4).

Alsdann bewirkt cin jedes Glied 20r®= 2y (mod 4) aus 2([I),, dass
=1 und f=3 (mod 4) sowohl gleichviel Losungen erster, wic gleichviel
Losungen zweiter Art besitzen, und man findet:

(=)

Wenn o, = 2 ist, so lasst [ sich zugleich in der Form schreiben:

[=2(a8 4+ AZE 4+ 3 £%) 4 2f® (mod 29),

wo a und A ungerade sind, und f® einen in Bezug auf 2 primitiven
Rest bedeutet.  Die Invarianten o und 2 von f® bestimmen sich aus

den Gleichungen:

@ __ 2 - -
Oh.lg == Oy, W, , = . =3, 4,..., n--1)

Wir betrachten die f(2') Substitutionen T von ciner Determinante
=1 (mod 2), welche den Rest f in sich sclbst verwandeln. In jeder
dieser Substitutionen muss die erste Verticalreihe von n Zahlen £ (mod 2)
gebildet werden, welche

(¢) 1(&) = 2a {(mod 2)

ergeben. Ferner diurfen diese Zahlen nicht zugleich alle Bedingungen

(¢) §=0, =0, ..., § =0 (mod 2)

1
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erfullen (F. Q., p. 175 und 129). Wir bezeichnen mit 24 .2« dic
Anzahl aller Systemne & (mod 29, welche der Congruenz (¢), aber nicht
simmtlichen Congruenzen (¢) genugen.

Jedes dieser Systeme £ tritt wirklich in mindestens ciner von den
~ Substitutionen T als erste Verticalreihe auf (F. ., pp. 175—177), also
etwa in einem T,. Es frigt sich, fir wieviel verschiedene T ein solches
System £, die erste Verticalreihe bildet; offenbar fur alle diejenigen T,
welche zusammengesetzt sind aus T, und aus einer Substitution 7' mit
der ersten Verticalreihe 1, o, ..., 0. Man hat also zu ermitteln, wic

vicle Substitutionen vom Typus

.
L, U, . .... ..
0, 7, , .
Zv__ —— 4 ’lr
=0, % 4 .eee.n. =1 (mod2)

O) vn).’) ““"\'

den Rest £ in sich selbst transformiren.
Setzen wir

FO=(4aa — A%y 4 2% a0 (g oy 7,2 (mod 27T,
so entsteht zunichst die Bedingung
FO0, s - vy s =(4az— A?) (mod 2°*7).

. 1 5 .
Diescr  Congruenz 1mogen S AP 20 verschiedene Systeme 7, (mod 2°)

Geniige leisten.  Durch Ucberlegungen, wic sie in F. @, pp. 176—177,
angestellt sind, tberzeugt man sich, dass wirklich jedem dicser Systeme
% Substitutionen 7' zukommen, welche den Rest [ in sich selbst trans-
formiren; es fragt sich wievicle.

Die Gesammtheit aller solcher 7' wird hervorgehen, indem man eine
beliebige unter ihnen, etwa 7', it allen Substitutionen
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LU V,..., V..,

. .
o, 1, Vi,..., ¥,

&
I

0, 0,1 , ..., 0% =1 (mod2)

1 n—2

07 07 t}t*?? vrey bYp--2

zusammensetzt, welche f (mod 2') in sich selbst tberfithren. Far T findet

man 2U=o0, V,=o0, V,=0 (mod 2'); und man ecrkennt, dass dic Anzahl
der verschiedenen ¥ durch 2F(2') ausgedriickt ist, falls J' den Rest

2%f® hedeutet.  So crgiebt sich dic Bezichung
f(Z’) — o= DI =2 b Tk f (- 2)2.- ”.A.A“). /a‘.’)(gl -m)_
Nun hat man zugleich
/‘(1)(28+1) = DA (et Hila—- 27 1) A(I}. f'(?)(zlﬂm._.);
also kommt endlich:
f'(21> — 2(71—1)t—n(n—.‘:).A./‘(l)(2l+1).

Um die Grosse A4 zu finden, beachte man, dass das System der z,

. . . . I 9
Congrucnzen (¢) sich als identisch it dem Systeme 59—[20 (med 2)

n--1

(=1, 2, ..., n) erweist. Nach 4. (4) muss infolgedessen 4.2"" dic

Anzahl aller Losungen von

(«) Lrg)=1 (mod 2)

2

. . 1 . ) . .

vorstellen, bei welchen die n Zahlen 5 5£ nicht siammtlich gerade sind.
Si :

Wir wollen fir » einfach » sctzen.

. I
Entweder ist 5/ vom Typus:

1] > f=(IT) (mod 2).

In diesem Falle liefern die Congruenzen (¢) stets f=o (mod 4): sie
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sind also nicht mit (a) vertraglich. Gehort zu (II) wie oben eine Ein-
heit 4, so kommt demnach:

Oder é f ist vom Typus:
(2] ;fE (II) 4+ (I) (mod 2).

Dann erscheint in (I) ein Glied ag®*=1y (inod 2), welches zur Folge
hat, dass —;fzo und —; =1 (mod 2) gleichviel Losungen zulassen, man

betrachte dicse Congruenzen fur sich oder zusammen mit den Congruenzen
(¢). Man erhalt also:

Die Grosse A® bestiinmt sich mit Hilfe der Formeln aus (o, = 1).
Im Falle (1] findet man, wenn x = 2: AV = 4, und wenn x > 2:

o . (2 1.
), wobhel = <4a?2— A’)'ﬁ’

2

AV = 2(1 +

im Falle [2] wird immer A" = 2,

Wir setzen jetzt allgemein:

Lol (n—h)(n-~h+-1)_1) 1,n—1 1,n—1

n(n—1)
f(2’) — 2 2 + % mh( 2 . ];I ”h‘f{Q}' (:>1+ %: w.)

Unsere Recursionsformeln gehen dann in
— 1)
flo} = 4.7r%z)

@ber, und auf Grund der gefundenen Werthe von A konnen wir den
vollstandigen Ausdruck der Grosse f{2} hinschreiben.



Untersuchungen iiber quadratische Formen. 233

Es bedeute, wie bisher, f cinen aus 2 Gliedern bestehenden Haupt-
rest, wo A gleich ist der um 1 vermehrten Anzahl aller durch 2 theil-
haren Grossen 2* (h =1, ..., n—1). Ferner bezeichne p— 1 die
Anzahl aller Grossen aus der Reihe a4, ,2"g,,, k=1...., 2 — 1),
welche den Factor 4 enthalten, und v — 1 die Anzahl aller Grossen

dieser Reihe, welche durch 8 aufgehen.
=D +6- 1)

ﬁﬂh
und aus . Factoren N, welche den i einzelnen Resten &, entsprediew, mnd
folgendermaassen bestimmt werden:

(I).  So oft @, ein Rest vom Typus (R;) ist, nelme man:

6= (=203 (=)

Die Grasse fl2) ist dann gleich einem Producte aus der Potenz -

und setze o, = 1, falls die Zahlen =,_,.2"" und 2°" . t,,, nicht beide durch
4 theilbar sind; andernfalls aber bilde man fir ®,, gemdiss den Formeln (1),
zwel Einheiten ¢, und o,, und selze:

1) wenn xz, =0 (mod 2),

je nachdem s, = 1 oder = —1 st

x5

-2
o, =1+ a2 7% ) oder =15

2) wenn %, =1 (mod 2),

xe—1

q. = (I + f'I‘L.. Q_T)—‘.
(I1). 8o oft @, ein Rest vom Typus (Ry;) ist, nehme man:

G (=B (=)

und setze o, = 1, falls die Zahlen 7,_,.2""" und 2°". z,,, nicht beide durch
4 theilbar sind; andernfalls aber bilde man fir ®,, gemdss der Formel (1),
eine Einheit 0,, und selze:

Xk

0= (1 + 6.2 ).

Die Richtigkeit dieser Ausdricke ergiebt sich mit Hilfe eines Schlusses
von # — 1 auf =.
Acta mathematica, 7. Imprimé le 6 Juillet 1885. 30
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Wir erwshnen noch folgende Relation. Bedeutet M — 1 die Anzahl

aller durch 4 theilbaren Grossen z,.2“"*.7,,,, so hat man

gl 25{_1.01 O Oud
1Ty .. . Ta

Die Congruenzen f(&)=m (mod 2) sind sehr eingehend von Herrn
C. Jorpax in der Abhandlung Swr la forme canonique des congruences du
second degré et le nombre de leurs solutions ' untersucht worden. Die uiber
diesen Gegenstand hier angestellten Betrachtungen sind indess wesentlich
anderer Art. Die am Anfange gegebenen Werthe der Zahlen ¥} und X,
wird man auch aus Art. 8. des Mémoire sur la représentation des nombres
par des sommes de cing carrés® von H. Smitu ableiten konnen.

Y. Die Grossen [ {q} in ihrer Abhdangigkeit von den Characteren C.

Die Einheiten, welche in den Grossen flg} auftreten, sind offenbar
Invarianten der Form f. Sie mussen sich daher mit Hilfe der beson-
deren Charactere C ausdriicken lassen, die wir in 2. aufgezihlt haben.

Um dieses darzuthun setzen wir f, wie in 2., als characteristische Form
ihres Genus voraus. Die aus den ersten 7 Reihen von f gebildeten sym-
metrischen Minoren mogen also Werthe o,d,_ ¢, von solcher Art liefern,
dass ein jedes ¢, relativ prim zu 20,0,...0,_, und zu ¢, ;.¢,,, ausfallt.
Ferner sei f primitiv.

Bedeutet ¢ zunachst irgend eine ungerade Primzahl, die nicht in A
anfgeht, so hangt flq}, ausser von der Zahl #, nur in dem Falle eines
geraden 2, noch von einer Einheit # ab. Man findet dieselbe gleich

(.___I);A — (— 1);1—10103 s On—30n—1)
( q ) < q )

Ist weiter ¢ = p irgend eine ungerade Primzahl aus A, so sind,
laut Voraussetzung, simmtliche Zahlen ¢, zu p prim. Wir besitzen also
in f eine Grundform fur den Modul p (I ., pp. 35—36). Die Classe f

' Journal de LiouviLiLE, Deuxiéme Série, T. XVIL, 1872, pp. 368—402.
* Mémoires présentés 2 1'Académie des Sciences de Paris, T. XXIX N°1.
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liefert infolgedessen fiir cinen jeden Modul »' unter anderen Resten auch
folgenden Hauptrest:

6,% ,

%%
9,9, ,
9,

(mod p).

@
I

Gl

010y« v Uy o ——
”n——lS[’n-1

In dem Ausdrucke -von f{p}= ¢!p} gehort zu jeder von den A
Zahlen »x,, welche gerade ausfillt, cine Einheit 6. Setzt man & ., = r,
# == s, und ist also s —» = x, =0 (mod 2), so nimmt eine solche Einheit
den Werth an:

§—7
(" l) 2 0r410p43 - .. 053051 . G/'¢1'¢J¢a
1)

Endlich sei g = 2. Nach Voraussetzung sind alle Zahlen ¢, un-
gerade, und f stellt eine Grundform fir den Modul 2 vor, Man gewinnt
daher, nach F. @, pp. 34—36, einen Hauptrest

e=10, + 2" [0, 4 ...+ 2 1(@,)]) (mod 2')

der Classe f, indem man die Einzelreste &, in folgender Weise auswiahlt,
Zur Abkirzung sei &_, = r, & = s; danu nchinc man, wemn 7, = 1:
2L‘r. wk

— = ¢'l + 0r+19b2 + s 0. + 0r+10r+: e 0;-—~19’)s~—1' |

010z2...0r I (mod 277,

) :_L"-H Z2
.= &
¢ Drii—1
und wenn 7, = 2, also jedenfalls s — r =0 (mod 2):

e

2

O=¢ + 0,110 02Ps + oo+ 0,410,45+- . Ux-zﬁ'!"g;r

0103 ...0,
lz ' (mod 27™),

2

2¢r19i—1 52 - Or42i-1¥r+2i — Ai¢rraice

[ =L 2467, + v}
sbt Pri2ia i + i lﬂl 2501-+2i——1 /B

wo die 4, irgend welche ungerade Zahlen bedeuten sollen.
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So oft nun 7, = 1 ist und dic Zallen o, ;2% und 2“g,, beide
durch 4 theilbar xind, kommen fir den Ausdruck f{2} zwei aus den
Coefficienten vou &, gebildete Einheiten = und ¢ in Betracht. Indem
man wicderholt die fur ungerade a¢ und « geltende Congruenz

ag — 1 —1 o — 1
= + (mod 2)
2 2 2
anwendet, ergiebt sich ¢ als eine Potenz von — 1 mit dem Exponenten:
g1 e ! z o aupt + 1 (v=15 e [557])
2 ;T 2 ’ UL
wihrend ¢ aus zwei Potenzen von — 1 zusammengesctzt crscheint, von

denen die eine den lixponenten:

r 1,601

¢,—1 ¢, —1 Crit—1 ¢ppa—1 ¢oo—1 ¢—1 z ¢ch—1 op+ 1
5 2 + 2 : 2 ++ T T + 2 2

h

& <~

und. die andere den Lixponenten:

:Lr', + (— ])"‘—".('sfx_— 1 +zus b1+ I> + 9/‘.‘——1.2: O _9y + 1
> \ 2 2 >

2 2 2

.
+ ‘/ \ Ogapg1 F 1 ooy 1 «,r,u,u:t,‘_’,...,[az }
2 T2

o <y
erhalt.
Dic erstc Potenz aus ¢ findet man mit Hilfe der Formeln aus

. @., p. 85 gleich
I 5[ . ],~([,~+l)|| oot /.(l;—l)l r41,5—1 ¢
r+ a s— 2
(E) = E=y I )

withrend dic zweite, cbenso wic die Einheit ¢ sich unmittelbar durch die
¢r—1 a1
T

Charactere (— 1) > und (— 1) * ausdrickt.
Es verdient beachtet zu werden, dass in f]2} die Einheiten ¢ und ¢

nur in der Verbindung

S A —
HT” anftreten, wo ¢~ = ¢.:2%7"' die zu — ¢,

gehorige Einheit ¢ bedeutet,
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So oft ferner 7, = 2 ist, und die Zahlen 4, ;2" und 2", beide

durch 4 theilbar sind, begegnet man in fl2) ciner aus den Coefficienten
von @, gebildeten Einheit

’ s \

A= ( :
Op410r43 e - 053051675/

Wir bemerken schliesslich, dass die mit f= Za,a,r, adjungirte
I
(=) 2A

Form f’ i T e
mit den Grossen flg} identisch sind. s crhellt dieses leicht uus dem
Umstande, dass die Invarianten o;, ¢, und dic Zahlen ¢, der Form f’
dic Gleichungen erfiillen:

£ixy lauter Grossen f'lg) liefert, welche

ro_ v [ 1
Op = O, _p, g, = o'u—h_? s:h - (_ I) . srn——h‘

8. Adusdruck fitr die Formenuanzahl eines Genus.

Irgend cin primitives Genus f sei definirt durch seine Invarianten
I, 0,, o, C, welche allen fiar dic Lxistenz des Genus nothwendigen
Bedingungen geniigen modgen. Wir bilden, nach den in 5., 6. und 7.
angegebenen Regeln, die verschiedenen Grossen flq}, welche zu unserem
Genus gehoren. Wir sctzen ferner

1,n—1

@ — I"I Ol;‘(n—lz)

und

~
TN
N
S
LS
N
i
——
L
<
N
(-]
SN

PEED)
ST

|G

WO F(é) = ya, 1'(1) =1, I'u + 1) = ul'(«).

Wir wollen von dem Falle absehen, wo n = 2 und (— 1)fo, ==
eine negative Quadratzahl ist, das Genus also lauter zerlegbare Formen
enthalt,
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Schliesst man diesen Fall aus, so besitzt das tber alle moglichen
Primzahlen ¢ = 2, 3, 5, ... erstreckte Product

v 11
.0102...6,,_1 /{2} f{

1) M=c,

w
——
—

v
—

e
——

>
——

stets einen endlichen Werth.
Uwmr dieses nachzuweisen, wollen wir in M die Grosse

B

4t )

als allgemeines Glied cinfuhren. Solches kann leicht geschehen, indem
man mit der Identitit

1 = SZS4...SZ[:4;1].H(I ——-;—;)(I ——i;) <l —-ﬁ)

e e s " S 1 .
multiplicirt, wo §,, die Summe Zﬁzk bedeutet. Man weiss, dass diese
1 Z

2k
(2m)

e hat, falls unter B, die &* BrerxourLr'sche

Summe den Werth %b".

Zahl verstanden wird.
Fir jede nicht in 2A cnthaltene Primzahl p komumnt, wenn n =1

(mod 2):

und wenn n=o0 (mod 2):

B =i — (=4 i O)-(22)

Py

Sind also die nicht in A aufgehenden, ungeraden Primzahlen, ihrer
Grosse nach geordnet: p, pf, p”, etc,, so wird das unendliche Product:

E,E.E,....,
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je nachdem n =1 (mod 2) oder n=o0 (mod 2), gleich 1 oder gleich der
Summe:

n
(— 1A\ 1
Z m u?
me?
wo s alle positiven nnd zn 2A relativ primen ganzen Zahlen durch-
lauft. Zur Bezeichnung dieser Diricurer'schen Summe mag das Symbol

TSN
2
dienen.
Man setze nun:
Cp. S28'4 - Sg[an] = C,,,_
d. i, wenn #=1 (mod 2):
n—3

I

q,==(é> ' .BrBQ...zgiq.____~l___‘-,

\

und wenn #=o0 (mod 2):

a-4
£y 2 [
C,, = 5 'Bl B? .« e B"_?o_7"7

kR

und lasse ferner 0 alle Primzahlen aus 22 durchlaufen. Dann kénnen
wir endlich schreiben, wenn #n =1 (mod 2):

2) M=c.—2 1K,
a0y . .. 0',,.__] d
und wenn # =0 (mod 2):
_ vD . il
2) M= G .,010'2 .. Op—y ) I(_;IE() ’ DZ_:. [(— I)l : E]

Diese Ausdricke zeigen in der That, dass M cinen endlichen und posi-
tiven Werth annimmt.
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Fiir ein Genus von biniren zerlegbaren Formen gewinnt man ein
I

. . Uy .
ahnliches convergentes Product M, indem man —/‘lqll an die Stelle von
11

I
-1 treten lasst.
N4

Wir hehaupten nun:

Die Formenanzall unseres Genus besitzt den Ausdruck:
M. Q,

wo M das angegebene Product und & eine positive unendliche Girisse bedeutet,
die nur von n und I und von der Anzall der Darstellungen der Zahl o
durch die I'ormen des Genus abhdngt.

In den Fallen eines definiten Genus (I = o oder I =n) ist ins-
besondere dieses Q gleich der Anzall aller ganzzahligen n-reihigen Substitu-
tionen von der Determinante 1, und mithin M gleich der iber alle Classen

Cl des Genus erstreckten Summe Z ) lCt )’

Wir werden uns begniigen, das vorstehende Resultat fur die Falle
definiter (und zwar positiver) Genera zu crweisen. Dabei werden wir
von den DimricaiLET'schen Methoden' Gebrauch machen, und in den Fallen
n > 2 einen Schluss von n — 1 auf » zu Hilfe nehmen.

Zweiter Theil.

9. Das Maass eines positiven Genus dargestellt durch einen
gewissen Grenzwerth.

Ein positives Genus ¢ von n( > 2) Variabeln sei definirt durch seine
Ordnung 0:

d = 0

0° ’.

(0'“ 02) crey Oq 9y Oy I

01y Ogy vovy 0, 9y Oy 4/

' DiricHLET, Recherches sur diverses applications de Uanalyse infinitésimale 4 la
théorie des mombres. (CRELLEs Journal, Bd, XIX))
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und seine Charactere C. Wir setzen voraus, dass dieselben den fur die
Existenz des Genus nothwendigen Bedingungen gentigen. ¢, sei gleich 1,
das Genus also primitiv.

Es sei A die Determinante des Genus, und £ eine beliebige zu 2A
relativ prime ganze Zahl. Durch die Kenntniss der Invarianten O und €'
sind wir befahigt, die Reste unseres Genus fur einen jeden beliebigen
Modul hinzuschreiben. Insbesondere konnen wir also irgend cinen Haupt-
rest ¢ in Bezug auf den Modul #,.8AR angeben. Der erste Coefficient
von ¢ heisse g,a. Die Zahl a ist dann sicher relativ prim zu SAR.

Wir richten unser Augenmerk auf den quadratischen Character von «
in Bezug auf den Modul 8AR. Lnthalt A im Ganzen b ungerade Prim-
zahlen 3, und R im Ganzen r ungerade Primzahlen », so wird dieser Cha-
racter durch die Gesammtheit der folgenden 2 + b + r Symbole definirt:

Gy )

Diese Symbole konnen zum Theil Charactere des Genus vorstellen, zum
Theil konnen sie bei anderer Wahl des Restes ¢ andere Werthe erlangen. '

() 0T (),

/4

' Man iiberzeugt sich leicht, dass in dieser Beziehung die nachstchenden Sitze

gelten:

Eine jede Einheit (;) kann sowohl gleich + 1 wie gleich — I ausfallen.

. e . (1 ]
Eine Einheit (5) hat einen festen Werth, wenn o, =0 (modd), also ¢ von dem

Typus ¢,a5" (mod ) ist. Sonst kann dieselbe beide Werthe + I annehmen.

a—1

— 2 . .
Was die Einheiten (— 1) 2 und (—) anlangt, so unterliegen dieselben keiner Be-
P

schrinkung, wemn o, = 2 ist. Ebenso im Allgemeinen, wenn ¢, = 1 ist; nur bestehcn
hier die folgenden Awusnahmefille:

a—1

2
I. Ist ¢ =af® (mod 8), so sind beide Einheiten (— 1) 2 und (;) Charactere.
2. Ist ¢=af® (mod4), oder ¢ =uf® + 3;° (mod4) und «=p (mod 4), oder

a—1
p=a8® + 37" + 77° (mod 4) und « =/ =7 (mod4), so hat die Einheit (— 1) * eincn
festen Werth.

Acla mathematica. 7. Imprimé le 7 Juillet 1885, 31
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Wie in 6. bezeichnen wir mit x den Index der ersten von den »
Zahlen o,, 0,, ..., 0,_,, 0,(= 0), welche gcrade ausfallt.

Wir denken uns in jeder iberhaupt existirenden Classe des Genus
je cine Form ausgesucht, welche nach dem Modul o,.8AR den Rest ¢
lasst. Kinc beliebige der so gewonnenen Formen sei f.

Wir bestimmen fur die Variabeln von f alle Systeme &, &, ..., &,
welche dem Ausdrucke f(&) einen Werth g m crtheilen, wo m prim zu
8AR ist und den Gleichungen

C(m) = C(a)
geniigt, welche aber dabei, falls x > 1 ist, nicht die Bedingungen
(e)
crfilllen.  Ueber alle diese Werthsysteme £,(Z 0, o,..., 0) erstrecken wir

alsdann die Summe
S=pYy ——
= = —_——
r a4,

I S
;‘f(:i)

1

v

1

AL

. ... =§&,=0, (mod 2)

2

und wir wollen den Grenzwerth ermitteln, welchen diese Summe fiir ein
positives, unendlich abnehmendes p erreicht.

Die definirten Werthsysteme & werden in einer gewissen Anzahl A
von arithmetischen Progressionen

& — 8AR.X, 4+ v, & — SAR.X, + 1, . . ., & — SAR.X, + v,
a3+ a—1

3. Tst ¢ =af® + 29" (mod 8) und setzt man (— 1) ¥ ==¢, sokonnen (—1) ?

a—1
2 . 2 .
und <—> sich nur mit ¢ so dudern, dass & ? (;) fest bleibt.
a

a1

4. Wemn ¢=uf’ + 2(37° + 77%) (mod 8), so sind fiir die Kinheiten (— I)T und

2 . ; . _
(~> nur drei von den vier Systemen + I, + I zulissig. Ist ndmlich A= — ; (mod 4),
[74

a—1
2

~s0 kann der Fall nicht eintreten, dass (— 1)

2
ungeindert bleibt, wihrend <—) in

74

2 .
— <—> ibergeht, und hat man F=;=#.a (mod4), § = * 1, so ist der Fall aus-
[74

e 2\ . 2
2 in’s Gegentheil umschligt, wihrend <;> sich in 4. (&) ver-

/

geschlossen, dass (— 1)

wandelt.
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enthalten sein. Man bezeichne mit 2°*~P. 4,, wenn x> 1, die Anzahl
aller derjenigen Losungen € (mod 8) von

;Il—;o(é'i) =a (mod 8),

welche nicht zugleich den Bedingungen (c¢) geniigen, und wenn x = 1,
die Anzahl aller indglichen Losungen dieser Congruenz; ferner mit
2"~1. A, die Anzahl aller Loésungen von

¢ (&) =o,a (mod p),

wenn p eine der ungeraden Priinzahlen aus AR bedeutet. In den Aus-
driccken von 4, und A, erscheint a, wie wir wissen, nur in den Einheiten
C(a). Dieser Umstand lasst erkennen, dass die Anzahl A den Werth hat:

A= (8AR)".—;I:I|£<I _Z‘I)Aq

wo ¢ die 1 4 b + t Primzahlen von 8 AR durchlauft.

Setzt man fir die & zunichst nur alle diejenigen Systeme, welche
in einer der A Progressionen vorkommen, so ergiebt sich der Grenzwerth
der entstehenden Summe far ein p = + o, nach F. @, p. 148, gleich

’ (7=2,0,r)

(SAR)™ ,
S, /A

a,

n

wo

—

Fur die ganze Summe £ wird daher

n

\SA_QLLH 1 @=29,n

Lilll(:') =@,.—
(p=0) . B
P " S2FD+E \ 2 7

wo (8AR), das uber alle Primzahlen q von 8AR erstreckte Product

H ( 1 ——-é) bedeutet.
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Eine Summe X, von ahnlicher Beschaffenheit wie £, mag jetzt nur
alle solchen Systeme & = x; umfassen, in welchen dic # Zahlen &, &, «.,, &,
keinen gemeinschaftlichen Theiler haben.  Offenbar entstehen alle mog-
lichen Systeme &, wenn wir diese besonderen Systeme x; it allen posi-
tiven und zu 8AR rclativ primen Zahlen z multipliciren. Man findet

daher
5 == .Xz Z_‘*‘n(1+p) [}

und in der Grenze fur p ==

Lun(“) : Z 5

Die hier auftretende Summe hat bekanntlich den Werth:

(8AR),.S,,

wenn S, die Summe 1 4 —l; + L" 4 ... und (8AR), das itber alle Prim-
2" 3

zahlen ¢ von 8AR erstreckte Product H ( I —%) ausdriickt.
q
Wir bemerken noch, dass die Summe X sich in ¢(f) unter einander

identische Summen X, zerlegen lasst. Dabei ist unter #(f), wie in 1.,
die Anzahl aller Substitutionen von der Determinante 1 verstanden, welche
die Form_ f iu sich selbst transformiren. (Solche Summen X haben dann
auch in Fallen indefiniter Formen einen Sinn.)

Wir bilden endlich e¢ine Doppelsumme:

- Zt(f) YL

0 o

01

erstreckt, einmal: iiber alle die iniquivalenten Formen f(= ¢, mod ¢,.8AR),
die wir oben als Reprasentanten der einzelnen Classen des Genus auf-
gestellt hatten; und dann, fur jede dieser Formen f: wiber alle solchen
Systeme z,, #,, ..., %, ohne gemeinsamen Theiler, welche einer Congruenz

/'(x‘)s az’ (mod 8AR)

9
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geniigen, wo 2 zu 8AR relativ prim ist, und welche dabei, falls x > 1,
nicht alle Bedingungen

(¢) n=r=...=x,=0 (nod2)

erfillen.
DPer Grenzwerth ! der fritheren Summe X hatte sich als unabhingig
von der speciellen Form f erwiesen. Infolgedessen muss der Grenzwerth

L dieser Doppelsumme gleich ! XZZ(l_f’) sein.  Durch die hier erschei-

nende einfache Sumimné ist aber das Maass M unsercs Genus dargestellt;
man erhilt demnach:

"

AR :
L=en.(~§2—+b—h—)}--——_l———-i—l_-HA,‘.M. q=2,8,1
27T (BAR),. 8, VA ¢
Wir werden jetzt fiir L cinen zweiten Ausdruck ableiten, und durch
Vergleichung der beiden Ausdricke werden wir dann die in 8. auf-
gestellten Formeln als richtig erkennen.

10. Bestimmung desselben Grenzwerthes auf anderein Wege.

Wir haben soeben den Grenzwerth L gefunden, indem wir uns die
Summe § erst nach den einzelnen Formen f, und dann nach der nume-
61
in S um lauter positive Glieder; wir mussen daher zu demselben Grenz-
werth L gelangen, wenn wir die Summe S direct nach der Grosse der

rischen Grosse der Zahlen geordnet dachten. Nun handelt es sich

Zahlen aif (r,) = m angrdnen. Durch ein solches Arrangement cntsteht

fur S zunichst ein Ausdruck von der Gestalt:

/’Z M(m) ’
m

n
2—(l+p)

wo die Summation alle positiven Zahlen m betrifft, die zu 8AR relativ
prim sind und den Gleichungen: C(m) = C(a) geniigen,



o
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Hermann Minkowski.
Fir jede dieser Zablen m hat die Grosse M(m) folgende Bedeutung.
Es bezcichne m(f), wic oft cine bestimmte Form [ dic Zahl om mit
Hilfe von Systemen ., darzustellen vermag, welche keinen gemeinsamen
Theiler > 1 haben, und ausserdem, falls x > 1, nicht alle Bedingungen
(¢) erfilllen. Dann ist:

M(m) = :n(( /g) ;

wo die Summe sich iiber alle die Formen f erstreckt. Die Grosse M(m)
bildet also, wie wir uns nach F. @, p. 142 ausdriicken, das Maass fur
alle dic definirten Darstellungen «; der Zahl gm durch die verschie-
denen Formen f des Genus G.

Treten in der Zahl m im Ganzen p ungerade Primzahlen p,, p,, ..., p,
auf, so erscheint, nach F. Q. p. 143, dicses Maass M(m) als das 2-fache
von dem Maasse eines bestimmten positiven Genus G(m) von Formen mit
n — 1 Variabeln, welches enge mit dem Genus G' zusammenhingt. Von
den  Sitzen, welche dicsen Zusammenhang feststellen, wollen wir hier
soviel anfihren, als fir dic Bestimmung der Grosse M(m) von Wich-
tigkeit ist (Vgl. F. ., art. XVIII).

(1). Es sci zunichst » = 2, in welchem Falle A und o, identisch
sind.  Je¢ nach der Beschaffenheit der Zahl s bieten sich zwei Moglich-
keiten dar.

Entweder ist fur dic Zahl m die quadratische Congruenz

— A =2 (mod o,m)

nicht losbar. In diesem Falle existirt auch das Genus G(m) nicht, und
man hat sein Maass gleich o zu sctzen.

Oder diese Congruenz ist losbar und besitzt 2* Losungen 2z (mod a,m).
Alsdann wird das Genus G(m) von der einen Form g = £° gebildet und
liefert das Maass 1.

In beiden Fallen kann man schreiben:

G G

__AR:

)

Der zweite Fall ereignet sich beispielsweise, wenn man far ¢,m den
ersten Coefficienten einer der Formen f wihlt, was man thun darf. Denn

M(m) =|1 +<
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nach Voraussetzung ist ein solcher Coefficient = ¢,a (mod 0,.8AR). Man

hat dann jedenfalls <:mA> = 1, worin eine Bedingung fur die Einheiten
C(m) = C(a) liegt. |

(2). Ist » > 2, so erkennt man zunichst, dass die Invarianten von
G(m) durch die Zahl m'C(m) = C(a)] und die Invarianten von G stets
in solcher Weise ausgedriickt sind, dass das Genus G'(m) wirklich existirt.
Wir haben bereits bemerkt, dass dieses Genus sich als positiv erweist.
Man findet es auch primitiv. Seine Invarianten o und ¢ erlangen die

Werthe:
( 0'2’ 03, s guv-l\)
M0y Ogy oy 04y,
2, n—1 2,};—1
Es sei A'=1IIo" und D' = II of* """, Terner fallen seine Cha-
h h

n—1

. . . ulm—1)
ractere derart aus, dass fir jede seiner Formen g = X ¢, &£, die —
1

Congruenzen:

(

je 2" Losungen zulassen.

Wir nehmen nun an, die Formeln aus 8. seien bereits fiir den Fall
1 — 1 erwiesen, und wir wollen dieselben benutzen, um das Maass von
G(m) anfzustellen. Wir bilden zu dem Behufe fur irgend eine Form g
dieses Genus alle Grossen glg!, und wir schreiben:

(=) =g) - (=)

q
— E.

w

) — 0,0 = 2,2, (mod a,m)

919}
Far das Maass von G{(m) erhalten wir dann einen Ausdruck:

n—2 n—2

\/@T-”l2 ’mT 1IM IM 1

G203 . . . Oy

wo ¢,_, eine Constante bedeutet; und die Grosse M(m) ergiebt sich gleich
diesem Ausdrucke, multiplicirt mit 2*. Es sind jetzt die Grossen E,; zu
ermitteln,
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1) Ist zunachst ¢ irgend eine ungerade Primzahl, die weder in AR,
noch in m aufgeht, so kommt, nach 8., wenn n =0 (mod 2):

E) =1,
und wenn » =1 (mod 2):

el -1
' (— 1) 2 oymAN T
Y, =] 1 — | — '*) 3 .
! ¢ ;o2

éﬁ'—) Bildet man
q
das Product HE}, iber alle nicht in 2A Rm aufgchenden Primzahlen ¢

in- ihrer natirlichen Reihenfolge, so kann man fiir dassclbe, je nachdem
n=0 (mod 2) oder n=1 (mod2) ist, entweder 1 oder diec Summe

In dem letzteren Falle hat man zugleich: (%) =<

n—1

Dz:l[(_ 1) ? almAR’] setzen.

2
2) Ist weiter ¢ = p eine der p ungeraden Primzahlen aus m, und
p' die hochste Potenz dieser Primzahl, welche m theilt, so besitzt das

Genus G(m) Reste vom Typus:

9= +pHad + .+ en8,) (mod ), >

wo die Grossen ¢, ¢, ..., ¢, sammtlich zn p prim sind. Aus den
Congruenzen (z) erschliesst man das Bestehen einer Congruenz:

— a2 d\
—o0,c=2" (mod p);
man findet ferner:

0Oy = (a':n>k-. A’ (mod p').
1)

Im Falle eines » =0 (mod 2), wo zugleich (()'—])Aﬂ) = <—%—), kommt also

1 .. .Cn:g> _ (—— A>.
P S\ p

Die Formeln ans 5. und 8. geben in diesem Falle:

E, = % [1 + ((— I)h;}Jl , ..c,,,,?) T_!{g] _ ;]l’ n <(— foR?) "x_?||’

p2
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dagegen, wenn n=1 (mod 2):

E —

3) Ist endlich ¢ eine der Primzahlen aus 8AR, so besitzt das ge-
gebene Genus G fiir einen jeden Modul ¢ Hauptreste £, mit einem ersten
Coefficienten o,m. Aus diesen Hauptresten entspringen, nach den Sitzen
aus F. @, art. XVIII, in einfacher Weise Hauptreste des Genus -G(m).

Bedeutet q zunichst eine der ungeraden Primzahlen 3, r, so hat
ein f, den Typus:

4]

| = o,mé’ +

T (mod ¢").
om
Der hier auftretende Rest f® (mod ¢ ) bildet dann einen Rest des
Genus G (m).

Ist ¢ = 2, so mussen die Falle 6, = 1 und o, = 2 unterschieden
werden.

Im ersteren Falle hat ein f, den Typus:

2 01/“)
f, =mé&" + s (mod 2%),
wo f% ecinen in Bezug auf 2 primitiven Rest vorstellt, welcher im
Falle 0, =1 (mod 2) eine erste Invariante o gleich 1 licfert. In diesem
f (mod 2~*) finden wir einen Rest von G(m).
Im zweiten Falle (s, = 2) hat f, den Typus:

~ o 2)
f, = 2(m&* + ALE + m&*) + (i‘o—;f— (mod 29,

wo A ungerade und f® primitiv in Bezug auf 2 ist, und man gewinnt in

— (4mm — A%

o — 9% + 20,f® (mod 2'*")

0,

einen Rest des Genus G(m).
In allen Fillen ergiebt sich nun, nach 5. und 6., wenn ¢ gross genug
gewahlt ist, die Bezichung:
fla} = 4,.f\q},

wobei A, mit der in 9. auf diese Weise bezeichneten Grosse identisch ist.

Acta mathematica, 7. Imprimé le 30 Juin 1885. 32
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Fur die Ausdricke E, und E! folgt hieraus, wenn #=o0 (mod 2) und
> 2, die Gleichung:

E, = A,E,
und wenn n=1 (mod 2):

El — AqEq

o I

n—1

q
Im Falle #n = 2 findet man in ahnlicher Weise: flg} = 4,, also, da

hier E, =}7{;—} ist: 4 E, = 1.

Fassen wir alles Vorhergehende zusammen, so konnen wir die Grosse
M(m), wenn n > 2 ist, in folgender Form schreiben:

72—-2 n—2

. VDo’ m 14 E (4=2,9,1)
a2 T4, E,  (m),

0303 .« . Op.1

wobei im Falle eines geraden z:

(m) II{ 1+ <(— I)?AR2> } (P=P1 P ores D)

P
und im Falle eines ungeraden n:

(m) = ~—-——.D,,_, [(-—— )Tla mAR? ]

SAlf),, 1 ‘T

Dieser Ausdruck bleibt nun auch fur n = 2 giltig, wenn ¢ =1
genommen wird.
Wir vergleichen jetzt den friher gefundenen Ausdruck von L mit

dem Grenzwerthe Lim <pz M(m) ) Dadurch erhalten wir eine Beziehung
F0+»

fur das Maass 1 des gegebenen Genus. In dieselbe setzen wir

M = ¢ HE Dy. M,, (4=2.9,m

RO . Oay
n

wo Dy = 1 sei fur ein ungerades n, und gleich D, [(— 1)? AR] far ein

gerades #, und wo D = A .D' und ¥

a2
G =2—(n=2); =C"‘—“‘.§L(nzo, mod 2; # > 2); = 12,8, \(n=1, mod 2)

€n e, N
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die Grossen aus 8. bedeuten sollen. Die Grosse M, erweist sich dann
als unabhingig von der Zahl R, und es wird M, = 1 sein 1miissen,
damit die in 8. fur M aufgestellten Ausdricke in Wirklichkeit gelten.

: 2 . .
Schreibt man noch P fiir p, so lauten die Endformeln: wenn n = 2,

8AR — AR? —AR
(1) 2,(2)“3‘1_22}{) ') M, Lnnpz 1+pH’I+ >]

wenn #=0 (mod 2) und > 2,

(2) (BAR), Ds[<‘ van]

; . 74
22T BAR),. S, 0

= Lim pz H"H |: — I;)AI' )—i_EJl‘,

wenn n=1 (mod 2),

n—-1
T2

8AR), (BAR)._;. S, '
() CAD, AR Sy NG

.- . A = ,. , _I_ R
PERLET (SAR)” S, 1[0 Lim l/)z IR Di:_][( I) l

Dabei durchlauft m, wie erinnert werden mag, alle positiven und
zu 8AR relativ primen ganzeh Zahlen, fur welche die 2 4+ b 4 v Ein-
heiten

m—1

C(m) (— I)i‘r, (’—i> ,

gewisse feste Werthe annehmen, die fir ein n = 2 jedenfalls der Bedingung
<_ AR®

(5 (%)

! B

= 1 geniugen.
m > g o

(BAR),

2? +0+1

Diese Zahlen m bilden offenbar die Individuen von (8AR)".

arithmetischen Progressionen 8AR. U + m,, (U =0, 1, ..., o) von der
Differenz 8 AR. Infolgedessen muss nach Diricurer die Gleichung bestehen:

(8A D), . 1
(4) ~22+—b+r_ == IJ]Ill ([)Z F) -
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Von derselben werden wir sofort Gebrauch machen, um in allen
Fallen das Resultat M, = 1 abzuleiten.

11. Beweis, dass M, = 1 ist.

Wir schicken die folgende Betrachtung voraus:
Es sei eine ganze positive oder negative Zahl N theilbar durch alle
ungeraden Primzahlen, die unter einer gewissen Grenze G 4 1 .liegen;

ferner soll p die saimmtlichen Primzahlen irgend einer zu 2.N relativ pri-

I
0 _—'I—)F H dann

men Zahl m durchlaufen; endlich sei v > 1 und ;=

gelten die Ungleichungen:

1 —y<D(N)<1+4p; 1 < (2N),.5 <1 47p;

<D ()T e

In der That, man erhalt zunachst

Ny 1
DM =¥ ()
wo die Summation sich auf alle zu 2N relativ primen und positiven
Zahlen m bezieht. Die kleinste dieser Zahlen m, welche von 1 verschieden
ist, besitzt mindestens den Werth G 4 1. Die vorstehende Summe liegt
daher zwischen den beiden Grossen:

Ii<(G-:-l)”+(G-:-2)’+"')'

Da nun
Gk
1 de
B E— < —_—
(G + k) x
G+h—1

v’

so folgt um so mehr:

®

x—fi§<1),(zv)<l+/f’—f-
X 4
G .G
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In derselben Weise ergeben sich die Ungleichungen fiir die Grosse
(2N),. S,, welche den Werth der uber alle Zahlen m erstreckten Summe

z ! ausdriickt.

v

m
Was endlich das Product II, aulangt, so kommt zunichst

IL<IOG +p)<14+[(G@+ )"+ @+ 2" +..]<1 47

und dann

, 1 1
H”iH(I_—p)>1+[(G+x)"’+(G+z)‘”+...]>l+r>I r

Auf Grund der vorstchenden Ungleichungen konnen wir jetzt in allen
Fallen, wo n > 4 ist, dic Beziechung M, = 1 nachweisen.

Wir wihlen einfach die Zahl R derart, dass in AR simmtliche un-
geraden Primzahlen auftreten, die kleiner als eine Zahl G 4 1 sind.
Unsere Ungleichungen liefern uns dann, wenn n ungerade und > 3 ist,
fur alle Grossen:

I

n—1
D, |(—1)? omAR? SAR),. P —
Q:_l‘( I) 0.1 ﬁIA R ]’ ( d AR)" Sn’ (SAR),,_‘I ] Sn—l

und wenn n gerade und > 4 ist, fur. alle Grossen:

H[’+<(:§ﬂ) _J BAR,.S, ——

: Dﬁ[(— A R?]
2

cinmal obere und dann untere Grenzen. Indem wir erst dicse oberen und
dann diesc unteren Grenzen cinsetzen, und jedesmal die hervorgehende
Ungleichung durch die Gleichung (4) dividiren, bekommen wir, wenn
n=1 (mod 2) und > 3:

I —7n_s
I“”_'_—TME< M, < (1 + T¥)(‘ + 7ac1)s
und wenn # =0 (mod 2) und > 4:
I — r,;T_4 (I + rﬂ)(l + 7ao1)
TS M, < I > o )

2 2



254 Hermann Minkowski.

. I . .. . )
wobei p, fur Y2 gesetzt ist. Lassen wir jetzt die Zahl G in's Unend-

liche wachsen, so folgt in der That: M, = 1.
Es bleibt uns noch ibrig, die Falle » = 2, 3, 4 zu untersuchen.
Ist » = 2, so nehme man R = 1, und betrachte zu gleicher Zeit
alle die Grenzwerthe L(m), welche die rechte Seite der Gleichung (1)
darstellt, wenn man den 2 + b Einheiten C(m) alle die Werthsysteme

beilegt, die der Bedingung (ﬂmA> — 1 geniigen. Man bilde aus diesen

2™ Grenzwerthen ebensoviele lincare Combinationen: 2¢(m). L(m) = L;
¢(m) bedeute hier ein beliebiges Glied des itber alle Einheiten C(m)
erstreckten Productes II[1 4+ C(m)]; von je zwei Einhciten ¢(m), die cin

Product gleich <%‘—> geben, soll aber immer nur cine beibehalten

werden. Aus den Summen I, folgen umgekehrt die Grossen Z(m) mit
Hilfe der Gleichungen 2'**. L(m) = X.c(m).L,. Die Grenzwerthe L,
sind von Diricnrer angegeben. Unter ihnen ist nur. einer von Null

verschieden, namlich derjenige, welcher zu c=1= (—#—) gehort; dieser

besitzt cinen Ausdruck, aus welchem sofort M, = 1 hervorgeht.

In den Fallen » = 3 und #n = 4 gebe ich fur die Relation M| =1
eincn Beweis, welcher sich auf die Sitze aus der Anmerkung zu 9. stutzt.
Uebrigens liesse sich fur diese Falle noch diesclbe Methode verwerthen,
welche in den Fillen # > 4 angewandt wurde. Fir n = 3 sehe man auch:
Smrti, On the Orders and Genera of Ternary Quadratic Forms, artt. 13—21
(Phil. Trans. CLVII, 1867) und: F. @, pp. 156—159; fir n = 4: F. @,
pp. 162—163, und: SmrrH, Sur la représentation des nombres par une somme
de cing carrés (Mém. prés. T. XXIX).

Ist » = 3, so constatire man zunichst, dass dem speciellen Genus

G von der Ordnung:

1, 1
( ’ \)’ (Jd=1)
1, 1

welches die Formen von der Determinante 1 enthalt, ein M = 1, d. i

) 1 ) ) ) .
ein MSZ} zukommt. Bekanntlich bilden alle Formen von G eine ein-
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zige Classe, welche durch f = 2} 4 2% 4 x% reprasentirt wird, ' und dieses
f lasst in der That genau 24 Transformationen von der Determinante 1
in sich selbst zu. Die Anwendung der Gleichung (3) auf G liefert:

I
szl—w D (— mR?)‘,

wo m alle positiven und zu 2R relativ primen Zahlen mit festen Einheiten:

s ! 2 m m m
(—— I) , — I - =y s ;—)
m 1l \')_2 T,

m—1

zu durchlaufen hat. Dabei ist nach 9. Anm. dic Linheit (— 1) * stets
gleich 4 1 zu nehmen; wahrend die ubrigen Einheiten ganz nach Be-
lieben gewihlt werden durfen.

R (2R), (2R),. S,
( ”) Sitr '(21‘{)5 .S,

= Lim

Die vorstehende Formel benutzen wir, un fir ein beliebiges ternires
Genus G von einer Ordnung

gy, 0y )
(Jf’-'il’z)
05 0y

die Relation M, = 1 abzuleiten. Nuach (3) geniigt die Grosse M, eines
solchen Genus jedenfalls einer Gleichung

(24), (24),.8,
( ) 2?+b'(2A)3.S$'

]l[() = Liln

wo m alle positiven und zu 2A relativ primen Zahlen mit bestimmten

festen Einheiten
m ‘m> mn
G G ()

md 2
C(m) (—1)?, <n—z>,
durchlauft.

Wir betrachten zuerst den Fall, wo ¢,0; und 6,0, beide vollstindige
Quadrate sind.

Das Genus G werde durch ecine characteristische Form f reprisen-
tirt. Der erste Coefficient von f heisse o,¢,, und es sei a,¢, der erste

! Vgl. z. B. Dirictrer in CRELLE’s Journal, Bd. 40, 8. 228,
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Coefficient der zu f adjungirten Form. Die Zahlen ¢, und ¢, sind dann
prim zu einander, und-es gelten zwei Congruenzen

— 0,0,¢, = X} (mod a¢,)
— 0y0,¢, = X7 (inod a3¢,).

Dieselben geben
AL

~EE) (G e

also

¢, =1, ¢, =1 (mod 4),
was nur mit ¢, = 1, ¢, = 1 vertriiglich ist. Denn hitte man etwa ¢, = 2,
so witrde die zweite Congruenz zugleich — ¢, =1 (mod 4) liefern. Nach

7. besitzt nun unser Genus den Hauptrest ¢ & 4+ g;;?f; + 09'002 & (mod 4).
1 2
m—1

Dersclbe zeigt, dass in (A) die Einheit (— 1) * allein gleich + 1 ge-
nommen werden darf. Setzt man ¢, A = 2. R’(R =1, mod 2), so kann
daher der Grenzwerth [m] nach der Formel (R) bestimmt werden, und
man findet M, = 1.
Zweitens sei eine der Zahlen ¢,0, und g,0, kein vollstindiges Quadrat.
Das Maass des Genus G stimmt, wie wir wissen, mit dem Maasse
des adjungirten Genus von der Ordnung
(O 01>
Loy 0,
tiberein; ebenso liefern diese heiden Genera gleiche Grossen flgl; sie
missen also auch dasselbe M, ergeben. Wir brauchen daher nur eines
dieser Genera zu untersuchen, und konnen annehmen, es sei ¢,0,, also
auch o, A kein vollstindiges Quadrat.
Aus o, A gehe durch Division mit einer moglichst hohen Potenz von
4 die Zahl d hervor. Wir betrachten irgend ein Genus ¢, der Ordnung

‘1, x>‘
)
(1, d
denken uns aber im Falle d=1 (inod 4), (was dann sicher gestattet

ist), die Charactere <%’5> dieses "Genus so ausgesucht, dass die Einheit
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d+1 ad+1 g1
6= (—1)7. <%> = (—1) * ? gleich 4 1 wird. Die zu ¢, gehorige
Grosse M, lasst sich ebenfalls durch einen der Grenzwerthe {m} darstellen;
und zwar ist hier, nach den Siatzen aus 9. Anm., cin jeder der 2*** Grenz-

werthe {m} in gleicher Weise verwendbar. Alle die Grenzwerthe {m} miissen
demnach untereinander gleich sein.

Bilden wir jetzt die Formel (A) fur das zu ¢, adjungirte Genus ¢,
der Ordnung
1, 1
(\d, x,)’

so ergeben sich die Grenzwerthe fm} gleich gewissen Grenzwerthen
Lim LD, (— d*w)
4 0 11,40 "
m

wo m wie vorher Reihen von positiven Zahlen mit festen Characteren
m~—1

C(m) =+ 1 zu durchlaufen hat. Hier ist far die Einheit (— 1) ? |
nach 9. Anm, stets der Werth 4 1 zulassic. Wenn man d = R, resp.
= 2R setzt, kann man allso fir den vorstehenden Grenzwerth die Formel
(R) benutzen, und man gelangt zu M, = 1.

Ist endlich # = 4, so haben wir einen Grenzwerth
Lim[‘) LN b B <~A\1 J:‘m'
A/ Z mt? IPI + P )p (]
zu ermitteln, wo m alle positiven und zu 2A relativ primen Zahlen mit
festen Einheiten
<a> o (3

durchlinft. Wir bilden aus A durch Division mit einer moglichst hohen
Potenz von 4 eine Zahl A . Die Grosse M, fur irgend ein Genus der

Ordnung
<1, I, 1 >
1, 1, A

0

O(m) — 7, (2)

2 (&)

1

hangt dann gleichfalls von irgend einem Grenzwerthe {m) ab. Fir ein
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solches Genus unterliegen aber, nach den Sitzen aus 9. Anm., die Ein-
heiten C(m) durchaus keiner Beschrinkung. Alle die 2'** Grenzwerthe
{m} mussen also untercinander gleich sein, und wir konnen sie gleich dem
2?2 Theile ihrer Summe setzen. Diese Summme wird durch einen éhn-
lichen Grenzwerth gebildet, wo m alle moglichen positiven und zu 24
relativ primen Zahlen durchlauft. Dieser letzte Grenzwerth gestattet
nach F. ., p. 150 und 162 eine Transformation in:

A\ -

= (&)m
. = D,(A)
Lim\pY = —g s ) = (AN G 5

welche dann unmittelbar zu M, =1 fuhrt.

Von den verschiedenen Darstellungen, deren das Maass eines Genus
fahig ist, erscheint als die natirlichste die hier gegebene mit Hilfe eines
unendlichen Productes, in welchem einer jeden Primzahl ein bestimnter
Factor entspricht.’ Thre Bedeutung reicht tiber das specielle Gebiet der
quadratischen Formen hinaus: es zeigt diese Darstellung, dass zur Losung
arithmetischer Probleme tther Formenanzahlen ein Studium jener wichtigen
Gruppenbildungen erforderlich ist, auf welche Herr CaMitLe Jorpax in
N° 302 des 7raité des Substitutions aufmerksam gemacht hat.

Ausdricke far das Maass ecines positiven Genus quadratischer Formen
von n Variabeln sind zuerst von Hexry J. Stepuexn Smita in der Note
On the Orders and Genera of Quadratic Forms containing more than three
Indeterminates, (Roy. Soc. Proc. XVI, 1868, pp. 197—208), mitgetheilt.
Die Formeln von Swurra sind shnlich unseren Formeln (2) in 8., erschopfen
aber nicht alle Falle; sie geben im Wesentlichen dic Werthe der von uns
E, genannten Factoren fur ungerade Primzahlen ¢, doch fur die Primzahl
2 nur in den weniger verwickelten Fillen, wo das Genus cine ungerade
Determinante besitzt.

In einem folgenden Aufsatze beabsichtige ich verschiedene Anwendun-
gen der hier gefundenen Resultate auseinanderzusetzen.

' Ich habe auf diese Darstellung im 99. Bande des Journals fiir die reine und
angewandte Mathematik hingewiesen.




