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EINIGE EIGENSCHAFTEN 

DER 

LINEAREN UND HOMOGENEN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 

VON 

E. A STENBERG 
i n  H E L S I N G F O R S .  

Dcr Zwcck dcr vorlicgenden Untersuchung ist einen Satz yon LA- 
G R A N G E  Z l l  vcrallgemcinern. 

Dieser $atz sagt erstcns, dass jcder integrircndc Factor dcr linken 
Seite eincr linearen und homogenen Differcr, tialgleichung tin particulares 
Integral einer andcren l inearcn und homogencn Differentialgleichung yon 
derselben Ordnung ist, deren Cocfficientcn rationale algebraische Func- 
tioncn yon dcnen der erstercn und ihren Abgclciteten sind, und zweitens, 
dass jedcr integrircnde Factor der linkcn Seite diescr neucn Differential- 
gleichung ein particularcs Integral der urspri~nglichen ist, Eine voll- 

stitndige Entwickehmg dicscs Satzcs befindct sich in einer Abhandlung 
yon FLOQUET: Sttr la thdorie des dquations diff~rentieUes iin~aires. Annalcs  
scient,  de l'd~colc normalc  supdr icure ,  Sdr. 2, TomeS, i879;Suppl. 

Es schcint mir dass einc Verallgcmeincrung des bctreffenden :Satzcs 
kaum mSglich ist, solangc dcr obcn angcfCdlrte Wort]aut dessclbcn bci- 
bchaltcn wird, wcshalb ich im Folgenden yon cintra anderen Standpunkte 
ausgcgangen bin, und zwar yon dcmsclben, dcn ich in cmem friihercn 
Aufsatzc (En ege~skttp hos lb~e:ira oeh homo qena differentialeqvalio,~er, (!) f v e r- 
sigt  a f  Kongl .  Vc tenskaps -Akadcmiens  forhandl .  I884, n:o 5) ein- 
gcnommen ]robe. 

Ac ta  mathemal ica .  8. Imprlm~ le 6 A~-ril 1~8~. 
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I. Es sei 
I .  

L ,  = y(") q- P ~ , l j  "~-1) -k . . .  q- P,,.,Y, (~=~-'~+' ..... ") 

eine Reihe yon linearen und homogenen Differentialnusdrfieken, welehe 
so beschaffen sin(l, dass es msglich ist eln System yon Grsssen 

zu finden, welehe 

(~) 
d 

z,L,~ = ~Tx (z,L~_,) 

maehen; dann giebt es immer, wie aueh ~ unter den ganzen Zahlen, die 
> p sind, gewi~hlt sei, ein System yon ~ - - #  Grsssen 

welehe von y unabh~ngig sind und der Bedingung geniagen, dass in Bezug 
auf y die Identlti~t 

(2) L , ~  r~ .... ) �9 , , 1 - " ~ '  + U,~-,~,~ rC ....... ~ " , , .  + . . . .  + g - ,  . . . .  .L, ,  

stattfindet. Hierbei wird z,- ein partieulgres Integral der zu der Gleiehung 

(a )  v('.-,,,> + ~, ._ , , , ,v( ' . - . - ,> + 1T ,,,,,-,,, ~-> ..~_,,,,:, + . .  + U~_ I ..... ;.y = o 

adjungirten Differentialgleiehung. 
Wenn u-----I* + x ist, gilt dieser Satz; ieh brauehe nut  

I 

'I1 ~ 21t§ 

a,z+l 
zu setzen. 

Es sei mm angenommen, dass dig Goltigkeit  des Satzes far ~ ~-- n ~  i 

festgestellt, d. h. dass 
p=~l--l--lL 

L , _ ,  =__ LI2 - I - ~  + E U ~(~- ' - I -  p) �9 n - - l - - g ,  p ~ p .  
p = l  
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ist. Dann ergiebt sich aus der Bedingung 

121 

dass aueh 

ist, wenn 

r 

L .  = 1,'~_, + z,, L 
~n n--1 

p=n--/L 

L ,  = LO,-,'o _,, + E G L?-,"-,) ' --/q P , p = l  

(4) 

! 

G_,,,  = G - ~ , , , + k - ,  
Z n  

r 

Zn 

I 

Us1 .... ~_/~ U '  Z't 
- - -  n---1--ll, n-- l - - IL - 4 -  - -  Un 1-% n-1 I t 

(p =2, 3, ..., n - - f t -  1) 

gesetz t  werden. Dieses System (4) sagt mir abet, dass z, der Gleiehung 

Z(nn-, '*) _ _  t f  n - ' ~ - I  
a;,_,,_~ ( G - , , ,  z,,) + - -  

dn-,u-.2 
~;,_,,_~ (G_,,.2z,,) + . . .  + ( - -  ~) u,,_, . . . . .  ,,z, = o 

genl~gt, d. h. dass z. ein Integral der zu (3) qdjungirten Diffcrential- 
gleichung ist. Da nun der Satz far v = # +  i gilt, so hat er aueh im 
Allgemeinen Galtigkeit. 

Aus der ersten Gleichung dea Systems (4) finde ich, wenn ich sie 
als Recursionsformel ansehe, folgende Eigenschaft 

(43 

da ja 

ist. 
2,  

_*:+*:-~+ .+*';+'-*z 
U,,_,,,, - -  ,~ ~,---G "" *~,.+ ~ ~,  log (6,,+1 z , + ~ . . ,  z,,_,z,,), 

r 
zt,+~ 

U I  1 - -  
Z,,t+l 

Die Identitat (2) giebt mir zur Bestimmung der Grsssen U~_t~ ,~, . . . ,  
das System yon v - - #  Gleichungen: 

(s)  
), =~o--1 

IDv, P = &--/~,p + ~ . F l & - - p . , ~ t , p - - ~ t  Uv--br + G--#,p 

Aeta mathematiea. 8. I m p r i m 4  le 13 Avr i l  1886. 

( p = l ,  2, 8, .~ v--p.) 

16 
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"WO 

wenn fl < /~  ist, ,,rid 

a = f l  .- ,  I . ,  

wenn fl > # ist, gesetzt wird. 
ttieraus ergeben sich die Gr~)ssen U,_,,1, U,__I,,~,...,  U~_,,,,~_,, nls 

lineare algebraisehe Functionen der Coefficienten P~I, P~2, . . . ,  P,,~-I, und 
zwar auf folgende Weise 

v ~ v y 

(6) U~_~,p ----- P~,, + Np,,P~,p_, + N~oP~,p_~ + . . .  + Np,,_,P~,, + N,,p 
( p = l ,  o, . . . ,  v--t~) 

v 

wo die Coefficienten _~,~ ganze algebraische Functionen von P~, P,,~, .,., P~,~ 
und ihren Abgeleiteten sind und sich nach der Recursionsformel 

bereehnen lassen. Aus dem System (5) finde ieh, dass 

v + l  v 

-N'p+I,~= Np, o 

und im Allgemeinen 
u + z  v 

- N p  4- z, 6 ~ --]Vp, 6 

ist, wenn a < p  ist, und z eine positive ganze Zahl bedeutet. 
Ausser dem System (5) giebt mir die Identitat (2)noch p Glei- 

chungen, welche gewisse Relationen enthalten, die zwisehen den Coef- 
fieienten der Differentialgleiehungen L,. = o und L,-----o bestehen. 

Diese Bedingungsgteiehungen sind: 
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IV 0 

wenn / ~ < / ,  ist, und 

,~-a I (Z _ '~) 
"~,~' = E :(Z ~ ~ ~-t~''-a 

'to,, = Z 
a=f l - -  p. 

wenn /~ > IZ ist, gesetzt  wird. 
Wenn ich in d i e  Gleichungen (7) die in (6 )gegebenen  Ausdrrmke 

einft'lhre, finde ich die p lelzten Coefficienten der Differentialglelchung 
L,, = o als lineare, algebraische Functionen yon den ersten Coefficienten 

v ,{ = ~ - - l Z  v 

(s) ~'~,,_ .+~-- :  A~o, + ,~,,= .~p,, e,  ~,. ,~=,,~ ..... , ,  

wo die Av, a ganze atgebraische Funetionen yon den Coefficienten der Diffe. 
rentialgleiehung L~ := o und ihren Abgeleiteten und nach der Formel 

Ao, ~. = K-,~-~,,.-,,,.+.--~ + Z N_ ~_>. T,. . . . . . .  ,~+._~ 
' " c = Z +  1 ~' - '  ' 

gebildet sin& 
Diese Formel sagt mir, dass 

v 4 n  v 

(9) Ap, ,.~ ~ = Ap,,. 

ist, wenn x eine positive ganze Zahl bedeutet. 
3. Wenn zwei lineare und homogene Differentialausdrt~eke 13p. yon 

der Ordnung # und L~ yon der Ordnung n so besehaffen sind, dass es 

n - - I  ~ yon y unabhgngige Grsssen 

giebt, welche  f~ir jeden Werth  yon y 

L,, = L C~-~'~ + ~  1; 12 '-'~-p~ 
- - 1 ~  - -  n - - , %  p - -  :~ 

. p = 1  
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machen, ~ so ist jedcs System 

' ~ / J - + ! ~  Z / z + 2 ~  � 9  �9 ) ~ n )  

welches den Gleichungen 

(io) 

! 

, , - -  ) Z/t ~ 

t P �9 

Un-- l t - - ] , l  = Un- -~- -21  7[- --Zn--1 ~ f l l -  s 

' ' X" l"n--- "~ " " " ) #" 4,-ott--1 

t 
Z n - -  o = 

~J; . . . .  p6 - Un . . . . . .  1,,o a -~  ~ n--, . . . . . .  l)paL-I - ~  Un . . . . . .  I,p6--1 z . . . .  

( a =  0~ 1, ?) . . . ,  ~ / - - / t - -  8 )  (p6=2~3,...~n---ft--a--]) 

t 
Z n _  o- 

~ ; ~ _  . . . . . . . . . .  , . . . . .  = u L ,  . . . . . .  , , . _ ,  . . . . .  ~ + b = _ . _ ~ _ , , . _ . _ ~ _ ~  ~ . - ~  

(~=0, 1, 2, ..,, n - - / t -  ~)  

genagt, v o n d e r  Beschaffenheit, dass, wenn eine Reihe von Differential- 
ausdracken 

�9 * �9 ~ ~ 

nach dem Gesetzc 
d 

z& - d (z&_,) 
('~ = p . 4 -  2 , 1 ~ 4  3, . . . ,  )~) 

gebildet wird, wobei die zur Anwendung kommenden 

zu demselben System geh0ren, 

ist. 
~n ~ Ln 

Denn nach dem w i ist 
fl=n--I z 

/':"-~) + E U~_.,p L~?:/'-p) 
p=l 

und hier ist das rechte Glied der Annahme nach = L.. 

' Oder mit anderen Worten: wenn die Bedingungen (7) oder (8) erf'iillt sind. 
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Sitmmtliche Grsssen z., wenn fiberhaupt solche existiren, welehe den 
Gleichungen (lo) geni]gen, integviren sowohl die Adjungirtc der Differen- 
tialgleichung 

L n ~ 0 

wie auch die Adjungirte der Gleichung 

p = ~ - -  I t  

(~ ,) y'" ,") + X U._,,,~y ("-'-,~ = o, 

abet andererseits muss auch jedes Integral der letzteren Adjunglrten unler 
denjenigen Grsssen z, vorkommen, welehe den Glelehungen (Io)genfigen, 
d a  ja die Veriinderliehe z,, nur in (let' Gruppe des Systems (IO) eingeht, 
in der o" = o ist, und diese Gruppe dureh die genannte Adjungirte der 
Gleichung (I t) vollstandig ersetzt wird. 

4. Hierdureh erhalte ieh das Theorem: 
Wenn zwei lineare und homogene Differenlialausdriieke 

L, = y") + P.,,, y(," 1) + . . .  + p,,,,,y 

if(n--l) L,~-  y(") + P,,~ + . . .  + P .... y 

so von einander abhdngen, dass man mittelst einem System von Gr6ssen 

Z . .  ~. 1 ~ 2 ' , , , . .  2 ~ �9 " " ~ ~ . u  

dutch eine Reihe yon Di/ferentialausdriicken 

welche nach dent Gesetze 

Lr:+l, LI,.+2~ ' ' ' ,  Ln 1, 

gebildet sind: zu der Gleichung 

d 
z.L. ,  = ~ ( z .L ._ l )  

kommen kann, und wenn diejenige Differentialgleichung 



126 E . A .  Stenberg. 

deren linke Se#e auf  folgende Weise mit H~ilfe der nach tier Formel (6) 
gebildeten GrSssen U._,,,,, U._.,:, . . . .  U._~,, .... :~: 

(in --p. --1 
+ . . .  

aufgesteUt ist, ein Fundamentalsystem yon n ~ #  IntegrMen besitzt, so giebt 
es ein System yon /~ Grgssen 

welche ia Bezug auf  y 

M,, = M (:') + ~. V M <:'Jp) ----n--]~ - 11~ p n lJ, p = l  
~l~acncct. 

Wcnde ieh hier die erstc Gleichuug 

P ,I = + u,_,,,1 

des Systems (6) an, indem ich statt P~,I und Pz,1 die entsprcchenden 
Coefficienten der Ausdriicke M. und 3/._I. und statt U,_t, ' 1, -V,~,I einfiihre, 
erhalte ich, da 3/.  der zu L~ adjungirte Ausdruek ist, die Gleichung 

( i s )  

5- Bisher habe ich den Differentialausdri;lcken I+., L ~ . + I , . . . ,  L,, 
keine Bedingung hinsichtlich ihres Verschwindens gestellt; diese allgemelne 
Auffassung der Frage werde ich jetzt einigermaassen einschranken, indem 
ich den Differentialausdruck L,, als die linke Seite einer linearen und 
homogenen Differentialgleichung yon der Ordnung n 

i n t o  

betrachte, welche ein Fundamentalsystem von Integralen 

Yl, Y2, fiB, " ' ' ,  Y,~ 
besitzt. " 

Diese Voraussetzung genagt, um auch bei jeder der Gleichungen 

15t~-=o, L , , + I = o ,  , L , , _ I =  o und M . = o  
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dic Existenz eines Fundamentalsystems von Integralen festzustellen, wie 
aus meinem in der Einlei tung genannten Aufsatze ersichtlich ist. 

Ausserdem sagt mir diese Voraussetzung, dass auch M , _ ~ - - o  ein 
Fundamentalsystem yon Integralen hat. Denn ist das System 

Yl, Y2, . . . .  Y ,  

so gewahlt, dass 

Yl, Y~ . . . .  , Y~ 

ein Fundamentalsystem yon Integralen der Gleichung 

L , ~ - - o  

bilden, so kann jede lineare und homogene Diffeventialgleichung, welche 
eines der n # Systeme 

Y~, Y'~, " " ,  Y/,, Y,*~, . . . .  Yp 1, Yp.~, . . . ,  Y, (p=~+1.~+2 ...... ) 

als Fundamentalsystem von Integralen hat, die Gleichung 

L , _  a - -  o 

reprasentiren, wodurch naeh der ersten Gleichung (5~)des  Systems (5) 
die GrSsse /:~, 1--,,~,~ die n /~ Werthe 

a l y ,  y~ �9 ...~/,,- I 
log I y i  y ~ . .  �9 y , y , + l  �9 �9 yp -1  yp+l �9 �9 �9 y, I ~ (p=I~+1,,+~ ...... ) 

annehmen kann, wo ich der Ki~rze wegen mit  

die Functionaldeterminante 

Yl Y: . ' .  Y~ 

yl  y; . . .  y:  

yi~-: 1) yT- ' )  . . .  y~:-') 

bezeichnet babe; folglich wird nach der ersten Gleichung des Systems (4) 
die Differentialgleichun g 

~/~n._# ~ 0 
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yon den n - - #  Funetionen 

E. A. Stenberg. 

z , , ~  - I yly2 �9 ..  ?t, I - o.=p+l.i,+2 ....... ) 

integrirt, welehe yon einander linear unabhlingig sind. 
Jede lineare und homogene Differentialgleichung, welche ein Funda- 

mentalsystem yon Integralen besitzt und die in einem nach dem obigen 
Gesetze gebildeten System yon Gleichungen 

Lt~ ----- o,  L~+~ ~ o, . . . , L ,  ---- o 

vorkommt, werde ieh eine ))Redueirte derjenigen Differentlalgleiehung)) 
nennen, welehe in dem betreffenden System als die letzte auftritt, d. h. 
yon der hsehsten Ordnung ist, und zwar werde ieh der Gleiehung 

L, -- o, f l < ~  < n 

die Benennung: eine ))(n u):.reducirle dec linearen und homogenen Diffe- 
rentialgleichung 

L .  - -  0)) 

beilegen. 
6. N~eh den Auseinandersetzungen des w 5 kann ieh, wenn L,-----o 

eine lineare und homogene Differentialgleichung yon der Ordnung n ist, 
welche ein Fundamentalsystem yon Integralen hat, den imw 4 angefflhrten 
Satz #olgendermaassen aussprechen: 

W e n n  L~ - -  o eine (n # ) : reduc i r t e  der Differentialgleichunfl  L ,  ~ o 

ist, so ist d i e j enoe  Dif ferentialgleiehung 

deren linke Seite a u f  folgende Weise  ~nit H~l fe  tier nach der Formel  (6) 
gebildeten Gr6ssen 

U,,_ ,~ ,  , , U . _ ~ ,  ~ , . . .  , g , _ , ~ ,  , _ ,~  

dn--l~-p 
M,_,~ = # " - ~ )  + ~ :, (-- ,)," d ~ (Uo_,,,,y) 

aufgestellt ist, eine # :reduc ir te  der za L ,  ~ o adjungir ten  Dif ferentialgleichung 

h r .  = o .  
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Na,ch der Gleichung (5~)ist unter Beibehaltung 
gebenen Bezeichnungen 

u._,~, d lo~ I y, y~. . .  y,~ I 

d I gn ,  f t + l Z n ,  P-+ 2 �9 " " gn ,  n I 

wodurch die Gleichung 

in die folgende obergeht: 

d .  h .  

I 2b) 

P~,, = U'.__.~,,- V , ,  

d t y~ v. . , . . ,  y,, [ d 
d~l~ ~,,,,,+,*-,~,::;.-. ~ .... t = ~ l o g  l Y, Y~. . .  Y. 

! Y ' Y ~ : : ' -  y ' I-  Cly,y~...y.l 

wo C eine gewisse Constante, und 

[ y i Y : . . . Y p - l y p + l  . . .  y~ ] 
z , p  = I Y ~ Y ~  . " Y,~ I 

ist. 
. 
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der i m w  5 ge- 

,lly sJ ...y l] 

Dem letzten Satze zufolge sind die im w 5 angeffthrten Grossen 

E , , ,  K,~,  . . . ,  K,~,  

welche der Bedingung 

,o=1 "' 

Genoge leisten, so beschaffen, dass die Gleichung 

p=y-  

d , , _  P 

eine (n ~#):reducirte der Diffe:rentialgleichung 

ist. 
Acta  mathematicc~, 8. Imprim6 le 29 _k~ril 1886. 17 
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Der zweite Coefficient de r  Gleichung ~,, = o ist die GrSsse 

und folglieh, naeh den Formeln (~2) und (5.,) gMeh dem zweiten Coeffi- 
eienten 

P,,., 1 
der Gleiehung L,,. = o. 

Nehme ieh jetzt an dass die Differentialgleiehung L ,  == o so gewaMt 
ist, dass si'unmtliehe Funetionaldeterminanten 

I~Jl'/J~ �9 �9 "?J,!J.I, 1~l?/2 ' ' ' ] ] , J . - - l~/ , ,+l  I, � 9  I?/,~--,j.§ . .  �9 yn }, 

welche yon l, Eleinenten eines ihrer Fundamentalsysteme yon Integralen 
gebildet werden kSnnen, yon einander linear unabh~ngig sind, so folgt 
aus dem soeben Gesagten, dass in diesem Falle L,. = o und ~,, = o 
dasselbe Fundamentalsystem yon Integralen haben mr~ssen, d. h. dass 

ist. 
Wenn ich jetzt in dem System (6) V s t a t t  U, n statt v und n - - #  

start # schreibe und an Stelle der GrSssen P,,,1, P,,,2, . . . ,  P,,,,,~ die ent- 
spreehenden Coefficienten der Gleiehung 9I,  = o als Funetionen der erst, 
gen'mnten Grossen setze, some auch in die Grsssen Ne, ~ statt der Coeffi- 
cienten P,,-,,,,~, P ~ - I , . , ~ , ' " ,  P,,-,, ...... ,,. die entspreehenden der Gleichung 
M,,_,,. = o als Funetionen der Grsssen P,, I ,  P,,~, ..., P,,,,_z,; P,<l,  ---P,,,~, ".', PI,-,f, 
einfr~hre, so mOssen in dem vorhandenen Falle die Ausdraeke, welehe die 
reehten Seiten der Gleiehungen des Systems (5) bilden, in die Coeffieienten 
der zu 

i , , .  - - ~ o  

adjungirten Differentialgleichung i;lbergehen. Da jedoch diese Ausdrfieke 
yon der gemachten Bedingungsannahme garnicht abhiingig sind, so mfissen 
im Allgemeinen, wie aueh die Gleichung L~--=-o gewahlt sei, die genann- 
ten Substitutionen das obige Resultat  hervorbringen. 

Hieraus folgt abet dass im Allgemeinen 

ist. 
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Wenn also die linea,,re und homogene Differential, qleichung ,#~' Ordnun 9 

ein Fandamentalsystem yon Integralen besitzt, und 

f f ( P O  . . J r  W,o. ' l~,tJ.--1) ~. V% 2ff ( 'a - -2) ' -~- .  . . - - [ -  ~,,.,,.y = O 

die Adjungirte einer ihrer (n ~l~):reducirten L,,. = o darsteUt, so finder in 
Beziehung auf  y die Identitgt 

p = ,a 

p = l  

statt, wobei Mn die Adjungirte der Gleichunq L,, = o rend 21I~_,,. eine gewisse 
m#er ihren l~:reducirten repr(isentiren, und umgekehrt ist, we~m ich mit 

y("-:') J -  U , _ ,  ly  ('-*'~-1) --[- . . .  --[- U,,_,,,., ,,_,,,.y = 0 

die Adjungirte der Gleichung llI,_~ ~ o bezeichne, 

[ ~  Yt--/). 

L--L,..-,,,.) j_ :~_ll~T ; l(n-,,t-.) --/ t  n--{.~ do A~/t, * 

Wenn ich andererseits wieder meinen frfiheren Standpunkt, den- 
jenigen der w167 1--4, einnehme, berechtigt mieh das angedeutete Verhalten 
des Systems (6) zur folgenden Ausspraehe: 

Es seien die linearen und homogenen l)ifferentialausdrgicke _L,,. und L,, 
so von einander a bhdngi 9 wie im w 4 angegeben ist und 31, der Adfimgirte 
zu Ln - -  dann ist tier Adjungirte 

' p = , t t  

y(") + X V,,.,~y <''-'~ 
p=l  

des Ausdruckes 15:, so beschaffen dass in Beziehunq auf y die Identitdt 

p ~ / t  

3/. - ~F,"-~ + Z T: ~:r<,,.-.> 
' - -  n - ,t. V / t , :  o ~_rA[. ~z --/I. 

' , o ~ 1  

stattfinde6 wo 211,,_:,. der nach A.ngttbe des w 4 gebildete Ausdruck ist. 
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II. 

8. Bevor ich die Untersuchung iiber die Eigenschaften der far meine 
Arbeit wichtigen Functionen 

U,,_,,,,, U,_,,,~, . . . ,  U,,_, . . . . .  ,,. 

weiterfi~hre, sehe ich reich genOthigt Einiges fiber die Herstellung einer 
solchen linearen und homogenen Differentialgleichung L = o vorauszu- 
schicken, welehe ,~-on s','~mmtlichen Integralen jeder einzigen zu einem 
System yon gegebenen linearen und homogenen Differentialgleichungen 
derselben Ordnung /~ 

11 - ~ -  O~ l~ = O~ . . . ~ l , .  ~ O 

gehsrenden Gleichung 
Form 

integrirt wird, und deren allgemeines Integral die 

Y , +  ~ + . . . +  L 
hat, wo 

r o 

das allgemeine Integral der Gleiehung 

/ ~ = o  
bedeutet. 

Es ski also das obige System 

11 = o~ l~ = o~ . . . , 1,. = 0 

gegeben, wo 
lp = y('> + p , , , l y  <''-1> + . . .  + Pp , I ,Y  

ist, und die Gleichung 
lp ~ 0  

das Fundamentalsystern yon Integralen 

Y p , 1 ,  Yp ,~ ,  . . . ,  Yp, I,, 

besitzt. Giebt es dann wirklieh eine Differentialgleiehung 

(p=1, ~, . . ,  r) 

(p=1, o) ...) r) 

(p=l~ 2, ...~ r) 

i ~ y('~) --]- P l y  ('~-1) --Jr- . , .  --~ P,~y = o 
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yon der oben genannten Besehaffenheit, so muss erstens ihre Ordnungs- 
zahl v diejenige Zahl Skin, welehe angiebt wie viele unter den Functionen 

[ p = l ~  2, 8, .-7 ;" 
Yp, r k a = l ,  2, 3, . " ,  p.) 

yon einander linear unabhangig sind 1 und zweitens jede der gegebenen 
lel. u (~ G ".uunoen 

l p  ~ O ( p = l ~  "2, 3, ...~ r )  

eine (,~--#):reducirte der Gleiehung L - - o  skin. 
Es miissen also die Coefticienten der letztgenannten Gleichung den in 

der Formel (8) enthaltenen Bedingungen geniigen, wenn in dieser Formel 
die Substitutionen 

P,,~-----P~, P,,,~=p,,,~ 
(~. = I ,  2, . . . ,  v) (z = 1, % ... ,  p.) 

ausgefi]hrt werden. Bezeiehne ieh mit 
,) 

A~,,,(l,) 

das Resultat der Substitutionen 

P p . , z  ~ Pp, z (z=l,2, ...,to 
v 

in die Grssse A~,~,, so sind die genannten Bedingungen in dem System: 

v )-=v--[~ ~ 

(,3) p . _ . o =  + ,x . . . . . .  , , )  

enthalten. 
Wie aus dem w 2 ersiel!tlikh ist kSnnen aber die GrOssen A~,,,(lp) 

nur dann gebildet werden, wenn die v ~ #  ersten Abgeleiteten yon den 
C0effieienten 

~),o, x \ z ~ l ,  2, . . . ,  p, ,  

existiren. Dieses ist folglikh eine nothwendige Bedingung zur Existenz 
der Differentialgleiehung L--= o. Ist aber diese Bedingung erffallt, so 
ksnnen aueh die v ersten Abgeleiteten einer jeden der Functionen 

Yp~ a 

t Die Zahl ,~ ist v o n d e r  Wahl der Fundamentalsysteme unabMugig. 
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gebildet werden und hierdureh ist das Vorhandensein der Coeffieienten 
P~, P2, . . . ,  P., vollstandig ausser Zweifel gestellt. Da es ausserdem nut  
eine einzige Differentialgleichung L = o geben kann, erhalte ich aus dem 
Vorhergehenden den Satz: 

Wenn ieh eine Anzahl  yon linearen und homogenen Differential- 

gleichungen 
l ,  = o ,  1~ = o ,  . . . , l , = o  

von derselben Ordnung # habe, von denen eine jede ein Fundamental-  
system yon Integralen besitzt, und ieh mit ,~ die AnzaM der von ein- 
ander linear unabhgngigen unter den Elementen sgmmtlicher dieser Fun- 
damentalsysteme bezeichne, so giebt kS immer, sobald yon allen Coeffi- 
eienten der gegebenen Gleichungen die v ~ #  ersten Abgeleiteten gebildet 
werden konnen, eine und nur eine einzige Differentia]gleichung 

L=o, 

welche so besehaffen ist, dass jedes partieul~re Integral einer jeden der 
Gleiehungen 11 = o, 1~ = o, . . . ,  l, = o der Gleichung L = o Gent~g e 
leistet, und das allgemeine Integral der letzten Gleichung die Form 

hat, wobei 
G + . . . +  

(p=] ,  2, ..., r) 

das allgemeine Integral der Gle iehung  

darstellt. 
Dieser Satz giebt mir ein Mittel zu bestimmen warm mehrere lineare 

und homogene Differentialgleichungen von derselben Ordnung gemein- 
schaftliche Integrale haben, wie ich im Fo]genden zeigen werde. 

9. F~rs Erste nehme ich nun an dass es keine Function giebt, die 
gleichzeitig zwei oder mehrere der gegebenen' Differentialgleiehungen 
lI = o, l,. = o, : . . ,  l,. = o integrirt,  d. h. dass 

ist. Ausserdem setze ich voraus dass die im w 8 erwahnte Bedingung 
erfi~llt ist: 
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Nach dem daselbst ausgesprochenen Satze mi~ssen die n - - #  Glei- 
chungen des~Systems 

(~3~) 

a,, (l~l,,)P~ 

a21 (111,,) Pi 

%,~ (1~ 1,,) P, 

aH (/~/,:) P1 

a,.,~ (I~ l,) P, 

+ (/,12 (l l / , . )P2 -~- . . .  + (ll . . . .  ,,,.(lllr) I)n-,,~ = (/10 (l,,l,) 

+ a22 ( l l l r) / )2 -JI - , , ~  --1- (1~2 n-,,,(lllr) en-,~ = r (lr[1) 
�9 �9 o . o �9 o o o o o �9 o , 

+ ~,,,~(~,z,.)P.~ + . . .  + ~,,, ,,__,,(t,t,.)P,,_,,, = ~,,,,,o(U,) 

+ a12 (12/r) P2 + , . . -1 -  al, n-,,.(12~,.)Pn ,, = alo ([,ff2) 
�9 o o o o o o . o , o , 

+ a,,,~ (l.21,.) P,  + . . .  + a,,. ,_,. (l.,l,) P, _, ----- a,,,o (l,,12) 
�9 �9 �9 �9 �9 ~ �9 o �9 

~11 (l,'--llr)/~l. "-~ a12 ( l r - l l , . )P2  -~ o.--Jl- (~1 . . . .  la(lr-llr) Pn-, .  = alo (trOt-.1) 
, o . o , o ~ . o o o . o o o o , o , , o o 

((', l ( / r - lZr ) / ) l  "Jl- ~,. ')(lr llr) P2 Jf- -J[- (I, o (l,. I/,.)P,I = a,,o(l, .l  r 1) 

in dem ich 

~,,((o) - & , , ( ~ )  

gesetzt habe, den n - - #  Coeffieienten P~, P2, . . . ,  P.-,.,. 
stimmte Werthe geben. 

Hierzu ist aber erforderlieh dass die Determinante 

([lt (/l/r) a12 (/ll ,  ,) �9 . .  al . . . .  ,,.(l,~,.) 

a21 (lll,,) a22 (l i l t)  �9 �9 �9 0/?,n__y,(/llr) 

�9 o �9 o �9 �9 �9 �9 . �9 �9 �9 

n - - -  a l l  (12lr) ~12 (/2lr) " ' "  al,n-a(121r) 
�9 �9 o o o �9 �9 �9 �9 �9 �9 , 

a~, , ( l~, . )  a,,,~.(t~l,.) . . .  ~, . . . . .  ,,.(l~l,.) 

�9 �9 �9 �9 , �9 �9 �9 �9 �9 �9 , 

niehg versehwindet. 

eindeutig be- 
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io. Jetzt werde ich annehmen, dass 

ist, w o m  eine ganze positive Zahl, die < ( r - - I ) / ~  ist, darstellt. Es 
giebt mir in diesem Falle das System (13) n Gleiehungen zur Bestim- 
mung der n ~ m Coeffieienten P~, P2, - . . ,  P,, ~. Dieses System darf 
also nur n m yon einander unabhAngige Gteiehungen enthalten, oder, 
wenn ieh das System (13) dureh ein dem System (I3,)  entspreehendes 
ersetze, d~rfen in diesem nur n m ~ , ~  solehe Gleiehungen vorkommen. 

v 

Die im System (~3) vorh'mdenen A~.,.(l.o) kann ich unter Beri~ck- 
sichtigung der Formel (9) gegen 

A~.,,+~(Z,) = &,+~ 

vertauschen, woher das in diesem Falle dem System (13~) entspreehende 
Gleiehungssystem das folgende Aussehen erhMt: 

(t  3 0  

~,.~ P,  

a,~, m+, (1, lr) e l  

~l ,m+l  Ql21v) l ) l  

+ ~, . , ,+~(1,t , )p~ 

+ a~, . .~(U,,) l '~  

+ . . . +  ~, . . . .  , ( l ~ l , . ) P  . . . . . .  ,, 

+ . . . +  a,~,._:,.(l~l,.)P. . . . . .  ,, 

�9 , , . �9 . 

+ . . . +  a , , , _  (U , , )P ,  . . . . . . .  

+ . . . +  a,,,,_,,.(l~z,.)p. .... ;, 

- a , , , , ( U , )  

- ~ , , , ( U 1 )  

--- o ,.,(t,1,) 

- a,,~(l,.l~) 

�9 �9 , , . �9 

a,t,m+ l (1, .- l lr)  P1 -JI- ~%m+ ~( t r - l l r )  P~ -31f-...-JI - (l! . . . . .  ,,j. ( l r_l  lr) Pn_m_,~ ~-- ~,,~,m(lrlr...1). 

Bezeiehne ieh jetzt mit  

D~. 

eine yon den Subdeterminanten, welche man naehbehMt wenn man in 
der Determinante D die z ersten Linien und x beliebige Reihen ausl~isst, 
so miissen folglieh alle Determinanten 
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verschwinden, aber wenigstens eine von den Subdeterminanten 

137 

D m 

yon Null  verschieden sein. 

I I. Im w 9 habe ich die nothwendige Bedingung aufgestellt, der 
die Gleiehungen l I - - - -O,  l 2 --~ O, . . . ,  1 , . - ~ - 0  geniigen milssen wenn nicht 
zwei oder mehrere unter  ihnen von derselben Function integrirt  werden, 
und im w Io  die nothwendige Bedingung, die yon den genannten Glei- 

chungen erfilllt werden muss, wenn eine gewisse Anzahl yon ihren Inte- 

gralen linear unabhli, ngig sind. Diese Bedingungen sind abet auch ge- 
nilgend, denn wenn alle Determinanten D .... 1 = o sind, und unter den 

Determinanten D,~ wenigstens eine nicht = o ist, so kann die Anzahl  

der yon einander linear unabhrmgigen unter den Integralen der Glei- 
chungen l, --~ o, 12 = o , . . . , 1,, = o weder grOsser noch kleiner als n - - m  
sein, folglich ist sie = n -  m. 

Schliesslich will  ich noch bemerken, dass die Coefficienten der Glei- 
chung 

g = o ~  

wie duo System (I3) ergiebt, nu t  von den Coefficienten der gegebenen 

Gleichungen ll = o, 1~ = o, . . . ,  l, = o und ihren ~ - - #  ersten Abgelei- 
teten abhi~ngig sind und zwar yon den Coeffieienten nu t  derjenigen unter  

ihnen, deren allgemeine Integrale yon einander linear unabhi~ngig sin& 

III. 

I2. Es sei wieder wie i m w  5 

.L~ ~- o 

eine lineare und homogene Differentialgleiehung n t*" Ordmmg, yon der 

ieh jetzt annehme; dass in einem gewissen Gebiete 
I ~ die Functionen 

Yl, Y2, " ' "  ~ Yn 

ein Fundamentalsystem von !ntegralen derselben darstellen, und 
Aeta  ma thema t i ea .  8. Impr im6 le 28 Avr i l  1886. 18 
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2 ~ die ) ~ -  I ersten Abgeleiteten einer .]eden der Functionen y~, y~, 
. . . ,  y , ,  oder, was dasselbe ist, die ) , ~ n - - 1  ersten Abgeleiteten des 
Differentialausdruckes L ,  gebildet werden ksnnen, wobei 2 die grSsste 
unter den Zahlen 

,~:_ ( V = I ,  2, . . . ,  n - - l )  

bedcutet. 
Hiermit  habe ich gesugt, dass in dem in Frage stehenden Gebiete 

nicht nur  si~mmtliche Grossen 

f b#,_,,, ~,~ 

c~_ z ~ Cons t .  

sondern auch ihre 

ecsten Abgeleiteten gebildet werden kSnnen, da nli, mlich infolge der 
Gleichung (5~) die Grsssen u,_,  bei geeigneter Wahl  der Constantcn c,,_:,,. 

das Aussehen 

_ I Y;',""" Y;,, I (I4) u,,_,,, p --  
l Y, Y2-.. Y,, I 

haben, wobei ich mit dem angehangten Zeichen p andeuten will, dass 

i l ,  i2, . . . ,  & 

die pte Combination yon je /~ unter den n Zahlen r, 5, . . . ,  n bedeutet, 
nachdem ich die genannten Combinationen in eine gewisse Reihenfolge 
geordnet habe. 

Unter Beibehaltung der Bezeichnung L~ = o far  eine (n - - /~ ) : redu-  
cirte der Differentialgleichung L,~ ~ o ist L 0 ~ o die lineare und homo- 
gene Differentialgleichung yon der Ordnung Null  

! --:= o .  

Bei der Annahme !~-----o verschwinden also si~mmtliche Grossen 
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des w 2, wodureh die Formel (5) in 

�9 139  

und das System (!o) in das folgende i~bergeht: 

(p=!, ~, ..[, v) 

n~l 

P n _ l ,  1 ~-- / ) n  _2~ 1 - ~  - -  

. . . . . . . . .  

t 

Z3 

t 
I~,, p,,, + z~ 

Z2 

z', 
e l , 1  ~ - - *  

Zl 

! 

= ' P n  1 I - [  - z n : ~  
Zn 

1 
Zn_-I 

Zn--1 

r 

+r , .  
- - n - - l , p - - 1  Zn ~ 

(,o =.'2, 8, ..., n-- l )  

P n _ l , p : P n  2, p + P '  - -  n--2, p--1 

Zn--1 
-'~- P t t  2 o l z n  1 '  

(,o =2, 3~ ..., n--2) 

~n, -]?' n = n-- l ,  n--1 

I 

/ )  Zn 
+ n--1 . . . .  l~-~n' 

)n--1 n--1 / ' ) '  

r �9 
Zn--1 

+ / ) n - - 2  n 2 - - '  
- -  Z n - - 1  

t 
Zn--a 

Zn--t~ 
r t 

or - p . _ ~ _ ~ ,  p -, z._~_, z . _ ~  
_ -3 t -  P , , _ _ , r _ l , n _ ~ _ l z  n a ~ 

Zn-- q 

(p=% 3, ..., n--~-- l)  

! 

l~ o 

t 
Z3 

p 

= + P , , , ~ ,  

I3. Betrachte ich in diesem System (i5) ffirs Erste die Gleichungen, 
welche in der zweiten Horizontalreihe enthalten sind, so weiss ich dass 
diese bei der Elimination der Gr~ssen 

--~, n--2,'2~ " " ".~ 



140 E . A .  Stenberg.  

eine lineare und homogene Differentialgleiehung ( n ~  1) tot Ordnung geben, 
welche die Adjungirte der Gleichung 

�9 L . - 1  = 0 

ist. Betrachte ich aber die zwei ersten Horizontalreihen des Systems (I5) 
und f~]hre ieh in die zweite derselben i~berall (siehe die Formel (4~)) 

gt, 2 
Zn--1 - 7 - - -  

Zn 

ein, so giebt mir die Elimination der Gr6ssen 

? -/2~n--2,1~ I)n--2,2~ " ' ' 5  .... 2 . . . .  2 

IA,~- I, P V , , - ]  

eine in ,q lineare und homoge~e Differentialgleichung ( n ~  I) m Ordnung 

/ = o  

und zwar dieselbe, die ich durch Substitution der aus der ersten Horizon- 
talreihe des Systems (t5) abgeleiteten Ausdrt~cke f~'~r P,,-,,I, P n - ~ , ~ , . . . ,  

P,~-1,,,-1 und der Gr6sse ~ st att z,~_~ in die Adjungirte der Gleiehung 
Zn 

L,,_~ = o erhalten h~ttte. 
Die Coeffieienten der so gebildeten Differentialgleiehung 1 = o sind 

nur yon den Grsssen P,a, P,,.,., . . : ,  P,,~ und z, abh~ngig, wobei zu be- 
merken ist dass z,~ dasjenige particul~,re Integral der Differentialgleichung 

d ~. 3f~ = o, welches der Bedingung z,, L,, = ~(~ ,L , ,  1) gen~;tgt, darstellt. Um 

diese Abh~ngigkeit von dem p~rticul~,ren Integrale z, anzudeuten werde 
ich statt 1 = o 

~ehreiben. Unter der Anzahl der Differentialgleiehungen l ( z n ) : - o ,  die 
ich erhalte, wenn ich das eine partieul[~re Integral nach dem andern als 
z,, benutze, werde ieh diejenigen 

= o ,  = o ,  . . , . . . . .  ) = o 
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besonders beachten, welche mit Hialfe der Elementen des Fundamental- 
systems 

2]n~l~ ~r " �9 " ~ a~n,n 

yon Integralen des Oleichung 21I~ = o gebildet sind, wobei ich die im 
w 6 gebrauehten Bezeiehung 

[ y ~ y . 2 .  � 9  Y p - l Y p + ~  . . . .  y ,~ ] 

! y l  y 2  . . , y n  [ 

a l l W e l l d e .  

Ich werde ausserdem mit 

( p = l ,  'J, ,..~ n) 

�9 ] ~ n - - l , p  ~ 0 

diejenige unter den i:redueirten L n _  1 = O der Oleichung Ln = o be- 
zeichnen, welche das Fundamentalsystem yon Integralen 

Y l ,  Y ~ ,  ' " ,  Y , o - 1 ,  Y p + l ,  . ' . ,  Y , ,  

hat und folglich dem Integralc z,,:, in der Art cntspricht, dass 

ist. 

d 
z,,o Ln = (z,,o :,) 

Die Adjungirte dcr Differentialgleichung 

L u  I o - - - -  0 

hat das Fundamentalsystenl yon Integralen 

woher, da 

I Y l Y ' , . .  �9 �9 y ~ - l y ~ l  �9 �9 �9 7 6 - ~ Y . o + 1  . �9 �9 Y ,  I 

l Y l Y 2 .  �9 �9 Y I , - l Y r , + - I  �9 �9 �9 Y , ,  [ 

[ y l y 2  �9 �9 �9 y p - l Y p + l  �9 �9 �9 y ~ - . q Y : + l  �9 �9 �9 Y , ,  I 

l Y l Y ~  . . .  y , o - l y p + l  . . .  y , ,  f 

d e l j j O  - -  

I YJ? I" -  " " " y p - - - l y , , + l  . . .  ?1,, 

[ y f y 2 . .  - % I 

(o-= 1, ~, .., ,  p - - l )  

( r = p +  1, p +  ~, ..,, n) 

ist, die Differentialgleichung 

= o 
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das I undamentalsystcm yon Integralen 

l Y l Y ' ~  . �9 �9 y , , - l y , ~ + a  �9 �9 �9 Y p - - l Y p H  �9 �9 �9 Y ,  [ 

t Y l Y 2  �9 �9 �9 y n  [ 
(a= 1~ ?, ..., p -  1) 

I y l y . 2  �9 �9 �9 Y e - l Y p + l  �9 �9 �9 y ~ - - l y ~ 4 - I  �9 �9 �9 Y , ~  [ 
( r = p + l , p - - 2 ,  ..., n) 

hat. 
x4. Wie ieh im Cap. lI gezeigt habe ist es mir msglich eine li- 

neare und homogene Differentialgleichung 

aufzustellen, welche von si~mmtlichen Integralen der Gleichungen 

l ( ~ . , , )  = o ,  ~ ( ~ , , ~ )  = o ,  . . . , z ( ~  .. . . .  ) = o 

integrirt wird und deren allgemeines Integral das Aussehen 

p = l  

hat, wenn t2p das allgemeine Integral der Gleichung l(z,,p)= o ist. 
Es wird folglieh jede Grssse 

~'12, o 

(siehe die Formel (I4)) der Gleichung 

~ O  

Genage leisten, und das allgemeine Integral dieser Gleichung 

/ )=1 J P U 2 " ~  

sein, wo die Co beliebige Constanten sind. 
15. Es sagt mir der Satz des w 6, dass jeder Differentialgleichung 

L,,_2 = o und folglich auch jeder Gr0sse u,2,p zwei yon einander linear 
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unabhi~ngige Integrale z,~ der Gleichung 3~, = o entspreehen, und zwar 
sind naeh dem w 5 

Z,i u n d  z~,j 

ein Paar solehe Integrale, welehe der Gr6sse 

l~/,.o, p 

entsprechen, wenn I, 2, . . . ,  i - -  i,  i-4- i, . . . , 2 " - -  I, )'-Jr- I, . . . ,  n 
die pro Combination zu je n - - 2  yon den Zahlen I, 2, . . . ,  n i s t .  Hier- 
aus folgt, dass jede GrOsse u2,.o wenigstens zwei yon den Differentialglei- 
chungen 

= o ,  = o ,  . . , . . . .  ) = o 

integrirt, und dass si~mmtliehe Integrale einee jeden dieser Differential- 
gleiehungen yon den Integralen dee *abrigen linear abhi~ngig ist. Bei der 
Aufstellung der Differentialgleichung 

brauehe ieh folglieh nur n - -  i unter den genannten Gleiehungen zu be- 
rrmksiehtigen, wodurch ihre Coeffieienten ausser yon den GrSssen 1) ,1 ,  

P , 2 ,  . . . ,  P , , ,  yon nm" n - - I  unter den Integralen z,,,, abh~ngig werden. 
Es miissen aber andererseits die Coeffieienten der Differentialgleiehung 
~ = o in Bezug auf y ~ ,  Y2,  . . . ,  Y,, - -  und folglieh aueh in den GrOssen 
z , a ,  z , 2 ,  . . . ,  z , ,  - -  symmetriseh sein, wie die Besehaffenheit ihrer Inte- 
grale lehrt. Eine nothwendige Folge dieser beiden Bedingungen ist die, 
dass die genannten Coeffieienten keine yon den Gi(Sssen z~o enthalten. 1 

Diejenige Diffeventialgleiehung, welehe von sammtliehen Grsssen 

U'2, o 

integrirt wird, und deren allgemeines Integral die Form 

Zc u,,,o 
hat, ist also so besehaffen, dass ihre Coeffieienten nur yon den Coeffieienten 
dee Differentialgleiehung 

L, ,  = o 
abhangig sin& 

* D. h. dass diese Gr~issen dutch die Gleichung M ,  = o eliminirt werden k(innen. 
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Dutch die Art, in welcher ich die Differentialgleichung 

~ ~ O 

gebildet babe, ist ersiehtlieh, dass ihre Coeffieienten rationale algebraisehe 
Funetionen der Coeffieienten der Gleiehung 

L n  == O 

und ihren Abgeleiteten sind. 
Die Ordnungszahl der Differentialgleiehung 

gleieh derjenigen Zahl, welehe angiebt wie viele unter den Gr0ssen 

U'2, p 

n(~,-- I) 
yon einander linear unabhangig sind, ist < 

I6. Es sei nun angenommen, dass, wenn l~ eine positive, ganze Zahl, 
welche < n ~ ~ ist, bedeutet, zu jeder Gleichung 

~ n  ].p I 0 

eine lineare und homogene Differentialgleichung 

]p i 0 

gehSrt, welehe die folgenden Elgensehaften hat: 
~ ? ~  I 

~~ ihre Ordnungszahl ist < z 

- - I t {  n ~ - I  

2 ~ ihre Coefficienten sincl von keinen anderen Veri~nderlichen ab- 
hi~ngig als yon den Coefficienten der Gleichung L,,_l,o, und zwar slnd 
sie rationale, algebraisehe Funetionen dieser Coeffieienten und ihrer Ab- 

geleiteten, 
3 ~ sit wird von jeder Gr0sse 

v p ,  ~ - - - -  I ~ . t ~ Y 2  �9 �9 �9 y . o : d l p + l  �9 �9 �9 Y,, I 

integrirt, bei der il, i2, . . . ,  i,,_.,_1 die a te Combination zu je n - - # - - 1  
von den Zahlen I, 2, . . . ,  p ~  I, p ~- I, . . . ,  n ist, mid 
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4 ~ ihr allgemeines Integral hat die Form 

E a  CaVp, a~ 

wo ca beliebige Constanten sind. 
Dann, behaupte ich, kann auch eine lineare und homogene Differen- 

tialgleichung aufgestellt werden, welche den folgenden Bedingungen Ge- 
nfige: leistet: 

I• I ~ ihre Ordnungszahl ist < i/~+ l l n - - / ~ - - ~ '  

2o ihre Coefficienten sin(] rationale, algebraische Functionen yon den 
Coeffieienten der Gleichung L,, ~ -o  und ihren Abgeleiteten und yon 
keinen anderen Veranderlichen abhangig, 

3 ~  wird yon jeder GrSsse (siehe die Formel (I4)), 

~i~o.+ 1, p 

integrirt, und 
4 ~ ihr allgemeines Integral hat die Form 

~p  (~ U,~+ 1, ,o 

( / 
p=l , ' 2  . . . . .  I f , +  1 { n - - l ; . - - 1  / 

wobei Cp beliebige Constanten sind. 
Mit anderen Worten, dann giebt das System der Gleichungen in den 

+ I ersten Horizontalreihen des Systems (I5) bei der Substitution yon 

% 

Z n Z n _ l  . , . Zn--l~+ l 

und Elimination der Grsssen 

Zn--,u-l-1 ~ ~'n I*+2 ~ " " " ~ ~'n 

t �9 0 0 0 a 

~leta mathemattea. 8. I m p r i m 6  le 1 Mai  1886. 19 
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eine in u line-tre uncl homogene Differentialgleiehung, die hschstens yon 

In ist mid die Grosse der Ordnung ] 1' + t [ ~7, --/~ - -  I 

EpC;u,,+,,,, 
wo Co beliebige Constanten sind, als allgemeines Integral hat. 

Um dieses zu beweisen brauehe ieh nur wie im vorigen Falle, wo 
/.t ~ -  I war, in jede der gegebenen Gleiehungen 

l o g o  

statt dee abhiingig Ver'anderlichen 

~t 

Zn, p 

und statt der Coefficienten der Gleichung 

~n-l.p ~ o 

ihre aus der ersten Reihe des Systems (15) abgeleiteten Ausdraeke in 
P,,,~, P, ,~,  . . . ,  P,,.,, und z,,,,o einzuffihren, wol)ei ieh ein System yon n 
in u lineare und homogene Differentialgleiehungen erhalte, deren Coeffi- 
cienten ausser yon den Coeffieienten der Gleichung L ,  = o amr yon je 
einer der Grsssen z,.p abhi~ngen. Um dieses nnzudeuten gebe ich diesen 
Differentialgleiehungen die Bezeiehnung 

l o(~,,,p) = O. (,o~1,' . . . . . . .  ) 

Ein FundamentMsystem yon Integralen einer jeden der Gleiehungen 

r = o 

besteht aus den yon einander tinear unabhrmgigen unter den.ienigen Grsssen 

welehe dem Werthe  z.,p entspreehen. D,~ aber jedem 

# + I unter den GrSssen z,,,p entspreehen, muss jede GrSsse u,,,+l,p wenig- 
stens /, + I der Gleichungen l o(z,,,p) --=- o integriren, und folglieh ist jedes 
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Integral einer jeden der Gleiehungen lp(z , ,o)= o yon den Grossen, welche 
n - - #  gewisse unter diesen Gleiehungen integriren, linear abhlingig. Es 
konnen somit dig Coeffieienten derjenigen Diffcrentialgleichung 

5~I~+1 ~--- O, 

welche von s~mmtliehen Grossen 

Up.+ I, p 

integrirt wird, und deren allgemeines Integral 

~--'pCpUI~+L p 

ist,, ausser yon den Coefficienten der Gleichung L,, ~ o von nur n ~ #  

der ~ "" (.~rossen 

2'., p 

abh~mgig sein; andererseits mt'lssen sic aber in den Grsssen 

~ , I ,  Zu,2~ " " " , ~ , n  

symmetriseh sein, folglich enthalten sic garnieht diese GrSssen und sind 
nut  yon den Coeffieienten del: Gleiehung L . -  o abhgngig, wobei aus der 
Bildungsart der Gleichung 

~f~+1 == 0 

ersichtlieh ist, dass ihre Coeffieienten rationale, algebraische Functionen 
dieser Grsssen und ihrer Abgeleiteten sin& 

17. Die i m w  i6 gemachten Voraussetzungen sind erfallt, wenn 
# - ~  i und n > 2 ist, folglieh sind sie nach dem soeben Gesagten auch 
dann erftillt, wenn # = 2 und n > 3 (wie ieh auch in den w167 I 3 - - I  5 
besonders dargestellt babe) und aberhaupt wenn # eine be!iebige, positive 
ganze Zahl und ~ + > l , +  I i s t .  

Es giebt also immer, wenn 1~ < n ist, eine linearc und homogene 
Differentialgleichung 

~_p.  -~- O, 

welehe in dem im w 12 genannten Gebiete von den Funetionen 

(~ = ,. 2, 2, }':~'~ 
p \ 
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integrirt  wird, und deren allgemeines Integral das-Aussehen 

Z C'ou,,_l ,p 
hat, wobei C o beliebige Constanten sind, und sind die Coeffieienten dieser 
Differentialgleichung rationale, algebraisehe Funet ionen yon den Coeffi- 
eienten der gegebenen Gleichung 

L n = o  
und ihren Abgeleiteten. 

Dass nur  eine einzige solehe Differentialgleiehung existiren kann, 
und dass sic v o n d e r  W.qhl des Fundamentalsystems 

Y l ,  Y 2 ,  - . . ,  Y,~ 

unabhi~ngig ist, leuchtet dadurch ein, dass jcde Grosse 

I ~/~,~.., ' �9 �9 ~7~, I 

gleich einer Summe 

Z~pcpu,,__,,,,p, 
wo cp gewisse Constanten sitid, gesetzt werden kann, Wenll die GrSssen 

~ i  - :  Cfl  f f  i "-~ Ci2ff'~ "]-  . . "  2f_ e,,,y,, (,=;,,, ...... ,,,) 

sind, w o c , ,  e,2, . . . ,  e~,~ gewisse Constanten bedeuten. 
18. Wie aus dem System (15) ersiehtlieh ist, wird die (n ~ /~) : re -  

dueirte L,,,. : o tier Gleichung L,, : o dutch die GrSssen 

eindeutig bestimmt. 

und somit 

2 n ,  2 ' n - - l t  �9 " �9 , 2~#+1 

Da abel- nach der Formel (4~) 

U,j = Z ~ _ v + l Z n _ v +  2 . . . Z n 

q2,,~ 
Z n _ u +  1 - -  

ist, bestimmen die Gr0ssen 

(v=], 2~ 3, . . . ,#) 

ebenso eindeutig die Coefficienten der (n - -  /t) : reducirten der Gleichung 
]~,~ = o. 
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Ieh ziehe es vor den letztgenannten Gr6ssen die Benennung ))red.- 
cirende Gr(issen der linearen und homogenen Differentialgleiehung L,, = o)) 
beizulegen, und zwar werde ieh jede Grosse, die aus # beliebigen Ele- 
menten 

r/q, r/;~, . . . ,  r/~,~ 

eines beliebigen Fundamentalsystems 

yon Integralen der Gleichung Ln = o nach der Formel 

aufgebaut ist, e ine ))(,u - -  #):redueirende Grdsse der linearen und homo- 
genen Differenti 'dgleiehung L,, = o)) benennen. 

Diejenige lineare und homogene Differentialgleiehung, welehe von 
srunmtlichen (n - -  / l):redueirenden Gr0ssen der Gleichung L,, = o und 
yon nur solehen Gr~3ssen, die yon diesen linear abh~ngig sind, integrirt 
wird, werde ieh eine ))(n--#):reducirende der linearen und homogenen 
Differentialgleiehung L,, = o)) benennen. 

1st ~,,. = o die (n - - l , ) : r edue i r ende  der Gleiehung s = o, werde ieh 
sagen, dass die letztere ))die zu der (n- - /~) : reduei renden  2,~--= o ge- 
h0rende urspriingliehe Differenfialgleiehung)) ist. 

I9. Naeh dem w 17 sind die Coeffieienten einer (n~ /~ ) : r edue i -  
reuden Difl'erentialgleiehung nut  yon den Coeffieienten der zu dieser ge- 
h~srenden ursprangliehen Gleichung abhrmgig, und zwar hsehstens yon den 

I 

ersten Abgeleiteten derselben, wie aus dem w i 2 ersiehtiieh ist. 
Derselbe w ~7 definirt die ( n - - # ) : r e d u e i r e n d e  ~e._--o der Gleiehung 

L, = o nur far das i m w  I2 angegebene enge Gebiet. Die Gleichung 
~,,. = o kann abet aueh ausserhalb dieses Gebietes existiren, ngmlieh so 
weit wie die n , , . - - i  ersten Abgeleiteten der Coeffieienten der Gleiehung 
L,, -=- o gebildet werden b n n e n ,  wenn n~,. die Ordnungszahl der Gleiehung 

~o 
~,,. = o ist. Die angegebene Elgensehaff der Coeffieienten der Gleiehung 
~,. = o sagt mir abet dass diese Gleiehung nieht nut  in dem erstgenannten 
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Gebiete sondern so weit sic t~berhaupt existirt die Eigenschaft beibch','dt, 
eine (n - -  #):reducirendc der Gleichung L~-= o zu sein. 

Ich kann also den folgenden Satz aussprechen: 
W'enn eine lineare und homogene Differentialgleichung yon der Ordnung 

n so beschaffen ist~ dass in jedem Pankte eines gewissen Gebietes die 

]_~ 
I 

ersten Abgeleiteten ihrer sdimmtliclten Coefficienlen gebildet werden kdnnen, so 
existirt in diesem Gebiele eine lineare und homogene Differentialgleichung, 
derert Coefficienten rationale, algebraische Functionen yon den Coefficienten 
der urspriinglichen Gleichung und ihren genannten Abgeleiteten sind und von 
keiner anderen Verdnderlichen abhdngen, und welche in ]edem Punkte dieses 
Gebietes die (n--[~):reducirende der urspriinglichen ist. 

Ich will mit 

die (n--/~):reducirende der Differentialglcichung 

bezeichncil, wobei ich noch bcmerke, das ich mit den Bezeichnungen 

L , , ( y ) = o ,  L ....... ( y ) - ~ o  

angeben werde, dass in den Diffcrentialgleichungen 

.L~ ~ O~ L~, ,, ~ 0 

y die abh~ngig Ver~mderliche ist. 
20. Wenn ich in die (n - -  #):rcducirende L.,t,(y ) -~o der Differen- 

tialgleichung L ~ ( y ) ~  o statt der abh~ngig Ver~nderlichen y die Gr~sse 

f l;~, dx 
ye 

einfi~hre, wo P,,1 der zweite Coefficient der Gleichung L , , - - o  ist, erhalte 
ich eine lineare und homogenc Differentialgleichung 

L , , , . ( y )  = o,  
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deren Coefficienten nur von den Coeffieienten der Gleichung Ln = o und 
ihren Abgeleiteten gebildet sind, und deren allgemeines Integral  das 
A ussehen 

hat, wobei i~, i~, . . . ,  i,,. die pt~ Combination zu je /~ Elementen yon den 
Zahlen i, 2 , . . . ,  n repriisentirt und c.o beliebige Constanten sind. 

Diese Differentialgleichung 

L , , , ~ ,  - -  o 

werde ieh (lie))transformirte (n--/~):reducirende der Differentialgleichung 
L~ --= o)) benennen. 

2t .  Nach dem w 6 (Formel i2~) ist 

]Y,Y~.. -Y,,~ I (, 
I - l . . . .  I 

L 

wo C eine gewisse Constante ist, woraus folgt dass (lie Differentlalglei- 
chungen 

L n ~  rt ~ O 

und 

dasselbe 311gemeine Integral  haben, und somit 

L ..... ~ M,,,,L. 

Da abet auch 
ist. 

] Zn,  l Z , , , 2  . . , Z . . . .  [ 

ist, wo c eine gewisse Constante ist, so erhalte ieh ausserdem die Iden- 
titbit 

Es ist hier, nach den eingefahrten Bezeichnungen M, ..... ,~ dic /t:reduci- 

rende und _/]I, ..... ,,. die transformirte #:reducirende der zu Ln-----o ad- 
jungir ten Diiti~rentialgleichung M n = o. 
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Die obigen Identithten geben in Worten ausgesprochen den folgenden 
S a t z -  

Die (n~#):reducirende der li~earen und homogenen Differentialylei- 
chung yon der Ordmmg n 

Ln ==- o 

ist die transformirte ,u:reducirende der zu dieser Gleichung adjangirten Diffe. 
rentialgleiehun9 

M,,~o 

und die transformirte (n--t~):reducirende der Gleichung 

.L,, ---~ o 

ist die #:reducirende der adjungirten Gleichung 

wie auch # unter den Zahlen i, 2, . . . ,  n - -  i gewiihlt sei. 
Da die transformirte (n - - i ) : reduc i rende  einer linearen und homo- 

genen Differentialgleiehung yon der Ordnung n nichts anderes als diese 
Gleichung selbst ist, und die t:reducirende einer solehen Gleichung ihre 
Adjungirte ist, so giebt der obige Satz far den Fall # = I dqs Theorem 
vorl LAGRANGE : 

Eine lineare und homo.qene Differential.qleichun.9 ist die Adjm~!/irte ihrer 
eigenen Adjungirlen, 
welches Theorem somit ein Speeialfall des oblgen Satzes ist. 

22. Vergleiehe ieh das System (,o) im w 3 .fit  dem i m w  I 2 - , u f -  

gestellten System (!5), aus dem die Redueirenden der Gleiehung L .  = o 
hervorgegangen sind, finde ieh dass 

die p :reducirende der Differentialgleiehun 9 i I ) 

y('~-:~> + U~_:,.,~y ("-"-" +... + b~_: .... . y  = o 

eine Reducirte der p:reducirenden der Differentialgleichung L~ = o ist, wenn 
die positive ganze Zahl p < n ~ #  gesetzt wird, 

Denn jeder p:redueirenden Gr~)sse t:p der Gleichung (i i) entspricht 
wenigstens ein System yon p Grsssen 

Zn) Zn--1) '~n--~) " " "  ) '~n--(p~ 1)) 
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deren Product gleich ~p ist, und welche den Gleichungen in den [ ersten 
Verticalreihen des Systems (IO) Geniige leisten. Ausserdem ist es immer 
msglich ein System von n ~ / ~ - - p  GrOssen 

zu finden, welche den fibrigen Gleichungen des Systems (IO) geni~gen; 
zu diesem Zwecke brauche ieh nur die Differentialgleichung 

y("-~"-~) + U ~'~ ,y,"- , '  ~ ') + . . .  + U,,_~_ . . . .  :,~_og .... o 

zu reduciren. Hierdurch habe ich aber ein System yon Grossen 

erhalten, welches dem System (io) Geniige leistet und folglich, naeh dem 
w 3, yon der gegebenen Gleichung L,, = o ausgehend eine Reihe yon Diffe- 
rentialgleichungen aufbaut, welche si~mmtlich Reducirte der Gleichung 
L~ ----- o sin& 9~p ist also eine p:reducirende Gr/3sse der Gleichung L,~ = o. 

Der oben angefiihrte Satz sagt mir dass die p:reducirende der Glei- 
chung 

Y('~) + E,,~Y (''- " + " ' "  + K,,,,Y = o ,  

wobei V~,,,,, . . . ,  V,,,,~ dieselben GrOsset,, wie in den w167 5 und 7 dar- 
stellen, eine Reducirte der zur Gleiehung 3/.  = o p:reducirenden ist, 
woher dutch Beri~cksiehtigung des i m w  2I ausgesproehenen Satzes die 
folgende Thatsaehe hervorgeht" 

Die transformirte (/L ~ p):reducirende der Gleichung L,, = o ist eine 

Reducirte der transformirlen (n - -p ) : reduc i renden  clef linearen und ho- 

mogenen Differentialgleichun.g n ~" Ordnung L,~ = o, wobei L,,. = o eine 

( n -  p):reducirte der letztgenannten Gle%hunq~ und die positive, ganze Zahl 

p < ,u ist. 

Dieser S~tz sagt mir dass es im Allgemeinen, d. h. wenn die [--~ 

Grsssen 

in denen 

il, i2, . . . ,  i o 

Acta mathematica. 8. Impr im~ le 24 Avr i l  1886. 
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sammtliche Combinationen zu je p Elementen yon den Zahlen 

I ~  2 ~  . . . ~ ~g 

darstdlen,  yon einande~- linear unabhrmgig sind, eine i_p ln_  p I plZ__~- 

:redueirte der Gleiehung L , , p  = o giebt, deren Coeffieienten nur yon den- 
jenigen der Gleiehung L,~ = o abh~ngen. 


