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EINIGE EIGENSCHAFTEN

DER

LINEAREN UND HOMOGENEN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

VON

E. A. STENBERG

in HELSINGFORS.

Der Zweck der vorliegenden Untersuchung ist cinen Satz von La-
GRANGE zu verallgemeinern.

Dieser Satz sagt erstens, dass jeder integrirende TFactor der linken
Seite einer linearen und homogenen Differentialgleichung cin particulires
Integral eincer anderen linearen und homogenen Differentialgleichung von
derselben Ordnung ist, deren Cocfficicnten rationale algebraische Funec-
tionen von denen der ersteren und ihren Abgeleiteten sind, und zweitens,
dass jeder integrirende Factor der linken Seite dieser neuen Differential-
gleichung ein particulires Integral der urspriinglichen ist. Kine voll-
‘stiindige Entwickelung dieses Satzes befindet sich in einer Abhandlung
von FrLoquet: Sur la théorie des équations différentielles linéaires. Annales
scient. de 1’école normale supéricure, Sér. 2, Tome 8, 1879; Suppl.

Es scheint mir dass eine Verallgemeinerung des betreffenden "Satzes
kaum moglich ist, solange der oben angefihrte Wortlaut desselben bei-
behalten wird, weshalb ich im Folgenden von eincm anderen Standpunkte
ausgegangen bin, und zwar von demsclben, den ich in einem fritheren
Aufsatze (En egenskap hos lineira och homogena differentialequationer, Ofver-
sigt af Kongl. Vetenskaps-Akademiens forhandl. 1884, n:o 3) ein-
genommen habe. ‘
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L.

L=y + P,y "+...4P,.y, S )

eine Reihe von linearen und homogenen Differentialausdriicken, welche
so beschaffen sind, dass es moglich ist ein System von Grossen

o
Z‘u+17 Cuty « 00y 2y,

zu finden, welche
d
(I) Zv Lv = ZE(ZVLV—])

machen; dann giebt es immer, wie auch v unter den ganzen Zahlen, die
> p sind, gewithlt sei, ein System von y — p Grossen

T 7
U;—-/l,]? D AR Lv-—[:.,-/—/u

y—pt, 29

welche von y unabhiingig sind und der Bedingung geniigen, dass in Bezug
auf y die Identitat

(2) Lv = L(V*ﬂ) + a—-/t, 1 L;: =D Iju—f,u, 2 L‘S‘A/LMQ) . + (Ivflu, 1 L‘:L

"

stattfindet. Hierbei wird 2z, ein particuliares Integral der zu der Gleichung

(3) P+ U+ U 4+ + U, ,y=0

adjungirten Differentialgleichung.
Wenn v = p + 1 ist, gilt dieser Satz; ich brauche nur

’
— z/l.+l
Un T
1
zu setzen, ,
Is sei nun angenommen, dass die Gultigkeit des Satzes fur y =n—1

festgestellt, d. h. dass
p=n—~1—p

VLn—l = Lf}."_l—'u) + pz:‘ [In———l—,u,pL(:.n‘lﬂﬂﬂp)

I
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ist. Dann ergiebt sich aus der Bedingung

1
’ Zn
Ln = ]/n——l + ;Ln—l
w -

dass auch

p=n—p

L= T Bl 1

ist, wenn

’
Zn
Un——y,l == Tjn—-l~/1,1 + ;’
n
. z’
4 n
(4) az—/l,p = Un-—l—/l.,p + []71—1—/4,‘0—-1 + o Un-d——ﬂ,p——l (0=2,3, .,n—pu—1)

Zn

'
’ Zn

Un—-la,n--/L = Un—-l——/t,n—l—-//. + ;— Un——1~,u, n—1—p
n

gesetzt werden. Dieses System (4) sagt mir aber, dass 2, der Gleichung

—p— —y—2
dn n—1 dn U

d;ﬂn—‘ﬂ"‘l (LT" =1 Z”) + N—pr-—2 (lrﬂ =2 Z,,) + v + (_ I )”‘:" U;‘—I‘) ""I’-Zn =0

(n—pm)
z [ —
" dz

gentigt, d. h. dass 2z, ein Integral der zu (3) adjungirten Diiferential-
gleichung ist. Da nun der Satz fur v = + 1 gilt, so hat cr auch im
Allgemeinen Giultigkeit.

Aus der ersten Gleichung des Systems (4) finde ich, wenn ich sie
als Recursionsformel ansehe, folgende Eigenschaft

’ ’ '
Zy Zn-1 Zp41 d
(4ﬂ) U;z—/:.,l :Z + 2y 1 + [ + Zut1 = %log (Z/L-}—lzﬂ-{'? see Zn—lzn)?
da ja
’
2,
U, =0
Z/L+l
1st.

2. Die Identitit (2) giebt mir zur Bestimmung der Grossen U_\1yeen

U,_,., das System von y — s Gleichungen:
r=p-1
(5) P,=5_,+ xéS“—#-lm——l Ui + Uy, =123 w0 v—pt)
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wo

wenn < g ist, und

17:,9:1 a -
J— O
Sa,ﬁ:Z Tr— P;L B—o?

o —
o':ﬁ—//.] “ _O'}—O'

wenn > p ist, gesetzt wird.

Hieraus ergeben sich die Grossen U, ,,, U,_,4 ..., U,_,, , als
lineare algebraische Functionen der Coefficienten P, P,, ..., P,, , und
zwar auf folgende Weise

:Pu,p+Np,1P 1 +Np,‘3Pv,p——2 +"'+N,p—1Py,l+I\rp,p

v p

6) U,

v, p

(p=1,2 .., v—p)

v
wo die Coefficienten N, , ganze algebraische Functionen von P, P,,, ..., P,,

und ihren Abgeleiteten sind und sich nach der Recursionsformel

N = —2 N S,

pP—T,6—7T

— S

(6=1,2,3,...,0)
y—-p—p +0,0 N

=0+ T, T

berechnen lassen. Aus dem System (5) finde ich, dass

y+1 v

Nopro=N,,
und im Allgemeinen

u+g v

NF‘*‘";” = NI’:”

ist, wenn ¢ < p ist, und x eine positive ganze Zahl bedeutet.

Ausser dem System (5) giebt mir die Identitit (2) noch p Glei-
chungen, welche gewisse Relationen enthalten, die zwischen den Coef-
ficienten der Differentialgleichungen Z, = o und I, = o bestehen.

Diese Bedingungsgleichungen sind:

A=y—p

(7) P = Tv—ﬂ;ﬂ + )gl TV'j/A—).,p~l U;~—,u,k lo=y—ptly—pt3 .9

v, p
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A1 £0)

: o=q I(/' )

_— —_ K3
Fayﬁ - Z o — alo-})/l:ﬁ_’y
o=0 | __ |~ , .

wenn f < g ist, und

, o=¢ I a 9

fa,ﬁ: ,a_dlg 1 A—a

c=B-thfm— | —

wenn > p ist, gesetzt wird.

Wenn ich in die Gleichungen (7) die in (6) gegebenen Ausdriicke
cinfihre, finde ich die g letzten Coefficienten der Differentialgleichung
L, = o als lineare, algebraische Functionen von den ersten Coefficienten
Py Py .oy P, e

h=v—p

v
(8) 'le,vf-,u.+p = A{),O + El Ap, A Pv, 2 (p=1,2, rp)

v
wo die 4,, ganze algebraische Functionen von den Coefficienten der Diffe-
rentialgleichung Z, = o und ibren Abgeleiteten und nach der Formel

M T=v—p
Ap, S Ty——‘u.A—l, v—p 4 p--A +_§+1‘NT, T—A Ty-f,u-r,v-—/l.ﬁ-p»—r
gebildet sind.
Diese Formel sagt mir, dass
¥4 x v
(9) Ap, Ax T AF‘: 2

ist, wenn x eine positive ganze Zahl bedeutet.
3. Wenn zwei lineare und homogene Differentialausdriicke Z, von
der Ordnung g und L, von der Ordnung # so beschaffen sind, dass es

n — p von y unabhingige Grossen
lfw—,u,l? U;l*/L,27 Tt I]n—lu,n—‘u

giebt, welche fir jeden Werth von y

p=n—u

L= Ly + 2 U, L™

p=
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124
machen,’ so ist jedes System
Z/L+l’ '2;1,4—27 A Zn?
welches den Gleichungen
Z' ’
n—1 Zat1
Y oerey Un:
Zn—-1 Zu41

’
zil—-(f

(]r:—‘/z~—a—l,pg—-l + Un—/t—a——l,pq——l 2
n—o

Un——/LAa—l,pa. +
(pg =2, 38, .y n—p—a—1)

Ly N—jt—~3)

!
Zn
—1,1 + 2,__7 Un»—,u—],l — Un—/J.—?,l +
n

Un—/:, 1= Lrn~/

L’I.’-—,’L—tf, Pe T
(10)

(o0=:0,1,2, .

’

Zn—o

! Zn—qg

Tr T
= Dn»—,u—-a—], n—p—o—1 + lJn—/L—a——], n—ph—0—

LT
N =0, N-— L~
(0=0,1,2, ..., n—p—2)

geniigt, von der Beschaffenheit, dass, wenn eine Reihe von Differential-

ausdriicken
) 2#+11 53#+2; sy A
nach dem Gesetze
d
Z/LHQ/LH = dx (‘#HL#)
e )

(v=p+2,043,

d
5,2, = % ('ngy——l)

gebildet wird, wobei die zur Anwendung kommenden
R

'Z/l.{—l) Z/L-{—?? *

zu demselben System gehoren,
L,

i

L

1st.
Denn nach dem § 1 ist
p=n—p
L(n—',u——p)

n = LLn—-/*) + pgl ly"“#:ﬁ (2
und hier ist das rechte Glied der Annahme nach = L,.

! Oder mit andcren Worten: wenn die Bedingungen (7) oder (8) erfillt sind,
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Simmtliche Grossen z,, wenn tberhaupt solche existiren, welche den
Gleichungen (10) geniigen, integriren sowohl die Adjungirte der Differen-
tialgleichung

, L,=o

n

wie auch die Adjungirte der Gleichung

p=n—p

(11) yr + 2 U, p.’/(n-ﬂ_"a) = 0O,
p=1 w

aber andererseits muss auch jedes Integral der letzteren Adjungirten unter
denjenigen Grossen 2z, vorkommen, welche den Gleichungen (10) geniigen,
da ja die Verinderliche 2, nur in der Gruppe des Systems (10) eingelt,
in der ¢ = o ist, und diese Gruppe durch die genannte Adjungirte der
Gleichung (11) vollstindig ersetzt wird.

4. Hierdurch erhalte ich das Theorem:

Wenn zwei lineare und homogene Differentialausdriicke

L, = Yy 4 I",L,ly""*‘) + ...+ P/l,ﬂy
und-

— g > 1)
Ln'—”y _}-'ln,lyn )+"’+Pn,ny
so von einander abhdngen, dass man mittelst einem System von Grissen

PRl Fppay oeoeey Zn

durch eine Reihe von Differentialausdriicken

L,U.+l7 L/l.+‘_’7 AR ] Ln—l’
welche nach dem Gesetze
d .
2, L, = e (3,L,_) (r=p+1, 142 s n=1)

gebildet sind, zu der Gleichung

d
2y, Lrs = g% (-Zn Ln—-])

kommen kann, und wenn diejenige Differentialgleichuny

M, , = o,
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deren linke Seite auf folgende Weise mit Hilfe der nach der Formel (6)
gebildeten Grissen U,_, ., U, ..y .oy U, , .t :

ln —p—1 drr 2

R—pt (i ‘
Mn——/l, == " — Clwn_ﬂ: ( Un—/;, 1 :’/) + ——7:/—1.3 ([]11——/1,2?/) + .

de

R + (—_ I)ni"- n—-pt, n—/L!/

aufgestellt ist, ein Fundamentalsystem von n — p Integralen besitzt, so giebt
es ein System von p Grissen

lf/t,]’ -V:L,‘Z’ *r -V‘;I“!L
welche in Bezug auf y

p=p.
7 — W 7 Afe—p)
J'In - ‘Zl[ni‘u + pgl ; /l,pz'lni/Lp
macnen.
Wende ich hier die erste Gleichung
(58‘) Pv,l == P/L,l + Uva,l

des Systems (5) an, indem ich statt P,, und P,, die entsprechenden
Coefficienten der Ausdricke M, und M,_, und statt U,_, ,, ¥, ; einfilhre,
erhalte ich, da M, der zu L, adjungirte Ausdruck ist, die Gleichung

(12> _Pn,l :—‘“*-_Uﬂ*/l,l—l— If/t,l'

5. Bisher habe ich den Differentialausdricken L,, L, ,, ..., L,
keine Bedingung hinsichtlich ihres Verschwindens gestellt; diese allgemeine
Auffassung der Frage werde ich jetzt einigermaassen einschrinken, indem
ich den Differentialausdruck L, als die linke Seite einer linearen und
homogenen Differentialgleichung von der Ordnung n

L,=o
betrachte, welche ein Fundamentalsystem von Integralen

. Yoo Y5 Yss o ooy Y ‘
besitzt. i
Diese Voraussetzung geniigt, um auch bei jeder der Gleichungen

L, =o, L,y=o0, ..., L_,=o0 und M,=o0
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die LExistenz cines Fundamentalsystems von Integralen festzustellen, wie

aus meinem in der Einleitung genannten Aufsatze ersichtlich ist.
Ausserdem sagt mir diese Voraussetzung, dass auch M, , = o ein

Fundamentalsystem von Integralen hat. Denn ist das System

: ‘ Yis Yas o5 Ya
so gewihlt, dass

yl’ yQ’ sy ?//.L

cin Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung
L,=o0

bilden, so kann jede lineare und homogene Differentialgleichung, welche
eines der m — p Systeme

Yis Yas v oos Yoo Yuvs oo o5 Yous Yprry - oo Yoo emptliprtoom
als Fundamentalsystem von Integralen hat, die Gleichung-
L,,=o0

reprasentiren, wodurch nach der ersten Gleichung (5.) des Systems (5)
die Grosse U, ,_,, die n — p Werthe

d | e .y,

oo
da "2 | Y1y - Yulpt1 e Yo1Ypr1 - - Ya |

(p=pt+1,u+2, .., 0)

annehmen kann, wo ich der Kurze wegen mit

_ _ . |99 -9,
die Functionaldeterminante

Y Ys e Y

) !’
U Y Y,
?(19——1) y;u——j) . yl(‘v—l)_

bezeichnet habe; folglich wird nach der ersten Gleichung des Systems (4)
die Differentialgleichung
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von den # — o Functionen

R | 9192 - YuYptr - Yp1Ypt1 e o Ya |
“r [y .- U]

C=p+1, 142, .., 1)

integrirt, welche von einander linear unabhingig sind. ,

Jede lineare und homogene Differentialgleichung, welche ein Funda-
mentalsystem von Integralen besitzt und die in einem nach dem obigen
Gesetze gebildeten System von Gleichungen

L, = o, L,=o ..., L,=o0

vorkommt, werde ich eine »Reducirte derjenigen Differentialgleichungy
nennen, welche in dem betreffenden System als die letzte auftritt, d. h.
von der hochsten Ordnung. ist, und zwar werde ich der Gleichung

Ly—:ov, py<n

die Benennung: eine »(n — v):reducirte dev linearen und homogencn Diffe-
rentialgleichung

L, = o»
beilegen.

6. Nach den Auseinandersetzungen des § 5 kann ich, wenn L, =0
eine lineare und homogene Differentialgleichung von der Ordnung n ist,
welche ein Fundamentalsystem von Integralen hat, den im § 4 angefithrten
Satz folgendermaassen aussprechen:

Wenn L, = o eine (n — p):reducirte der Differentialgleichung L, = o
ist, so ist diejenige Differentialgleichung

M, , = o,

n—p

deren linke Seite auf folgende Weise mit Hilfe der nach der Formel (6)
gebildeten Grissen

[];i—ﬂ, 11 Un—p, 2% * []n-—w, n—p
p=n—p
— g —_1)"
Mn—lu - ?j + =1 ( I) dmn-ﬂt——p (U”-“lhpy)

aufgestellt ist, eine p:reducirte der zu L, = o adjungirten Differentialgleichung

M, = o.
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Nach der Gleichung (5.) ist unter Beibehaltung der im § 5 ge-
gebenen Bezeichnungen

__Cl |?/1?/2---?//L|
Uy = %10g| ViYe - - Y

10g ll Z;),/L-)»lzn,,u-}-? LR Zn,n | I ?/1?/2 tee yn ||]

V . d | Zn, n41%n, 042 - - - Za,n l d
1= log mal
mL da | Zn,1%0,2 « -+ Zu,n | dex

wodurch die Gleichung
<12> Pn,l = Un‘—//.,l - V;:.,l

in die folgende tbergeht:

d \%?»/'z---?l,tl _ d
(IQn) —Cl;loglzn,;l,+lzn,ﬂ+‘2 L zfz,nk - @log Iyl/’/‘z o ‘?/n l
d. h.
|
(122) e el gy, Ly,

Zp pt1fn, pt2 v - 0 Bagn
wo C eine gewisse Constante, und

o o Y Yo Yprr
" | v1y2 ... Yu |

ist.
7. Dem letzten Satze zufolge sind die im § 5 angefithrten Grossen

If/t,li 17]1,27 AR If/L,/L’
welche der Bedingung

p=p

M,=MP, + 2V, Mz

Geniige leisten, so beschaffen, dass die Gleichung

p=p
=P
& =y 2 (— 1y L (V) =0
p=1 dx

eine (n — p):reducirte der Differentialgleichung

L,, = 0
ist.

Acta mathematice, 8. Imprimé le 29 Avril 1886. 17
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Der zweite Coefficient der Gleichung £, = o ist die Grosse

i

"1

und folglich, nach den Formeln (12) und (5.) gleich dem zweiten Coeffi-
cienten
P,
der Gleichung L, = o.
Nehme ich jetzt an dass die Differentialgleichung L, = o so gewihlt

i1st, dass simmtliche Functionaldeterminanten

{ %!/2 core yﬂ. i) |%7/z M .7//4—1?//L+1 t’ tore " |?/n—;:.+l?/n——;/.+2 L ?/’n ’7

welche von u Elementen eines ihrer Fundamentalsysteme von Integralen
gebildet werden konnen, von einander linear unabhingig sind, so folgt
aus dem soeben Gesagten, dass in diesem Falle L, = o und £, = o0
dasselbe Fundamentalsystem von Integralen haben miissen, d. h. dass

Q

~n

I,

p

1}

ist. ‘
Wenn ich jetzt in dem System (6) V statt U, n statt vy und #—p
statt p schreibec und an Stelle der Grossen P,,, P, ..., P, , die ent-
sprechenden Coefficienten der Gleichung M, = o als Functionen der erst-
genannten Grossen setze, sowie auch in dic Grossen N, , statt der Coeffi-
cienten P,_,,, P, o, ..., P, ., die entsprechenden der Gleichung
M, _, = o als Functionen der Grossen P, ;, P, oy oy Py ueys Puss Py oy B,
einfithre, so missen in dem vorhandenen Falle die Ausdriicke, welche die
rechten Seiten der Gleichungen des Systems (6) bilden, in die Coefficienten

der zu

adjungirten Differentialgleichung ttbergehen. Da jedoch diese Ausdriicke
von der gemachten Bedingungsannahme garnicht abhiingig sind, so missen
im Allgemeinen, wie auch die Gleichung L, = o gewshlt sei, dic genann-
ten Substitutionen das obige Resultat hervorbringen.

Hieraus folgt aber dass im Allgemeinen

N L/L E Q"L
ist.
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Wenn also die lineare und homogene Differentialgleichung w'*" Ordnung

L =o0

n

cin Fundamentalsystem von Integralen besitzt, und

y O+ VYV e+ V, =0

die Adjungirte einer ihrer (n — p):veducirten L, = o darstellt, so findet in
Beziehung auf y die Identitdt

M, = M

n n—p

p=p
+£VJWT

A”‘! p

statt, wobei M, die Adjungirte der Gleichung L, = o und M,_, eine gewisse
unter ihren pireducirten rvepydsentiven, und wmgekehrt ist, wenn ich mit

— S
y(n ) + []n—,u,,l?/(n 1—1) _I_ ... + U'"‘/L7 n—pl = [e)

die Adjungirte der Gleichung M, , = o bezeichne,

p=n—p

L=L 4 B U, L=,

Wenn ich andererseits wieder meinen {fritheren Standpunkt, den-
Jenigen der §§ 1—4, einnehme, berechtigt mich das angedeutete Verhalten
des Systems (6) zur folgenden Aussprache:

Es seien die linearen und homogenen Differentidlausdriicke L, und L,
so wvon einander abhingig wie im § 4 angegeben ist und M, der Adjungirte
au L, — dann ist der Adjungirte

| :O =l”'

YO+ 2V, g
p=1 "7

des Ausdruckes L, so beschaffen dass in Beziehung auf y die Identitit

p=p

N J(n n—p
M:M”+EEJMQ

n—

stattfindet, wo M,_ ., der nach Angabe des § 4 gebildete Ausdruck ist.



132 E. A. Stenberg.

IL

8. Bevor ich die Untersuchung tiber die Eigenschaften der fur meine
Arbeit wichtigen Functionen

Un—y,,l’ Un—;l,,27 LI Un—//.,n—»[:,

weiterfuhre, sehe ich mich genothigt Einiges iber die Herstellung einer
solchen linearen und homogenen Differentialgleichung L = o vorauszu-
schicken, welche von simmtlichen Integralen jeder einzigen zu einem
System von gegebenen linearen und homogenen Differentialgleichungen
derselben Ordnung p

l, = o, lhb=0, ..., 1

gehdrenden Gleichung integrirt wird, und deren allgemeines Integral die
Form

Y, 4+ Y, +...+ 7,

hat, wo
Yo (p=1,2,..,7)
das allgemeine Integral der Gleichung
l,=o0
bedeutet.
Es sei also das obige System -
l{y=0, - l,=0, ..., [,=0
gegeben, wo
lp j— y(ﬂ,) + ])‘a,ly(ﬂwl) + .. + pp““-y (0=1,2, .., 7)

ist, und die Gleichung

Il =o (p=1,2, ..., 7
das Fundamentalsystem von Integralen
Yo10 Yoo <o o5 Yppe
besitzt. Giebt es dann wirklich eine Differentialgleichung
L=y 4+ Py +...4+ Py=o0
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von der oben genannten Beschaffenheit, so muss erstens ihre Ordnungs-
zahl v diejenige Zahl sein, welche angiebt wic viele unter den I'unctionen

(=
yp,o o=1

von einander linear unabhingig sind ' und zweitens jede der gegebenen
Gleichungen
!l =0 »=1,2,3,...,7

eine (v — p):reducirte der Gleichung L = o scin.
Es miussen also die Coefficienten der letztgenannten Gleichung den in
der Formel (8) enthaltenen Bedingungen geniigen, wenn in dieser Formel

die Substitutionen
R/,)L: P)L’ ‘P/i,z:pp,x

(A=1,2,..,% x=1,2, .., %)
ausgefihrt werden. Bezeichne ich mit

v

Av, l(lp)

das Resultat der Substitutionen

P, .=p,. (x=1,2, ..., )

", %
v
in die Grosse 4,,, so sind die genannten Bedingungen in dem System:

A=yv—p

(I 3) ‘P'/-'li+‘7 = A"‘:O (ZP) + ).gl 'Ad, ).(lp)‘Pl . (p=1,2, .., 750=1,2, “m"y')‘

enthalten. )

Wie aus dem § 2 ersichtlich ist konnen aber die Grossen 4, ,(1,)
nur dann gebildet werden, wenn die v — p ersten Abgeleiteten von den
Coefficienten ‘

Vs V)
existiren. Dieses ist folglich eine nothwendige Bedingung zur Existenz
der Differentialgleichung L = o. Ist aber diese Bedingung erfullt, so
konnen auch die v ersten Abgeleiteten einer jeden der Funetionen

Yo,0

! Dic Zahl v ist von der Wahl der Fundamentalsysteme unabhingig.
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gebildet werden und hierdurch ist das Vorhandensein der Coefficienten
P, P,, ..., P, vollstaindig ausser Zweifel gestellt. Da es ausserdem nur
eine einzige Differentialgleichung L = o geben kann, erhalte ich aus dem
Vorhergehenden den Satz:

Wenn ich eine Anzahl von linearen und homogenen Differential-

gleichungen
l, = o, lh=o0, ..., lL=0o0

von derselben Ordnung s habe, von denen eine jede ein Fundamental-
system von Integralen besitzt, und ich mit v die Anzahl der von cin-
ander linear unabhingigen unter den Elementen simmtlicher dieser Fun-
damentalsysteme bezeichne, so giebt es immer, sobald von allen Coeffi-
cienten der gegebenen Gleichungen die v —p ersten Abgeleiteten gebildet
werden konnen, eine und nur eine einzige Differentialglcichung

L = o,

welche so beschaffen ist, dass jedes particulare Integral ciner jeden der
Gleichungen I, = o0, [, =0, ..., [, =0 der Gleichung L = o Geniuige
leistet, und das allgemeine Integral der letzten Gleichung die Form

Y, + Y. +...+ 7,
hat, wobei

S
Y, (P=1,2, 00 1)

das allgemecine Integral der Gleichung.

darstellt.

Dieser Satz giebt mir ein Mittel zu bestimmen wann mehrere lineare
und homogene Differentialgleichungen von derselben Ordnung gemein-
schaftliche Integrale hahen, wie ich im Folgenden zeigen werde.

9. Firs Erste nehme ich nun an dass es keine Function giebt, die
gleichzeitic zwel oder mehrere der gegebenen Differentialgleichungen
ly =0, l, =0, ..., I, = o integrirt, d. h. dass

y=1p=1n

ist. Auss_erdem setze ich voraus dass die im § 8 erwahnte Bedingung
erfullt ist.
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Nach dem daselbst ausgesprochenen Satze miissen die n — p Glei-
chungen des-Systems -

all (]1 lf) Pl + Q9 (ll l1) P2 + s + a], n—p. (llll) Pn—/l. =ty (]7[1>
25 (ll ]7-) Py 4 ay (lxm P, 4..4 Uy n——/l.(]llr) P, o =y (/7-]1)

a//., 1 (Zl l’l) Pl + a,’t, 2 (ll l7) P2 + ve + a’//., n-—p ([1 II) Pn—/,c = a/f,, 0 (/7 il)
a’ll (l2 Zi) Pl + al? (12 Zr) P‘Z + PR + a’], n—p (]‘.’ ]1) Pnﬁu, = alo (]7[2>

aﬂ., 1 <l2 Z:) Pl + a’;/., 2 (IZ ]1) P2 + e + a‘vi, n—. (]2 lr) Pn —n = a;l., 0 <]7 l?)

(lll ([1'—1 ]1) Pl. + al? (lr~llf') P? + e + al, n—p (lr—l ]r) P11—~/L == alO (11'11'—-1)

a’/t, 1 ([1‘~—1 ]1) Pl + a’/L, 2 (11’—1 11) P2 + L + ”"u_, n—m (ZI‘——I l1) P;l‘_'“' = a’/l., 0 (lrlr—l)
in dem ich

0 n 01 = 4,,(1,) — A, (1)

gesetzt habe, den »n — p Cocfficienten P,, P,, ..., P, , cindeutig be-
stimmte Werthe geben.
Hierzu ist aber erforderlich dass die Determinante

ay (W) ayn (W) o oay (L)
ay (L) ay (W) ... ay, (L)

» a"u,,l(ll Zr) aﬂ,‘z(ll ]1> A a’/:., n—;L(]1]r>
D | L) ayn BLL) ..., (1)

a//_, 1 (12 Z7> a/L, 2 (l2 ]7) A a/t, n—In ([2 ]7>

a]l., 1 (lr—l Zi) a’/r,, 2 (Zr—l [7> AR (l/i., L ([7’—«1 ]))

nicht verschwindet.
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10o. Jetzt werde ich annehmen,  dass
Y=g —m =N —m

ist, wo m eine ganze positive Zahl, die < (r— 1)p ist, darstellt. Es
giebt mir in diesem Falle das System (13) » Gleichungen zur Bestim-
mung der » — m Coefficienten Py, P,, ..., P,_,. Dieses System darf
also nur #» — m von einander unabhingige Gleichungen enthalten, oder,
wenn ich das System (13) durch ein dem System (13.) entsprechendes
ersetze, durfen in diesem nur » —m— g solche Gleichungen vorkommen.

- Die im System (13) vorhandenen A4,,(/,) kann ich unter Beriick-
sichticung der Formel (9) gegen

v+m n

Atr, k-l»m(lp) == Au‘, Z-{-m(lp)

vertauschen, woher das in diesem Falle dem System (13.) entsprechende
Gleichungssystem das folgende Aussehen erhilt:

a’l, m+1 (]1 ij) -Pl + a], nm+2 (Zl [1) P2 + e + al, n—" (]1 ]r) Pn——m~—/¢ = al,m (LZI)
a’?, m41 (11 Zr) Pl + a?, mi2 (ll ]1) ] ,2 + e + “2,773» Fi3 (11 ]?) Pn—-m'—,'g - (‘,’2, m ([111)

< [ 3b> a//., m-+1 (Il lr) Pl + a//l., m+2 <ll Z?) P? + b + a/l., n—p (lll1> Pn,—-m——,u == a/l,,nz(l'r{])
al, 41 (Z.}l?) Pl + a’l, m+2<12 ]r) P? + hiad + al, n-—p (12]:) Pﬂ—m——;l, = al,m<l1‘l’2>

a/f., m41 (l'r’~—1 l1> Pl + a,u., m42 (lr—l ]7> P2 + oo + a/L, n—p (lr—l l7> Pn—«m“u. = a’,u,, m{lrlrr-—ﬂ'

Bezeichne ich jetzt mit

D

x

eine von den Subdeterminanten, welche man nachbehilt wenn man in
der Determinante I die x ersten Linien und x beliebige Reihen auslisst,
so missen folglich alle Determinanten

D

m—1
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verschwinden, aber wenigstens eine von den Subdeterminanten

D,
von Null verschieden sein. ,

11. Im § 9 habe ich die nothwendige Bedingung aufgestellt, der
die Gleichungen /, = o, I, = o0, ..., [, = 0 geniigen miissen wenn nicht
zwei oder mehrere unter ihnen von derselben Function integrirt werden,
und im § 10 die nothwendige Bedingung, die von den genannten Glei-
chungen erfullt werden muss, wenn eine gewisse Anzahl von ihren Inte-
gralen linear unabhingig sind. Diese Bedingungen sind aber auch ge-

niigend, denn wenn alle Determinanten D,_, = o sind, und unter den

i
Determinanten D, wenigstens eine nicht = o ist, so kann die Anzahl
der von cinander linear unabhingigen unter den Integralen der Glei-
chungen I, =o, l,=o0 ,..., I, =0 weder grosser noch kleiner als # —m
sein, folglich ist sie = n — m.

Schliesslich will ich noch bemerken, dass die Coefficienten der Glei-

chung
L =o,

wie das System (13) ergiebt, nur von den Coefficienten der gegebenen
Gleichungen I, = 0, I, = 0, ..., I, == 0 und ihren v — 1 ersten Abgelei-
teten abhangig sind und zwar von den Coefficienten nur derjenigen unter
ihnen, deren allgemeine Integrale von einander linear unabhiingig sind.

IT.
12. Es sei wieder wie im § 35

L =o0

n

eine lineare und homogene Differentialgleichung »'* Ordnung, von der
ich jetzt annchme, dass in einem gewissen Gebiete
1° die Functionen ‘
Yis Y25 - -5 Un

ein T'undamentalsystem von Integralen derselben darstellen, und

Acta mathematica. 8. TImprimé le 28 Avril 1886. 18
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2° die A — 1 ersten Abgeleiteten einer jeden der Functionen y,, .,
.5 Yn, oder, was dasselbe ist, die A—mn-— 1 ersten Abgeleiteten des
Differentialausdruckes L, gebildet werden konnen, wobel 1 die grosste
unter den Zahlen

|

J— — (2=21,2, .., 1)
lp|n—p

n

bedeutet.
Hiermit habe ich gesagt, dass in dem in Frage stehenden Gebiete
nicht nur simmtliche Grossen :
fUn_,, dx '
" — C e o (n=1,2, ..., n—1)

Re—jt gt

C,_, = Const.
gsondern auch ihre

[ n

|0 —p
ersten Abgeleiteten gebildet werden konnen, da namlich infolge der
Gleichung (5.) die Grossen w,_, bei geeigneter Wahl der Constanten c,_,
das Aussehen

n—p

VY- - Y, |

| b Y]
(1) Yoo = Tolon ]

haben, wobei ich mit dem angehéngten Zeichen p andeuten will, dass
by fay o v ey (A

die p* Combination von je g unter den n Zahlen 1, 2, ..., % bedeutet,
nachdem ich die genannten Combinationen in eine gewisse Reihenfolge
geordnet habe.

Unter Beibehaltung der Bezeichnung L, = o fur eine (n — p):redu-
cirte der Differentialgleichung L, = o ist L, = o die lineare und homo-

gene Differentialgleichung von der Ordnung Null
Y = 0.
Bei der Aunahme g = o verschwinden also simmtliche Grossen

S, s
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des § 2, wodurch die Formel (5) in

Lr = (P:’"]:?J---:V)V

v, 0 v, 07

und das System (10) in das folgende ubergeht:

7
3 Zp / s
Pn,l :'Pn~--1,ly,+-z_n’ Pn,p :Pn—],p+P7—l,p—1 Pn,n =Pn—],n—1
1
Zn
+ In-—],p——- z ’ + n—1, n—1 . ’
n n
(p=2,3, . n—1)
?
Zp--1 v
Pn—], 17 491 + Znt ’ Pn——], = n—? 0 + n—2, p—1 Pn—l, n—1 — L' p—2 n—2
n—
’ .
411—1 Zn—1
+ n-—2, p— /_n: ’ + Pn——?,ﬂ——?;: )
(0p=2,38,..,n—2)
3»? . .
1 zn— ’ y
( 5) Pn—o', 1= n-g—1, 1 + 2, Pn«rf,p = Pn—o~~'l,p + Pn—-zr~],p~1 Pn—a, n—o Pn~—¢r——],n—-o'——1
n—o
7
Zn—q 411——
+ n—o—1, p--1 2 ’ + Pn—-zr—-] n-og—1 2 -2
n—q n—ao
(p=2, 38, ..., n—a—1)
Z’ Z/ ZI
__p 3 - 4 3 I 54 43
P3,x —‘}2,1+;,;’ P3,2 == 2,2+P2,1+P2,1;3> P3,3 —12,2+Pz,223’
’ ’
P =P J P — P’ ._I_P ’fZ
2,1 — 1,1+‘*7 2,9 =L 1,170
(4 ]
2[
1
P, =—.
41

13. Betrachte ich in diesem System (13) fiirs Erste die Gleichungen,
welche in der zweiten Horizontalreihe enthalten smd so weiss ich dass
diese bei der Elimination der Grossen

D
P 2,19 171—2,‘27 LS | Pn~?,n—2

n—2,
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eine lineare und homogene Difterentialgleichung (n — 1)** Ordnung geben,

welche die Adjungirte der Gleichung
'Ln—l = 0

ist. Betrachte ich aber die zwei ersten Horizontalreihen des Systems {15)
und fithre ich in die zweite derselben uberall (siche die Formel (4s))

ein, so giebt mir die Elimination der Grossen
1)n——2,17 I)1L——2,2) ey 1)17»2,71»2
P,y Poyns ooy Pasyua
eine in u, lineare und homogenc Differentialgleichung (n— 1)‘““' Ordnung
l=o0

und zwar dieselbe, die ich durch Substitution der aus der ersten Horizon-
talrethe des Systems (15) abgeleiteten Ausdricke fir P, ,, P, ,,, ...,

P und der Grosse @ statt 2z,_, in die Adjungirte der Gleichung

n

w1, n—1
L, _, = o erhalten hitte.

Die Coefficienten der so gebildeten Differentialgleichung ! = o sind
nur von den Grossen P,, P,, ..., P, und 2, abhingig, wobei zu be-
merken ist dass ¢, dagjenige particulare Integral der Differentialgleichung

M, = o, welches der Bedingung 2,Z, = d%(zn],n,_]) geniigt, darstellt. Um

diesc Abhingigkeit von dem particularen Integrale 2, anzudeuten werde
ich statt | = o

schreiben. Unter der Anzahl der Differentialgleichungen (z,) = o, die
ich erhalte, wenn ich das eine particulire Integral nach dem andern als
z, benutze, werde ich diejenigen

Z('Zn,l) - 07 Z(Zn,?) = 07 <t l(zn,n) = 0
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besonders beachten, welche mit Hilfe der Elementen des Fundamental-
systems

» 2"
dn,l? z??,?’ ¢ '57',11

von Integralen der Gleichung M, = o gebildet sind, wobei ich die im
§ 6 gebrauchten Bezeichung
LY Yomi¥er Y]
Bup = .
Y2 ... ?/nl

(p=1,2,..,0)

anwende.
Ich werde ausserdem 1nit

-Ln——l =0

5P

diejenige unter den 1:veducirten L, , == o der Gleichung Z, = o be-
zeichnen, welche das Fundamentalsystem von Integralen

Yis Yas cvvs Yo1s Yogre ooy Y

hat und folglich dem Intégrale z,, in der Art entspricht, dass

anLn == —LZ_B— (”n,o Ln—-l,,u)
ist.
Die Adjungirte der Differentialgleichung
L

= O

n—1, p

hat das Fundamentalsystem von Integralen

Pts o Yo Yort - o YpmiWpat - W |
LYz Yotfprr - Y|

(0=1,2, v p—1)

[ys - Yom1Ypat - o YorrYer1 - - - Y|
Y12 - Yo1Ypar - - Yn|

(F=p+1, 042, ey m)

woher, da

Y YY1 - U

™

no

A EEREAR
ist, die Differentialgleichung
l(z,,)=o0
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das Fundamentalsystemn von Integralen

LYe o YorYor1 o Ypar¥Ypg1 - - - Yn |
[z v

(6=1,2,..,p-1)

Y2 - Yom1Yps1 - YeaYep1- - - Ya |
| 9192 - Ya |

(r=p+1,p+2, .., )

hat. :

14. Wie ich im Cap. II gezeigt habe ist es mir moglich eine li-
neare und homogene Differentialgleichung
g, =0

2

aufzustellen, welche von simmtlichen Integralen der Gleichungen
[(2,,) = 0, (2,0) =0, ..., l2,,) =o0
integrirt wird und deren allgemeines Integral das Aussehen
p=n
0
pgllde
hat, wenn £, das allgemeine Integral der Gleichung (2, ,) = o ist.
Es wird folglich jede Grosse

n
Uy o <I7:1: 2,3, oy iy Mp= |3_l‘::§>
(siehe die Formel (14)) der Gleichung
9 —

Gentige leisten, und das allgemeine Integral dieser Gleichung

p=ny

Y
pglcpu%p
sein, wo die C, beliebige Constanten sind.

15. Es sagt mir der Satz des § 6, dass jeder Differentialgleichung
L, , =o und folglich auch jeder Grosse u,, zwei von einander linear
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unabhiingige Integrale 2, der Gleichung 3, == o entsprechen, und zwar
sind nach dem § 3

2 und 2z

ni nj

ein Paar solche Integrale, welche der Grosse

Uy, p

entsprechen, wenn 1, 2, ..., ¢—1, i+ I, ...,7—1, j+1,..., 0
die p* Combination zu je » — 2 von den Zahlen 1, 2, ..., » ist. Hier-
aus folgt, dass jede Grosse u,, wenigstens zwei von den Differentialglei-

chungen
1(2,,) = o, Wz,,) =0, ..., Uz, =o0

integrirt, und dass simmtliche Integrale einer jeden dieser Differential-
gleichungen von den Integralen der tubrigen linear abhangig ist. Bei der
Aufstellung der Differentialgleichung

e =0

2

brauche ich folglich nur # — 1 unter den genannten Gleichungen zu be-
riicksichtigen, wodurch ihre Coefficienten ausser von den Grossen P,

Py, ..., P, von nur » — 1 unter den Integralen z,, abhingig werden.

np
Es miissen aber andererseits die Coefficienten der Differentialgleichung
£, = o in Bezug auf »,, ¥,, ..., y, — und folglich auch in den Grossen
Zuty Znzy + -+ &y — symmetrisch sein, wie die Beschaffenheit ihrer Inte-

grale lehrt. Eine nothwendige Folge dieser beiden Bedingungen ist dic,
dass die genannten Coefficienten keine von den Grossen z,, enthalten.’
Diejenige Differentialgleichung, welche von simmtlichen Grossen

u‘), 0

integrirt wird, und deren allgemeines Integral die Form
Ze,u,,

hat, ist also so beschaffen, dass ihre Coefficienten nur von den Coefficienten
der Differentialgleichung ‘

I, = o
abhingig sind.

! D. h. dass diese Grossen durch die Gleichung M, = O eliminirt werden kénnen.
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Durch die Art, in welcher ich die Differentialgleichung

gebildet habe, ist ersichtlich, dass ihre Coefficienten rationale algebraische
Functionen der Coefficienten der Gleichung

und ihren Abgeleiteten sind.
Die Ordnungszahl der Differentialgleichung

L, = 0,

gleich derjenigen Zahl, welche angiebt wie viele unter den Grossen

Uz,

. . - . . R nin-—1
von einander linear unabhingig sind, ist é_(—z_)

16. Ls sei nun angenommen, dass, wenn g eine positive, ganze Zahl,
welche < n — 1 ist, bedeutet, zu jeder Gleichung

Ln—-—],p =0
eine lineare und homogene Differentialgleichung

l,=o0

gehort, welche die folgenden Eigenschaften hat:
. . | n— 1
1° ihre Ordnungszahl ist < ——=-—,
= )u"ﬂ-——[l—-l

2° jhre Coefficienten sind von keinen anderen Verinderlichen ab-
hingie als von den Coefficienten der Gleichung I, ,, und zwar sind
sic rationale, algebraische Functionen dieser Coefficienten und ihrer Ab-
geleiteten,

3° sie wird von jeder Grosse

T | n-—pm—1

|/

v =
20 T yye o Yo Upr1 - - Yn |

1 YiWig - - ?/in—-‘ﬂ,nl 1 <”:1)9 ]__71——-1 )

integrirt, bei der iy, iy, ..., %, die ° Combination zu je n—p—1
von den Zahlen 1, 2, ..., p— 1, p+ 1, ..., n ist, und
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4° ihr allgemeines Integral hat die Form

2,c0

p,U’

wo ¢, beliebige Constanten sind. v

Dann, behaupte ich, kann auch eine lineare und homogene Differen-
tialgleichung aufgestellt werden, welche den folgenden Bedingungen Ge-
niige- leistet:
[

o thp SZ¢ ] g <
1° ihre Ordnungszahl ist < L in—p—1’

2° ihre Coefficienten sind rationale, algebraische Functionen von den
Coefficienten der Gleichung I, = o und ihren Abgeleiteten und von
keinen anderen Veranderlichen abh#ngig,

3° sie wird von jeder Grosse (siehe die Formel (14)),

|2 )
Uptr,p (,;:1, o AT a1

integrirt, und
4° ihr allgemeines Integral hat die Form

y
Z,, Cou,s,,

wobei C, beliebige Constanten sind.
Mit anderen Worten, dann giebt das System der Gleichungen in den
¢ + 1 ersten Horizontalrcihen des Systems (15) bei der Substitution von

@

o T iy
und Elimination der Grodssen
Zuoui1 3 Znopra g eeey @y
Pn—lu——l, 12 ‘Pfl-;/tvl, 2y sz—/z——], n—p—1
Pn—/L,l ’ -Pn—/L,‘z P n——pt, n—pt
Pn-ju-}-l,l) 'Pn—/bH,?’ MR ] Pn—[z+],n-—//.+1

D)
111—1,1 9 P?z—l,? 9 0 Pn—],n—l

Acta mathematica. 8, Tmprimé le 1 Mai 1886, 19
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eine in » lincare und homogene Differentialgleichung, die hochstens von

n
[ ist und die Grosse

der Ordnung 1/1 T

z‘o Cpu‘!L+1,,D ’

wo C, beliebige Constanten sind, als allgemeines Integral hat.
Um dieses zu heweisen brauche ich nur wie im vorigen Falle, wo
p =1 war, in jede der gegebenen Gleichungen

[,=o0
statt der abhingig Verinderlichen

"

i,
und statt der Coefficienten der Gleichung
L =0

n—1, 0
ihre aus der ersten Reihe des Systems (135) abgeleiteten Ausdricke in

P, L, ..., P, und g, , cinzufithren, wobei ich cin System von »

in % linearc und homogene Differentialgleichungen erhalte, deren Coeffi-
cienten ausser von den Coefficienten der Gleichung L, = o nur von je
einer der Grossen z, , abhingen. Um dieses anzudeuten gebe ich diesen
Differentialgleichungen die Bezeichnung

l,(z,,) = o. (p=1,2, 0
Ein Fundamentalsystem von Integralen einer jeden der Gleichungen
2 (‘Zn p) =0
besteht aus den von einander linear unabhingigen unter denjenigen Grossen

“/H—l,p’

welche dem Werthe 2, , entsprechen. Da aber jedem

Wut1,p

/4 1 unter den Grdssen z, , entsprechen, muss jede Grosse u,,, , wenig-
stens g 4 1 der Gleichungen /,(¢, ) = o integriren, und folglich ist jedes
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Integral einer jeden der Gleichungen 7,(2, ,) = o von den Grossen, welche
n — p gewisse unter diesen (leichungen integriren, linear abhingig. Es
konnen somit die Coefficienten derjenigen Differentialgleichung

Y

nt1 = Oy

welche von siimmtlichen Grossen

M'IH-LP

integrirt wird, und deren allgemeines Integral
zpcpuwrlm

ist, ausser von den Coefficienten der Gleichung L, = o von nur # —
der Grossen

Z": 4

abhingig sein; andererseits miissen sie aber in den Grossen
'Zn,l) 511,27 oy Zwl,n

symmetrisch scin, folglich euthalten sie garnicht diese Grossen und sind
nur von den Coefficienten der Gleichung L, = o abhangig, wobei aus der
Bildungsart der Gleichung

Q[L+l = 0

ersichtlich ist, dass ihre Coefficienten rationale, algebraische Functionen
dieser Grossen und ihrer Abgeleiteten sind.

17. Die im § 16 gemachten Voraussetzungen sind erfullt, wenn
p=1 und » > 2 ist, folglich sind sie nach dem soeben Gesagten auch
dann erfullt, wenn g =2 und » > 3 (wie ich auch in den §§ 13—13
besonders dargestellt habe) und tberhaupt wenn g eine beliebige, positive
ganze Zahl und » > p 4+ 1 ist.

Es giebt also immer, wenn g < n ist, eine lineare und homogene
Differentialgleichung

S,y = O,

-

welche in dem im § 12 genannten Gebiete von den Functionen

\

s
Nty P (P:I,‘l, 3, ey |,4[71—~/L)

U,
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integrirt wird, und deren allgemeines Integral das Aussehen
v
zp (’p Un—p,p

hat, wobei C, beliebige Constanten sind, und sind die Coefficienten dieser
Differentialgleichung rationale, algebraische Tunctionen von den Coeffi-
cienten der gegebenen Gleichung

und ihren Abgeleiteten. »
Dass nur eine einzige solche Differentialgleichung existiren kann,
und dass sic von der Wahl des Fundamentalsystems
Yis Yos -+ Yu
unabhiingig ist, leuchtet dadurch ein, dass jede Grosse
| 7070, - i, |
gleich einer Summe

zp Colln s, p>
wo ¢, gewisse Constanten sind, gesetzt werden kann, wenn die Grossen

7= Cath + CoYo + - .-+ Cu¥a (=it s iy)

sind, wo ¢,y €y, ..., €, gewisse Constanten bedeuten.
18. Wie aus dem System (15) ersichtlich ist, wird dic (n — p)ire-
ducirte L, = o der Gleichung I, = o durch dic Grossen ’

‘ZH) Zn—l’ AR | Z/L+1

eindeutig bestimmt. Da aber nach der Formel (4a)

uv = Zn'v+12u—u+2 ¢ Zn
und somit
]

Zn~v+1 -

Uy—1
ist, bestimmen die Grossen

Uyy Ugy oovy Uy,

ebenso eindeutig die Coefficienten der (n— p):reducirten der Gleichung
L, = o.



Einige Eigenschaften der linearen und homogenen Differentialgleichungen. 149

Ich ziehe es vor den letztgenannten Grossen die Benennung »redu-
cirende Grossen der linearen und homogenen Differentialgleichung Z, = o»
beizulegen, und zwar werde ich jede Grosse, die aus p beliebigen Ele-
menten

Nis 77i27 ceey 771'#

cines beliebigen Fundamentalsystems

ey Nasy coey Oy

von Integralen der Gleichung Z, = o nach der Formel

’ 71'1771‘2 te ‘0'./1,

177 -
aufgebaut ist, eine »(n — p):reducirende Grisse der lincaren und homo-
genen Differentialgleichung Z, = o» benennen.

Diejenige lineare und homogene Differentialgleichung, welche von
simmtlichen (» — p):reducirenden Grossen der Gleichung L, = o und
von nur solchen Grossen, die von diesen linear abhiangig sind, integrirt
wird, werde ich cine »(n — p):reducirende der linearen und homogenen
Differentialgleichung L, = o» bencnnen.

Ist £, = o die (n — p):reducirende der Gleichung Z, = o, werde ich
sagen, dass die letstere »die zu der (» — p):reducirenden £, = o ge-
horende wrspringliche Differentialgleichungy ist.

19. Nach dem § 17 sind die Coefficienten einer (# — p):reduci-
renden Differentialgleichung nur von den Cocfficienten der zu dieser ge-
horenden ursprunglichen Gleichung abhéangig, und zwar hochstens von den -

K

e — 1

‘ﬁ ’ n— 1

ersten Abgeleiteten derselben, wie aus dem § 12 ersichtlich ist.

Derselbe § 17 definirt die (n — p):reducirende £, = o der Gleichung
L, = o nur far das im § 12 angegebene enge Gebiet. Die Gleichung
€, =0 kann aber auch ausserhalb dieses Gebietes existiren, namlich so
weit wie die n, — 1 ersten Abgeleiteten der Cocfficienten der Gleichung
L, = o gebildet werden konnen, wenn n, die Ordnungszahl der Gleichung
£, = o ist. Die angegebenc Eigenschaft der Coefficienten der Gleichung
£, = o sagt mir aber dass diese Gleichung nicht nur in dem erstgenannten
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Gebiete sondern so weit sic fiberhaupt existirt dic Eigenschaft beibehalt,
eine (n — p):reducirende der Gleichung Z, = o zu sein.
Ich kann also den folgenden Satz aussprechen:
Wenn eine lineare und homogene Differentialgleichung von der Ordnung
n so beschaffen ist, dass in jedem Punkte eines gewissen Gebietes die
| n

e[n—r "

ersten Abgeleiteten ihrer sdmmitlichen Coefficienten gebildet werden kinnen, so
existirt in diesem Gebiete eine lineare wund homogene Differentialgleichung,
deren Coefficienten rationale, algebraische Functionen wvon den Coefficienten
der urspriinglichen Gleichung und ihren genannien Abgeleiteten sind und von
keiner anderen Verdinderlichen abhdngen, und welche in jedem Punkte dieses
Gebietes die (n — p):reducirende der urspriinglichen ist.
Ich will mit
L,,=o0

0,
die (n — p):reducirende der Differentialgleichung
L,=o0
bezeichnen, wobel ich noch bemerke, das ich mit den Bezeichnungen
L(y)=o, L,.(y)=o
angeben werde, dass in den Differentialgleichungen
L, = o, L,, =o

y die abhangig Verinderliche ist.
20. Wenn ich in die (# — p):reducirende L, ,(y) = o der Differen-
tialgleichung L,(y) = o statt der abhangig Veranderlichen y dic Grosse

[Pada
ye

einfithre, wo P, der zweite Coefficient der Gleichung L, = o ist, erhalte
ich cine lineare und homogene Differentialgleichung

zn,,u(!/) == 07
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deren Coefficienten nur von den Coefficienten der Gleichung L, = o und
ihren Abgeleiteten gebildet sind, und deren allgemeines Integral das
A ussehen

20 Yty

hat, wobei i, 4, ..., ¢, die p* Combination zu je p Elementen von den
Zahlen 1, 2, ..., » reprisentirt und ¢, beliebige Constanten sind.
Diese Differentialgleichung

L =o0

n,

werde ich die »transformirte (n — p):reducirende der Differentialgleichung
L, = o» benennen.
21. Nach dem § 6 (Formel 12n) ist

lnys. .y

— 02
P == Y| % ,H.»H'Zn nt2 v Zn,n I
(Y2 i

S

wo C eine gewisse Constante ist, woraus folgt dass die Differentialglei-

chungen
L,, e}
und
Mn, n—p &

dasselbe allgemeine Integral haben, und somit

Ln, ”n

1
5

1, R p

ist.
Da aber auch

Zﬂ,/l.+1z‘n,/L+2 <. Zan

= eyt

Izn,lzn,‘) e Z”:"I

ist, wo ¢ eine gewisse Constante ist, so erhalte ich ausserdem die Iden-
titit

M =

n, -1 [N/

Es ist hier, nach den ecingefuhrten Bezeichnungen M, dic p:reduci-

n, n—n

rende und 2, die transformirte p:veducirende der zu L, = o ad-

) Rph

jungirten Differentialgleichung M, = o,

n
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Die obigen Identititen geben in Worten ausgesprochen den folgenden
Satz: :

Die (n — p):reducirende der linearen und homogenen Differentialglei-
chung von der Ordnung n
: L,=o0

n

st die transformirte p:reducivende der zu dieser Gleichung adjungirten Diffe-
rentialgleichung
M, =o

und die transformirte (n — p):veducirende der Gleichung

L =o0

ist die p:veducirende dev adjungirten Gleichung
Mn = O’

wie auch p unter den Zahlen 1, 2, ..., n— 1 gewdhlt sei.

Da die transformirte (# — 1):reducirende ciner linearen und homo-
genen Differentialgleichung von der Ordnung #» nichts anderes als diese
Gleichung selbst ist, und die 1:reducirende einer solchen Gleichung ihre
Adjungirte ist, so giebt der obige Satz fur den Fall g = 1 das Theorem
von LLAGRANGE:

 Eine lineare und homogene Differentialgleichung ist die Adjungirte ihrer
eigenen Adjungirten,
welches Theorem somit ein Specialfall des obigen Satzes ist.

22.  Vergleiche ich das System (10) im § 3 mit dem im § 12 auf-
gestellten System (15), aus dem die Reducirenden der Gleictung I, =o
hervorgegangen sind, finde ich dass

die p:reducirende der Differentialgleichung (11)

— ——1 r
y(" ) + Un«-;;,l?/(" L + b + Un—/t, n——/l.y =0

eine Reducirte der p:reducivenden der Differentialgleichung L, = o ist, wenn
die positive ganze Zahl p < n-— p gesetst wird,

Denn jeder p:reducirenden Grosse ¢, der Gleichung (11) entspricht
wenigstens ein System von p Grossen

2", Zn—l? zn—?’ LR 4 zn-—(p»—])’
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deren Product gleich ¢, ist, und welche den Gleichungen in den p ersten
Verticalreihen des Systems (10) Geuniige leisten, Ausserdem ist es immer

moglich ein System von n— pu— p Grossen
Zn——p? Zn~—p—-17 R & fz‘:/,-f-l’

zu finden, welche den ubrigen Gleichungen des Systems (10) gentigen;
zu diesem Zwecke brauche ich nur die Differentialgleichung

e I _
y(” e + lj;'t—j't—p, 1.1/ nepmeD + LR + Uvn—/z-—-(), n~~/i.—‘o./y = O
zu reduciren. Hierdurch habe ich aber ein System von Grossen

5737 ‘Zn—la fet 'z,u+]7

~erhalten, welches dem System (10) Geniige leistet und folglich, nach dem
§ 3, von der gegebenen Gleichung L, = o ausgehend cine Reihe von Diffe-
rentialgleichungen aufbaut, welche simmtlich Reducirte der Gleichung
L,=o0 sind, ¢, ist also eine p:reducirende Grosse der Gleichung L, = o.

Der oben angefithrte Satz sagt mir dass die p:reducirende der Glei-
chung

T Y S

wobei V, ., ..., V,, dicselben Grossen, wie in den §§ 5 und 7 dar-
stellen, eine Reducirte der zur Gleichung M, = o p:reducirenden ist,
woher durch Berucksichtigung des im § 21 ausgesprochenen Satzes die
folgende Thatsache hervorgeht:

Die transformirte (pt — p):reducirende der Gleichung L, = o ist eine
Reducirte der transformirten (n — p):reducivenden der linearen wund ho-
mogenen  Differentialgleichung n"" Ordnung L, = o, wobei L, = o eine
(n — p):reducivte der letztgenannien Gleichung, und die positive, ganze Zahl

p < p ist.

n
Dieser Satz sagt mir dass es im Allgemeinen, d. h. wenn die ‘—pl|————
Lir—r
Grossen
'yi,yi2 Y, ‘7
in denen
7.17 i27 ey ’.p

dcta mathematica. 8, Imprimé le 24 Avril 1886. 20
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sammtliche Combinationen zu je p Elementen von den Zahlen

I, 2, ..., 1

| E )

darstellen, von einander linear unabhingig sind, eine ( — =
leln—=p |plr—r

:reducirte der Gleichung L, , — o giebt, deren Coefficienten nur von den-
jenigen der Gleichung L, = o abhingen.




