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UNTERSUCHUNGEN UBER DIE CONVERGENZ DER REIHEN
WELCHE
ZUR DARSTELLUNG DER COORDINATEN DER PLANETEN

ANGEWENDET WERDEN
VON

H. GYLDEN

in STOCKHOLM.

In letzterer Zeit hat man mehrfach die Frage in Erwigung gezogen,
ob. die analytischen Ausdriicke, durch welche man bisher die Losung des
s. " g. Dreikdrperproblems dargestellt hat, auch eine wirkliche, fur alle
Zeiten ' gultige - Losung dieser Aufgabe reprisentiren, oder ob sie ‘bloss
wihrend = einer- begrinzten,.  wenn auch fuar practische Bedurfnisse hin-
reichend ‘langen Zeit die Bewegungen mit der gewiinschten Genaunigkeit
wiedergeben 'kénnen; -ob, mit anderen Worten, diese Ausdriicke eine ge-
niigende Einsicht in die Natur der Bewegungen zu gewihren im Stande
sind, oder ob sie bloss den Dienst von Interpolationsformeln verrichten.
Diese Frage lasst sich auch in folgender Weise ausdriicken: sind die Func-
tionen, welche die Coordinaten der sich gegenseitig anziehenden Korper
und ihre Geschwindigkeiten analytisch angeben, von ‘der Beschaffenheit,
dass sie sich in gleichformig convergirenden trigonometrischen Reihen ent-
wickeln lassen? Die erwahnten Functionen sind uns nun zwar zunachst
vollig unbekannt, so dass an eine directe Beantwortung der vorgelegten
Frage nicht zu denken ist; unsere Bemithungen miissen daher darauf
gerichtet sein, zu einer annihernden Kenntniss jener Functionen zu ge-

langen, indem wir die urspriinglichen Differentialgleichungen der Bewegung
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in einer Weise vereinfachen, welche uns eine wirkliche Anniherung und
mithin eine beliebig genaue Losung mittelst mehrerer auf einander fol-
genden Anniherungen erwarten lisst. Bei den bisherigen Versuchen das
erwithnte Problem zu losen hat man wohl auch immer, so oft es sich
um ernstlich gemeinte Untersuchungen gehandelt hat, diesem Grundsatze
zu geniigen gesucht; bei der Feststellung der jedesmal vorzunehmenden
‘Reduction ist es indessen bis jetzt kaum gelungen — weil die Losung der
Aufgabe mit zu grossen Schwierigkeiten verbunden war — den strengen
Beweis dafur zu liefern,. dass die eingeleitete Approximationsmethode
wirklich dem richtigen Resultate entgegenfithre. Hierzu wire vor Allem
nothig, die Convergenz der successiven Anniherungen gesichert zu sehen.
Convergiren aber die Reihenfolgen der Annaherungen nicht, so darf man
selbstverstandlich nicht aus einzelnen derselben irgend welche Schliisse
auf die analytische Form ziehen, durch welche die vollstindige Losung
dargestellt werden kann.

Es lag nahe, bei den Bewegungsgleichungen der Planeten jene Ver-
einfachungen dadurch herbeizufithren, dass man in der ersten Anniherung
bloss die Anzichung der Sonne beriicksichtigte, in der zweiten die der
storenden Planeten, aber bloss insofern diese den ersten Potenzen ihrer
Massen proportional sind, u. s. w.; dass man mit einem Worte die suc-
cessiven Annisherungen nach den Potenzen und Producten der Planeten-
massen ordnete. FEine solche Anordnung der Anniherungen ist aber, wie
man bei naherer Betrachtung bemerken wird, mit ganz wesentlichen Nach-
theilen verkniipft. Man erhalt nehmlich vor Allem Ausdricke, welche
die Zeit oder Potenzen der Zeit als Factoren enthalten und also beliebig
anwachsen konnen; und von solchen Ausdriicken kann man nicht erwarten,
dass sie die wahre Form der Integrale reprasentiren. Wenngleich man
nun nachtriglich auch derartige Factoren eliminiren, und demnach die
reine trigonometrische Form herstellen kann, so hat das Resultat in
theoretischer Hinsicht doch eine weniger tiefgehende Bedeutung, als wenn
die reine trigonometrische Form sich unmittelbar ergeben hatte. Bei
meinen Untersuchungen tiber die Theorie der Bewegungen der Himmels- -
korper habe ich mich daher bemiiht, das Auftreten von Gliedern, welche
mit der Zeit oder ihren Potenzen multiplicirt erscheinen, zu vermeiden.

Wenn aber auch die Entwicklung nach den Potenzen der stérenden
Krafte nicht uberall und durchgehend gestattet ist, so kann man sie
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anderseits doch nicht auf jeder Stufe der Untersuchung vermeiden; es
bleibt demnach zu entscheiden ob man, trotz derartigen Entwicklungen,
doch Schliisse hinsichtlich der absoluten Gultigkeit der in solcher Weise
erlangten Losung zu ziehen berechtigt ist. Um sogleich jeder Begriffs-
verwechselung in Betreff dieses Punktes vorzubeugen, muss ich mir hier
die Bemerkung erlauben, dass ich in meinen friheren Arbeiten unter der
Benennung »eine absolute Losungy eine Losung verstanden habe, die in jeder
Beziehung innerhalb der Grenzen unseres empirischen Erkennens gultig
ist. Wenn man tberhaupt von einem absoluten Planetensysteme reden
darf, so bezieht sich das Wort absolut offenbar auf die Erkenntniss der
allgemeinen und bestindig geltenden Gesetze der Bewegung und nament-
lich auf die Entscheidung tiber die Frage von der Stabilitat des Systems.
Es wire aber hierbei vollig unberechtigt, eine gleiche Genauigkeit bei
den durch Berechnung ermittelten Ortern der Planeten zu verschiedenen
Zeiten verlangen zu wollen; denn wie genau auch die mittleren Be-
ivegungen der Planeten durch Beobachtungen erkannt sein mogen, immer
wird man doch Zeitraume angeben konnen, nach deren Verlauf die vor-
ausberechneten Orter sich als um beliebige Grossen falsch erweisen miissen.
Die Bewegungsausdriicke miissen aber so beschaffen sein, dass sie, durch
Einsetzung verbesserter Werthe der Integrationsconstanten, die zu beliebigen
Zeiten beobachteten Orter der Planeten vollig genau wiedergeben. Dass
auch dieses zu leisten nur in beschrinktem Maasse mdglich ist, beruht auf
Umstanden, deren Erorterung nicht hierher gehort.

Was von einer absoluten Losung des Problems der Planetenbewegun-
gen gefordert werden muss, ist demnach:

1° dass die analytischen Ausdricke der Coordinaten und der Ge-
schwindigkeiten bei der numerischen Berechnung dieselbe Genauigkeit bei
jedem Werthe der Zeit erlauben, ganz abgesehen davon, ob das Berech-
nungsresultat ohne Anderung der Integrationsconstanten mit den Beobach-
tungen {tibereinstimmt oder nicht;

2° dass der zu einem gegebenen Zeitpunkte durch Beobachtungen
bestimmte Ort und die fur denselben Zeitpunkt gefundene Geschwindig-
keit durch die Berechnungsresultate innerhalb des Genauigkeitsgrades der
Beobachtungen wiedergegeben werden.

Zu diesen beiden Punkten kommt noch ein dritter, welcher zwar
gewissermassen schon im ersten enthalten ist, seiner Wichtigkeit wegen
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aber doch besonders hervorgehoben werden muss. Punkt 1 kénnte nehm-
lich scheinbar erfullt sein, wenn z. B. die analytischen Ausdrucke far
die Coordinaten und die Geschwindigkeiten aus lauter trigonometrischen
Gliedern bestehen, und dabei die kleinsten eben auf-der Grenze stinden,
welche man fur die Genauigkeit angenommen hatte. Man konnte nun,
und zwar nicht ganz mit Unrecht meinen, die Reihe wiare wirklich gleich-
formig "convergent, denn die wirklich berechneten Glieder lassen sich in
einé endliche Anzahl von Gruppen theilen, innerhalb welcher die einzelnen
Glieder wie Potenzenreihen convergiren. Immerhin bleibt aber doch ein
wirklicher Nachweis dafiir sehr wunschenwerth, dass die Summe der ver-
nachlassigten Glieder stets geringer bleibt als eine gegebene Grosse; und
es ist die Forderung eines solchen Nachweises, welche ich als die dritte
bezeichnen mochte, die erfilllt sein muss, damit die Losung das Pradicat
»absoluty verdiene.

Ich bin der Meinung gewesen, dass ein solcher Nachweis aus meinen
fritheren Untersuchungen ziemlich léicht hervorgehen wiirde, allein darin
habe ich mich hinsichtlich eines gewissen Punktes getiuscht: Es erwiesen
sich zum Theil ganz andere Betrachtungen erforderlich um tuber die Con-
vergenzfrage einiges Licht zu werfen, als die, welche eine moglichst rapide
und genaue Berechnung einzelner Ungleichheiten bezweckten. Anderseits
liegt aber, so viel ich bis jetzt itbersehen kann, kein Grund zu einer we-
sentlichen Abinderung in den Methoden vor, die ich frither zur Her-
stellung der analytischen Ausdriicke fir die Coordinaten und die Ge-
schwindigkeiten angegeben habe. Am allerwenigsten aber habe ich ein
Indicium bemerken kannen, dass die von mir frither angewandten Reihen,
welche im - Wesentlichen mit den von LAGRANGE und Lapracz eingefithrten
tibereinstimmen, nicht convergiren. Das Resultat der Untersuchungen, von
denen ich cinen wesentlichen Theil hier vorlege, wird dieses bestatigen. Das-
selbe bezieht sich auf die Convergenz einer gewissen Gattung von Gliedern,
die ich characteristische Glieder nennen werde, weil sie nicht nur fur die
Bewegungsgesetze characteristisch sind, sondern auch die anzuwendende
Berechnungsmethode bedingen. Von ‘den vielen Gliedern, aus welchen
die analytischen Ausdriicke der Coordinaten zusammengesetzt sind, ist es
eine relativ geringe Anzahl, welche sich durch ihre Grosse unter den
iibrigen bemerklich machen und also die besonderen, fur einen gegebenen
Fall eigenthimlichen Bewegungsgesetze kennzeichnen. So ist z. B. die
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Evection characteristisch fir die Bewegung des Mondes und die Libration
fur die Bewegungen der drei inneren Jupitersmonde. Fir die Bewegungen
des Jupiter und des Saturn sind die grossen Ungleichheiten characteristisch,
welche von der zweifachen Bewegung des Jupiter weniger der funffachen
des Saturn abhaéngen, und die kleinen Planeten bieten vielfache Bei-
spiele zur Illustration von eigenthimlichen Fallen in der Theorie der
Himmelsbewegungen. Glieder, welche solche Ungleichheiten darstellen,
sind fur die Theorie der Bewegung offenbar characteristisch, wodurch
man veranlasst wird, dieselben einer besonderen Untersuchung zu unter-
werfen, und dies um so mehr, als grade sie nebst den elementiren
Gliedern die einzigen sind, welche ernstliche Schwierigkeiten bereiten.
Alle wbrigen Glieder konnen leicht ermittelt werden und sind mit sehr
wenigen Ausnahmen mehr als Correctionsgrossen anzusehen als eigentlich
maassgebend fur die Abstraction der Begriffe in Betreff der Gesetze der
Bewegung.

In meinen fritheren Arbeiten habe ich die Glieder, welche mit den
storenden Massen nicht verschwinden sondern constante, endliche Werthe
annehmen, elementdire Glieder genannt. In der jetzigen Abhandlung fithre
ich also die neue Benennung characteristische Glieder ein, und verstehe
darunter alle die Glieder, welche die kleinsten, mit den storenden Massen
nicht verschwindenden Integrationsdivisoren enthalten. — Es ist bekannt,
dass diese Integrationsdivisoren naherungsweise aufgefunden werden, indem
der Kettenbruch, welcher das Verhaltniss der mittleren Bewegungen
zweier Planeten darstellt, successive summirt wird und man die Diffe-
renzen aus den Naherungsbriichen und dem strengen Werthe des er-
wahnten Verhaltnisses bildet. Waren die mittleren Bewegungen streng
commensurabel, so wirde eine solche Differenz auch vollig verschwinden,
wodurch indessen zuniichst nur angezeigt wirde, dass die Entwicklung,
nach welcher man Integrationsdivisoren der besagten Form erhielte, nicht
berechtigt war. Das Gesetz uber das Vorkommen der elementaren Glieder
ist von ausserordentlich grosser Bedeutung fir die Beurtheilung ihrer
Convergenz. Wir miissen daher dieses Gesetz etwas niher beleuchten, zu
welchem Zwecke ich zunichst an einige Sitze aus der Theorie der Ketten-
briiche erinnere.

Soweit thunlich, werde ich mich bereits angenommener Bezeich-
nungen uud Begriffe bedienen, und verstehe also unter % und »’ die
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mittleren Bewegungen zweier Plancten um die Sonne: fur das Verhalt-
niss beider adoptire ich die bliche Bezeichnung g, und zwar so dass:

__.n,
= n

Unter der Voraussetzung dass g eine irrationale Zahl bedeutet, konnen

wir dieselbe durch einen unendlichen, convergenten Kettenbruch repra-

sentiren, nehmlich:

p=——T
ot
a, + ————
a, + ...
wobel @, @,, ... ganze positive Zahlen bezeichnen. Sind nun, indem

sn, und s, ebenfalls ganze positive Zahlen bezeichnen,

s 8,
7" _/, . .

81

“”

die Naherungsbriiche des obigen Kettenbruches, so sind die Differenzen:

kleiner als irgend welche andere Differenzen des Verhiltnisses 4 von ra-

tionalen Briichen, weil die =, 5, ... sonst keine Naherungsbriiche wiren.
X § 8

1

Es folgt hieraus, dass die Differenzen:

s — sy, Sy — Syfly oo+

oder
Pant ! 14
sn — s'W/, Sn — S’y ...

kleiner sind als alle andere Differenzen derselben Form, bei denen man
fur s, ¢, s, ... andere Zahlen einsetzte als die erwahnten Zahler und
Nenner der Naherungsbriiche.

Die Werthe der ganzen Zahlen s, s, s, ... lassen sich sehr leicht
ermitteln. Man hat zunichst:

Qe - — . ,___
§ =13 §' = a; s, = a s =aa, 4+ 1
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und hiernach finden sich die folgenden mit Hulfe der Recursionsglei-
chungen:
Sm = amsm——l + 8m—-2

I

! ?
Sy = @y Sm_1 + Siio

Auch die Nzherungsbriiche lassen sich mittelst Recursionsformeln be-
rechnen. Hierzu dient vor Allem die Gleichung:

'
Sm+1 Sm _ Sm—1 [Sm Srn-—ll

! !
Sm Sm—1

’ I 14
Sm41 Sm Sm1
Da nun uiberdies die Anfangswerthe:
s I, s a, 1 <1 1 1 I
P & aa,+ 1 a aa, + 1) 5§ &5

gelten, so ist Alles gegeben, um die betreffenden Grossen nach und nach
zu berechnen und man kann sie auch durch die Form einer Summe von
rationalen Briichen, in denen der Zahler immer 1 ist, darstellen. Man
findet mit Hulfe obiger Formeln sehr leicht die Werthe:

8y 1 1 1

v =g T 7 )

S s EEH 88y

8 1 1 I I
= T T T + T 7 7
Sy s s 8; 8; 82 8,8,
u. 8. w,

und lisst man den Index m oder die Anzahl der Glieder unendlich
wachsen, so findet man die unendliche convergente Reihe:

I I I

#:—,_ﬁ‘{'

s 7
s s 8 818,

Mit Hulfe der soeben angefithrten Entwicklungen findet sich nun:

n__ =(__1)ml,f _— +)

Em SmSm+1 Sm4+18m4-2

oder:

’
[ sﬂl

]

? ? 1
Sm41 Sm+18m+2

Sm — Sult = (— I)m
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-aus welcher Gleichung unmittelbar zu ersehen ist, dass eine Differenz
der Form s, — s, nur dann einen sehr kleinen Werth erhalten kann,

) Sm .
wenn der Nenner des auf - folgenden Naherungsbruches sehr gross wird,

Sm

d. h. wenn die beiden auf einander folgenden Naherungsbriiche sehr weit
von einander liegen. Weil nun diese Differenzen, wenigstens naherungs-
weise und bevor sie unter eine gewisse Grenze sinken, auch die Werthe
der Integrationsdivisoren reprisentiren, so schliesst man aus dem gefun-
denen Ausdrucke, dass wenn ein characteristisches Glied sehr gross wird,
so liegt das folgende sehr weit entfernt. Diese Schlussfolgerung muss
jedoch eine Modification erleiden, weil einem gegebenen Paare s,,, s,
als Indices betrachtet, immer eine ganze Gruppe von Gliedern angehort,
bei denen die Bewegungen der Argumente von einander nur um Grdssen
von der Ordnung der storenden Krifte verschieden sind. Zu diesem
Umstande werden wir sogleich zurtickkommen, vorher aber noch eine Be-
merkung hinsichtlich der Convergenz der Reihen:

Ea &g % 5

s+sl+s2+s3+"'
oder

E &1 5 1 5%

N R R

einfliessen lassen, bei denen die ¢ Grossen bezeichnen, die beliebige Werthe
zwischen — 1 und + 1 annehmen konnen. Es ist nun in der That sehr
leicht die Convergenz dieser Reihen nachzuweisen und dadurch einen Satz
zu erhalten, welcher bei den folgenden Untersuchungen von der grossten
Bedeutung sein wird.

Aus den beiden Gleichungen:

sm+1 = amsm + Sm—l

i

Sm am—-l sm-—l + 3m-«2

folgt augenblicklich:

Sm—H = (amam—l + I)Sm—l + a’msm——2

oder
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Weil nun die @, nicht minder als die s, ganze positive Zahlen sind, so
ist offenbar bel jedem Werthe von m:
Smi1

> 2

Sm—1

Es ergiebt sich hieraus sofort, dass die Reihe:
1 1 1
S+ Py + ;. + ...

. . I .
stirker convergirt als eine nach den Potenzen von p lanfende Entwick-

lung, und dasselbe gilt auch von der Reihe:
I I I
satatato

Von der Summe dieser Reihen lasst sich aber sagen, dass sie durch-
schnittlich starker convergirt als eine nach den steigenden Potenzen von

1 . .
NE geordnete Reihe. Aus der Convergenz dieser Summe folgt offenbar
auch die der oben angefithrten Reihen.

Die Werthe der Integrationsdivisoren haben bei der absoluten Losung
die Form:
Smn - S;nn’ + ngm?

wobei ¢, einen Factor von der Ordnung der storenden Massen bezeichnet.
Wollte man auf eine absolute Losung uberhaupt verzichten und mithin
eine. durchgehende Entwicklung nach den Potenzen der stérenden Massen
als zulassig crachten, so wire das Glied #g, in den Argumenten ganz
bei Seite zu lassen. Die Inconvenienzen eines solchen Verfahrens liegen
aber zu offen am Tage um unbericksichtigt bleiben zu koénnen; dasselbe
wirde Integrationsdivisoren, die in Wirklichkeit nicht unter ciner gege-
benen Grosse von der Ordnung we, wiren, als beliebig klein erscheinen
lassen, und anderseits fur streng verschwindende Werthe von oben be-
zeichneten Differenzen endliche Grossen ergeben. In Fallen, die ich als
critisch bezeichnen mochte, wiirden demnach die Integrationsdivisoren
ganzlich entstellt gefunden werden; und die nothwendige Folge davon
wiirde die Unmoglichkeit sein, dic mittleren Bewegungen richtig zu be-
stimmen.

Acta mathematica. 9. Imprimé le 31 Janvier 1887. 25
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Hinsichtlich der oben naher bezeichneten Differenz haben wir noch
eine Bemerkung hervorzuheben, auf welche bei der folgenden Darstellung
Bezug genommen werden soll. Wenn das Glied #ne, eine Grosse von der
Ordnung der storenden Krafte ist, so wird die Kleinheit der Dbesagten
Differenz wesentlich durch die Glieder:

8,0 — S0

bedingt. Man schliesst hieraus, da » und »’' nicht als kleine Grossen an-
zusehen sind, dass die Differenzen s,n — s, n’ und s,n — s, %’ + #ne, fur
dieselben Werthe der ganzen Zahlen s, und s, ihre kleinsten Werthe er-
halten, wiewohl diese relativ sehr verschieden sein konnen. Das Vor-
handensein des Gliedes ng, bedingt also im Allgemeinen, d. h. so lange
dasselbe als eine kleine Grosse neben # oder »’ anzusehen ist, keine An-
derung in der Lage der characteristischen Glieder.

Die Grossen o, sind im Probleme der drei Korper aus drei oder vier
Theilen zusammengesetzt und sind dabei durch Ausdriicke der Form:

6, = p<+ pus’ + g + g'ut

gegeben. Die Grossen p, p’, ¢ und ¢' bezeichnen hier ganze Zahlen und
¢, ¢, 7 und 7 kleine Quantitaten von der Ordnung der storenden Krifte,
Es leuchtet ein, dass ¢, nur dann mit # oder n’ vergleichbare Werthe
annchmen kann, wenn eine oder einige der bezeichneten ganzen Zahlen
sehr grosse Werthe erhalten. In solchen Fallen konnte allerdings eine
Verschiebung in der Lage eines characteristischen Gliedes stattfinden, aber
eine relativ doch nur sehr geringe. Dieser Umstand bleibt ohne jeden
wesentlichen Einfluss auf unsere folgenden Betrachtungen.

Die ganzen Zahlen p, p’, ¢, ¢’ nehmen bei jedem Paare s,, s, sehr
verschiedene Werthe an und hieraus folgt, dass mehrere Argumente der-
selben Form vorhanden sind, bei denen s, und s, dieselben Werthe haben.
Diese Coexistenz verschiedener Glieder, von denen mehrere Coefficienten der-
selben Ordnung sind, bewirkt eine erhebliche Complication der ganzen
Untersuchung ohne jedoch der Losung wesentlich hinderlich zu sein; wir
konnen sogar bei den meisten Schritten, welche uns der Losung unserer
Aufgabe nihern, zunichst ganz davon absehen, dass mehrere Glieder
neben einander coordonirt sind, und haben alsdann bloss ein einziges
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Glied bei jedem Paare s,, s, zu betrachten, wobei wir dasjenige als aus-
gewihlt ansehen, bei dem die Differenz:

St — S;nn’ + hoy,

’

einen kleineren Werth hat als die tbrigen, demselben Paare s,, s, ent-
sprechenden, aber von andern o,-Werthen abhingigen Differenzen.

I

Eine jede Methode zur Auflosung des Problems der drei Korper
setzt ein besonderes, aus den bekannten Differentialgleichungen der Dy-
namik abgeleitetes Gleichungssystem voraus, welches gewohnlich mit be-
sonderer Riicksicht auf eine bequeme numerische Anwendung und com-
pendidse Darstellung des Resultats aufgesucht worden ist. Die Unter-
suchungen aber, die auf den folgenden Blattern mitgetheilt werden, sind
nicht nur von der besondern Form der zu Grunde gelegten Differential-
gleichungen unabhingig, sondern gestalten sich auch nahezu in derselben
Weise, wenn man die Zeit selbst, oder statt dieser eine von der Zeit in
gegebener Weise abhingige Function als unabhéngige Veranderliche an-
wendet. Da in dieser Hinsicht die Wahl also frei steht, so werde ich
die fir eine einfache und leicht verstandliche Darstellung moglichst
giinstigen Bestimmungen adoptiren, und demgemiss die Zeit als unab-
hiangige Verinderliche feststellen, sowie die einfache, in der mécanique
céleste gegebene Differentialgleichung zweiter Ordnung, durch deren Inte-
gration die mittlere Anomalie gefunden wird, der ganzen Untersuchung
zu Grunde legen.

Fur die mittleren Anomalien des gestorten und des storenden Korpers
wenden wir die in der mécanique celeste adoptirten Bezeichnungen an,
nehmlich ¢ und ¢’; indem wir tiberdies mit 4, 4, ... constante Coef-
ficienten, von der Ordnung der stdrenden Masse bezeichnen, sowie it
B, B,, ... constante Winkelgrossen, stellen wir die besagte Differential-
gleichung wie folgt dar:

(1) j—;§= —n*4sin(s¢— ' + ont + B)—n’d,sin(s,—5 + aynt + B))
— o+ M
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wobei wir in der Function M sammtliche nicht-characteristische Glieder
vereinigt denken.

Wir wollen nun noch eine Vereinfachung eintreten lassen, die zwar
an und fur sich den Resultaten eine grosse Beschriankung auferlegt, fur
die Untersuchung der Convergenzfrage jedoch, soweit diese sich auf die
characteristischen Glieder bezieht, ohne Einfluss zu sein scheint. Diese Ver-
einfachung besteht in der Vernachlissigung aller von der Masse des ge-
storten Korpers abhangigen Glieder. — Abgesehen davon, dass es in der
Natur vielfache Falle giebt, wo die Masse des gestdrten Korpers zweitellos
eine verschwindend kleine Grosse ist, gelangt man in vielen Punkten zu
wirklichen Annaherungen, indem man die Glieder, welche von den beiden
Massen abh#ngen, gesondert betrachtet. Wo dies aber nicht der Fall ist,
kann man mit wenigen Ausnahmen die Aufgabe auf die Integration von
Differentialgleichungen zuriickfithren, welche dieselbe Form mit. denen
haben, die man nach Vernachlassigung der Masse des gestorten Korpers
erlangt haben wiirde.

Das Resultat, welches durch die Integration der Gleichung (1) er-
halten wird, hat nun voraussichtlich die Form:

{=c¢c+ n + o,

bei der wir durch ¢ und % die beiden Integrationsconstanten bezeichnen,
nehmlich durch ¢ die Constante der mittleren Anomalie und durch » die
mittlere Bewegung. Die Function @ bezeichnet eine Summe periodischer
Glieder, welche Summe wir sogleich in zwei Theile zerlegen wollen,
indem wir setzen:

w =7+ o

Wir setzen dabei voraus, dass die Function Z alle characteristischen Glieder
umfasst, wenigstens alle solche, die sich bei der Integration als critisch
erweisen; das Increment ¢ aber alle ubrigen. Dieser Bestimmung zu-
folge konnen wir annehmen, dass die Glieder, welche die Function ¢¢
constituiren, leicht zu ermitteln sind, oder dass die Gleichung:

d*of

=M

ohne jegliche Schwierigkeit integrirt werden kann, soweit man nicht bei
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den fortgesetzten Anniherungen Glieder erhalten wiirde, welche der Form
nach den characteristischen Gliedern angehoren und demnach der Function
Z ecinverleibt werden sollten. Anderseits wiirde man bei fortgesetzter
Annaherung durch Integration der Gleichung:

27

dd—;/;: —n’Adsin(s{— s + ont + B)— ...
Glieder finden, die mit denen der Function ¢¢ zu vereinigen wiren.
Wenn man daher die Gleichung (1) in zwel andere zerspaltet, von denen
die eine Z und die andere ¢z geben soll, so muss der einen eine Fune-
tion - hinzugefugt werden, die wieder von der anderen abgezogen wird,
und welche die Uberfithrung gewisser Glieder von der einen Gleichung
zur anderen vermittelt. Indem wir diesc Function durch N bezeichnen
haben wir also die Gleichungen:

(cil_tf = — n’4 sin (s{— 5'C' + ont + B) — n’A, sin (5,{ — 51" + o'nt 4 B)
— ...+ N
N
e

und die Summe beider vertritt offenbar die Gleichung (1). Von der
zweiten dieser Gleichungen konnen wir nun sicher annehmen, dass ihre
Integration keine Schwierigkeiten verursachen wird, und werden wir uns
daher nicht weiter mit derselben befassen, sondern die Function ¢¢ sogleich
als eine bekannte Grosse ansehen. — Hinsichtlich der ersten der obigen
Gleichungen heben wir hervor, dass die aus N entstehenden Glieder mit
den tbrigen einfach vereinigt werden konnen, wodurch die Coefficienten
um kleine Grossen geindert werden. Derartige Incremente sind fur die
folgenden Betrachtungen nicht wesentlich; sie konnen uberdies aber als
in den betreffenden Coefficienten bereits einverleibt gedacht werden, so
dass wir bei unseren Untersuchungen von der Gleichung

(2) %:—ngAsin(sC——s’C’—l—o*nt—}—B)—...,

bei der die Function N einfach weggelassen worden ist, ausgehen konnen.
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Diese Gleichung integriren wir nun in der gewohnlichen Weise,
indem wir Z, soweit diese Function in den Argumenten rechter Hand
vorkommt, als constant ansehen und fir ¢ den Werth ¢’ + #'t annehmen.
Wir erhalten dabei, da hier keine Integrationsconstante hinzugefugt zu
werden braucht,

(3) i = S - cos (s{— §'¢’ + ont + B)

dt sn - sn’ 4 on

3
K Al

cos(s,{— 8;¢" + ot + B)) + ... + I}

’ ’
s —sn -+ on

und ist die Function F hier offenbar eingefithrt worden, damit die rechte
Seite das strenge Integrationsresultat ausdriicken soll. Um diese Function
zu bestimmen, differentiiren wir die Gleichung (3) und erhalten hierauf
unter Berticksichtigung der Gleichung (2):

(4) 0= — Ji———sin(sf— §'¢" 4+ ont + B)

sn— s’ 4+ on

snid, . ' gor g | ar
. sin (s;{—s;" + ont + B) + ... EZ_I_W

+

$0 =50 + an
Indem in dieses Resultat der Werth von %'? aus (3) ecingesetzt wird,
erhalt man eine Gleichung, aus der die Function F durch fortgesetzte
Aunnaherungen zu bestimmen ist. Diese Bestimmung wird nun zwar nicht
immer gelingen, aber derartige Fille erheischen tiberhaupt eine andere
Integrationsmethode als die, welche wir bei der Gleichung (2) cingeleitet
haben.

Die Gleichung (3) integriren wir nun in derselben Weise, wie wir
jene aus der Gleichung (2) herleiteten, d. h. indem wir die Function Z
in den Argumenten als constant anschen. Auch hier braucht man keine
Integrationsconstante hinzuzuftigen, weil dieselbe als mit ¢ zusammen-
fallend gedacht werden kann. Dem sich unmittelbar ergebenden Re-
sultate fugen wir aber, ebenso wie bei der ersten Integration, eine Func-
tion, I, hinzu, welche wir nachher so bestimmen miissen, dass der Diffe-
rentialgleichung (2) strenge geniigt wird.
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Es ergiebt sich in solcher Weise:

n*A
o (sn — s'n’ + on)?

(5) Z sin (s — s'" + ont + B)

n'd, — sin(s;n — sin' + gnt + B) +... 4+ F, +/th

(s,n — 5,0 4+ a,n)
Nachdem wir diese Gleichung differentiirt, und das Resultat mit dem,
. . az . ip s
durch die Gleichung (3) gegebenen Werthe von 7 identificirt haben, er-
halten wir:

(6) o= WA os(sC— ¢ + ont + B)

(s — sn' 4+ on)®

s,n°d, ' : dZ  dF,
o st alB)“COS(S‘(— $i¢" + ot + B) + ... Y TRRAT

+

Aus dieser Bedingung wiare die Function 7| zu bestimmen; wir werden
aber die hierauf beztigliche Untersuchung zunichst bei Seite lassen, ebenso
wie wir die Bestimmung von F nicht naher beriicksichtigten. Unsere
nachsten Betrachtungen betreffen nehmlich die Frage von der Convergenz
der Entwicklung von Z, wie diese durch die Gleichung (5) angegeben
wird, indem die von Z und #, abhingigen Glieder unberiicksichtigt ge-
lassen werden. Ls geniigt hierbei die Bemerkung, dass in der Mehrzahl
der Falle, wie sie tiberhaupt vorkommen konnen, die Functionen F und
F, Grossen zweiter Ordrung hinsichtlich der storenden Krafte sind, so
dass die von diesen Functionen unabhingigen Glieder in den Gleichungen

(3) und (5) gensherte Werthe von il—f und Z ergeben.

Betrachten wir nun die Convergenz der Reihe (3) als eine rein al-
gebraische Frage, d. h. losgelost von allen Bedingungen astronomischer
Natur, so werden wir bald inne, dass wir auf dieselbe keine bestimmte
Antwort finden konnen. ks zeigt sich nehmlich, dass es Werthsysteme
von # und #' geben kann, bei welchen die betreffende Reihe convergent
ist, dagegen aber auch andere Werthsysteme, welche sicher die Divergenz
derselben Reihe bedingen. Um dies nachzuweisen miussen wir die Grossen-
ordnungen der Coefficienten 4, 4, .... zur Evidenz bringen. Wir be-
zeichnen zu diesem Zwecke mit M, einen Factor von der Ordnung der
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storenden Masse, mit a und e aber Grossen, von denen die erste das con-
stante Verhiltniss der mittleren Entfernungen bezeichnet, und zwar so,
dass o immer kleiner als die Einheit angenommen wird, und e als von
derselben Grossenordnung wie die Excentricititen oder die gegenseitige
Neigung angesehen wird. Die Coefficienten 4, sind nun hinsichtlich
ihrer Grossenordnung durch die Formel:

S o8 m—$m
A, = M,a"e",
gegeben indem wir voraussetzen, dass:
’
Sy = Su

Fir den entsprechenden Integrationsdivisor kann man, dem jetzigen
Zwecke entsprechend, den geniherten Werth:

n
S, — S0 = +

-

Sm-{-l

anwenden, indem man nehmlich das Glied o, als verschwindend klein
ansieht. Es ergiebt sich nun:

dZ

o= ssnMa'e' ™ cos(s¢— §'C" + ont 4 B)

+ synMyate " cos (s, — ;& + oynt + By) + ..

und weil s; beliebig gross im Verhaltniss zu s und s’ sein kann, s, im
Verhaltniss zu s, und s, u. s. w., so konnen diese Zahlen Werthe haben,
welche die Divergenz der obigen Reihe bedingen. Sie konnen aber ander-
seits Werthe haben, bei denen die Reihe sicher convergirt. In noch ho.
herem Grade tritt die Bedingung der Divergenz oder Convergenz bei der
Reihe fiir Z selbst hervor, indem die Glieder dieser die Quadrate der
Zahlen s;, s,, ... als Factoren enthalten.

Betrachtungen, wie die obigen gehoren aber unserer Aufgabe gar
nicht an, denn nicht sowohl die Integrationsconstanten » und ¢, als viel-
mehr die zu ecinem bestimmten Zeitpunkte stattfindenden Werthe von

d .
dAf und ¢ dirfen in derselben als gegebene Grossen angesehen werden,

weil diese direct mittelst Beobachtungen gefunden werden konnen. Unsere
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Aufgabe ist im Gegentheil die, aus den fur einen bestimmten Zeitpunkt,

z. B. fur ¢t = o giltigen Werthen von g—f und ¢, welche durch %, und

¢, bezeichnet sein mdgen, die Werthe von # und ¢ zu bestimmen. Es
wird sich dabei erweisen, dass letztere Grossen keineswegs immer synec-
tische Functionen der ersteren sind, denn es kann unendlich viele Werth-
systeme von n, und ¢, geben, welche dieselben Werthe von » und ¢ be-
dingen. In diesen Fillen wiirden letztere Grossen nicht mehr den Cha-
racter von willkiirlichen Constanten haben, sondern zwei andere Grossen
als solche eintreten.
Weil nun:

{=c+nt 4+ Z 4 o
dl az dol
a-"tatm
. doZ .
und wir die Grossen ¢ und 70[ als bekannt ansehen und ihre Werthe fur

t = o demnach sogleich als in ¢, und », beriicksichtigt denken konnen,
so haben wir:

n®A

0, == e cos(sc — s'¢
(7) ) n -4 sn— ¢n + on 08 (8(’0 s'¢’ 4 B)
n2AJ . .
77 COS O, —— \ L
S — s+ 60 (816 sic + B) +
n*4

(8) €y = ¢ -+ sin (s¢, — §'¢’ + D)

(sn — 80’ + an)’

n*d,

(sym — 5,0’ + ayn)

+ ssin (s, ¢, — s1¢’ + By) + ...

Aus diesen Gleichungen sieht man sogleich, dass die Grosse ¢ sich
unmittelbar ergiebt, wenn einmal # gefunden worden ist: die Bestimmung
dieser Grosse ist aber mit nicht geringen Schwierigkeiten verbunden.

Das Resultat, welches durch die Losung der Gleichung (7) in Bezug
auf » erhalten wird, fingiren wir zunichst, indem wir die nachstehende
Gleichung aufstellen:

A A,
(9) n = n, — ng \/? — ng, ;L__ L.

Acta mathematica. 9, Imprimé le 9 Février 1887, 26
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n s +g\/Z+q\/E+)=n

unsere Aufgabe ist hiermit-auf die Bestimmung der Grossen g¢,, g,, ...
zuriickgefiihrt.

Durch - Vergleichung der Gleichurigen (7) und (9) ergeben:sich fur
die g, sofort folgende Ausdriicke:

oder:

9 \"ST/T o
§ = ————— Co8 (8¢, — §'¢ B
4 s o— sn + on ( 0 + )
(IO> wys A
AT [P
= i cos(s ¢ sic B
9 sin— s’ 4+ on ( 1o o ])
u. & W,

Durch diese Gleichungen sind die g, nun zwar bestimmt, aber noch nicht
ermittelt, weil die Glieder rechter Hand die noch unbekannte Grosse n
enthalt. In den meisten Fallen, die in unserem Sonnensysteme vorkom-
men, wiirde man zwar die betreffenden Grossen durch Anniherungen er-
mitteln konnen, allein bei gewissen Werthen der bekannten Grossen wiirde
ein solches Verfahren versagen und kann auch nicht die Natur der be-
treffenden Grossen aufdecken.

Statt der noch unbekannten Integrationsdivisoren fuhre ich jetzt an-
dere Grdssen ein, welche einen leichteren Uberblick tber die Natur der
Resultate gestattet; ich setze:

sn— "' + on = n(2f — g)sA
(11)

sin— ;0 + on = n(2fy — g,) s 4,

1. 8, W,

Man bemerkt leicht, dass in gewdhnlich vorkommenden Fallen, wo die
Integrationsdivisoren keine exceptionell kleinen Werthe annehmen, die

. 1 . "
Grossen f, von der Ordnung ————== und die .Grossen g, von der
Sm+l S Ay ’

Ordnung s, s, 4, sind; die letzteren haben daher in gewshnlich vor-
kommenden Fillen Werthe, dic wesentlich kleiner als 1 sind.
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Mit Rucksicht -auf die’ Ausdriicke (r1) erhalt man aus (10) die’

Gleichungen:
__cos(sc, — 8¢ 4+ B)

2f—y
__ o8 {s, ¢, — 8¢ + B)
gl‘- Zfl_gx
u. 8. W.

Aus diesen Gleichungen lassen sich die g, durch die f, ausdriicken, und

zwar erhilt man:

(I 2) I = fm :F \/f‘l;f- — €08 (Smco - m + Bm)

wobei das obere oder das untere Vorzeichen anzuwenden ist, jenachdem
f positiv oder negativ ist. — Ferner ist:

2l G = f;n i vf:: — CO8 (smc() - SflnC' + Bm)

Mit Hilfe dieses Ausdruckes finden sich aus den Gleichungen (10) Werthe
der Integrationsdivisoren, womit folgende Entwicklungen fur » und ¢

erhalten werden:
\/—COS(&( —s'¢ + B)

(13) 1, =
f + \/;2 — cos(se, — §¢ + B)
—
\/ lqicos(slc,J — 8¢ + B)
+ fl e \/ff—‘ COS(Slco - S;C’ + Bl) + h
sin(s¢, — s'¢’ + B)
I G = ¢
(14) I VN e

sin(s,¢, —— s;¢ -+ B,) 4
T \/fI — cos(s e, — ;¢ +AB,)]

+ s,

Man bemerkt leicht, wenn man sich der oben gemachten Voraussetzung
hinsichtlich der doppelten Vorzeichen erinnert, dass diese beiden Reihen
iinmer convergent sind, wenn von den f,, kein einziger kleiner als 1 wird.
Sie konnen aber auch- bei-kleineren, oder gar verschwindenden Werthen
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von den f, convergiren, wenn nur die Winkel s,¢, — s,¢’ ++ B,, gewissen

Bedingungen gentigen. Statt diese aufzusuchen werden wir die hetreffen-

den Reihen in einer Weise umformen, dass die Convergenz derselben sich
leichter tbersehen lasst.

Wir ersetzen die f,, durch andere Grossen %, indem wir die Relation:

o .1 Y2 I

(15) i+ (sm S ($nCo — Suc’ + B,)) = 5

v m

feststellen. Uberdies setzen wir zur Abkiirzung:

1 '
E(Smco — SmC + Bm) - ])m
und erhalten nun:
. Gy, 1 — k2 cos Dl
f2— cos($,€, — $n¢’ + B,) = ——=
ke
[ — /r,’,, sin Dﬁ,
11'2
m
Hiermit finden sich:

Vi — ykf,.sinl)‘f,. —Vi— k2 cos D2,
gl" == Ifm

Vi — i sin D% + Vi — kX cos D
2 — G = o 5

und die Reihen (13) und (14) nehmen nun die folgende elegante Gestalt an:

k \/fj— cos2D

Vi —k*sinD* + /1 — k* cosD?

k, \/é cos 2D,
s!

(16) n, = nl1+

+ V1 —FanD + Vi -k cosD_ﬁ
k*sinz2D
1 c, = ¢ ===
(7) ’ ‘}”s[\/l~—Ic”sinD“’+\/I—~—k”(:osl)2]2
ksin2D,
+

sV = EsinD} + 1 — E cos D]’ *
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Man sieht an diesen Entwicklungen sofort, dass sie convergent sind, so
lange keine der Grossen k, der Einheit ibersteigt, und hieraus folgt auch
die Convergenz der Reihen (3) und (5) abgesehen von den mit I und F|
bezeichneten Gliedern. Bei diesem Resultate bleiben wir vorlaufig stehen
und wenden uns zunichst an die Bestimmung der Grossen g,,.

Von den wahren Integrationsdivisoren, welchie durch die Gleichungen
(11) bestimmt sind, unterscheiden wir diec apparenten Integrationsdivisoren,
deren Werthe man auf Grund von Beobachtungen unmittelbar kennt,
oder doch als bekannt annchmen kann. Diese Divisoren werden mit dem
Werthe #n, in derselben Weise zu berechnen sein, wie die wahren mit
dem Werthe #; sie gind daher durch den folgenden Algorithmus gegeben:

sn,— 80 4 ony = e = nsd (2f —g) — (s + o)(n —mn))

(18)

81— SI0 + o n, = Nee; = nyjs, A (2f, —g,) — (s, + a,)(n — n,)

u. 8. w,

Indem wir uns der Relation (9) erinnern, konnen wir diese Gleichungen
auf die nachstehende Form bringen:

\

e = sd(2f—yg) + (5 + a——@)(a \/—f_—+91 \/;Tl‘-{- )

= o =)+ G —e) (g gl

u. 8. W
In diesen Gleichungen ersetzen wir die Differenz 2f, — g, durch den
Werth:
cos2D,,
Im

und beachten die Relation:
Sm+am_em:‘91’n 3

es findet sich alsdann, indem wir die Bezeichnung:

4 = \omdn cos 2D,
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anwenden, das System:

7 s A » 4,
e =3 + - <.(l\/;+!/1\/?1 +
(19) a sy 4 A )
¢ =§r+70~<y \/'s—‘f'!/l \/?4‘ )

u., s. w.

Zwischen zwei und zwei dieser Gleichungen kénnen wir die

VEETRVE .

eliminiren, und erhalten dann Relationen zwischen zwei g,,-Werthen.
bezeichnen wir durch » und " zwei beliebige Indices und setzen:

’

N
E,, =es., —es,

Das Eliminationsresultat wird nun:

’ ’
7 Ly Sp
B, =%t
dr g
oder:
’
(£ P
(20) o — s
ap sy — B, . gr

Reihe:

Dabei

Lassen wir in dieser Formel den Index »' die Werthe der ganzen posi-
tiven Zahlen, inclusive Null, annehmen, und substituiren wir die in

solcher Weise erhaltenen Ausdriicke der Coefficienten ¢, g,, g,,
Functionen von g, in die Gleichung:

o, S A Z:
er:g_r_-’—srn—o(g\/s—}_gl\/;_}—"')’
| «g-\/“: \/—

,2n "V s

n lSUr—E':oy: Slal_brljf

A, Ay
Upr19r e Ay +1Gr
+ 8r_1 I. A, Seyq
ce ’ B + 9.V + = ] + ...
Sp1dy — Ly 10, 85 o Spp1lly — Et',r&-lgr

so findet sich:

%

(21) e, = +

als
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Diejenige Wurzel dieser Gleichung, welche unserer Aufgabe entspricht,
erhalt man sebr hiufig leicht genug durch Annaherungen, indem man
von dem Werthe:

by = .

o,
SV RV

e, — §, ~— _— ] fp
i 8y 77‘0 0 P g, 5, + Jr—1 :.

ausgeht. Hat aber e, einen solchen Werth, dass der Nenner dieses Aus-
druckes sehr klein werden kann, so versagt die angedeutete Methode.
Solche Falle sind es eben, die wir jetzt etwas niher betrachten wollen.
Vor Allem miissen wir den Werth von E,, etwas niher untersuchen.

Zu diesem Zwecke setzen wir in dem oben gegebenen Ausdrucke fur diese
Grosse die Werthe:

r I
n n
’ ’
e, = 8, — S.— + o, e, =S, — 8 — 4+ o,
Ny 77»0

und erhalten somit:
(22) E, . =58, —s.:8, + sp0,—s,0,

Hieraus schliessen wir unmittelbar, dass in der Regel E,, keine kleine
Grosse bedeutet. Die Differenz s,s) — s.s, ist’ nehmlich eine ganze Zahl
withrend die folgenden Glieder cine irrationale Grosse bezeichnen, deren
Werth nur in Ausnahmefillen einer ganzen Zahl sehr nahe kommen
kann. Derartige Falle konnen aber offenbar nur bei sehr grossen Werthen

) I 1 .
von 7 oder s’ eintreten, d. h. nur wenn — oder - als Grossen von der

8y S,
Ordnung der storenden Kraft anzusehen sind, woraus folgt, dass der ent-
sprechende Coefficient A4, oder 4, eine #usserst kleine Grosse bedeutet.
Ein besonderes Interesse bietet der Fall dar, wo der Gleichung:

§,— S8 pn+4 o6, =o0

streng geniigt wird. Mit Rucksicht hierauf erhalt man aus der Gleichung

(22) 'den Werth:
E, , = —s(s,—spu+ a);

ryr

die FE-Coefficienten sind demnach den wahren Integrationsdivisoren pro-
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portional, wenn ein einziger dieser Divisoren verschwindet, und diese Regel
gilt auch fur E, . weil

So bald:

hat man auch nothwendig:
Is,, — 8,',f/1| < | o, I;

und bei wachsendem ¢ wird die Differenz s, — s.p immer kleinere
Werthe annehmen, so dass die Grosse E, . nach und nach auf das Glied:
— 8.0 reducirt wird.

Der Coefficient g, ist nun in der Regel eine Grosse von derselben

. Sy . o
Ordnung wie —“g,, also von der Ordnung eines Productes aus der sto-
S,

Sp

renden Masse mit der Zahl s.. Da aber unserer Voraussetzung nach:

6, = — (s, — s,p) = isr—i:'a;..
so ist das Product o,s,,, und noch mehr die folgenden Producte: s,s, .., ...
als Grossen nullter Ordnung oder sogar als grosse Zahlen anzusehen. Fille,
wo unter den Coefficienten o, sehr kleine Werthe vorkommen, sind nun
allerdings nicht undenkbar, miissen aber als Ausnahmefalle angesehen
werden, weil sie, wie man sich leicht Uberzeugen kann, #usserst un-
wahrscheinlich sind.? Wenn aber die spiteren Divisoren auch nur den
Betrag von Grossen der Ordnung ¢ hitten, so waren doch die Coefficienten:

Uy
P

! Man kann sich das betreffende Glied abgesehen von den constanten Coefficienten
als durch Entwicklung von Producte der Form:

cos p[(1 — ¢)nt + Gl cosq[(1 — )n't + G]sinm[(n —n)t + H]

entstanden denken. Es bedeuten hier: p, ¢ und m ganze, positive  Zahlen, G, G' und H
constante Winkelgrossen, und endlich ¢ und ¢ kleine Grossen von der Ordoung der sto-
renden Kraft.

Es findet sich hieraus das Argument:

[m— p(1 — QJlnt — [m + q(1 — ¢)ln't + mH — pG — qG'
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als sehr kleine Grossen anzusehen, erstens, weil a, eine Grosse von der
Ordnung ¢ als Factor enthalt, und zweitens weil a, ausserdem mit einem
sehr kleinen Factor von der Ordnung ¢'*~* multiplicirt ist, wobei ¢ eine
Grosse von der Ordnung der Excentricititen bezeichnet.

Wir betrachten jetzt den Fall; wo:

S, —spu+ 06,=20

und ¢ einen im Vergleich zu a, zwar schr kleinen aber doch endlichen

Werth hat. Es findet sich nun:
E/', Y T T 81" (51" - S:"/‘L + a.l) - S:O“

Da wir fortwihrend s > 7 annchmen, ist s, als eine sehr grosse Zahl
anzusehen. Obwohl nun ¢ eine sehr kleine Grosse bedeutet, kann das
Product s.¢ demmach doch eine Grosse nullter Ordnung sein, und ist
auch in der Regel als eine solche zu betrachten. Dic beiden Glieder im
Ausdrack fur E, . sind ferner derartig von cinander unabhiangig, dass sic
sich nur zufallig, d. h. hier, in cinem sehr wenig wahrscheinlichen Ialle,
aufheben konnen. Wir schliessen daher, dass die Grossen I, — ab-
geschen von Ausnahmefillen, deren Betrachtung wir als fur unsere Un-
tersuchung unwesentlich bei Seite lassen — nicht sehr klein sind, oder,
mit anderen Worten, dass sie als Grossen nullter Ordnung anzuschen
sind. Anderseits sind sie jedoch immer wesentlich kleiner als die ent-
sprechenden ganzen Zahlen s.

Die Gleichung (21) erhalten wir ctwas ubersichtlicher, wenn wir fur
g, eine neue Unbekannte z, einfuhren, welche durch die Gleichung:

7.

9, = —

Zy

woraus folgt, dass pachstehende Gleichstellungen gemacht werden konnen:

S == m -—p

i

m + q
B, =mH — pG — ¢6"

. I , I, ,
g =pc+ g =P+ e+ +;—nD—¢)

Weil nun die ganzen Zahlen p und ¢ an dic obigen Bedingungen gebunden sind und also
nicht beliebige Werthe annchmen konnen, so ist ein sehr kleiner Werth von oy wenig
wahrscheinlich.

Acta mathematica. 9. Imprimé le § Pévrier 1887, 27
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gegeben ist. Es findet sich nehmlich:

/I [/4 \/—

q531""‘1{‘1'0 Slwr E¢1

1
(23) x,—erz——s;,gno

A, 4, A |
Up—1 s ady < Oy i1 P
r—1 o r
+ +

+‘

- -

S;'—l Ty — Er, r—1 Sy S;+1 2, — H,

Hieraus lasst sich der Werth von z, durch Annsherungen ermitteln.

In der Regel wird man den Zweck erreichen, wenn man in der ersten
Anniherung alle Glieder von dem Gliede

“ \/ Arr
’ r4-1
2 N Sp41 _

—5
0 Spp1®p Er, r+1

an bei Seite lasst. Man erhalt somit eine endliche Gleichung (r + 2)*"
Grades, deren hier brauchbare Wurzel in gewohnlicher Weise aufgesucht
werden muss. Als brauchbar kann aber nur diec Wurzel bezeichnet
werden, welche zu einem Werthe von ¢, fihrt, der kleiner als 1 ist.
Giebt es keine solche Wurzel, so ist die hier befolgte Integrationsmethode
hinsichtlich des entsprechenden Gliedes nicht anwendbar.

Sehr hsufie wird man die Gleichung (23) auch in der folgenden
Weise auflossen konnen; man bezeichne:

| Vi, Ve

’n
—— ’2
2h, = e, — + ..
M | sw, — B, ,0 31%7 Er 1
Ar—-l Ar+1'
dr—-1 5 Or+1 s
r—1 41
, L Ly
Sp—1Zp — Er,r—l Sp41 = Lip p41
n . /A,
’ r.,
ﬂr = §,0,— o ?
, sy

die Gleichung (23) wird alsdann:

2 —_—
x; — 2h,x, = — §,
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und man findet:
2, = b+ VEE—F,

also einen Werth, fur deren Brauchbarkeit die Erfilllung der Bedingung:

b > B,
erforderlich ist.

Die Grosse %, wird bei dieser Rechnung allerdings als bekannt vor-
ausgesetzt, withrend sie in Wirklichkeit jedoch die unbekannte Grosse z,
enthalt. Die Berechnungsmethode bleibt aber anwendbar, wenn die An-
niherungen convergiren, welche man dadurch einleitet, dass man fur z,
irgend einen Naherungswerth, z. B. e, in den Ausdruck fur , einsetst
und hiermit cinen verbesserten Werth von #, berechnet.

Endlich mag noch hervorgehoben werden, dass die ganzen Zahlen

’

s, und s, aus dem Verhaltnisse p = und nicht aus dem Verhaltnisse
7

n' ‘ .
— gefanden werden. Im Anfang einer Rechnung, wo nur #, bekannt

77:0
ist, konnen daher nur die ersten dieser ganzen Zahlen gefunden werden;
die spiteren ergeben sich nach und nach in dem Maasse, wie die mitt-

lere Bewegung # genauer gefunden wird.

1L

Wenn bei einem characteristischen Gliede der entsprechende Werth
von g, oder [, der Einheit sehr nahe kommt, oder wenn letztere
Grosse die Einheit ibersteigt, sage ich, dass das Glied kritisch wird, oder
nenne dasselbe ein kritisches Glied: nach dem, was oben auseinanderge-
setzt wurde, ist also das auf ein kritisches Glied folgende characteristische
Glied sehr hoher Ordnung hinsichtlich der Excentricitdten und Neigungen,
und es muss uberhaupt als eine Ausnahme angesehen werden, wenn von
diesen folgenden Gliedern das eine oder andere wieder kritisch wird.?
Wir sahen nehmlich wie im Gegentheil die Divisoren der spiteren cha-

' In upserm Planctensysteme wiirde die Ordnung des auf ein kritisches Glied fol-
genden charakteristischen Glliedes sich wenigstens auf mehrere Hunderte belaufen.
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racteristischen Gliedern derartig vergrossert erscheinen, dass eine durch
die Integrationen hervorgerufene Vergrosserung der betreffenden Coeffi-
cienten nur ausnahmsweise zu erwarten ist.

Bei der Methode, durch welche wir im vorigen Abschnitte die Glei-
chung (2) integrirten, wurde stillschweigend vorausgesetat, dass die Di-
visoren nicht unter eine gewisse Grenze herabsinken, denn im andern
Falle hitter man zwar far ¢, und », in den Gleichungen (7) und (8)
convergente  Entwicklungen finden konnen, allein die Convergenz der,
durch die Gleichung (8) gegebenen Entwicklung der Function F, wire
hiermit noch keineswegs sicher gestellt. Unsere Resultate bestchen daher
bis jetzt wesentlich nur darin, dass wir von den Entwicklungen (7) und
(8) sagen konnen, dass sie convergiren, wenn die durch die Gleichung
(15) gegebenen Grossen k, unicht die Einheit ubersteigen. Wir werden
aber nun unsere Untersuchungen dahin ausdehnen, dass wir von einem
characteristischen Gliede annehmen, es konne kritisch werden; im Ubrigen
behalten wir die fritheren Vomussetzungen'bei, d. h. wir denken uns die
folgenden Nenner: s;n — sin’ — ayn, u. s. w. nicht so klein, wie sie bel
dem grossen Betrage der ganzen Zahlen s, und s; und dem von derselben
abhingenden Werthe von ¢, nur ausnahmsweise sein konnen. Bei dieser
Annahme muss die im vorigen Abschnitte befolgte Integrationsmethode
durch eine andere crsetzt werden. Es wird uns hierbei vor Allem dar-
auf ankommen, das kritische Glied von den wbrigen zu trennen, wonach
diese nach der soeben erwahnten Methode integrirt werden konnen.

Um den bezeichneten Zweck zu erreichen, zerlegen wir die Function
Z in zwei Theile Z, und Z und bestimmen diese Theile aus den Glei-
chungen:

(1) %{2:-n2Asin(s{’——8'C'+0"lt+B)+M“"N
(2) %;ZT‘: —n’d;sin(s,{— s + ant + B)+...— M+ N

Mit-den hier eingefithrten Functionen M und N verfolgen wir, ebensowie
mit den frither eingefithrten analogen Functionen, den Zweck, Glieder
gewisser Form von der einen der obigen Gleichungen zu der andern
ttberzufithren,
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Wie im vorhergechenden Abschnitte setzen wir auch jetat:

'"'=c+ nt

 =c+nt 4+ 4+ o
=c+un+ 2, + Z + o¢

und erhalten durch Entwicklung nach den Potenzen von Z, + ¢
sin (s — §'¢" + o + B)
=: sin[sc — s'c’ + (sn — s'n’ + on)t + sZ, + B]

+ ﬂj——ii cosfsc — s'¢’ + (sn — s'0’ + en)t + sZ, + Bj

S(Z‘[iz_di sinfsc — §'c’ 4+ (sn — s'n’ + on)t + sZ, + B}

Weil nun die Function Z, 4+ ¢, wie man hier anzunehmen berechtigt
ist, aus lauter Sinusgliedern besteht, so enthalten die ungraden Potenzen
dieser Funetion ebenfalls lauter Sinusglieder, die graden Potenzen dagegen
Cosinusglieder, nebst einer nothwendig positiven Constante. Diese con-
stanten Glieder bezeichne ich durch 2, %
tion N aus der Formel:

s +-+, und bestimme die Func-

N=— =n*4 L(i—ltﬁ‘—) cos[s¢ — s'¢ + (sn — s'n’ + on)t + sZ, + B]

+ n’4 f—(l—z‘—;»(? cos[sc — s'¢’ + (sn — s'n’ + on)t + sZ, + B]

+ n’Asg(z—'fj%‘;'h—“sin[sc — 8¢ + (sn—sn + on)t + sZ, + B]

I.

o B 30—k

— n’d 734 tsin[s¢ — &'¢’ 4 (sn— s’ + on)t + sZ, + B]

+...
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Aus der Gleichung (1) findet sich hierauf dic nachstehende:

d°Z,
(3) —

= — n2A<1 S ST L. -—...> sin[sc—s'¢' + (sn—s'n' + on)t + sZ,+ B]
+ MM;

und wir denken uns endlich die Function M so bestimmt, dass Glieder
mit dem Arvgumente: s¢— s'¢’ 4 (sn — s'n’ + o)t + sZ, + B, welche
etwa in der Gleichung (2) entstehen konnen, mit demn Gliede rechter
Hand in der Gleichung (3) ohne weiteres vercinigt werden. Wenn wir
uns also den Coefficienten 4 in entsprechender Weise abgedndert denken,
so konnen wir das Glied M ohne weiteres bei Seite lassen.

Es entsteht also nun eine Gleichung, die wir etwas vereinfacht
schreiben werden, nachdem wir die Bezeichnungen:

2V = (sn —s'n’ + on)t + $Z, + sc— s’ + B

2 5%, s*hy,
a~8A<I 1.§+1,2.3.4 )

festgestellt haben. Wir finden:

a*v .
it a’n®sinVeosV

Durch Integration dieser Gleichung ergiebt sich unmittelbar, indem wir
die Constante durch ;’»” bezeichnen,

1V ? .
(ﬁ) = r'n® — a’n’sin V7,

\

und durch die zweite - Integration, bei der wir die hinzutretende Con-
stante durch O bezeichnen, entsteht die Gleichung:

a

(4) V = am@ut + C), mod & = -

[

Es wird also auch:
,

ay
(4) ¢ = rdo(mt + 0)
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In der Gleichung (4) haben wir c¢in Resultat gewounen, welches leicht
in bekannter Weise entwickelt werden kann. Hierauf erhalt man unmit-
telbar den Werth von Z, dessen erstes Glied mit dem ersten Gliede des
durch die Gleichung (5) im ersten Abschnitte gegebenen Werthes von Z
iibereinstimmen muss, nachdem man das Argument dieses Gliedes in der-
selben Weise entwickelt hat, wie in diesem Abschnitte zur Herstellung
der Gleichung (3) nothig war. Anf die Identitit dieser Resultate, welche
ibrigens nur unter der Bedingung stattfindet, dass

F <1

habe ich nur vorubergehend hingewiesen; wir werden im Folgenden von
derselben keinen Gebrauch machen.

Die Werthe von ¢+ Z, und = —I—%gt‘l, welche fur den Zeitpunkt

t = o gelten, bezeichne ich durch ¢, und n,. Diese Grossen sind aller-
dings nicht identisch mit den friher unter denselben Bezeichnungen ver-
standenen Grossen, sie unterscheiden sich aber von diesen doch nur wenig,
und konnen bei den jetzigen Untersuchungen die Stelle der letzteren ver-
treten, da man ubersehen kann, dass die Unterschiede beider mit Leich-
tigkeit ermittelt und in der Rechnung berucksichtigt werden konnten. —
Indem wir uns wtberdies der Bezeichnung:

D =-(sc, — s'¢ + B)

N -

bedienen, erhalten wir:
D= am¢,
und:

sn, — s'n’ + n~2<ﬂ = dnC
' on = dt)o_' 2yndn

Setzen wir nun:

. Lan? —

s, — 0+ on = 2ayn,
so wird:

Yp —Ydne
n 7
oder:

2 M)
7 h—jk“’ = 1 —k’snC?
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Anderseits haben wir aber:
k*sin D* = L*sn(?,
so dass dic Gleichung:

Q'fé .2 2 o 2 __
v/ ,,.Lzl" + k*sinD* =1

unmittelbar erhalten wird. — Bezeichuen wir noch:
n
o ___
=1

so entsteht die Gleichung:
\ ? 1 gin D? — L
(5) 4+ sinD' = 7

welche mit der Gleichung (15) des vorigen Abschnittes bis auf Grossen,
die hier nicht in Betracht kommen, identisch ist. ~Eine strenge Verglei-
chung mit den Resultaten des vorhergehenden Abschnittes ist fiberhaupt
auch nicht nothig, weil die Convergenz der daselbst gegebenen Reihen
nicht nothwendig aufhort, wenn die Grossen k, um sehr kleine Betrige
die Einheit ubersteigen; es gehﬁgt, dass die Grossen k, sin D,, und %, cos D,
kleiner als 1 bleiben. Bei der jetzigen Losung kann aber der Modul k%
beliebig gross werden, ohne dass die durch die Gleichung (4) angegebene
Form des Integrales aufhorte richtig zu sein, Dem ungeachtet ist es in
mancherlei Hinsicht vortheilbaft, das Resultat durch elliptische Functionen
anszudriicken, welche dem Modul

=1

entsprechen, wenn der Modul % die Einheit tibersteigt. Man findet nun
leicht, auf Grund einiger bekannten Transformationsformeln,

sin V = lIsn(ant 4 C))

() cos V == dn(ant + C,)

-
l % = ynen(ant + €)
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wo:

C =;0=ko

1
gesetzt worden ist.

Weil nun die Entwicklung von en(af + C,) kein constantes Glied
enthilt, so kann. auch nicht die Function:

av - dz,
2= —sn +‘m+837

ein constantes Glied enthalten. In %ZT" konnen wir aber ein solches Glied

nicht voraussetzen, wenn » die Bedeutung der mittleren Bewegung hat;
wir schliessen daher, dass:

{7) sn—s'n' + on = 0

Setzen wir in den vorstehenden Gleichungen: ¢ = o, so gewinnen
wir die Werthe:

%sinD = snC,

1

f_
= cnC
Die Summe der Quadrate dieser Gleichungen giebt uns:
ff 4 sinD? = [?

also ein Resultat, welches bereits oben durch die Gleichung (5) nach-
gewiesen wurde.

Wenn % < 1, muss die Grosse sw — s'n’ 4+ on offenbar gleich dem
constanten Gliede in der Entwicklung von 2yndn(ynt 4+ C) sein. Diese
Bedingung giebt uns:

L) e
(8> sn—sn 4 'm:T”T(

wobei wir, wie tblich, durch K das vollstandige elliptische Integral erster
Gattung bezeichnen. Ziehen wir von dieser Gleichung den Werth:

+
sy — s'n’ 4 on = 2yndnC

Acta mathematica. 9. Imprimé le 15 Février 1887, 28
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ab, so bleibt:

s(h — ny) = 2;%(%-—— dn0>,
ein Werth, aus welchem wir auf Grund der Beziehung
ndnC = yu kb = 1"

den folgenden erhalten:

— N
s(n n)—zdnC’(zI( dnC)

Far den Fall aber, dass & > 1, haben wir:
sm, — s’ + on = 2ynenC

und diesen Werth ziehen wir von der Gleichung (7) ab. Wir erhalten
somit:
s(n — my) = — 2ynenC,

Fur die Beziehung zwischen » und #», haben wir also zwei ver-
schiedene Ausdriicke gefunden, den einen gultig fur den Fall: £k < 1,
den andern fur den Fall: £ > 1. Diese Ausdrucke sind aber nicht nur
formell von einander verschieden, d. h. so, dass sie durch Transformation
auf einander reducirt werden konnen. Wenn wir also # als Function von
n, und k betrachten, so schliessen wir auf Grund des erwshnten Um-
standes, dass » nicht eine synectische Function dieser beiden Variablen
ist, sondern dass im Punkte 5 = 1 eine Unterbrechung der Stetigkeit
stattfindet.

Die Formeln, welche zur Berechnung von % und C oder von ! und
C, dienen, werden wir jetzt unter einer von der fritheren etwas abweichen-
den Form angeben, wobei wieder die Discontinuitat der betreffenden Re-
lationen hervortreten wird. Aus der Gleichung:

ann, = yndnC
oder:
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erhalten wir auf Grund der Gleichungen (7) und (8):

sn’ V

(s + o)n, = lenC,

]

sn _ 7k
7 T dnC
(s + 0+ -/K>no

Zu diesen Bezichungen kommen die bereits angegebenen. Wir haben also
die beiden Systeme:

snC = sinD

cnC = cos D

<s + o+ ;‘—%)%o

1
?cdno: 7 s'n/
1
k* = . 5
(s + o+ 7?)”"
7 — + sin D?
sn

IsnC, = sin D

lenC, = (s + )1 + f‘)%
sn

(1)
dnC, = cos D

sn'

l2 = ﬂ2<<s_+_g)_..n_ﬂ>2+ Sin D2

In Fallen, wo %k oder ! der Einheit sehr nahe kommt, sind diejenigen
Formelsysteme den vorhergehenden vorzuziehen, welche man durch Uber-
gang auf die complementiren Moduln % und ' erhalt. Es findet sich
mit Hulfe bekannter Transformationsformeln:
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sn(iC, k') = i tang D

I

en(iC, k) =

cos D
T
(1) R (E ey )
%dn(zc, W) =7 sn’ cos D
(=50
— 2 2
T % cos.D 7 s'n’ /
. N __ . §nsinD
sn(zC‘, l) = me
I v sn'
TG, ) = 76 + o)m,
a) .
I .y 7y __ ST cOS
zdn(z(zl, ) = oG T o
I'* — cos D? — 2<(ii_”l’h>2
7 s’
Far:
E=1=1
oder:
F=I=o0

fallen alle die angefithrten Systeme zusammen, weil das Glied r% ver-

schwindet; im Ubrigen lassen sich die Systeme (I) und (II) oder (IIT) und
(IV) nicht auf einander zurtckfithren.

Die Discontinuitat, welche sich in den vorstehenden Beziehungen ma-
nifestirt, findet man nicht in den verschiedenen Formen wieder, durch
welche die Function 7 durch die Zeit ausgedriickt werden kann. In den
Gleichungen (4), (4") und (6) haben wir bereits zwei dieser Formen ge-
geben, diejenigen nehmlich, welche den Moduln % und I entsprechen; die
beiden noch tbrigen entsprechen den Moduln %' und 7; sie finden sich
mittelst bekannter Transformationsformeln wie folgt:
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sinV = — i tangam [i(ynt + C), ¥
.V . 1
(9) 8T = GliGmt + 0), %)
4V dnli(ynt + ), ¥]
dt — Men[t(nt + 0), ¥
sinV = — il tang am [i(ant + C)), 7|

__dnfi(ant + C), U]
" enfi(ant + 0,), U]

(10) cos V

av _ m .
dt — ecnli(ant + C), I’

und diese beiden Systeme konnen aus einander abgeleitet werden, indem
man sich der Transformationsformeln bedient, welche fir den Ubergang

vom Modul %' auf den Modul % = ' gultig sind.

Die Entwicklung der Functionen sin¥, cos¥V und %1—7 in trigono-
metrischen Reihen mit reellem Argumente wirde bei sehr kleinen Werthen
von %' oder I’ offenbar so wenig convergent sein, dass ihre Anwendung
nicht als zweckmissig erachtet werden kann. Fiar solche Falle, die aller-
dings zu den Ausnahmen gehoren, miissen wir uns demnach nach anderen
Entwicklungen umsehen, und dabei namentlich darauf Riicksicht nehmen,
dass etwa spater auftretende Quadraturen analytisch ausgefithrt werden
konnen. — Die nach den Potenzen von Exponentialfunctionen fortschrei-
tenden Reihen, an die man hierbei zunichst denken konnte, erweisen sich
bei naherer Uberlegung auch nicht, wenigstens nicht direct, als anwend-
bar, weil sie nicht bestindig convergiren. In der Darstellung der ellip-
tischen Functionen durch Folgen von Partialbriichen haben wir aber einen
Ausgangspunkt, aus dem wir Entwicklungen herleiten konnen, welche
unsern Forderungen genitigen.

Wir bezeichnen, um eine kurzere Schreibweise zu gewinnen,

ynt + O = u;

dann wird:
ant + C; = ku
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Ferner wenden wir, neben der tublichen Bezeichnung:

—_T

q=2¢

Ll

auch die folgende an:
K
¢=e ¥
In der Theorie der elliptischen Functionen werden bekanntlich nach-

stehende Entwicklungen gegeben:

. sn(tu, k) m |I e K + (— 1)yrgmeK
¢ cn(iu, k) T kK2 T ™
1 + e K 1 + q’Zneh
U )
Z (_ I)n 2 g f
1 + g’?ﬂp ?
(I I) Fre’3 U T
I v e 2K (— g')”e?K_' (— q')"e_—ﬁ'
en(um, k) kK _”_f’+ E+Z _m
1 4 e K 1+ q’ZneK 1+ q'2n6 X
_m _m
dn(iu, ¥) =« e K eﬂf qre
cn(iu, ¥y K __fif+z: +Z i
I e X 1+ q’?neK’ 1+ q".’ne K'

bei denen die Summationen von # = 1 bis # = co auszudehnen sind.
Diese Formeln, welche unmittelbar die Entwicklungen des Systems
(9) geben, sind in der Hinsicht bemerkenswerth, dass die darin vorkom-
menden Nenner unverindert bleiben, wenn man ¢’ gegen — ¢’ vertauscht.
— Weil nun das Formelsystem (10) aus dem Systeme (9) ohne weiteres

erhalten wird, wenn man & durch 7’6, oder, was dasselbe ist, ¢’ durch

— ¢’ ersetzt, und weil die soeben angefithrten Entwicklungen ebenfalls
fur negative Werthe von ¢’ gultig und fur die geeignete Darstellung der
betreffenden Functionen anwendbar bleiben, so lassen sich diese Func-
tionen — es sei, dass sie durch die Gleichungen des Systems (9) oder
durch die des Systems (10) gegeben sind — durch Entwicklungen an-
geben, die noch giltig bleiben, wenn man sich ¢' als veranderlich denkt
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und dabei fur dieselbe Werthe annimmt, die abwechselnd positiv und
negativ sein konnen.

Um das Verhalten der in Frage stehenden Formeln beim Ubergange
vollig in’s Licht setzen zu konnen, bedienen wir uns der Bezeichnungen
L und L' zur Angabe der vollstandigen elliptischen Integrale erster
Gattung, welche den Moduln ! und I entsprechen. Bekanntlich geht nun
K’ in IL' uber, wenn ¢’ negativ wird, oder wenn %' in z—;:- tibergeht.

Auf Grund der bekannten Entwicklungen:

ZK’ . 4?' 4(1"
T =1 + 1 + qrz + 1 + q/4 + . e
t ’ ’g
_2—7215_ = I — 4q 2 + 4q 4 -
e I +g¢ 1 4+ q

schliessen wir nun auf die Relation:

49’ 49" ), 49 49"
k<1+l+q,e+l+q,4+----1 e e R
T

Y d in zwet-

und hiermit erdffnet sich die Moglichkeit, das Argument

facher Weise auszudriicken. Wir haben nehmlich:

T ynt + C
2K 4q e
I+1+q'2+1+g"’+"'

Wird nun ¢’ negativ, so geht dieser Werth in den folgenden wiber:

T nt + C
2B 7
I, - BRI, S

I+ g I +gq

Lnt + 0)

4ql 4q/2

1 +gl2+l+gl4

’

1 4+ + ...

. ant + C, =z
= 27 yvE -—;ﬁ(ant—}— C)
QL. - BRI AR
‘+g2 I+g’4

Der Algorithmus, durch welchen die Entwicklungen (11) dargestellt
wurden, bietet nicht die nothige Bequemlichkeit dar, weil ein jedes Glied
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der unendlichen Reihen fiir einen gewissen Werth der Verinderlichen »
grosser wird als die Glieder vorher und nachher. Die betreffenden Reihen
sind zwar convergent aber der Punkt, wo die Convergenz anfingt, ver-
schiebt sich und ist als eine Function von « anzusehen. Um gleichformig
convergente Entwicklungen zu erhalten, miissen wir die Verinderliche
innerhalb gewisser Grenzen einschliessen, wozu folgende Schritte nothig
sind, welche, wie wir spiter sehen werden, die Anwendbarkeit der Ent-
wicklungen auch tiber die gezogenen Grenzen hinaus nicht verhindern.

Es sei nun m eine positive oder negative ganze Zahl, die wir so
bestimmt denken, dass die Grésse w in der Gleichung

u=—2mK + o

immer zwischen o und -+ 2K eingeschlossen bleibt. Auf Grund der
Periodicitat der elliptischen Functionen . ergeben sich hiermit aus den
Entwicklungen (11) die nachstehenden, deren Richtigkeit man iibrigens
leicht direct verificiren kann,

L ——--E(?K— ®) i
_i811(iu,k2__(_l)m |1 e K e K g% ¥
Cn(’l:lb, kl) kK2 _.7:_"" _3;(21{__(0) __ff‘_"
I+e X I+e X I+ g% X
,Qe—-%(QK—w)
+ ~— —.
1+ q’se—f’(ﬂ(—w)
Tw T Tw
| eTE R
i = (— 1 — —
en(tu, &) kK I ST S5 i
(12) i+e ¥ 14¢ X 1+44¢% X
2
»-’::—,(QK—-w)
ry 2K
+ L
T
—— (2K —w)
I+q,26 K
Tw T T
. ok -~ o7 (2K — ) —m
do(ou, k) = | e X + e 2K ge 2K
en(iu, k) K _ T ok —w) ,
I14+e¢ X I1+e K I14+q¢%e K
q,e——Q—EQK—w) l
—«—Ti,(‘lK—w) U
I+q% X l




Uber die Convergenz der Reihen zur Darstellung der Coordinaten der Plancten. 225
Die Entwicklung eines Gliedes der Form:

gt
kann unmittelbar nach den. steigenden Potenzen von ¢'*¢™ % ausgefithrt
werden, wenn ‘die ganze Zahl y grosser als o ist, und convergirt dicselbe
immer sehr schnell, da der Factor ¢'° eine #usserst kleine Grosse be-
zeichnet; wenn aber der Fall eintritt, wo y = o, ist die Convergenz der-
artiger Potenzenreihen nicht mehr gesichert, wesshalb wir uns nach anderen
Formen fur die betreffenden Entwicklungen umsehen miissen. Zu diesem

Zwecke bedienen wir uns der identischen Gleichung:

Das Glied:
;e—?x(l —e 21)
1

kann offenbar nie grosser als 3 werden so lange z positiv bleibt; wir kon-

nen daher nach den steigenden Potenzen desselben entwickeln und dabei
eine, wenn auch nicht sehr rapide, so doch geniigende Convergenz er-
warten. Um die betreffenden Entwicklungen tbersichtlicher zu erhalten,
bedienen wir uns dabei der nachstehenden Bezeichnungen:

U x) = e"”(l ——2—6“‘”)
U(z) = — jot(1— e )(1—e™)
U(z) = ;e——.’ix(I _ée———?x\)(l — )

und allgemein, indem r eine ganze Zahl bedeutet,

(13 0of) = W grarmor (1 Lo — ooy

2
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Mit Hulfe dieses Algorithmus erhalten wir die Entwicklung:

—

(14) = UYg) + UYz) + ...,
I 4 ¢
womit die betreffenden Glieder der Gleichungen (12) durch convergente,
nach U-Fixnctionen fortschreitende Reihen dargestellt werden konnen.
Wir sind jetzt in der Lage, das Integral:

(15) J=fe“dnudu,
0

wo A eine belicbige positive oder negative, rationale oder irrationale Zahl
bedeutet, auch in den Fallen analytisch berechnen zu konnen, wo die
Grdsse ¢ so nahe der Einheit kommt, dass die gewohnliche trigonome-
trische Reihe fiir dnu nicht mehr als geniigend convergent erachtet werden
kann. — Zunachst zerlegen wir das Integrationsintervall in Theile, von
denen die m ersten den Werth 2/ haben, der letzte aber den Werth w.
Es wird also:

2K 4K 20K mK+ow
J =fe""“dnudu +fe“‘”duudu 4 ... +fe“”dnudu —}—fe“‘"dnudu
0 2K 2m—2K 2mK

Die Grenzen dieser Integrale konnen sehr leicht auf o und 2K oder
auf o und @ reducirt werden. Es ist nehmlich:

4K 2K
f e*dnudu = ¥ [e™dnudu
2K 0
2mE 2K
*“dnudu = DK [ e dnudu
(2m—2)K 0
2mK+ e w
f e dnudu = ™" f ™ dnudu
2mK 0

Man erhalt hiermit, indem man sogleich die Glieder summirt, welche
den Coefficienten - des bestimmten Integrals mit den Grenzen o und K

bilden,
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2mitKk 2K
1 e

(16) J=—r fem‘dﬂudu + egm’AKfe”“dn uduy

I —e

Denken wir uns jetzt: k> 1, also I < 1, und bezeichnen wir:

so wird die Function J durch die nachstehende Formel gegeben:

(17) J = lfe““’cnwdw
0
Wir setzen nun:
w==2mL + 7

und denken uns die ganze Zahl m so gewahlt, dass r zwischen o und

2L schwankt.
Zufolge der Gleichungen:

4L 2L
¢ enwdw = — ™ f e enwdw
2L
6L 2L
/‘emwcn wdw = + eulzL/'em.wcnwdw
4L o
2mL 2L
2% o1 swdwo ___:(____ 1)m——l6(2n1——?)11ALfe1l).an wdi
(2m—2)L
2mL+ 7 T
eillwcn de — (__ I)m e?nnllLer).w cn wdw
2mL 0

ergiebt sich hierauf:

e?/ml).L+nn-r 2L

(18) J() = [—_I-;——m— lfe’”"’cn wdw - g2mnLrine Zfe’”’”cnwdw
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Die Formeln (16) und (18) gcben den Anschein, als ob zwischen
ihnen ein Sprung stattfinde; dies ist aber nicht der Fall. 'Wenn nehmlich:

k=1=1,
go 1st:

K= L =00

und nun muss offenbar der Werth Null fur die ganze Zahl m angenom-
men werden. Man bemerkt leicht, dass die beiden Formeln (16) und
(18) unter dieser Voraussetzung dasselbe Resultat ergeben, nehmlich:

il

(19> J:J 2e tluu
0

e+ e
Die Entwicklung der Function unter dem Integralzeichen giebt uns:
J =2 [e"(UO(u) + UO(u) + ...)du
0

Die Convergenz dieser Entwicklung wollen wir hier noch untersuchen,
weil diese nahezu dieselbe ist wie man sie bei den analogen Entwick-
lungen der Integrale in den Gleichungen (16) und (18) erwarten kann.
Die Annahme in Bezug auf die Grosse des Coefficienten i, welche far
uns das grosste Interesse hat, ist die, dass dieselbe sehr klein ist. Wir
werden aus diesem Grunde, und um die Schreibweise zu vereinfachen A
neben den ganzen Zahlen vernachlissigen. Das Integral setzt sich nun
aus zwei Theilen zusammen, von denen der eine nach den Potenzen der
Exponentialgrosse e~ entwickelt erscheint, und daher mit wachsendem
rasch abnimmt und sehr schnell convergirt. Der andere Theil, welcher
durch die Substitution der Grenze o entsteht, reducirt sich auf eine Con-
stante. Fur den Coefficienten des n'*® Gliedes, den wir mit K, bezeichnen
wollen, ergiebt sich bei Vernachlassigung von 2 neben » der Ausdruck:

K I

n = -1
2 n

1 n 1 n(n— 1) 1
2n 4 1 12n+3+ 1.2 2n+435 7

T I 7 I +n(n——-l) I
2*l2n +3  12n+ 5 1.2 2n+7
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Die beiden Relhen lassen sich in bekannter Weise durch bestimmte Inte-
grale summiren, wodurch gefunden wird:

1 1

I/'n ——— [x‘zn([ o x?)ndx ___[_;l /.an%»'Z(I _— m?)n (IW
. 2.
0 0

Nun hat man aber allgemein:

I+l g+l -
2n+2 e en\n ], ___{E (['—w) 2n 4 1 2 Y A
fa: (1 — 2")'de = R +4n+3 (1 — x*)'dx,

eine Formel von deren Richtigkeit man sich durch Differentiation sehr
leicht wberzeugen kann. Fur die Grenzwerthe verschwindet das vom
Integralzeichen bhefreite Glied und cs findet sich:

1
my2fy _ oow g, 2Rt 1 Sn(c  n
/m (1 m)d,@_‘m_i_sux (1 — 2°)"dx

0
Hiermit ergiebt sich fur K, der Werth:
1

K} _______'6)7‘ +% 7j\/$2'1(1 _ x,?)ndx

8n +

r—t

0

1

6 C o
____'%-i-SLM/x 1 — g)da
8n 4+ 6 27,

9

Es ist aber:

1 ) F<n -{—é)]ﬂ(n‘—l- 1)
/{,U”—2(I - x)ndx —_—

o ](217,+2>

2.4.6...2n
2
(2n+1)2n+3)...2n+ 20 4+ 1)

Man bemerkt auf Grund dieser Formeln, dass die K,-Coefficienten bei
grossen m-Werthen nahezu in derselben Weise convergiren wie eine nach

den Potenzen von % fortschreitende Reihe,
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Wir wenden uns nun zu der Entwicklung des Integrales:
2K
(20) H(k) =fe”"‘“dnudu
0
Fir dnw setzen wir hier die Reihe ein, welche in den Gleichungen (12)
gegeben ist. Nachdem wir die Glieder dieser Reihe nach U-Functionen

entwickelt haben, crhalten wir das in Frage stchende Integral in Reihen
zerlegt, deren Glieder die nachstehende allgemeine Form haben:

e T
’ — (2K —u)

(21) H,(k) = ]%‘ /‘/’w <6—VW + e K >du

Es bedeutet dabei v eine ganze positive ungrade Zahl.
In gleicher Weise zerlegen wir das Integral:

(]

(22) Hlw, k) = fe“‘“dn udu
0
in Theile der Form:
7 R —v‘—-ni, '—ﬁ'?K——L)
(23) H/(w, k) =7}fe"“ <e e >du
0
Die Integrale (21) und (23) finden sich nun unmittelbar; es ist

nehmlich:

a Tu T 1‘).u—u—r—u, i).u——-V‘—T,(zK—u)

) —V5E —v 5755 (2K —uw) e 2K e 2K
(A) /e”‘“(e e K >du i e ;
7y L

und hieraus ergiebt sich, nachdem wir die Grenzen o und 2K fir w

substituirt haben,
v v 202K
A U L)

(24) k) = K (wr >2+ .
e A

L7 A1 4 ¢ —

i T e
(%)

62i).K)
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Durch Einsetzen der Grenzen o und o findet sich in derselben Weise,
und wenn wir uns dabei der Bezeichnung:

Tw

ho=¢ ¥
bedienen,
O T
(25) Hw, k) :'1% & [<h<2”;>lj+ 2
AL+ e ar)
1( (;h) +

Mit Riucksicht anf dic in (24) und (25) gegebenen Werthe erhalt
man aus der Gleichung (16) den entsprechenden Theil von J, den ich
mit J,(k) bezeichnen werde. Fur diec Summe 2mK 4+ o setzen wir den
Werth # ein, und beachten, dass

1+ 621’/\K ¢ K
TR i cotang

Das Resultat wird nun:

K,(I —4q") |
(26) J, (k) = —K:,— {icotang AK(1 — ™Ky - ¢2m?K]
<2K> + 2
4l A
I% <2K’> L
s 0= el ]
T

Zu dieser Formel figen wir die Bemerkung, dass die Glieder, welche
den Factor. cotang AK enthalten, und also bei sehr kleinen Werthen von

’

" . . 9
A sehr gross werden konnen, von den Exponentialgrossen b und 3 un-
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abhangic sind. Die' Glieder, welche diese Grossen' enthalten, werden
durch den Integrationsprocess nicht ~vergrossert, sondern im Gegentheil

. . . I
vermindert, weil sie den Factor ” erhalten.

Es erubrigt, die Formeln, welche den Gleichungen (20)—(26) ent-
sprechen, fur den Modul 7 aber gultig sind, abzuleiten. Wir fuhren
zuniichst die Bezeichnung

oL
(27) H(l) = lfe”"“’cnwdw
0

ein, und zerlegen, der zweiten der Gleichungen (12) gemiss, dieses Integral
in Theile der Form:
2L

=W v
/ —y— -—2—11—,(2L—u)>dw

(28) Hv(l) — (._._ 1)'"37‘/81'1110\6 y?L'__ e

0

Ebenso zerlegen wir das Integral:

T

(29) H(z, 1) = lfe“"“”cn wdw

0

und bezeichnen die Theile durch:

Y Y . — X eL—w
(30) HV(T, l) —_ (_ I)m_l7 / eillu e —g¢ 2L dw

s

0

Es ist hierbei die Bemerkung am Platze, dass H,(z, 1) aus H,(w, k)
unmittelbar hervorgeht, wenn man K’ in IZ/, K in {(K + L), » in lw
und @ in Iz verwandelt, und dem Resultate tiberdies den Factor (— 1)"
hinzufugt.

Mit Hiulfe der Formel (A) ergiebt sich aus (28) der Werth:

v
x 2l

(31) (1) = (— )" 7

?ilAL)

(1 + g'v)(l —e
v \? 192
(E) +

e (L — ™)1+
(i B e
<‘)+m*

2L/

21‘IAL)




Uber die Convergenz der Reihen zur Darstellung der Coordinaten der Planeten. 233

und auns der Formel (30) findet man die folgende:

[(§) + 7o =+ )

(7) + 1

- s
(aF) + 07 ‘

2[/

(32) M) =(— >,—l

indem wir die Bezeichnung
I
b=e *
feststellen.

Auf Grund der Gleichung (18) erhalten wir nun fur den Theil
J,(I) der Function J(I) den Ausdruck:

T 2L'(‘+q)

(33) L) = Sy
~> + 1242
2L

l ’l tang I)\L [(__ I)m o e?mil).L] _I_ e?mil).L }

TN

Fi(— 1) r (1 —¢”)

I/ /vr\2
el 12,0
(2[/) + %4

Diese Formel verhilt sich hinsichtlich des Grosswerdens gewisser
Glieder grade umgekehrt als die Formel (26). Wahrend nehmlich in
letzterer einige Glieder bei sehr kleinen Werthen von A erheblich anwachsen
konnen, ist dies in der Formel (33) nicht der Fall, sondern werden bei
ihr grade dieselben Glieder wesentlich verkleinert erscheinen. Vergrossert
werden aber in der Formel (33) solche Glieder, bei denen das Product

IAL nahezu den Werth einer ungraden Vielfachen von ;—t hat.

In Bezug auf die Formeln (26) und (33) ist endlich noch zu be-
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merken, dass sie fur m = o mit einander identisch werden; sie geben
daher auch identische Werthe fir ¥k =1 = 1.

Die Ungleichheit, welche einem Gliede entspricht, bei dem der Coef-
ficient %, [Abschn. I, Gleichung (15)] grosser als die Einheit ist, hat man
Libration genannt. Solche Ungleichheiten wurden bisher als Ausnahmen
angesehen und bei den Untersuchungen tiber das Problem der drei Korper
oder tiber die Storungstheorie fast immer unberiicksichtigt gelassen. In
der That war es auch nur in sehr seltenen Fallen moglich, das Vor-
handensein derartiger Bewegungsgleichungen zu constatiren, wesshalb eine
allgemeine und tiefer dringende Untersuchung derselben fiir astrono-
mische Zwecke nicht als nothig erachtet wurde; eine directe Veranlassung,
die hierauf beztiglichen Untersuchungen weiter auszudehnen, als zur Be-
handlung des gegebenen Falles nothig war, gab es von diesem Gesichts-
punkte aus eben nicht.

Ganz anders gestaltet sich aber die Nothwendigkeit derartiger Unter-
suchungen, wenn man sie von einem theoretischen Standpunkte aus be-
trachtet. Dann zeigt sich nehmlich das seltene Vorkommen von Librations-
ungleichheiten wohl als eine Thatsache, die unserm Sonnensysteme eigen-
thiimlich ist, keineswegs aber als eine Erscheinung, die an sich tberwiegend
wahrscheinlich ware. Bei einer absoluten Losung des Problems der drei
Korper, auch wenn man die tblichen, mit den Verhaltnissen im Sonnen-
systeme ubereinstimmenden Einschrankungen hinsichtlich der Werthe der
Massen, der Excentricititen, der Neigungen und der mittleren Entfernun-
gen von der Sonne gelten lasst, muss daher die Moglichkeit des Vor-
kommens einer Librationsungleichheit offen gehalten werden. -— Wollte
man als Grundlage der Untersuchung sich die Annahme gestatten, dass
keine Librationsungleichheit vorkomme, so wire diese mit der Voraus-
setzung gleichbedeutend, dass keine der Grossen %,, auch nicht nach Be-
riicksichtigung der aus Gliedern hoherer Ordnung veranlassten Correc-
tionen, grosser als 1 sein konne. Eine solche Voraussetzung wiare auch,
wie wir aus unseren Untersuchungen bereits gesehen haben, mit derjeni-
gen identisch, dass die bekannten Entwicklungen — in dem Abschnitte
I durch die Gleichungen (3) und (5) angegeben — gleichformig con-
vergent waren. Man hatte also grade dasjenige von vorn herein ange-
nommen, was erst als Resultat aus der Untersuchung hervorgehen kann.
Indem wir aber, bei unsern Untersuchungen, eine Annahme in diesem
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Sinne gar nicht in Frage gestellt haben, sind wir bei dem Resultate an-
gelangt, dass, wenn die Reihen (3) und (5) des vorhergehenden Abschnit-
tes — immer von den mit F und F, bezeichneten Gliedern abgeschen
— nicht convergiren, so muss wenigstens eine der Grossen %, die Einheit
ibersteigen, womit diese Entwicklungen ihre Bedeutung tberhaupt ver-
lieren. In diesem Falle existirt eine Librationsungleichheit, und wir
werden im nachsten Abschnitte sehen, dass wenn der Coefficient dieses
Gliedes, welcher eine Integrationsconstante ist, einen hinreichend kleinen
Werth hat, die Reihe der characteristischen Glieder welche dem Libra-
tionsgliede folgen, auch nach der doppelten Integration eine gleichformig
convergente Reihe sein wird.

IIL.

Unsern jetzt vorzunehmenden Untersuchungen legen wir die Gleichung
(2) des ersten Abschnittes zu Grunde, nachdem wir in derselben

C=rc+ nt + Z; ¢ = + n't
gesetzt haben.
Indem wir von dem ersten Gliede voraussetzen, dass es kritisch

werde, bezeichnen wir:

2V = (sn— 8w + on)t + sZ 4+ sc —s'¢ + B
2(X) = —sd,sin[(s;n — s;n’ + on)t + 5, Z + s,¢c — s;¢’ 4+ By]
W — 84, sin[(s,n — san’ + oyn)t + 8,Z + s,¢ — s3¢ + B,

------

wonach die betreffende Gleichung nachstehende Gestalt annimmt:

(2) %TV + n’sd4 sin Veos V = n*(X)
Hierbei ist zu bemerken, dass die Coefficienten der Glieder in X sehr
kleine Grossen in. Verhaltniss zu A sind, dass aber die ganzen Zahlen

s, 8, und noch mehr s,, s; sehr erhebliche Werthe haben,
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Wir setzen hierauf:
V="V +7,

und entwickeln die Function:
sinVcosV = —;sin 2(V, + V)

nach den Potenzen von 2V,. Diese Entwicklung, welche bekanntlich
immer convergirt, ist die nachstehende:

. . 6V
schosV=s1nVocosV0<x——+ il )

1.2.3.4

— (28in V2 — 1)(V A L )

1 ]73

Es seien nun: h, h, ... die constanten Glieder in V3, V3, ...;
ferner sei:

4h, 16k,
(3) azz——SA(I—I'Z—}-m—-...)

und:

AVi—h) . 16(Vt—h, .
(4) X.—:(X)—sA(—— ( — )—l— 1(.2.3.4 )——> sin ¥V, cos ¥,

4V 16V
+ SA<—_-I.2.3 + 1.2.3.4.5

. )(2 sin Vg — 1)3

die Gleichung (2) konnen wir nun in zwei andere zerlegen, nehmlich in:

(5) ddt: 4+ n*a’sinV, cos ¥V, =
und:
(6) O — Wz sin Vi — 1), = n’X

Die Gleichung (5) giebt uns sofort:

= amé (mod = k),

0



Uber die Convergenz der Reihen zur Darstellung der Coordinaten der Planeten. 237

wenn wir setzen:
&= yrnt + k:f—:,
und mit y und € die beiden Integrationsconstanten bezeichnen. Nachdem

wir diesen Werth von V, in diec Gleichung (6) eingefuhrt, und nt¢ durch

;dé ersetzt haben, nimmt diese Gleichung die folgende Gestalt an:

(7) T — K (zan& — 1)V, = L X

Das Integral dieser sogenannten LamE'schen Gleichung ist bekannt;
wir schreiben es am kiirzesten, wie folgt, wobei wir die beiden Integra-

tionsconstanten mit ¢, und ¢, bezeichnen, und E dic Bedeutung des voll-
standigen elliptischen Integrals zweiter Gattung hat,

(8) V, = ¢,dn& 4 ¢,dn E[MC) + KéJ

dné& rde
+‘f—2k'_”fd ;.,fXdIlE(k

k' N B d”og 93(5)
wE=rt—aE

Vermoge der Relation:

lasst sich die vorstehende Formel indessen auf eine andere Form bringen,
wodurch sie unserm Zwecke besser entspricht. Wir finden nach einer
leichten Rechnung:

(9) V, =c¢ dné + ¢, dné

dlog6,(§) , B L_’l
d‘ K~

z/fz{d ullog@( >fanEd§ dn;/‘anEﬂoi_(}‘@dE}

dé
+ Z/,?Kdnffdéfanqu

Bei diesen Formeln wollen wir zunichst etwas stehen bleiben und
an dieselbe einige Bemerkungen kniipfen, welche indessen die mit den
Integrationsconstanten multiplieirten Gliedern nicht bertihren. Wir lassen
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daher diese Glieder bei Seite, indem wir die Integrationsconstanten, die
in der That uberzihlig sind, entweder als gleich Null gesetzt denken,
oder auch als in solcher Weise bestimmt, dass Glieder, welche die Ver-
anderliche &€ als Factor erhalten, verschwinden.

Wir ziehen jetzt die Falle nicht in Betracht, wo der Modul % den
Grenzwerth 1 erreicht, wiewohl wir anderseits solche nicht ausschliessen,
wo diese Grosse sich der erwahnten Grenze ziemlich nahert. Die, dem
Modul % entsprechende Grosse ¢ nehmen wir aber auf alle Fille so klein
an, dass ein Glied, welches mit derselben multiplicirt wird, wesentlich
verkleinert erscheint. Wir bemerken tbrigens, dass wenn ein mit dem
Factor ¢ multiplicirtes Glied einigermassen erheblich wird, so bewirkt
¢és, wie man aus der Gleichung (3) ersehen kann, eine Verkleinerung in
«®, mithin auch in % und in ¢. Die zweite Anniherung miisste das be-
treffende Glied also verkleinert ergeben, und man wirde, wenn nur solche
Glieder vorhanden wiren, das Resultat durch successive Anniherungen
verhaltnissmiéssig leicht finden konnen.

Um nun die Darstellung der Formeln etwas zu vereinfachen, schreiben
wir:

sh— §n - on = 2ui; s¢c—sc¢ + B =2A

sin— 510+ oyn = 20 s,c — 8¢’ + B, = 24,

und betrachten bloss Falle, wo:
A>A>Ah>. ..

Aus dem Vorhergehenden wissen wir bereits, dass bei der Bestimmung
der entsprechenden Glieder in ¥, nur dann Schwierigkeiten eintreten
konnen, wenn A, eine im Verh#ltniss zu A sehr kleine Grosse bezeichnet.
Ware hingegen A, eine Grosse von nahezu demselben numerischen Be-
trage wie A, oder grosser, dann konnte das entsprechende Glied in V,
sehr leicht berechnet werden, weil 4, jedenfalls sehr klein im Verhaltniss
zu A ist, so oft & tberhaupt der Einheit nahe kommen kann; in diesen
Fallen wirde das betreffende Glied offenbar als eine sehr kleine Grosse
anzusehen sein. Whare A, sehr nahe gleich 1, so kdnnte allerdings ein

Glied in V, einen sehr grossen Factor erhalten; dieses Glied ist aber
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anderseits mit ¢ multiplicirt und wtrde aus diesem Grunde eine ent-
sprechende Verkleinerung erleiden. Derartige Glieder, bei deren Bestim-
mung keine wesentlichen Schwierigkeiten zu erwarten stehen und tiberdies
mit spater zu bertucksichtigenden Gliedern vereinigt werden konnen,
lassen wir jetzt ganz bei Seite.

Wenn wir aber auch die Glieder in der Formel (9), die mit ¢ mul-
tiplicirt erscheinen, im Allgemeinen vernachlissigen, so dirfen wir dies
jedoch nicht ohne jede Einschrankung thun, da dies gleichbedeutend
damit ware, dass wir in der Gleichung (7) ohne weiteres das Glied:

— k*(2sn &’ — 1)V,

bei Seite liessen. Dieses Glied ist aber bei der Bestimmung der Function
V, ganz wesentlich, denn die Entwicklung des Coefficienten von 7, ent-
halt eine Constante von der Ordnung k*, welcher Umstand einen sehr
erheblichen Einfluss auf die Integrationsdivisoren ausitben kann. Wenn
wir daher auch bei einer solchen Vernachlassigung annehmen durften,
dass das Resultat der ersten Annaherung als eine wirkliche Annaherung
anzusehen ware — die Griinde zu dieser Annahme finden sich leicht
durch ein genaueres Betrachten der Gleichung (8) — so mussten wir
doch befurchten, in solcher Weise nur sehr langsam convergirende An-
naherungen zu erhalten.

Um nun leicht tibersehen zu konnen, welche Glieder bei der ersten
Annsherung bei Seite gelassen werden dirfen, ersetzen wir in der Glei-
chung (8) die Function V, durch eine andere Z, und stellen zwischen
beiden die Beziehung:

(10) 2V, = sZ dné

1

fest. Aus der Gleichung (8) ergiebt sich hierauf, durch doppelte Diffe-

rentiation und nachdem die elliptische Function nE durch das zweite

Differential von log 6,(&) ersetzt worden ist, die nachstehende:

sd%, 1 |E d*log 6,(8) d’log 6,(§)
saE | g Xt g Xdngds + === Xdn¢
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oder
d*log 6,(§)

s 4°Z 1 E 1 d d&?

fan{-‘dé‘l
(I I) 2 nldt? K* K + k' ds

Wenn wir nun von den Gliedern in X absehen, die von den Argu-
menten 2A,nf, 2Ant, ... abhangen, so haben wir die nachstehenden Ar-
gumente zu berticksichtigen:

2/ nt, 2(A 4 A)nt, 2(A—A)nt, u. s w.

Man wbersieht leicht, dass bloss das von A ¢ abhingige Glied in Z, we-
sentlich vergrossert werden kann, weil A, im Allgemeinen eine kleine
Grosse im Verhaltniss zu 2 4+ 4, A— A, u. s. w. ist; die ibrigen Glieder
erhalten bei dem Integrationsprocesse wesentlich grossere Divisoren. Wir
betrachten also bloss das, von dem erwahnten Argumente abhingige Glied
und bemerken dabei, dass der Beitrag zu dem Coefficienten dieses Gliedes,
welcher aus dem zweiten Gliede rechter Hand in der Gleichung (11) her-

E _ .
vorgeht, erheblich geringer ist, als der aus ZI—; % X kommende Theil. In

der ersten Anniherung setzen wir daher:
P B
|
(12) S e = 73 ——KX

In Beriicksichtigung von (10) erhalten wir aus der ersten der Glei-
chungen (1):

2
(13) Z==(Vy, —int — A) + Z dng&
Nun sind die Integrationsconstanten y und C jedenfalls so zu bestimmen,

dass die Function ¥, — 21— A nur periodische Glieder des Arguments

%E enthalt; d. h. gem#ss den Gleichungen:

= A3 C = A;

7 z
2Kr 2K

in dem Argumente:

ot + 8,7 + 28, = 230t 4 5,Z,dné 4 28, + 22 [V, — nt — A
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kommt also die Zeit als Factor des Coefficienten bloss bei dem Gliede
2Amt vor. Wir bezeichnen hier:

sl
(14) slzl(dns__z%>+ 22V, —nt— A) = H
und erhalten:
(15) 2t + 5, Z + 2A, = 2Ant + SIE%ZI + 24, + H

Hier angelangt, werden wir von einem Satze Gebrauch machen,
welcher bei Entwicklung der Function:

e 20ty 8in L 4 x5 8in Ly4-...)
P = etn 1+% 2 ,

sich ergiebt, wo die x constante Coefficienten bezeichnen, die eine gleich-
formig convergente Reihe bilden, und die L beliebige reelle Argumente sind.

Wie man leicht bemerkt, nimmt das Resultat der Entwicklung die
nachstehende Form an:

P=P,4 2PPcos2L, + 2PPcos2L, 4 ...
+ 2Ppicos(Ly + L,) 4+ 2Py, cos (L, — L)
+ 2Ppicos(Ly + Lg) 4 2Py2, cos(Ly — L)

o e
+ 2PP cos 4Ly, + 2PP cos4L, + ...
s R

+ 2i{ QP sin L, + @PsinL, + ...
+ Quisin(Ly + 2Ly) + Qb2 sin (L — 2Ly)

Indem man tberall — L, — L, . anstatt + L, + L,, ...
einfithrt, erhilt man unmittelbar die nachstehende Entwicklung:
I

=Py + 2P cos2L, + 2PP cos2L, + . ..

+ 2Ph?cos (L, + Ly) + 2P, cos(L, — L)

— 2i{QPsin L, + QPsinL, + ...

+ Quisin(L; 4 2L,) + Qv2, sin(L; — 2L,)

Acta mathematica. 9. Imprimé le 28 Février 1887, 31
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.. . . ) S
Wenn wir hierauf diese Entwicklungen von P und von P mit einander

multipliciren, erhalten wir eine Anzahl Bedingungsgleichungen, von denen
wir indessen nur die erste anzuftthren brauchen. Diese ist:

L (B 2B +
F 2@ + ..

d. h.: die doppelte Summe der Quadrate aller Coefficienten weniger des

Quadrates des ersten Coefficienten ist gleich der Einheit.  Hieraus folgt,

. . I . .
dass kein Coefficient grosser als — sein kann, mit Ausnahme des ersten,

V2

welcher den Werth 1 erhalt, wenn alle anderen verschwinden.
Beriicksichtigen wir nun in X bloss das Glied:

—ZAl sin(2A,nf 4 5, Z + 2A)),

indem wir dasselbe in der Gleichung (12) hervorheben, so erlangen wir
leicht ein Resultat der Form:

&%, A B
dﬁ_—WEPmn(z/lnt—}—s‘ Z+2A>+17

wo P, einen Coefficienten bezeichnet, der jedenfalls kleiner als 1 ist, und
II, eine Reihe Glieder, welche theils von den Argumenten 2(A + 2 )t
2(h — A)nt, 2(A 4 24)n¢, u. s. w. abhiangen, theils aber auch von den
Argumenten 2Anf, 2Ant, u. s. w. — Wenn fiir Z, einmal ein gensher-
ter Werth rrefunden Worden ist, lasst sich die Function X in einer solchen
Form angeben, dass die im zweiten Gliede rechter Hand der Gleichung
(11) geforderte Integration ausgefihrt werden kann, wonach die Glieder
in /I, zu vervollstaindigen sind.

Die zuletzt gefundene Gleichung multipliciren wir mit s, 5%, setzen
hierauf:
’2U =2Ant+s Z—{—zA

(16)

T
A Y4

»
—
>
N
|

11,
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und finden endlich:

arv AP B .
(17) ¥ +ns‘k,; 2 (zﬂK)gsm UcosU = n*(X),,
welche Gleichung genau wie die Gleichung (2) zu behandeln ist.
Man wird also wieder setzen:

U=U0, + U,
und fur U, ein Resultat der Form:
U, = amé (mod£k,)

erhalten. Auch jetzt nehmen wir also an, dass der Modul kleiner als 1 ist.
Es folgt nun aus der ersten der Gleichungen (16):

K
(18) 2 = (U —hat — A) + Z,dng,

indem wir nehmlich setzen: 2U, = s, zKZ dné&,, und fur die Function

Z, Bestimmungen als giiltig ansehen, welche denen analog sind, die zur
Bestimmung von Z, fuhrten. Der soeben gefundene Werth von Z, in
die Gleichung (13) eingesetzt, giebt uns endlich:

(19) Z= 2 <am€——5> -l—3 g( am & —2—%151) dné 4 Z,dné&dn¢g,

Diese Operationen lassen sich wiederholen und so lange fortsetzen,
als dic Moduln %,, &, u. s. w. kleiner als 1 bleiben. Erreicht keiner
dieser Moduln die Grenze 1, so erhélt man die Function Z durch eine
unendliche Reihe dargestellt. Bei dem Fortgange dieser Operationen muss
man sich indessen erinnern, dass bei der Bildung der verschiedenen Func-
tionen (X),, (X),, u. s. w. Glieder entstehen konnen, von denen ein Theil
mit vorhergehenden characteristischen Gliedern zu vereinigen sind und
also die Werthe der vorhergehenden Moduln etwas veréindern, wahrend
ein anderer Theil der entstehenden Glieder mit spiteren characteristischen
Glieder vereinigt werden kann, oder als selbstindige characteristische
Glieder zu behandeln ist. Ein dritter Theil der bei den successiven
Operationen entstehenden Gliedern ist aber an kiirzere Perioden ge-
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bunden und werden dieselben daher nicht in dem Maasse durch den In-
tegrationsprocess vergrossert, dass sie die Convergenz der aus (19) her-
vorgehenden unendlichen Reihe aufheben konnten. Von diesen Gliedern
sehen wir hier ab, und erhalten alsdann die Reihe

(200 z2=2(smé—T26)+7 5 (amg —55 ) dne

+ 82_2 Z_I;_l <am62 ——-%5‘) dné&dné, + ...;
dass diese Reihe gleichformig convergent ist, siecht man sogleich, da die
Coefficienten § ) s—i, s—?;, ... eine gleichformig convergente Reihe bilden,
und die Verhaltnisse %, %, ..., unsern Annahmen nach, als Grossen

derselben Ordnung anzusehen sind, oder jedenfalls eine gegebene Grosse
nicht tbersteigen. |

Wir sind also jetzt bei einem Resultate angelangt, welches mit dem,
im ersten Abschnitte gefundenen im Wesentlichen ubereinstimmt, nur ist
das jetzt erhaltene vollstandiger und genauer als das frithere, da hier
auch die Glieder hoherer Ordnung Bertcksichtigung gefunden haben,
wihrend sie in dem ersten Abschnitte in den Functionen F und F, auf-
genommen und mit denselben vernachlassigt wurden. Vollstindige Uber-
einstimmung finden wir aber in dem Punkte, dass die betreffenden Ent-

wicklungen nahezu in derselben Weise convergiren wie die Reihe der

. I 1 1 .
Briiche -, —, —, ..., vorausgesetzt, dass keiner der Moduln %, %,, £, ...
8 8,

1 2
der Kinheit gar zu nahe kommt aber auch nicht ftir sich eine convergente
Reihe bilden.

Nachdem wir somit den Fall erledigt haben, wo die Moduln %, %,, ...
saimmtlich kleiner als 1 waren, stellen wir die Annahme fest, dass einer
derselben diese Grenze uberschreitet. Hiermit wird nothwendig die Be-
dingung verkniipft, dass der entsprechende Factor A streng verschwindet.
Im Ganzen ist es bei unseren jetzigen Betrachtungen gleichgiltig, von
welchem Gliede wir annehmen, dass dieser Factor gleich Null wird, und
wir dirfen daher die Bestimmung treffen, dass es bei dem ersten Gliede

in der Reihe (2) des ersten Abschnittes stattfindet. Es wird nun:

2V = sZ 4+ z2A
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und fur ¥, erhalten wir, wie im zweiten Abschnitte gezeigt wurde, den
Ausdruck

0

—— 1 = 7—’
V, = arcsin[lsn(ant + C,)] (mOdl - a>

Hiermit findet sich aus der Gleichung (6), nachdem wir:

p:am+4g=ks=%5
gesetzt haben, die folgende:

1 2 2 _ I
(21) ——— (2l'snyp’ — 1)V, "‘a”X

welche Gleichung sich tibrigens aus der Gleichung (7) ergiebt, wenn man

sich erinnert, dass
sné = lsny

Weil man aber tiberdies die Beziehungen:

dné = cny
K _L—1 . d'ogh,(y)
011772 L dy’

hat, wobei I den Werth von E bedeutet, welcher dem Modul ! entspricht,
so findet sich aus der Gleichung (8):

dlog, ( L—1I—1L
(22) v, = clcnv--%cnv[ gdn n 7 v]

cny

dy
+ o E;;,chmyd;y

und hieraus folgert man leicht die nachstehende, welche der Gleichung
(9) entspricht,

dlog8,(y) L —I—1L
(23) 7, =Clcm7-—czcnv[ gcg,? L= 77]

1 dlogb, () dlogb, (1)
+a—2l,—2cn77chmy—W—?7—d77——cn;y———%?—ichmyd)y

L—1—10L
+ —aﬁf,j}—————cnn‘fdprcnpdy
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In dieser Gestalt ist der gefundene Ausdruck fiir V7, indessen nicht
- » . . . T .
ganz zweckmissig, weil die Function dlog,(s) den Factor cos—= im
Nenner enthalt. Es ist aber:

dlog,(y) _ dlogh(y) snypdny
dg dy ony

Mit Rucksicht auf diese Beziehung erhalten wir aus (23):

(24) Vi =¢eny—e, cnn[dlogf(?)_L—I-—lL

7 77]— snydny

rp dlogB(7y) dlogB(y) r ,
+ W{cnnycmy—E—y————dy — cmy——dv——‘/chyd;y]

SN S S ———.

+ L—aglz—i—l—é cnrjfdnycmydyy

Unsere Betrachtungen, die wir an diese Formel kniipfen, sollen von
der Voraussetzung ausgehen, dass der Modul / einen kleinen Werth hat.
Die Entwicklungen der Functionen cny, sny, dny und des Productes der
ersteren und dlog@(xn) sind dann sehr convergent, und wir konnen, da
es sich hier nur um den allgemeinen Character des Resultats handelt, bei
den ersten Gliedern dieser Entwicklungen stehen bleiben und sogar alle die
Glieder bei Seite lassen, welche I* als Factor enthalten. Wir erhalten
alsdann, wenn wir dabei die ﬁberzahli'ger'l Integrationsconstanten ¢, und
¢, gleich Null setzen, den genaherten Werth:

I . bid I T . T
v, ==?smﬁwnycosE77d~q——?cos—z—bprsmz—Evydﬁ,

welcher aber eine wirkliche Annaherung zur Bestimmung des Integrales
der Gleichung (21) darstellt.
Von den Gliedern in X heben wir zunachst die nachstehenden heraus:

X = — f sin (%—77 + Hl>——ﬂ,sin(3}77 + H2>-—
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und diese ergeben, wenn sie in obigem Ausdrucke eingesetzt werden,

§£
. T 191 M 22!
(25) V,= — “217——_—221 25\28111(7;7—}—1-!1)
_(—a__rr-

Die Coefficienten 3, f,, ... bilden nun jedenfalls, weil sie den Coef-
ficienten 4., A4,, ... proportional sind, eine gleichformig convergente
Reihe; die soeben gefundene Entwicklung von V| convergirt daher auch
gleichformig, so lange die A, 4, ... kleine Grossen im Verhaltniss zu

g 7T

5 27, sind. Wir gewinnen auf Grund dieses Resultates den Satz, den wir

schon am Schlusse des zweiten Abschnittes erwihnt haben, dass nehmlich
die Glieder, welche auf ein Librationsglied folgen und ohne das Vor-
handensein dieses Gliedes kritisch werden konnten, eine gleichférmig con-
vergente Reihe bilden. Die Anwendung des vollstindigen Ausdruckes (24)
statt des abgekiirzten wiirde keine Abanderung dieser Schlussfolgerung
veranlassen.

Die Reihe (25) convergirt aber gleichformig auch bei anderen Werthen
der Coecfficienten 4, 4, ... als den oben bezeichneten; die Convergenz
kann dagegen aufhdren, wenn die Verhiltnisse:

24, 2L 24, 2L

?
[/4 T a T

sich der Einheit mehr und mehr nahern. Bei Anwendung der voll-
standigen Formel (24) wiirde man finden, dass Divergenz eintreten kann,
auch wenn diese Verhaltnisse sich anderen ganzen Zahlen nahern. Dass
diese Erscheinung jedoch nicht gleichbedeutend mit einer wirklichen Di-
vergenz der Entwicklung von V| ist, lasst sich leicht nachweisen, wenn
man sich die Ausdriicke der Grossen «® und X, wie sie durch die Glei-
chungen (3) und (4) gegeben sind, vergegenwirtigt. Zunichst sehen wir
aus der Gleichung (3), dass wenn ein Glied in ¥V, anwichst, so erleidet
a® eine merkliche Verkleinerung, welche man sich so erheblich denken
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kann, dass sich das Librationsglied in ein gewdhnliches verwandelt, wo-
nach die Entwicklungen nach den vorher mitgetheilten Methoden aus-
zufithren wiren. Es kann sich also erreignen, dass eine erste Anntherung
die Existenz der Libration wahrscheinlich macht, die sich jedoch bei spa-
teren Annsherungen als illusorisch erweist. Die oben gefundenen Ent-
wicklungen kommen alsdann wieder zur Geltung und ihrer Convergenz
ist kein Abbruch geschehen.

Wir wollen aber nun den Nachweis fithren, dass wenn der Coefficient
des Librationsgliedes, also die Constante I, einen geniigend kleinen Werth
hat, so bleibt auch die Function V, immer eine kleine Grosse. Aus der
Gleichung (4) nehmen wir die merklichsten Glieder heraus. Diese sind:

X = (X) + gsAVf;

fur (X) nehmen wir ferner denselben Ausdruck an, den wir vorhin fur
X gelten liessen, nehmlich:

(X):——ﬁlsin<2~i~‘77 + H)—. ..

In der Gleichung (21) vernachlassigen wir nun auch das mit I’ mul-
tiplicirte Glied und erhalten, nachdem wir:

2384
9 = 3@
gesetzt haben, die Gleichung:
av, : . (24
(26) 7777—}- Vl—giz——%&n(—a—y—{—Hl)——...

Die Integration von Gleichungen dieser Form ist von hervorragender
Wichtigkeit, wenn es sich um die Bestimmung der elementiren Glieder
handelt. Hier tritt dieselbe jedoch weniger in den Vordergrund, wesshalb
ich, unter Hinweisung auf eine der Schwedischen Academie der Wis-
senschaften vorgelegte Abhandlung uber die Integration der betreffenden
Gleichung,’ mich auf die Mittheilung des folgenden Verfahrens beschranke.

! Bihang till K. Svenska Vetenskaps-Akademiens Handlingar. 1886,
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Der grosseren Einfachheit wegen betrachten wir bloss ein einziges
Glied rechter Hand in der Gleichung (26) und setzen:

(a) V, = (%, + Ax,)sin <2—} 4 HI> + R,

Wenn wir nun die Constante x, aus der Gleichung:

" sl = () -2

o

bestimmen, so bleibt aus der Gleichung (26), wenn wir der Kiirze wegen

x = x, + Ax,
schreiben, die Gleichung:
d*R, s - (24 5
(7) W—f—[l—g,zgsm(?;y—l—ﬁf))JRl

= ——ix%g sin 3(221 7+ H;) + 3xg sin (2—(:”‘ + H1>R% + g1t

@
22\ o 9 3 . (24
—-> ——Zgzg — 9% Axy — Z{gAzﬁ] sin <—(;— + HI)

a.

+ A}!O[I —-(

Uber die Grosse Azx, haben wir noch zu verfiigen, und wir denken
sie als in der Weise bestimmt, dass die Function R, kein Glied mit dem
Argumente 2—:i77 + H, enthalt. Nachdem wir diese Annahme festgestellt
haben, setzen wir:

24,

(9) R = xxsin3<——+ ]{1) + Ry;

74
es ergiebt sich alsdann ein Naherungswerth des Coefficienten x, aus der
Gleichung:

2

. 24, 3 |
() 39%? — [I — 9<7> -—;w{la =

8

Unsern fritheren Annahmen gemiss ist nun das Verhiltniss e als

eine sehr kleine Grosse anzuschen, wihrend der Coefficient g als eine

Acta mathematica. 9. Imprimé le 28 Février 1887, 32
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Grosse nullter Ordnung betrachtet werden muss, welche nicht viel von

2 . ; . ) .
dem Bruche Z verschieden ist. Unter solchen Umstinden erweist sich
3

der Coefficient x, auch als eine kleine Grosse, wie aus der Gleichung (f)
zu ersehen ist; in dem Falle, den wir hier besonders im Auge haben,

wo das Verhaltniss 2% nahesu den Werth 1 hat, erhalt man naherungs-

a
228,
ZO = pr

Der aus dieser Formel sich ergebende Werth von x, ist nun zwar sehr

weise:

viel grosser als %, muss jedoch immer als eine kleine Grosse, ja sogar

als eine sehr kleine Grosse angesehen werden,
Aus der Gleichung (¢) ergiebt sich sogleich, dass bei der Annahme,

22 . . o
—a—’ habe nahezu den Werth 1, der Coefficient x, eine Grosse von der

Ordnung » ist, und hiernach folgt endlich, aus der Bedingung, wodurch
Az, zu bestimmen ist, dass dieser Coefficient ebenfalls eine Grosse der
Ordnung x} sein muss.

In dieser Weise kann man weiter gehen, und findet somit fur V,
die gleichformig convergente Reihe:

(27) V, = xsin <Ej~‘ + H1> -+ x, sin 3(2(—;2‘ + Hl> + x,s8in 5<2—(f—‘ -+ H1> +..
welche ‘ein particulares Integral der Gleichung (26) ist, und woraus man,
unter Bertcksichtigung des oben, hinsichtlich der Coefficienten x,, x,, ..
Gesagten, sogleich bemerkt, dass V| eine Grosse bezeichnet, die jedenfalls
kleiner als 1 ist.

Die obigen Schlussfolgerungen verlieren aber ihre Bedeutung in dem
Maasse, wie der Modul / sich der Einheit nshert. Wenn nehmlich diese
Grosse nicht ganz klein ist, so muss man fir g den Werth:

sA

-1

2
-‘3(12

setzen, welcher kleiner wird, je naher ! der Einheit rickt. — Da nun,
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bei Verschwinden der Differenz: I—-—(%Y, die Gleichung () den

Werth:
YA
ZO = \/g g—_fL?

ergiebt, so schliesst man, dass der Coefficient x, und mithin auch die
Function V, betrachtliche Werthe annehmen konnen.

Es ist noch zu bemerken, dass Glieder, wo 2—51 sehr nahe den Werth

1 haben, nothwendig vorkommen mussen; denn hat man in der ersten
Annsherung z. B. das Glied:

2L
T A . [24,
V, = —— ———————2/‘11 ST Sin <—a~)7 + H1>
S

gefunden, wo nun A eine sehr kleine Grosse bezeichnet, so findet man in
der zweiten, wie man aus der Gleichung (4) leicht erschen kann, Glieder
mit Argumenten der Form:
T, 44
<2L * o >ﬂ’

also grade solche Glieder, die in der Formel (25) sehr erheblich an-
wachsen konnen. Man wird also immer Veranlassung finden, einige Glieder
nach den Regeln, welche zur Ermittelung des Integrales der Gleichung (26)
fithren, zu behandeln, sofern nicht der Modul 7 verschwindend klein ist,
wobei die Glieder der soeben erwihnten Art ebenfalls verschwindend klein
bleiben, oder wenigstens so klein, dass sie der Formel (25) einverleibt
werden konnen.

Aus diesen Betrachtungen geht also hervor, dass ! der Einheit nicht
beliebig nahe kommen darf, ohne dass die Convergenz der aus (24) zu
erhaltenden Entwicklung zweifelhaft wird, dass aber, wenn [ einen ge-
wissen Werth nicht tbersteigt, diese Entwicklung ganz sicher convergirt.
Nahert sich aber [ dieser Grenze, so ist hiermit eine Vergrosserung von
V, nothwendig verbunden, woraus wieder, wie bereits hervorgechoben

1
wurde, eine Verkleinerung von a folgt. Man wiirde somit entweder anf
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den ersten Fall zurtickkommen, d. h. auf den, wo %k < 1, oder auch auf
einen dritten, wo die Gleichung:

kF=1I0l=1

entweder streng, oder doch sehr nahe erfallt ist.

~ Falle, wo der Modul der Einheit so nahe kommt, dass die bekannten
Entwicklungen der elliptischen Functionen in trigonometrischen Reihen
nicht mehr hinreichend convergiren, diirfen nun allerdings, nach unseren
jetzigen Kenntnissen zu schliessen, als sehr unwahrscheinlich bezeichnet
werden — dies war wenigstens die Ansicht von Larrace;'’
mischem Gesichtspunkte aus scheint die Betrachtung derartiger Falle also
wenig Interesse darzubieten. In rein theoretischer Hinsicht ist die Unter-
suchung derselben hingegen mehr beachtenswerth, schon um zu entscheiden,
ob die entsprechenden Formeln Bestand haben koénnen. Denn es liesse
sich sehr wohl denken, dass solche Werthe des Moduls nur in der ersten
Annaherung gefunden werden konnen, bei den spateren aber, in Folge

erheblicherer Werthe der Coefficienten in ¥, wesentlich verkleinert er-

von astrono-

scheinen miissen.

Die Formeln zur Berechnung von V, und V,, in denen die ellip-
tischen Functionen den complementiren Moduln %' und ! entsprechen,
finden sich leicht aus den vorhergehenden mit Hiilfe bekannter Trans-
formationsformeln. Um bei dem Ubergang sowie bei der Darstellung
der neuen Formeln mbglichst an Kirze zu gewinnen, stellen wir ein fur
alle Mal fest, dass wenn das Argument einer elliptischen oder einer
Theta-Function als imaginar angegeben wird, diese Function einem com-
plementiren Modul angehort, und zwar, wenn das Argument i§ ist, dem
Modul %', wahrend die Functionen des -Arguments in von dem Modul 7
abhangen. Nach dieser Ubereinkunft gelten die Formeln:

e gSmeE_ gsniy o
sné = zcm.é— il enig = [sny
I dni;y
MmE=  FTET a7
dnz&
dné= " SZ=  ay=

Y Mécanique céleste. T. IV, p. 66, éd. 1880,
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Wir erwahnen noch zum Uberfluss, dass I’ die Bedeutung des voll-
standigen elliptischen Integrales zweiter Gattung hat, welches dem Modul
I’ entspricht und erinnern an die Beziehungen:

K? _ K —F + d*log @, (i8)
dné’ K d&*

K P —T d’log@(uy)
dn&® lgen'r/ A + dyp*
d*log8,( ({-‘) T + d’log @, (if)
dE‘ T 2KK d&?
d’logf,(p) = + d*log 6 (in)
Y % dn?
T B E . T

kK- RTETY ap =T tnT!
Hiernach findet sich aus einer der Gleichung (8) oder (22):

dnq€

1 endg

dne&
2 enef

dl K —F
ogQ (1) + F_r 5}

(28) V,=c¢ + ¢

i dnie [ d*log®, (i) /‘ dnig
+7_2i072 cni&‘v[ de® dfu Xcmf ds

1 K — F dnig ” dniz
+:/T/»‘T‘ K ceni / dst cnié a¢

dlog@(ip) , L/ — I
dy + 7

(29) V, == —n

cniy | cniy

ot [dlegbiy) o " Xdy
I’ eniy dy* Y cniy

1 PL—T " Xdy
P 7 enay cn iy

In diesen Formeln bemerken wir vor Allem, dass die Entwicklung
des einen aus der des anderen erhalten wird, indem man ¢’ in — ¢’ ver-
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andert und die Argumente vertauscht; ferner, dass kein Coefficient un-
endlich gross wird, wenn %’ oder !’ verschwindet.

Das erste Doppelintegral in diesen Formeln lasst sich, wie man leicht
bemerkt, durch zwei einfache ersetzen; man erhalt, wenn die mit den
willktrlichen Constanten multiplicirten Glieder, die natiirlich ungeéndert
werden, weggelassen werden,

KR enig dé enté s 7i? enig eniE ds
1 K —E dnié " dnig
+ r’k* K cenef ¢ | X E?lz_édé
(31) V,— — ~I I' d log 6 (i7) Xolp L I. X' d log 8(iy) dy
1 a®l'* endy dy eniy ' «*l*cendy | eniy dy

P =T 1 d Xdy,
ot L eniy 71 ¢n 7

Es verdient, bevor wir weiter gehen, hier einer Eigenthtuimlichkeit
der angefithrten Formeln zu erwihnen, von deren Richtigkeit man sich
leicht ohne besondere Darlegung uiberzeugen kann. Eine jede der Formeln
(9), (23), (30) und (31) enthalt zwei einfache Integrale und ein Doppel-
integral. Diese Glieder sind aber an Grosse in den verschiedenen Formeln
sehr verschieden. In der Formel (g) spielt das Doppelintegral die Haupt-
rolle, indem die beiden einfachen Integrale im Verhiltniss zu diesem im-
mer klein bleiben und sogar verschwinden, wenn der Modul den Werth
Null annimmt. Bei der Formel (23) verhilt es sich grade umgekehrt,
indem hier das Doppelintegral verschwindet, wenn der Modul gleich Null
wird, und also bei kleinen Werthen dieser Grosse weniger zu den Gliedern
in der Function V. beitragt als die beiden einfachen Integrale. In den
Formeln (30) und (31) endlich konnen alle Glieder als Grossen derselben
Ordnung angesehen werden, wiewohl man im Allgemeinen, wenn nicht
der Modul genau den Werth 1 hat, bei den Doppelintegralen die grossten
Coefficienten erwarten muss.

Wir haben noch einige Bemerkungen vorauszuschicken, bevor wir
zur Werthermittelung der Glieder in (30) und (31) schreiten. Die erste
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bezieht sich auf die Grenze, gegen welche das Product AK convergirt,
indem der Modul % sich der Einheit nahert. Mit A haben wir hier, wie
vorher in diesem Abschnitte, die Grosse:

sn— sn' + on
2n

bezeichnet. Damit % gleich der Einheit werde, muss A verschwinden.
Weil aber K zugleich unendlich wird, erscheint das Product AK zunichst
unbestimmt.

Das der Zeit proportionale Glied in ¥V findet sich nun einestheils
aus der ersten der Gleichungen (1), anderntheils aber aus der (Gleichung
V, = amé,

¢

da wir nehmlich die Integrationsconstanten iberall so bestimmt denken,
dass die Function V, kein derartiges Glied enthalt. Durch Vergleichen
dieser beiden Glieder entsteht die Gleichung:

A=l
Weil nun:
_ [74
"=
so erhilt man:
T a
Y — i

Wenn also & nahezu den Werth 1 hat, so ist das Product AK eine Grosse
derselben Ordnung wie a.

Es ergeben sich aus den obigen Gleichungen einige bemerkenswerthe
Relationen, nehmlich:

__K’__ZkK,l. TK_ﬂa 7T
“K T a’ “K T 2K
woraus ferner folgen:
A TO. T
—2%K - —_——
q==¢ ’ (]' e M ’

welche Formeln zur Berechnung von ¢ und ¢’ Verwendung finden konnen
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wenn k nahe der Einheit ist, und man also in der ersten Annéherung
setzen kann:

Die zweite Bemerkung, die ich hier einschalte, betrifft die Entwick-

dnif dlog, (i6) und —— 4 log 6(i7) . Schon im zweiten

lung der Producte

né& d¢ cniy dy
Abschnitte wurden die Entwicklungen von @—%—5 und —— gegeben, und
2 cnig eniy ©°°

zwar in der Form von Partialbriichen. Aus den angefuhrten Entwick-
lungen ersieht man, dass saimmtliche Nenner die Form 1 4- ¢*"¢~" haben,

. . . . . 2Kz
wo W gewisse Winkel bezeichnen, die von o bis — wachsen. Der Um-

stand, dass bloss grade Potenzen von ¢’ in diesen Nennern vorkommen,
ermdglicht die spiteren Entwicklungen nach den U-Functionen, und zwar
so, dass diese Entwicklungen gultig bleiben, auch wenn ¢ das Zeichen
wechselt. Dass analoge Entwicklungen bei oben genannten Producten aus-
fuhrbar sind, geht aus den nachstehenden Relationen hervor:

dn gi{u
gl_=
[dnz dlog8, () 2K
dy— —2-2~ 7 cn — u
lcnm dx . ) (7: 2 T <E ]{,2> dnw
da o 7 2K> dq TAK " ) ene
i I
d 1 dlogb(x) 2K
cne dx . ) <TE>2 cn—;u +K—~EI_
dw — T2z dq K ooz

wobei, nach ausgefithrter Differentiation hinsichtlich ¢, das Argument

# durch z zu ersetzen ist.’ Man bemerkt nun sehr leicht, dass durch

T

die bezeichnete Differentiation und nachherige Integration keine Ausdriicke
veranlasst werden, welche bei eintretendem Zeichenwechsel von ¢’ unendlich
grosse Werthe erhalten konnten.

! Ausdritcke der im Texte angefiuhrten Gattung finden sich, so viel ich weiss, zum
ersten Male in “einer Abhandlung von Heérrn C. O. MEver, CrELLE'S Journal, B. 56.
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Nach diesen Bemerkungen wollen wir den Fall etwas n#her betrach-
ten, wo der Modul % den Werth Null hat, und wir werden besonders
festzustellen suchen, ob ein solcher Fall bleibend bestehen kann, oder ob
diese Annahme hinsichtlich des Moduls nothwendig auf Ausdricke fuhrt,
welche mit der Zeit unbegrenzt wachsen. Ware dies letztere der Fall,
dann miusste den absolut giiltigen Formeln die Annahme eines Moduls
zu Grunde gelegt werden, deren numerischer Werth weniger als die Ein-
heit betrige, weil ein Anwachsen der Function V, die Verkleinerung des
Moduls nach sich zieht.

Vor Allem bemerken wir nun die Gleichungen:

é —&
. e —a
SanO =—é'__—r5
e+ e
2
e + e

welche unmittelbar aus den Gleichungen (g9) oder (10) des zweiten Ab-
schnittes folgen, wenn man die Bezeichnung:

E=ymt+ C

in Kraft lasst; und wir konnen hier sogleich a statt y, oder % statt &
schreiben, weil die Gleichheit dieser Grossen eine nothwendige Folge un-
serer Annahme in Bezug auf den Werth von £ ist.

Aus der dritten der erwihnten Gleichungen folgt:

LA
dg 65+ e

woraus man durch Integration den Werth:
V, = — 2arctang(e~%) -+ Const,,

erhalt und es ist leicht zu erkennen, dass die Constante gleich -+ g zu

setzen ist, damit ¥, mit £ verschwinde.

Fiur unsern jetzigen Zweck geniigt es, von den Gliedern in der
Function (X) ein einziges herauszuheben und das entsprechende in ¥, zu
bilden. Die hierzu erforderlichen Operationen sind typisch und finden

Acta mathematica, 9. Imprimé le 2 Mars 1887, 33
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ohne Ab#inderung bei der Behandlung der iibrigen Glieder Anwendung.
Das betreffende Glied sei:

(X) = — “A,;sin(2A,nt + 5, Z + 24,

Zunichst miissen wir hier die Grdsse Z durch die bekannte Function 7

und durch V, ersetzen. Die letatere ist allerdings nicht bekannt, aber
wir setzen von derselben voraus, dass sie gentigend klein ist, um in einer
ersten Annaherung vernachlassigt werden zu dirfen. Der Erfolg wird
erweisen, in wiefern eine solche Annahme berechtigt ist oder nicht. —

Weil nun der Coefficient A verschwindet, so gilt die Gleichung:
=2y —
Z=-(V—A),

und wir konunen hier leicht bemerken, dass die Grossen Z und ¢ mit
einander durch Addition verbunden vorkommen. Daher konnen wir ¢
beliebig wahlen, indem dies nur zur Folge hat, dass das in Z etwa vor-
kommende constante Glied in entsprechender Weise bestimmt wird. Soll
nun Z von einem solchen Gliede befreit sein, so muss entweder das con-
stante Glied in ¥V gleich A gesetzt werden, oder, wenn V nur verénder-
liche Glieder enthalt, hat man A gleich Null anzonehmen. Es wird
mithin im letzteren Falle:

s¢c =8¢ — B

Fur die Function Z nehmen wir also den Werth:
Z = — éarctanv(e—s)
s te]

an. Hieraus konnten wir nun Z in einer, nach den Potenzen von e¢—*
fortschreitenden Reihe entwickeln, die bel positiven Werthen von &, den
Werth Null inclusive, immer convergirt; wir erhalten jedoch in der fol-
genden Weise eine wesentlich mehr convergente Darstellung der betreffen-
den Function.

Der soeben angefithrte Ausdruck giebt uns:

—&

Z = -——é‘arcsin< A_g_.,>;
8 \/I + 6-——2:
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und setzen wir:

[ I .
== T:an’&,

Vi 4% V2

£
s

: 4 .- T . . . N
so ist ¢ eine stets reelle Grdsse, welche von = bis o variirt, indem & die
¢ y > )

Werthe von o bis co annimmt. Es finden sich umgekehrt die Aus-

dricke:
£

/~ —_—
. 2e
dng = V27
Vi 4 e ®
. 3y2e" 8yze
SIM3P = === —283
\/I +e {I + e '}
u. 8. w.
B 26——25
u. 8. w,

Man findet nun die Function Z durch eine gleichformig convergente,
nach den ungraden Vielfachen von ¢ fortschreitende Sinusreihe, wonach
die folgenden, ebenfalls gleichformig convergenten Reihen hergestellt
werden konnen:

sins, Z = 2P sing 4 2P, sin3e + ...
coss, Z = P+ 2P,cos2¢ } ...

Die Summe der Quadrate dieser Gleichungen giebt uns mehrere Beding-
ungen; unter andern diese:

{ = P g 2P 4 2P ...,

aus welcher man eine bereits oben gemachte Bemerkung bestatigt findet,
nehmlich, dass P, nie den Werth 1 tberschreitet, wihrend von den

" « . ] . 1
tibrigen Coefficienten keiner grosser als — werden kann.
2
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Das erwshnte Glied in (X) wird nun:

(X) = —ZAI [P, + 2P,cos2¢ + ...]sin (24 nt + 2A))
—i—Al [2P,sing + 2P, sin 3¢ + ...]cos (2Ant + 2A)),

welchen Werth wir jetzt in die Formel (30) fir X einzusetzen haben.
Wir begniigen uns jedoch bloss den Theil:

X = —%Al P sin(2Ant + 2A))

zu beriicksichtigen, weil die Behandlung der folgenden Glieder des obigen
Ausdruckes von der des soeben hervorgehobenen nicht wesentlich ver-
schieden wird.

Zur Erlangung des Resultates sind noch folgende Schritte erforder-

lich. Wir bemerken die, fiir verschwindende Werthe von % giltigen
Ausdriicke:

dnié 2 1 dnig dlog 6,(i&) 1,. .
T E L TE e = — )
cnig e e E? cnié d¢ 4
K’—E’_E
K 2

und erinnern uns, dass jetzt:

so dass nt durch den Werth:

ersetzt werden kann. Bezeichnen wir tiberdies:

s . 24
ﬂlZEA‘P. H1=2A1_7

17492

c,
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so erhalten wir aus der Formel (30):

sin (?ﬁ &+ H1>
Nt

(33) Ty=—Dle—e L

20’ & + 6"

sin ‘$+H
—L -—f f >d5
a’

Die fernere Ausfithrung der hier angezeigten Operationen konnen wir bei
Seite lassen, da eine vollstandige Entwicklung der betreffenden Formeln
bei den vorliegenden Untersuchungen nicht beabsichtigt oder erforderlich
ist. Wir bemerken aber ohne Mithe, dass der soeben angefuhrte Ausdruck
fur die Function V, theils Glieder umfasst, welche gar keine Exponential-
functionen enthalten, theils aber Glieder, die mit ¢~¢ oder mit Potenzen
dieser Grosse multiplicirt sind. Diese letateren werden nun mit wachsen-
dem & sehr bald unmerklich, so dass die Function ¥, im Wesentlichen
aus dem Gliede

Vi=5 +ﬁ(zz )23‘“< jl £+ Hl)

bestehen wird. Da nun die Grosse §,, in Folge unserer fritheren An-
nahmen, als eine sehr kleine Grosse im Vergleich zu o’ anzusehen ist,
so mitssen auch die Werthe der Function V| als kleine Grossen betrachtet
werden. Die Untersuchung der Glieder, welche mit sing, sinze,,...,
cos 2¢, ..., multiplicirt sind, fuhrt man in derselben Weise aus, wie oben
gezeigt wurde. Nachdem man die Ausdriicke far sing,... als Func-
tionen von ¢~° substituirt hat, bemerkt man sofort, dass die entsprechen-
den Glieder in V7, mit dem Factor ¢ % oder mit ganzen positiven Potenzen
dieser Grosse multiplicirt erscheinen und also mit wachsendem & sehr
rasch abnehmen.

Theils auf Grund dieses Resultates, theils mit Rucksicht auf die im

zweiten Abschnitte durchgefihrten Untersuchungen in Betreff der nach
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den U-Functionen vorgenommenen Entwicklungen, schliessen wir, dass die
Darstellung der Function V,, die wir in der angedeuteten Weise aus der
Formel (30) gewinnen konnen, immer convergent ist, wenn & auf positive
Werthe beschriankt bleibt. Bei negativen Werthen von £ wirde man zu
demselben Resultate gekommen sein, und wir diirfen demnach als be-
wiesen annehmen, dass ¥V, sich fur jeden Werth von &, in der angezeig-
ten Weise darstellen lisst, sowie dass diese Function immer einen kleinen
Werth beibehalt. Die Beriuicksichtigung der Glieder in X, welche aus
Vi, Vi,... herrithren, wirde, wie man durch Betrachtung der Gleichung
(4) leicht bemerken kann, in diesem Resultate keine Anderung hervor-
rufen. Auf Grund dieser Ergebnisse mussen wir nun schliessen, dass die
Bewegung unter der soeben betrachteten Bedingung, fortbestehen kann.

Wir wollen noch die Bestimmung der Constante C etwas naher be-
leuchten, wobei es sich erweisen wird, dass dieselbe nicht mehr beliebig
sein kann, sondern einer gewissen Bedingung geniigen muss, eine noth-
wendige Folge davon, dass die Constante j der Bedingung:

r=a
unterworfen ist.
Die Werthe von Z, V, und %f , welche fiir den Zeitpunkt ¢ = o gelten,

0

bezeichnen wir mit (Z),, (V,), und (L%) , und setzen, in Analogie mit
0

\

frither gebrauchten Bezeichnungen,
17
60=C+(Z>0; "o="+<(d—t>0

Man findet nun, indem man von den Gliedern in V) absieht,

2(V,), = s¢, — §'¢’ + B = 2D = 7 — garctang(e™)

2<dVO
%),
Die Constante C unterliegt hier der Bedingung, dass aus den beiden

Gleichungen genau derselbe Werth fir diese Grosse erfolgen muss. —
Man bemerkt schliesslich leicht, weil:

4nu

C _
e +e

tys
s, — §'W 4 on =

4

2
COSD = ¢’
¢ + e
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dass der Bedingung:

6 = cos D* — <sn0 —sn' + an)” ((s + 0)%0)2

2an, s

durch die obigen Ausdriicke geniigt wird.

Dass aber die Werthe von ¢, und n,, welche unmittelbar durch
Beobachtungen gegeben werden, dieser Gleichung geniigen, ist nun aller-
dings sehr unwahrscheinlich; nichts desto weniger ist die Betrachtung des
entsprechenden Specialfalles von wesentlichem Interesse; nachdem wir
denselben erledigt haben, und dabei gesehen, dass die Entwicklungen con-
vergiren, sind wir zu der Schlussfolgerung berechtigt, dass unsere Dar-
stellung des Integrals der vorgelegten Differentialgleichung zur Bestimm-
ung von ¢ gleichformig convergent ist, und zwar nicht nur wenn simmt-
liche %, kleiner als 1 sind, sondern auch, wenn eine dieser Gréssen den
Werth 1 hat. Mehrere dieser Grossen konnen, wie man sehr leicht ein-
sieht, nicht diesen Werth haben; es kann nehmlich kein Integrationsdivisor
kleiner als a” werden.

Als characteristisch fiir die Bewegung in dem Falle, wo k& = 1, heben
wir noch Folgendes hervor. Die mittlere Bewegung ergiebt sich aus der
Formel:

s'n’

— g ;
den Unterschied zwischen dieser und der apparenten mittleren Bewegung
erhalt man aber aus:
s(n —m,) = — ;sj:% ;E—j:_ﬁe’_—g;
dieser Unterschied wird also unmerklich bei einigermassen grossen posi-
tiven oder negativen Werthen von &. Bei kleineren Werthen von & wird
aber die apparente mittlere Bewegung erheblich von der wahren abweichen
und also Werthe von A veranlassen kénnen, die merklich von Null ver-
schieden sind.

Auf die nahere Ermittelung der Ausdriicke, welche Entwicklungen
nach Functionen von Exponentialgrossen enthalten, muss hier verzichtet
werden, einestheils weil eine solche die Grenzen dieser Abhandlung sehr
bedeutend erweitern miisste, anderntheils aber weil die vollstandige Dar-
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stellung der betreffenden Formeln erst dann von Interesse wird, wenn
sich ein entsprechender concreter Fall darbietet. Dass einer solchen Dar-
stellung, die allerdings nicht besonders einfach werden wirde, jedoch keine
ernsten Schwierigkeiten im Wege stehen, geht aus den Untersuchungen
am Ende des zweiten Abschnittes hervor. Auf diese Untersuchungen ge-
stiitzt, bemerken wir noch Folgendes.

Hat die Grosse %' einen zwar sehr kleinen, aber doch reellen Werth,
so werden die Glieder in der Function (X) bei der Integration durch
Factoren der Form:

cotang 2—:—‘ K

vergrossert, In diesen Fillen hat man aber, wie oben nachgewiesen
wurde, genahert:

a

[ VR

’
so dass der betreffende Integrationsfactor den Werth:
Zl
cotang7 T

annimmt. Nachdem dieses Resultat erlangt worden ist, schliesst man un-
mittelbar, dass Glieder in ¥V, zwar wesentlich vergrossert werden konnen,
ohne jedoch noch folgern zu durfen, dass diese Function aufhorte, eine
kleine Grosse zu sein. Wir wissen im Gegentheil, dass so lange %' einen
reellen, wenn auch noch so kleinen, Werth hat, so kann ¥, keinen gros-
sern Werth erhalten, als denjenigen, welcher sich aus der Gleichung (10)
ergiebt. Die in dieser Gleichung vorkommende Function Z, ist aber, wie

~man aus der ersten der Gleichungen (16) ersechen kann, im Allgemeinen

. . . 12K . .
eine kleine Grosse, wenigstens von der Ordnung ~ > d. h. bei kleinen
Oy 4

[/4
Werthen von 4, von der Ordnung e

1
Nun ist aber, wie wir einer in der Einleitung gegebenen Formel

entnehmen konnen, niherungsweise:
1 1

r=—lo—1,
2 289
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wir haben also:
o 2a

A

8

Sl

= + §,0

8

Der Nenner igt hier im Allgemeinen eine Grosse nullter Ordnung, welche
nur in selten vorkommenden Ausnahmefillen so kleine Werthe annimmt,

S PR VRS . . ;
dass das Verhaltniss o Ms eine Grosse nullter Ordnung anzusehen wire.

Es ist aber noch ein Umstand zu beriicksichtigen. In dem Maasse,
wie V, grosser wird, vermindert sich, wie wir aus der Gleichung (3) ent-
nehmen konnen, der Werth von «, vorausgesetzt, dass V, nicht Werthe
erhilt, die hier nicht in Frage kommen konnen. In Folge dessen wird
dic Wahrscheinlichkeit vermindert, dass der Modul % der Einheit sehr
nahe kommen kann, so dass das betreffende, von dem Argumente int
abhingige Glied als ein gewohnliches zu behandeln ware. Aus dem Ge-
Sdgten diurfen wir nun schliessen, dass Falle, wo ¥, als eine Grosse nullter
Ordnung anzusehen ist, wahrend % einen sehr kleinen Werth hat, ziwar
nicht ganz ausgeschlossen sind, dieselben aber als sehr unwahrscheinlich
betrachtet werden dirfen. Auf keinen Fall wird aber die Convergenz‘
der Reihe (20) dadurch aufgehoben, dass die Function ¥V, grossere Werthe
erhalt; die Convergenz dieser Reihe bleibt, wie aus den vorhergehenden
Untersuchungen hervorging, bestehen, so lange keine der Grossen %, den
Grenzwerth 1 tberschreitet.

Ahnliche Betrachtungen, diejenigen Falle betreffend, wo I’ schr klein
aber doch reell ist, witrden zu der Erkenntniss fithren, dass solche Fille
wohl stattfinden konnen, wiewohl sie als unwahrscheinlich anzusehen sind.
Bei Werthen von 7, welche der Einheit sehr nahe kommen, kann die
Function V, leicht erhebliche Werthe erhalten, wodurch wiederum eine
Verkleinerung von a herbeigefuhrt wird. In dem Maasse aber, wie fiir «
kleinere Werthe anzunehmen sind, wird die Wahrscheinlichkeit geringer,
dass aus der vierten Gleichung des Systems (IV) im zweiten Abschnitte
ein positiver Werth fur I'* hervorgeht. Gegenwartic haben wir keine
Veranlassung, die Existenz eines solchen Falles zu vermuthen und durfen
daher die, in anderer Hinsicht wenig interessanten Detailuntersuchungen
derselben vor der Hand bei Seite lassen.

Acta mothematice. 9, Imprimé le 9 Mars 1887. 34
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Iv.

Die im Vorhergehenden mitgetheilten Untersuchungen beziehen sich
auf einen idealen Fall, welcher in den Bewegungstheorieh von materiellen
Punkten, die sich gegenseitig anziehen, nicht in andrer Weise realisirt
sein kann, als indem wir die entsprechenden Formeln als eine erste An-
niherung betrachten. Nichts desto weniger, und sogar ganz abgesehen
von der Moglichkeit, die bereits erlangten Resultate als Formeln einer
ersten Anndherung entsprechend verwerthen zu konnen, haben diese Re-
sultate doch einen nicht geringen Werth fir die Beantwortung der Frage,
welcher die vorliegenden Untersuchungen gewidmet sind; sie ergeben
nehmlich gewissermassen ein Schema, nach welchem die Untersuchungen
itber die Convergenz der in wirklich vorkommenden Fallen anzuwenden-
den Entwicklungen vorzunehmen sind.

Bereits in der Einleitung wurde des Umstandes gedacht, dass charac-
teristische Glieder derselben Ordnung nicht vereinzelt vorkommen, sondern
in der Regel in einer endlichen Anzahl vorhanden sind. Wir missen
nun unsere Untersuchungen dahin ausdehnen, dass auf diesen Umstand
Rucksicht genommen wird, damit sie denjenigen Character der Allgemein-
gultigkeit erhalten, welche fiir die Erkenntniss der Natur der Bewegungen,
also fiir die Losung der Aufgabe im astronomischen Sinne, erforderlich
ist, wobei die Entscheidung hinsichtlich der Convergenz gewisser bei der-
selben auftretenden Reihen offenbar nicht geniigt.

Unsern Untersuchungen legen wir also nun die nachstehende Diffe-
rentialgleichung zu Grunde, von welcher die Gleichung (2) des ersten Ab-
schnittes als eine Specialisirung anzusehen ist,

a*Z .
(1) = n*Ay sin[(sn — s'n’ + g, ,0)t + sZ + sc — s'¢’ + B, 4]

— n’Ay,sin[(sn — v’ + o, ,0)t + SZ + sc — s'¢’ + B, ,)

......
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wobel bezeichnet wurde:

2 .
(2) ;(X) = — A, sin[(s;p — s;0" + o,,0)f + 8,4 + s,c —s;¢’ + B, ;]
— 4, ,sin[(s,;n — s;n’ + o n)t + $,Z + s,c — si¢’ + B, ,]

......

— A, sin[(s,0 — 830" + oy 1)t + 8,2 + s,¢ — s + By ]

— A, o sin[(s,m — 30" + 0y ,0)t + 8,2 + s5¢ — s;¢" + B, 5]

......

Wenn wir hier feststellen, dass die Coefficienten 4,,, 4,,, ... unter ein-
ander Grossen derselben Ordnung sind, und ebenso die Coefficienten 4, ,,
4,,, ... unter einander, u. s. w., so ist die Anzahl dieser Coefficienten in-
nerhalb jeder Gruppe immer endlich, wiewohl diese Anzahl mit der Ord-
nung der Gruppe, also mit dem ersten Index der A-Coefficienten wichst.
Nun kommen aber Glieder vor, deren Argumente mit den Argumenten
der bereits gedachten Glieder zusammenfallen, deren Coefficienten aber
einer hoheren Ordnung als der betreffenden Gruppe angehort. Zahlt man
nun diese Glieder zu der Gruppe, so wird dieselbe zwar eine unendliche
Anzahl Glieder enthalten, welche aber selbst in Gruppen zerfallen, die
eine gleichformig convergente Reihe bilden. Auf unsere ferneren Be-
trachtungen bleibt daher der Umstand ganz ohne Einfluss, ob die Anzahl
der Glieder inperhalb der, in den Formeln (1) und (2) vorkommenden
Gruppen eine endliche oder unendliche ist.

Indem wir unter ¢ und B zwei noch zu bestimmende Constanten,
o von derselben Grossenordnung wie o,,, ,4, ... und B beliebig, ver-
stehen, fuhren wir zwei Functionen ¢ und @ durch die Gleichungen:

ccos2f =  sd,, cos[(oy, — o)nt + B,, — B]
+ s4, 5 cos[(6,, — o)nt + By, — B]
o
(3) esin2f =  sd,,sinf(e,, — o)nt + B, — B]
+ 84, 5 sin{(sy,, — o)nt + By, — B]
+onn.
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ein. Setzen wir tberdies:

(4) 2 W = (sn-—sn + on)t + sZ + sc —s'¢ + B,
so erhalten wir aus (1) die Differentialgleichung:

aw 2 2
(5) g = — n'esin (W + 6) cos(W + 6) + n*(X)

Untersuchen wir vor Allem das Verhalten der Functionen ¢ und 6.
Zu diesem Zwecke differentiiren wir die Gleichungen (3) und setzen zur

Abkiirzung:
L, = (e,,, — o)nt + B, ,— B

Es findet sich hierauf:

de . a6 .
c0s 26— — 2¢ sin 20— = — $(ay, —o)nd, ; sin L;
— 8(6y,, — o)nd, , sinL,
. de de
smzﬁzﬁ—}— 2¢ cos 29%= s(ey, — o)nd, , cos L,
+ s(ay,, — o)nd, , cos L,
4+

Unter Beriicksichtigung der in den Gleichungen (3) gegebenen Ausdriicke
fir ccos26 und esin26 findet man nun durch eine leichte Rechnung:

de

SEE = — 32”(0'0,2 — 0y,1) A1 4,5 81n (Ly — L,
— §™(0y,5 — 04,5) Ao,2 Ay, 5 8in (L —- L,)
— 8"n(0y5 — 09,1) A 14y 5 8in (Ly — L)
gtlg 2 2
Qs.zl.t-z sn(O'OI—a')A01+Sn(0'02 O')A 2+

+ 8’n(0y, + 069, — 20) A4, 4, , cos (L, — L)
+ $’n(00,2 + 00,5 — 20) 4, 24, 5 cos (Ls — L)
+ 32%(”01 + 0,5 — 20) 4o, 4y,5 cos(L; — Ly)
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und aus den Gleichungen (3) ergiebt sich die nachsteheunde direct, indem
man die Summe der Quadrate dieser Gleichungen bildet,

= A At
+ 28°A, A, 5 cos (L — L) + 254, ,4, 5 cos (L; — L)
+ 28"4,,1 4,5 cos(Ly — L) + ...
Durch Differentiation dieser Formel ergicbt sich der bereits angefuhrte

Werth von sg% unmittelbar.

Durch die Definition der Function ¢ ist es an sich klar, dass die-
selbe immer einen reellen Werth haben muss. Wenn wir also von dem
sehr unwahrscheinlichen Falle absehen, in welchem ¢ den Werth Null
erhalten kann, so durfen wir ¢? als eine stets positive Grosse ansehen. —
Setzen wir nun:

B = s dy + A3, + ...}
H = 25'4,,4,,co8(L, — L) + ...

und bezeichnen den grossten positiven Werth von H mit H, und den

grossten negativen mit — H,, so ist nothwendig:

k> H,

Wir bezeichnen ferner:

und schreiben:
5? = k2 + .92 + }[_—.gq;

es ist hierbei klar, dass die Function H — g, zwischen den Grenzen — g,
und + g, hin und her schwankt, sowie dass

k49, > g,
Setzen wir also:
H—yg, =9, U
9, 28

!

h:+g""‘1+‘327
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go ist U eine Function, welche immer zwischen den Grenzen — 1 und
+ 1 eingeschlossen bleibt, und f eine Constante, deren Werth kleiner als
die Einheit ist. Es ergiebt sich hiernach:

s’=h2+g*{1 + 25U + 5%},

aus welcher Gleichung die Function e ebenso wie Ve in gleichférmig con-
vergenten Reihen entwickelt werden konnen, wobei die Glieder trigono-
metrische Functionen der Argumente L,, L,, ... enthalten. Mit Hulfe

des gefundenen Awusdruckes lasst sich die Function é ebenfalls in der-

selben Weise entwickeln, wonach eine #hnliche Entwicklung des Diffe-

., dé .
rentials — hergestellt werden kann. Man bemerkt nun sehr leicht, dass

dt
die Coefficienten dicser Entwicklung lineare Functionen der Grossen
0, 6y,1, 0pqs ... sind, woraus folgt, dass das constante Glied, durch eine

passende Bestimmung von ¢, die noch zu unserer Verfiigung steht, zum
Verschwinden gebracht werden kann. Man erhalt somit die Function 6
durch eine Reihe dargestellt, in der nur trigonometrische Functionen der
Zeit vorkommen. Wir nehmen hier an, dass die Reihe gleichformig con-
vergent ist; der Beweis fur die Richtigkeit dieser Annahme ergiebt sich
bei der Entwicklung der elementiren Glieder, die wir aber jetzt nicht
mit in den Kreis unserer Untersuchungen hineinziehen.

Wir gehen nun zur Aufsuchung des Integrals der Gleichung (5)
itber; ich bemerke dabei, dass die Form, unter welcher ich hier das
Integral darstellen werde, in gewissen Fallen, namentlich wenn e sehr
klein werden oder gar verschwinden kann, durch eine andere mit Vortheil
zu ersetzen ist. Diese andere Form findet sich in einer Abhandlung von
Herrn Hawrzer: Untersuchungen iber einen speciellen Fall des Problems der
drei Korper dargestellt, welche Abhandlung vor kurzem in den Mémoires
de l'académie des sciences de S:t Pétersbourg verdffentlicht
worden ist.

Die betreffende Gleichung erhalt sogleich eine etwas einfachere Form
als die oben gegebene, wenn wir setzen:

W4+ 6=17; n*(X) +%= n*X;
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es wird nehmlich nun:

(6) %FV + n*a’sin Veos V = »n’X,

wenn wir «® statt ¢ schreiben.

Wenn nun o’ eine Constante wiare und X den Werth Null hitte,
so erhielte man das Integral der vorgelegten Gleichung durch elliptische
Functionen, wie im zweiten Abschnitte gezeigt worden ist. Wenngleich
aber diese Voraussetzungen hier nicht zutreffen, so geben wir dem Inte-
grale doch dieselbe Form, die es bei constantem o’ und verschwindendem
X erhalten wiirde, indem wir sowohl den Modul als verinderlich ansehen,
als auch dem Argumente eine Function der Zeit hinzugefugt denken;
diese Grossen mussen selbstverstindlich in der Weise bestimmt werden,
dass der obigen Gleichung geniigt wird.

Dem Gesagten gemiss setzen wir:

dV\? .
(7) (ﬁlﬁ) = 7' —a’sin V?,

wobei wir unter der Bezeichnung y* eine Function der Zeit verstehen,
welche einen constanten Werth annimmt wenn o« unveriinderlich ist und
X den Werth Null hat.

Zur Bestimmung der Function p differentiiren wir die soeben auf-
gestellte Gleichung, wodurch wir finden:

Ay AV &V

. . da®
. s 2 . 2___
wdi = 2 ndi n*dt2+ a’sin VeosVIi+ sinV TR

eine Gleichung, aus welcher man mit Riicksicht auf (6) die nachstehende
augenblicklich erlangt:

dy* av . yrp A’
(8) w-—— QX;'d—t—F San'z—zZl_t

Dem zweiten Integrale der Gleichung (6) geben wir die Form:

(9) V =amé <mod k= ;)
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wobei wir uns das Argument & als durch die Formel:

(10) E=2;—K[ff%dt+fo]
gegeben denken,

In dieser Formel bezeichnet K das, mit dem veranderlichen Modul %
berechnete: vollstindige Integral erster Gattung, welches jetat ebenfalls als
eine Function der Zeit anzusehen ist; I eine sogleich zu bestimmende
Function-und 7, eine Integrationsconstante.

. . av ) . ) .
Fiir die Funection T erhalten wir nun einerseits unter Beriicksich-

tigung der Gleichung (9) aus der Gleichung (7) den Werth:
av

ndt

= rdné;

anderseits ergiebt sich aber durch Differentiation der Gleichung (9)
unter Beriicksichtigung von (10):

d<2K\
av 2K ER, . . dkl damé dk
pa = & T+ — (./’[72'dt+10>MI+TZIc wdli

Nun findet man aber, mit Hulfe ciner von Herrn HermiTE gegebenen
Formel fur die Differentiation der elliptischen Functionen hinsichtlich
des Moduls:

(& \ ) h
d?z‘;féz — dn¢ (d;) (frndt + /;)..%;410@‘&?3(9,

womit das folgende Resultat erlangt wird:

a _

2K ., 1 dlogh, (&) dk
= dné& Bl —
ndt ?

"/T_I E A& ndt

Die Gleichsetzung der beiden Werthe von dV fihrt nun augenblicklich
zu der Formel:

T
7 2K dlog8, (&) dk
(11) M= %r + w2 nai

Durch die Gleichungen (9), (10) und (11) ist V" als eine Function



Uber die Convergenz der Reihen zur Darstellung der Coordinaten der Planeten. 273

von y dargestellt worden; das erlangte Resultat ware nun in die Glei-
chung (8) ecinzusetzen, wodurch man eine Differentialgleichung erhielte,
aus welcher die Unbekannte ; bestimmt werden konnte, da alle iibrigen
in den betreffenden Grossen als bekannt apzunehmen sind. Die Integra-
tion dieser Gleichung liesse sich jedoch nicht direct ausfithren, sondern
misste man das Resultat auf dem Wege der Anniherungen suchen. —
Wir wollen aber diese Differentialgleichung unseren Untersuchungen nicht
zu Grunde legen, sondern zunichst eine andere ableiter, durch welche %
gefunden wird; hierauf werden wir eine zweite Differentialgleichung auf-
suchen, durch deren Integration man zwar nicht y selbst, wohl aber einen
Theil des Integrales
f yndt

bestimmen kann.

Die Relation zwischen den drei Grossen %k, a und y giebt uns sofort:

dE? — 7ida? = aldr?

/

Hieraus ergiebt sich, indem der Werth von dr*? aus der Gleichung (8)
eingefuthrt wird,

dk? = f‘— [(+* — a® sin V*)da® — 22 Xd V],

oder:
dk? 9 du k"
(12) i d 5 2 Xdné¢,
oder endlich:
dk g da
(13> udt_ (7 dn _c_l?_-(ﬂanq

Aus dieser Gleichung lasst sich ein bemerkenswerthes Resultat ableiten,
wenn man sich die Annahme gestattet, dass die dritte Potenz von & neben
der ersten vernachlassigt werden darf. Um dieses Resultat zu erhalten

- 3 I . -
schreiben wir wie frither 7 fur k. Es ergiebt sich alsdann:

dl l s2 da
(14) gt = dne

Acta mathematica. 9. Imprimé le 9 Mars 1887, 35
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wonach man die Formel:

9 dng 42 gne
(15) l—e ) * {ro + /%ef”‘d dnfndt}

aufstellen kaun, wobei y, eine Integrationsconstante bedeutet.
In Ubereinstimmung mit der soeben erwihnten Hypothese sctzen
wir nun dné gleich der Einheit und folgern alsdann den Werth:

1 o
(16) =T X

Dieser Awusdruck reprasentirt cine wirkliche Anniaherung, so oft %
immer kleiner als 1 bleibt; durch Substitution dieses Werthes in der
Formel (13) ergiebt sich ein genaueres Resultat, und man findet die ge-
suchte Grosse mit jeder beliebigen Genauigkeit, indem man die Niaherungen
fortsctzt.  Diesem Resultate entspricht auch der Werth:

(17) 7 =T +andt

womit wir mit Hilfe der Gleichung (11) den nachstehenden erhalten,
indem wir fortwahrend Grossen von der Ordnung %k vernachlissigen,

ff“’ndt = ot +f7'zdthndt
Nun ist aber, wenn wir uns der Bezeichnungen:

sn— s'n’ 4 on = 2nl; sc— ¢ + B= 2A

bedienen,
2(V— 0) = 2int + sZ + 24;

und setzt man hier den Werth von V ein, so wie sich dieser durch Ent-
wicklung der Gleichung (9) ergiebt, nehmlich:

V =f17'n(7t + I, 4 periodische Glieder,
so findet sich mit Riicksicht auf den soeben gefundenen Ausdruck fiirf[’ndt:

2yt + 2, + 2¥, + 2fwdthndt—-— 2f
= 2t + sZ + 2A
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Wir haben hier die im Ausdrucke von V vorkommende Summe von
periodischen Gliedern durch ¥ bezeichnet; wenn wir jetat roch p, mit
A, I mit A identificiren, so wird unser Resultat:

0 ’

(18) Zzz{’l"o—— (9+fmlthndt}

Diese Ergebnisse sind selbstverstindlich nur geniherte, und namentlich
wire dic Relation zwischen y, und 2 noch sehr ungeniigend, wenn es sich
win die Ausfithrung einer numerischen Rechnung handelte. Die strengeren
Ausdriicke haben fur die jetzigen Untersuchungen kein besonderes In-
teresse; ich kann sie also hier bei Seite lassen, und dies um so mehr,
als man sic aus der Gleichung (15) in ahnlicher Weise ableiten kann,
wie die Gleichungen (17) und (18) erhalten wurden.

Erinnern wir uns der Beziehung:

40

7'&2(X) + Tt.; == 722X,

so finden wir aus der Gleichung (18) diese:
(19) Z =21, 4 fndt f(X)ndt}

Aus der Gleichung (2) nchinen wir nun die nichste Glieder-Gruppe,
die wir uns als in einemn einzigen Gliede zusammengezogen denken; be-
sonders heraus, und schreiben:

2, 2. 2
;(X) =5 sin(W, + 6,) cos (W, + 6,) + ;(X]),
wobei ¢, @, und W, genau in derselben Weise aus den Gliedern der
jetzt in Frage stehenden Gruppe gebildet werden, wie die entsprechenden
Grossen ohne Index aus den Gliedern der ersten Gruppe; wir haben na-
mentlich:
2 W, = 22 nt 4 5, Z 4+ 24

Die Function =(X|) umfasst die Summe aller ubrigen Glieder, welche
Sl
nicht der zusammengezogenen Gruppe angehdren.

Wir zerlegen nun Z in zwei Theile, Z, und Z, und denken uns
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dabei den Theil Z als bekannt, d. h. aus den bekannten Gliedern in dem
Ausdrucke (19) zusammengesetzt. Hierauf entwickeln wir sinZ nach
den Vielfachen der Argumente, welche in Z, vorkommen, bezeichnen das

constante Glied dieser Entwicklung mit P, und setzen endlich:

— 2
61——(11

2V, = 2Ant 4+ 5,2 + 24, + 286,

1

dare,

n’X, = n*(X)) + -

Il

Durch zweimalige Differentiation der Gleichung (19) ergiebt sich jetat:

av. .
(20) o+ n’u}sin ¥V, cos V, = n’X],

welche Gleichung genau wie (6) zu behandeln ist.

Bei der Herstellung der Gleichung (20) haben wir gewisse Glieder,
die nicht unmittelbar bekannt sind, allerdings vernachlassigt, nehmlich
die, welche von den Argumenten 2(A + A )nt, 2(A— A )nt, u. s. w. ab-
hangen. Diese Glieder komnen aber, sobald Z’' mit Hulfe der Gleichung
(20) einmal bestimmt worden ist, leicht berechnet werden und sind immer
als sehr kleine Grossen anzusehen; wir konnen sie daher nach und nach
der Function ¥ hinzufiigen. Nachdem dies festgestellt worden ist, haben
wir:

Z, = "; v,
und erhalten, nach Integration der Gleichung (20), ein ahnliches Resultat
hinsichtlich des Haupttheiles von Z’, den wir durch Z, bezeichnen wollen,
vorausgesetzt, dass der Modul %, immer kleiner als 1 bleibt. In #hn-
licher Weise ist nun fortzusetzen, und man findet, wenn die Moduln sich
immer kleiner als 1 ergeben, ein Resultat der Form:

2 ... 2 o
(21) Z=;’l’0+s—llpl—|—:—2¢2+...,

also eine gleichformig convergente Reihe, da die Functionen ¥, ¥, ..
im Allgemeinen kleine Grossen sind, aber nicht Gber eine gewisse Grenze,

die als eine Grosse nullter Ordnung anzusehen ist, anwachsen' konnen,
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Ergiebt sich aber ciner der Moduln als eine Function, deren Werthe
immer @ber 1 liegen, so bricht die Reihe (21) bei diesem Gliede ab, und
dic entsprechende Gleichung der Form (6) oder (20) muss, damit das In-
tegral derselben sogleich unter der anschaulichsten Form erhalten werde,
in einer, von der vorher befolgten, etwas abweichenden Weise behandelt
werden.

Wir nehmen hier wieder an, dass sich das erste Integral der Gleichung

(6) — oder auch der Gleichung (20), denn die Rechnung bleibt immer
dieselbe — durch die Form:
G%): 7y’ —a’sin V?

darstellen lasst. Hinsichtlich des zweiten Integrales setzen wir aber vor-
aus, dass dasselbe mit Hulfe der Gleichungen:

sinV' = lsny l

(22) <mod l = ’—)

ay

cos V = dny ‘
zu finden ist, indem wir bezeichnen:

—_2,1

(23) 7= [fAndt + AO]

und denken uns dabei 4 als eine noch zu bestimmende Function von ¢,
und 4, als eine Integrationsconstante.
Aus den obigen Relationen findet sich sogleich:
dVv .
(24) wdt = 1075
man erhalt aber einen zweiten Ausdruck fiur dieses Differential, indem

man eine der Gleichungen (22) differentiirt, und nachher cos ¥ oder sin ¥V
mit Hilfe der anderen eliminirt. Man findet somit:

ﬂ_é_c_rﬁ damy  sny dl
adt dny wdt dny ndt

und hieraus ergiebt sich in Berticksichtigung der Gleichung:

damy 2L 1 dlog6,(y) dl
wit =~ N T AT T Ty




278 H. Gyldén.
der Ausdruck:
av 2L 1 dlog@, () dl sny dl

ndt lCl’]'q TA T dy ndi d—u—p ndt

Mit Hiulfe der bekannten Relation:

dlog8,(n) ('llOg’(')L()j) Isny
dy - dy enpdny

lasst sich die vorstehende Gleichung indessen wesentlich vercinfachen; es
wird:

av ‘ZL 1 dlog8,(n) di
i =N T AT T
. . av s gy
Dieser Werth von -— muss nun dem fritheren, durch die Gleichung (24)

gleich sein, aus welcher Bedingung die nachstehende Relation sogleich
gefolgert wird:

-

7 21 dlog @, (7) di
2" — o = 2
(25) A =g+

dy ndt

Iin Gegensatz zu dem, durch die Gleichung (11) gegebenen Werthe
von [, welcher offenbar fur jeden Werth von & cndlich bleibt, ist ein
ahnliches Verhalten in dem soeben gefundenen Ausdrucke nicht unmittel-
bar wahrzunehmen. Die betreffende Eigenschaft von A, fir jeden Werth
von 7 endlich zu bleiben, leuchtet aber unmittelbar ein, nachdem man
den Werth von - substituirt hat.

adt
Weil:
dné = cny,

kann die Gleichung (14) auch wie folgt geschrieben werden:

dl___X. Edri o
m_/_z('nﬁ_m(/.mltcn7

Dieser Werth soll also in die Formel (25) eingefuhrt werden; crsetzen
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wir dabei dic Function @, durch 6,, indem wir von der bereits ange-
fuhrten Relation Gebrauch machen, so erlangen wir:

=z 7 [X sny I da snycny

(26) A =L T 3h|u iy  andi dng
1 @ ]X 1 du .| dlog B, (%)
YE ™ T T dy

Dieser Formel fugen wir die Gleichung (15) hinzu, nachdem wir in der-
selben das Argument & gegen 7 vertauscht haben; es wird alsdann:

L en e LB
(27) l = e_f?m {To + /f_fefa ’ cnyndt

Dass die Entwicklung dieses Ausdruckes fiir I im Allgemeinen con-
vergent scin kann, erkennt man leicht. Wenn aber die Glieder in X, die
wir uns zuniichst als vollig bekannt denken, so beschaffen wiren, dass die
Entwicklung des Integrales:

(a) L[% ndt

nicht convergirte, so miisste die Entwicklung des Integrales:

{ A / f;i cn yndt

L
im Gegentheil convergent sein; dies jedoch nur unter der Voraussetzung
dass — nicht gewissermassen aus zwei Reihen zusammengesetzt wire, von
a .

denen die eine im Integrale (2) und die zweite im Integrale (f) das Auf-
horen der Convergenz veranlasste. Bei der ersten Anniherung sind Reihen
der zweiten ~Art hochst unwahrscheinlich, und wir brauchen einen der-
artigen Fall gar nicht in Betracht zu ziehen, weil alsdann der Modul !
nicht so klein sein konnte wie hier vorausgesetzt wird; man wirde also
auf die vorher aufgestellten Ausdriicke zuriickkommen, wo % kleiner als
1 vorausgesetzt wurde. — Bei der zweiten Anniaherung kommen aber
Reihen zum Vorschein, von denen man zunichst vermuthen konnte, dass
sie, in das Integral () eingesctat, das Aufhoren der Convergenz veran-
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lassen wiirden. Dass aber auch dies nicht der Fall ist, lasst sich durch
folgende Betrachtungen nachweisen.
Aus der ersten der Gleichungen (22) findet man:

V = arcsin (Isny)
und weil / kleiner als 1 angenommen wird, so convergirt die Reihe:

1 Psug?®

+ ...

gleichformig und die betreffende Function ist eine rein periodische Func-
tion von 7. Bericksichtigt man diesen Werth von V bei der Gleichung:

2V == 2int + sZ + 2A + 28,

so schliesst man sogleich, dass A gleich Null, sowie dass die Constante in
@ gleich A sein muss. Die Sinusse der Argumente:

2Ant + s,Z + 2A, 4+ 286,
zerlegen wir nun in die Theile:
G, sin (24nt + 2A, + 26,) 4+ H,cos(2Ant + 2A, + 286,),

und erkennen leicht, dass die Functionen &, und H, in Potenzenreihen der
Formen:

G, =G, ,+ G sny’ 4+ G snpt 4 .

H, = H, sny + H,sny’ + ...
zerfallen, welche Reihen fiir alle reellen Werthe der Verinderlichen
gleichformig convergent sind. Bilden wir nun die Glieder der Function

(X) und setzen sie in das Integral () ein, so erhalten wir Ausdricke
der Form:

fYo enyndt, [Yl snycnyndt, fl’2 sny’enyndt, ...
Man bemerkt nun leicht, dass die Entwicklungen dieser Ausdricke nicht

nur convergiren, wenn die Coefficienten 2, 4,, ... in der Weise ab-
nehmen, dass die Entwicklungen von:

[Yypat,  [Yndt,  [Yndt, ...
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diese Eigenschaft nicht hatten, sondern auch dass die betreffenden Aus-
dritcke immer relativ kleine Werthe haben miissen.

Die vorhergehenden Betrachtungen entscheiden aber nicht tber das
im Ausdrucke von 7 [Gleichung (23) und (26)] vorkommende Integral:

X
f 5 ypndt

Allerdings wird man in der ersten Anniherung — ganz unwahrschein-
liche Ausnahmefille ausgenommen — ein convergentes Resultat erwarten
missen, allein in der zweiten Anniherung wiirde man ein Glied der Form:

f Y, sny’ndt

finden, und tiber die Convergenz der Entwicklung derselben besagen die
Untersuchungen tiber das entsprechende Integral im Awusdrucke fiir /
Niehts:: Immerhin ist es sehr unwahrscheinlich, dass die betreffende Ent-
wicklung wirklich divergent ist, und namentlich viel unwahrseheinlicher,
als dass man bei dem Doppelintegrale:

f‘ndthlndt

eine, divergente Entwicklung findet, sondern hat man in der Regel bloss
sehr grosse . Glieder von sehr langer Periode zu erwarten. Nichts desto we-
niger erscheint der Fall nicht ginzlich ausgeschlossen zu sein, dass die
Form' des Integrals der Gleichung (6), die wir in den Gleichungen (22)
voraussetzen, nicht. gentigt. Ein solcher Fall kann aber auch aus einer
anderen Ursache,” die an sich viel wahrscheinlicher ist, als die Nichtcon-
vergenz der oben bezeichneten Reihe, eintreten, nehmlich durch das Ver-
schwinden der Function . - Wir werden sogleich eine, diesem Falle ent-
sprechende Form des betreffenden Integrales aufsuchen, zuvor aber moch
einige Bemerkungen in Betreff der Formel (27) den vorhergehenden hin-
zuftigen.

Das Vorhandensein der Factoren e~f B und ef B bt keinen
entscheidenden Einfluss auf das Verhalten der Function [ aus, jedenfalls
konnen sie die Convergenz der Entwicklung nicht beeintrichtigen. Ein
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anderer Umstand ist von grosserer Bedeutung. Die Function X enthalt
nehmlich das Glied:

aze

dt?

und zwar ist dieses ecine Grosse zweiter Ordnung hinsichtlich der storen-
den Krafte, aber nur ausnahmsweise, durch das Vorhandensein anderer
Factoren, einer hoheren Grossenordnung beizuzihlen. Ganz in derselben
Weise verhalten sich die, den spateren Gliedern in (X) angehorigen Func-
tionen 6,, 6,, ...; ihre zweiten Differentiale sind wohl Grossen zweiter
Ordnung, aber nur in kaum denkbaren Ausnahmefillen noch” wesentlich
kleiner. Durch die in der Gleichung (27) vorausgesetzte Integration werden
nun diese Differentiale durch Grossen von der Ordnung « dividirt. Diese
Divisoren sind zwar erster Ordnung hinsichtlich der storenden Krifte,
gehoren aber einer desto hoheren Ordnung der Excentricititen an, je
grosser die ganze Zahl p ist und konnen also eine wesentliche Vergros-
serung des Integrationsresultats veranlassen. Dass die Function ! bestandig
kleiner als 1 bleibt ist also desto unwahrscheinlicher, je grosser die Zahl
y ist.

In der Theorie der von dJupiter bewirkten Storungen des kleinen
Planeten Pallas findet sich ein kritisches Glied, oder richtiger eine Gruppe
von kritischen Gliedern welche von den Zahlen s, = 7; s; = 18 abhingt.
In Tolge dieses Umstandes hat Gauss die Vermuthung ausgesprochen,
dass die mittleren Bewegungen beider Planeten genau im Verhaltnisse von

—17—8 zu einander stehen. Abgesehen nun auch ganz davon, dass hier auf die
Coexistenz mehrerer Glieder oder auf die vollstindige Form der Argu-
mente nicht Riucksicht genommen worden ist, erscheint uns diese Ver-
muthung nach den vorhergehenden Untersuchungen als sehr wenig be-
grindet. Hier ist nehmlich o eine Grosse 11'" Ordnung hinsichtlich der
Excentricititen, so dass die Function [ jedenfalls nicht immer als eine
kleine Grosse anzusehen ist. Anderseits bleibt aber doch die Moglichkeit
offen, dass Libration stattfindet. Die Darstellung des Integrals der Glei-
chung (6) durch die Gleichungen (22) wird nehmlich, wie wir schon her-
vorgehoben haben, in gewissen Fallen unméglich, und solche Fille treten
namentlich dann ein, wenn die Schwankungen von [ erheblich sind und
diese Function dabei sehr klein werden kann. In solchen Fallen kann
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man die im vorhergehenden Abschnitte auseinandergesetzte Methode in
Anwendung bringen, indem man simmtliche coordinirte Glieder einer
Gruppe, mit Ausnahme desjenigen, bei dem s,.n—s.%' + g, ,n verschwin-
det, der Function (X) hinzufugt. Man erhalt alsdann in der Gleichung
(25) des vorigen Abschnittes cine Anzahl Glieder, bei denen die § der-
selben Ordnung wie «* sind. Es ist aber doch maglich, dass die Reihe:

VI:Z—L ———é’?‘—~sin<2~;i7y+fll>+---

2
7 .20 .
24, =) —a

ﬂ/

convergirt, und dies ist immer der Fall, wenn die Coefficienten A simmt-

lich wesentlich grosser. als \% sind. Dieser Bedingung kann aber nur
geniigt werden, wenn o schr klein ist, jedenfalls kleiner als eine Grosse
zweiter Ordnung hinsichtlich der storenden Krafte. Bei den Jupiter-
storungen des Pallas wiirde dies nun zwar zutreffen, so dass wir die an-
gefithrte Entwicklung von ¥, als convergent denken kdnnen. Wir miuissen
hierbei jedoch beriicksichtigen, dass es geniigt, wenn ein einziger der Coef-
ficienten A von derselben Ordnung wie « ist, damit die Function V als
cine Grdsse nullter Ordnung erscheine, und in diesem Falle wird auch ]
als eine Grosse nullter Ordnung zu betrachten sein. Aber auch wenn
die Glieder in V,, an die wir jetzt gedacht haben, sich als sehr klein
erwiesen, musste man doch, bis eine genaue Berechnung das Gegentheil
ergiebt, die Existenz der Libration als hochst unwahrscheinlich ansehen.
Damit ein Librationsglied tiberhaupt vorkommen kann, muss nehmlich,
wie wir aus der vierten Gleichung des Systems II im zweiten Abschnitte
erkennen, das Verhaltniss:
sn, -— s 4 on

eine kleine Grosse sein, und wenn dieser Bedingung geniigt wire, misste
iiberdies die Grosse sin D? cinen kleinen Werth haben. Wir konnen nun
zwar annehmen, dass die Grosse:

s,n— s.n 4 o.n

einen verschwindend kleinen Werth habe; weil aber die Differenz n —mn,
nicht nur von den Storungsgliedern der »*" Gruppe, sondern auch von
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denen der vorhergehenden Gruppen beeinflusst ist, so miissen wir es als
unwahrscheinlich bezeichnen, dass diese Differenz und also auch die Grosse
s, — son’ -+ o.n einen im Verhaltnisse zu o, kleinen Werth habe. Auf
Grund dieser Betrachtungen diirfen wir es als eine allgemein giiltige Regel
ansehen, dass characteristische Glieder niedrigster Ordnungen tiber die
Natur der Bewegung hinsichtlich des Vorkommens von Librationsgliedern
entscheiden; wenn also bei diesen Gliedern eine solche Ungleichheit nicht
existirt, so werden die: folgenden characteristischen Glieder, wenn sie auch,
fur sich betrachtet, kritisch werden konnten, nach dem Schema, welches
durch die Gleichung (21) angedeutet ist, zu berechnen sein. — Die An-
sicht, dass Libration nur bei den ersten Gliedern in der Entwicklung der
Storungsfunction anzutreffen ist, hat tibrigens schon Haxsex ausgesprochen,
ohne dieselbe jedoch, so viel ich weiss, irgendwie begriindet zu haben. !
Die oben in Aussicht gestellte zweite Form des Integrales der
Gleichung (6), welche fur den Fall, dass { eine kleine Grosse, anwendbar
ist, findet sich, nachdem man die Grosse sin}? cos¥? nach den Potenzen

! HanseN, Auseinandersetzung einer zweckmdssigen Methode zur- Berechnung der ab-
soluten Stirungen der kleinen Planefen, I, p. 187. - Moglicherweise sieht er die Begriindung
in einer #hnlichen Bemerkung, wie derjenigen, welche man hierauf beziiglich in dem Werke
des Herrn A. GAuTiEr, Essai historique sur le probléme des trois corps, findet. Es
handelt sich’ hier um die Integration einer Gleichung der Form:

d’u d?
s T g

S

Durch Niherungen findet sich:

- 1 )

u = ksin(by3 + h) + ,I§ %g — f}‘ %ﬁj

wobei % und h die Integrationsconstanten bezeichnen. Die angefithrte Reihe convergirt
offenbar, -wenn die Perioden der Glieder in ¢ sehr lang im Vergleich zu der des ersten
Gliedes sind. Hierbei darf aber 3 nicht beliebig klein sein, wenn die Glieder in ¢ gegeben
sind, und weil die Libration das erste Glied der obigen Reihe ist, so folgert man, dass sie
nur bei nicht zu kleinem Werthe von 3 stattfinden kann.

Die erwihnte Schlussfolgerung ist indessen sehr mangelhaft, weil sie weder auf
die Glieder kurzer Periode, noch auf die Glieder, welche mit #®, #®, u. s. w. multi-
plicirt sind, Riicksicht nimmst. Hine eingehendere Untersuchung dieser Art wird oben im
Texte gegeben.



Uber die Convergenz der Reihen zur Darstellung der Coordinaten der Planeten. 285

von V entwickelt hat. Nach dieser Entwicklung ergiebt sich aus der
Gleichung (6) dic nachstehende:

(28) %};—{—a?(V—- ot =x

1.2.3

An Stelle von ¢ fihren wir eine neue Verinderliche « ein, indem wir
die Relation:

(29) du = andt
feststellen; die obige Gleichung geht nun in folgende uber:

A2V 1 dadV : 4V I
— Hg.kg__*. 7 + = — X
(30) du* U oa du du v r.z2:3 ' 007 :

aq

Aus dieser Gleichung konnen wir leicht eine andere ableiten, bei welcher
das voimn ersten Differentiale der gesuchten Grosse abhangige Glied nicht
vorhanden ist. Zu diesem Zwecke setzen wir:

, 1
(31) —*:/219

und erhalten:

? i 1 /1 da\? d? I
(32) %—}-[1-{—1(;&—5) m—%éégg]ﬂ—~§;ﬂ3+...=a%X
Diese Gleichung lisst sich leicht mittelst Anniherungen integriren; um
hierbei jedoch keine Glieder zu erhalten, welche die unabhingige Ver-
anderliche » ausserhalb des Sinus- oder Cosinuszeichens erhalten, addiren
wir, rechts und links, zu der obigen Gleichung die Grosse — §#, wobei
wir mit 4 einen constanten, vorliufig noch unbestimmten Coefficienten
bezeichnen. In erster Annaherung integriren wir die Gleichung:

axy I
g O —p)F = ;@"X’

wobei wir in den Argumenten der Glieder, welche in X vorkommen, &
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gleich Null setzen. Das Integral dieser Gleichung wird alsdann, indem
p und P zwei Integrationsconstanten bezeichnen,

(33) § = psin(V1 — Bu + P)
— 9%—5,/—[——‘@ﬁ ::E, siny1 — Budu + §]—1-1—\/L:~;@—‘ iX: cos \/T:——ﬂ udu
Vi—4@ J “ \/1 — 3 b

Diesen Werth setzen wir hierauf in die bis jetzt unberiicksichtigten Glieder
der Gleichung (32) ein und bestimmen dabei die Constante p in der
Weise, dass die Summe der von sin (\/Ti_ﬁu + P) abhingigen Glieder
verschwindet. Die Gleichung, welche somit entsteht, kann wieder inte-
grirt werden, wodurch man ein genaueres Resultat erhdlt. Mit diesem
lasst sich eine genauere Bestimmung des Coefficienten (3, sowie eine dritte
Anniherung des gesuchten Resultates durchfuthren. In dieser Weise wird
man eine Entwicklung von & erhalten, die immer convergent ist, wenn
die Constante p, ebensowie die Coefficienten der Glieder in X und da kleine
Grossen im Verhaltnisse zum mnumerischen Betrag der Function o sind.

Die Anwendung der soeben in ihren Grundlinien dargelegten Methode
ist meistens derjenigen vorzuziehen, welche auf die Annahme gegriindet
ist, dass die Form des Integrals durch die Gleichungen (22), (23) und
(24) gegeben ist. In rein theoretischer Hinsicht ist aber letatere Methode
von grosserem Interesse, weil die durch sie bedingte Form mit derjenigen
unmittelbar verglichen werden kann, welche fir die Falle gilt, wo der
Modul % kleiner als die Einheit ist. Der Ubergang von den Ausdriicken,
welche von dem einen Modul abhingen, auf die, welche Functionen des
reciproken Moduls sind, ist jedoch nicht uiberall leicht auszufithren. Nach-
dem aber die betreffenden Formelsysteme von den complementiren Moduln
abhangig gemacht worden sind, ist der Nachweis ihrer Identitat sehr
einfach.

Um .die Reduction auf die complementiren Moduln durchzufiihren
schlagen wir den folgenden Weg -ein.

Zwischen dem jetzt anzuwendenden Argumente & und der Zeit stellen
wir die nachstehende Relation fest:

[ [ 1t + [';]

(34) g =

2K’
T
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und nehmen zugleich an, dass das Integral der Gleichung (7) durch die
Form:

(35) V=am¢ <mod k= g)

dargestellt werde.

Die bekannte HrrmiTi'sche Formel fiir das Differential von am £ in
Bezug auf & lasst sich leicht so umstellen, dass die in derselben vor-
kommenden elliptischen Functionen von dem Modul %' abhingen. Hierzu
ist nur nothig, die Werthe:

dlogb, (&) = ., . dlog8,(if)
T 7 N T
I{’— E o ]‘2 . <K’ _— E/ k,g) . j4
K T k%) T z2KK

in die betreffende Formel einzusetzen. Es entsteht somit der Ausdruck:

dam¢ - él}ﬁ[(g— K ku) g4 dlog 93(1'5')]
dk I\ K s JZ
Weil aber:
2K’ K—E .,
R S
ar- Kk Tz’

so lasst sich das gefundene Resultat auch  folgendermassen schreiben,
wobei ‘wir den, durch die Gleichung (34) gegebenen Werth von & ein-
setzen,
2K’
damé& & 1 dlog 6, (:&)

N W1
L i <./[ ndt + 1°> KR adg

Mit Riucksicht hierauf, sowie auf die Relation:

damé 71 dam &

dk  — K dk ]

ergiebt sich aus der, durch Differentiation von (35) unmittelbar hervor-
gehenden Gleichung:

de’
dv 2K, = . L\ dk damé dk
e~ WEPET b (e 1) G ST
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die nachstehende:

av 2K’ 1 dlogh, (&) dk

pai = W s e

An Seite dieser Gleichung stellen wir die Relation:

av ,
= rdné&,

wodurch die Bedeutung der Function y festgestellt wird, und erhalten,

. . av ..
durch Gleichsetzung beider Werthe von —. die Formel:

T
w 2K dlogh, (i¢) dk’
(36) I"=r @ ar  wi

Das Resultat, welches aus diesem Ausdrucke gewonnen wird, wenn
man ¢ gegen — ¢’ vertauscht, werden wir durch A4’ bezeichnen; wenn
wir dabei die Relation

bestehen lassen, ist zunachst:

dlog®,(:§) _ dlogh(iy),
& T T dg

und da iiberdies die Relationen:

, , . dr I

stattfinden, so ergiebt sich:

z
, Y 217 dlogB(iy) dl
(37) A= pe—Tp =4 i

Diese Formel wollen wir nun aber auch direct begriinden.

Es sei nun angenommen, dass das Integral der Gleichung (6) durch
die Relationen (22) und (24) gegeben ist; statt des Ausdruckes (23)
nehmen wir aber den folgenden an:

21/

(38) g = [ [ Arndt + A;,]

T
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so, dass wir jetzt haben:

l sin V' = lsny’
(39) (mod = 1)
| cos ¥ = dny
dv
(40) ndt ~ TN

Es soll jetzt nachgewiesen werden, dass die Function 4’ in dem Argu-
mente 7' durch die Formel (37) gegeben ist.
Durch Differentiation einer der Gleichungen (39) findet man:

__leny damy éﬂﬂ

o dny’  «ndt { dny ndt’

21/ T d log 6, (iy) Lig
' A dy' ndt

und auf die Gleichung (40) die nachstehende Form annimmt:

b g2, 1 dlog6,(zy) dl U sny dl
yeny = lsny = A b =0 LG T duy ndi
Vermoge der Beziehungen:
dlogf, (i)  dlogf(iy) d,.,snip’cnﬁy_’
dy’ o dy dniy’
M_:__;.sn‘iy’. !
dny ‘on iy’ ony cniy

erhalt man nun unmittelbar den Ausdruck (37) wieder. Wir haben also,
durch die soeben auseinandergesetzte Analyse, zur Evidenz gebracht, dass

Acta mathematica. 9. Imprimé le 10 Mars 1887. 87



2900 H. Gyldén,

die Formeln (36) und (37) sich gegenseitig ersetzen und aus einander
folgen, wenn ¢ in -— ¢’ ubergeht. In beide Formeln missen wir aber
noch den Werth von dk’, resp. dl' einsetzen, bevor die Natur der durch
sie dargestellten Functionen als gentigend aufgedeckt anzusehen ist.

Durch #hnliche Betrachtungen wie diejenigen, welche zu der Glei-
chung (12) fubrten, findet man jetat:

en € a® ndt

dk’Q__ 2, 3+ dnif E* da® /dni&\?
(41) ndt _sz X <cm’§'>

und wenn man %'’ als eine kleine Grosse ansieht, deren Potenzen man

in der ersten Annaherung vernachldssigen darf, so erhilt man diese Fune-
tion durch Integration der Gleichung:

Ak 1 do® /dnig\® 3 dm'g]
2 — B2 - ! 2 X
<4 ) ndt k a® ndt <cni$’> a  enif

1 dat (dnq?$'>2 ngm'&*

o ndt cn& a  cnf

Dieser Werth, in die Formel (36) eingesetzt, giebt uns:

T
. 1 2K dlogh,(i&)( 1 da® (dnif\? 2 dnif
I'=sgr+swve @ Em(cnis> — X

a cnif

T
12K dlogh,(ig) (1 da’ <dni£’ P 3 xdni¢
2 k* d& a®ndt cnié") a endé

oder, wenn wir nur Glieder der hier in Aussicht genommenen Grossen-
ordnung bericksichtigen,

, 7 z = dlog#, (&)
(43) F=sgrtope e

1de® (dnf{{:)?_ 2 ani'é"\
cnis a  eni

a® ndt

Ij_dlog93(i€)ianz'$’

22K dg a  cnif
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Durch ganz #hnliche Betrachtungen ergeben sich nun auch:

al? o1 da® 1 I I
(44) Al i P s eved
I da® 1 2 I
+ @ ndt eniy® « cniy
, 7 1 7 dlogf(iy) |t da® 1 2 1
(45) 4 Y TRV Y dy  |e*ndteniy® ;chiy

1 7 dlogB(iy) 1 I
Yo T dy  atenig’

welche Ausdriicke tbrigens aus den Gleichungen (42) und (43) hervor-
gehen, wenn man ¢’ in — ¢’ ubergehen lisst.

Die nihere Entwicklung dieser Ausdrticke missen wir hier uber-
gehen; dieselbe wirde gegenwartig auch kaum ein Interesse darbieten,
das im richtigen Verhéltnisse zu der damit verbundenen Arbeit stinde.
Man bemerkt aber leicht, dass die betreffenden Entwicklungen zunichst
nach Partialbritchen, welche Exponentialfunctionen enthalten, vorgenom-
men werden muss. Man uberzeugt sich ferner, dass die Glieder in X
und in a’ so beschaffen sein konnen, dass nicht nur die Entwicklungen
convergiren, sondern dass auch die Function %&'* oder I’ immer einen sehr
kleinen positiven oder negativen Werth beibehalt, und endlich, dass die
betreffenden Entwicklungen auch dann nicht zu gelten aufhoren, wenn
der Zeichenwechsel bei dem Werthe dieser Functionen eintritt, oder wenn
¢’ in — ¢’ tubergeht.

Es erubrigt noch, der Formel:

dy _ dnef a (snig”_ 2 da
ndt  cni& 7 cnfi5’> ndt

zu erwihnen, eine nothwendige Folge der Form, welche fur die Darstel-
lung des Integrals der Gleichung (6) vorausgesetzt wurde. Diese Formel
enthalt tbrigens dasselbe, was durch die Gleichung (41) ausgesagt wird,
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und lasst sich auch aus dieser herleiten. Wir bemerken noch, dass man
die obige Gleichung durch die nachstehende ersetzen kann:

@
dr X a ndt |
ndt ~ eniy  yeniy®’

und endlich, dass nach Entwicklung von ;:: k, nach den Potenzen von

k'? oder I'%, die Ausdriicke:

dy  dnig da /sni&\? I,,sda /snig’\?
ndi = ch—“@(a?) t+ok m(a%) + -
und:

dy X ndt Il,2 ndt

gewonnen werden. Man tibersieht auch hier leicht, dass die Glieder in X
und o derartig sein konnen, dass der verinderliche Theil von y durch
eine convergente Entwicklung dargestellt wird und dabei stets sehr klein
bleibt.  Wenn aber Glieder in X oder a’ vorhanden sind, welche in y
oder auch in %? oder in I'* so erheblich vergrossert werden, dass die
beiden letzteren Functionen nicht als stets sehr kleine Grossen anzusehen
sind, so ist die zuletzt untersuchte Form des Integrals der Gleichung (6)
nicht mehr zur Darstellung desselben geeignet. Man wirde aber auch
in solchen Fallen keine Veranlassung haben, sich dieser Form zu bedienen.
Denn wenn auch die erste Annaherung zu Werthen der Integrationscon-
stanten fithrte, welche die Existenz eines Librationsgliedes mit einem,
der Einheit nahe kommenden Coefficienten als wahrscheinlich erscheinen
liessen, die spiateren Annaherungen missten doch, falls erhebliche Glieder
durch dieselben entstehen, eine solche Libration als nicht vorhanden hin-
stellen. Man wiirde in solchen Fallen das Integral wahrscheinlich nach
Maassgabe der Gleichung (21) darstellen konnen, oder, wenn dieses sich
als nicht ausfihrbar erwiese, durch eine der Formen, welche wir im dritten
Abschnitte dieser Untersuchungen betrachtet haben. Es wiren alsdann
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diejenigen Glieder, welche besondere Schwierigkeiten verursachen, fur sich
zu behandeln, und der Integrationsprocess hinsichtlich des entsprechenden
Theiles der Function Z mnach den daselbst gegebenen Vorschriften vor-
zunehmen,

Nachdem wir nun das fur unsere Untersuchungen abgesteckte Feld,
in verschiedenen Richtungen durchforscht haben, moge es uns noch ge-
stattet sein, einen Uberblick auf dje Bedeutung der gewonnenen Resul-
tate zu. werfen,

Vor Allem sei bemerkt, dass wenn die Entwicklungen der mit Z und
dz . . . . . .
7 bezeichneten Functionen gleichférmig convergent sind, so convergiren
auch in derselben, Weise die analogen Entwicklungen der tbrigen Bahn-
elemente des gestorten Korpers, und zwar werden diese Entwicklungen in

. . . C e e . . 4z
ahnlicher Weise convergiren wie diejenigen, welche fur die Function 7

zur Geltung kommen. Wir tubergehen den Beweis dieser Behauptung,
deren Richtigkeit tiberdies sehr leicht erkannt wird. Hétten nun unsere
Untersuchungen auch die elementiren Glieder umfasst, so wiren wir
bei dem Beweise fur die Stabilitat des Sonnensystems angelangt oder
konnten diesen Beweis auf Grund der gewonnenen Resultate sehr leicht
aufstellen. Denn die gefundenen Ausdriicke enthalten nur Glieder, deren
Werthe innerhalb gewisser Grenzen hin und her schwanken, dieselben
aber jedenfalls nicht wberschreiten. Die Coordinaten lassen sich offen-
bar durch #hnliche Ausdriicke darstellen, und weil zur Herstellung der-
selben aus den bekannten Ausdriicken fiir die Elemente keine Integration
auszuftthren ist, so kann man bei den Werthen, welche im Sonnensysteme
den Modularelementen (Modul der Entfernung, der Excentricitit und der
Neigung) zukommen, ohne weiteres auf die gleichformige Convergenz
der fur die Coordinaten geltenden Entwicklungen schliessen, sobald die

Convergenz der Ausdriicke fur Z und %? nachgewiesen worden ist.
In den vorhergehenden Auseinandersetzungen ist aber gezeigt worden,

wie die Functionen Z und —; in der ecinen oder andern Weise in Reihen
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entwickelt werden konnen, welche fiir einen Zeitraum von unbegrenzter
Dauer gleichformig convergiren; wir schlicssen daher, indem wir an den in
dieser Abhandlung gemachten Voraussetzungen festhalten, — hinsichtlich
der Entwicklungen, welche die Differentiale der Elemente darstellen —
dass das Vorhandensein von characteristischen Gliedern die gleichfésrmige
Convergenz der Entwicklungen zur Darstellung der Coordinaten nicht auf-
heben kann. In zweiter Linie schliessen wir hieraus, dass kleine An-
derungen in den Werthen der mittleren Bewegungen wohl analytische
Schwierigkeiten nach sich ziehen konnen, auf die Stabilitat des betreffen-
den Systems jedoch ohne Einfluss sind.

Verbesserungen.

Seite 189 Z. 7 v. u. steht: elementiren, lies: characteristischen.
» 197 » 13 v. 0. » a » g, .

» 199 » 3 v.o. » sn—sn » s, — 7.




