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SUR LES RI~SIDUS DES INTI~GRALES DOUBLES 

PAR 

H. POINCAR]~ 
h P A R I S .  

C'est ~ CAucHY que revient la gloire d'avoir fond6 la th6orie des 
int6grales prises entre des limites imaginaires; cette th6orie a pour ainsi 
dire doubl6 la puissance de l'analyse math6matique et a 6t6 le point de 
d6part de tous les travaux qui ont suivi, dans tousles pays off on cultive 
les sciences exactes, et en particulier en All emagne et en France. 

I1 semblait qu'il n'y avait plus qu'un pas ~ faire pour 5tendre cette 
th6orie aux int6grales doubles et qu'on pouvait se promettre de cette 
extension d'aussi belles conquStes que de la consid6ration des int6grales 
simples. I1 y avait l~ de quoi tenter l'ambition des g6om~tres et cepen- 
dant, au bout de quarante ans, nous sommes ~ peine plus avanc6s qu'au 
premier jour. 

La phlpart des tentatives qui ont 6t6 faites n'ont 6t6 que des 6checs 
ou des demi-succSs. 

On croit pourtant que JACOBI poss6dait ~ ce sujet plusieurs r6sultats 
importants; mais ces r6sultats n'ont pas 6t6 publi6s e* ~ ont 6t6 perdus 
pour la science. 

M. MAXlMILISN MARLS a entrepris de r6soudre la question et 6crit, 
peu de temps apr6s la d6couverte de CAUCHY, plusieurs m6moires qui ont 
6t6 publi6s longtemps aprSs dans le 44 m~ Cahier du J o u r n a l  de l ' 6co le  
p o l y t e c h n i q u e .  Ses efforts n6anmoins n'ont pas 6t6 heureux. Je ne par- 
lerai pas ici de l'insuffisance de certains raisonnements fond6s sur des 
consid6rations infinit6simales. Bien que toutes les d6monstrations soicnt 

acta mathematica. 9. I m p r i m ~  le 17 Mars 1887. 4]. 



322 H. Poincar6. 

k refaire, la formule k laquelle l 'auteur parvient est exacte si on !'inter- 
pr6te convenablement, mais elle exigerait pour pouvoir ~tre appliqu6e sans 

crainte d 'erreur  une discussion d61icate que M. MARIE n'a pas faite. 

Pour  faire comprendre la n6cessit6 de eette discussion, je ne citerai 
qu'un seul exemple. L 'auteur  donne (l. cit. p. 58) la formule suivante: 

a 2 f f  d x d y  4 ~ a  a V' I 

; JJ + i," 3 

Cette formule eat manifestement fausse; car on a dans le premier membre  
a ~ et dans le second le faeteur a ~. En r6alit6 l 'int6grale du premier 

membre  est nulle. 
Comment la formule de M. MARIF, se trouve-t-elle en d6faut? I1 

est ais6 de le voir; dans eette formule entre le volume limit6 par une 

surface qui, dans l'espace, a pour dquation: 

x ~ + y ~ + z  -~ ~. 

C'est une sph6re, et l 'auteur  6crit que ce volume est -4z'a'~. Mais pour 
3 

appliquer correctement 1,t formule, il aurait  fallu regarder cettc surface 

non commc une sph6re, mais comme un tore d6g6n6r6 dont la section 
m6ridienne aura it son centre sur l'axe de r6volution. Le volume aurait  
alors dtd nul, et on aurait  trouvd: 

V/x ~ + y'~ 

On volt quels pi6ges aurait k redouter  l 'analyste inexp6riment6 qui vou- 
drait  faire usage de la formule de M. MARIn. 

Les prcmiSres recherches de M. PIchm) pr6sentent beaucoup plus 

d'int6r(~t, comme tout ce qui sort de la plume de cet auteur. Mais e]les 
n c s e  rapportent  qu' indirectemcnt k la question. 

Dans deux notes ins6r6es aux C o m p t e s  R e n d u s  le 29 Janvier  1883 
et le I er F6vrier 1886, M. PIcAm) 6tudie les int6grales d6finies comme 
il suit. 

Soit F ix ,  y) unc  fonction non uniforme de x et de y; introduisons 

deux variables auxiliaires u et v, en posant: 

= ~(~, v), Y --  r  v). 
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Je  supposerai que les fonctions ~ et ~ sont uniformes et de plus que 

y)=  r v) 

est une fonction uniforme de u et de v. 
Cela pos6, soient u0, v o et u~, v~ deux syst6mes de valeurs de u et 

de v. hnaginons que ces deux syst6mes de valeurs correspondent k un 
mdme syst6me de valeurs de x et de y. 

L'intdgrale envisag6e par M. PICARD eat alors: 

U l  v I 

, \du dv dv du/  
~tO ~0 

M. PICARD a donnd ~ ces intdgrales ]e nora de p6riodes; je ne saurais 
Fen bl/~mer puisque cette ddnomination lui a permis d'exprimer dans un 
langage plus concis lea int6ressants r6sultats auxquels il est parvenu. 
Mais je crois qu'il serait f/~cheux qu'elle s'introduisit ddfinitivement dana 
la science et qu'elle serait propre h engendrer de nombreuses confusions. 

Et cela pour deux raisons: 
D'abord ces intdgrales ne sont pas des eonstantes, comme le fait fort. 

bien observer M. PIeARD. 
En second lieu, il y a u n e  infinit6 de syst6mea de variables auxili- 

aires u c t  v qui satisfont aux conditions 6noncdes. Chacun de ces syst6- 
rues donne pour l'int6grale une valeur diff6rente. I1 en r6sulterait que, 
si on voulait donner ~ cette int6grale le nora de p6riode, cette p6riode 
ne ddpendrait pas uniquement de la fonction F(x, y) h laquelle elle ap- 
partient, maia bien de ces variables soi-disant auxiliaires qui joueraient 
ainsi un r61e pr6pond6rant. 

M. STIF~LTJr:S a a dress(~ ~ M. H~l~M~rE un travail tbrt remarquable 
oh il cherehait h gdndraliser diveraes formules de 0AUCHY et de LaGRA~(;E. 
Malheureusement quelques points restaient obscurs et l 'auteur ne put les 
6claircir de fagon a se mettre ~ l'abri de toute objection. C'est ce qul 
le d6termina ~ ne pas publier son m6moire, mais je tiens h lui rendre 
ici justice. Je chercherai plus loin k expliquer quels sont les points qui 
avaient arr6t6 M. STIELTJES et ~t, montrer comment ses d6monstrations 
peuvent dtre rendues parfaitement rigoureuses. 
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Le 25 Janvier i886, j 'eus l 'honneur de eommuniquer k l 'Acaddmie 
des Sciences une note oh j'6tudiais ~ un point k un point de rue nouveau 
les p6riodes des int6grales doubles, et e n  particulier celles qui sont ana- 
logues aux pdriodes polaires des intdgrales simples. Ce sont les %sultats 
de cette note que je veux d6vel0pper dans le p%sent travail. 

Peu de temps ap%s, M. PICARD (Coruptes  g e n d u s ,  15 et 26 F6vrier 
I886) se placant au m~me point de rue que moi a obtenu un grand 
hombre de r6sultats remarquables. Le savant g6om6tre emploie dans ces 
deux notes le mot  de pdriode avec la signification que nous lui donnerons 
dans l't suite. Les p~riodes qu,il ~tudie n'ont donc aucun rapport avcc 
les intdgrales qu'il avait primit ivement ddsign6es sous ce nora. Je crois 
devoir insister sur ce point afin de rendre toute confusion impossible. 

w 1. M o d e s  d e  r e p r d s e n t a t t o m  

Les diffieult~s eontre lesquelles les g6ombtres se sont heurtds si sou- 
vent dans la th6orie qui nous occupe, n'ont ricn d'essentiel et ne sont 
pour ainsi dire qu'une question de langage. 

Dans l'6tude des intdgrales simples, on emploie un mode de reprd- 
sentation g6ometrique tr6s commode et dont il semble qu'on pourrait dif- 
ficilement se passer. On ne peu~ le transporter sans changement dans !a 
th6orie des int6grales doubles, pour une raison qu'il est ais6 d'apercevoir. 

Soient $ e t  ~2 deux variables complexes; si nous posons 

- -  :c --~ iy, ~y - -  z + it 

en sdparant les parties %elle et imaginaire, nous aurons quatre variables 
x, y, z et t. Nous ne pouvons les regarder comme les coordonn6es d'un 
point dans respace, k moins de nous r6signer ~ admettre un espace 
quatre dimensions. 

On se trouve donc en pr6sence du di lemme suivant: il faut, ou re- 
noncer /~ route rep%sentation, ou employer l 'hypergdom6trie; mais, dans 
ce dernier cas, on est exposd ~ rebuter la plupart des lecteurs, et de plus 
on ne poss6de que l'avantage d'un langage commode, mais incapable de 
parler aux sens. 
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Comme cette langue hyperg6omdtrique r6pugne encore h beaucoup 
de bons esprits, je n'en feral qu'un usage peu frdquent; je crois n6anmoins 
ndcessaire de pr6ciser ici le sens des termes que je lui emprunterai. 

Us point est un syst6me de valeurs des quatre variables :c, y, z et t. 
L'ensernble des points qui satisfont k une seule relation entre x, y, z 

et t est une ((multiplicit6 k trois dimensions)) que l'on appelle hypersurface. 
L'ensemble des points qui satisfont ~ deux relations simultan6es est 

une ((multiplicit6 k deux dimensions~) que l'on appellera surface. 
L'ensemble des points qui satisfont ~. trois relations simultan6es est 

une ((multiplicit6 k une dimension)) k laquelle on conservera le nora 
de ligne. 

Deux surfaces quelconques ont au point de vue analytique un certain 
nombre de points communs; mais il peut arriver que tous ces points de- 
viennent imaginaires; comme nous ne consid6rons que des points r6els, 
nous dirons alors que ces deux surfaces n'ont aucun point commun. 

Une intdgrale double dolt ~tre 6tendue k tous les points d'une sur- 
face. Nous aurons donc une surface d'intdgration de m~me qu'on a, darts 
la thdorie des int6grales simples, un chemin d'int6gration. 

De plus l 'ensemble des points singuliers formera une surface. 

Supposons en effet qu e la fonction sous le signe ff soit le quotient 

de deux polyn6ines entiers P(r 7) et Q(~, r/). Pour que cette fonction 
devienne infinie, il faut que 

(i) ~(~, 7) o 

Mais on a en sdparant les parties r6elle et imaginaire 

(2(~, 7 ) =  Q,(x, y, ~, t) + i(2~(~; 31, ~,, t) 

de sorte que la relation (I) se ddcompose en deux: 

Q~(x, y, z, t ) = o  

Q~(x, y ,  ~,, t) = o .  

Elle repr6sente done uue surface. 
I1 faudra alors que la surface d'int6gration et les surfaces singuli6res 

n'aient aucun point commun. 
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Si la fonction sous le s i g n e f f e s t  alg6brique, ies surfaces singu, 

li6res seront alg6briques. Au contraire la surface d'int6gration 6tant pure- 
ment  arbitraire ne sera pas forc6ment alg6brique; elle pourra ~tre tran- 
seendante ou se composer de portions appartenant k diverses surfaces at- 
g6briques. 

Je vais maintenant exposer les artifices h l'aide desquels je compte 
m'affranchir de la n6cessit6 de considdrations hyperg6omdtriques. 

Soient ),, if, ,~ trois quantit6s que je regarderai comme les coordon- 
ndes d'un point dans l'espace ordinaire, et consid6rons une surface algd- 
brique ou portion de surface alg6brique S sur laquelle st trouve le point 

2, i f ,  ~. Ecrivons: 

= ~, (>,, #,  ,,), y = r (~,, ,,.,, ,,), z = r (,~, /~,, ,,), t =  r ('~, I ~'' ") 

O~l ~'1' r  r r sont des fonctions rationnelles de ),, #, ,~ dont le d6- 
nominateur ne s'annule pour aucune valeur r6elle de ces variables. I1 
est clair que quand le point  /t, if, ~ d6crira dans l'espace ordinaire la 
surface ou portion de surface S, le point x, y, z, t d6crira dans l'hy- 
perespace une ccrtaine surface ou portion de surface S'; de telle sorte 
que la surface S' est d6finie par la surface S e t  par les quatre fonct ions  

fo ,ndamenhdes  r r r et r 
Si la surface S est fermde, nous dirons aussi que la surface S' est fcrm6e. 
La notion des surfaces d'int6gration ferm6es qui va jouer un si grand 

r61e dans ce qui va suivre st trouve ainsi nettement d6finie. 
Le genre de la surface S (au point d e  vue de la g60m6trie de situa- 

tion) sera aussi le m6me que le genre de la surface S', ~ moins que le 
point x, y, z, t n e  d6crive deux ou plusieurs fois la surface S', ce que 
nous ne supposerons pas. 

Lorsque l'on donnera g ),, / , ,  ,~ routes les valeurs r6elles possibles, 
le point ),, i f ,  ,~ ddcrira l'espace tout entier, et le point x, y, z, t d6crira 
dans l 'hyperespace une certaine hypersurface unicursale. 

Tant donc que le point x, y, z, t restera sur cette hypersurfaee, nous 
pourrons le repr6senter par un point de l'espace ordinaire et nous serons 
affranchis de l 'hyperg6om6trie. 

Dans certaines questions nous n'envisagerons que des surfaces d'intd- 
gration situ6es sur une mdme hypersurface unicursale et nous pourrons 
nous servir de ce mode de repr6sentation. 
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La plupar t  du temps nous supposerons simplement:  
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Alors le point x, y, z, t sera repr6sent6 par le point de l'espace x, y, z 
et la quatri(~me coordonn6e t sera une fonction rationelle de x, y, z. 

La surface d'int6gration sera alors d6finie par une surface S situde 
dans l'espace ordinaire (x, y, z) et par une fonction rationnelle ~4. 
Oil a u r a ,  

t - -  P(z,  y, z) 
Q(z, y, z) 

P e t  O 5tant deux polyn6mes entiers, et nous supposerons qu'on n'a en 
aucun point rdel de respace (x, y, z) 

Q(x, y,  z)~-o. 

I1 est ais6 de ddmontrer que route surface d'int6gration ou bien est 
susceptible de ce mode de repr6sentation, ou bien diff6re t%s peu d'une 
surface qui en est susceptible, ou bien enfin peut dtre d6composde en 
plusieurs autres qui diff6rent tr6s peu de surfaces alg6briques admettant  
ce mode de repr6sentation. 

Ce mode de repr6sentation est done suffisamment g6n6ral pour s'ap- 
pliquer s tous les cas; cependant il sera quelquefois plus commode de 
le modifier un peu. 

geprenons les quatre relations fondamentales 

dont i] a dt6 question plus haut. 
Nous avons supposd jusqu'ici que ces quatre fonetions 5taient ration- 

nelles; il nous suffit qu'elles soient uuiformes et bien dStermindes. II 
peut m~me suffire que sans 5tee uniformes dans tout l'espace, c'est "k dire 
pour routes les valeurs de 2, l~, ~, elles restent uniformes dans une CCl'- 
taine r6gion de l'espace (),, /t, u) pourvu que notre surface S qui reprO- 
sente la surface d'intbgration soit toute enti6re ecmtenue dans cette r6gion. 
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w 2. C o ~ z d i t i o n s  d ' i n t ~ g r a b i l i t d .  

On sait ee qu'on doit entendre par une intdgrale simple: 

prise le long d'une courbe gauche queleonque dans l'espace (x, y, z). On 
connait 6galement les conditions d'int6grabilit6; c'est b~ dire les conditions 
pour que l ' int6grale soit ind6pendante du chemin d'int6gration et ne dd- 
pende que des deux points extr6mes de ce chemin. (On suppose bien 
entendu que X ,  Y e t  Z son t  des fonctions donndes de x, y e t  z). Ces 
conditions sont: 

d X  d Y  d X  dZ d Y  dZ 

dy dx ' dz dx ' dz dy 

Ces rSsultats s'Stendent immddiatement, comme on le salt, au cas d'un 
espace d'un nombre quelconque de dimensions. 

Soient xi,  x.~, ..., x,,, n variables ind@endantes et soient X~, X~, . . . ,  X . ,  

n fonctions de ces n variables; il est ais5 de dSfinir l ' int6grale simple: 

( i )  

En effet introduisons une variable auxiliaire et posons: 

( ~ )  x ,  = f , ( u ) ,  ~ = ~ ( , ~ ) ,  . . . ,  ~, ,  = r  

Ces 6quations (2) d6finiront le chemin d'int6gration. 
Nous ferons varier u depuis u 0 jusqu'~ u~. Nous poserons: 

x~ = s l ( . o ) ,  �9 �9 � 9  ~o = s , , ( - 0 )  

Les deux systdmes de valeurs (x~, x~ . . . ,  x ~ ct (xl, x~, . . . ,  xl,) ddfini- 
ront les deux points extremes de ee ehemin d'intdgration. 
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Alors l'int6grale (~) prise lc long du chemin d'intdgration (2)depuis  
le point (x~ . . . ,  x ~ jusqu'au point (x~, . . , ,  x,~,) ne sera autre chose que 
l'intdgrale ddfinie: 

u 1 

i( x,  ~ ;  + ~ ~. + . . . + x % ; )  d . .  

u o 

Nous cherchons les conditions d'int6grabilitd, c'est k dire les condi- 
tions pour que cette intdgrale soit inddpendante du chemin d'int5gration 
et ne d@ende que des deux points extremes de ce chemin (x ~ . . . ,  x, ~ 
et (xl, . . . ,  x]). 

Ces conditions sont au hombre de n ( n - - I )  et elles s%crivent: 
2 

dX~ dX, 
- -  , 

dzk dz, 

Passons maintenant au cas des int6grales doubles, et d'abord dans 
l'espace ordinaire. Soit une int6grale double: 

f f  (Adydz 4- Bdxdz -[- Cdx@) 

A, B e t  C 5tant trois fonctions de x, y, z. 
On salt ce qu'on dolt entendre par l~ La surface d'int6gration peut 

n'(~fre pas ferm6e, mais on peut toujours convenir de rcgarder l 'un des 
c6t6s de 1,~ surface comme l'ext6riem- et l 'autre comme l'int6rieur. 

Soient alors dto un dl6ment de cette sin-face e t ~ ,  fl, 7" les cosinus 
directeurs de la normale ~ l'616ment dirigde vers l'ext6rieur. 

L'intdgrale sera alors: 

f (A~ + By + cr)do, 

5tendue a. tous les element~ dw de la surface. 
On peut 5galement la d(~finir comme il suit, ce qui revient au 

A meme:  
Exprimons x, y et~ z en fonctions de deux variables auxiliaires u et v 

x = ~1 ( . ,  ~), y = ~ (u ,  v),  
A c t a  m a t h e m a t i c a .  9. I m p r i m ~  le  31 M a r s  1887.  42 
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Cea dquations ddfiniront la surface d'intdgration. L'intdgrale ne sera alors 
autre chose que l 'int6grale double ordinaire 

L ~( ' ,  v) + + 

~(x, y) 
Nous d6signons suivant la coutume par la notation a(~e, v) le d6terminant 

fonctionnel 
dx dy d~e dy 
du dv dv du " 

La condition d'int6grabilit6 (c'est "~ dire la condition pour que l'int6- 
grale prise le long d'une surface ferm6e quelconque soit nulle) s'6crit alors: 

dA dB dC 
, ~  + Ey + ,-~7. ---- o. 

Tous cea points aont trop connus pour que j 'y  insiste davantage. 
Passons maintenant au eas g6n6ral. 
Soient x~, x:, . . . ,  x,,, n variables ind6pendantes. D6signons main- 

tenant  par la notation: 

(x,, x,) 

diverses fonctions donn6es de ces n variables. 

(3) 

Nous supposerons que l'on a:  

(X,, X,) = o ,  (xk,  x:.) = - - ( X , ,  X~). 

Nous allons envisager l ' int6grale double: 

,z = f f x ( x , ,  X~,),Zx, d~k 

oh l'on fait entrer aous le signe ~ lea "(~ --  i) combinaisona de deux in- 2 
dices i e t  k. 

Pour la d6finir, imaginona qu'on introduise deux variables auxiliaires 
u et v de telle sorte que 

(4) ,% = ,r v). (,=,,~,~ ...... , 

Ces 6quations (4) d6finiront la surface d'int6gration. Nous donnerons b~ 
u et b~ v toutes lea valeura qui satisfont h, une certaine in6galit6: 

(5) r ~) > o 
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de sorte qu'en r6alit6 la surface d'int6gration sera compl6tement d6finie 
par les dquations (4) d'une part et par l'in6galit6 (5) d'autre part. L'6galitd: 

v )  = o 

ddfinira alors la ligne qui servira de limite k la surface d'int6gratlon. 
L'int6grale propos6e sera. aiors l'int6grale double ordinaire: 

J =  { ~ - ' ( X ~ ,  X~) a(z,, x~) dudv 
Jd'-- (~, v) 

qui devru ~tre 6tendue k toutes les valeurs de u et de v satisfaisant k 
. . . . .  ~ ( , ~ -  l) 

1 mcgahte (5). Quant au signe ~ ,  il s'appliquera aux combinal- 2 
sons des deux indices i et k. 

Mais en tenant compte des relations (3), on peut 6crire l'int6grale 
6tudi6e sous la forme: 

n 
P]~ = t  

Il est manifeste que si on permute les variables u et v, l'intdgrale 
change de signc, mais cette opdration est tout ~ fait analogue k ce qfie 
serait, dans l'6tude des int6grales simples, un changement du sens de 
l'intdgration. 

A part ce changement de signe, l'intdgrale est ind6pendante du choix 
des variables auxiliaires u et v. 

Notre int6grale double 6rant ainsi compldtement d6finie, il faut trou- 
ver les conditions d'int6grabilit6. Je veux dire, les conditions ~ u r  que 
lmt%rale  ne ddpende pas de la surface dmtegratlon, mais seulement de 
la courbe qui limite cette surface; de m6me que les int6grales simples 
appliqu6es k des diff6rentielles exactes, ne d6pendaient pas du chemin 
d'int6gration, mais seulement des extrdmit6s de ce chemln. 

Supposons que l'on remplace les 6quations (4) par les suivantes: 

�9 = 

la fonction ~ 6tant diff6rente de la fonction 7~. Alors on changera la 
surface d'int6gration. 
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a ~ ,  i ' * p Mais supposons en meme temps qu'on conserve 1 megahte (5) sans 

aucun changement, et que l'on ait: 

~i(~, ~ ) =  ~,(~, v) 
toutes les fois que l'on a: 

r v) = o. 

Alors la courbe qui Iimite la surface d'int6gration n'a pas chang6. 
Si dans ces conditions l ' int6grale n'a pas chang6, nous dirons que 

l'expression sous le s i g n e f f e s t  intb, grable. 

Imaginons que l'on pose 

z, = ~(u,  v, w) 

en introduisant une troisi6me variable auxiliaire w. Nous calculerons 
l ' intdgrale proposSc J en l 'Stcndant ~ routes les valeurs de u et de v qui 
satisfont k l'in6galit6 (5) et en regardant  w comme un param6tre arbitraire. 

Je supposerai de plus que pour 

r v ) = o  

les fonctions ~ soient ind~pendantes de w. Alors la surface d'int6gration 
d6pendra de w, mais la courbe qui limite cette surface n'en d6pendra pas. 

J sera une fonction du param6tre w e t  nous cherchons les conditions 
pour que cette fonction soit une constante; ce seront les conditions d'int6- 
grabilit6. 

Nous avons done k 6erire que: 

dJ  
- - 0 .  

dw 

~OUS avons: 

ce qui donne: 

J=ff dx, dx, 
i ~ d v  d u d v  

=fie Z dw i k dw du dv 

.X,) ~duTw dv "{- dvdw du] dudv .  
k 
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La premiere intdgrale double du second membre peut s'dcrire: 

ff ~f~ d(X~' X D d z * d Z k ~ d u d v  
__~__h.z--,, d-z-h d,~ d~, 

Cherchons s r6duire la seconde. Pour eela, remarquons que l'on a: 

(6) f l<~<~u f'r',zF = J J d v  du dv 

l'int6grale double 6tant 6tendue '~ toute notre surface d'int6gration et 
l'int6grale simple du premier membre au contour qui limite cette surface 
et qui est d6fini par l'6quation: 

r V) -~- o. 

Faisons dans cette ~quation: 

du dw 

Nous avons suppos6 que les fonctions p~, c'cst k dire les x~ sont in. 
ddpendants de w pour r = o. On a done, si r cst suppos6 nul 

dzk = F 
dw O~ -~- O. 

I1 r6sulte de lk que le premier membre de (6) est nul. On doit 
done avoir: 

(7) (((x, ,  x D d~, ~% du dv dw du dv 
J J  

r 1 6 2  u  d%~ dudv- -r162  X~)dx, dzi 
-= - - , ] j  (Xi, "'k] ~ du dv fld dv dw du du dr. 

On peut 6crire urie seconde 6quation analogue ~ l'6quation (6) 

(6.') -iF<,. 
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d'oh l'on d6duit de la m~me facon: 

jr( (7') x,, x~) ~.k ~ i  dudv dv du dw 

y f  _ {'['d(x!~ xk) &, a.~ & dr. dx~ d~xk du dv 
. . . . .  (x,, xk) ;~w d,~dv JJ r d., av 

Remarquons maintenant que: 

~ ~,,~ww du dv + dw d~d< du dv = o .  

En effet si on envisage l'expression suivante: 

H =  (x,, x,.)(d., ~*~, ~., ~,'., \dw dudv "~ dw dudv) 

on volt qu'elle se change ell - - H  quand on permute les indices i e t  k. 
Dans l'emploi des relations (7) et (7') nous pourrons donc laisser de 

c6t6 le premier terme du second membre. Il vient donc pour l'expres- 

sion de d J 
dw 

~ ' k l  d r ;  du dv dv du dw dTt~ dw ~ J dudv.  

Observons maintenant que: 

d(X,, X~) ~ d(X,, X~)d.,, 
d u  ' ~  h dxh d u  

et que l'on a deux formules analogues pour: 

d(X~, xk) et d(X,, X~.) 
dv dw 

dJ 
Ccci nous permet de transformer l'expression de ~ et de l'6crire: 

a i dzh [du dv dw du dv dw du dv dw]dUdv" 
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Transformons-la encore en laissant de c6td les termes oh les indices 
i e t  k sont 6gaux entre eux, puisque nous savons que ces termes sont 
mils. Rdunissons de plus les termes en (X~, Xk) et (Xk, X~) en remar- 
quant  que 

(x, (x,., 
Cela donnera 

f f  ~ d(x~, x~) a(x~, x~, Xh) dudv" 
dxh ~(u, v, w) 

Le signe ~ porte sur routes les combinaisons (i, k, h) si l'on convient: 
I ~ de laisser de c6t6 les combinaisons off i = ii:. 
2 ~ de ne pas regarder comme diffdrentes les deux combinaisons (i, k, h) 

et (k, i, h). 
Nous pouvons 6crire aussi: 

Le slgne ~ change alors de signification. I1 porte sur toutes les combi- 
naisons (i, k, h) si l 'on ne consid6re pas comme diff6rentes deux combi- 
naisons qui ne diff6rent que par l 'ordre des lettres i, k, h. 

Il est clair d'ailleurs qu'on peut laisser de c6t6 les combinaisons off 
deux des lettres i, k, h sont 6gales entre elles, parce qu'elles donneraient 
un r6sultat nul. 

dJ 
L'expression de ~/w dolt 6tre mille quelles que soient les fonctions ~i. 

Cela ne peut avoir lieu que si l'on a: 

(8) d(X,~,d.hX,) + d(X,,d., X,,) + d(X,,d~, X~) = O. 

Telles sont les conditions d' intdgrabili ts I1 faut prendre pour le 
syst6me des trois hombres (i, k, h) toutes les combinaisons possibles, en 
excluant celles off deux des lettres seraient identiques et en ne regardant 
pas comme distinctes celles qui ne diff'~rent que par l'ordre des lettres. 
Les conditions d'intdgrabilitd sont donc au nombre de: 
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Consid6rons en particulier le cas de n----4 et envisageons l'int~grale 
double: 

/ [ ( X ,  Y)dxdy + (X, Z)dxdz -{- (X, T)dxdt 

+ (Y,  Z)dydz + (Y, T)dydt + (Z, T)dzdt]. 

Les conditions d'int6grabilit5 seront: 

d(X, Y) d(Y, Z) 
dz -5 d~ 

d(Z, X) 
+ d v  - -  o 

d(X, Y) 
dt 

~(X, Z) 
dt 

d,( Y , Z) 
dt 

+ d(Y, T) + d(T, X ) _  o 
d~ dy 

+ d(z, T> d(T, X) 
d~ + dz --  o 

+ d(Z, T) .at_ d(T, Y) 
- -  - - 0 o  dy dz 

Si l'on compare les conditions d'int6grabilit6 relatives aux int4grales 
simples 

d X, d X,, 
(9) d~,,  d , . ,  - -  o 

avec les conditions (8) relatives aux int6grales doubles, il est impossible 
de n'6tre pas frapp6 d'un r remarquable. 

Dans les formules (9) on a alternativement le signe + et le s igne - - ;  
dans les for~ules (8) o n n ' a  que le signe + .  

Qu'arrive-t-il si l'on passe aux intdgrales d'ordre sup6rieur? 
On trouvera des conditions tout ~ fait analogues aux conditions (8) 

et (9) et l'on rencontrera encore le fait que je viens de signaler. Pour 
les conditions relatives aux int~grales d'ordre pMr, tous ]es termes seront 
pr6e6d6s du signe + ;  pour les conditions relatives aux int6grales d'ordre 
impair, les termes seront a,lternativement pr6c6d6s des signes + e t - - .  

Soit par exemple l'int6grale triple: 

l'int6grale 6rant d6finie comme plus haut, et les fonctions (X~, X3, Xr) 
6tant des fonctions analogues aux fonctions (X~, X,) et qui changent de 
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signe quand on permute deux des indices ~, fl, r" Les conditions d'int6- 
grabilit6 s'6eriront alors: 

dx,~ dx~. 
+ d(X.,., x,~, x~,) d(X,~, X~ X~) 

~ ~ O 

qvec alternance des signes + et - - .  
Soit au contraire l ' int6grale quadruple: 

f f f f  ~_.(X~, X~, X/,  X,~)dxJx,flx..dx~. 

Les conditions d'int6grabilit6 s'6criront: 

a_(Xo, x,~, xz, x,~ _) + d(x,~, x;., x,~, x~) + a(x.~, x,~, x~, xo) 
dxs dxo. dz,~ 

d ix,~, x~, x,,, x~)+  + 
d x . /  

d ( ~ ,  x , ,  x,~, x. 2 
dx~ 

avee le signe -f- partout. 

w 3. Thdorbme fondame~,tal .  

Reprenons le mode de reprdsentat ion du w x. Soient done 2, /~, 
les eoordonn6es d'un point dans l'espaee ordinaire, et une surface ou por- 
tion de surface S. Posons ensuite: 

( , ) . ,  = ~ ,  (2, t~, . ) ,  ? / =  ~ ,  (~ , , / . ,  ~), ~ = ~ ,  (2, I~, . ) ,  t = ~ . (2 ,  I~, . )  

los 7 6tant des fonctions rationnelles, 
Envisageons une fonction des deux variables complexes 

que j 'appellerai 

ou bien encore 

~------ x + iy, ~ = z + it 

P ..t- iQ, 
Ar ia  ma themat i ca .  9. I m p r l m d  ]e J. A v r i l  lt~[~7 43 
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en s6parant lea parties rdelle et imaginaire. 

(2) 

On aura alora: 

tlP dQ dP dQ 

dP ,tQ dP dQ 
,(,i - - -  i Z' at 

I1 a'agit maintenant de dOfinir ce qu'on dolt entendre par l"i'ntdgrah, 
double: 

prise le long de la surface d'int6gration dOfinie par la surface S e t  par 
les 6quationa fondamentales (1). 

II importe d'abord de dOfinir !e aena de l'intOgration. Pour cola 
imaginons un observateur O, ayant lea pieda aur la surface S e t  la tote 
dirigde soit vera l 'ext6rieur de cette surface, soit vera l'intOrieur. C'est 
la position de cet obaervateur O qui ddfinira le aena d'intdgration. Non~ 
dirons que ce sena eat positif si l 'observateur a la t,~te vera l'extOrieur ct 
ndgatif dana le caa contraire. 

Si la aurfilce S n'est paa fermSe, il n'y a plus h, proprement parler 
d'extOrieur et d'intdrieur; maia noua pouvons toujoura convenir de regar- 
der f u n  des c6t6s comme l'extOrieur et l 'autre comme l'intOrieur. (Si 1:~ 
surface S n'avait qu'un aeul c6t6, l'intOgrale serait nulle.) 

Envisageon~ maintenant l'expresaion: 

f f  (l '  + iq  (dz + i@)(dz + idl 

Cette expression n'a absolument aucune signification par clle mdmc 
et ne pourra, avoir que celle que nous convlcndrona de lui donner. Ef- 

fectuona nOanmoina le produit soua le signe J y  d'apr/~a lea rdglca ordinaires 

du calcul; ce ne sera l~ qu'une op@ation pnrement, mOcnnique ct destinOc 
h noua aervir de rOgle mngmonique. Il viendra: 

Imaginons maintenant qu'on puisse trouver deux variablea auxiliairca 
u et v tellea qu'en toua lea points de la surface S les troi,~ coordonn6es 
2, p, ~ soient des fonctiona holomorphes de u et de v. 
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p ~ *  �9 �9 

Alors l 'int6grale cherchee sera l lntegrale double ordinaire: 

~, ~ ( , , , ,  v) + (it '-  (2)~, ~) 

+ (iP - -  .~/~(,,, v) (t" + ~/v(~,, v) 
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6tenduc ~ t o u s l e s  syst6mes de valeurs de u et de v qui correspondent 

aux diff@ents points de la surface S. 
Si l'on ne pouwfit trouver deux variables u et v satisfaisant 

ces conditions, on d6eomposerqit la surface S en plusieurs rdgions et 

(il. la condition que ees r6gions soient assez petites) on pourrait  toujours 

trouver darts ehaeune d'elles, deux variables u et v telles que 2, #,  ,~ 
soient fonctions holomorphes de u et de v, en t o u s l e s  points de la 

region. 
L'ordre des deux variables u et v n'est pas indiff6rent. I1 est elair 

en effet que l 'int6grale change de signe quand on permute ces deux va- 

riables. Voiei done la convention que nous ferons: imaginons que u et v 
repr6sentent les eoordonn6es d'un point dans un plan. Imaginons q u e l e  
point )., /~, v d6erive sur la surface S u n  contour ferm6 tr6s petit 6' au- 
tour des pieds de l 'observateur 0 et que eet observateur voie ee point. 

d6crire ee contour C dans le sens contraire k eelui des aiguilles d'une 
montre. Le point correspondant (u, v) d6erira dans son plan un autre 

contour ferm6 C'. I1 f.mdra que ee second contour U', soit d6erit eomme 
le premier dans le sens eontraire ~ eehli des aiguilles d 'une montre (en 
supposant que les axes des u et des v positifs soient dispos6s eomme le 

sont d'ordinaire les axes des z et des y po~it.ifs). 
Notre int6grale double est ainsi eompl6tement d6finie et elle est ana- 

logue k eelles que nous avons 6tudi6es dans le paragraphe pr6e6dent. 

On a d'ailleurs: 

( x ,  r )  = ( z ,  73 : o 

( x ,  z )  - -  (7', ~)  : P + iQ 

( x ,  r )  = ( L  z )  = { ~ - -  Q. 
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Les quatre conditions d'intdgrabilitd s'derivent alors: 

d ( i P - -  Q) d(P + iQ) 
dx dg 

m 0 

,Z(l ) + iQ) d ( i P  - -  Q) 
. . . . . . . . . . . . . . . .  ~ 0 

dx d !l 

d ( P  + iCt) d ( i P  Q) 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  " ~ -  0 

dt dz 

d ( i P - -  Q) d ( P  + iQ) 
iit - -  + . . . . .  ilz ~ = o .  

Elles seront done remplies en vertu des relations (2). 
II est ais6 de tires de lg diverses cons6quenees. 
hnaginons d'abord deux portions de susfaces S e t  S' limit6es par 

un mdme contour C et que ees deux portions (le susfaees soicnt situdes 
routes deux dans l'espaee (2, /~, ,~). Nous supposerons d'ailleurs que les 
deux surfaces d'int4gration sont ddfinies l 'une par S, l 'autre par S', mais 
toutes dcux par l es  mdmes 6quations fondamentales: 

( ' )  x = ~ , ( > ' , # , ' ~ ) ,  Y =  ,~,(),, S, '4, -" = ~(/ , ,  /'-, '4, t = ~ ( > ' , I ' , ' ~ ) "  

Si la surface S peut, par une d6formation continue, arriver i~ se 
eonfondre avee S' ,  et si dans cette d6formation continue il n 'arrive h 
aucun moment que la fonetion F = P - F  iQ devienne infinie ou discon- 
tinue cn un point de la surface d integration, ~ ees conditions, lmt%,rale 
prise le long de S scra 6gale i~ l 'int6grale prise le long de S' .  

Consid6rons maintenant les surfaces singuli6res, e'est i~ dire l'ensemble 
des points off la fonetion F devient infinie ou discontinue. Soient: 

r  :/, ~, 0 = r  y ,  ; ,  0 = o 

les 6quations de ees surfaces. 
Rempla(;ons dans ~'1 et r x, y, z, t par ~1, ,r f'~ et ~4, les 

deux 6quations des surfaces singuli6res se %duiront h deux relations: 

f,(;,, ~ ,  ,~) = / ; ( ; , ,  ~,  ,~) = o 

entre 2, # ct ,~. Ces deux 6quations d6finirent certaines courbes apparte- 
nant a l'espaee (~, /t, ~) et que j appe l l eml  courbes smguheres, parce 



Sac les rdsidus des intdgrales doubles. 341 

qu'elh's sont lc lieu des points qui appartienncnt ~ l'espace (2, /z, u) et 

oi~ la fonction sous le s igneffdevient  infinie ou discontinue. 

Nous pouvons doric 6noncer le r6sultat pr6c6dent de la facon suivante: 
Les deux portions de sm'face S e t  S' 6tant limit6es au mOne con- 

tour C diviseront l'espace (),, /~, ~) en deux r6gions, l 'une int6rieujre et 
l 'autre ext6rieure. Si dans cette r6gion int6rieure, il n 'y a aucun point 
des courbes singuli6res, l 'intdgrale prise le long de S sera 6gale ~ l'int6- 
grale prise le long de S'. 

Si la surface 8 est ferm6e, elle divisera l'espace (),, /,, ,~) en deux 
rdgions; si ~ 1 nterJeur de S il n 'y a aucun point des courbes smguheres, 
l 'int6grale prise le long de 8 sera nulle. 

Si la surface S' appartenant  comme S g l'espace (2, / , ,v)  est ferm6e 
comme S et tout enti6re int6rieure ~ S, et si darts l'espace compris entre 
S et S', il n 'y a aucun point des courbes singuli6res, l 'int6grale prise le 
long de S est 6gale ~t l ' intdgrale prise le long de S'. 

Si deux surfaces S e t  S', routes deux ferm6es et appartenant routes 
deux i~ l'esl;ace (2, /~, ,~) contiennent ~ lear int6rieur les m(~mes courbes 
singuli6res et les mdmes portions de courbes singuli6res, l ' int6grale prise 
le !0ng de S sera 6gale i~, l ' int6grale prise le long de S'. 

II faut toutefois avoir soin de prendre les deux intdgrales dans le 
mdme sens. Nous avons d6fini le sens d'int6gration i~ l'aide de l'observa- 
tear  O. Nous supposerons donc que cet observateur a la m(~me position 
par rapport aux deux surfaces S e t  S'. S'il a la tdte vers l 'ext6rieur 
de la surface S, il devra avoir aussi la t6te vers l 'ext6rieur de la surface 
S' et inversement. 

II peut arriver que deux surfaces fermdes S e t  S' tout en n'appar- 
tenant, pas au mOne espace (~, /~, ,~) contiennent n6anmoins g lear  int6- 
rieur une m~me courbe singuli6re. 

Soient en effet: 

v, o,  t =  y,  

les 6quations d'une courbe singuli6re C. 
Cette courbe C appartiendra ~ la lois ~ l'espace (2, /~, ~) d6fini par 

les dquations fondamentales: 
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ct /~ l'espace ()/, /~', ,~') d~fini par les fiquations: 

II pourra se faire alors qu'une surface fermSe S appartenant ~ l'espaee 
(2, /L, v) contienne ~ son int~rieur la courbe singuli~re C et n'en eontienne 
pas d'autre; et qu'une autre surface fermde ,5" appartenant  b~ l'espaee 
(;t', #', u') eontienne h son int~rieur la eourbe singuli~re C et n'en con- 
tienne pas d'autre. 

L'int5grale prise le long de S est alors 5gale a 1 mt%,rale prise le 
long de S'. II faudra:it toutefois pour s'assurer que l'int~gration a bien 
lieu dans le m~me sens, une discussion d~lieate que je r4serverai pour le 
paragraphe suivant. Je me contenterai done pour le momeht de dire que 
les deux int~grales sont 5gales, ou ~gales et de signe eontraire. 

On peut rSsumer tout ce qui pr6cSde en disant que l 'int~grale prise 
le long d'une surface fermSe S n e  d@end que des eourbes singuliSres qui 
sont contenues b~ l'intSrieur de eette surface. 

w 4. R~s~d,us des  f o ~ v t i o ~ s  ~'ettiol~elles. 

Soit unc fonction rationnelle 

Ecrivons-Ia en mettant en 5videnee le numdrateur ct le ddnominateur ct en 
ddcomposant Ie d~nominateur en facteurs irrSduetibles. Supposons pour 
fixer les idles que ce d~nominateur '~dmette deux semblables facteurs. 

Soit done: 

~?(r ~;) 1, (r ~) 

P,  Q et R 5rant trois polyn6mes entiers dont les deux derniers sont ir- 
r~ductibies 

Considdrons un espace (2, /~, v) d~fini par les quatre 5quations: 

et duns cet espace une surface ferrule S. 
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I1 s'agit de ealculer l'int6grale double: 
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f f  F(~, V)a~dv 

prise le long de S, l 'observateur 0 dtant dirigd vers l'extdrieur. 
Cette int~grale d6pend eomme nous l'avons vu des courbes singu- 

li6res qui sont eontenues ~r l'intdrieur de la surface S. 
Les eourbes singuli&es de l'espace (),, /~, ,~) sont de deux sortes: 
Les unes ont pou r  6quations: 

? [ + , ( a ,  r,, i % ! ) , , / , ,  , ) ,  + I,, = o 

les autres ont pour 6quations: 

R [ ~ ,  + ,/r ,<, + i~ , ]  = o. 

D'ailleurs, eelles de ces c.ourbes qui seront contenues tout enti@es i~ 
l'int&,ieur de l'l ~url'ace ferin6e S, devront 6videmment dtre des courbes 
ferm~es. 

Supposons que la  surface S eontienne h son int&ieur plusieul,  eour- 
bes singuli6res ferm6eS, par exemple  deux que j ' appd |e ra i  C el: C'. Nou~ 
pourrons t0ujours eonstruire darts l'espace (2, /z, ~) deux surfaces ferm6es 
x, et Z' .~itudes toutes deux a l mtemenr de S et conten'mt h leur int6- 
rieur, la pren, idre C et C seulement, I'L seconde C' et C' seulement; l'intd- 
grale prise le long de S sera alors la somme de l 'intdgrale prise le long 
tit; v e t  de 1 mtegrale prise le long de v, ,, '" " ~ ,  l 'observateur O qui ddfinit le t 

sens d'intdgration demeurant  toujours dirig6 vers l'extdrieur. 
Nous sommes ainsi ramends au cas o~ la surface S n e  eontient .a, 

son int6rieur qu'une seule courbe singulidre C. 
Touter les surfaces S renfermant  la eourbe C eonduiront ~ la m~me 

intdgrale. II n'est par n6eessaire pour cela que ces diverses surfaces S 
appartiennent au m~me espace (2, /1, ,.,). 

Con~truisons don(' un espace 0", #', '/) partieuller contenant l'r eourbe 
C et, dans eet espace, une surface fermde 2' renfermant cette courbe. 
Nous choisirons cet espace et cette surface de telle sorte que l'intdgration 
soit facile et l 'int6grale cherch6e, c'est k dire l 'int6grale prise le long de 
S, sera 6gale au sigtle pr6s k l'intdgra!e p~'ise le long de 2'. 
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Nous pourrons toujours mettre les 6quations de 1~ eourbe C sous 

la forme: 

les ~ 6rant des fonctions p6riodiques du param6tre to, puisque cette 
courbe est ferm6e. Nous supposerons que la p6riode est 6gale ~ 27v. 

Cela posd nous ii~troduirons deux autres param6tres p e t  ,r et nous 

6crirons: 

,V = cos  o, (~ + p c o s  S ) ,  

= r  

/~' - -  sin ~o (I + p cos ,r ~' = p sin r  

t =  + 

Ainsi x, y, z et t sont d6finis en fonetions de ~o, p et ~, et par 

cons6quent en fonetions de ),', if, ,/. Mats il faut faire ici une remarque:  
x, y, z et t sont des fonctions uniformes de eo, p e t  ~, mats non 

de ),', y.', ,d. Toutefois si l 'on eonvient que p devra toujours 4tre compris 

entre o e t  I ,  ~ un syst6me de valeurs ),', /~', u', eorrespondra un seul 
systdme de valeurs de p, eosw, sinro, cosF,  s inr  :et un seul syst6me de 

valeurs de x ,  y ,  z ,  t; grfi,ce ~. cettc restriction x, y, z e t t  deviennent 

donc des fonetions uniforlnes de 2', if ,  ~'. 
A un point de l'espace (),', if ,  ~') satisfaisant ~t l~ condition p < I ,  

c'est h~ dire situ6 ~ l ' int6rieur d'un certain tore, correspond done un point 

et un seul de l'hyperespaee. 
Dans ee mode de repr6sentation, la eourbe C est repr6sent6e par le 

eerele (fl = o) 

2'~ q-/z'~ - --  r ,  ~ ' = o .  

Nous prendrons pour la surface X le tore dont l'6quation est: 

P~-- - f lo ,  o < P o  < I. 

Ce tore enveloppe manifestement la courbe C. 
calcul de l ' intggrale 

Nous allons voir que le 

le long de cette surfl~ce X est particuli6rement simple. 
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D6composons en effet l ' intSgration en deux parties; int6grons d'abord 
par rapport. ~ ~7, en regardant $ comme un param6tre arbitraire. Nou~ 
f l v o n s :  

z = r + p0co~r t =  r  + p0sin r 

S i $  est regard6 un instant eomme une constante, to sera aussi 
une constante; il e n e s t  de m6me de Po, f dtant la seule variable. 
On a alors: 

= r + ir + ao e'~ 

ce qui montre que le point r/ ddcrit dans le plan des y/ un cercle de 
rayon ['0 ayant pour centre le point (,~ + i(,~. L'int6grale simple 

est alors 6gale k 2i~" multipli5e par le r6sidu de la fonetion F($, 7/) 
(regard& eomme fonction de 7/ seulement) par rapport au point, 
r +~r 

Imaginons pour fixer les i d l e s  que le long de la courbe C ee soit le 
premier faeteur Q(x, ~7) du ddnominateur qui s'annule de telle sorte que 

Q(r + ir r + ~r = o.  

Le rSsidu en question est alors facile k calculer et on trouve pour 
l 'int~grale simple: 

1 -  2brP(~, ~) 
d~2 

off 

= r  + ~r ~ = r =-~- ~r 0 )  

et oh par cons6quent 

Q ( ~ ,  ~) = o .  

II faut maintenant int6g~er par ratTor |  i~ ~ ~n faisant varier to de 
Aeta mathemat lca ,  9. Imprim6 le 5 Avril 1887. ~ 



346 H. Poineard. 

O ~ 276 c'est k dire en suivant toute la courbe C, Oil est donc ramen6 
k chercher l'int6grale simple: 

f2i~r Pd~ s = !  - ~  

le long de la eourbe 6', ~ 6tant suppos~ lid "~, ~ par la relation alg~brique 

?(,:, 7)  = o .  

Cette int~grale est donc une int6grale ab61ienne attach6e h la courbe 
alg6brique Q = o. 

11 suffit d 'un peu d'attention pour v6rifier que si l'on veut obtenir 
l'int~grale le long de Z, l'observateur 0 6tant dirig6 vcrs l'ext6ricur, il 
faut en prenant l'int6grale J ,  suivre la courbe C dans le sens des to 
croissants. 

L'int~grale prise le long de S sera donc aussi 5gale k J ou k -  J ;  
car elle est 6gale au signe prbs k l'inte'grale prise le long de Z. II rcste 

d6terminer le signe. 
hnaginons que l'on fasse varier d'une mani6re continue les qua tre 

relations fondamentales: 

= r ~), y = ~(~,/,, '4 ,  ~ = ~ ( ~ , ,  I~, 4 ,  t =  ~,(~,,/,, '4 

ct qu'en m~me temps on fasse varier 6galement d'une mani@e continue 
la surface S, mais de telle sorte que la courbe C reste toujours dans 
l'espace (2, # , u )  et g l'int6rieur de S. 

L'int6grale ne variera pas tant que la surface S ne eontiendra pas 
d'autre courbe singuli6re que C. 

Cela pos6 envisageons les douze ddrivdes partielles de x, y, z, t par 
rapport k 2, p, 

d x  d ~ ,  d y  d ~  

d~ d2  ' d2  d2 ' " " 

et d'autre part les quatre ddriv6es de x, y, z, t par rapport h to, en 
supposant que le point x, y, z, t d6erive la courbc C: 

d z  __  d e ,  ely __ d e ,  

d m  deo ~ dto dto ~ . . . .  
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Envisageons ensuite le d6terminant: 
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dy dz dx dx 

dx dy dy dg 
d~o d)~ d~a d,+ 

ell dz dz dz 
d~o d~ dg dv 

dz dt dt dt 
d~o d), d[~ d,~ 

= & .  

Je dis que si A s'annule en un point quelconque de C, il y aura 
l'int6rieur de S une autre courbe singuli6re que C (en n6gligeant cer- 

tains cas exceptionnels qu'il serait d'ailleurs inutile d'envisager ici). 
En effet, les courbes singuli6res ont pour 6quations: 

Q(9, + i~ ,  ~, + i~4)= o. 

Pour qu'une eourbe gauche poss6de un point double, il suffit en 
g6n6ral que le calcul des cosinus directeurs de la tangente conduise 
une ind6termination. Cherchons done ~ ddterminer la tangente k C; 
l'6quation des courbes singuli6res: 

Q($, ,~)= o 

peut se r6soudre par rapport ~ 7, d'ofi: 

d'ofi 

= f ( $ )  

d~ = A + Bi  
d$ 

A et B 6tant lvs parties r6elle et imaginairc de la d6riv6e de f($). 
Cel~ donne: 

(~) 
dz = A d x - -  B @  

dt == B d x  + A d y .  
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Nous devons chercher la tangente ~ C et pour cela, il faut d6ter- 
miner les rapports des quatre diff6renticlles dx,  dy, dz, dt. Pour cela 
noun avons l '6quation: 

clx clx 
dx d2 dl~. 

, ly  

dz dz 
dz  

d), d/~ 

dt dt 
dt d2 du 

dx 
dv 

dg 
dv 

= 0  
dz 
d ,) 

dt 
dv 

qui jointe aux 6quations (~) suffit en gdn6ral pour d6terminer dx, dy, 
dz, "dt. Main comme dx, @, dz, dt sont des diff6rentielles se rapportant  
i~ C, elles doivcnt 6tre proportionnelles 

dx d!l dz dt 
dto' dto' dto' d~o 

de sorte qu'on a toujours: 

dx dx dx 

d~o d), dl~. 

dy dy dy 
d~o d), rill 

dz dz dz 
dto d2 d/~ 

dt dt dt 
doJ d~ d/J. 

d33 

d~ 

dy 
dv 

dz 
dv 

dt 
dv 

- - - O .  

On a toujours d'ailleurs: 

dco do~ 

dt  _ A 
da, dc~, "4- B d~ 
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ce qui montre que les diff6rentielles 

d!t dx dt 
dx  = s ~oco , dy = s ~-s , dz ~- S ~oj , 

dz 
dt = s -  

dto 
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(off s est une quantit6 infiniment petite quelconque)satisfont toujours aux 
6quations (i).  

Si de plus on a A = o, elles satisferont 6galement ~ l '6quation (2). 
Mais alors ces 6quations (1) et (2) ne suffiront plus pour d6terminer les 
quatre diffdrcntielles. La courbe C aura donc un point double. 

Done si en un point de la courbe C, A s'annule, ce point est un 
point double; ou  bien encore nous pouvons dire que la surface S contient 
outre la eourbe C u n e  autre courbe singuli6re qui vient couper C. Une 
discussion plus approfondie montrerait  qu'il y a des cas d'exception, mais 
que cos cas ne se pr6senteront par si A s'annule en changeant de signe. 

En cons6quence, si la surface S ne contient par d'autre courbe sin- 
guli6re que C, le d6terminant A conservera le mdme signe tout le long 
de C. Imaginons maintenant que l 'on fasse varier S e t  l'espace (2, #, ,~) 
d'unc fagon continue comme nous l'avons dit plus haut. Tant que A ne 
changera par de signe, l ' int6grale ne variera par. 

Donc le signe de l 'int6grale d6pend du signe de A.  
Voyons quel est ce signe pour l ' int6grale prise le long de 2'. 
On a alors: 

dy dx dx 

d~o d~o @ 

dx dy dy 
clio d~o dp 

dt dz dz 
dco d~o dp 

dz dt dt 
dto do~ dp 

d~ 
dtv 

dy 
d~r 

dz "~(~': Z', ~'3" 
~(,o, p ,  r 

dr 

dt 

I1 vient ensuite 

( z , / ,  ~') = _ P (~ + P cos F) < o ;  
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A est donc de mdme signe que: 

dx dy 
dco d(o 

0 0 

dy &~ 
d~o d~o 

0 0 

dz dt 
(t~ d(o cos ~ - -  p sit, 

dt dz 
d~ d--~ s i n ~ p cos f 

e'est k dire positif. 
En r6sum6: 
L'int6grale double prise le long de S est 6gale ~ l'intdgrale simple 

ab61ienne: 

J '2i,'r P d~ 
J =  d(2 

R dT/ 

prise le long de la courbe C, et on dolt parcourir cette courbe dans le 
sens des co croissants si A est positif et des to ddcr0i~ants si A est n6gatif  

Ainsi les p6riodes de l ' int6grale double: 

y P d~d}, 
RQ 

sont les m~mes que eelles de l ' int6grale simple ab61ienne: 

j ~2i~r P d~ 
J - =  dr 

It d-~j 

relative "~ la eourbe algfbrique Q = - o  et aussi que eelles de l'int6grale 
simple ab61ienne 

j ,  = J '2i~ d~l' d~ 

q d ~  

relative k la courbe alg6brique /~ = o. 
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Nous savons qu'une int6grale ab61ienne poss6de deux sortes de p6- 
rimes, les p6riodes cyeliques et les p6riodes polaires. Les int6grales de 
I ~~ et de 2 d~ esp6ces ne prdsentent que des pdriodes cycliques. 

Etudions d'abord les p6riodes cycliques. Si la eourbe Q == o est de 
genre q, l 'int~grale J admettra 2q p6riodes cycliques. Si la courbe R ---- o 

~o t ) "  " e est de genre r,  lmtegra le  J '  admettra 2r p6riodes cycliques. L ln tegra l  
double aura donc en tout 2q q- 2,r p6riodes cyeliques. 

Quelle est la condition pour que cette int6grale n'ait  que des pdriodes 
cyeliques. I1 faut que les int6grales J e t  J '  soient de I ~~ ou de 2 ~~ 
esp6ce. Pour cela i l  faut et il suffit que la courbe P - - o  passe par 
tons les points doubles des deux courbes R- - - -o ,  Q = o, ainsi que par 
les points d'intersection de ces deux courbes, /~ l'exception toutefois des 
points oh ces deux courbes se touchent. 

Passons maintenant aux p6riodes polaires. Les p61es de l'intdgrale J 
sont les points d'intersection des deux courbes: 

et les points doubles de la. courbe 

Pour les premiers, le rdsidu est facile k caleuler. 
L'~ p6riode est 6gale K: 

P 
4 ~  dQ dR d(~ d R 

d~ d$ d$ d~ 

On trouve que 

d ~ o  �9 * t p oh ~, ~ sont remplae6s par les eoordonn6es du point mterseehon eonsldere. 
Si l'on eonsid6re ee m~me point d'interseetion eomme un p61e de 

~~ ' O "  lmt%ra le  d', on est conduit au m~me r6sultat, au signe pr6s. 
Pour les points doubles de Q - - o ,  on trouve: 

- -  4 ~  ~ 
P 

' V ~ & ; /  d$ ~ d~ ~ 

oh ~ et ~ sont remplae6~ par -le,4 eoordonn6es dn point double. 
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En envisageant  l ' intdgrale J '  et les points doubles  de R = o,  on serait 

~ n d u i t  k des p6riodes de la forme: 

4 ~  2 
P 

En r&um6 si les deux  c o u r t s  Q = o,  R - - - o  sont respect ivement  

d 'ordre m et  n avec h et k points doubles, on aura:  

( ~  - -  i ) ( m  - -  2 )  (,~ - -  i ) ( , ~  - - 2 )  
q = h,  r = - - 1 , ,  

2 2 

et l ' intdgrale double admet t ra  les p@iodes suivantes: 
I o l e s  

p6riodes cycliques. 

2 ~ les mn  p6riodes relatives aux m n  points d'intersection des deux 

courbes. 

3 ~ les h p6riodes relatives aux h points doubles de Q = o.  

4 ~ les k p6riodes relatives aux k points doubles de R = o.  

I1 y aura  donc en tout  

m ~ Jr- m n  "4- n ~ -  3 (m q-- ~,) -Jr 4 - - h -  k 

pdriodes. 

Si l 'on considbre les deux courbes Q ~ o,  R ~ o comme n'en for- 

m a n t  qu 'une seule qui a pour  6quation: 

Q , R ~ - -  o 

elle sera de degr6 p-----m, + ~ et aura:  

d = mn  + h + k 

points doubles. 

Le hombre  des p6riodes auquel  on est conduit  est a lors:  

P ~ - - 3 P +  4 ~ d -  
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Si on avait eu au d6nominateur un polyn6me ind6eomposable Q, 
que ce polyn6me efit 6t6 de degr6 p, et que la courbe: 

Q - - - o  

efit eu d points doubles, on aurait trouv6 pour le nombre des pdriodes, 
en appliquant les formules p%e6dentes: 

P ~ - - 3 P q -  2 - - d .  

Voici done ce que nous pourrons dire en g6ndral: 
Soit p le degr6 du d6nominateur, ,~ le hombre de se~ facteurs irrd- 

ductibles, d l e  nombre des points doubles. Le nombre des p&iodes sera: 

P ~ - - 3 P q -  2 ,~ - -d .  

Ce nombre peut se r6duire dans eertains eas partieuliers. 
Nous ne nous sommes oecup6s jusqu'iei que du eas off t ous l e s  rite- 

teurs du d6nominateur sont distinet.s. I1 nous reste g exanfiner eeux off 
deux ou plusieurs de ees faeteurs se eonfondent, ee qui arrivera par 
exemple  si le ddnominateur est un earrd parfail. 

I1 faudrait done 6tudier les pdriodes de l'int6grale double: 

off Q, R et S sont des polyn6mes entiers irrdduetibles, et off a, fl, y sont 
des exposants entiers. 

I1 nous suffira, pour faire eomprendre la marehe g suivre, de con- 
siddrer le eas partieulier de l 'intdgrale 

Les eonrbes singuli6res ont "dors pour dquations: 

Q - - O ,  

Pour ealeuler l'int6grale, il faut employer le proeddd de la diffdren- 

tiation sour Ie s i g n e f f .  
A c t a  m a t h e m a t i c a .  9, Impr im6 le 6 k v r i l  1887. 45  
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Consid6rons l ' int6grale double: 

f P d~d~2 

Nous avons vu qu'elle est dgale ~ l ' int6grale simple ab61ienne: 

2;, (Pd~ 
,J 

relative '5, la eourbe alg~brique: 

C'est une fonetion de ~x dent  la, ddriv~e pflr rapport N ~ est egMe h. 

P cl~d,~ 

Diff~rentions de m~me l'int6grale simple J par rapport  k ~; nous 

t rouvons: 

On a: 

e_'z  _ p , , q  

De p lus  ~ nous est donn6 en fonetion de ~ et de ~ par l'6galit6: 

En la diff6rentiant pay rapport  h a on t, rouve: 

dQ d~ 
dv/ dz. 
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Sur les rdsidus des int@rales doubles. 355 

.~  dP ,lQ d~Q~ 

d(z - -  2t : -T ...... 

D'oh l'on conclut que les p~riodes de l'int6grale double 

j ' P  d~d~ 

sont les m~mes que eelles de l'int6grale simple ab~lienne: 

/*dP dQ d% 

2i7: t (-t~- d~] P d~" 

J \ a.~! 

relative ~ la eourbe Mg~brique Q. = o. 
Un cas particulier intdressant est celui des p6riodes polaires. Soit 

par exemple '~ ealeuler celle des p6riodes polaires de l'int6grale double 

'"l' d~dq 

qui se rapporte au point d'inierseetion: 

~ =  a, ~ = b 
des deux eourbes 

R - o ,  0 = o .  

On pourrait fidre le ealeul ~ l'aide de la formule pr~e~dente, mais 
il est plus simple d'op~rer eomme il suit: 

Considdrons les p~riodes polaires de l'intfigrale: 

f I'd d  

et en particulier eelle qui se rapporte au point d'interseetion: 

~ = a ' ,  ~ = b '  
des deux eourbes 
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Je suppose, bien entendu, que a' et b' se r6duisent ~ a et b quand 
s'annule. Cette p6riode est 6gale ~: 

P(a', b') 
- -  47r2 A (~.~', b') 

A d6signant le d6terminant fonetionnel de R et de 0. 
Nous n'avons plus qu'~ diff~rentier cette expression par rapl:ort h a. 
Appelons f Is fonetion 

1 ) 
- -  4 ~  ~ ~ "  

Appelons D(~, ~7) le d6terminant fonctionnel 

d~ dig d~ dR 

N o u s  trouverons que la p6riode de l'int6grale double 

) y  P dU ~7 
RQ'~ 

est dgale 
D(,t, b) 

+ A(~t, b) 

On volt ais&nent comment on opdrerait si l'exposant de (~) c~tait plus 
grand que 2. 

En particulier, l'int6grale double 

f P cl~d~ l 
i~- -  ")"(~ - b)" 

n'~ qu'une seule p~riode qui a pour expression 

4rr ~P'(a,  b) 
( ~ , -  ~ ! l ~ -  I 

oh l'on a posd: 

d '~+v-2 p 
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De mOne l'int~grale 
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f f  Pd~d~2 
(.4 + k~?(r~ + ~)'~ 

a une seule pSriode dont l'expression est: 

4~r~ P'(o,  o) 
((].(~---*)')n+Pif~--I t j~)--I" 

Pout" d~finir ici la fonction P'(~, 7) qui n'a plus la m(hne significa- 
tion que plus haut, nous supposerons qu'on ait ehang~ de variables en 
faisant: 

= + f17 
7/ = re + @ 

et llOUS l)oscrons: 
d"+P -~- p 

w 5. Mdthode de M. Stieltjes. 

Monsieur STIELTJES g d~couvert il y a quelques armies une remar- 
quable gSnSralisation de la s~,rie de LAGICASGJ~. Consid(~rant l'int~grale 
double: 

f f  g d~ d'~ 

qui a fist l'objet du par~graphe pr~c5dent, et l'intSgrant le long d'une 
surface particuliSre, il dScouvrait l'une de ses pSriodes, qui a pour ex- 
pression: 

4~r ~ P 
(I) d(~ dR d(~ dR 

(t~ d7 2 drj d~ 

et 7 5tant remplac~es par les coordonnSes d'un des points d'intersection 
des deux eourbes: 



358 H. Poincard. 

On n'a plus qu"g faire dans cette formule: 

(2) 
Q " h f (  ~" 7]) 

, ,  /dr  d f  
t > = s~ (~,  >7) _ ~ - -  h ~ -  <t~ 

Jr 
,1~ d $  / ] 

(h et k 6tant deux quantit6s tr6s petites, f, ~ et F trois polynbmes quel- 
eonques en ~:, r/) pour retomber sur une g6ndralisation de la formule de 
LAGRANGE. 

M. STIELTJES ne publia pas toutefois sa ddcouverte et se borna ~ la 
communiquer k quelques amis; mais de graves objections lui furent faites 
et le ddtermin6rent '~ ne pas publier ses rdsultats. 

Etait-il certain que la fonction sous le s i g n e f f n e  devenait pas iu- 

finie en quelques points de la surface d'int6gration? 
Comment se faisait-il, puisque rien ne distingue (2 de R, qu'on 

changeait le signe de l'expression (I) en permutant  Q et /7? 
La discussion du paragraphe pr6c6dent, nous met aujourd'hui en 

mesure de r6pondre k toutes ces objections. 
Colnmen?ons par introduire les quatre rclations fondamentales qui 

d6finissent l'espace (2, /~, ~); nous 6crirons: 

,o(k ~ -  ,) 22,o 2/4o 2~,o 
3 ; - -  ]c,z + I , y - -  k.~ + l , Z - -  k,~ + t , t - -  k.~ + I 

oh l'on a pos6 pour abr6ger 

k ~ - - ) < ~ + / F + ~ 2 .  

Les deux 6quations 

-~ o et ~ ~ o 

repr6senteront respectivement darts l'espace (2, /z, u) le cercle 

(3)  ), = o ,  #~ + ,~  = 

et l 'axe des ). 
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Si h e t  k sont assez petits les deux 6quations: 

i 
(~ = o et R = o 
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ou ee qui revient au m6me:  

$ =- hf  ct 7/ ~ l,ff 

repr6senteront  respect ivement  dans l'espace (2, /~, ,~) une eourbe ferm6e 

tr6s peu diffdrente du cercle (3) et une autre  courbe fermde se rapprochant  

beaucoup de l 'axe des ), dans t o u s l e s  points situ6s k distance finie. 

I1 importe  de remarquer  que ces deux courbes sont entrelac6es l 'une 

dans l 'autre. Je  veux dire par  lh qu'il  serait impossible de construire 

une portion de surface s implement  connexe limit6e k l 'une des deux  cour- 

bes fermdes et qui ne coupe pas l 'autre courbe fermde. 

La surface d ' int6gration consid6r6e par  M. STIELTJES est d6finie comme 

il suit: on fait d6crire h. $ dans son plan, un cercle ayant  pour  centre 

l 'origine, pendqnt  que 7/ d6erit de son c5t6 dans son plan un autre  cercle 

ayant  aussi pour centre l'origine. 

Les 6quations de la surface d' int6gration sont donc: 

x ~ + y ~ = p ~ ,  z ~ + t ~ = p ~ .  

Si nous revenons h notre mode de reprdsentation, il faut  que nous 

supposions:  

. . . .  1 espace ()~, /~, La surface dmteg ra t l on  ser'~ alors repr6sent6e dans ' ' u) 

pay la surface: 

(~,~ + ,)~,o~ = 4 / ( I ; -  + o ) .  

Cette surface est .un tore; le cercle 

~ = o  

et par consgquent si h est tr~s petit, la courbe ferrule 

se t rouvent  enti&'ement k l ' intdrieur de ce tore. 
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Au eontraire l 'axe des 2 
~-~-O 

et par eons6quent si k est tr6s petit, la courbe ferm6e 

se trouvent enti6rement "~ l 'ext6rieur de ce tore. 
On volt tout de suite que la premi6re objection faite ~. M. STIELTJES 

est lev6e, puisque le tore ne coupe en aueun point les courbes singuli~res. 

Nous dgfinirons le sens d'int6gration comme nous l'avons fait jusqu'ici, 

par un observateur plac5 sur le tore; je supposerai par exemple que eet 

observateur est dirig6 vers l 'ext6rieur. 
La seule courbe singuli6re situ6e "~ l ' int6rieur de h~ surface d'int6- 

gration est la courbe: 

~" h f .  

L mtegrMe chereh6e se ram6ne done a une mtegrale ab61ienne simple 
relative L cette courbe. II suffit d 'un peu d'attention pour reeonnaitre, 

en appliquant les r6gles du paragraphe prSeSdent, que cette pSriode est 

une p6riode polaire et qu'elle est 6gale L: 

41r ~ P 
dQ dR " dQ dR" 
d~ d v d~ d~ 

II nous est facile de voir maintenant  comment tombe d'elle-mdme la 
seconde objection qui avait 6t6 oppos~e h M. STIELTJES. I1 n'est pas w'ai 

que rien ne distingue Q de R. La courbe Q =  o ou ~ h f  est ~ Fin- 
t6rieur du tore qui nous sert de surface d'intdgration; la courbe /~ ~ o 

lextermur .  Si donc nous consldcrom l'ob- ou y i ~ k r  est au contraire ~ ' ' ' ~  " " s 
servateur qui d6finit le sens de l'int6gration, nous verrons qu'il est dirig6 

vers l 'ext6rieur du tore, c'est h. dire du m~me c6t6 que la courbe R ~ o, 
et du e6t6 oppos6 ~ ]a courbe O - - - o .  Ces deux courbes jouent  done 

des rbles diff6rents. 
La seconde partie de | 'analyse de M. STIELTJES ne soulewfit pas 

d'objection analogue ~ celles qlm nous venons de discuter. Ndanmoins 

comme elle n'u pas encore 5t6 publi6e et qu'elle est fort courte, je vais 
' 

l exposer ici en quelques roots. 
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Si hens donnons ~ P,  Q et R leurs valeurs (2), il eat ais6 de voir 
que notre int6grale sera 6gale g 

4:  70) 

r et 70 Stunt les valeurs de ~ et de ~ tr& voisines de o qui satisfont 
aux deux 6quations: 

D'autre part si h et k sent assez petits pour qu'on ait en tons les 
points de notre tore: 

l'int~grale pourra se d~velopper en s&ie eomme il suit: 

- - Z h " k P  ,n+l jp /---~h"k" ] ]  ' v T  v 
jj ~ v 

Ce qni donne, d'apr& les prineipes du paragraphe pr&~dent: 

+ iT~--i i~ i I i ! 

Duns le second membre ~ et r~ sent snppos& remplae& par o ~t o. 
Quant k la notation D,,,v , on a ~erit pour abr4ger: 

d n +P u 
l ) n , p ( U  ) - -  _ _  

d , . n  ~ p 

d e t a  m a t h e m a t i c a .  9. I m p r i m  g* le  7 A v r i l  lggT.  4 ~  
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En %duisant, il reste pour la partie entre crochets: 

' ID tF t~v, 'k - -D, ,  ,,(F-df',c,~)--D.de ( Ff'df-2[~+D'--''cl~l I-~'L(/", ~')'1 I s ( e ,  

ou bien: 

I l.r r  r I~ le D'` ' "  , [D ,  , ( F f ' r  - 1)o,,(F ~lf" "~'\ ' ~l<~ ~ " ~_ - ,  - , -d~ fD ) - -  D ,, o [ F f"  d ~ I -4- ~ ~ j, 

ou enfin en %duisant encore: 

' D,,_, s,-, f"f Dp + I~' i~ ' i,lvd~ d$ d'q 
d F d  )f., . 

On est ainsi conduit k une g6n6ralisation de la formule de LAGRANGE. 

w 6. Secolide ap'plieatioli .  

I1 n'est pas douteux qu'on ne puisse tirer des principes qui pr6c6dent 
une foule d'applications diff6rcntcs. Je  me bornerai h. exposer ici la 

suivante. 
I1 est ais6 de d6montrer qu'une fonction enti6re d'une variable, dont 

le module reste inf6rieur ~ une quantit6 donn6e, se r6dult h une constante. 
Ce r6sultat s'dtend imm6diatement aux fonctions de deux variables. On 

peut d'ailleurs l'6noncer comme il suit: 
Une fonction entifre de deux variables $ e t  7 i qui tend vcrs unc 

liruite finie et d6termin6e quand $ et ~ tendent vers l'infini, et quelle que 
soit la mani6re dont $ e t  ~/ tendent vers l'infini, se rdduit h une constante. 

I,a thdorie actuelle nous permet  de faire un pas de plus. 
I1 n'est pas n6cessaire, pour que la fonction se r6duise h u n c  con- 

stante, qu'elle tende vers une limite finie et d6termin6e quelle que soit 

la mani6re dont $ e t  77 tendent vers l'infini. 
Supposons, pour pr6ciser davantage, que l 'on pose: 

avec la condition 
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Faisons ensuite croitre p ind6finiment, a, fl, i', 3 restant constants. 
Les th6ories anciennes nous permettent d'affirmer ce qui suit: 
Si quels que soient ~, fl, 2", d, l a  fonction enti6re, F($,  ~2)tend vers 

une limite time et ddtermin6e, cette fonction est une constante. II n'est 
d'ailleurs pas n6cessaire que cette limite soit la m6me pour toutes  les 
valeurs des quatre quantit6s a, fl, F, 3; il suffit qu'elle soit toujours finie. 

Gr's h la th6orie actuelle, nous pouvons affirmer quelque chose 
de plus. 

La fonction enti6re F Sera une constante, non seulement pourvu 
qu'elle tende vers une limite finie pour routes les valeurs possibles de 
~, fl, ~-, 3, nmis encore pourvu qu'elle tende vers une limite finie pour 
toutes les valeurs de a, /~, T, 3 qui satisfont non seulement k la relation 
(i) ,  mais ~ une autre relation eonvenablement choisie. 

Reprenons les quatre relations fondamentales du paragraphe prdcddent: 

x - -  k,~+ I , y = k . ~ + [ ,  Z - - k ~ + l  , ~ - - k a + i  

k ~ = 2 ~ + / d  + ~. 

Nous avons vu que les 6quations 

$ : o  et y ] : o  

6taient respectivement repr6sent6es dans l'espace (2, /L, v) par le eercle 

) , : o ,  / ~ 2 + , ~ 2 :  I 

et par la droite: 

/~ = , )  = O. 

Nous avons vu en outre que l'6quation 

rood ~ ~2 = p~ 

6tait repr6sent6e par le tore: 

(k 2 71- I)~/o~ : 4p~a ~ + v~). 

Ces tores sont de rdvolution autour de l'axe des 2 et on peut les 
d6finir g6om6triquement en disant qu'ils sont le lieu des points M tels 



364 H. Poincard. 

que le rapport de la plus grande et de la plus petite distance de M au 
cercle $ ~ o soit constant. 

Venons maintenant fi~ l'5quation: 

~ + fl~/= o 

off ~ et /~ sent des coefficients imaginaires quelconques. Elle repr~sentera 
aussi un cercle. De plus ce cercle devra se trouver tout entier sur le tore: 

ne peut d'ailleurs ~tre ni un des cercles mdridiens qui ont pour Ce 

6quation 

= c o n s t .  

ni un des cerclcs parall61es qui ont pour 6quation 

f -  

~ cons t .  

Mais on sait que si l'on coupe le tore par un plan bitangent, l'inter- 
section se d6compose en deux cercles. Le cercle: 

sera donc l 'un de ces deux cercles. 
Si les axes sent places comme ils le sent d'ordinaire, ce sera celui 

des deux cercles qui est situ(~ fi~ gauche d'un observateur plac5 suivant 
l'axc des ), et regardant la partie des deux cercles qui est dirigSc vers sa tSte. 

En faisant varier les deux coefficients a et 1~ on obtiendra donc une 
famille de cercles que j 'appellerai les cercles C. 

Ces cercles seront toujours r~els et leur rayon nc pourra s'annulcr. 
Ce qu'il importe de remarquer, c'est que deux quelconques des cercles 

C sent entrelac~s, dans le sens donn6 ~ ce mot au paragraphe precedent. 
En effet les cercles 

~ + ~ / =  o ,  

sent ~videmment entrelac~s si 

~ = I ,  ~ = o ,  r = o ,  c ~ = i .  
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Faisons ensuite varlet d'une mani6re continue les quatre coefficients 
,x, t~, ;-, 3 et voyons si les deux cercles peuvent cesser d'etre entrelac6s. 
Ils ne pourraient ceswer de l'~tre quc s'ils arrivaient d'abord k we couper. 
Or s'ils st coupaient, on aurait  un point d'intersection: 

~=~=o 

cc qui est impossible, puisque les formules (2) conduisent ~ la relation: 

Pour faire eomprendre l ' importanee de cot entrelacement, consid6rons 
l'6quation plus g6n6rale 

Cette 6quation repr6sentera encore une famille de cercles, les cercles 
C', dont les cercles C ne sont que des caw particuliers. 

Dcux cercles C' 

. $ + f l s = r  

~'$ + ~'~ = r' 

peuvent ;6tre ou n'6tre pas entrelae6s. Ils le seront si: 

+ < :," I # -  

Ils nc le seront pas dans lc cas contraire. 
L'int6grale ,.loublt 

prise lc long d'unc surface qui cnvcloppe le cercle: 

en laissant en dehors le cercle 
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sera 6gale tant6t ~ o, tant6t 

ai~' ~ a'# ~ o, ~7o) 

oh r et V0 satisfbnt aux 6quati0ns simultan6es 

t ~  t 

~r +/~'~0 = r ,  ~ r +/~'~;0 = r .  

Elle sera  6gale 'X o si les deux cercles nc sont pas entrelac6s et b~ 

4'~ 1"(~0, 7~ 

s'ils sont entrelac6s. 
Dans le cas des cereles C, eomme il y a toujours enlrelaeenmnt, 

on a u r g :  

/ l~J l*" " l ( r a~ 4~'* - ,, - - - , - * ' q o ,  o ) .  
(a$ + ;gz/)(a'$ + 19'~) aft '--  at~ 

De mdme lmtegra le :  

f l~' d# d ~2 

s'exprimera tr6s simplement • l'aide des d6riv6es d 'ordre m + p de F ,  
ou plut6t des valeurs de ces d6riv6es pour $ = rj = o. L'expression sera 
lin6aire et les coefficients d6pendront de 2, fl, a', fl'. (Voir la fin du w 4.) 

Cela pos6 voyons comment chaque point de l'espace (),, 1~, ,~), re- 
pr6sente une manibre pout' $ et 7] de tendre vers l'infini. 

hnaginons que ) , , /~ ,  ~ conservant la mdme valeur, p croisse inddfini- 
ment. x ,  y ,  z et t croitront inddfinimcnt et de facon que leurs rapports 
demeurent constants. Lors done que x ,  y ,  z ,  t croissent au d61b, de toute 
limite, mais de telle fa(;on que leurs rapports tendent vers des limites 
finies et d6termin6es, eette mani6re de tendre vers l'infini sera repr6sent6e 

par un point de l'espace (),, #,  v). 
Une surface 8 appartenant ~ cet espace repr6sentera donc un en- 

semble de mani6res de tendre vers rinfini. 
Imaginons qu'une surface S soit telle que le cercle: 

~ + / ~  = o 
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soit tout entier ~ son int6rieur et le cercle 

367 

~'~ + d '~  = o 

tout entier k l 'ext6rieur. 

Supposons que, quand ~ et ~ tendent vers l'infini de l 'une des ma- 

ni6res repr6sentdes par les divers points de cette surface S, la fonction 

enti6re F tende vers une limite finie et d6termin6e. 
A eette condition, F se r6duira '~ une eonstante. En effet l 'int6grale: 

Fd~d~ 
(,J.~ + d~) m (a'~ + ~9'~)~ 

prise le long de S, tendra v e r s o  quand p croitra ind6finiment, (k moins 

que m ~--p---- i).  Elle est. done nulle. 

Done toutes les ddrivdes de F s 'annulent pour ~ =7- - -=  o. 
Done F est une constante. 

En rdsum6, si on sait d6montrer  que F tend vers une limite finie 
quelle que soit la manibre dont ~ et ~ tendent vcrs l'infini, F est une 

constante; voilk ce qu'on savait d6jh. 
Supposons maintenant  qu'on saehe d6montrer seulement que F tend 

vers une limite finie quand $ et ~ tendent vers l'infini d 'une certaine 
manibre. L'espace (),, /~, ,~) dont les points repr6sentent les diff6rentes 
fa(;ons de t e n d r e  vers l'infini, sera alors partag6e en diverses r6gions. 
Pour  les unes, on saura d6montrer que F tend vers une limite finie; 
pour les autres, on Be saura rien. 

Si par exemple il y a une r6gion de l'espace qui contienne l 'un des 
cercles C tout entier et en tous les points de laquelle la limite F soit 
finie, on sera certain que F est une constante. 

0 u  bien encore supposons que l'espace se divise en trois r6gions 

RI ,  R: et R~, de telle fa,con que l 'on ne puisse passer de R 1 k R 3 sans 

traverser R: .  Imaginons que R1 contienne un des cercles C tout  entiers; 
que R 3 contienne un autre cercle C tout  entier et qu'en tous Its points 
de R~ la limite de F soit finie. Nous serous encore certains dans ce eas 
que F est une constante. 



368 H. Poincard. 

w 7. tJdriodes va~'iables. 

J 'arr ive h un autre ordre de considdrations off l'on verra la prin- 
cipale diff6rence qui 61oigne la th6orie actuelle de celle des int6grales 
simples. 

Nous avons suppos6 jusqu'ici que la fonction sous le s i g n e f f n e  de. 

venait infinie en aucun des points de la surface d'int6gration. 
Cette hypoth6se n'est pas n6cessaire comme elle l '6tait dans le cas 

des int6grales simples. I1 arrive en effet, comme nous allons le voir, que 

l ' in t6grale  reste finie bien que la fonction sous le signe f f d e v i e n n e  infinie. 

Soit S la surface d'intSgration appartenant  ~ l'espace 0', l ~, u) et 
dans ce m~me espace, une courbe singuli6re C en tous les points de la- 
quelle la fonction F($, 7) devienne infinie. Supposons que cette courbe 
C coupe la surface S de te l le  sorte que l 'une des portions de C soit b~ 
l ' int6rieur de S et l 'autre h l 'ext6rieur. 

Prenons maintenant l ' int6grale: 

le long de la surface S. La fonctlon F sera infinie aux points off C 
coupe S, mais en g6n@al elle sera infinie de I~ ordre seulcment. L'intd- 
grale restera alors finie. 

Nous savons en effet qu'une intdgrale multiple d'ordre n reste finic 

quand la fonction sous les n s i g n e s f  devient infinie en un point isoh',, 

pourwl toutefois qu'elle soit infinie d'ordre inf6rieur h n. 
Pour 6valuer cette int6grale double, on peut op6rer absolument de 

la m~me facon que dans le w 4. Posons alors 

P(~, ~) 7)= 

Nous supposerons que P ne devient pas infini h, l ' int6rieur de S, et que 
Q ne devient infini que le long de la courbe C. Cela suppose que S 
ne contient pas d'autre courbe singuli6re que C; mais cette hypothbse est 
toujours permise, car s'il en dtait autrement, on remplacerait  la surface 
S par plusieurs a utres ne contenant chacune qu'une courbe singuli@e. 
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L'int6grale double sera 6gale alors g l 'int6grale simple 

d~ 
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Cette intdgrale au lieu d'dtre prise tout le long de C, sera prise 
seulement le long d'une pattie de cette eourbe, puisqu'une pattie seule- 
ment de cette courbe est int6rieure ~ S. 

Si P est rationnel et si Q est un polyn6me entier, cette int6grale 
simple est ence, re une int6grale ab61ienne relative g la courbe alg6brique 

Q($, o.  

Mais ce n'est plus une p6riode de cette int6grale, c'est une intdgrale 
prise entre denx points quelconques de la courbe Q = o. 

Quant au sens dans lequel on doit suivre la courbe C, on le d6ter- 
minerait par la r6gle du w 4. 

Nous pouvons donner aux int6grales doubles de cette forme le nom 
de p6riodes, puisqu'elles sont prises le long de surfaces fermSes. Mais 
elles diff6rent beaucoup des p6riodes que nous avons envisag6es jusqu'ici. 

Si en effet, nous d6formons d'une facon continue la surface d'int6- 
gration S, l'arc de C qui s e r a ~  l 'intdrieur de S variera aussi d 'une faqon 
continue. II en sera donc de m~me de la p6riode. 

Ce~ p6riodes ne sont donc pas des con~tantes. Ce sont des p~riodes 
variables, l l  importe d'ailleurs de ne pas les confondre avec les int6grales 
auxquelles M. PICARD avait donn6 ee nom dans ses notes du 29 Janvier 
I883 et du 1 ~ Fdvrier I886. 

Je rappelle que dans l ' introduction nous sommes convenus de ne pas 
le leur conserver afin d'6viter toute confusion. 

w 8. A p p l i c a t i o n s  a~tx ]fonctions O. 

Je  vais reprendre les notations dont j 'ai fait usage dans mon m6- 
moire sur les fonctions Abdliennes ( A m e r i c a n  J o u r n a l  of  M a t h e m a t i c s  
Vol. VIII, N ~ 4). 

Acta  mathemat ica ,  9. I m p r i m 6  le 7 Avri l  1887. 47  
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Yenvisagerai une fonction ab61ienne de deux variables ~ et r/ et 
j 'appellerai les quatre pdriodes fondamentales: 

a~, a=, a a, a, pour 
(,) 

bl, b~, ba, b 4 pour r/. 

J 'envisagerai une fonction interm6diaire ~ jouissant des propri6t6s 
suivantes: 

Elle est enti6re et de plus elle a pour une queleonque des 4 p6riodes 

+ <, + = 

ae poserai ensuite: 

M~k sera 6gal k un entier multipli6 par 27: ~/--1. 
Si les p6riodes (l) sont des p6riodes normales, on aura: 

a lb a - - a  abj qt_ a,b 4 - a  4b~ == o. 

Si les p6riodes (i) ne sont pas normales, on aura une relation analogue 

(2) 

o~ 

Les N seront des entiers dont le d6terminant est 6gal ~ x. 
En d'autres termes le premier membre de l'6quation (2) est une 

forme bilindaire de diseriminant I. 
On aura d'ailleurs: 

m 6taut t 'ordre de la fonetion interm6diaire 4). 
On salt que les fonetions 0 ne sont que des eas particuliers des 

fonctions interm6diaires qui s'y ram6nent d'ailleurs ais6ment. 
Nous allons maintenant  d6finir notre espaee ~, /,, ~. 
Distinguons les parties rdelles et imaginaires des p6riodes, en faisant: 

Ct~ a i + " ' i~ b~ �9 = ' ( / '  V - -  b i  = ' 71-- b ~ ' ~ / - ~  ,i 
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y = ai'2 + a'~'# + a'~'v 

t = b',';~ + b~'# + b~'~. 

Nous dtendrons nos intdgrations k la surface totale du cube dont 
les 6 faces ont pour dquation: 

ou p ou ~ = o ou I. 

Les courbes singuli@es que nous considdrerons auront toutcs pour 
6quation: 

( ~ - - - 0 .  

A l'intdrieur de notre cube, il pourra se trouver plusieurs branches 
de la courbe singuli6re (P = o, mais parmi ces branches, nous devrons 
distinguer les branches fermdcs et les branches ouvertes limit6es k chacune 
de leurs deux extrdmitds par l 'une des faces du cube. Les points qui 
doivent surtout attirer notre attention sont les extr6mitds des branches 
ouvertes, c'est ~ dire les points oh la courbe 4) = o coupe les faces du cube. 

Mais nous distinguerons ces points en deux cat6gories. Supposons 
que dans le voisinage d 'un de ces points, les 6quations de 4 ) =  o puissent 
se mettre sous la forme: 

= r  u = C d , o ) ,  = t = C d , o )  

ainsi qu'il est dit au w 4. 
Nous formerons le ddterminant A du w 4 qui s'dcrira ici: 

A = 

dy , , 

dco a~ a~ a~ 

dx I t  . H  P r  

d~o ~1 a2 a3 

dt 
d~ b~ b~ b~ 

dz 
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Nous avons vu que si ce d6terminant est positif, il  faut, dans les 

int6grations, suivre la courbe cl~ = o dans le sens des to croissants, et 

qu'il fitut la suivre au contraire darts le sens des to ddcroissants si A 
est ndgatif. 

Comme to reste arbitraire darts une large mesure, on peut toujours 
choisir cette variable de telle sorte que A soit positif et que par cons6- 

quent on ait toujours '~ suivre la courbe clans le sens des to croissants. 
Cela pos6 si nous considdrons un des points d'intersection P de la 

courbe q~ = o avec u n e  des faces du cube, et que dans le voisinage de 

ce point, on suive cette courbe dans le sens des to croissants, il pourra 

se prdsenter deux cas. Ou bien on passera de l 'extdricur du cube k Fin- 
t6rieur, ou inversement. 

Nous distinguerons donc deux sortes de points P ;  le point P sera 

positif si l 'on passe de l 'ext6rieur du cube k l ' int6rieur et n6gatif dans 
le cas contraire. 

Pour  reconnaitre le signe d'un de ces points, imaginons que ce point 

appartienne ~ la face 2 = o,  et que dans le voisinage de ce point, on ait 
pour l '6quation de eP = o 

I1 viendra alors: 

O l l  

= f ( , 2 .  

df  
clq) 
d~y 
dr 
d~ 

en remplagant d$ et d~ par leurs valeurs, et s6parant les parties r6elle 
et imaginaire, il vient: 

(3) 
(,,; - - s t ;  + flbi')d,~ + (~,'~ - - s t ;  + fib;)@ + ((4 - -  ~'; + fib';)& - -  o 

(a'~' - -  ab',' + fibS) d2 + (G'  - -  ~b;' + flb'2)d/z + (G' - -  ~b'~' + fibS) clv = o .  

Ce sera en 6tudiant les coefficients des6qua t ions  (3) qu'on recon- 
naitra, si le point P e s t  positif ou n6gafif. 
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Si l'on fait  wirier  ces coefficients d 'une  mani6re continue, le passage 

des points P positifs aux  points 1" n6gatifs se fera au moment  oh d2 est 

nul,  c'est g dire oh: 

(4) ' ' . - -  - -  --  " " - -  - -  t~ ,~ -  ~l,:, + ~b:,')(,,;' ~l,;' /~b~)  ( 4 - -  ~ + ~ '  j~,~,. )(,~ - -  ~b,," /~ ' )  o .  

Tout  d6pend done du signe du premier  m e m b r e  de l '6quation (4). 
Nous n 'avons encore rich suppos6 au sujet de la fonction q~ qui 

dgal6e h o d6finira la courbe singuli6re; nous choisirons plus tard  pour  

q~ une fonction interm6diaire ,  mais dans ce qui a 6t6 dit  jusqu' ici ,  rien 

ne pr6juge ee choix. 

Faisons en par t icul ier :  

Alors on aura  

~ 0 "  

a = t ? = o  

et le premier  membre  de (4) se rdduira  h: 

pv pp 

4 , 3  - -  4 c ~ .  

C'est la part ie  imaginaire  du produi t :  

0g~ r 

en d6signant par  a2 la quanti t6 imagina i re  eonjugude de a 2, 

Prenons le cas par t icul ier  off 

a 2 - ~  I~ a a - - - i .  

Alors le p remier  membre  de (4) se rdduit  k i et est par  cons6quent po- 

sitif. Nous pouvons supposer en mdme temps a I = o. Les 6quations (3) 
se rdduisent  alors g 

On en conelut  que 

@ = dv - -  o .  

d x  --- @ = o 

d z  = b ' f l 2 ,  d t  = b~'d2.  
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Le d6terminant ~k se r6duit 

ao, (b? + b; ':) 

i l  est~ done n6gatif. 
Done quand le premier membre de (4) est positif, le point P est 

n6gatif et inversemqn!. 
N o u s  n, avons consid6r6 jusqu'ici que les points P situds sur la face 

du cube qui a pour 6quation 2 ~---o. On raisonnerait de m(~mc pour les 
einq autres faces et on arriverait  aux conclusions suivantes: 

Posons 
dO 

d~ h. 
~x -4- i fl - -  - d O - -  

d~ 

Posons ensuite: 

et soit ~ la quantit6 imaginaire conjugu6e de c~. 
Soit enfin i ( u ) =  partie imaginaire de u. 
Les points P seront positifs 

pour la face ) , = o  si I ( c ~ )  > o 

)) , ~ =  i si I (c2~, )  < o  

)) # = o  si I(c:~,)>o 
~) p = ~  si I(c:~)<o 
>> ~ = o  si I(c,~2)>o 
~ ~ = i  si I(c,~,)<o. 

Nous devons remarquer que si nous avons sur la face 2 = o un 
point P dont /es eoordonndes soient (o, /~, .u), nous aurons sur la face 
opposde 2 = i un point P '  dont les coordonndes seront (r ,  /•, u). De 
plus les points P e t  P '  seront de signe contraire. 

De m@~e "~ tout point P situ6 sur I'une des faces / z = o ,  v = o ,  
correspondra un autre point P de signe contraire situ6 sur la face 
opposde. 
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Consid6rons maintenant l ' int6grale: 
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et 6tendonsda k toute la surface de notre  cube. 
Soient N 1 e t  N: les hombres des points P positifs et nSgatifs situ6s 

sur tu fv~ce )t ..... o. Soient de m~me N~ et N.~, N'I' et N'2' les hombres 
des points P positffs ~ n6gatlfs situSs sur la face /~ = o et sur la face 
1~ ---==- O,  

Lmte~rale  double se ram~ne alors k 1 mtegrale simple: 

f 2iTrd~ 

prise le long des diverses courbes r = o. Celle-ci est ~videmment 6gale ~: 

~ :1  repr6sente la somme des $ relatifs aux divers points P positifs, Z$~ 
la somme des $ relat:ifs aux divers points P nSgatifs. 

Or k ehacun des  N 1 points P positifs de la face 2 = o, correspon- 
dent _hr~ points P n6gatifs appartenant h la face 2 = I. La difference 
des $ est ~gale k a~. 

L'intSgrale est donc 6gale ~,: 

D'autre part considgrons d e u x  points correspondants des deux faces 
dO) 

oppos6es ~ = o, ), = i .  S0ient Ca et r les valeurs de ~ -~  en ces deux 

points, on aura: 

r162 = s  

de sorte que l 'int6grale double 6tendue aux deux facts ), = o, ),--~ i ,  
se ram~ne k lmtegra le  double: 

6tendue k la face 2 = o toute seule. 
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Cette intdgrale est alors 6gale k 

~ , ( ~ b ~ - - . ~ b ~ ) .  

On trouver,fit des expressions analogues pour les autres faces de telle 
sorte que l 'int6grale totale est 6gale au ddterminant: 

A A s 

a I a 2 a 3 

l h b 2 b~ 

Ce d6terminant est done 6gal h l'expression (5). 
D'une fac, on plus g6n6rale, posons: 

~: = a~2 + a m 

:q = b~), + b~# 

et envisageons alors l%quation: 

(o(a,), + a m ,  b,), + b~.l~ ) = o .  

On pourra satisfaire k cette 5quation d'un certain hombre de mani~res 
par des valeurs de 2 et de /~ r5elles et comprises entre o et i .  Parmi 
ces solutions qui correspondent k divers points P ,  distinguons celles pour 
lesquelles la partie imaginaire de cick est positive, de cel!es pour les- 
quelles cette pattie imaginaire est nSgative. Soit ensuite P~, l'exc~s du 
nombre des solutions de la premibre sorte sur !e nombre des solutions 
de la deuxibme sorte. D'aprSs cette dSfinition, on aura: 

P,~. = - -  P , . , ,  P ,  = o ,  

P:~ = N ,  - -  :~ i ,  P3, = N ;  - -  N ; ,  P .  = N ; '  - -  N ; ' .  

Remarquons de plus que la partie imaginaire de c~ k peut se mettre 
sous une autre forme: 

m 



Sur les rdsidus des intdgrales doubles. 

Elle est donc de m~me signe que la partie imaginaire de 

d60 d ~  
d,~ @. 

De plus nous pouvons 6crire: 

2i~(alP2a + a~Pa, -t- aaP~:) --- 

On aurait de m4me par sym4trie: 

A A A  
a I ct u a a 

b 1 b~ b~ 

t 9 2 f l a f 1 4  

a= ga a4 

b: b a b 4 
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et une quatri6me dquation analogue. 

A A fll 

aa a 4 a 1 

ba b4 bl 

On peut rdunir ees quatre 6quations en une 

~1 ~q'2 X3 X4 

A A A 
a 1 (t~ a a (t 4 

b I b2 b:~ b 4 

boliquement:  

(6) 

seule, en &rivant sym- 

X 1 X2 X~ X 4 

(~I a2 (//3 a4 
= 2i~1 

(01 0)2 0)a 0)4 

Dans cette identit6 xl, x2, xa, x 4 sont des quantit6s queleonques. 
Quant aux w e t  aux b~ ee sont des quantit& qui ont un sens symbolique. 
Nous eonvenons de remplaeer dana le ddveloppement du second membre:  

par 

0)i0)k - -  0)kOJi 

Pa.  
Acta mathematiea. 9. Impl*iln~ le 6 A'vril 1587. 48 



378 tt. Poincard. 

Comme rien ne distingue $ de 72 nous pouvons (~erire de m~me: 

(7) 

X 1 X 2 X a 

(21 q'2 qa 

~)1 /)2 ~)'~ 

cq a,, 2 a a 

et (7) de la fa,eon 
n brdg&: 

Nous 6crirons plus simplement encore les 6quations symboliques (6) 
suivante en derivant les ddterminants sous une forme 

et eherchons k ddterminer h et ]; par les dquations (6) et (7). II vient: 

(.,,,o,,,) = ; , ( x a ~ a )  + z : ( . a ~ )  --- - -  ; ~ ( . ~ . ; , )  

de sorte que les dquations (6) et (7) donnent: 

d'oh 

t 
h = k - -  

2i~ 

)ix Mix 

Nous avons done une solution des 6quations (6) et (7). Je dis qu'il 
n 'y en a pas d'autres, du moins en nombres entiers. 

En effet s ' i l  y en avait deux, on pourrait  trouver des hombres entiers 
t~x satisfaisant a u x  huit  6quations: 

a;P~., + axt)l ', + a,P;x = o 

b, p;, + bxP/, + b; P;x = o .  

En d'autres termes si l'on pose symboliquement:  

k ~ -  r  O)k - -  (@kO) i  

(60 

(7') 

~4 

~4 
- -=- - -  2 i ; r  

b~ 

a 4 

Xl ~'2 ~3 X4 

b 1 b. 2 b a b 4 

(01 o)~ ~o a 0) 4 

~o I 0) 2 (o 3 0) 4 

Posons 



Sue les r6sidus des intdgrales doubles. 

et que l'on envisage la forme bilin6aire: 

( * w , ' , o ' )  

eette forme bilin6aire s 'annulera identiquement quand on y fera suit: 

Yl = al , ?J2 = a.~, Ya == %, Y4 ~ a4 

soit: 

.ffl ~ h i ,  if2 == b ~ ,  ffa = /~;;, Y4 - ~  b4" 

Faisons sublr g x et g y, en ln(hne temps qu'h a et ~ b u n  change- 

x,--= Zq,kx'~, y , - -  Eq, ,y 'k ,  a, .... Zq,k . ' k ,  b , - =  Zq.:b'k. 

Nous ehoisirons ee ehangement de wu'iables (o{I les q sont des entiers) 
de fagon g r6duire la forme bilin6aire (xy~o'~') qui s%erira alors: 

A ( < v ;  - -  04,j;) + B ( r : ; v ~ -  4 v ; ) .  

On devrait done avoir identiquement: 

. ~ ( * ; 4  - -  x.;<) + / ~ ( . ~ ; <  - -  < 4 )  = o 

A ( . < ~ , ;  - -  ,;~,',) + B( . , ;b ' ,  - -  , ; b ; )  = o .  

Cela ne peut avoir lieu que si A et B sont nuls; (,nais alors ht forme 
bilindaire est identiquement nu!le et par eons6quent tous les t)~, sont nuls 
C. Q. F. D.) ou encore si un seul des coefficients A et B s'annule, A par 

exemple, mais alors il faut encore que: 

t ! ( ~ - -  ~'~ = b~ = b, = o.  

La fonction abdiienne r~'a, uvait plus alors que deux p&'iodes; ta se- 

eonde hypoth6se est done inadmissible. 
On dolt done eonelure de eette discussion que l 'unique solution des 

6quations (6) et (7) e'est: 

Pik  ~ "11~ 2Yik. 
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ment lindaire de var iable  en faisant: 



3 8 0  t I .  P o i n c a r s  

Dans le cas particulier oli la foncfion (P se r6duit g une fonetion 8 
d'ordre m, et off l'on a: 

b 1 - ~ - o  , b. 2 ~ -  2 b r ,  . . . . .  

~1 "~- 0 ) 0~  ~ 0 ) O~ a -~-  '1~1~ ~a~ ~-- O 

/~4 ~ Jlt 

tousles  N , ,  sont nuls, except6 N3~ et N4~ qui sont 6gaux h I. 
Tous les  t 'a sont done nuls exeept6 Pa~ et P4~ qui sont 6gaux km.  
Si nous reprenons les notations Nj, N2, N'~, N; etc. de telle sorte que: 

n o t l s  a l l  g 0 n S  

et 

l~, '  z ~ N ~  ~ -  ~ l t .  

Oil pourrait trouver plus int6ressant de eonnailre le hombre N~ + 2v:~, 
e'est g dirt le nombre total des P,  au lieu d'avoir seutement l'exe6s du 
hombre des points P positifs sur t t lui  du nombi't des points P ndgatifs. 

Nous avons toutefois un renseignement sur ce hombre N'~ + N;. I1 
est plus grand que m e t  de hi,me parit6 que m, ear il est clair que: 

N; + N'~ > 5"; - -  N'I; N; + N'I >=- N; - -  ~ ;  (,nod 2). 

On pourrait arriver b~ tous les  r6sultats qui pr6chdent par l'emploi 
des diff6rentielles totales, cela serait mdme plus simple; mais j t  n'ai voulu 
donner iei qu'une application de la th6orie des int6grales doubles. 

Paris, 24 D6cembre I886. 


