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CHAPITRE IL

Etude des surfaces asymptotiques.

§ 16. Exposé du probléme.

Reprenons les équations de la dynamique en supposant deux degrés
de liberté seulement, et par conséquent quatre variables z,, z,, ¥, et y,.
D’aprés ce que nous avons vu aux § 14 ces équations admettent certaines
solutions particuliéres remarquables que nous avons appelées asymptotiques.
Chacune de ces solutions asymptotiques est représentée, dans le systéme
de représentation géométrique exposé au paragraphe précédent, par cer-
taines courbes trajectoires. L’ensemble de ces courbes engendrent certaines
surfaces que nous pouvons appeler surfaces asymptotiques et que nous
nous proposons d’étudier. '

Ces solutions asymptotiques peuvent se mettre sous la forme suivante:

r, = ¢, (t, w)’ T, = ;02(t, w>’ Y =nt + 503(t ’ w))

(1)
' Yy = nt + ¢4(t ’ w)’

w étant égal & Ae™, et A ébtant une constante arbitraire. De plus ¢,
¢,, ¢, et ¢, sont (par rapport a f,w étant regardé un instant comme
_une constante) des fonctions périodiques de période I et n T et n,T
sont des multiples de 2.

Si entre les équations (1) on élimine ¢ et w, il viendra:

(2) v Ty = fl(yl ’ yﬂ)’ Ty = f?(yl ’ -1/2)

et ces équations peuvent étre regardées comme définissant nos surfaces
asymptotiques. Nous avons vu ensuite que si I'on cherche a développer
¢, , ¢,, ¢, et @, suivant les puissances de \j, on arrive & des séries qui
sont divergentes, mais que ces séries représentent néanmoins asymptotique-
ment ces fonctions lorsque g est trés petit.

Je rappelle que je conviens de dire que la série

A, + A+ ...+ A2 + ...
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représente asymptotiquement la fonction F(x) pour w trés petit, quand
on a:
. Fla)— A, — Az —...— Ag2?

lim =0 pour z = O.
xP

J’ai étudié dans les Acta mathematica, tome 8, les propriétés des
séries divergentes qui représentent asymptotiquement certaines fonctions
et j’al reconnu que les régles ordinaires du calcul sont applicables &
ces séries. Une égalité asymptotique, c’est a dire une égalité entre une
série divergente et une fonction qu'elle représente asymptotiquement,
peut subir toutes les opérations ordinaires du calcul, a l'exception de la
différentiation.
Soient donc

al(t,w,\/(_z), o,(t,w, \Ju), ot, w, ), o,(t,w, Vu

les séries divergentes ordonnées suivant les puissances de j» qui repré-
sentent asymptotiquement ¢, , ¢,, ¢, ¢,.
Nous aurons alors les quatre égalités asymptotiques:

z, = o(t, w, Ju) x, = o,(t, w, ),

(3) - }
Yy = mt + o,(t, w, yp) Yy =Mt + a,(t, w, Jp)

Nous pourrons éliminer ¢ et w entre ces égalités d’aprés les régles ordi-
naires du calcul et nous obtiendrons ainsi deux nouvelles égalités asymp-
totiques:

(4) T, = 81(?/1 ' Yg \/f—l)’ Ty == 82(?/1 'y Ya s \//:)’

ou s, et s, sont des séries divergentes ordonnées suivant les puissances
de (/. et dont les coefficients sont des fonctions de y, et de y,.

En général, il n’est pas permis de différentier une égalité asymp-
totique; mais nous avons démontré directement a la fin du § 14 que
dans le cas particulier qui nous occupe, on peut différentier autant de
fois que l'on veut les égalités (3), tant par rapport a £ que par rapport a w.

Nous pouvons en conclure qu'il est permis également de différentier
les égalités (4) autant de fois qu'on veut par rapport a y, et a y,.

Nous nous proposons d'étudier les surfaces asymptotiques définies
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par les équations (2). Les fonctions z, = f,, «
ces équations devront satisfaire aux équations

, = [, qui entrent dans

dF dz, dF dg, +
dm dJ dw dy dl/l

dF dv, | dF de,
de, dy, +dm dy2+-czg7, o-

(5)

Nous allons procéder par approximations successives; dans une premiére
approximation nous prendrons pour équations des surfaces asymptotiques
les équations (4) en nous arrétant au second terme des séries (c’est a dire
au terme en j) inclusivement. L'erreur commise sera alors du méme
ordre de grandeur que pu.

Dans une seconde approximation, nous prendrons encore pour équa-
tions des surfaces asymptotiques les équations (4), mais en prenant un
plus grand nombre de termes dans les séries. Nous pourrons en prendre
un assez grand nombre pour que lerreur commise soit du méme ordre
de grandeur que g”, quelque grand que soit p.

Enfin dans une troisiéme approximation, nous chercherons a mettre
en évidence les propriétés des équations exactes des surfaces asymptotiques,
c’est & dire des équations (2).

Nous devons donc d’abord chercher & former directement les séries
s, et s, des équations (4). Ces séries, substituées & la place de z, et de
,, doivent satisfaire formellement aux équations (5).

Nous sommes donc conduits & chercher des séries ordonnées suivant
les puissances de /., qui satisfassent formellement aux équations (5). Les
coefficients de ces séries seront des fonctions de y, et de y, qui ne devront
pas changer quand y, et y, augmenteront respectivement de n, 7" et n,T.

Mais nous trouverons une infinité de séries qui satisfont & ces condi-
tions. Comment distinguer parmi celles-la, celles qui doivent entrer
dans les égalités (4)? Nous avons vu plus haut que dans notre mode
de représentation géométrique, la solution périodique considérée est repré-
sentée par une courbe fermée et que par cette courbe fermée, passent
deux surfaces asymptotiques. On passe de I'une & l'autre en changeant
Vi en — .

Si donc dans les équations (2) on change z en — /i, on obtient
une seconde surface asymptotique qui doit couper la premiére.
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En d'autres termes, si on considére les deux surfaces asymptotiques
ainsi obtenues comme deux nappes d’une méme surface, on peut dire
que cette surface a une courbe double.

Soit s? et s la somme des p premiers termes des séries s, et s,,
les équations:

o= 8Y(,» Yy » V) Ty = 50015 Y3 s Vit
' x1=311)(y1’y27_\//_‘)’ xQ:Sg(yl’y?’_\/l_‘)

(6)

représenteront deux surfaces qui différeront peu des deux nappes dont
je viens de parler et qui par conséquent devront se couper.
Si 'on considére ces deux surfaces comme deux nappes d'une surface
unique, on peut dire que cette surface unique présente une courbe double.
Nous verrons dans la suite que cette condition suffit pour faire
distinguer les séries s, et s, parmi toutes les séries de méme forme qui
satisfont formellement aux équations (5).

§ 17. Premiére approximation.

Reprenons nos hypothéses ordinaires, a savoir: que quatre variables,’
deux linéaires x, et x,, deux angulaires y, et y, sont liées par les équa-
tions:

de, _ AP de, _ dF
) dt — dy,’ dt —  dy,’
I
dy, ___dF -y, dF
at —  de,” 4t = da,

Que la constante C des forces vives étant regardée comme une des
données de la question, ces quatre variables satisfont a I'équation:

(2) F(xl’xﬂ’yl’y2)=07

de telle fagon qu'il n'y en a que trois d'indépendantes.

Que 'on a adopté un mode de représentation géométrique tel qu’a
toute situation du systéme correspond un point représentatif et réci-
proquement.
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Que F dépend d'un paramétre trés petit g, de telle facon qu'on
puisse développer F suivant les puissances de p et écrire:

F=F 4 pF, + p*F,....

Que F, ne dépend que de z, et z, et est indépendant de y, et de y,.

Ces conditions sont remplies dans le cas particulier du probléme des
trois corps qui nous a servi d’exemple au paragraphe précédent.

Supposons que pour certaines valeurs de z, et de z,, par exemple

pour:
0

Ty = Iy, Ty = &y
les deux nombres:
_aF, . _dF,
de, dz,

(que jappelleral pour abréger #, et #,) sont commensurables entre eux.
D’aprés ce que nous avons vu dans le § 11 & chaque valeur com-

n , .
mensurable du rapport o correspond une équation
2

d
¢ _ o,
da,

‘qui portait le n° 7 dans le paragraphe cité, et a chaque racine de cette
équation (7) correspond une solution périodique des équations (1).

Nous avons vu ensuite dans le § 12 que le nombre des racines de
Iéquation (7) est toujours pair, que la moitié de ces racines correspond
a des solutions périodiques stables et 'autre moitié & des solutions instables.

Les équations (1) ont donc si p est assez petit des solutions périodiques
instables.

Chacune de ces solutions périodiques sera représentée dans le mode
de représentation adopté par une courbe trajectoire fermée.

Nous avons vu au § 13 que par chacune des courbes fermées qui
representent une solution périodique instable, passent deux surfaces tra-
jectoires dites asymptotiques sur lesquelles sont tracées en nombre infini
des trajectoires qui vont en se rapprochant asymptotiquement de la courbe

trajectoire fermée.
Acia maihematioa. 13. Imprimé le 3 octobre 1890. - 24
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Les équations (1) nous conduisent donc & une infinité de surfaces
trajectoires asymptotiques dont je me propose de trouver 1'équation.

Voyons d'abord sous quelle forme se présente en général 'équation
d'une surface trajectoire. Cette équation pourra s'écrire

r, = @l(yl ' Yah x, = O,(y,, Ya);
®, et @, étant deux fonctions de y, et de y, qui doivent étre choisies
de telle sorte que l'on ait identiquement:

F(Qw @273/1’?/2)20'

Ces deux fonctions @, et &, devront dailleurs satisfaire & deux
équations aux dérivées partielles:

dF ds, , dF de,
dz, dy, N da, dy + dyl

dF dz, | dF dz,
d:c dy +da: dr/,+d~r/2—0

(3)

11 pourrait d’ailleurs nous suffire d’envisager la premiére de ces équa-
tions, car on peut en faire disparaitre x,, en remplacant cette variable
par sa valeur que l'on peut tirer de (2) en fonction de z,, de y, et de y,.

Voici comment nous procéderons pour intégrer les équations (3) en
supposant que , et x, sont trés voisins de 2] et de x3, et que le rapport
™ est commensurable.

2
Nous supposerons que z, et z, sont développés selon les puissances

de \/; et nous écrirons:

2, = 2} + oiyi + o+ Buge +
2, = @) + ahyi + i + Gpyi +

et nous chercherons & déterminer les fonctions ¥ de telle fagon qu’en
substituant dans les équations (3) & la place de x, et de x, leurs valeurs
(4), ces équations soient satisfaites formellement.'

(a)

1 Qi 2% et 2 étaient choisis de telle sorte que le rapport — soit incommensurable
1 q 7 )
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Si dans F' nous substituons & la place de x, et de x, leurs valeurs
(4), F deviendra développable suivant les puissances de (. et on pourra
écrire

F=H, + ypH, + pH, + pyeH, + ...

On voit d'ailleurs sans peine que:

I

Fy(21, 23),
ar,

0 1 1
F i — N X — Ny,
2

dF
242
LA

H,
H, = z} 3
H,

= Fl(x(x) ’ xg s Yis ya)\ _

d*F a'F d°F,
T 28 e+ () s | — et —

+| ()’

et plus généralement:

H, = 6, — [Lote™ + M(slai™ + alat™) + Najah] — m,at — myat,

z 0 1 k—2 0 1 k—2
6, ne dépendant que de ¥, , 9, 2}, &1, ..., L2, X0, Lyy ..., X5

, et en
posant pour abréger '

d*F d°F B*F
L= _(dw‘,’;“ M= _ala:?d:c‘; ’ N= _"(dxg;f

La premiére des équations (3) nous donne alors, en égalant les puissances
semblables de j:, une suite d’équations qui nous permettront de déter-
miner successivement x%, 2!, 27, ..., .

Nous pouvons toujours supposer que #, = o. Car si cela n’avait
pas lieu nous poserions:

2 = ax, + bw,, ¥ = ady,—cy,,
xy = ¢, + d,, Yy = —by, + ay,,

on pourrait se contenter de développer z, et x, suivant les puissances de p (et non de Vu).
On arriverait ainsi & des séries, qui A la vérité ne seraient pas convergemtes au scns
géométrique du mot, mais qui comme celles de M. LINDSTEDT pourraient rendre des ser-
vices dans certaing cas.
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a,b,c,d étant quatre nombres entiers tels que
ad — bc = 1.

Aprés ce changement de variables les équations conservent la forme
canonique.

La fonction F qui est périodique de période 27 par rapport a ,
et a y,, est encore périodique de période 27 par rapport & y;' et & y;'.
Le changement de variables n’a donc pas altéré la forme des équations (1).

Les nombres n, et », sont remplacés par deux nouveaux nombres
ny' et m, qui jouent par rapport aux équations transformées le méme
réle que n, et m, par rapport aux équations primitives et I'on a:

n' =  dn,— cn,,
ny = —bn, + an,.

Mais le rapport de =», & m, étant commensurable par hypothése, il est
toujours possible de choisir les quatre entiers a,d,c,d de telle sorte que

n, = —bn, + an, = o.

Nous pouvons donc, sans restreindre la généralité, supposer que =,
soit nul; c'est ce que mnous ferons jusqu'a nouvel ordre.

Nous supposerons en méme temps n, 7 = 2r.

Si aprés cette simplification, nous égalons les coefficients de /; dans
les deux membres des deux équations (3) il viendra

da! dz,

(5) T
ce qui montre que x; et x} ne dépendent que de y,.

Egalons maintenant les coeflicients de p dans les deux membres de
la premiére des équations (3), il viendra, en tenant compte des équations (5):
dx}

dey  dF,
dy,

— (Ma} + Na)

Nous mnous proposerons dans ce qui va suivre de déterminer les
fonctions 2} de telle fagon que ce soient des fonctions périodiques de y,,
qui ne doivent pas étre altérées quand, y, conservant la méme valeur,
y, augmentera de 27.
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Nos fonctions pourront alors étre développées en séries trigonomé-
triques suivant les sinus et cosinus des multiples de y,. Nous conviendrons
de représenter par la notation

v}

le terme tout connu’ dans le développement de la fonction périodique U,
suivant les lignes trigonométriques de y, et de ses multiples. Dans ces

conditions on aura:
[d ]
Ys ’

et je puis écrire

f

O,

da;
Mz} 4 Naj) 22|
[( 1 + ‘.’) dy2
X 1mq~[ﬁq
[(Mxl-]» NxQ)(—i:&; = ;i_“_l}; .
Comme #} et 2; ne dépendent pas de y,, je puis écrire plus simplement:

deey ‘ ) dzy [dF,
(7) =0 o (Ma 4 Ne) 3t =[50 ]

La premiére de ces équations montre que z! se réduit & une constante.
Quant & la seconde, elle est facile & intégrer. On a en effet:

‘Pm]:dm}

dy, {— dy, '
ce qui nous donne pour lintégrale de I'équation (7)

() Maizy + (5 = [F,) + C,,

C, désignant une constante d’intégration.

Mais &1 nous regardons la coustante des forces vives C comme une
des données de la question, nous ne pouvons plus considérer les deux
constantes z} et C, comme arbitraires. On doit avoir en effet identique-
ment

FzHo'{"\//—"Hl + pH, +/*\/Z‘H3+"'==C
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ou

ou:
0 0 1
Fo(xl y wa) = C, -_— T = O

Ainsi la constante z} est nulle, ce qui apporte de nouvelles simpli-

fications dans nos équations.
L'équation (8) devient en effet

o — V205 + ).

Nous nous contenterons dans ce paragraphe d'écrire et de discuter
les équations de nos surfaces trajectoires en négligeant les termes en u
et ne tenant compte que des termes en .

Nous supposerons donc que z, et x, sont définis en fonction de y,
et de y, par les équations suivantes:

zg + \/%{?‘ ([Fx] + Cl)'

l

7, = 2 + \jua)

D’aprés cela, z, serait une constante et x, une fonction de y, seulement,
indépendante de y,. B

Revenons & notre premier exemple du § 15. Ce que nous dirons
sappliquerait également aux deux autres exemples, mais c'est sur le
premier que je veux insister parce que c'est un cas particulier du pro-
bléme des trois corps.

Nous avons vu que l'on pouvait représenter la situation du systéme
par le point P qui a pour coordonnées rectangulaires:

cosy;eF s giny)ef ™z £sinyl,
ou

, 2, —e, L—G .,

, 1 I
v=3ttu)  G=—w) (= =rra—

ylzg—t’ y2=l'
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Nous avions observé de plus que les variables
2 = 2, + z,, Zy = 2, — T,

forment avee y; et y; un systéme de variables canoniques.

Nous pouvons donc regarder &, y; et y, comme un systéme parti-
culier de coordonnées définissant la position du point P dans lespace,
de sorte que toute relation entre £, y; .y, est I'équation d'une surface.

Mais ensuite, nous avons du faire un autre changement de variables.

Nous avons posé:

x) = av, + dz,, yy = dy, — cy,,
@y = cx, + dz,, Yy, = — by, + ay,,

en choisissant les nombres entiers a, b, ¢, d de facon a annuler le nombre
que nous avons appelé n,’.

Aprés ce changement de variables, nous avons supprimé les accents
devenus inutiles et nous avons restitué le nom de x, ,x,,¥y,,¥y, & nos
nouvelles variables indépendantes z;’, z,’, yi' et y,’. _

En conséquence, les variables que nous avons appelées , , z,, y, et
Y, dans tout le caleul qui précede, et auxquelles nous conserverons désor-
mais ce nom, ne sont pas les mémes que celles que nous avions dé-
signées par les mémes lettres dans le premier exemple du § 15, clest
a dire ¢, L,g—1¢ et l.

Il est clair que notre nouvel y, et notre nouvel y, sont des fonc-
tions linéaires de:

Bi=ig—t+D etde yh=1(9—t—1)

et que le rapport du mouvel =, au nouvel z, est une fonction linéaire
et fractionnaire de &.

Nous devons conclure de la que l'on peut définir complétement la
position du point P dans l'espace par le nouvel y,, le nouvel y, et le
rapport du nouvel z, au nouvel z, de telle fagon que toute relation

% , .
entre y,, ¥, et - est I'équation d'une surface.
1
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Que ce systéme particulier de coordonnées est tel que Yon peut
augmenter y, ou y, d'un multiple de 27 sans que le point P change.

L’équation approximative de nos surfaces trajectoires, en négligeant
les termes en u sera:

@, a4 alje @ | \n PN

p - 0
%, ) + w}\//z , Ty

Nous nous proposons tout d’abord de construire les surfaces repré-
sentées par cette équation approximative (9).

Observons d’abord que y, = o est I'équation d’une certaine surface
S et que la portion de cette surface qui nous sera utile est une portion
de surface sans contact.

En effet il suffit de montrer que l'on a:

dy,
E == 0.

!
Or il en est évidemment ainsi, car si l'on pose

F=F, + pF + p°F, + ...

il vient:
dy, dF o dl,

1

dt ! .——#da:l / de,

+.

. . . .od \ .
Le parametre p étant tres petit, est de méme signe que n, et

ol
dt
n, est une constante qui est toujours de méme signe.

d . R .
Done 2 est toujours de méme signe et ne peut sannuler.

dt
C. Q. F. D.

La positidn d’un point P sur la surface S sera définie par les deux

8

autres coordonnées y, et —*; ce systéme de coordonnées est tout a fait
es -

analogue aux coordonnées polaires, c'est a dire que les courbes:

@
-2 = const.
ml
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sont des courbes fermées concentriques et que le point P ne change pas
quand Vautre coordonnée y, augmente de 2.
Reprenons les surfaces définies par 1'équation (9) et étudions leurs
intersections avec la portion de surface S qui a pour équation y, = oO.
Je remarque d'abord que . étant trés petit, ces intersections diffé-
reront fort peu des courbes -* = const.

1
Mais pour étudier plus complétement la forme de ces courbes d’inter-

section, il faut d’abord rechercher quelles sont les propriétés de la fonction

(]
Revenons aux notations du § 11. Dans ce paragraphe nous avons posé:
I = 2 A sin (myy, + my, + my, + h),

A et h étant des fonctions de 9, 2}, #3; comme nous n'avons plus ici
que deux degrés de liberté, j’écrirai simplement:

F, = 2A4sin (my, + my, + h).
En faisant ensuite:
Y, = nt, ¥, = n,t + @,, o = (n,m, + nym)t + my@, + b,

nous trouvions:

F, = 2A4sno.
Je posais ensuite:
¢ = Sdsino,
la sommation indiquée par le signe S s'étendant & tous les termes tels que:
mn, -+ myn, = 0;
d’ou
o = m,o, + h.

Dans le cas qui nous occupe, n, est nul; la condition m, »n, - m,n, =o0

se réduit a m;, = 0 et on a y, = @,;

,; il vient donc:

¢ = S4 sin (m,@, + h) = S4 sin (m,y, + k).

Acta mathematica, 13. Imprimé le 2 octobre 1890, 25
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D'apres la définition de [F,], il suffit pour obtenir cette quantité
de supprimer dans l'expression de I tous les termes olt i, n’est pas nul;
il vient donec:

[F] = S4 sin (m,y, + ) = ¢.

Ainsi la fonction que nous appelons ici [F|] est la méme que mnous
désignions par ¢ dans la 1%° partie.

[F,] est par conséquent une fonction périodique de 7, et cette fonc-
tlon est finie; elle doit donc passer au moins par un maximum et par
un minimum.

Nous supposerons pour fixer les idées que [lf] varie de la fagon
suivante quand y, varie depuis O jusqu'd 27.

-

Pour y, = o [F|] passe par un maximum égal & ¢ .
Pour y, = %, [I,] passe par un minimum égal a ¢,.
Pour y, = 7, [I,] passe par un maximum égal a ¢,.
Pour y, = %, [I',] passe par un minimum égal a ¢,.

Pour y, = 2z[F|] reprend la valeur ¢,.

T P P Y

Ces hypothéses peuvent étre représentées par la courbe suivante
dont I'abscisse est y, et 'ordonnée [F]:

Fig. 6.

[E]

0
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Nous verrons que selon la valeur de la constante d’intégration C,, ces
courbes affecteront des formes différentes.

Dans la figure (7), j'al représenté par un trait plein — — les
deux courbes €, = — ¢, et C, = — ¢,; ces deux courbes ont chacune
un point double dont les coordonnées sont respectivement:

2,
W—x = 2’ Yo = 75
et:
0
% = fc_;’ Yy = ;-
J'ai représenté par un trait pointillé ------- les deux branches

d'une courbe correspondant & une valeur de O, > — ¢,.

J’ai représenté par le trait mixte _.._.._.._.. une courbe corres-
A 12 .
pondant & une valeur de C, comprise entre — ¢, et — ¢,.
J'ai représenté par le trait ponctué ......... les deux branches d’une
courbe correspondant & une valeur de C, comprise entre — ¢, et — g,.
Pour C, = — ¢, l'une de ces deux branches se réduit 4 un point
1 Ps p
o
’ ’ €T 4
représenté sur la figure en A4, x—zzj, Y, = 7,; Vlautre branche est
. i

1
représentée sur la figure par le trait x x x x x x,

Pour C, compris entre — ¢, et — ¢, cette seconde branche subsiste
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seule; pour C, = — ¢, elle se réduit 4 son tour & un point représenté
en B sur la figure et ayant pour coordonnées:

z, X
2=, Y, = O
2, Xy Y

Enfin pour C, < — ¢, la courbe devient tout entiére imaginaire.
Les surfaces définies par 1’équation (1) ont une forme générale qu'il
est aisé de déduire de celle des courbes que nous venons de construire.
Considérons en effet une quelconque de ces courbes et par tous ses
points faisons passer une des lignes dont I'équation générale est:
@r

Y, = const.; * = const.

&y

L’ensemble des lignes ainsi construites constituera une surface fermée
qui sera précisément 'une des surfaces définies par I'équation (o).

On voit par la que ces surfaces seront en général des surfaces fer-
‘mées triplement connexes (c’est & dire ayant mémes connexions que le tore).

Pour ¢, > — ¢, ou pour C, compris entre —¢, et — ¢, on trouve
deux pareilles surfaces, intérieures l'une a l'autre dans le premier cas,
extéricures 'une a V'antre dans le second.

Pour C, compris entre — ¢, et — ¢, ou entre — ¢, et — ¢, on
n'a plus qu'une seule surface triplement connexe; enfin pour €, < — ¢
la surface cesse complétement d’exister.

1
Passons aux quatre surfaces remarquables:
y = e — —— —
C = Y 2N) €y 12 et ¢y

Les surfaces C, = —g¢, et C, = — ¢, présentent une courbe double
et ont mémes connexions que la surface engendrée par la révolution
d’un limagon de Pascarn a point double ou d'une lemniscate, autour d’un
axe qul ne rencontre pas la courbe.

La surface C, = — ¢, se réduit & une scule surface fermée triple-
ment connexe et a unc courbe fermée isolée; enfin la surface €, = — ¢,
se réduit a une courbe fermée isolée.

Dans le § 11 nous avons envisagé l'équation:
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qui portait le n° 7 dans ce paragraphe; nous avons vu qua chacune
des racines de cette équation correspond une solution périodique. Mais
dans le cas qui nous occupe, et d'aprés une remarque gque nous venons
de faire, cette équation peut s'écrire:
|dF,]
= O’
dy

2

de telle sorte que les solutions périodiques correspondront aux maxima et
aux minima de [F,]. Dans le cas actuel, ces maxima, de méme que les
minima, seront au nombre de deux.

Nous aurons donc deux solutions périodiques instables correspondant
aux deux courbes doubles des surfaces C, = —¢, et —¢, et deux solu-
tions périodiques stables, correspondant aux deux courbes fermées isolées
des surfaces O, = —¢, et —o¢,.

Quelles sont parmi ces surfaces, celles ‘qui différent peu des surfaces
asymptotiques et les représentent en premiére approximation? D’aprés
ce que nous avons vu au § 16, ce seront celles d’entre elles qui présentent
" une courbe double, c’est & dire les surfaces C, = —¢, et C, = — ¢,.

§ 18. Deuxieme approximation.

Reprenons les équations (1) du paragraphe précédent et les hypo-
théses faites au début de ce paragraphe; écrivons:

@ o=} + e+ wip F vpyp .,
x, = a5 + a3\ + Tip - wpp 4+

imaginons que les coefficients de ces deux développements soient des fonc-
tions de y, et de y, et cherchons & déterminer ces coefficients de fagon
que ces équations soient compatibles avec les équations différentielles (1).
du paragraphe précédent, c'est a dire que l'on ait:

dF dx, dF dw, A dF

doydy, @z g, T ay, =

dF dw, , dF dz, . dF

2 — -2 — = 0.

de, dy, * dw, dy, + dy,

(1)

C’est 1a le probléme que nous nous sommes propos¢ plus haut.
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Ce probléme peut étre présenté sous une autre forme (en se plagant
au point de vue des Vorlesungen tiber Dynamik).
Si @, et x, sont deux fonctions de y, et de y, satisfaisant aux équa-
tions (1), l'expression:
7,4y, + 7,4y,

devra étre une différentielle exacte. Si donc nous posons:
as = x dy, + x,dy,,

S sera une fonction de y, et de y, qui sera définie par 'équation aux
dérivées partielles:

as dS
(@ gy o) = ©
1 2

(2)

S pourra se développer suivant les puissances de \/u et 'on aura:

(3) S =8, + Sy + Syp+ Sy oo
S, 8 ,...,8,... seront des fonctions de y, et de y, et on aura:
dSk___ E dAS’),_w_ E
&, — g, T

Je rappelle maintenant quelles conditions nous avons imposées dans
le paragraphe précédent, aux fonctions xf et «;; nous avons supposé d’abord
que 7 et z) devaient étre des constantes. On a alors

Sy = 2y, + 139,
dF, dF

Si nous appelons ensuite n, et m, les valeurs de —-—° et — -2

dx dz

3 2
pour z, = i, ¥, = ¥;, ces quantités », et n, seront encore des constantes.

I’analyse qui va suivre s’applique au cas ou le rapport — est commen-
3
surable. Dans ce cas on peut toujours, comme nous 'avons vu, supposer
n, = 0; c'est ce que nous ferons désormais, comme nous l'avons fait dans
le paragraphe précédent.
Nous avons supposé en outre dans ce paragraphe que af et z; sont
des fonctions périodiques de y, qui ne changent pas de valeur quand on

change y, et y, en y, + 27 et y,.

n
(]
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; : d S . T
Il résulte de la que d—? et g?b" sont des fonctions périodiques par
2

1
rapport 4 y, et qu'on peut écrire:

A )
(4) Slc =n‘—k?/1 + Sk’

A, étant une constante et S, une fonction périodique de y,.
Supposons que dans le premier membre de I'équation (2)
ds d8
F(ﬁ,@:’%,y»
on remplace S par son développement (3); on verra que F deviendra

développable suivant les puissances de \j et qu'on aura, ainsi qu'on I'a
vu dans le paragraphe précédent:

F=H + Hu+ Hp+ Hpjp+ ...,
les H étant des fonctions de ¥,, de y,, et des dérivées partielles de S,
S, S,, ete.
On voit d’ailleurs que H, dépendra seulement de S, H, de S, et
S,H,de §,,S, et S, de §,,8,,8,,S, etc.

On trouve d’ailleurs:

H, = F\(2}, ;) = C,

dsS

==y,
as

H,— —n 50 + AS, + K,
ds,

H = —n 52+ 288, + K,

H % L 2A8,  + K

P=_nlﬂ+2 p—1+ P
ou l'on a posé pour abréger:
___I dgFo 1P szo 1.7 1,.p d’zFo 1 p]
ASP - 5[(dx(1))2x1x1 + dm‘{dmg (xlxz + x‘le) + (dwg)2x2x2

et ou K, ne dépend que de S,, S,,..., jusqu'a S, ,.
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Cela posé, pour déterminer par récurrence les fonctions S,, nous
aurons les équations suivantes:

H -—~C, H=o0 H=o0 ..., H=o.
Si Ton supposait que les fonctions S;, S, ..., S, , fussent entiére-
ment connues, 1'équation
H,=o0
ou
ds,
(5) Mgy, = 285+ &

déterminerait la fonction S, a une fonction arbitraire prés de y,.
Mais ce n'est pas tout a fait ainsi que la question se présente.
Supposons que l'on connaisse complétement

Sys Sy ey 8

p—2

et que I'on connaisse S, , a une fonction arbitraire prés de y,.

Par hypothése les dérivées de S,, S, ..., S,_,, S, ; sont des fonc-
tions périodiques de y; donc K, et AS, , seront des fonctions pério-
diques de y,.

Désignons par [U] comme nous 'avons fait dans le paragraphe précé-
dent la valeur moyenne de U qui est une fonction périodique de y,.

S, doit étre de la forme (4); nous en concluons que:

yl
74

doit étre une constante ?; indépendante de y,, de sorte que Yéquation
1
(5) nous donne:

(6) 2[AS ] + [K,] = 4,

et cette équation déterminera complétement S, ; (si I'on suppose que I'on

se donne, soit arbitrairement, soit suivant une loi quelconque, la con-
stante 4,).
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Nous trouvons d’abord I'équation:

ds
H =0 ou el (o]
! dy,

qui nous montre que S, est une fonction arbitraire de y,.
Nous en déduirons:

ds, ds, a8, dsS
2AS, = — M t 2
r dy, dy, ' dy, dy,
(nous posons pour abréger:
#*F, d°F,
— M= daldal’ —N= (dad)?

comme nous l'avons fait dans.le paragraphe cité).
L’équation que nous trouvons ensuite en égalant a o la valeur
moyenne de H, est la suivante:

[ASI] + [Ka] = A,
Or

as, = —J(5) = (a8

D’autre part:
K, = F\(z{, 2%, 41 ?/})'

A, est une constante qui, ainsi qu'il est aisé de le voir, est précisément
celle que nous avons appelée — C, dans le paragraphe cité.
Il vient donec:

as,

(ﬁ; = \/%([Fl] + Cl)'

S, est ainsi entiérement déterminé & une constante prés; mais nous pou-
vons laisser cette constante de co6té, elle ne joue en effet aucun role
puisque les fonctions S n’entrent que par leurs dérivées.

L’équation (6) devient ensuite:

9 [ o ] = — % — 2 G G |+ )

Acta mathematica, 13. Imprimé le 6 octobre 1890. 26
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Dans le second membre tout est connu; K, ne dépend que de S,

S,

df
p—1 . ’ ’ sy M
L9y Sy g3 ——— est connu puisque S, ; est supposée déterminée a

=2 Tay,
une fonction arbitraire prés de y,.

D’autre part 35‘ est indépendant de y ; le premier membre peut

donc s'écrire:

dSl dSp—l]
dy, L dy, I

de sorte que I'équation (7) nous donnera [%‘—]] en fonction de y,. Nous-
2

connaitrons donc [S,_,] a une constante prés et cette constante qui ne
joue aucun réle peut étre laissée de coté.

Nous connaissons d'une part S, ; & une fonction arbitraire prés de
Y,; d’'autre part nous connaissons [§,_,] en fonction de y,; donc S,_; est
entiérement déterminé. ‘

La constante C; joue un réle prépondérant. Supposons d’abord
qu’elle soit supérieure & la valeur que nous avons appelée — ¢, dans
les paragraphes cités et par conséquent que [F,] + C, soit toujours po-
sitif et % toujours réel et je pourrai ajouter toujours positif parce que

je suis libre de prendre le signe - devant le radical.

Je dis que dans ce cas, on peut choisir arbitrairement les constantes
@ et d__.Sp
dy, — dy,
mais encore de y,. (S, est alors de la forme

A et que sont des fonctions périodiques non seulement de y,,

SP =AY, + Y, + Szl)l’

A, et p, étant des constantes pendant que S, est périodique de période
27 tant par rapport a y, que par rapport a y,.)
En effet, supposons que cela soit vrai pour:

as, ds, ds, dS, A S A&
dyl’dyz’dyl’dyse"..’ dyx ’ dya ’ dyx ’

. ) ds,_ d
Je dis que cela sera vrai encore pour 51 et 5.
dy, dy,
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En effet, nous avons par hypothése:

d8,—1

By = ZAmlmz cos (m,y, + my, + a),

les A et les a étant des constantes, m, et m, étant des enticrs.
On aura ensuite par définition

dS -1 My=oC
[————d; ]= Zvo.m, cos (m,y, + a).’

my=

Mais on doit avoir

2 [ASp—-Q] + [Kp——]] = A —1

[dSI,_I] _ Apt
dy, T,

1

et par conséquent:

/p—1 étant une constante; on en conclut que:

|
‘\

Ay, = 0 pour m, = o, A,

Il vient ainsi

Sy =ty 4 YA, SRS A T D g

p—
n 1

203

m, et m, prenant toujours sous le signe X toutes les valeurs entiéres

telles que m, == o.

Ainsi, pour que S,_; soit de la forme voulue, il suffit que:

dsp_l]
dy,

. . T dS, 4" ip )y .
soit une fonction périodique de y,. Or [—%”——1_‘ est défini par I'équation:

J3

48, dS,,_l] _ s, [ds,,_l]
Yalarl= s —a T -

K, ne dépendant que de S, S,,..., S,_, sera périodique en y,.
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ds,_ — ds, . .o
[ L 1] est une constante X—”——l; de plus —— est une fonction pério-
dy, & 2
dique de y, qui ne sannule jamais.

Il en résulte que [di‘;“] peut étre développé suivant les sinus et

les cosinus des multiples de y,.

On a ensuite:
as,

"y, =

2(AS,,) + K,
. ds, e
ce quil montre que dy, est périodique en y, ct y,.
1
Ainsi en choisissant pour C, une valeur supérienre &4 — ¢, et en
choisissant ensuite les autres constantes A,, 4,, ... d’une fagon arbitraire,

s (. , . .
on trouve pour . et . des séries ordonnées suivant les sinus et les
1 2

cosinus des multiples de y, et de y,. Ces séries, quoique divergentes,
peuvent rendre des services dans certains cas.
Passons maintenant au cas de

C =%y

1

qui ainsi que nous l'avons vu au § 17 est celui qui correspond aux
séries qui représentent asymptotiquement les surfaces asymptotiques.
L’expression

[F,] + €,

n’est jamais négative, mais elle devient nulle pour une certaine valeur
de y, que nous avons appelée », dans le paragraphe cité. Je supposerai
dans ce paragraphe que cette valeur est nulle; jai le droit de le faire,
puisque cela n'implique qu'un choix particulier de l'origine des g,.
Ecrivons donc [F,] 4+ C, sous forme de série trigonométrique:

[F,]+ C, = X Ad,sinmy, + 2B, cosmy,.

Pour y, = o, cette fonction s'annule ainsi que sa dérivée, puisque
la fonction étant toujours positive, zéro est pour elle un minimum. II
‘en résulte que l'expression suivante:

#]+ 6,

sin’%
2
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est développable suivant les sinus et cosinus des multiples de y,; clest
une fonction périodique de y, qui ne sannule jamais et ne devient
jamais infinie.

Il suit de la que l'on peut écrire:

Yy

:/ﬁ’——]—:lz-:ﬁ_ = 24, cosmy, + 2B, sinmy,

et par conséquent: :
2 ints
N

dy, XA, cos my, + 2By sin my, )

sin

Nous pourrons écrire maintenant l'équation (7) sous la forme sui-
vante: '

V2N sin%

(7) |8 | = =%+ 2,

Z A4, cosmy, + LB, sinmy, L 4y,

@, étant une fonction connue de y,.
Cela posé¢, je me propose de démontrer que:
s,
dy,

ds,

et
dy,

sont des fonctions périodiques de y, et de y,, dont la période est 2z par
rapport & ¥, et 4z par rapport & y,.
Supposons en effet que cela soit démontré pour:

) s, ds, ds, ds, dSp_s dSp_2 dSpi
dy, > dy, > dy, " dy, 7 dy, 7 ody, 7 dy,
a8S,_ . . e
—;—1 est une fonction périodique de y, et de y,; d'autre part sa valeur
1
moyenne

5] - 2
dy, 1=,
est une constante indépendante de y,. Nous pourrons donc écrire:

Sp——l = ,’%Ap—lyl -+ 0p—1(?/x ’ 3/2) + & (?/2)
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0, (1 » y,) étant une fonction périodique de y, et y, et & _, une fonction
arbitraire de y, seulement. Il vient cnsuite:

Ay _ dbyy | don
dy, — dy, T dy,’
d’ou
AUS] _ d[bp] | Ay
dy2 o d12 (lyﬁ
et
dSp__.] . d[Sp—l] . (l()p_] . 'i [0]7——1]
dy, dy, — du, dy,
. d . ST
ce qui montre que 5;”-—(”'13””‘] est une fonction périodique de y,
Ta &Y,
et de y,.
', . ., A8, T
L’équation (7’) montre que cela est vrai également de ,Lﬁ—l] et par
Ay,

conséquent de %_—1 (quelle que soit d’ailleurs la constante A,) et l‘équa-
3

clS,»
dy ’
Cela sera donc vrai des fonctions:

tion (5) montre que cela cst vrai de

1

ds, 15,
Cop o U
dy, dy,
quel que soit l'indice p.
Il importe toutefois de remarquer que si ces fonctions sont pério-

diques, ce n'est pas une raison suffisante pour qu'elles puissent étre deé-
. . . . . ¥,
veloppées suivant les sinus et cosinus des multiples de y, et de =*. En

effet ces fonctions ne sont pas toujours finies, =auf pour un choix parti-
culier des constantes 4,; il est aisé de s'en rendre compte, car l'équation
(7') d’ot Ton doit tirer la valeur de

%]
dy,

. . [/ ’ .
a en facteur dans son premier membre sm'—;—’-. Done I'expression de

dSy_, . . , .
[d’; ] contiendra smf au dénominateur.
2
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Les dérivées des fonctions S, pourront donc devenir infinies, mais
seulement pour

sin%‘:: o ou y, = 2kx.

Si y, a une valeur différente de 2kz, ces dérivées ne deviennent
infinies pour aucune valeur de y,; elles peuvent donc se développer sui-
vant les sinus et cosinus des multiples de y,.

Nous pouvons donc écrire par exemple:

dS,—1
dy,

— nilitp_l + X4, cosmy, + X B, sinmy,

4, et B, étant des fonctions périodiques de y, qui peuvent devenir in-
finies. 4
Imaginons maintenant que les constantes A, d'indice impair soient
toutes nulles; je dis que
ds, as,
dy, ' dy,

ne changeront pas quand on changera y, en y, 4 27 toutes les fois que
I'indice p sera pair et qu'au contraire ces deux fonctions changeront de
signe, sans changer de valeur absolue quand on changera y, en y, - 27,
toutes les fois que l'indice p sera impair.

Je suppose que le théoréme soit vrai pour:

ds, ds, dS, dS, Sy dSpy A5
dy, ’dy,” dy, dy,” 7777 dy, o dy, 7 dy,

et je me propose de démontrer qu'il est vrai également pour

A8y a8y
dy, ' dy,’
Si D1 ot multiplié Pt d hange en y, + 2
i —7— est multiplié par (— 1)~ quand y, se change en y, T,
J1

il en sera de méme de:

dS,_, dSp_1
dy, [ day, ]
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Nous avons trouvé en effet

dS, 1

B = 7:—/1,,_1 + 24, cosmy, + X B, sinmy,,

1
A, et B, étant des fonctions périodiques de y,.
si Lo
a 71
sera de méme de A, et B, et des dérivées de ces fonctions par rapport
a y,. Il en sera donc encore de méme de:

est multipli¢ par (— 1)?”' quand y, augmente de 27, il en

dSp_y [dSp_l] _ Z d A4, sin my, dB,, cos my,

dy, dy, dy, m = Ledy, m

Nous avons maintenant &4 montrer que cela est vrai de

dS,,_l]
dy, I

Pour cela il est nécessaire d’étudier de quelle maniére K, dépend
des fonctions §,, S,, S,....,S,_,. Je me propose d'établir que l'ordre
de tous les termes de K, par rapport aux dérivées des fonctions d'indice
impair

S, 8,8, ..

sera de méme parité que p.

En effet, en faisant dans

‘dS dS Y
(@, 4y, ,y,,yg)’
1 L 3

S=08, + Syap+ S+ .-,

nous avons trouvé:

F=H0+H1\/ﬁ+Hmu+"

Si je change \jx en — \u et qu'en méme temps je change §,, S, S,
etc. en — 8, — 8,, — 8, etc. sans toucher aux fonctions d’indice pair,
Pexpression de F ne devra pas changer.

Donc H, devra se changer en (— 1)"H,.

Cela montre que l'ordre de tous:les termes de H, par rapport aux
dérivées de S, §,, S, etc., devra étre de méme parité que p. Il devra



§ 18. Sur le probldme des trois corps et les équations de la dynamique. 209

done, comme je l'ai annoncé, en étre de méme des termes de K, puisqu’on

obtient X, en supprimant dans H, les termes qui dépendent de S,_, ou de S,.
Cela posé, changeons y, en y, 4 27; les dérivées de S, ne changeront

pas si ¢ est pair et au plus égal & p — 2; elles changeront de signe si

g est impair et au plus égal a p— 2. Donc K, se changera en (— 1)"K,.
Reprenons maintenant I'équation (7)

(7) cl = —a— w2 [T 4 k)

d y, L dy,
Quand on change y, en y, 4 2,

[K,] se change en (— 1)P[K,],

[%%—1’—1] se change en (-— 1) [dg’;]

et

dasS
! ge change en — .
Y, & dy,

d
Nous pouvons méme dire que
), se change en (— 1Y4,.

En effet cela est vrai pour p pair parce que A, est une constante
indépendante de y,; cela est vrai encore pour p impair parce que nous
avons supposé que les A, d’indice impair sont tous nuls.

Il résulte de la que

dsp_l] ‘ ot [dS,,_{J
[le— ge change en (— 1) .

2

et par conséquent

S, a8y
en 1)P? ”
a, (—1)
C. Q F. D.
Je dis maintenant que Wy e changera en (— I)”d—sf-
dy, dy,

Acta, mathematica. 13. Tmprimé le 9 octobre 1890. 27
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Ecrivons en effet I'équation (5)

das
(5) n, dylp= 2AS, . + K,;

K, et AS, , et par conséquent le second membre de I’équation (5) seront

multipliés par (— 1) quand y, augmentera de 2x. Il devra donc en
. ds

étre de méme du premier membre et de E{—”-

J1

C. Q F. D.

Je vais maintenant démontrer que I'on peut choisir les constantes 4,
de fagon que les dérivées des fonctions S, ne deviennent pas infinies pour
Yy, = 2km.

Supposons que l'on ait choisi les constantes 2A,,4,,...,4,_, de
facon que

s, ds dS,_, d8,_, dS,

_ -1 1
dy, Tdy, 7777 dy, 7 dy, 7 dy,

restent finies et que les constantes A, d'indice impair soient nulles; je

.. dasS,_ 18 .
me propose de choisir 4, de fagon que #‘ et ;;—/” ne deviennent pas
J2

non plus infinies. Nous verrons en méme temps que A, devra étre nulle
si p est impair.

T . dS,— .. .
Il est clair d’abord que si d—d;’——‘ reste finie, il en sera de méme de:
1
ASp1 [dsp_.l]
dy, dy,

et de

a8, [dS,_
Q,(?/,) = [Kp] . May_,[ d;1 1]'
Reprenons maintenant I'équation (7’). Le coefficient de la quantité

ds

p—1 ’ . o,y
-(m] sannule pour y, = 2km; pour que cette quantité in-

connue demeure finie, il faut que le second membre s'annule également
et que l'on ait:

inconnue [

O, (2kn) = A,.
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Comme @, ne change pas quand y, augmente de 4z, il suffira de
prendre k = o et k = 1 et d’écrire

® 0,0) = 0, (27) = .
Si p est pair, il n'y a pas de difficulté, on a:

?,(y,) = @p(:'h + 27)

et par conséquent:

¢p(o) = @p(zﬂ-)’
de sorte qu'il suffit de prendre:
A, = @,(0).
Si au contraire p est impair, on a:

wp(?ﬁ) = - ¢p(y2 + 27[’)

et
?,(0) = — @,(2m),

de sorte que les équations (8) ne peuvent étre satisfaites que si V'on a:
?,(0) = @,(27) = 4, = o.

Nous avons donc & démontrer que pour p impair, @,(0) est nul.
Soit en effet:

et par conséquent

Je dis que a est nul.

Nous allons nous appuyer sur un lemme qm est presque évident.

Voici I'énoncé de ce lemme:

Soient ¢, et ¢, deux fonctions périodiques et de période 27 par
rapport a y, et a y,. On sait que si ¢ est une fonction périodique de

¥, par exemple, la valeur moyenne de (—Zf— est nulle. On aura donc

d
ﬂ & dy, dy _ﬂ tdy,dy, = o
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[/ d’”‘-—-d dJIdJo—O,

les intégrales étant étendues a toutes les valeurs de y, et de y, depuis
o jusqu'a 27.

Il est nécessaire pour que le lemme soit vrai que les fonctions ¢,
et ¢, soient continues, mals leurs dérivées peuvent étre discontinues. Ces
dérivées doivent seulement rester finies.

Cela posé, nous achéverons de déterminer la fonction S, ; non plus
par l'équation (7'), mais par 'équation suivante:

V2N sin 22 [ Sp~l]

Y,
©) 24, cos my, + LB, sinmy, @ Cos + D.(v,)

ou

Elle ne difféere de I'équation (7') que par cec que A, a été remplacé

Ys
ar « cosZt.
par « cos

Cette équation montre d’abord que Sy est une fonction pério-
q que | 5= P

dique de y, et de période 27, (je rappelle que p est supposé impair).

De plus cette fonction ne devient pas infinie pour y, = 2kx, parce que le

second membre de I'équation (9) s'annule pour y, =o0 et pour y, = 2x.
Posons ensuite

ds ds, Plas L4
cl_—dyo_i- %dyl—’— d_/ +--'+ﬂ2774“+/1?77
1dS ds 21 dS, .
o 2z hated | p—1
G = + dy, + p dy + ... 4 p e 5

7 sera une fonction de y,, de y, et de p définie par l'équation:

(10) F(&,&rysy,) =0C.
Il est aisé de voir que { est entiérement déterminé puisque nous
connaissons maintenant complétement §,, S,. ..., §,;. On pourra donc

tirer » de l’équation (10) sous la forme suivante:

1
7=nF L +pmp, At
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les 7, étant des fonctions périodiques de y, et de y,, de période 27 par
rapport a ¥, et 47 par rapport a y,.
De plus on aura:
& _at, _ zdy

— 2 3
dy, dy, P ay,

2

Nous n’avons besoin que de y,; or on voit tout de suite que 7, est
donnée par 1'équation suivante:

\(l ) ny, = 285, + K,

qui ne différe de I'équation (5) que par ce que l'inconnue y est désignée
par 7. ’
Cette équation montre que 770 est une fonctlon périodique de y,; il
faut chercher la valeur moyenne de cette fonction. Si l'on se reporte a
la signification de l'équation (9), on verra qu’elle exprime que la partie

moyenne du second membre de (11) est acosy?”. On a donc:

[%] = COS_ .

{, est susceptible de deux valeurs différentes qui se permutent 'une
dans l'autre, soit quand on change \j en — s soit quand on change
Y, en y, + 2m.

J’appellerai ¢, la plus grande des deux valeurs de { et ¢, la plus
petite.

De méme ¢ est susceptible de deux valeurs; Jappclleral ¢, celle
qui correspond & ¢, et ¢, celle qui correspond a ¢,.

Enfin 7 est susceptible de deux valeurs; jappellerai 7' celle qui
correspond & ¢, et %’ celle qui correspond & ¢,; 7, est susceptible de
deux valeurs que jappellerai de méme »; et 7’

La fonction ¢, est périodique de période 27 par rapport & y,; en
effet, quand on augmente y, de 2z, les deux valeurs de & se permutent
entre elles; donc ¢, qui est toujours égale a la plus grande de ces deux
valeurs ne change pas.

Pour la méme raison, ¢,, ¢, , ¢,, %, 9", 9, 5’ seront des fonctions
de période 27z par rapport & y,. '

Des définitions précédentes, il résulte que ¢,, ¢,, ¢, et ¢, sont des
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fonctions continues, quoique les dérivées de ces fonctions, de méme que
7' et %" puissent étre discontinues.

Nous sommes donc dans les conditions o notre lemme est applicable
et nous pourrons écrire:

2 ff—djldyz —ff(
3 d¢,
2 ﬂ dy, dy, = ﬂ(d—i-_—dﬂ >dJ1dJ2— O,

j] Y =1 4y, dy, = o,
ou enfin:
d(ﬂo ) dig —7) 4@ — ) _
ﬂ = dy, dy, +ﬂ[ d, dy, ]dyxdya = O.

Cette relation devra avoir lieu quel que soit p.
Mais quand g tend vers o 3 — 7, et 3" — ;" tendent vers o.
Donc on aura:

(12) lim[/‘i(i‘,’di:—v"’gdy,dyg =0 (pour p = o).

Transformons le premier membre de V'égalité (12). Je remarque
d’abord que p étant impair, %, est une fonction qui doit se changer en
— %, quand y, se change en y, 4 2z. Il suffit pour s'en convaincre
de se reporter 4 'équation (11). Nous avons done:

de
g_,f)dy, dy, = o,

ou encore

776=—77(;’:j-—770

d(n, d(+ 7,
/](” 2y, dyy = ﬂ_djde2— ff( %) dy,dy, .

Il reste & voir pour quelles valeurs des y nous devons faire 5, =+ 7,
et pour quelles valeurs des y nous devons faire 7, = — 7,.

d’ou
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Si nous avons:

dS P2 dS,
I ‘ 3 ? “en R
(13) R dy tuigtt T >0,
nous devrons prendre d’aprés notre convention:
s, + s ds, n + g s, n L’i;}‘dS,,_l
$2 = d/ du ﬂdu e dy,
et
s S, - ds, 148,
do = gt Vg, gy — gy b

Si au contraire le premier membre de l'inégalité (13) est négatif,
nous devrons prendre:

dS . ds, P dSy
902 == + dyg
et
- ds, PdSy 1
by = + Vig et p T

Tout dépend donc du signe du premier membre de I'inégalité (13).
Egalons ce premier membre &4 0, nous obtiendrons une équation:

ds ds
——! -3 veoe =0
(14) dy, + ”dye +

Cette équation peut étre regardée comme définissant g, en fonction
de y, et de pu.

On pourra résoudre cette équation et écrire:

Yy = 0(.%)#)-

Observons seulement que 6 est une fonction périodique de période 27
par rapport a y, et que cette fonction @ s'annule identiquement quand
on y fait g = o.

Par conséquent quand y, variera de & 8 + 2z, on aura:

7 =+ 7,
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et quand y, variera de 6 + 27 & 4 + 47, on aura

o= — -

Nos intégrales doivent étre étendues o toutes les valeurs de g,
comprises entre O et 2z, Mais comme 7, est une fonction de période
27, on aura:

2 2z 2 o+ 2
o |0 tdy,
fdylj {ly‘zd—yz —l/((ytt/ d!/zg:q;
0 0 0 [}
ou
2T 0+2r

d, dn,
ff@jzdyldyz =f‘[."/1fd?/2a1‘
0 4

Quand 4 tendra vers o, le premier membre devra tendre vers o et
d'ailleurs # tendra vers o, on aura donc:

2n 2
. dy, dy,
hm[/d{;dy‘dyi’ =fdylfdy2d—f’: =0
0 0

2 T

—_ d’?o (1[770] ] . _a '_ Uy . 47a
._\/]‘@dyldyg—- 27-‘.]'7_{/2—({!/2_—_ILE./S”)'Z—dyZ———T.
@

On a donc

d’out

C. Q F. D.

Il résulte de l1a que si I'on annule les constantes A, d’indice impair

et si 'on donne des valeurs convenables aux constantes i, d'indice pair,

. d ¢ .
les fonctions ?i% et Z“j—" resteront finies,

J1 4]
On pourra donc les développer suivant les sinus et cosinus des mul-

.I‘)

tiples de y, et de ‘%; les multiples pairs de % entreront seuls dans le

développement si p est pair; si au contraire p est impair, les multiples

impairs de 312—* entreront seuls,
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Nous aurons alors pour les équations approximatives de la surface
asymptotique

R 24ds = t4s
(15) T, = ﬂgi, x2=2ﬂl_l'

Ces séries ainsi que nous l'avons vu sont divergentes, mais si on arréte
comme nous le faisons dans les équations (15) au »® terme, l'erreur com-
mise peut étre trés petite si p est trés petit, ainsi que je l'ai exposé
plus haut.

Nous avons vu que la quantité appelée plus haut a est toujours
nulle. On peut donner de ce fait essentiel une autre démonstration.

Posons:
p—8

T=84+pS,+p5+...4+2*8,,,
E=u, +pp +p'p 4.

Je dis d’abord que T est une fonction périodique de y, et de y,.
En effet ses dérivées Z—f et % sont des fonctions périodiques; on
1 2

a done:

T=pgy, +m + T,

B et y étant des constantes et 1" étant une fonction périodique de y, et y,.
On en conclut que

ar a1 ar ar
aw,—Prar g Tty
ar  ar i
. et —— étant des séries trigonométriques dont le terme tout connu
1 2

est nul.

Mais les fonctions S, S, ..., S,_, étant d’indice impair, leurs dé-

rivées changent de signe quand on change y, en y, + 27. Donc gyz et
1

arT .
. changent de signe quand y, augmente de 27. Donc les termes tout

2
connus f§ et y sont nuls. Donc T'= T" est une fonction périodique qui

ne change pas quand y, augmente de 27 et qui change de signe quand
¥, augmente de 27.
Acta mathematica. 13, Imprimé le 9 octobre 1890. 28
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Cela posé, nous savons que { et { sont liés par I’équation:

'P‘(Cl’g’yl’y?)z C.

Il en résulte que, si les deux valeurs de ¢ se confondent, les deux
valeurs de { se confondent également.
Ecrivons que les deux valeurs de ¢ se confondent, il vient:

arT
(16) 3‘72 = Q.

Cette équation (16) est d’ailleurs identique a I'équation (14). Ecri-
vons maintenant que les deux valeurs de { se confondent, il viendra:

ar =t
—— £ = o.
dy1+#

Les équations (16) et (17) devront étre équivalentes. De plus elles
devront étre équivalentes a la suivante:

(17)

Y, = 0(?/1 ’ l‘)’

6 ayant le méme sens que plus haut. Supposons qu’on développe 0
suivant les puissances croissantes de g, il viendra:

(18) Yy = pb, + p'0, + p°0, + ...,

0,,0,,0,,... étant des fonctions périodiques de y,.
Supposons y, lié & y, par I'équation (18); quand y, augmentera de
27,4y, ne changera pas et T qui est périodique ne changera pas non plus;

on aura donc:
2T
Y =27
a7 aT
f dT:f(@dyl +Tq/2dy,> = O,
0

n=0

: aT aT .y , .
ou en remplagant dy, et . par leurs valeurs tirées des équations (16)
et (17)

g__~121r
-p’ fédyl = O.
Si dans
E=vy, + g +p'n + ..
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on remplace y, par sa valeur (18) il viendra:

5=‘5o+;u51+;u’52+...,

&, &, &, etc. étant des fonctions périodiques de y,.
On devra avoir quel que soit p:

I
o

fdyl(EO ,Usl /1252 + .. )
et par conséquent:

féody,:-— 27§, ] = o.

Il est clair que pour obtenir &, il suffit de faire y, = o dans y,,
or on a

[76] = — COS—“
Il vient donc
2na
=0
nl
ou
@ = O. C. Q F. D.

§ 19. Troisieme approximation.

Nous nous proposons maintenant de construire exactement nos sur-
faces asymptotiques ou plutét leur intersection avec la surface y, = o
qui est comme nous l'avons vu plus haut une surface sans contact.

Dans notre mode de représentation géométrique, la solution pério-
dique que mous envisageons est représentée par une certaine courbe tra-
jectoire fermée. Cette courbe fermée vient couper la surface y, = o en
un point que jai représenté sur la figure en O

Par cette courbe fermée passent deux surfaces asymptotiques; ces
deux surfaces coupent la surface y, = o suivant deux courbes que jai
représentées sur la figure en trait plein en AO0'B et A'0'B.

J’ai représenté en trait pointillé ------- la courbe », =y, = o.

Reprenons les motations du § 16; considérons les séries s, et s, qui
entrent dans les équations (4) de ce paragraphe; soient comme dans le
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§ 16, s7 et & la somme des p premiers termes des séries s, et s,. Nous
avons vu que les équations:

oy = (Y1 5 %a)s Ty = S§(Y1 5 Yo)

représentent des surfaces qui différent trés peu des surfaces asymptotiques.
Ces surfaces couperont la surface y, = o suivant des courbes qui ont
pour équation:

Yy =0, X =sN(0,¥), T =s5(0,y,)

et qui sont représentées sur la figure en trait mixte —..—.. ———

Fig. o.

Nous avons appris dans le paragraphe précédent a former les séries s, et
S,; nous avons vu que S(y,,¥,) et s5(y, , ¥.) sont des fonctions périodiques
de période 27 par rapport 2 y, et de période 4= par rapport & ¥,.

Il en résulte que la courbe en trait mixte doit étre comme l'indique
la figure une courbe fermée admettant un point double O.

La premiére question & traiter est la suivante: les courbes en trait
plein, intersections des surfaces asymptotiques avec y, = o, sont-elles aussi
des courbes fermées? Il est clair qu'il en serait ainsi si les séries s, et
s, étaient convergentes. Car les courbes en trait pointillé différeraient alors
aussi peu qu'on voudrait des courbes en trait plein; la distance d’un point
de la courbe pleine & la courbe pointillée tendrait vers o quand p
croitrait indéfiniment.

Je vais montrer sur un exemple simple qu'il n'en est pas ainsi. Soit:

—F=p+4¢*"— 2/ sin’g——ps cosxgo(?/),
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ou ¢(y) représente une fonction périodique de y de période 27, et ou
/et ¢ sont deux constantes que je suppose trés petites. Je forme les
équations: ‘

de _ _a¥ _ dy _ _dF _ |
T T ap v AT ag T
(I) d dF d AR
p . . q dF . ’
i = 4n = —pesinzp(y), at oy sy + pe cosag'(y).

On voit que p et ¢ joueront le méme role que jattribuais jusqu'ici & z,
et a x,, pendant que x et y joueront le réle que jattribuais a y, et a y,,
je n’ai changé les notations que pour supprimer les indices.

Supposons d’abord .e = 0. Les équations admettent alors une solu-
tion périodique qui. s'écrit:

r=¢ p=o0, g=0, y=o0.

Les exposants caractéristiques (en laissant de coté les deux qui sont nuls,
ainsi qu'il arrive toujours avec les équations de la dynamique) sont égaux
a + 2.

Il existe alors deux surfaces asymptotiques qui ont pour équations:

s, d
T 17

n

|

2 So='¥2@cos?—2/

J

4
d’ont
nd
p=20, q= * y2psmZ.
Les exposants caractéristiques n'étant pas nuls, mais égaux a + /2 quand
on fait ¢ = o, il existera encore une solution périodique pour les petites

valeurs de e; & cette solution périodique correspondront deux surfaces
asymptotiques dont l'équation pourra se mettre sous la forme

_as s
T dw’ q—dy’

S étant une fonction de x et de y satisfaisant & I'équation

ds ds\* .
o+ (@) = 24 sm’g + pe coszp(y).
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Les exposants caractéristiques ne s'annulant pas pour ¢ = o, il résulte
de ce que nous avons dit & la fin du § 13 que p et g et par conséquent
S sont développables suivant les puissances croissantes de e. PPosons donc:

S=28,+ ¢S +¢&'S,+....

Nous avons trouvé plus haut:

— .Y
S, = — 2 yzucos’.

Quant a 8, il devra satisfaire & 1’équation:

(llq ds

L4 \2ps qnng(—t—/—‘ = g cos x¢ (Y ).

dw

Si V'on désigne par X une fonction qui satisfasse & 1'équation:
ydX . S
+\/°/ﬁm-7——/16 ¢ () (=y—1)
S

1
en faisant:

gera la partie réelle de X¥. Or on peut satisfaire & cette équation

T =e"d(y);
il suffit pour cela que:

/
i) + (2 sind i’j - g ().

L’équation en ¢ ainsi obtenue et qu'il s'agit d'intégrer est linéaire. Son
intégrale générale s’écrit: si ¢(y) = o

et si ¢(y) est qucleconque:

= () Visttnt) () o

Comme ¢ doit étre développable suivant les puissances entiéres de y
pour les petites valeurs de y, il est facile de voir quelle valeur il faudra
donner a la constante d'intégration. Si, pour y = o, ¢(y) annule, I'inté-
grale devra s’annuler aussi, de sorte qu'il faudra la prendre entre les li-
mites o et y.
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Que faudrait-il maintenant pour que les courbes BO'B' et A0 A
fussent fermées? Il faudrait que la fonction S restdt finie ainsi que ses
dérivées pour toutes les valeurs de y et fut périodique de période 47
par rapport a y (c'est ce qui arrivait, rappelons-le, pour les fonctions s7
et s dont nous avons parlé un peu ‘plus haut). Comme cela devrait
avoir lien pour toutes les valeurs de e, cela devrait avoir lien de S,
et comme S, est égal & cosz multiplié par la partie réelle de ¢, plus
sinz multiplié par la partie imaginaire de ¢, cela devrait avoir lieu de ¢.

Don¢ pour les valeurs dé y voisines de 27, ¢ devrait étre dévelop-
pable suivant les puissances entiéres de y — 2z. Mais il n'en est pas

ainsi de (tg Z) . Donc Tintégrale:

2
J = f \/’%s&(y)(sin%’)”l(tg%)—ady
;

devrait étre nulle. Calculons cette intégrale en supposant ¢(y) = siny.

Posons tg% = ¢, il viendra:

— [t — 1Y) dE
7= i [
0

2

’ . ‘ 1 — r_* ’ t
Intégrons pas parties en remarquant que T est la dérivée de et

1l viendra:

t—-adt
J= 4a@ Tﬁ.
0

Faisons {* = %, on aura:

o

_atl _
J = — w2 du __27ma \/2/1 — 8m
= 2a,/2p T e -

€os — , " Vaa
. > e e Ve

Done J n'est pas nul; donc les courbes BO'B' et AO'A’ ne sont pas
fermées; donc les séries s, et s, ne sont pas convergentes, non plus que
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les séries définies dans les §§ 14 et 18 ainsi que je l'avais annoncé dans
ces paragraphes.

La distance des deux points B et B’ n'est donc pas nulle, mais elle
jouit de la propriété suivante. Non seulement BB’ tend vers o, quand

1

# tend vers o, mais le rapport —B—f— tend également vers o quelque grand
7
que soit p.
En effet la courbe pointillée a pour équation

¥ =0 Ty = s7(0, Ya) 2, = s{(0, y,)
et la courbe en trait plein a pour équation:

Yy =0, T, = f;(O ’ 3/,), Ty = f;(o ’ ya)’

D’aprés ce que nous avons vu plus haut les séries s, et s, représentent
asymptotiquement les fonctions f; et f,, ce qui veut dire que l'on a:

limf‘—_z—'(’zfi = lim f’—}'—g =o0 (pour u=o0)

I #
r
Donc le rapport & p* de la distance de B & la courbe pointillée tendra

?
vers o et il en sera de méme du rapport & p* de la distance de B’ a
cette courbe pointillée. On a donc:
I BB
m —- = O.
Pe
C. Q F. D.

En d’autres termes, si on regarde p comme un infiniment petit du

premier ordre, la distance BB, sans étre nulle, est un infiniment petit
1

d'ordre infini. C'est ainsi que la fonction e * est un infiniment petit
d’ordre infini sans étre nulle.

Dans l'exemple particulier que nous avons traité plus haut, la di-
stance BB’ est du méme ordre de grandeur que l'intégrale J, cest &

T

dire que e Vi.
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Une seconde question & traiter est celle de savoir si les deux courbes
OB et O'B prolongées se coupent. S'il en est ainsi en effet, la tra-
jectoire qui passera par le point d’intersection appartiendra & la fois aux
deux nappes de la surface asymptotique. Ce sera une trajéctoire double-
ment asymptotique. Soit C la trajectoire fermée qui passe par le point
O et qui représente la solution périodique. La trajectoire doublement
asymptotique différe trés peu de C, lorsque ¢ est négatif et trés grand,
elle s'en éloigne asymptotiquement, s'en écarte beaucoup d’abord, puis
s'en rapproche de nouveau asymptotiquement, de fagon a différer trés
peu de C, lorsque ¢ est positif et trés grand.

Je me propose d'établir qu’il existe une infinité de trajectoires double-
ment asymptotiques.

Je commence par observer que la courbe OB, quelque loin qu’on
la prolonge, ne pourra jamais se recouper elle-méme, c’est & dire que
cette courbe O'B prolongée mn'a pas de point double. En effet d’aprés
la définition de cette courbe les "antécédents des divers points de O'B
sont eux-mémes sur cette courbe O'B; de sorte que l'antécédente de la
courbe O'B est une portion de cette courbe. De méme la seconde, la
troisiéme etc.; la n® antécédente de O'B sont des portions de plus en
plus petites de cette courbe, limitées par le point O’ d’une part et un
point D de plus en plus rapproché de O’ d’autre part. |

Si la courbe OB avait un point double, il en devrait étre de méme
de toutes ses antécédentes, et par conséquent de tout arc O'D si petit
qu’il soit, faisant partie de O’B. Or les principes du § 13 nous permet-
tent de construire la portion de OB voisine de O' et de constater que
cette portion de courbe n'a pas de point double. Il en est donc de
méme de la courbe entiére quelque loin qu'on la prolonge.

D'aprés la définition des deux nappes de la surface asymptotique et
des courbes BO'A’, B'O'A4, 'une de ces courbes (par exemple la courbe
B0’ 4') est telle que le n° antécédent d’un point de cette courbe se rapproche
indéfiniment de 0’, quand » augmente; pour l'autre courbe B'0’'A, clest
le n° conséquent qui se rapproche indéfiniment de (. Ce que nous
venons de dire s'applique donc également & la courbe OB, pourvu qu'on
remplace partout le mot antécédent par le mot conséquent. Donc la
courbe O'B’ quelque loin qu'on la prolonge ne se recoupera pas elle-méme

et il est clair qu'il en sera de méme des courbes O’'A et 0’4’
Acto mathematica. 13, Imprimé le 14 octobre 1890. 29
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Je dis maintenant que la courbure des courbes O'B et O’'B’ est finie,
je veux dire qu'elle ne croit pas indéfiniment quand g tend vers o.

En cffet nous avons vu que non seulement les séries s, et s, repré-
senfent asymptotiquement les deux fonctions £, et f,, mais que les séries

2 2
gj;‘ et ;% représentent asymptotiquement :—5%‘ et 2;/?'

On en conclut que si p est regardé comme un infiniment petit, la
courbure de la courbe en trait plein au point B différera infiniment peu
de la courbure de la courbe pointillée au point le plus rapproché; or
cette derniére courbure est finie, donc il en cst de méme de la courbure
de la courbe en trait plein.

Soit maintenant B, le conséquent du point B et B; celui du point
B. La distance BB, est du méme ordre de grandeur que . et il en
est de méme de la distance B’'Bj, les arcs BB, et B'B; sont donc treés
petits si g est trés petit et leur courbure est finie; d’autre part les

7

BE BB iendent vers o
BB’ BB,
quand s tend vers o; enfin il existe un invariant intégral positif.

Nous nous trouvons donc dans les conditions du théoréme III du § 8.
Nous "en conclurons que les arcs BB, et B'B; se coupent, c'est a dire
que la courbe O'B’ coupe la courbe O'B prolongée et par conséquent
qu'il existe au moins une trajectoirc doublement asymptotique.

Je dis maintenant qu’il en existe au moins deux.

En effet la figure a été construite de fagon que les points B et B’
soient sur la courbe

distances BB, B, B; de méme que les rapports

Yy, =Y, = O.

Mais lorigine des y, est restée arbitraire; je puis supposer quon la
choisisse de telle sorte qu'au point d'intersection des deux courbes O’B
et OB, on ait y, = o0. En ce cas les points B et B’ coincident. Il
doit donc en étre de méme de leurs conséquents B, et B;. Les deux
arcs BB, et B'B; ont alors mémes extrémités, mais cela ne suffit pas
pour satisfaire au théoréme III que je viens d’appliquer (il faut en effet
pour satisfairc a ce théoréme que l'aire limitée par ces deux arcs ne soit
pas convexe), il faut encore qu'ils se coupent en un autre point N.
Par ce point passera une trajectoire doublement asymptotique qui
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ne se confondra pas avec celle qui passe en B. Il y a donc au moins
deux trajectoires doublement asymptotiques. '

Je suppose toujours que les points B et B’ se confondent. Soit
BMN la portion de la courbe (’B comprise entre les points B et N;
soit de méme BPN la portion de la courbe O'B’ comprise entre le point
B =D et le point N. Ces deux arcs BMN et BPN limiteront une
certaine aire que jappelle a.

> Nous avons vu que dans le cas particulier du probléme des trois
corps qui nous occupe on peut appliquer le théoréme 1 du § 8. 1l
existera donc des trajectoires qui traverseront une infinité de fois I'aire a.

Donc parmi les conséquentes de laire «, il y en aura une infinité
qui auront une partie commune avec a.

Si donc on considére la courbe fermée BMNPB qui limite lairc «,
et les conséquentes de cette courbe, il y aura une infinité de ces consé-
quentes qui couperont la courbe BMNPB elle-méme.

Comment cela peut-il se faire? ‘

L'arc BMN ne peut couper aucun de ses conséquents; car l'arc
BMN et ses conséquents appartiennent a la courbe O'B et la courbe O'B
ne peut se recouper elle-méme.

Pour la méme raison I'arc BPN ne peut couper aucun de ses
conséquents. :

I1 faut donc, ou bien que V'arc BMN coupe un des consequents de
BPN, ou que T'arc BPN coupe un des conséquents de BMN (dans les
hypothéses ol nous nous sommes placés, c’est le second cas qui se pré-
sentera). Dans 'un comme dans l'autre cas la courbe O'B ou son pro-
longement coupera la courbe O'B’ ou son prolongement.

Ces deux courbes se coupent donc en une infinité de pomtq et une
infinité de ces points ‘d'intersection se trouveront sur les arcs BMN ou
BPN. Par ces points d'intersection passeront une infinité de trajectoires
doublement asymptotiques.

On démontrerait de la méme maniére que la surface asymptotique
qui coupe la surface y, = o suivant la courbe 0’4 contient une infinité
de trajectoires doublement asymptotiques.




