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CHAPITRE III.

Resultats divers.
§ 20. Solutions périodiques du 2° genre.

Dans le chapitre précédent et en particulier dans les §§ 17 et 18
nous avons construit nos séries en supposant que l'on donne a C, une
valeur tantot supérieure tantdt égale & — ¢,.

Supposons maintenant qu'on ait donné & C, une valeur < —¢,.

Alors
= \/— ]+ C)

n'est pas toujours réel. Supposons par exemple que, pour la valeur
choisie de (), x; reste réel quand y, varie depuis 3, jusqu'a 7. dJe
vais considérer une valeur 7, de y, comprise entre », et »,:

s <7 <7

et je vais chercher a définir les zf pour toutes les valeurs de y, com-
prises entre », et 7,.

J’observe d’'abord que 2} est susceptible de deux valeurs égales et
de signe contraire, a cause du double signe du radical; donnons d’abord
par exemple a ce radical le signe 4.

Imaginons que l'on ait calculé successivement

1 2 i3
Ty, Tyyeooy Xy 7y
1,2 12
TyyLyyeveyly

L’équation (7) du § 18 nous donne:

zi{zs ] = 0(y,) + Ciy,

6(y,) étant une fonction entiérement connue de y, ct C,_, une constante.
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Nous déterminerons cette constante par la condition
0(?5) + Ck—-l = 0.
Alors bien que z; s'annule pour y, = 7,, la fonction

[w;-—l] 6(y,) — (7]5)
2

reste finie pour y, = ¥,.

Nous avons donc complétement déterminé les fonctions «f pour
7, < Y, <%, et nous appellerons z;, les fonctions de y, ainsi déterminées.

Supposons que l'on recommence le calcul en donnant au radical le
signe —. On trouvera pour les fonctions #; de nouvelles valeurs que
j’appelle xt; et qui seront d’ailleurs la continuation analytique des pre-
mieres.

Imaginons ensuite que I'on remplace C, par une constantc nouvelle

C; trés voisine de C,.
2,0 ,
VZ(E] + o)

Alors le radical:
sera réel toutes les fois que y, sera compris entre 7, et une certaine
‘valeur y, trés voisine de 7,.

Cela posé, nous allons par le procédé exposé ci-dessus calculer les
fonctions 2}  pour les valeurs de y, comprises entre 7, et 7, d’abord en

faisant:
= +y/Zm + o

(nous appellerons 3, les fonctions ainsi calculées), puis en faisant

d=—\ 2o

(nous appellerons x5, les fonctions ainsi calculées).
Nous allons ensuite construire les quatre branches de courbes:

Ié- Y =0, z, = ?o.i(y‘z)’ Ty = 500.2(.%)

que nous prolongerons depuis y, =y, & y, = y,.
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2°, Y, = O, xy, = @;,(¥s), Ty = ¢14(Y2)

que nous prolongerons également depuis y, = 3, jusqua y, = 7,.
3° Ya = O, T = ¢2.1(%:), Ty = ¢32(Y)

que nous prolongerons depuis y, = 7, jusqu'a y, = ,.
4°. Y, = 0O, @y = ¢4,(Ys), Ty = ¢34(Ys)

. . . 9" .
que nous prolongerons également depuis y, = », jusqu'a y, = %,.
Dans ces formules nous avons posé:

k
Cra(te) =ap, + 2}y + .o+ 2k pt

La premiére et la seconde de ces courbes se raccorderont et seront
tangentes en un méme point a la courbe y, = ;.

La troisiéme et la quatriéme courbes se raccorderont également et
seront tangentes en un méme point a la courbe y, = 7.

Cest ce qu'indique la figure 8 ol les trois arcs pointillés repré-
sentent les trois courbes

Yo = M55 N1 P>

ou Yarc AB représente la 1°° de nos quatre branches de courbe, I'arc
AD' la seconde, I'arc B'C la 3™ et l'arc DC la quatriéme.

Nous regarderons C, comme une donnée, mais Cj est resté jusqu'ici
arbitraire. Nous déterminerons C; par la condition que la 1° et la 3™
courbes se raccordent et que les points B et B’ se confondent, ce qui
g'exprime analytiquement par les conditions:

(I) 500.1(777) = ?2.1(771): ¢0.2(777) = 592.2(771)«
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Ces deux équations ne sont d’ailleurs pas distinctes et se raménent
a une seule.

En nous appuyant sur le théoréme III du § 8 nous pourrions dé-
montrer que si €] est déterminé par les équations (1), les équations

(I') 5”1.1(777) = 503‘1(771): 501.2(777) == 553.2(777)

E+1
seront aussi satisfaites aux quantités prés de P'ordre de p * ; cest & dire

que la 2% et la 4™ courbes se raccorderont aux quantités prés de cet

ordre, ou que la distance DI’ est un infiniment petit de méme ordre
41

que g *.

Mais je dois faire ici la méme observation que plus haut; les séries
auxquelles on parvient de la sorte ne sont pas convergentes bien qu’elles
puissent rendre des services si on les manie avec précaution.

Il existe donc des régions, o, au moins pendant un certain temps,
¥, (dans le cas ou l'on suppose #, = 0) on n,y, — n,y, (dans le cas général)
conservent des valeurs finies. Clest ce fait que les astronomes expriment
d’ordinaire en disant qu'il y a libration. On peut se demander si ces
régions de libration sont sillonnées de solutions périodiques.

On peut s'en rendre compte par les considérations suivantes.

Ecrivons les équations:

T, = x(I) + /,fo,
0 - 2 9
iV 2] + €) + put

Ces équations sont & des quantités pres de I'ordre p celles de surfaces
que nous avons construites (voir figure 8); elles satisfont donc approxima-
tivement aux équations (3) du § 17. Quant & u) c'est une fonction de
y, et de y, qui ne différe de x; que par une fonction de y, de telle
sorte que

(2)

Ty

Il

dul  da}
dy,  dy,
Cette fonction ) doit d’ailleurs rester toujours finie.
Je me propose de modifier la forme de la fonction #' qui entre

dans nos équations différentielles de facon que ces équations (2) satis-
fassent ewactement aux équations (3) du § 17.
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Je cherche donc une fonction F* telle que les équations:

de, _ dF* de,  dAF*
) . dy,’ dt — dy,’
3 g

dy, ar* dy, __ dF”

dt — dx’ dt ~—  dr

2

admettent des surfaces trajectoires représentées précisément par ces équa-
tions (2).

Voici comment nous déterminerons cette fonction F™.

Observons d’abord que 2} et x) sont déterminés par les deux équa-

tions simultanées
ar

Fo(x(l) ’ '/'Ug) = 0’ dﬂ,’go == O,

On peut tirer de ces deux équations z} et z; en fonctions de C.
Nous regarderons donc désormais z} et zj comme des fonctions connues de C.

D’autre part [F,] est une fonction de y,, de z{ et dc z3, ce qui
nous permet de le regarder comme une fonction connue de y, et de C.

Les équations (2) nous donneront par conséquent z, et 2, en fonc-
tions de y,, de y,, de C et de C,.

Remarquons que si #, et z, sont définis par ces équations

z,dy, + z,dy, = dS
est une différentielle exacte, de sorte que:
dy,  dy,
Résolvons maintenant les équations (2) par rapport & C et C,, il

viendra
C = p(xl,xvyl’yg)’

01 = @(xl s Zoy Y1 y?)'

La fonction F* est ainsi définie et on aura en employant la nota-

tion de Jacosr:
[I'*, &*] = o,
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ce qui signific que
* = const,

est une intégrale des équations (3).
La solution la plus générale de ces équations (3) s'écrit alors:

s s as as ,
(a) '@—xu @“——x,, cTC’_O_I_t’ d_O—l*—O“
(' et C] étant deux nouvelles constantes d’intégration.

Cherchons a former effectivement F* ou du moins 4 nous rendre

compte de lordre de grandeur de la différence:
F— F*
Or #} est défini par la condition suivante:
F(a! + i, 0 + o) — C

doit étre une quantité de méme ordre que gy . (Cf § 17.)

Donc comme aF, est nul, la fonction

dzy
Flat + pa, o} + Vo + ) — O

sera encore de méme ordre que p\/u, quelle que soit la fonction uj].
D’ailleurs on a identiquement:

F*(a + pat, a8 + yjuah + i) = C.

Donc la différence
. F— F*

regardéec comme fonction de g, de C, de C,, de y, et de y, est de I'ordre
de p\/p.
Posons maintenant:
& \/I—l = Ty — xg .

Des deux équations (1) on tirera facilement C, et C en fonctions
de z,,&,,y,,y, et u; on voit alors sans peine que C et C, peuvent étre
développés suivant les puissances positives de ., les coefficients étant

des fonctions finies de z,, de &,, de y, et de y,.
Acta mathematica. 13, Imprimé le 14 octobre 1890. 30
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Nous venons de voir que F— F* est une fonction de g, de y,, de y,,
de C et de C, dont le développement suivant les puissances de p com-
mence par un terme en py/u; si nous y remplagons C et C) par leurs
valeurs en fonctions de g, de z,, de &, de y, et de y,, nous verrons que
cette différence F'— F* est une fonction développée suivant les puis-
sances de p, dont les coefficients dépendent de z,, &,,y, et y, et qui
commence par un terme en g /.

Par conséquent la fonction:

I — F*
7
ne devient pas infinie pour p = o.
Par le changement de variable que nous venons de faire les équa-

=F(p,x ., &0, 0)

tions (3) deviennent:

de, ({F* dy, (@
( dt Zl‘l/: ’ e de, ’
3) € A dy, oAb
& Judy, T g,
De méme les équations proposées:
de; dF dy; t_lﬁ'
dt LT;/—,’ dt de;
doivent se réduire a:
de, ar dy, dF
at i ’ dt de, ’
(4) i,  ar dy,  dF
At \pdy, Veedé,

Nous formerons en outre les équations suivantes:

dz, d LR dy, d * 1 e
dt — dy, (F* <k )’ dt da, (F VF)’
(5) d& d dy d
: F* 4 EF’), it (F* -+ SF'),

dt veds,

dt udy,

qui se réduisent & (3') pour ¢ = 0 ct & (4) pour e = pypu.
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D’aprés ce que nous avons vu plus haut, les équations (3) et par
conséquent les équations (3’) peuvent s'intégrer exactement; nous en avons
donné par les équations (a) la solution générale.

Si Ton discute cette solution générale et si on cherche a la con-
struire en conservant le méme mode de représentation géométrique que
dans les paragraphes précédents, on verra qu’il existe une infinité de
surfaces trajectoires fermées.

Ces surfaces qui ont pour équation:

. T \/ (L + G + gk
(6) 2=

0 2
L @ + pxy

différent peu des surfaces que nous avons construites dans le § 17 et dont
Péquation s'écrivait:

i/ A LARN

)

(7)

] )w&

1

Elles ont méme forme générale que les surfaces définies par 1'équation
(7). Si donc nous faisons les mémes hypothéses que dans le § 17 au
sujet des maxima et des minima de [F], deux de nos surfaces (6) seront
des surfaces fermées a courbe double; ce scront celles qui correspondent
aux valeurs — ¢, et — ¢, de la constante C,. Les autres sc composent,
de une ou deux nappes fermées. '

La surface fermée & courbe double sera pour nos équations (3')
une surface asymptotique et elle partagera I'espace en trois régions comme
nous l'avons dit plus haut.

Parmi ces régions, je distingue la région R, comprise entre les deux
nappes, qui est une région dite de libration et je me propose de montrer
que dans cette région, on peut tracer une infinité de trajectoires fermées
correspondant & des solutions périodiques.

Revenons en effet aux équations (a) qui nous font connaitre la so-
lution générale des équations (3) et (3'). D’aprés la forme des équations
(2), nous pouvons écrire:

S = a, + b, + 0, 0) + /% [FTF G
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a et b étant des fonctions de C et de C, sculcment et 4(y, , y,) une fonc-
tion réelle et périodique de ¥, et de y,.
" On en déduit:

, _dS  da db a6 \/7[ dy,
01—m—zlayl+myz+dq+ Z_Nf\/m—I‘CT)'

Nous donnerons & €, une valeur déterminée qui devra étre plus
petite que — ¢, puisque nous nous supposons placés dans la région R,.

La surface fermée qui correspond a cctte valeur de C; présentant
les mémes connexions que le tore, nous pouvons en faire le tour de deux
maniéres différentes: 1° en regardant y, comme constant; 2° en regardant
¥, comme constant.

Quand on aura fait le tour de la surface en regardant y, comme

; as ;
constant, g, aura augmenté de 27 ct g0 ura augmenté de
1

S

da

1

Quand on aura fait le tour de la surface en regardant y, comme
constant, y, sera revenu & la méme valeur, mais l'intégrale

f .
V(F,] + C)
aura augmenté d’une certaine période » définie comme il suit:

Supposons que les valeurs de y, pour lesquelles le radical \/([F|] + C,)
est réel soient les valeurs comprises entre 7, et 7, on aura:

s

dy

@]+ C)

V=2
7

5

. as
Quand notre intégrale augmentcra de v, A augmentera de
4 1

7

’Vaxe
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Pour que la solution qui correspond a cette valeur de C, soit pé-
riodique, il faut donc et il suffit que ces deux quantités:

da "
750 ¢ *Viw

solent commensurables entre elles.

Cette condition sera évidemment satistaite pour une infinité de va-
leurs de C[; notre région R, contient donc unc infinité de trajectoires.
fermées, représentant des solutions périodiques.

Ainsi si K est un nombre commensurable quelconque, I'équation:

da . "
8 el el
(8) 27 ae =Ko\ oy

1

(qui contient C, parce que et v sont des fonctions de C,) nous don-

42
dac,
nera une valeur de C, correspondant & une solution périodique.

Pour discuter cette équation, il me faut chercher ce que c’est que

da
.
11 me suffit pour cela de rappeler que:
= a; + p[21)
et que:

FO(.CL‘? -]— /J..%"f ’ wg + \/ITUU;) + /,LFI(QZ?, xg s W )\?/2)

doit se réduirc & C aux quantités prés de lordre de py/z. On en conclut:

N
— 1,7 _‘2‘(5‘7;)2 + F\(x1, Ty Yy yz) == 0

d'on
—un[a]—C—[F]+[F]=o0
et:
da J7
ac, ~ "~ m,’
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da_
ac,
tion (8) peut s'éerire

est donc unc constante, indépendante de C,, de sorte que I'équa-

v
(8" — == const.
L
Pour discuter cette équation nouvelle, il convient de chercher com-
ment varic v quand on fait varier ¢ depuis ¢, jusqu'a ¢
> — st infini: € viris TN N —
Pour C, = —¢,, v est infini; C, variant depuis — ¢, jusqu'a —¢,,

v décroit d’abord jusqu'a un certain minimum, pour croitre cnsuite de
nouveau jusqu'a linfini.

Pour C, < — ¢,, v peut admettre deux valeurs correspondant aux
deux nappes de la surface ¢t que l'on peut envisager séparément. (Cf.
figure 7.)

La premicre nappe de la surface reste réclle quand C) cst compris
entre —¢, et —¢,; la valeur correspondante de v décroit depuis l'in-
fini jusqu'a un certain minimum quand C, décroit depuis — ¢, jusqu'a — ¢, .

La scconde nappe de la surface reste réelle quand C) est compris
entre — ¢, et — ¢, la valeur correspondante de v décroit depuis l'infini
jusqu'a un certain minimum qguand €, décroit depnis — ¢, jusqu'a —¢,.

Ainsi v admet trois minima au moins ct reste toujours supéricur a
une certaine limite positive.

Si donc nous regardons I'équation (8”) comme définissant C; en fonc-
tion de g, C, sera fonction continue de g, mais nous pourrons prendre
p assez petit pour que cette équation n’admette aucune racine.

Ainsi il est certain qu'il existe toujours une infinité de solutions
périodiques; mais quand on fera décroitre u, toutes ccs solutions dispa-
raitront I'une apres lautre.

Il résulte de ce qui précéde que les équations (5) admcttent pour
e = o une infinit¢ de solutions périodiques; les principes du chapitre III
(1% partie) nous permettent d’affirmer qu'il y en a encore une infinité
pour les valeurs suffisamment petites de . Comme g est trés petit, il
semble trés probable qu'il existera une infinité de solutions périodiques
pour & = py/u, c'est a dire pour les équations (4) qui sont déduites par
un changement de variable trés simple des équations proposées.

Par conséquent, si nous revenons a ces équations proposécs, nous
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voyons que dans la région de libration R, il y a une infinité de trajec-
toires fermées représentant des solutions périodiques. Nous allons d’ailleurs
I'établir rigoureusement par une voie toute différente.

Mais si faisant décroitre pu d’'une maniére continue, on suit une de
ces trajectoires fermées, on la verra se déformer aussi d'une facon con-
tinue ot disparaitre ensuite pour une certaine valeur de g. Ainsi pour
¢ = O toutes les solutions périodiques de la région R, auront disparu
Pune aprés lautre. Ce n'est pas ainsi que se comportaient les solutions
périodiques étudides dans le chapitre III (1*° partie) et qui subsistaient
encore pour g = o.

On peut démontrer que dans le voisinage d’'unc trajectoire fermée
représentant une solution périodique, soit stable, soit instable, il passe
une infinité d’autres trajectoires fermées. Cela npe suffit pas, en toute
rigueur, pour conclure que toute région de lespace, si petite qu'elle soit,
est traversée par une infinité de trajectoires fermées, mais cela suffit
pour donner a cette hypothése un haut caractére de vraisemblance.

Ainsi que je viens de le dire, Iaper¢u qui précéde ne suffirait pas
pour établir rigoureusement l'existence des solutions périodiques du 2°
genre. Voici comment nous y parviendrons.

Reprenons nos équations différentielles

de; dF dy;

_dar

dt Tyl’ dt ~ di;
et envisageons une solution périodique du 1°* genre de période I'; quand
¢ augmentera de I',y, et y, augmenteront de n, 1 et de n,T; je sup-
poserai comme plus haut:

1l = 27, Hy = O.

Cela posé, de I'équation
F=20C

nous pouvons tirer z, en fonction de x,, 9, et 7,; en remplacant z, par
la valeur ainsi obtenue, on trouve;

de, dF dy,  dF dy, _ ar

di dy,) At dw, dt  da,’

1 2

! Les travaux récents de M. CANTOR nous ont appris en effet (pour employer le

langage de ce savant géomdtre) quun ensemble peut &tre parfait, sans étre continu.



240 H. Poincaré. § 20.
les seconds membres pouvant étre regardés comme des fonctions connues
de z,, ¥, et y,. Enfin en éliminant d¢ il viendra:

de, dy,
(9) dT/;_ ’ E.'_/:—Y’

X et Y étant des fonctions connues de x,, y, et y,, périodiques de période
27 par rapport a ¥,.
Soit:
Z, = ¢1(4)s Y2 = ¢2(4)

la solution périodique considérée qui sera de période 27 par rapport &
%; je suppose que cette solution périodique soit celle que nous avons
définie plus haut et qui était représentée approximativement sur la figure
du § 17 par la courbe fermée isolée dc la surface C; = — ¢,. Ce sera
donc une solution périodique stable, clle admettra deux exposants carac-
téristiques a et — a égaux et de signe contraire et dont le carré sera
réel négatif.
Soit maintenant

Ty = 551(?/1) + &, Y, = ¢2(y1) + &

unc solution peu différente de la premiére. Soient conformément aux
notations du chapitre IIT (1™ partie) B, ct B, les valeurs initiales de
& et de & pour y, =o0, et 5, + ¢1, B + ¢ les valeurs de & et de &, pour
¥, = 2kx (k entier). La solution sera périodique de période 2k si I'on a:

(Io) ¢, = ¢, = o.

On sait que ¢, et ¢, pourront se développer suivant les puissances de
p. et B, et que ces fonctions dépendront en outre de pu.

Si on regarde un instant B, f, et p comme les coordonnées d'un
point dans Dlespace, les équations (10) représentent une certaine courbe
gauche et a chaque point de cette courbe gauche correspond une solu-
tion périodique. Il est clair que ¢, et ¢, Sannulent avec 3, et f,; en
effet si Ton fait & = 0, & = o, on obtient, d’aprés la définition de &
et de &, une solution périodique de période 27 qui peut aussi étre
regardée comme périodique de période 2kr.

La courbe (1o) comprend donc d’abord l'axe des p tout entier. Je
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me propose de démontrer que si, pour g = pu,, ka est multiple de 2ix,
il existera une autre branche de la courbe (10) qui passera par le point

L= Mo ,8120, ﬁ2=0
et par conséquent que pour les valeurs de p voisines de p, il existe
d’autres solutions périodiques que &, = &, = o.

Posons p— p, = A et cherchons & développer ¢, et ¢, suivant les
puissances de 3, de 5, et de A.

Calculons d’abord les termes du 1° degré par rapport a f, et a f,.

Je dis d'abord que pour A = o, c’est a dire pour g = g, tous ces
termes sont nuls. A

En effet supposons que les & soient assez petits pour qu'on en puisse
négliger les carrés. Nous avons vu dans la 1®° partie que dans ce cas,
les & satisfont & un systétme de deux équations différentielles linéaires,
que nous avons appelées équations aux variations des équations (9).
Nous avons vu également que ces équations linéaires admettent deux
solutions remarquables; que la premiére de ces solutions est multipliée
par ¢ quand y, augmente de 27, et que l'autre est multipliée par e=**".

Pour 2 =0, ka est un multiple de 2ix de sorte que € et ¢~
sont deux racines £ de l'unité. Donc nos deux solutions se reproduisent
quand y, augmente de 2kz. Comme. I'équation est linéaire, la solution
générale est une combinaison linéaire de ces deux solutions remarquables,
et elle ne change pas non plus quand y, augmente de 2kr.

Comme ¢, et ¢, sont précisément les accroissements que subissent £
et &, quand y, passe de la valeur o & la valeur 2kz, ¢, et ¢, doivent
étre nuls; mais cela n'est vrai que quand & et & (ou f, et f3,) sont
assez petits pour qu'on puisse en négliger les carrés; ce seront donc
seulement les termes de ¢, et ¢, qui sont du 1 degré en §, et B, qui
seront nuls.

C. Q. F. D.

Soient:
aBy + 0B, les termes du premier degré de ¢,
cfi + B, les termes du premier degré de (..

Nous venons de voir que pour A = o

a =— b = C = € = Q.
Acta mothematica. 13, Imprimé le 18 octobre 1890, 31
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Soit encore pour A = o:

(lu,__a, d})-—’[/ de de
a=vY =Y a=c  aT%

Je dis que

En effet I'équation en S
(a— S)e—8)—bec=o
admet pour racines: (cf. § 12)

S —_ 1 — e?akﬂ’, S: I — e—?ak;r;

pour A = o, ces deux racines sont nulles; si A est assez petit pour qu'on
puisse en négliger le carré, elles seront égales a:

da
=+ ZZ/Z'd—X A.

L’équation en S:
(@@ — S)e¢g —S)— Ve =o0

aura donc pour racines
da

S = j—_zkn’E

et comme ces deux racines sont égales et de signe contraire on aura:

o 4+ ¢ =o.
De plus a’, ¢, )’ et ¢ ne seront pas nuls & la fois en général. En effet
. . . .oda da o, .
cela ne pourrait avoir lieu que si -~ == ctait nul. Or p, est une
A I/L

quantité choisie de telle sorte que a (qui est une fonction de p) soit

. du .
commensurable avee 2ix. Or oo ne pourrait s'annuler pour toutes les
arn
i

a . .
57 qu'en sannulant identiquement; alors a
T

7

valeurs commensurables de

serait une constante (qui devrait d'ailleurs étre nulle puisque a = o pour
pt = 0) ce qui n'a pas lieu en géneral.
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Nous avons vu que pour A= o les termes du 1 degré de ¢, et
de ¢, sannulent identiquement. Supposons qu’il en soit de méme des
termes du 2% degré, du 3° degré, etc, du m — 1° degré, mais que les
termes du m° degré ne gannulent pas identiquement dans ¢, et dans ¢,
pour A= o0. Soit @, l'ensemble des termes du m° degré de ¢, pour
A= 0; soit #, I'ensemble des termes du m° degré de ¢, pour A = o.
Ainsi 0, et 0, sont deux polyndmes homogénes du m° degré en B, et B,
et de ces deux polynémes I'un au moins ne s'annule pas identiquement.

Posons:

901 = a’llgl + b’)ﬁﬁz + 0, + oy,
¢, = C’Aﬁl — a'Afy + 0, + w,.

Alors o, et w, seront un ensemble de termes qui seront: ou bien du
(m + 1)° degré au moins par rapport aux 3, ou bien du second degré
au moins par rapport aux 5 et du 1% degré au moins par rapport a 2,
ou bien du 1% degré au moins par rapport aux 8 et du 2° degré au
moins par rapport a A.

Je me propose de démontrer que l'on peut tirer des équations (10)
: 1

pi et B, en séries ordonnées suivant les puissances de ™1 et dont tous
les termes ne sont pas nuls. '
Mais il faut d’abord que je démontre que l'on a identiquement:
que ) q q

a0, | b, _
g, = dp,

En effet il existe un invariant intégral positif. Nous en concluons qu'il
existe une intégrale

[0, &)dade,

qui a la méme valeur pour une aire quelconque appartenant a la portion
de surface sans contact y, = o et pour toutes ses conséquentes. |

De plus la fonction @ est positive. Donc @(o, o) nest pas nul;
en multipliant la fonction @ par un facteur convenable, nous pourrons
donc toujours supposer:

Mais le point:
El=ﬂ1+¢17 & = 2+§b2; y1=2k7r
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est le k° conséquent du point:

& = f §2=ﬂ21 Y, = 0.

On aura donc pour une aire quelconque:

S OB+ ¢, B + ENAB + d)dB, + ddy) = [[ OB, B)ddp,

d’ou lidentité:

dl I’ldr:+/2 d(1+/1)d(1+/’2
(1) OB + ¢, B + M[ (ﬂd;l-s) (ﬁdﬂ,w_ ﬂd& ¢ ﬂdﬁ, ¢ )]

= 0(p, B

Nous supposerons A = o, nous aurons donc:

¢'1=01+w17 (/’2202—]—(02.

Les 6 ne contiennent alors que des termes du m° degré et les @ que des
termes du (m -4 1)° degré ou de degré supéricur.
Il résulte de la que la différence:

¢(ﬁ1 + S[’1 ’ ,32 + ¢2) - Q(ﬁl ’ ﬂ2)

ne contient que des termes du m° degré au moins par rapport a g, et a
p»- Si Ton convient de négliger les termes du m° degré et de degré
supérieur, on pourra écrire:

OB+ &1y B+ ¢) = P(B1, Bo).

On aura, en négligeant toujours les termes du m® degré:

d(B, + &) dé, a3, + ) de,
dﬂl = + W% ’ d/?z S + dﬂ? ’
a(p, +¢,) _ do, d(B, + ¢,) _ db,
a8, ~ dg,’ A ~dp,
et
af, +¢)A(B + ¢) B+ S)AB, + ) L4 aé, + ad,
dﬂl dﬂ! dﬂ’ dﬂl B dﬂl dﬂi ’
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~de sorte qu’en identifiant dans l'identité (11) tous les termes de degré
inférieur 4 m, on arrive 4 la relation:

ol 4 28)

Dans le premier membre cette relation, nous ne devons conserver que
les termes de degré m — 1 au plus de sorte qu'il reste:

af dé,

=+ 4 —2 = 0.
i, T a,

‘ C. Q F. D

Posons:
A=x9""  p=pnn K=

on voit que 6, et 8, deviennent divisibles par 3™ et w, et @, par 5", de
sorte qu'on peut poser:

+1, .7 —
Wi, Wy, =7

0, = n"0;, 0, = 9"0;, w, = 5"
d’out:
= £ "0+ V) 4 70+ g e,
¢r = £ 7" — @)+ "0+ " o,
de sorte que nos équations (10) peuvent étre remplacées par les suivantes:
+ @7+ U7) + 0 + 70 = o,
* (€7 — a7 + 6; + yo; = o.

(12)

Je dis quon peut tirer de ces équations p; et y, en séries ordonnées
suivant les puissances de 7 et sans que ces séries soient identiquement
nulles. ’ :
En vertu du théoréme 1V, § 2, il nous suffit pour cela d’établir:
1°. Que les équations (12), quand on y fait y = o, admettent au
moins un systéme de solutions réelles:

0 0

P =T s = Jo
2°.  Que si Pon fait:

0 _ 0

7=20 1 = 1 T2 = I
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le déterminant fonctionnel des premicrs membres des deux équations (12)
par rapport a y, et y, n'est pas nul.

Cela revient a dire que, pour les équations (12) réduites par la sup-
position de » = o, la solution

n=n  r=7r
doit étre une solution simple.

Mais en vertu des théorémes V et VI du § 2 et de leurs corollaires,
on peut encore développer r, et y, suivant les puissances de 7, quand
méme cette solution serait multiple, pourvu que l'ordre de multiplicité
soit impair.

Nous sommes donc conduits & envisager les équations:

+ (¢/y, + Up,) + 6, = o,

(13)
+ (c'rl —ar,) + 0, =o0

et nous devons chercher 4 démontrer que ces équations admettent au
moins une solution réelle d’ordre impair.
De ces équations nous pouvons tirer la suivante:

(14) @7 + V)0 — (¢ — a')f = o

qui est homogéne et dont on pourra par conséquent tirer le rapport .

2

Il est clair que 6, et @, sont formés avec y, et y, comme 6, et 6,
avec B3, et f3,; on aura donc:

an, b _
dr, dy,

Cela prouve qu'il existe un polynéme f homogcne et de degré m + 1
en r, et y, et qui est tel que:

?

. 4af , o df
" BT T

2

De méme si nous posons:

fi = %(b';@ + 20’77, — 7))
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il vient:
daf, , df,

a’rl+b’r2=gr—2, crl——a’r2=—gr~l

de sorte que l'équation (14) peut g'écrire:
Considérons l'expression:

Elle est homogéne et de degré o _par rapport & r, et p,; elle ne dépend
donc que du rapport /T:l Je dis que le dénominateur f; ne peut jamais

2
s'annuler.

En effet I'équation:
(@ — S)(e — &) —Vc = o
doit avoir ses deux racines imaginaires, d’ou:
alel . bICI — dl? - blcl <0
d’out:
ar2 + blcl > O,
ce qui prouve que la forme quadratique f; est définie. L’expression H

ne peut donc jamais devenir infinie. Elle admettra donc au moins un
maximum. Pour ce maximum on devra avoir:

Ainsi I'équation (14) admet au moins une racine réelle. ~Elle sera en
général simple. En tout cas, elle sera toujours d’ordre impair, car un
maximum ne peut correspondre qu’a une racine d’ordre impair.

Nous avons tiré de 1'équation (14) le rapport :7’:‘; nous pouvons donc
2

poser:
' A
71 = o4, Je = 0O U,

0, et 0, étant des quantités connues.
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Il nous reste maintenant &4 déterminer u. Pour cela dans la pre-
miére des équations (13) je remplace y, et j, par 6,u et dyu, il vient:

m

0, = um0y, 0, = u 2
gy étant formé avec J, et ¢, comme 6] avec y, et y,; d'ou:

(15) + (a0, + V6, + 6/um" = o.

Cette équation doit déterminer w; si m est pair elle aura une racine réelle;
si m est impair (et c’est d’ailleurs ce qui arrivera en général) elle aura
" deux racines réelles, ou pas de racine réelle; elle aura deux racines
réelles si @) et + (a’d, + 0'd,) sont de signe contraire; mais on peut
toujours grice au double signe +, sarranger pour qu’il en soit ainsi.

I’équation (15) admet donc au moins une racine réelle. De plus
cette racine est simple. Il n’y aurait d’exception que si

ao, + bVo,=0 ou 60 =o.
Mais dans ce cas on remplacerait I'équation (15) par la suivante:

+ (¢'0, — a'dy) + 0 u" " = o.

Il n’y aurait donc plus de difficulté que si on avait & la fois:
a'd, + 0’6, = c'6, —a'd, = o
ou bien
6 = 60, = o.
La premiére circonstance ne peut pas se produire, & cause de l'inégalité:
a4 le > o.

La seconde circonstance pourrait au contraire se présenter. Il peut se
faire que l'équation (14) admette unc racine telle que §; = 6, = o. Mais
je dis que dans ce cas I'équation (14) admettra encore au moins une
racine pour laquelle cette circonstance ne se produira pas.

En effet on a identiquement:

mf = 1,60, — 11 6,.
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Si donce:

on aura f= 0 et puisque f, n’est jamais nul
H = o.

Il peut se faire en effet que I'expression H admette 0 comme maximum
ou comme minimum. Mais cette expression n’est pas identiquement nulle
puisque 6; et 6, ne sont pas tous deux identiquement nuls; de plus elle
reste toujours finie; elle devient donc soit positive, soit négative; si elle
devient positive, elle aura un maximum positif et différent de o; si elle
devient négative elle aura un minimum négatif et différent de o.

Ainsi Péquation (14) admet toujours au moins une racine réelle
d’'ordre impair telle que #; et #,’ ne s'annulent pas & la fois.

Donc les équations (13) ont au moins une solution réelle d’ordre
impair.

Donc on peut trouver des séries qui ne sont pas identiquement nulles,
qui sont développables suivant les puissances fractionnaires positives de
p— p, et qui satisfont aux équations (10) quand on les substitue & g
et 8, )

Donc il existe un systéme de solutions périodiques de période 2kz
qui pour g = g, se confondent avec la solution

Ty = Sﬂl(yl)’ Ly = 502(.%)-

Ce sont les solutions périodiques du 2°'genre.

§ 21. Divergence des séries de M. Lindstedt.

Je voudrais terminer l'exposé des résultats généraux de ce mémoire
en appelant particuliérement 'attention sur les conclusions négatives qui
en découlent. Ces conclusions sont pleines d’intérét, non seulement parce
queelles font mieux ressortir I'étrangeté des résultats obtenus, mais parce
qu'elles peuvent, en vertu précisément de leur nature négative, s'étendre
immédiatement aux cas plus généraux, tandis que les conclusions positives

ne peuvent se généraliser sans une démonstration spéciale.
Acta, mathematicn. 13, Imprimé le 21 octobre 1890. 32
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Je me propose d’'abord de démontrer que les séries proposées par
M. LixpsTEDT ne sont pas convergentes; mais je veux auparavant rappeler
en quoi consiste la méthode de M. Linpstepnt. Je Pexposeral, il est vrai,
avec des notations différentes de celles qu’avait adoptées ce savant astro-
nome, car je désire, pour plus de clarté, conserver celles dont j'ai fait
usage plus haut.

Mettons les équations de la dynamique sous la méme forme que
dans la seconde partie du présent mémoire et écrivons:

do, P de, AP  dy, __dF. dy,_ _dF
at — dy,’ dt — dy,’ dt ~  d=x,’ at —  dx,’
F sera une fonction donnée des quatre variables z,, z,, y, et y, et nous

aurons:

F=F, + pF,.

F, sera une fonction de z, ct de z,, indépendante de y, et de y,; u sera
un coefficient trés petit, de sorte que pl, sera la fonction perturbatrice.
C'est en effet sous cette forme que se présentent les problémes de
la dynamique et en particulier les problemes de la mécanique céleste.
Si g était nul, x, et x, seraient des constantes. Si g n'est pas nul
mais trés petit, et qu'on appelle & et & les valeurs initiales de z; et
de z,, les différences 2, — & et z, — &, seront du méme ordre de gran-
deur que pu.
ar,

. ar, -
Si done nous appelons n, et n, les valeurs de ———° et de — —°
da, dz,

pour z, = &, 2, = &, les différences:
dF,

et —-L—n
1 dz, 2

dF,

—_—-—n
de,

seront du méme ordre de grandeur que p, ce qui nous permettra de

poser:
dF
—_ Py = #591(51;1 ’ (132),
dF,
—am Ny = #?2(931 s 1172),
2

¢, et ¢, étant des fonctions de z, et de x, qui ne sont pas trés grandes.
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Les équations du mouvement s'écrivent alors:

de, dF, de,  dF,

a ~ @ T Fay

dy,

ar, dy,
a = n, + ﬂ(fpl )

. dF,
; E‘;”z‘i'ﬂ(?z—%;)'

Supposons maintenant que z,, %,, ¥, , ¥ au lieu d'étre regardés di-
rectement comme des fonctions de ¢ solent regardés comme des fonctions
de deux variables:

w; et w,
et que 'on pose:

1/01 = Alt + (T,l, w2 - lgt + (—1-)2.

@, et @, seront des constantes d’intégration arbitraires; A, et A, seront
des constantes que la suite du calcul déterminera complétement.
Les équations du mouvement deviennent alors:

dF,
ldw+12dw ll'd—yl—o’

dF
0y ar, o
Ldw, + /12 dw, ‘udy2 0

dy dy, .
ldwl +A2d ”1—#(591‘*(1%1):07

2 s d% ' A
‘d’w +A2 ‘“‘ﬂ(gﬂg—@):().

Posons maintenant:

m = o} + pumy + plel 4 opled 4.
@, = 3 + pry + o'y + piel + ...,

(2) hh—wy=py e ,
2

Yo—Wy=pufy + pYys -+ ... ,

=N+ph ,

=4 ps+ %+ o
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Je suppose que les coefficients Af sont des constantes et que les
coefficients #* et 2% sont des séries trigonométriques ordonnées suivant
les sinus et les cosinus des multiples de w, et de w,.

Je supposerai d’ailleurs comme je I'ai toujours fait jusqu'ici que F,
est une série trigonométrique dépendant des sinus et cosinus des multiples
de y, et de y, et que les coefficients de cette série sont des fonctions
holomorphes de z;, et de z,.

Dans ces conditions, si dans les premiers membres des. équations (1)
je substitue & la place de A, A, ¥, ¥, %, et x, leurs valeurs (2), j'aurai
quatre fonctions développées suivant les puissances croissantes de p et il
est clair que les coefficients des diverses puissances de u seront des séries
ordonnées suivant les lignes trigonométriques des multiples de w, et w,.

J'appelle:

O, &, & et &
ces quatre fonctions.

Cela posé, le théoréme de M. LinpsTEDT consiste en ceci:

Il est possible, quelque grand que soit ¢, de déterminer les 2q 4 2
constantes

(l)’ }’ "‘7Ag’
g’ ;7""13’
et les 49 séries trigonomeétriques:
a:‘l’,...,:v'{,
Xy ..., 25,
y}’ "’73/%7

1
‘ Yo ooy Yoy
de facon & annuler dans

0,0, 0, et &

les termes indépendants de p et les coefficients des g premieres puis-
sances de g, de facon, en d'autres termes, a satisfaire aux équations du
mouvement aux quantités prés de Vordre de p'*'.

On trouve d’abord:

y = n,, g = n,, a2 = & + o, ry =& + o,
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0, et ®, étant des constantes d'intégration que nous supposerons de
lordre de p.
Supposons que l'on ait déterminé par un caleul préalable:
A’L?’ 1%7""11,('1—1’
x(i)’x} y vy x?_l7
y} AR | 3—19

et que l'on se propose de déterminer
Ay A5, al, @, 01,5 Ui

Pour cela, écrivons que le coefficient de p? est nul dans @,, @, et @7, @;.
Il vient:
da? da?
nld—wl + nzm = X,

dxl dat
"1@—1 + "2%; = X,,

dyi dyt .

nxm + ”2@; + X¥=1,
dys dy} .

”13,:0‘1 + ”2@“2 + 4 =1,

X,,X,, Y, et ¥, étant des fonctions connues.
X,,X,, Y, et Y, sont des séries trigonométriques en w,; et w,.
Pour que lintégration des équations (3) soit possible, il faut:
Y

1° que le rapport Y

gsoit incommensurable, ce qu’il est toujours per-
2

mis de supposer.

2° que dans les séries trigonométriques X; et X,, les termes tout
connus soient nuls, Il en est effectivement ainsi, mais la démonstration
de ce fait important est délicate et ne saurait trouver place ici; je me
borne & dire quelle doit étre fondée sur 'emploi des invariants intégraux.

3° que dans les séries trigonométriques Y, et ¥, les termes tout
connus se réduisent a A et A; comme A] ct A sont deux inconnues, nous
déterminerons ces inconnues par cette condition.
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L'intégration des équations (3) est alors possible. Leur intégration
introduira quatre constantes arbitraires. A chaque approximation nouvelle,
nous aurons ainsi quatre constantes d’intégration de plus; nous leur don-
nerons des valeurs quelconques et nous ne conserverons d’autres constantes
arbitraires que w,, w,, &, ¢t @,.

~ Ainsi les séries de M. LixpstepT sont des séries trigonométriques en
w, et w,; elles sont développées suivant les puissances de g ct aussi
suivant les puissances des deux constantes w, et ,.

Ces séries d’aprés le théoréme de M. Lixpsrepr, satisfont formelle-
ment aux équations du mouvement. Si donc elles étaient uniformément
convergentes, elles nous donneraient l'intégrale générale de ces équations.

Je dis que cela n'est pas possible.

En effet supposons qu’il en soit ainsi et que nos séries convergent
uniformément pour toutes les valeurs du temps et pour les valeurs suffi-
samment petites de p, de o, et de w,.

Il est clair que A et 2, sont aussi des séries ordonnées suivant les
puissances de g, w, et w,. Pour certaines valeurs de w; et w, le rapport

2 . . .\ . ’ .
S est commensurable. Les solutions particuliéres qui répondent a ces
1

valeurs des constantes d’intégration sont alors des solutions périodiques.

Nous avons vu plus haut que toute solution périodique admet un
certain nombre d'exposants caractéristiques. Voyons comment on peut
calculer ces cxposants quand on posséde l'intégrale générale des équa-
tions données.

Soit:
x1:¢1(t’w1aw2,51152)7 x2=¢2(t,wl,w2,&')1,6)2),
h = Sl’;(t; W, Wy, O, (7)2)1 Yo == ‘;/";(t; W, , Wy, O, E’a)

cette intégrale générale.

Supposons qu'en donnant & @, , w,, @, et &, des valeurs déterminées
o}, 0, @), @), les fonctions ¢, , ¢y, &), ¢; deviennent périodiques en ¢.
Pour avoir les exposants caractéristiques de la solution périodique ainsi
obtenue, nous formerons les seize dérivées particlles:
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dz, de, dy, dy,

b 2 ) i
do,’ dw,’ de, ’ do,

1

i@, d@, ' @, ’ d@,’

doy dw, dy, dy,

do, dw, dy, - dy,
do,’ do,’ dv,’ do,’
de, dw, dy, dy,

d@,’ d@,’ da,’ da@,
et-nous y ferons ensuite

e 0 0 - _ =0 - =0
w; = Wi, Wy = Wy, W, = W, Wy = W;.

Alors

d .
d:: par exemple prendra la forme suivante:
1

J ,
Th = e0,(1) + e 0,(t) + ¥ 0,(1) + e 0,(t),

1

les « étant-des constantes et les # des fonctions périodiques.
Les a sont alors les exposants caractéristiques cherchés.
Appliquons cette régle au cas qui nous occupe. Nous avons:

Xy = 501((01’ Wy, W, w?)a

¢, étant périodique en w, et en w,.
Il vient alors:

do, _ g, d’”l_dﬁ+<f&dﬁ %%)t_

d@, dw,’ do, do, do, dw, ' do, dw,
Les trois fonctions:

o, dg, o dhdp, |k dp,

dw,’ dw, = do,dw, ' do, dw,

sont périodiques en w, et w, et par conséquent en ¢.

. dx de .
On trouverait pour - et d——‘ des expressions analogues.
wz

da,
Cela prouve que les exposants caractéristiques sont nuls.
Done, si les séries de M. Lindstedt étaient convergentes, tout les ek-
posants caractéristiques seraient nuls.
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Dans quel cas en est-il ainsi?

Nous avons vu plus haut la maniére de calculer les exposants ca-
ractéristiques (§§ 10 et 12).

Dans ce dernier paragraphe nous avons vu que les exposants ca-
ractéristiques relatifs aux équations:

dz; _dF, dy. _ dF, dF,

dF, a
@ —dy TEG @ T T dm M

pouvaient se développer suivant les puissances de u; nous avons appris
a former l'équation qui donne le coefficient a, de \u.

Rappelons comment se forme cette équation:

Nous avions posé dans le paragraphe cité

p &5 » _ 4F,
i dzidz; ’ ® T dyidye

Dans ces dérivées secondes on suppose z, et z, remplacés par z) et 3,
pendant que y, ct y, sont remplacés par n ¢+ @,,nt + @,." Cj est
donc une constante et Bj une fonction périodique de ¢. J'appelle b, le
terme tout connu de cette fonction périodique.

Posons ensuite:

ey = b,C) + 5,03, en = 0,0 + 05, C3y,
ey = b, O + 6,05, €9y by CY; + 05, ;.

L’équation qui nous donne a, s'écrira alors:

2
61— o €2

2
€a1 €39 — X

Pour que cette équation ait toutes ses racines nulles, il faudrait que
Von eut:
€y F €y =0

! Inutile de rappeler ici que ces valeurs de ], ), %, , n, sont celles qui corres-
pondent 3 la solution périodique étudiée; ce ne sont pas celles dont nous avons fait usage

, ) B n
plus haut dans 'exposé de la méthode de M. LINDSTEDT. Le rapport 7—2,_1 est donc com-
2

mensurable.
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et

(4) 0,0 + 26,,CY + b,,C5, = O.
Or on a comme je I'ai démontré dans le paragraphe cité
By by + by = 0,0y + 0y by, =
Il faut donc pour que l'identité (4) ait lieu ou bien que:
(s) by = o
ou bien que:
(6) o 20 — 21,1, C% + 120l = o.

Occupons-nous d’abord de la relation (5). Si nous faisons dans la
fonction perturbatrice F,

o 0 ~ _ —
Ty = 2y, Ty == Ly, Yo = mt + &, Yo = 1yt + @,

F, deviendra une fonction périodique de #. Supposons cette fonction
périodique développée en série trigonométrique, et soit ¢ le terme tout

connu; ¢ sera une fonction périodique de @, et @, et il viendra:

d’y

T leli dmk

1
Nous devrons done avoir:

dﬁ
(7) H=o.

Nous pourrons toujours supposer que l'origine du temps a été choisi
de telle sorte que @, soit nul et que ¢ soit fonction périodique de @
seulement. ' , ,

De plus la relation (7) devrait étre (si les séries de M. LinpsTEDT
convergeaient) satisfaite identiquement. Et en effet si I'on admettait la
convergence de ces séries, il y aurait une infinité de solutions périodiques

1

correspondant & chaque valeur commensurable du rapport %
2
Si la relation (7) est une identité et si ¢ est une fonction périodique,

cette fonction devra se réduire & une constante.
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Voyons ce que cela veut dire:
La fonction perturbatrice F, étant périodique par rapport & y, et a
y, pourra s'écrire:

F = ZAm,m2 cos (m,y, + Mmyy,) + zBm,m2 sin (m,y, + m,¥,),

les m, et les m, étant des entiers, pendant que A, et B,, sont des
fonctions données de z, et de z,.
On aura alors

g = SA‘,ﬁ,.,,,,_, cos (m, @, + m,d,) + SB‘,’,W sin(m, @, + m,d,),

la sommation représentée par le signe S ¢étendant i tous les termes
tels que
nymy, + nym, = O,

et 4, ., et B; , représentant ce que deviennent A4, et B, quand on
y remplace z, et z, par 20 et zj.
Comme les termes périodiques doivent disparaitre de ¢, on aura

0 —_ J—
Am,mz - B?n,m2 = O,

Ainsi les coefficients 4,,, et B,, du développement de la fonction
perturbatrice doivent s'annuler quand on y donne & z, et & x, des va-
leurs telles que:
n,m; + nymy = O.
. . . n
Ou bien encore on doit pouvoir donner au rapport - des valeurs com-
2

mensurables sans introduire dans la fonction perturbatrice F; des termes
séculaires.

Il est clair qu'il n’en est pas ainsi dans le cas particulier du probléme
des trois corps que nous avons examiné et quon n’y peut donner au
rapport des moyens mouvements une valeur commensurable sans intro-
duire dans la fonction perturbatrice des termes séculaires.

Passons maintenant &4 la condition (6) qui peut s’écrire

<dFo)’ A°F, dF, dF, d'F, <dFo>’ @F, _

de,) “da: 2 dz, dz, dzdz, dz,) dzi
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Elle exprime que la courbe
Fy(x, , 2,) = const.

a un point d'inflexion au point z;, = 2%, x, = 3.
Comme cette condition doit étre remplie pour toutes les valeurs de

. Iy n
z] et de x5 qui correspondent & un rapport = commensurable, la courbe

2
Fy(x, , %) = const. devra se réduire a un systéme de droites.

C'est un cas particulier que nous laisserons de coté; car il est
évident que rien de pareil n’arrive dans le probléme des trois corps.

Ainsi, dans le cas particulier du probléme des trois corps que nous
avons étudié et par conséquent aussi dans le cas général, les séries de
M. Lindstedt ne convergent pas uniformément pour toutes les valeurs  des
constantes arbitraires dintégration qu’elles contiennent.

§ 22. Non-existence des intégrales uniformes.
Reprenons nos équations de la dynamique avec deux degrés de liberté:

dwi dF d’y, . adF (i=1,2)

aT _'d—:é;, dt dxi

Ces équations admettent une intégrale:
F = const.

Cette intégrale F' est une fonction analytique et uniforme de x,, z,,¥,,y,
et p; périodique de période 2z par rapport & y, et & y,.

Je me propose de démontrer qu'il n'existe pas d'autre intégrale
jouissant des mémes propriétés.

Soit en effet:
@ = const.

une autre intégrale analytique uniforme par rapport aux z, aux y et a
p et périodique par rapport aux y.
Soit: ‘
2 = ¢,(2), z, = ¢y(1), Y1 = ¢5(?), Yo = ¢u(?)
une solution périodique (de période T) de nos équations différentielles.
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Soit:

Ty = ¢1(t) 4+, Ty = ¢2(t) + &, = 553(’5) + & = ¢4(t) + &

Soit f; la valeur de & pour ¢= o; soit 5 + ¢, la valeur de & pour
t = T; nous savons que les ¢ sont développables suivant les puissances
croissantes des 5. Considérons I'équation en §:

Y, _g o A

A s, da, a8,

Y, A, g WA

ap, a3, a8, Wl
g, A W g A

B, B, B, B,

g, Ay A g

4B, B, a3, B,

Les racines de cette équation sont égales &

aT

e — 1,

les a étant les exposants caractéristiques; deux de ces racines sont donc
nulles, et dans le cas particulier du probléme des trois corps que nous

traitons, les deux autres racines doivent étre différentes de o.
Je remarque d’abord que nous avons:

ardg, | P dg, | AR dg, | AR dg,
) dz,af, © de,df T dy,dp T Ay dp T s
dody,  dody,  dOdy,  dOdY,

dw,d ¥ ae,ap T ayap T dy,d

Dans les dérivées de F et de @, z,, x,, ¥, et y, doivent étre remplacées

par ¢u(T), ¢:(T), ¢(T) , 9u(T)-
On peut en conclure ou bien que I'on a:

ar.aF dr o ar
2 de, _dz, _dy, _dy,

a0 do d do

dz, dz, dy, dy,

1
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ou bien que le déterminant fonctionnel des ¢ par rapport aux f est nul
ainsi que tous ses mineurs du 1% ordre.
D’autre part on a, en désignant pas ¢;(¢) la dérivée de ¢(t):

dd; dg; dd: , bi ‘
(3) 9} g0 )+ d; ¢3(0) + d; ¢3(0) + dﬂ ¢1(0) = o, (i=1,2,3,4)

@ 1( )’F de, ?2( ) dj ¢3( )'F dy ¢4( ) = 0O,
4
1() dw ¢2()+d ¢3(0)+dy ¢i(0) = o.

De ces équations on peut conclure par un calcul trés simple dont on
trouvera plus loin le détail que si les équations (2) ne sont pas satisfaites:
ou bien on aura:

(5) ¢1(0) = ¢,(0) = ¢3(0) = ¢i(0) = 03

ou bien I'équation en S aura trois racines nulles (les quatre racines
devraient méme étre nulles, puisque les exposants caractéristiques sont
deux & deux égaux et de signe contraire).

Or nous savoms que l'équation en S n'a que deux racines nulles,
d’autre part les équations (5) ne peuvent étre satisfaites que pour certaines
solutions périodiques trés particuliéres (je veux dire pour celles qui sont
étudiées dans la Mécanique céleste de Laplace, livre X, chapitre VI) et
ol le troisiéme corps décrit comme les deux premiers une circonférence.

Les équations (2) devront donc étre satisfaites. Elle devront 1'étre
pour:

z, = ¢(T), wy = ¢u(T), 1= ¢s(T, ¥ = ¢u(T).
Mais comme Lorigine du temps est restée arbitraire, elles devront I'étre
également quel que soit ¢ pour:
x, = ¢,(¢), T, = ¢a(1), ¥ = ¢s(?), Ys = @u(2)-
En d’autres termes, elles le seront pour tous les points de toutes les so-

lutions périodiques. Je dis maintenant que ces équations sont satisfaites
identiquement. Posons par exemple:

d@dF do@dF
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Il est clair quc f scra encore une fonction analytique et uniforme; on
aura = o pour tous les points de toutes les solutions périodiques. Je
veux établir que f est identiquement nul; pour cela je vais montrer que
Pon a identiquement pour p == o0:

Y

o=f dp o dp? o

EETIT I

En effet considérons une solution périodique quelconque du 1° genre; soit:

z = ¢, M), T, = ¢u(t, p), nh = 553(5 ) 1), Yo == @it pt)

cette solution; les fonctions ¢ seront développables suivant les puissances
de p et quand p tendra vers o, elles tendront respectiverment vers:

0 0 — —
), Ty, nt + @, Nyt + @,.

(x} et zy étant des constantes telles que % soit commensurable et @, et
3

@, les quantités définies dans le § 11). Tant que p n'est pas nul on aura:

et 1), ealt, )5 st )5 @ult, )] = o

Mais la fonction f étant analytique et par conséquent continue, on aura
encore pour g = o (bien que pour p = 0 les exposants caractéristiques

s'annulent):
f(x(l)ﬁxg7nlt + ‘7)17"2t + (7’2) = 0.

Mais si l'on considére un systéme quelconque de valeurs de z, et de z,
on pourra toujours trouver un systéme zj et x; qui en différera aussi
peu que l'on voudra et qui correspondra 4 une valeur commensurable de

%1 Soit alors:

g

|

>u|_>v

’

S 2

), et A, étant deux entiers premiers entre eux. Nous choisirons ¢ de
fagon que:
mt + @ =y, + 2km (k entier)
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On aura alors:
2
1yt 4 @, =f‘(?/x + 2kx — @) + @,.

Si nous posons:

nt + @, =y + 2k'w (¥ entier)
on devra avoir:

f(x(l)’ mg,yg,:’/g) = 0.

- Etant donnée une valeur quelconque de y,, on peut choisir les entiers %
et &' de telle facon que la différence y, — y; soit plus petite en valeur

27 . . -
absolue que 5 Mais nous pouvons toujours choisir #] et 3 de fagon
1

que ce systéme de valeurs différe aussi peu que l'on veut de z, et de z,,

et que le rapport ! tout en étant commensurable soit tel que le nombre
2

entier A, soit aussi grand que lon veut. Par conséquent, étant donné
un systéme quelconque de valeurs de z,,%,,y, et y, on pourra trouver
un systéme de valeurs qui en différera aussi peu qu'on voudra et pour
lequel f sera nul. Comme la fonction f est analytique elle devra donc
étre identiquement nulle pour g = o.

Cela posé, comme

flot, W] =o

quels que soient ¢ et gp; il vient, pour tous les points de la solution
périodique:

af |, df de, | df dg, | df dg, | df dp, _
+dwdy+da: +dydp+dydp_o

Cette relation sera vraie en particulier pour

¢® =0, r, = i, T, = Ty, % = mt + &, Yo = Myl + @,.
Mais, quand s est nul, f est identiquement nulle, par conséquent ses
dérivées par rapport aux z et aux y sont nulles. On a donc:

af

dy=o

pour p =0,z =,y = nt+ @; et on en conclurait comme plus

af

haut que P est identiquement nul pour p = o.
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On démontrerait de la méme maniére que g;;,, et les autres dérivées
de f par rapport a u sont nulles pour g = o.

Donc la fonction f est identiquement nulle et les équations (2) sont
des identités.

Maijs, ¢'il en est ainsi, cela veut dire que @ est une fonction de F,
et que les deux intégrales @ et F ne sont pas distinctes. '

Nos équations ne comportent donc pas d’autre intégrale analytique
et ubiforme que ¥ = const.

Quand je dis que ces équations n’admettent pas d'intégrale uniforme,
je ne veux pas dire seulement qu’elles n'ont pas d’intégrale qui reste
analytique et uniforme pour toutes les valeurs de z, de y et de p.

Je veux dire qu'en dehors de l'intégrale F', ces équations n'admettent
pas d’'intégrale qui reste analytique, uniforme (et périodique de y, et y,)
pour toutes les valeurs de y, et de y, et pour les valeurs suffisamment
petites de g, quand x, et x, parcourent un domaine quelconque, si petit
d’ailleurs que soit ce domaine.

On sait que Bruxs a démontré qu’en dehors des intégrales connues,
le probléme des trois corps n'admet pas d'intégrale algébrique. Ce ré-
sultat se trouve donc conformé par une voie entiérement différente.

J’ai annoncé plus haut que les équations (1), (3) et (4) entrainent
forcément une des trois conséquences suivantes: ou bien les équations (2)
sont satisfaites, ou bien ce sont les équations (5), ou bien I'équation en
S a au moins trois racines nulles.

En effet formons la matrice suivante & 4 lignes et 5 colonnes

dde dds A, dos (i=1,2,3,4)
©) “ a, ag, a5, ap, O ||

Si les équations (1) et (4) sont satisfaites sans que les équations (2) le
soient, nous devons conclure que tous les déterminants obtenus en suppri-
mant dans cette matrice deux colonnes et une ligne sont nuls.

Si maintenant 'on fait subir & x,, x,,y, et y, un changement liné-
aire de variables, les ¢ et les B subiront ce méme changement linéaire
et lIa matrice (6) pourra étre simplifice.

On peut toujours supposer qu'on a choisi ce changement linéaire de
telle sorte que
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dds _ .
a5 = ° pour ¢ <k.

Alors les produits trois & trois des quatre, quantités

d¢l dsbﬁ d¢3 d¢4

dﬂl ’ dﬂ? ’ dIBS ’ dﬂ(

sont tous nuls, d’ot1 il suit que deux au moins de ces quantités sont
nulles. On peut toujours supposer que le changement linéaire a été

/
choisi de telle sorte que ce soient Ay ot e qui soient nuls.
| g, ~ dp,
. d¢ d¢
Si en outre une des deux quantités dlg‘ et d;’ est encore nulle,
2

Iéquation en S aura trois racines nulles.
Si au contraire aucune de ces deux quantités n'est nulle, les équa-
tions (3) permettent de conclure que

91(0) = ¢3(0) = o.

En supprimant dans la matrice (6) la 3° et la 4° colonne et la 3° ligne,
ou bien la 3° et la 4° colonne et la 4° ligne, il vient:

49,4, ) _ 9,4
i O = 35 1

-+ ¢1(0) = 03
ce qui ne peut avoir lien que si

¢1(0) = ¢3(0) = ¢a(0) = ¢i(0) = o,
c'est a dire si les équations (5) sont satisfaites; ou bien si

a¢,
ap,

ad, _
s,

c’est & dire -si V'équation en S a trois racines nulles.

=0 ou

C. Q F. D.
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