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Si, en méme temps que f,r est fonction de a:

(19) r=¢(a)

les 3 invariants du 4™ ordre sont fonctions de a; M’ est définie par les
équations (17) et (19). Ici, il y a une infinité de correspondances données
par la seule relation

’

a = a,

un point x,,y, de M pouvant correspondre & tout point «',y de M’

0
satisfaisant a 1’équation

“’(x': y’) = a(mo > yo)'l

TROISIEME PARTIE.

CHAPITRE L
Calcul des invariants. Formes réduites.

1. Le calcul des invariants peut étre facilité souvent par I'applica-
tion d’une nouvelle motion, celle de forme réduite dune multiplicité, rela-
tivement a un groupe de Liz.

Considérons un élément particulier E, d'une multiplicité M, c’est-
a-dire, un systéme de valeurs 2°,...,2%, 2, ...,2, ..., 2", ..., 200, ..,
des variables indépendantes, des fonctions et de leurs dérivées; et re-

' 8i Von admet, ce qu'on verra dans la suite, que les invariants considérés sont
les mémes que ceux que l'on aurait, en prenant un ds’® sous sa forme générale

ds* = Edu® + 2Fdudy + Gdv*,

on retrouve ici la solution du probléme suivant: reconnaltre si deux surfaces sont appli-
cables. Cf. DARBOUX, Théorie générale des surfaces, t. IIL, liv. VII, chap. II.
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gardons un invariant comme une fonction de ces coordonnées, telle, que
la méme fonction des coordonnées d'un élément E;, transformé de E,,
quand on soumet M & une transformation du groupe, ait la méme valeur.
Les coordonnées de E;, étant définies par les relations:

0 1K0 __ =K {00 00 Ko K0 30 0 K K
(C%) s =0y 8y 8 sl s Ay iy Ry Ay AD)

(E=1,3,..)  (i=1,2,..,p)

ot les A sont des parametres arbitraires, on peut choisir ces paramétres
de facon que certaines des coordonnées de Eg, 2,50, 5 .y 25005 Zuibi s eey Zpr s oeg
zflgﬂ, ey 880, ..., prennent des valeurs fixes arbitraires, ¢, 1, ..., Cp s Chiy1s oo
Chy ooy Cprgrs -9 Cp g evy POUTVU AU moins que, soit les coordonnées de E,
soit ces constantes arbitraires, ne satisfassent pas a certaines équations
invariantes: cette exception ne pourrait se présenter que soit dans le cas
ou M serait une multiplicité particuliére, soit, dans le cas contraire, pour
des points particuliers de M. Les autres coordonnées de Ej, sont alors
complétement déterminées:
B = Gy s 2y B ey B Cptt s or o3 Gy e e ey Cug1s oees Co)

E=1,2.) (=120

et leurs valeurs, fonctions des coordonnées de F, sont les invariants
cherchés. C'est, en effet, la marche que nous avons suivie pour former
ces invariants. C'est ce qui résulte aussi de la remarque suivante.

Soit &), V'élément transformé de E|, élément réduit, caractérisé par

les valeurs constantes ¢j i, ...y v-s Chy1y -y Cp ... de certaines

de ses coordonnées. La transformation 7' qui donne
ET=¢6,

est bien déterminée, et unique au moins dans un domaine fini; elle serait
déterminée jusqu'a lordre K seulement, si les valeurs des constantes ¢
n'étaient fixées que jusqu’éi cet ordre K.
Soit E; un élément déduit de E, par une transformation quelconque
§; il lui correspond un élément réduit, &;, et une transformation, 7", bien
déterminée, telle que:
ET = 6,
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On a donc:

E, ST = &,

La transformation §7" qui fait de E, un élément réduit doit donc se
confondre avec 7 (au moins jusqu'a lordre K), et 8 se confondre de
méme avec & . Les coordonnées non arbitraires de & ou &, s'exprimant
de la méme maniére en fonctions de celles de E;, pour le premier, de
E, pour le second, ces fonctions sont donc bien des invariants.

Ceci montre en outre que, réciproquement, si & un élément E, de
M correspond un élément réduit &, de forme définie, et déduit de E|
par une transformation bien déterminée du groupe, les coordonnées non
arbitraires de &, sont des invariants, fonctions des coordonnées de E,.
De plus, ces invariants qui, pour

0 0 0 __ 0 1 2 1 __
'z#o"f'l - c/’-o+1’ tr Z/’o - cPo’ Z#H‘l - CI’~1+1’ ot zﬁx - ch’ ttt?
se réduisent & #7,...,2) , 21,...,2, sont manifestement distincts: con-

sidérés comme solutions du systéme complet formé & l'aide des trans-
formations infinitésimales, ils constituent un systéme de solutions principales
de ce systéme complet.

Dans le cas ou K| satisfait & une équation invariante qui ne permet
plus la réduction & la forme & , il en est de méme des éléments trans-
formés F;. Alors, il y aura une forme réduite nouvelle, distincte de la
précédente, chacune des équations ou systémes d'équations invariantes qui
définissent les multiplicités particuliéres pouvant correspondre & une forme
réduite bien déterminée. Par conséquent:

Théoréme I. A fout groupe de Lie, on peut faire correspondre, powr
une multiplicité de dimensions données, un nombre limité de formes réduites,
telles que tout élément E, dune telle multiplicité puisse se mettre, & Vaide
dune transformation bien déterminée du groupe, sous lune de ces formes ré-
duites.  Les coordonnées de Uélément réduit & sont, les unes, égales o des
constantes fixes, les autres des invariants, fonctions des coordonnées de Uélé-
ment initial K.

2. Par exemple, étant donnée une surface, on peut, en effectuant
sur elle une transformation bien déterminée du groupe des mouvements:

b,q,7v,yr—=zq, zp—ar, g — Yp

®
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transporter 'un quelconque de ses points & lorigine, son équation dans
le voisinage de ce point étant:

a a @ a a a
P G Py P e

Les coefficients de cette forme réduite sont les valeurs des invariants de
la surface, en ce point; en particulier, a,, et @, sont les inverses des
deux rayons de courbure. Cette réduction se fait en transportant le
triedre des coordonnées, sur le triédre formé par la normale & la surface,
et ses deux directions principales en ce point. Ellé tombe donc en défaut,
dans le cas ou ce triécdre s'évanouit, c’est-h-dire, soit lorsque la normale
est tangente a la surface, soit lorsque les deux directions principales sont
confondues: de la deux classes de multiplicités particuliéres, les unes, les
développables circonscrites au cercle de linfini, définies par I'équation
invariante:

1+p7+q’=o,

les autres, les surfaces réglées dont les génératrices sont les droites iso-
tropes, et dont 1'équation est:

[rpg (1 + %) — 2s(1 + p™)(1 + ¢°) + tpg(1 + p"))*
+ 0+ 2"+ Nr(r + ¢ —t(x + pN))* = o.

3. La méthode peut étre généralisée. Supposons qu'a l'aide d'une
transformation du groupe, non pas nécessairement .unique, cette fois, on
puisse mettre un élément arbitraire E, de M sous une forme réduite 8,

caractérisce par les valeurs fixes ¢, , ..., ¢, ¢4y, ..., €, ... que pren-
nent respectivement ses coordonnées 20 .., ..., 2 , 2 1154y 2, ... Les
autres coordonnées, 2, ...,2) ,2,...,4,... de & sont fonctions des

coordonnées de 1'élément initial E , et les invariants cherchés sont fone-
tions de ces seules quantités. Pour les obtenir, il suffit d’achever la ré-
duction de 1'élément & une forme réduite bien déterminée, en tenant
compte seulement des valeurs constantes déja attribuées & certaines coor-
données. On posera donc, dans les équations (C°):

£'00 00 a0 0 00 0
Pyt1 = Zp1 = Cyiry - - -y 2, =2, = ¢,,
e ___ 10 . 1 110 10 1

I

Pl = Gt = Cyy1y - 0 -, Zt =20 =¢

. . . . . . . . . . . . .
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puis on achévera de déterminer les paramétres A, en attribuant a de nou-
velles coordonnées 2, ,,..., 2", 2,%,,..., 2, ... des valeurs constantes:

on exprime ainsi les autres coordonnées #, ..., 2", 2% ..., ... en
fonction de #",..., 2", 2% ..., 2", ..., et ces expressions sont les in-

variants cherchés; la transformation qui raméne E, & la derniére forme
réduite est en effet unique.

4. Ce procédé est intéressant dans le cas ou la forme intermédiaire
&, a elleeméme pour coordonnées les invariants d'un sous-groupe du
groupe proposé. On obtient alors les invariants du groupe général, ex-
primés en fonction de ceux du sous-groupe.

On peut arriver au méme résultat 4 I'aide des transformations in-
finitésimales, la méthode s'appliquant d'ailleurs & un systéme complet
quelconque d’équations linéaires aux dérivées partielles.

Soit donc un systéme complet

(1) Xf=o0, ..., X,f=o0, Xoaf=o0, ..., X,f=o0

de n équations linéaires aux dérivées partielles, & » variables z,, z,,..., 2,.
Nous supposons que les % premiéres forment elles-mémes un systéme
complet dont on conmait les solutions principales #;,,,..., 2/, qui se
réduisent & @,,,, ..., %,, pour

] 0
Ty= 27, ..., & =1,

Pour achever lintégration de (1), nous prenons comme nouvelles
variables # ,...,@,, %;,,,..., %/, et alors le systéme complet devient:

of of
97 == O, o s ey 37 =5 O,
1 4
of. - ? 9
(2) Xif = Xiw;xﬂ_/f'" + Kixz’aw*,L + ..+ X, f, = O ({=itl..m
Th1 Tt ox,

ou les coefficients des derniéres équations sont supposés exprimés en fonc-

tion de x,,...,®,, %4,..., 2. Si on résout les derniéres équations,
\ af e A - . .
par rapport & ——,..., par exemple, le systeme devient jacobien, de

. ’
3xh+1 0y
telle sorte que ses coefficients sont alors indépendants de z,, ..., #,. Le
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résultat de cette résolution ne change done pas si on remplace dans (2),
% ,...,%, par des constantes, en particulier par «}, ..., z;. Soit:

Xi-/‘v/::%b(x1,--wxlnx;;-i-l,'--,x:):Sbik(xl’---7xh7xh+1a-~-7xr)-

Cette substitution donne identiquement:

%k(x(l)?'--’x27x;;+17---7x;)zﬂl’u(x(l)’---,5627-‘”;.4-17“-756;)7

et on remplace le systéme (2) par un systéme équivalent en substituant
a tout coefficient X,z V'expression ¢, (2},...,2), %141, .... z), laquelle
s'obtient simplement en calculant X;x; en fonction de =z, , ..., ,, %4115 .. %0y
et y faisant ensuite:

— 0 — 0 — ! —_
Ty = X1y -y X =Ty, Thpr = Tpy1s  « ooy Tp = X,
Les derni¢res équations (2) forment alors un systéme complet par rapport
aux seules variables z;,,,,..., 2, dont les solutions sont les intégrales

’

de (1), exprimées en fonction de z;,,, ..., 2.

5. L’application de la méthode peut étre facilitée dans certains cas.
Elle consiste & effectuer sur 'élément intermédiaire &,, une transforma-
tion qui n'altére pas ses coordonnées constantes:

(3) Zop1=1Chp1s +ovy 2 =20Ch, Zoa1 ==Chy1y =+vy Zp =Cpy ...
En général, la transformation générale jouissant de cette propriété dépend
des autres coordonnées #°, ..., 2", #°,...,4,... de & : dans le cas
contraire, elle appartient nécessairement a un groupe I', sous-groupe du
proposé G. Tout revient donec, dans ce cas, & faire une derniére réduc-
tion de la forme intermédiaire O, par une transformation de I, c'est-a-
dire, a déterminer les invariants des multiplicités 91, par rapport au
groupe [

C'est ce qui résulte aussi du raisonnement suivant. — Si § est la
transformation générale de 17, et T, une transformation particuliére met-
tant une multiplicité donnée M sous la forme 9N, la transformation gé-
nérale de G qui donne la méme réduction est 7, §. Tout invariant de
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M par rapport a I', exprimé en fonction des coordonnées de M, est alors
nécessairement indépendant des arbitraires de cette transformation TS,
puisqu’il garde la méme valeur, quelle que soit la multiplicité réduite
M a laquelle on ait ramené I; c’est donc une fonction bien déterminée
des coordonnées de M, et, par suite, il constitue un invariant de M
par rapport au groupe G.

Réciproquement, tout invariant de M par rapport au groupe &,
exprimé en fonction des coordonnées d'une multiplicité O, donne évidem-
ment un invariant de 9N par rapport au groupe I, et les invariants
distincts sont les mémes, toute relation qu'il y a entre eux sous la forme
I, subsistant quand on revient & la forme M.

Par exemple, un ds?,

(4) ds* = Edxz® + 2Fdzdy 4 Gdy’
peut toujours, & l'aide d'une transformation convenable du groupe G:
o =X@,9), y=7T¥e,9),
o X et Y sont des fonctions arbitraires de « et y, se mettre sous la forme:
(5) ds* = 22dzdy

et la transformation générale de G qui conserve cette forme réduite de
ds’, est indépendante de A et constitue un sous-groupe I' de G:

' = H(z), y = H(y),

ol EF est une fonction arbitraire de x seulement, et H de y seulement.
Tout invariant de la forme (5) par rapport au groupe I' donne donc un
un invariant de la forme (4) par rapport au groupe G; et on obtient
tous ces derniers invariants de cette maniére.

Acta mathematicn, 18. Imprimé le 12 octobre 1893. 9
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CHAPITRE IL

Tnvariants d’une surface par rapport aux transformations con-
formes et aux transformations projectives de Vespace.

1. Appliquons ces principes & la recherche des invariants d'une
surface, définie par une fonction # de z et y, par rapport au groupe G,
des transformations conformes de Despace:

P,q, 7", q—Yyr, xr —yp, yp — rq,

GIO
(Gho) U, 20U—(2*+y*+2)p, 2yU— (&> +y*+2%)q, 22U— (2’ +y"+27)r|

avec:
U=uap + yq + 2r.

Les six premiéres transformations forment le groupe G, des mouve-
ments de l'espace; & l'aide d'une transformation de ce groupe, on peut,
avons-nous vu, transporter un point quelconque de la surface & Porigine,
I'équation de la surface ayant la forme:

(I) Z a’sox _: ao?y + sox _I_ 21 x y + 19 xy + y +
ou les coefficients sont les valeurs des invariants du groupe G,, au point
considéré. Ceci devient impossible dans deux cas particuliers, définis
chacun par une équation invariante, qui est aussi équation invariante de
G,,- Nous laisserons ces deux cas de coté.

La transformation conforme n’altérant pas les lignes de courbure, la
transformation générale de G,, qui n’altére pas la forme de I'équation (1)
est indépendante des coefficients de (1). Elle forme effectivement un
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groupe G, celui des 4 derniéres transformations de &,,. Sa transforma-
tion infinitésimale est:

fl

[2w(ax + by + cz + B) — a(z® + y* + 2%)] oY,
[2y(ax 4 by 4+ cz + h) — b(z* + y* 4 2°)] %,
[22(ax + by + cz + h) — c(z® + y* + 27)]o¢,

!

ox
oy
0z

I

oun a,b,c,h sont des parameétres arbitraires.
L’équation (1) étant:

z2={f (.’D ’ y) ’
I’équation de la surface transformée est:

S a k) 3 S,
z—-oz=f(w,y)——£ax—-—a7’;ay,

ou, en s'arrétant aux termes du premier ordre en Jt:

2= fl&,y) + ot

2(a0 + by + of + BW(f— 2L —y )

ow oy

+ @ + 9" + )L +vZ —e)l.

D'aprés cela, la transformation infinitésimale des coefficients de (1) est:
oa,, + (2ha,, 4 2c)dt =0, 0, (2hay,+ 2¢)dt =0,
0a,,+ 4ha,, ot =0, 0a,,+ 4ha,,0t =0,
oa,, + [4hay, + 2b(a,,— a,,)] 0t =0, oda,,+[4ha,,+ 2a(a,, — a,,)] ot =o0.
Elle met en évidence 1° une équation invariante du second ordre:

a, = 0.

20 — Qg3
2° deux invariants du troisiéme ordre:

P y e Pos
(aso - ao:)2 (aso - oa)2
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L'équation invariante exprime que la transformation conforme change
un ombilic en ombilic. Quand elle est satisfaite, les deux invariants du 3™°
ordre n'ont plus de sens.

Pour avoir la signification de ces invariants, déterminons, dans le

voisinage de lorigine, les rayons de courbure de la surface. Ils sont
donnés par I'équation:

P ("= 1)+ o+ + ¢ [r(1 +¢") + (1 +p7) — 25pg] — (1 +p* + ")’ =0,
qui, aux termes du second ordre prés, se réduit ici a:
| —p'rt+ p(r +t)—1 =0,

ce qui donne pour chacun des rayons de courbure:

p J— i — 1 asox + a’ly +
l — _—_——_—2—__— . o0
r o @, al,
0, = T 0,7+ a,Y +
2 Ay Ao

Désignons par s, l'arc de la ligne de courbure suivant laquelle la sphére
osculatrice de rayon p, touche la surface, par s, celui de la seconde ligne
de courbure. On a:

8, =2 4 ... S, =¥y+ ..

et, par suite, 4 l'origine, on a:

a,, — I a, !
= — = —
e’ % p,

I 9, I 9p, I 9p, I 3,
a,. 6B = ——— 11 a . = — L2 a,. = ——— A1 A, = —— — 2
30 pios’ 03 P 98, 21 pi os,’ 12 04 8s,’

et les deux invariants obtenus sont, au signe preés:

290 +90
*9s, P13s,

(—:‘T;W, (Px _'Jon)’.

La méme méthode conduit & 5 invariants du 4™ ordre, dont le calcul
est, jusqu'a présent, sans intérét.
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2. On peut, de la méme maniére, construire les invariants d'une
surface par rapport au groupe des transformations projectives. On peut, en
effet, décomposer les transformations du groupe en sous-groupes s'emboitant
les uns dans les autres, suivant ce tableau:

pPyg,rf ar yrlaxg yp xp—yq |ap+yq )ip 2

xU — 2q yU—2zp zU

A chacun de ces groupes correspond, comme on le verra, une forme
réduite bien déterminée, la transformation générale du groupe suivant qui
n'altére pas les caractéres de cette forme réduite, étant indépendante des
coefficients qui y figurent.

1°. D'abord, une transformation du groupe { p, ¢, 7|, permet de

transporter un point quelconque z,,y,, s, de la surface a lorigine, ce
qui met son équation sous la forme:

(2) z=zmx+z(,1y+...+;7zl-’%lx"y"+...

ottty

ou 2z, représente la valeur, en ce point, de la dérivée e rws

2°. | «r yr |. En posant:

g =0—2,%—2,Y

on obtient la forme réduite:
(3 s="0at o aay + 20yt L Y+
> 1 Y 2y vt Y

On voit par 14 que tout invariant est’ indépendant de z,y, 2, et
des dérivées premiéres 2z, , 2,,-
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3% |2¢ yp 2xzp—yqg |. On détermine la transformation:

z =1z + my,
(Im, — ml, = 1)
7 !
y=1lv +my,
de fagon & annuler les termes en 2'? et '*>. On pose donc:
l, =N, m, = pm,
A et p étant les racines de 'équation:
2
439 + 2%, % + Zya” = O,
ce qui tombe en défaut, lorsque ces racines sont égales, c’est-a-dire, pour:

2 —_
Zu — 520 202 — O,

équation invariante des surfaces développables.
Si on écrit 'équation (3):

I

Z=£¢g<$’y)+l_2_3¢3(x7y) + ...+

I
1.2...p

e,y + ..o

¢, étant une fonction homogéne.de degré p, I'équation devient, par la
transformation
I ’ ' ’ YA
2 =l;2 1—.2...10%@% + my', Lz’ -+ my’)

ou
Chk

hl k!

lhmkxlhylk
h4-k==2
en posant:

h! ’ ’
% = (k¥ k) [Phesa(15 &) + 000y (15 Doy

k! , ’
= Gg B Pty 1)+ by (15 o

Dans cette forme, I et m satisfont a4 la relation:

Im(p—2) = 1.
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On achéve de les déterminer en égalant entre eux les coefficients de z'*
et y'*, ce qui donne:

d’ou:
11

1
l=a603a306(#-——-/1) i m = ag, oy’ (ft — A) %,

ce qui tombe en défaut dans le cas ou 'une des quantités a,, et «
nulle, c'est-a-dire lorsque les équations:

est

2
2y + 22,4 4+ 2,,u° = O,
2 3
Zs0 + 32, % + 32,u° + Z,,u° = 0O,

ont une racine commune. C'est le cas des surfaces réglées.

Sauf dans ces deux cas d'exception, I’équation se met donc sous la
forme:

2 2 3 s 1 1 1 1
a Ugo Qs T 1 e o
8= lu_l,‘_ 7% + == 035 6 ! + 0 (“ga ag’ A 2"y + a5 g’ ammyg)
(e — A® 2(p— A
(4)
b R
asoe aose A n &
+ wE R R Y

rre=a(e—4) *

4°. | zp+yg 2r|. La transformation

z = ov, Y=oy, 7 =1,

permet, en prenant:
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d’exception étant encore ceux qui viennent d’étre signalés. De la la forme
réduite:

2?4y a o, ’ @
(5) e=ay+ L+ oty + eyt + D Sy =0,y
B E—4
avec
ST
G = a1 gy P oay * .
5°. zp 29 | Léquation de la surface
2=9(,9)

devient, par la transformation infinitésimale précédente:
— — [l ?_ff] '
2 =0,y [fzax 925, ot

ou f et g sont des constantes arbitraires; ou, aux termes du second ordre
en Jf, prés:

5=f”(”!y)_fp(x:?/)(f%g“l'ggg)oy,

ce qui donne, pour les coefficients a,,, a,,,... la transformation infini-
tésimale:

oa,, 4 290t = o, da,, + 2fot = 0,

oa,, + 490t = 0, oa,, + 4fot = 0,

dag, + (4f + 6g4a,,) 0t = o, da,, + (49 + 6fa,,)ot = o,
da,, + 6(fa,, + ga,,)0t = o.
Elle correspond aux transformations finies:
ay = Gy — 29, a1y = Gy — 2f',
Ay = Gy — 49, Aoy = Qo — 41"y
ay, = a5 — 69'ay — 4f" + 6g'?, a1y = Q3 — 6f 4y, — 49" 4~ 6f?,
Qg = Qg — 6(f'“21 + g’am) + 12f'g".
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En prenant

a a
g = _;“!7 f = _;‘17
on met I'équation de la surface sous la forme:

x4y Y|
(6) 5=97?/+—‘6—+ 2 ﬁ%wh?/’c

h4-k=4

ou les coefficients A constituent les invariants de la surface par rapport
aw groupe des transformations linéaires, les premiers coefficients ayant en
particulier les valeurs suivantes:

Ay = @ — 2ay, Ay = ay — 24,
3 9 3 .
4y = a,; — 5 a1 — 20y, 4, = ay; — 5 %1z — 205,

Agy = gy — 30,50y

6°. |2U—29 yU—2zp 2U|. Enfin, la transformation infinitési-

male projective la plus générale qui n’altére pas la forme réduite (6):

3=¢<x:y>

est indépendante des coefficients 4. Elle forme donc un groupe et a
pour expression:

ox = [z(lx 4+ my + nz) ~— me] ot, oy = [y(x + my + nz) — 2] o¢,
0z = z(lx + my + nz)dt,

ou [, m,n sont des coefficients arbitraires. Elle transforme la surface (6)
en la suivante:

%

3 )
8— 07 = ¢(w,y)——9~f«?x—5goy,

ou, aux termes prés du second ordre en o¢:

2= 9@,9) + ot|(o + my + ng)(p —o L —yZ) + ¢ (mP 4121,

2x
Acle mathemation, 18. Imprimé le 14 octobre 1893. 10
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La transformation infinitésimale des 4 qui en résulte est:
0d,, + 4lot = o, 04,, + 4mot = o,
04,, — 2m ot = o, 04,, — 200t = o,
04,, 4+ 4not = o,
ce qui correspond & la transformation finie:
Ay = A, — 4l, Ay = Ay — 4m’,
Ay = Ay 4 2w/, Ay = Ay, + 20,
s = Ay — 40",
En prenant:

14

b

‘équation de la surface se met sous la forme:

I 1 a
(1) e=a 4@+ ) + 5 Gt + Q) + Y T

6 24 M= k|
ou les & constituent les invariants de la surface par rapport au groupe
projectif général. En particulier, on a deux invariants du 4™° ordre, qui
ont pour expressions:

2
Ay = A,y + 24,5 = ay + 20,; — 60y — 305,
_s 8
— 3,73 2
= Oy U3 (au Olos Ogo =+ 2057 Olgg Oyg —— Oty Uy Oy — 30y al'l)’

2
8oy = Ay + 245 = ay + 20, — 6a,, — 303
4 s
3,3 2
= Otgy” Olyg” (G371 Ago Aos T+ 2001 Olog Oy — Otyg Agg Gy — 30gs t5)-

3. On peut donner de ces deux invariants, I'interprétation suivante.
Comparons la surface proposée a une surface anharmonique:

Pil sz Pga Pi‘ =1 a2+ A=0)

ou les P sont des fonctions linéaires indépendantes de z,y, 2. Une telle
surface, par une transformation projective convenable, peut se mettre sous
la forme:
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Elle dépend de 15 constantes arbitraires, et admet un groupe 4 deux
paramétres de transformations projectives

xp -+ azr, yq + bar

de sorte quelle admet deux invariants, lesquels sont précisément les con-
stantes @ et b. Effectivement, déterminons pour cette surface z = zy°,
les valeurs, en un point quelconque z et y, des deux invariants 4,, et 4,,.
Ici, on a:
Gy=a@—1)...(e—i+4+ NG —1)... (06— + 12y,
de sorte.que 2, est de degré a —ienx, b—jeny. L'équation en u est:
a(a —1) , 2ab bb—1) ,
=+ 7 Y + g =0

de sorte que A et u sont de degré — 1 en z et 4 1 eny. L'expression:

Oy = @,(1, 2) = Zpo F P2y 1 A+ -

est de degré « — p en x et b en y; et, pour une raison analogue, a,, est
de degré a—h—%k en z et b en y. Il en résulte que 4, et 4, sont
de degré zéro en z et y, clest-d-dire, qu'ils dépendent bien de a et b
seulement.

Ceci montre qu’en tout point d’'une surface quelconque 8, il est en
général possible de trouver une surface anharmonique X (plus précisement,
un nombre limité de telles surfaces), qui soit osculatrice avec S, jusqu'aux
éléments du 4™ ordre. Les valeurs des deux invariants de S en ce point
s'expriment en fonction des deux invariants de cette surface anharmonique X.

On a laissé de coté, dans cette analyse, deux classes de surfaces, les
surfaces développables et les surfaces réglées. Les invariants des premiéres
se rameénent & ceux des courbes gauches et ont été complétement déter-
minés par Havpmew.!

Y Sur les invariants différenticls des courbes gauches, Journal de 1’école poly-
technique, 47° cahier.
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CHAPITRE IIL
Equation y’ = a,y* —a,y* + b,y — b, .
1. L’équation
(1) y'=ay’ —ay’+ by —b,

ou a,,a ,b ,b sont des fonctions de x et y, a la propriété de conserver
la méme forme par une transformation ponctuelle quelconque. En parti-
culier, si on considére # comme fonction de y, elle se transforme en:

r = b,x'* — b 2’ + ax —a,,

ce qui revient 4 substituer les @ aux b, et inversement, en méme temps
que l'on change x en y et inversement.
La transformation infinitésimale effectuée sur z et y, est ici:

2) or = — £ot, o0y = — not,

ou &€ et 7 sont des fonctions arbitraires de x et y. Elle donne:
oy oy ,298

(3) e + (ex a—?;) + ¥ 3y’
dy” 9’77 g\ _ e 95)
o T i Ty ( : 2ax3y> y <ay“ 2ax8y

0 L 0%
+y° ay”+ ( ay+3y9y)'
La transformation infinitésimale des coefficients a et b est alors donnée
par lidentité:
?? , [0%¢ rh 9 [3° ¢ ,39%¢
—530127-!'9 (a—xz—2—“l)'—yg<—?—‘-2—> +y° =

29y 3xdy ay

' ) p 6 9 , 98
+ (aoy 3‘"’“19 ? + bly __bo)(za_x—é + 3y @)

, , ‘ 2 9 ,998
—(34,y" — 20,y +bl)[ Y (afc 5§>+y’;y

_da ob ob,

013 1/2 1., T ___
+8t —w¥tF =0
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ce qui donne:

o (a3 %)
ot °\" 2y 5;:)
da, i

3T T 3%y, +alaj
O:b0= b0(2a__¢_3_77)

ot w oy

b, o %
5= T gy g

dag

Loy
Col
lay

’am

lam

+

_|_.

%

+

+

sy—17

'

1

3%”

%
a:v ay

327y
away )

7

Le calcul des accroissements des dérivées ¢, et ¢, d'une fonction ¢
de x et y se fait & l'aide des formules:

. _ d dp

o8
o = dea T

“ 3w

4
+¢—v’

You

Pour les éléments du 1** ordre, on obtient ainsi:

30/01 ? E
o8 T eyt BRIy
8b0.l —_ 3 }7
6t axoy SRR
30/” rh 77 985
of ~ oady aa'y T
by __ 3% 2% -+
ot ooy axay B

On est conduit & poser:

o = a, + 2a,,,
/31 = bla: + 2bOy)

&py 4 3¢ 3y
3t T dyot ”8J+%3y'
8(1/0_,/ o 3‘5
ot oy’ +-
9o, __ 3%y
ot T oxd 2
U 335
ot oyt away2
dby, 9% o’
W lawey T
3& = a’lx + 2bly}
38 = bly + 240,

et & substituer aux dérivées de a, et b,

leurs dérivées, pour lesquelles on a:

oa 23
EN I
B, %

—&?_3 a+ )

T 2%y

les quantités a, a,, 3, 5, et

away

?°¢

-

+....
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11 suffit méme, pour avoir tous les éléments d’ordre supérieur, de con-
sidérer seulement les dérivées de @, et a; par rapport a y seulement,
celles de &, et 8, par rapport &4 z seulement, en considérant simultané-
ment toutes les dérivées des autres éléments du premier ordre, a,,, b,,, «, f.

Ceci montre que, dans tout invariant, les dérivées d’ordre supérieur
figurent seulement sous la forme des dérivées d’une des deux expressions:

. 2 9%, Ia’b
3%, 2 2% I 9%,
m=b0y2+ax= +

ay? 3 Btay 3 oz’

et on pourra, 4 partir du 3™ ordre, considérer seulement les dérivées de
a,, par rapport & y, celles de &, par rapport & x, et introduire ! et
m et leurs dérivées.

On a:
gﬁ = % <2 aZZZy _ g) - &::—fy % am'ay + @ ai;}"“;b: ajc;i/’
°aﬁ+; ‘a::aey ; laxay’+
Y RN S Sy

d’ou il résulte que, dans tout invariant, les quantités / et m ne figurent
que par les combinaisons:

h=1 4 ap —ap+ b ay, + byay,,
k=m+ bya, —ba + a;by, + by,

expressions que l'on peut maintenant substituer & I et m.
Le calcul complet des accroissements de % et % donne:

oh ., (o€ L, o8
3?_}‘(55'" 5.7/>_k oy’

ok ., (9 3 Cul

%= (5_7/+25;c)_h3x
résultat remarquable, en ce sens que les dérivées du second ordre de &
et » n'y figurent pas.

(4)
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On pourrait achever la détermination des invariants, en prolongeant
la transformation infinitésimale (4) aux dérivées de % et k; puis, en
ajoutant a chacune de ces dérivées des fonctions linéaires de ay,, by, , a,,,
by, o,y B, @ et B, on peut faire disparaitre, dans l'expression de leurs
transformations infinitésimales, les dérivées du 3™ ordre de & et 5. Le
calcul est rendu pratiquement facile, en égard 4 notre remarque (3™
partie, ch. I), sur l'intégration progressive des systémes complets.

On obtient ainsi 6 invariants du 4™ ordre, et, en général, 2(n— 1)
du #®"° ordre, lesquels peuvent étre exprimés en fonctions linéaires des
2(n — 1) dérivées du (w — 2)*™ ordre de % et k.

Nous suivrons une autre marche. Il résulte des équations (4), qu’il
y a une équation différentielle du 1™ ordre, invariablement attachée a
la proposée, car, si I'on combine avec (4) les formules:

8, 9, 3 O g Mg
“%—de_-—%dx ayoly, (—ﬁdy— mdw aydy
on trouve l'équation invariante:
(5)- hdy — kdx = o.

Il en résulte que Ton peut, par une transformation du groupe,
annuler %; il suffit de prendre pour nouvelle variable indépendante, une
fonction x, de = et y satisfaisant a:

LA oz,
(6) haz -+ kﬁ =0
en laissant y fixe: cela, sous la seule condition que x, ne se réduise pas
a une simple fonction de y, c'est-a-dire, que l'on n’ait pas:
k= o.

Dans ce cas, il suffit d'intervertir z et y, pour réaliser immédiatement
la condition 7 = o.
Ce calcul tomberait en défaut, dans le cas ou on aurait simultanément:

(7) k= o, k= o.

On a ainsi un systéme invariant d'équations; lorsqu’il est satisfait, nos
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calculs précédents montrent que I'équation (1) n'admet pas d’invariants.
Il en est ainsi, en particulier, pour 1’équation

de sorte que le systéme (7) exprime les conditions nécessaires et suffi-
santes pour que l'équation (1) puisse se ramener par une transformation
ponctuelle a 1'équation précédente. On sait comment, dans”ce cas, M. Lie
a ramené lintégration de cette équation (1), & celle d'une équation li-
néaire du 3™ ordre.!

Quant & la transformation générale (2) qui laisse invariante I'équa-
tion & = o, elle est définie, d’aprés (4), par:

Elle est bien indépendante des mnouveaux coefficients de I'équation, et
engendre un groupe, savoir:

(8) X = X(x)’ Yy, = Y("‘v ’ ?/)
ou, avec les transformations infinitésirnales:
(8 or = — &(x)dt, oy =—y(x,y)ot

ou X et & sont des fonctions arbitraires de x seulement, ¥ et 3 des
fonctions arbitraires de « et y.

L’équation (1) étant mise sous une nouvelle forme pour laquelle on
a h = o, tout revient maintenant & calculer les invariants de ses coeffi-
cients par rapport au groupe (8) ou (8'), lequel donne:

da, 37 ) ob, , o7 o , %
(9) %= w(25—¢) = (e =) — gl 5k
9

da, oy o , % b, .., cl ” 3%

= T 3amt gty FT Y gt Uy

' Y1, Archives norvégiennes, 1883, Classification und Infegration von ge-
wohnlichen Differentialgleichungen xwischen x,y, die eine Gruppe von Transformationen
gestatten, 111,
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On rencontre une premiére équation invariante, d’ordre zéro:

et tout revient, dans le cas ol elle est satisfaite, & étudier la transforma-
tion (9) par rapport aux trois fonctions @, ,d,,d,. Nous laisserons de
c6té ce cas particulier pour ne nous attacher qu'au cas général.

En prolongeant la transformation (g) au premier ordre, on fait ap-
paraitre les dérivées du 3™ ordre de & et 3, d’ou il résulte que, dans
un invariant du 1°* ordre, les dérivées du premier ordre figurent seule-
ment sous l'une des formes q,,, a,, et:

ﬂ = %(bly + zalx)

pour lesquelles on a:

Bany — CY/] g

3\7_’ a0y<38§_5)+ aoayzi

5[&01- . / 3277 4

o 20‘“’ oy + Qow 3 + % (2 220y ¢ )’
op 2

ot 0 o1

— zao,,ax+ﬂ<5+ ) 2a, 21,

En combinant ceci avec (9), on est conduit & poser, pour faire disparaitre
les dérivées du second ordre de & et :

@y, = @y — 20,0y, ay, = @, + a,b,, B =g+ 2a,b,
et on a:
Mo g, (szz e) + 6327,
¥~ —2asz§l7+/?(5'+§—3),

Acta mathematica. 18. Tmprimé le 16 octobre 1893, i1
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transformations auxquelles j'ajouterai, pour avoir les paramétres différen-
tiels, les suivantes, ol ¢ est supposé étre un invariant:

6?7 . ? 377 850'/ — a’?
=S Ty T Py

En rapprochant ceci de la premiére équation (g), on trouve un invariant
du premier ordre:

? ’ 3
@, Aoz Coy Goy
B = VRN (/3' + = — “4)
’ Qoy \ 2 3a, 54“’0
a —_—
% 122
et deux paramétres différentiels:
!’
__ a, Qoy _ Py
Axgp———-—-——,— <¢m_—“6—2¢y>’ Aysp-‘—'—'———é—;
a"l oy (b, a, . oy >2
% 12a2 % 124

Pour le second ordre, on rencontre, en prolongeant la transformation
(9), les 6 dérivées du 4™ ordre de & et 3, lesquelles donnent 6 équa-
tions distinctes, de sorte que les 9 dérivées du second ordre de a,, b, , b,
figurent dans tout invariant par 3 de leurs combinaisons. Nous prendrons
pour ces combinaisons, A,B, A, B, qui sont des invariants et k, qui
donne:

(11) f;—f-——k<%3+25’>.

Quant aux dérivées de q,, il suffit d’en considérer deux seulement, en
vertu de la relation 2 = o. Nous poserons:

9
’ ’
Qoyr = @aoy = Qe — 2006111, —_ 2ala0y,

°
a(;zy == a_ya:).t = any + aobly + bl“Oy?
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et on a:
2 3277

3 , , 877 , , a2v ’ 97
_a0y2 == doye (437_/_ 5) + 3("Oyasz + 1 2a0(a0y + 24y al);ﬁ + .(I/O 8%9_1/’

ot
Rl B , 9%y , 'y
gaobz‘y — 300xya_j + (l()yi’a—a; + 20’0,@5? + oy 3&79] ‘

Ceci conduit & poser:
2
-— 30,4, + 3a,b,,

1’ ’
Qo = Wy

I
rr ! ’ ’
Qozy == Qozy —— 201 Oy, + Eblamﬁ

et on a:
(7 I x4 9 r !’ a 7
<4373— E) + 2Iaoa0y9—z + 3¢,

44
— M = all,
ot % 0y

Y o Y/} I, .,
= 3“(;xy8_y + ao;ﬂa_x + 6a0a(’)xafx + EQOyEl °

LY

ot Oxy

Les termes en &’ interviennent ici, de sorte qu'il faut introduire lex-
pression:

! 124

’ Qoy Qoy?

= T 6gl

qul donne:

7 (a
il
et cette formule, combinée avec (g), (10) et (11) conduit & deux nouveaux

mvariants du second ordre:

’ ’r 1?2
oy Uy av (6 , 7 nﬂg/) 377
— ) A _l,_ a . —— L =) 4L
6a: ) oy 02, ) o

2

a,
Co= ——"—— &k
249
ar . Goy \ 2
027 1202
et
’ 11 .7 ’ 3
I <d” Aoy Goye Goz oy + a('y)
oay T — —5 )
g\ 6a; a, 4ty
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de sorte qu’il y a 4 invariants du second ordre:
AB, AB, C, D.

On voit en outre que la transformation infinitésimale (9), prolongée
au sccond ordre, condult en considérant les dérivées des premier, second,
troisiéme et 4™ ordre de € et » a des équations qui sont indépendantes.
Elles restent, a fortiori, indépendantes, lorsqu'on prolonge ensuite la trans-
formation & lordre suivant; les 7 dérivées du 5™ ordre de & et  don-
nent en outre, de par la maniére dont elles figurent dans la transforma-
tion, des équations indépendantes entre elles et des précédentes; et comme
il faut ajouter comme nouvelles variables les 12 dérivées du 3™ ordre
de a,,b ,8,, et les 2 dérivées a,;, a,, de a, on obtient ainsi 7 in-
variants du 3™ ordre. Plus généralement pour lordre #, on a encore
pour déterminer les invariants, un systéme complet d’équations indépen-
dantes, lequel comprend n 4 4 équations de plus que le systéme d’ordre
n—1, ¢t 3(n 4+ 1) 4+ 2 = 3n + 5 variables de plus; ce qui donne donc,
a partir de » = 3, 2n 4 1 invariants distincts du »*™° ordre.

Or, dans les 4 invariants du second ordre, D, A, B, A, B, C figu-
rent respectivement les expressions a,:, f,, . et k, chacune d'elles en-
trant dans linvariant correspondant, sans figurer dans ceux qui le pré-
cédent. La méme remarque pourra s'appliquer aux invariants du 3™ ordre,
quon en déduira i Daide des paramétres différentiels, A, D, A, D,
A.B,A,DB,A.B,AC, A C relativement aux expressions: @y, G,
Byis ey Prs Ky 5 k5 et ainsi de suite, de sorte que l'on obtient ainsi pour
I'ordre n, en ne considérant que les dérivées g, et a,, -1 de a,:

24+ n+n—1=2n-41

invariants distincts, c¢'est-A-dire tous les invariants cherchés.

2. Considérons, par exemple, une équation:
(12) Y =ay’®—ay’ + by — by,

dont les coefficients seraient fonctions d'une seule variable,  ou y.
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Dans ce cas, si linvariant B n’est pas constant, tous les invariants
du second ordre g'expriment en fonction de B:

(13) AB=/(B), AB=[(B), C=(f(B), D={(B),

et réciproquement, toute équation dont les invariants satisfont a ces rela-
tions (13) peut se ramener a la forme (12).

Si B était constant et égal a4 B,, sans que C et D, € par cxemple,
le solent tous les deux, les équations homologues ‘de (12) sont définies
par les relations:

(14) B = Bo’ D = ¢1(C)’ AyC = 5['2(0)? AC= ¢3(C’>'

Si enfin, B, C et D sont tous les trois constants, et égaux a I
les relations:

c,,D,

0

(15) B=B,, CC=C

suffisent pour définir les équations homologues de (12).

Réciproquement, je dis qu'une équation (1) dont les invariants satis-
font &4 un systeme de relations ayant l'une des formes (13), (14), (15),
cest-a-dire, qui a un invariant distinct au plus, est homologue d'une
équation de la forme (12) ol les coefficients sont fonctions d’une seule
variable.

Regardons, en effet, dans le systéme (13), ou (14), ou (15), @, a,,
b,, b, comme fonctions d'une seule variable x, ou y; on obtient ainsi
un systéme de 4 équations différentielles ordinaires au plus par rapport
a 4 inconnues; et toute solution de ces équations donne des valeurs de
@y @, b, by, fonctions d'une seule variable, qui répondent & la question.

Voici, comment, dans le cas général, on pourra ramener une pareille
équation a4 la forme (12). Ayant annulé la quantité %, & l'aide d'une
nouvelle variable #,, prenons comme nouvelle fonction y,, l'invariant B
lui-méme:

vy, =B

ou encore C ou D, pourvu que linvariant choisi ne se réduise pas a



6
une fonction de x, seulement.
une forme réduite:

’
%

Ar.

Cela revient a mettre P'équation

Tresse.

(1) sous

Ay — dy* + By — Dy,

qui ne se conserve que par les transforinations du groupe:

(/,I,’] =3
Cette transformation donne:
04, = — A,& ot,
04, = o,
puis
24
N 0 A
0 = — A &gt
oz, 0 & y
52 _
oY,

- E('Tl)()

oB, = 2B ¢ ot,

OB, = (B,& + &)t
o4, 24, . o
i

3B,

Tt [:I \\[

oy, = 7"

et admet done pour invariants, les expressions:

) 9 I aAu
44.1 y 1)0[10 5 ijc)?

Ces invariants, calculés avee

2B,

° By,

24,
T AB A

les varinbles primitives, x et y, donnent

des invariants de 1'équation proposée et par suite sont tous des fonctions

de B, cdesta-dire de y,.

On aura done, en désignant par des ¥ des

fonctions de y, seulement, et par des X des fonctions de x, sculement:

A, =

1

puis:
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87
Avec les variables z. et y,, 'équation proposée est donec de la forme:
1 Yy heq p

77 7 ,2 N }_’:
Yo = YOXOQ ls—‘- ‘J + Y (If I(,)S,J_’Ij - ETXE

ou, comme on sait:

z =

I e T ’ "2 7 ! 7
= 1,,X,l‘ ﬁ‘(lqﬁ }0X0>ZE1 + _1'1:151 —_— YOAO'

En prenant comme nouvelle variable x, une fonction x, de x, seule-
ment, on a:

g = 0
2 dx, 1
et
xt! Clxjx// _I_ d2xz 2
2 dx‘ 1 dx? 1

et cette équation devient:

o jz dx2 73 [ I ’ dxe dzxz 2
Z, ,YJXJCZ?,/E‘_ YOX‘)(Y:?—YOXO)_,L._—_ ]

0770 g ”

+ 7, ‘fﬁ ,_Yde.z

Il suffit alors de prendre la fonection de z,, telle que Von ait:

dz,
&, %o
d’ou
a’z, ,
@ Kot g 2X
pour que l'équation devienne:
Y, Y,
zy Y2x2 '———$2 +Yx2—'y

ou les coefficients sont bien fonctions de , seulement



88 Ar. Tresse.

On voit que la réduction & cette forme se fait a laide de deux
quadratures successives, la premiére pour déterminer z,, en fonction de
z et y, la seconde pour déterminer z, en fonction de z,.

L’intégration de l'équation proposée s'achéve par lintégration d’une
équation différentielle ordinaire du premier ordre, de la forme:

ou les coefficients A sont fonctions de x, suivie cnsuite d’une nouvelle
quadrature.




