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Si, en rneme temps que (3, r est fonction de a: 

les 3 invariants du 4me 
equations (r7) et (19)· 
par la seule relation 

r =if( a) 

ordre sont fonctions de a; M' est detinie par les 
lei, il y a une infinite de_ correspondances donnees 

a'=a, 

un point x
0 

, Yo de M pouvant correspondre a tout point x', y' de M' 
satisfaisant a !'equation 

a'(x'' y') = a(xo' Yo)· I 

TROISIEME PARTIE. 

CHAPITRE I. 

Calcul des invariants. Formes reduites. 

I. Le calcul des invariants peut etre facilite sou vent. par !'applica­
tion d'unc nouvelle notion, celle de forme reduite d'une' multiplicite, rela­
tivement a un groupe de LIE. 

Considerons un element particulier E
0 

d'une multiplicite M, c'est-
, d' t' d - 1 00 00 10 10 Ko KO a· 1re, un sys erne e va eurs z1 , ••• , z,. , z1 , ••• , zp, , .•• , Z1 , ••• , zPx, ••. , 

des variables independantes, des fonctions et de leurs derivees; et re-

1 Si l'on admet, ce. qu'on verra dans la suite, que les invariants consideres sont 
les memes que ceux que l'on aurait, en prenant un ds' sous sa forme generale 

on retrouve ici la solution du probleme suivant: reconnaitre si deux surfaces sont appli­
cables. Cf. DARBOux, Theorie generale des surfaces, t. III, liv. VII, chap. II. 
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gardons un invariant com me une fonction de ces coordonnees, telle, que 
la merne fonction des coordonnees d'un element E~, transforme de E 0 , 

quand on soumet M a une transformation du groupe, ait la meme valeur. 
Les coordonnees de E~, etant definies par les relations: 

(00) 1K0 ~K( 00 00 KO KO ~0 ~0 ~K ~K) 
Z; = W; zl ' ••• ' ZPo ' ••• ' Zt ' ••• ' ZPK ' Ill ' ••• ' A,. ' ••• ' Ill ' ••• ' A,K 

(K=1, 3, ... ) (i=l, 2, ... ,pK) 

ou les ). sont des parametres arbitraires, on peut choisir ces parametres 
d £ ·t · d d , d E' 1 oo ~oo 110 110 e a<;on que cer a1nes es coor onnees e 0 , z,...+ 1 , ... , zPo , z,..,+1 , ... , zp, , ... , 

KO 1KO t d 1 fi b't ' 0 0 1 z,..x+l, ... , zPx , ... , prennen es va eurs xes ar 1 ra1res, c1,.+1 , ... , cP., c1,,+1 , ... , 

c!,, ... , c~x+ 1 , ... , c!~, ... , pourvu au mains que, soit les coordonnees de E0 , 

soit ces constantes arbitraires, ne satisfassent pas a certaines equations 
invariantes: cette exception ne pourrait se presenter que soit dans le cas 
ou llf serait une multiplicite particuliere, soit, dans le cas contraire, pour 
des points particuliers de M. Les autres coordonnees de E~, sont alors 
completement determinees: 

z;Ko = G/ (z~0 , ••• , z~~, ... , zf0
, ••• , z:; , cZ.+l , ... , c~., ... , cffx+l, · · ·, c~) 

(K=1, 2, ... ) (i=l, 2, ... ,pK) 

et leurs valeurs, fonctions des coordonnees de E 0 sont les invariants 
cherches. C'est, en effet, la marche que nous avons suivie pour former 
ces invariants. C'est ce qui resulte aussi de la remarque suivante. 

Soit &
0

, l'element transforme de E0 , element reduit, caracterise par 

les valeurs constantes cZ.+1 , ••• , c~., ... , cffK+l , ... , c~, . . . de certaines 

de ses coordonnees. La transformation T qui donne 

est bien determinee, et unique au mains dans un domaine fini; elle serait 
determinee jusqu'a l'ordre K seulement, si les valeurs des constantes c 
n'etaient fixees que jusqu'a cet ordre K. 

Soit E~ un element deduit de Eo par une transformation quelconque 
~; il lui correspond un element reduit, &~, et une transformation, T', bien 
determinee, telle que: 

E~T' = &~ 
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On a done: 

La transformation ~T' qm fait de E
0 

un element reduit doit done se 
confondre avec T (au moins jusqu'a l'ordre K), et &~ se confondre de 
meme avec &0 • Les coordonnees non arbitraires de &~ ou &0 s'exprimant 
de la meme maniere en fonctions de celles de E~ pour le premier, de 
E

0 pour le second, ces fonctions sont done bien des invariants. 
Ceci montre en outre que, reciproquement, si a un element E0 de 

M correspond un element reduit &
0

, de forme definie, et deduit de E0 

par une transformation bien determinee du groupe, les coordonnees non 
arbitraires de &0 sont des invariants, fonctions des coordonnees de E 0 • 

De plus, ces invariants qui, pour 

... ' 1 - 1 z.u,+I - c,,,+t' ... ' ... ' 
'd . ' 0 0 1 1 'f d' . se re msent a z1 , ••• , zl', , z1 , ••• , z, sont mam estement 1stmcts: con-

• ' I 

sideres comme solutions du systeme complet forme a l'aide des trans- • 
formations infinitesimales, ils constituent un systeme de solutions principales 
de ce systeme complet. 

Dans le cas ou E 0 satisfait a une 'equation invariante qui ne permet 
plus la reduction a la forme &0' il en est de meme des elements trans­
formes E~. Alors, il y aura une forme reduite nouvelle, distincte de la 
precedente, chacune des equations ou systemes d'equations invariantes qui 
definissent les · multiplicites particulieres pouvant correspondre a une forme 
reduite bien determinee. Par. consequent: 

Theoreme I. A tout groupe de Lie, on peut faire correspondre, pmtr 
une multiplicite, de dimensions donnees, ~tn nombre limite de fonnes reduites, 
telles que tout. element E

0 d'une telle multiplicite puisse se mettre, lt l'aide 
d'une transformation bien determinee du groupe, so us l' une de ces formes re­
duites. Les com·donnees de l'element 1·eduit &

0 
sont, les unes, egales a des 

constantes fixes, les autres des invariants, fonctions des coordonnees de l'ele­
ment initial E0 • 

2. Par exemple, etant donnee une surface, on peut, en effectuant 
sur elle une transformation bien determinee du groupe des mouvements: 

p , q , r , yr - zq , zp - xr , xq - yp 
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transporter l'un quelconque de scs points a l'origine, son equation dans 
le voisinage de ce point etant: 

Lcs coefficients de cette forme reduite sont les valeurs des invariants de 
la surface, en cc point; en particulier, a

20 
et a

02 sont les inverses des 
deux rayons de courbure. Cette reduction se fait en transportant le 
triedre des coordonnees, sur le triedre forme par la normale a la surface, 
et ses deux directions principales en ce point. Elle tombe done en defaut, 
dans le cas ou ce triedre s'evanouit, c'est-3.-dire, soit lorsque la normale 
est tangente a la surface, soit lorsque les deux directions principales sont 
confondues: de la deux classes de rnultiplicites particulieres, les unes, les 
developpables circonscrites au cercle de l'infini, definies par !'equation 
invariante: 

I + p 2 + q2 
= o, 

les autres, Jes surfaces reglees dont les generatrices sont }es droites lSO­
tropes, et dont !'equation est: 

[rpq(r + q2
)- 2s(r + JJ 2)(r + q2

) + tpq(r + p 2
)]

2 

+ (1 + p2 + q2)[r(I + q2
)- t(I + p 2

)]
2 

= 0. 

3· La methode peut etre generalisee. Supposons qu'a l'aide d'une 
transformation du groupe, non pas necessairement ..unique, cette fois, on 
puisse mettre un element arbitraire Eo de M sous une forme reduite &0 ' 

t ' . ' l . 1 fi ,0 .o 1 1 carac erlsee par es va eurs xes cv,+1' ... ' cp,' cv.+!' ... ' cp.' ... que pren-
t t . t d ' 0 0 I 1 L nen respec 1vemen ses coor onnees zv,+I, ... , Zp,, zv.+I, ... , zP•, • . . . es 

autres coordonnees, z~ , ... , z~. , zi , ... , z~., . . . de &0 sont fonctions des 
coordonnees de 1' element initial E

0 
, et les invariants cherches sont fonc­

tions de ces seules quantites. Pour les obtenir, il suffit d'achever la re­
duction de !'element a une forrp.e reduite bien determinee, en tenant 
compte seulement des valeurs constantes deja attribuees a certaines coor­
donnees. On posera done, dans les equations ( 0°): 
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pms on achevera de determiner 1es parametres )., en attribuant a de nou-
11 d , ,oo too no tio d 1 t· ntes· ve es coor onnees z1,.+ 1 , ••• , z •• , z,,,+1 , ••• , zv, , . . . es va eurs cons a . 

• • ' 1 t d ' tOO tOO tlO 1]0 on exprnne ams1 es au res coor onnees z1 , ••• , Z11• , Z1 , ••• , zp., , ••• en 
.C • d 011 00 10 10 ' t 1 ' 1onctwn e z1 , ••• , zv. , z·1 , ••• , z., , ... , et ces expressiOns son es m-
variants cherches; 1a transformation qui ram(me E

0 
a 1a derniere forme 

reduite est en effet unique. 

4· Ce procede est interessant dans le cas ou la forme intermediaire 
&

0 a elle-meme pour coordonnees les invariants d'un sous-groupc du 
groupe propose. On obticnt alors les invariants du groupe general, ex­
primes en fonction de ceux du sous-groupe. 

On peut arriver au meme resultat a l'aide des transformations in­
finitei;imales, la methode s'appliquant u'ailleurs a un systeme complet 
quelconque d'equations lineaires aux derivees partielles. 

Soit done un systeme complet 

de n equations lineaires aux derivees partielles, a 1' variables X 1 , X
2

, • ... , Xr. 

Nous supposons que les h premieres fotment elles-memes un systeme 
complet dont on connait les solutions principales x~+ 1 , ... , x;, qui se 
reduisent a Xh+l, ••• , Xr, pour 

. ' 
Pour achever I' integration de ( 1 ), no us prenons com me nouvelles 

variables x1 , ••• , xh , x~+ 1 , ... , x;, et alors le systeme complet devient: 

. ' 

ou les coefficients des dernieres equations sont supposes exprimes en fonc­
tion de x

1 , ••• , x,, , x;,+l , ... , x~. Si on resout les dernieres equations, 

t , ~r ~r 1 1 , a · · b. d par rappor a -t-, ... , -,, par exemp e, e systeme evient)aco zen, e 
~Xh+l ~Xn 

telle sorte que ses coefficients sont alors independants de x
1 

, ••• , x,,. Le 
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resultat de cette resolution ne change done pas si on remplace dans (2), 
d . 1' 0 0 s . X 1 , ••• , x,. par es constantes, en parhcu 1er par x1 , ••• , x". 01t: 

Cette substitution donne identiquement: 

et on remplace le systeme (2) par un systeme equivalent en substituant 
a tout coefl'icient X,x; !'expression ¢';k(x~, ... , x?., x~+ 1 , •••• x;.), laquelle 
s'obtient simplement en calculant Xix£ en fonction de x1 , ... , x"' x"+ 11 ... , xr, 
et y faisant ensuite: 

... ' ... ' 

Les dernieres equatibns (2) forment alors un systeme complet par rapport 
aux seules variables x~+ 1 , ••• , x;., dont les solutions sont les integrales 
de ( 1 ), exprimees en fonction de x~+I , ... , x;. 

S· L'application de la methode peut etre facilitee dans certains cas. 
Elle consiste a effectuer sur I' element intermediaire &0 , une transforma­
tion qui n'altere pas ses coordonnees constantes: 

(3) 

En general, la transformation generale jouissant de cette propriete depend 
des autres coordonnees z~0 , ••• , z~~, z}0

, ••• , z~,0 , • • • de &0 : dans le cas 
contraire, elle appartient necessairement a un groupe r, sons-groupe du 
propose G. Tout revient done, dans ce cas, a faire une derniere reduc­
tion de la forme intermediaire ~' par une transformation de /~ c'est-a­
dire, a determiner les invariants des multiplicites ~' par rapport au 
groupe r. 

C'est ce qui resulte aussi du raisonnement suivant. - Si S est la 
transformation generale de r, et T

0 
une transformation particuliere met­

taut une multiplicite donnee M sous la forme ~lt, la transformation ge­
nerale de G qui donne la meme reduction est TOS. Tout invariant de 
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m par rapport a r, exprime en fonction des coordonnees de M, est alors 
necessairement independant des arbitraires de cette transformation T0 8, 
puisqu'il garde la meme valeur, quelle que soit la multiplicite reduite 
m a laquelle on ait ramene M; c'est done une fonction bien determinee 
des coordonnees de M, et, par suite, il constitue un invariant de M 
par rapport au groupe G. 

Reciproquement, tout invariant de M par rapport au groupe G, 
exprime en fonction des coordonnees d'une multiplicite m' donne evidem­
ment un invariant de m par rapport au groupe r, et les invariants 
distincts sont les memes, toute relation qu'il y a entre eux sous la forme 
m, subsistant quand on revient a la forme M. 

Par exemple, un ds 2
, 

{4) 

peut toujours, a l'aide d'une transformation convenable du groupe G: 

x' = X(x, y), y' = Y(x, y), 

ou X et Y sont des fonctions arbitraires de x et y, se mettre so us la forme: 

(s) 

et la transformation generale de G qui conserve cette forme reduite de 
ds 2

, est independante de A et constitue un sous-groupe r de G: 

x' = B(x), y' = H(y), 

ou 8 est une fonction arbitraire de x seulement, et H de y seulement. 
Tout invariant de la forme (5) par rapport au groupe r donne done un 
un invariant de la forme (4) par rapport au groupe G; et on obtient 
tous ces dernier.s invariants de cette maniere. 

Acta matkematica. 18. Imprim~ le 12 octobre 1893. 9 
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CHAPITRE II. 

Invariants d/une surface par rapport aux transforma:tions con­
formes et aux transformations project1ves de l'espace. 

1. Appliquons ces principes a la recherche des invariants d'une 

surface, definie par une fonction z de x et y, par rapport au groupe G10 

des transformations con formes de 1' espace: 

p , q , r , zq - yr , xr - '!JP , yp - xq, 

U, 2XU-(xz+Y 2+z2)p, 2'!JU-(x2 +y2 +z2)q, 2ZU-(x2 +y2 +z2)r 

avec: 

U"= xp + yq + zr. 

Les six premieres transformations forment le groupe G6 des mouve­

ments de l'espace; a l'aide d'une transformation de ce groupe, on peut, 

avons-nous vu, transporter un point quelconque de la surface a l'origine, 

!'equation de la surface ayant la forme: 

s + ~ a2ox ao2Y + aso 3 + a2t 2 + atll 2 + aos 3 + Z = -6 X -X '!J -X'!J -6 '!J · · · 
2 2 2 

ou les coefficients sont les valeurs des invariants du groupe G6 , au point 
considere. Ceci devient impossible dans deux cas particuliers, definis 

chacun par une equation invariante, qui est aussi equation invariante de 

G10 • Nous laisserons ces deux cas de cote. 
La transformation conforme n'alterant pas les lignes de courbure, la 

transformation generale de G10 qui n'altere pas la forme de !'equation (1) 
est independante des coefficients de ( 1 ). Elle forme e:ffectivement un 
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groupe G4 , celui des 4 dernieres transformations de G
10

• Sa transforma­
tion infinitesimale est: 

o"x = [ 2X(ax + by + cz + h)- a(x 2 + y2 + i'')] at, 

o"y = [ 2y(ax + by + cz + h)- b(x 2 + y2 + z!l)] at, 

o"z = [2z(ax +by+ cz +h)- c(x2 + y2 + z2)]at, 

ou a , b , c , h sont des parametres arbitraires. 
L'equation (I) etant: 

z = f(x, y), 

l'equation de la surface transformee est: 

z - az = f(x y) -
3

{ o"x - 3
{ tJy 

' 3x 3y ' 

ou, en s'arretant aux termes du premier ordre en at: 

z = f(x,y) + at!2(ax +by+ cf+ h)(f-x:~-y:~) 

+ (x2 + y2 + f)(a 
3
f + b 

3
f -c) I· 3x ay 

D'apres cela, la transformation infinitesimale des coefficients de ( 1) est: 

oa30 + 4ha30 o"t = o, 

O'au + [ 4ha~n + 2b(a20 - a02)] Ot = o, 

=O, 

oa08 + 4ha08 Ot = o, 

oau + [ 4hau + 2a(a02- a!lo)J ot = o. 

Elle met en evidence 1° une equation invariante du second ordre: 

2° deux invariants du troisieme ordre: 
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L'equation invariante exprime .que la transformation conforme change 
un ombilic en ombilic. Quand elle est satisfaite, les deux invariants du 3 mo 

ordre n'ont plus de sens. 
Pour avoir la signification de ces invariants, determinons, dans le 

voisinage de l'origine, les rayons de courbure de la surface. Ils sont 
donnes par l'equation: 

qui, aux termes du second ordre pres, se reduit ici a: 

- p 2 rt + p (r + t) - I = o, 

ce qm donne pour chacun des rayons de courbure: 

.. 
DesignOlls par s1 l'arc de la ligne de courbure suivant laquelle la sphere 
osculatrice de rll¥on p 1 touche la surface, par s2 celui de la seconde ligne 
de courbure. O.n a: 

81 =X+ ... s, =Y+ ... 

et, par suite, a l'origine, on a: 

I 3p2 a ----
u - p; 381' 

et les deux invariants obtenus sont, au signe pres: 

La meme methode conduit a 5 invariants du 4me ordre, dont le calcul 
est, jusqu'a present, sans interet. 
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2. On peut, de la meme maniere, construire les invariants d'une 
surface par rapport au groupe des transformations projectives. On peut, en 
effet, decomposer les transformations du groupe en sous-groupes s'emboitant 
les uns dans les autres, suivant ce tableau: 

Eq,rl xr yr lxq yp xp-y~ zp+yq zr zp zq 

xD-zq yU-zp zU 

A chacun de ces groupes correspond, comme on le verra, une forme 
reduite bien determinee, la transformation generale du groupe suivant qui 
n'altere pas les caracteres de cette forme reduite, etant independante des 
coefficients qui y :figurent. 

1°. D'abord, une transformation du groupe j p, q, r j, permet de 

transporter un point quelconque X0 , Yo, ;;
0 

de la surface a l'origine, ce 
qui met son equation sous la forme: 

. ~"+kz 
ou z.,. represente la valeur, en ce point, de la derivee --" ~x"~y". 

2°. xr . yr j. En posant: 

on obtient la forme reduite: 

( ) Z2o 2 + + Zu 2 + + Zhl, n A:+ 3 z = 2 x . zll xy 2 y . • • h! k! x y .••• 

On voit par la que tout invariant est" independant de x, y, z, et 
des derivees premieres z10 , Z01 • 
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3°· I xq yp xp- yq j. On determine la transformation: 

x = lx' +my', 

de fat;on a annuler les termes en x' 2 et y' 2
• On pose done: 

A et p. etant les racmes de l' equation: 

ce qm tombe en defaut, lorsque ces racines sont egales, c'est-a-dire, pour: 

equation invariante des surfaces developpables. 
Si on ecrit !'equation (3): 

I I I 
z =- f? 2(x, y) + --f?3 (x, y) + ... + f?p(x, y) + ... , 

2 1.2.3 1.2 ... p 

f?p etant une fonction homogc:'me .de degre p, l'equation devient, par la 
transformation 

ou 

en posant: 

z = L ahl, z"m"' x'"y'" 
h+k~2hl kl 

au = (h !I k)l [f?~+.t,..,(I, A) + ,Uf?~H,11 (1, A)Jc.t) 

= (h !I k) I [f?~+.t,x( I ' p) + Af?~H,I/ (I ' ,u)Jch)' 

Dans cette forme, l et m satisfont a la relation: 

lm(p.- A) = 1. 
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On acheve de les determiner en egalant entre eux les coefficients de x' 8 

et y' 3
, ce qui donne: 

d'ou: 

1 1 1 1 1 1 

l = a!s a~6 (p - ;.fi ' m = a!o a~6 (p. - ;.f2' 

ce qm tombe en defaut dans le cas oi1 l'une des quantites a30 et et03 est 
nulle, c'est-a-dire lorsque les equations: 

Z20 + 2Z11 u + z02 u
2 = o, 

Z80 + 3Z71 U + 3ZuU
2 + Z03 U

3 = o, 

ont une racine commune. C'est le cas des surfaces reglees. 
Sauf dans ces deux cas d'exception, !'equation se met done sous la 

forme: 
1 1 

(4) 

4°. xp + yq zr I· La transformation 

permet, en prenant: 

x =ox', y = ny', z' = rz, 

1 1 

9 2 

Z'O''J~= I, 
p.-J. 

"l'0'3 aos aso _ I 
• 

(p.- ;.)2 

xs + ys , ' • I d'amener les coefficients de xy et 
6 

a ~tre egaux a I umte, es cas 
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d'exception etant encore ceux qui vi(mnent d'etre signales. De la la forme 
reduite: 

(s) 

avec 

so. zp zq l· L'equation de la surface 

Z = f!(X, y) 

devient, par la transformation infinitesimale precedente: 

z = f!(x, y)- [r:/lf- 9z a<p] rJt ox oy 

ou f et 9 sont des constantes arbitraires; ou, aux termes du second ordre 
en rJt, pres: 

z = ~(x, y)- ~(x, y)(r:: + 9 :;) rJt, 

ce qui donne, pour les coefficients an , a12 , ••• la transformation infini­
tesimale: 

rJan + 29 o"t 

rJa4o + 49 rJt 

= o, 

::z: 0' 

oau + 2(rJt 

rJao4 + 4(rJt 

Elle correspond aux transformations :finies: 

I fl al2 = ai2- 2 , 

I 6 I fl + 6 12 asl = asl - 9 a2I - 4 9 , 

= o, 

= o, 
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En prenant 

f - au 
- 2 ' 

on met !'equation de la surface sous la forme: 

(6) 

ou les coefficients A constituent les invariants de la surface par rapport 
au groupe des transformations lineait·es, les premiers coefficients ayant en 
particulier les valeurs suivantes: 

6°. I xU- zq y U- zp z U j. En fin, la transformation infi.nitesi­

male projective la plus generale qui n'altere pas la forme reduite (6): 

z = ¢(x, y) 

est independante des coefficients A. Elle forme done un groupe et a 
pour expression: 

ox= [x(lx +my+ nz) -- mz] at, o"y = [y(lx +my+ nz) -lz] at, 
o"z = z(lx + my + nz)o"t, 

ou l, m, n sont des coefficients arbitraires. Elle transforme la surface (6) 
en la suivante: 

z - o"z = ,,, (x y) - ()ljl ax - ()ljl o:y 
'r ' ()x . ()y ' 

ou, aux termes pres du second ordre en at: 

z = ¢(x' Y) + ot{(tx +my+ n¢)(¢- x<Jrf'- y<Jrf') + ¢ (m ()tjl + l<J¢) I· ox cy <Jx · 6y 
Act" m~Jt/umatica. 18. Imprime le 14 octobre 1893. 10 
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La transformation infinitesimale des A qm en resulte est: 

O'.A31 - 2mO't = o, O'.Al3- 2lO't = o, 

o"A2 2 + 4n o"t = o , 

ce qm correspond a la transformation finie: 

En prenant: 

.A~o = A4o - 4Z', 

.A~1 = Ast + 2m', 

' Ast m=--, 
2 

l'- _Ats 
- 2' 

!'equation de la surface se met sous la forme: 

' Au n =-, 
4 

(7) + I ( 3 a) I (a 4 + a 4) + ~ ethk h k 
Z = XY 6 X + Y + - u-4oX u-04y .t,_, h! k! X Y ' 

24 hH::::5 

ou les d constituent les invariants de la surface par rapport au groupe 
projectif general. En particulier, on a deux invariants, du 4me ordre, qui 
ont pour expressions: 

d4o = .A4o + 2A1a = a4o + 2a1a- 6a2t- 3ai2 
4 5 

= a.~3 a.:03 ( r:J.n r:J.oa r:J.4o + 2r:J.n r:J.so a.Js - 6a.so r:J.os r:J.21 - 3r:J.ao a.~2)' 

do4 = Ao4 + 2Aa1 = ao4 + 2as1- 6aJ2- 3a~1 
4 5 

= r:J.ao
3 a.~3 ( r:J.n r:J.ao a.o4 + 2a.n r:J.oa a.31 - 6a.oa r:J.ao r:J.12 - 3r:J.os a;I) · 

3· On peut donner de ces deux invariants, !'interpretation suivante. 
Comparons la surface proposee a une surface anharmonique: 

~1 Pi• P!• P!• = I 

ou les P sont des fonctions linea ires independantes de x , y , z. U ne telle 
surface, par une transformation projective convenable, peut se mettre sous 
la forme: 
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Elle depend de 1 5 constantes arbitraires, et admet un groupe a deux 
parametres de transformations projectives 

de sorte qu'elle 
stantes a et b. 
les valeJirs, en 

lei, on a: 

j xp + azr, yq + bzr 

admet deux invariants, lesquels sont precisement les con­
Effectivement, determinons pour cette surface z = xayb, 

un point quelconque x et y, des deux invariants .A40 et .Ao4· 

de sorte, que zu est de degre a- i en x, b -j en y. L'equation en u est: 

a(a- 1) + 2ab + b(b- 1) 2 -u u =O 
X2 XY Y'J l 

de sorte que .A. et p. sont de degre - I en x et + I en y. L' expression: 

OCpo = 50 A I , .A.) = Zpo + pzp-t,1A + · · · 
est de degre a - p en x et b en y; et, pour une raison analogue, oc,.k est 
de degre a- h- k en x et b en y. Il en resulte que .A40 et .A04 sont 
de degre zero en x et y, c'est-a-dire, qu'ils dependent bien de a et b 
seulement. 

Ceci montre qu'en tout point d'une surface quelconque S, il est en 
general possible de trouver une surface anharmonique I (plus precisement, 
un nombre limite de telles surfaces), qui soit osculatrice avec S, jusqu'aux 
elements du 4 me ordre. Les valeurs des deux invariants de S en ce point 
s'expriment en fonction des deux invariants de cette surface anharmonique I. 

On a laisse de cote, dans cette analyse, deux classes de surfaces, les 
surfaces developpables et les surfaces re,qlees. Les invariants des premieres 
se ramenent a ceux des courbes gauches et ont ete completement deter­
mines par HALPHEN. 1 

' Sur les invariants differentiels des courbes gauches1 Jour n a I de I' e co I e poI y­

technique, 47e cahier. 
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CHAPITRE III. 

1. L'equation 

(I) y" = aoyls - atyl2 + btyl - bo 

ou a
0 

, a
1 

, b
1 

, b
0 

sont des fonctions de x et y, a la propriete de conserver 
la nu~me forme par une transformation ponctuelle quelconque. En parti­
culier, si on considere x comme fonction de y, elle se transforme en: 

x" - b X1 a - b X1 2 + a X1 - a - 0 1 1 01 

ce qui revient a substitucr les a aux b, et inversement, en meme temps 
que l'on change x en y et inversement. 

La transformation infinitesimale e:ffectuee sur x et y, est ici: 

2) o"x =- ~ot, o!J = - Y) o"t, 

m1 ~ et r; sont des fonctions arbitraires de x et y. Elle donne: 

(3) ()y' = - 'iJr; + 1 I ((J~- 'iJr;) + 1 12 (J~ 
()t 'iJX y 'iJX 'iJy y 'iJy' 

o'y" 'iJ2r; ~(()2~ 'iJ2r;) 12 ('iJ2r; ()2~) 
at = - 'iJx~ + y 'iJx~- 2 'iJx'iJy - y 'iJy~ - 2 'iJx'iJy 

+ I 3 (J 2 ~ + " ( 2 (J~ - 'iJr; + I (J~) • 
Y 'iJy2 Y 'iJx 'iJy 3Y 'iJy 

La transformation infinitesimale des coefficients a et b est alors donnee 

par l'identite: 

'iJ2r; I (()2~ 'iJ2r;) 12 ('iJ2r; 'iJ\7) 13 ()2~ 
- 'iJx2 + y 'iJx2 - 2 'iJx'iJy - y 'iJy2 - 2 ox'iJy + y oy2 

+ (a yl 3 
- a yl 2 + b Y1 

- b ) (z 0~ - 'iJr; + 3Y1 'C~) 
o 1 1 o -ex 'iJy -cy 

- (3a y12 - za y' + b)[·- -or; + yl (0~ _ 'iJr;) + yl2 'C~] 
o 1 1 -ex 'Ox 'iJy 'Cy 

_()a. , 3 + ()a, 12 _ ()b, 1 +()b. _ 
()t y ()t y ()t y ()t - o, 
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ce qui donne: 

Jb·=- b <J~ b c~-2a 0'1) o·~-2 o27J. 
at 3 0 oy + 1 ox 1 ox+ ox• oxoy 

Le calcul des accroissements des derivees SOx et SOu d'une fonction so 
de X et y se fait a l'aide des formules: 

Pour les elements du 1er ordre, on obtient ainsi: 

aaox o 3~ 
l't =--2+ ... , u ~xoy . 

/Jbo11 ~
3

'1) + 
¥ = cx2oy · · ·' 

aalx o3Yj 1) 3~ 
U = oxoy2

-
2 ox2oy + · · ·' 

ab111 o•~ o3Y) 
Tt = cx2uy- 2 oxuy2 + ... ' 

On est conduit a poser: 

a1 = alv + 2aox, 

(31 = blx + 2boy1 

3a = alx + 2b1y1 

3(3 = bly + 2a1x 

et a substituer aux derivees de al et bp les quantites C(' C(l ' (3' PI et 
leurs derivees, pour lesquelles on a: 

aa 0 3
'1) 

at = - cxuy2 + ... ' 
ap 3 3~ 
at = -cx2cy + .... 
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Il suffit meme, pour avoir tous les elements d'ordre superieur, de con­

siderer seulement les derivees de a011 et a1 par rapport a y seulement, 

celles de box et (31 par rapport a x seulement, en considerant simultane­

ment toutes les derivees des autres elements du premier ordre, aox' boy' a' (3. 
Ceci montre que, dans tout invariant, les derivees d'ordre superieur 

figurent seulement sous la forme des derivees d'une des deux expressions: 

l = a + f.J = 3'ao + : 3'at + ~ 3 2

bl 
ox• ~11 3x2 3 3x3y 3 3y 2 

' 

b + 3
2
b0 + 2 3

2
b1 + I 3

2
a 1 

m = Oy' ax = 3y2 J 3,-r;(ly J 3x' 

et on pourra, a. partir du 3me ordre, considerer seulement les derivees de 

a0x par rapport a y, celles de b011 par rapport a X, et introduire l et 
tn et leurs derivees. 

On a: 

at 
-at 

d'ou il resulte que, dans tout invariant, les quantites l et m ne figurent 
que par les combinaisons: 

h = l + a0(31 - a1 (3 + b1 aox + b0 a011 , 

k = m + b0a1 - b1 a + a1 b011 + a0 b0x, 
expressions que l'on peut maintenant substituer a l et m. 

Le calcul complet des accroissements de h et k donne: 

ah = h ("~ + 2 ar;) _ k 9~ , 
at 3x 3y 3y 

(4) 
ak = k ("r; + 2 "~) - h ar; ' at 3y 3x 3x 

resultat remarquable, en ce sens que les derivees du second ordre de ~ 

et r; n'y figurent pas. 
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On pourrait achever la determination des invariants, en prolongeant 
la transformation infinitesimale (4) aux derivees de h et k; puis, en 
ajoutant a chacune de ces derivees des fonctions lineaires de aox' bov' aoy' 
box , a1 , {31 , a et (3, on peut faire disparaitre, dans !'expression de leurs 
transformations infinitesimales, les derivees du 3me ordre de e et 7J· Le 
calcul est rendu pratiquement facile, e11 egard a notre remarque (3me 
partie, ch. I), sur !'integration progressive des systemes complets. 

On obtient ainsi 6 invariants du 4 me ordre, et, en general, 2(n- I) 
du nieme ordre, lesquels peuvent etre exprimes en fonctions lineaires des 
2(n- I) derivees du (n- 2 yeme ordre de h et k. 

Nous suivrons une autre marche. Il resulte des equations (4), qu'il 
J a une equation di:fferentielle du I er ordre, invariablement attachee a 
la proposee, car, si l'on combine avec (4) les formules: 

(J 3~ q~ 
-dx= --dx--dy 
at a~ ay ' 

(J 3~ 3~ -dy = --dx-- dy at a:c ay 

on trouve !'equation invariante: 

(S) hdy-kdx = o. 

II en resulte que l'on peut, par une transformation du groupe, 
annuler h; il suffit de prendre pour nouvelle variable independante, une 
fonction X

1 
de X et y satisfaisant a: 

(6) h 3a:1 + k 3a:1 = 0 
aa: ay 

en laissant y :fixe: cela., sous la seule condition que X1 ne se reduise pas 
a une simple fonction de y' c'est-a-dire, que I' on n'ait pas: 

k = o. 

Dans ce cas, il suffit d'intervertir x et y, pour realiser immediatement 
la condition h = o. 

Ce calcul tomberait en defaut, dans le cas ou on aurait simultanement: 

(7) h = o, k=o. 

On a ams.1 un systeme invariant d'equations; lorsqu'il est satisfait, nos 
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calculs precedents montrent que I' equation (I) n'admet pas d'invariants. 
11 en est ainsi, en particulier, pour l' equation 

y" = o, 

de sorte que le systeme (7) exprime les conditions necessaires et suffi­
santes pour que I' equation (I) puisse se ramener par une transformation 
ponctuelle a !'equation precedente. On sait comment, dans""ce cas, M. LrE 
a ramene !'integration de cette equation (I), a celle d'une equation Ji. 
neaire du 3me ordre. 1 

Quant a la transformation generale (2) qui laisse invariante !'equa­
tion h = o, elle est definie, d'apres (4), par: 

3~ 
-=0. 
-ay 

Elle est bien independante des nouveaux coefficients de !'equation, et 
engendre un groupe, savoir: 

(8) x1 = X(x), y1 = Y(x, y) 

ou, avec les transformations infinitesimales: 

(8') ax=- ~(x)at, o"y = -YJ(X, y)(]t 

ou X et ~ sont des fonctions arbitraires de x seulement, Y et 7J des 
fonctions arbitraires de x et y. 

L'equation (1) etant mise sou.s une nouvelle forme pour laquelle on 
a h = o, tout revient maintenant a calculer les invariants de ses coeffi­
cients par rapport au groupe (8) ou (8'), lequel donne: 

(9) 

1 LIE, Archives norvegiennes, 1883, Classification und Integration von ge­
wohnlichen Differentialgleichungen xwischen X ' y J die eine Gruppe von Transformationen 
gestalten, III. 
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On rencontre une premiere equation. invariante, d'ordre zero: 

et tout revient, duns le cas ou elle est satisfaite, a etudier la transfornw­
tion (9) par rapport aux trois fonctions a

1
, b

1
, b

0
• Nous laisserons de 

cOte ce cas particulier pour ne nous attacher qu'au cas general. 
En prolongeant la transformation (9) au premier ordre, on fait np­

.paraitrc les derivees du 3me ordre de ~ et "1, d'oil il resulte que, dans 
un invariant du I er ordre, les derivees du premier ordre figurent seule­
ment sous l'une des formes aox' aoy et: 

pour lesquelles on a: 

En combinant ceci avec (9), on est conduit a poser, pour faire disparaitre 
les derivees du second ordre de ~ et "1: 

et on a: 

(IO) 

ap = - 2 a' ~r; + f.l (~' + ~r;) 
iJt Ox ~X /"' oy ' 

Acta math$matica. 18. Jmprime le 16 octobre 1893. 11 
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transformations auxqnelles j'ajouterai, pour avoir les parametres differen­
ticls, les suivantcs, oil r est suppose etre un invariant: 

En rapprochant eec1 de la premiere equation (g), on trouve un invm·iant 

du premier ordre: 

et deux parametres differentiels: 

A 'fly 
i..Jo.y'fJ =--~~~ 

(
a' _ a~! )r 

ox 1 za~ 

Pour le second ordre, on rcncontre, en prolongcant la transformation 
(g), les 6 derivees du 4 me ordre de r; et YJ' lesquelles donncnt 6 equa­
tions distinctcs, de sortc que les 9 derivees du second ordre de a1 , b1 , b0 

figurent dans tout invariant par 3 de leurs combinaisons. Nous prendrons 
pour ccs combinaisons, ~xB, i::l.uB, qui sont des invariants et k, qui 
donne: 

(u) ak = k (-a7J + 2 ~') • at -ay 

Quant aux derivees de a
0

, il suffit d'en considerer deux seulement, en 
vertu de la relation h = o. Nons poserons: 
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et on a: 

Ceci conduit a poser: 

et on a: 

Les termes en f' interviennent Icl, de sorte qu'il faut introduirc l'ex~ 

press10n: 

qm donne: 

I II 

aoy aoy'' 
a~~v---

6a~ 

et cette .formule, combinee avec (9), (w) et (1 1) conduit a deux nouveaux 
invariants du second ordre: 

C = a; 1 

12 {j '"' 

( a' -~)2 
ox I za~ 

et 

D= 
I II I I t3 

I (a 11 _ ao11 aoyz _- aox aoy + a<>y) 

( 

'2 )_g_ o~'Y 6a' a 4a" ' , aoy 2 o o o 
aox---

I2a~ 
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de sorte qu'il y a 4 invariants du second ordre: 

On voit en outre que la, transformation infinitesimale (9), prolongee 

au second ordre, conduit en considcrant les derivees des premier, second, 

troisicme et 4me ordre de ~ et Yj a des equations qui sont independantes. 

Elles restent, a fortiori, independantes, lorsqu'on prolonge ensuite la trans­

formation a l'ordre suivant; les 7 derivees du sme ordre de ~ et Yj don­

nent en outre, de par la maniere dont elles figurent dans la transforma­

tion, des equations independantes entre elles ct des precedentes; et comme 

il faut ajouter comme nouvelles variables les 12 derivees du 3me ordre 

de al ' bl ' bo' et les 2 derivees aoy'' aoxy2 de ao, on obtient ainsi 7 in­
variants du 3me ordre. Plus generalement pour l'ordre n, on a encore 

pour determiner les invariants, un systeme complet d'equations indepen­

dantes, lequel comprend n + 4 equations de plus que le systeme d'ordre 

n- I, ct 3(n + 1) + 2 = 3n + 5 variables de plus; ce qui donne done, 
a partir de n = 3 , 2n + I invariants distincts du ni~me ordre. 

Or, dans les 4 invariants du second ordre, D, A 11 B, AxB, C :figu­

rent respectivement les expressions a011,, {311
, fix Pt k, chacune d'elles en­

trant dans !'invariant correspondant, sans figurer dans ceux qui le pre­

cedent. La meme remarque pourra s'appliquer aux invariants du 3me ordre, 

qu'on en deduira a l'aide des parametres differentiels, A.
11 
D , Ax D, 

A 11,B, Ax11 B, AxzB, A
11
C, AxC relativement aux expressions: a011,, ct0x11z, 

{311z, f3xu, f3x•, k11 , kx; et ainsi de suite, de sorte que l'on obtient ainsi pour 

l'ordre n, en ne considerant que les derivees a011n et a0x
11
n-1 de afl: 

invariants dis tincts, c' est-it-dire to us les invariants cherches. 

2. Considerons, par exemple, une equation: 

dont les coeff'ieients seraient fonctions d'unc seule variable, x ou y. 
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Dans ce cas, si !'invariant B n'est pas constant, tous les invariants 
du second ordre s'expriment en fonction de B: 

C = fa(B), D = (JB), 

et reeiproquement, toute equation dont les invariants satisfont a ces rela­
tions (I 3) pent SC ramcner a la forme ( 12 ). 

Si B etait constant et egal a B
0

, sans que C et D, C par cxemple, 
lc soicnt to US les deux, les equations hornologucs "de (I 2) sont definies 
par les relations: 

Si enfin, B' c et D sont tous les trois constants, et egaux a JJO' co' J)o 

les relations: 

( r s) 

suffisent pour definir Jes equations homologues de (I 2). 
Reciproquernent, je dis qu'une equation (I) dont les inntriants satis­

font a Un systeme de relations ayant l'une des formes (I 3), (I 4), ( 15), 
c'est-a-dire, qui a un invariant distinct au plus, est homologue d'une 
eq nation de la forme ( 1 2) ou les coefficients sont fonctions d'une seulc 
variable. 

Regardons, en effet, dans le systcme ( r 3 ), ou ( l4 ), ou (I 5 ), a0 , (t1 , 

b
1

, b0 comme fonctions tl'une seule variable x, ou y; on obtient ainsi 
un syst(nne de 4 equations differentielles ordinaires au plus par rapport 
a 4 inconnues; et toute solution de ces equations donne des valeurs de 
ao' ai ' bl' bo' fonctions d'une seule variable, qui repondent a la question. 

V oici, comment, dans le cas general, on pourra ramener une pareille 
equation a la forme (I 2 ). Ayant annule la quantite h, a l'aide d'une 
nouvelle variable X1 , prenons comme nouvelle fonct.ion y

1
, l'invariant B 

lui-meme: 

Y -B 1-

ou encore C ou D, pourvu que !'invariant choisi ne se reduise pas a 
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une fonction de XI seu lement. Cela revient a mettre l' equation (I) so us 
une forme reduite: 

qm ne se conserve que par les transformu,tionf'\ du groupe: 

Cette transformation donne: 

pms 

et. admet done pour invariants, les expressiOns: 

Ces invariants, culculcs avec lcs varia blcs primitives, x ct y, donnent 
des invariants de l'equation proposce et. par suite sont tous des fonctions 
de B, c'est-a-dire de y

1
• On atu':t done, en designant par des Y des 

fonctions de y
1 

seulement, et par des X des fonctions de X 1 sculement: 

pms: 
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A vee les variables :.r
1 

et y
1

, l'cq nation proposee est done de la forme: 

Y'l' y X 13 lT ? I (JT IT ""~')·I Y. ' -~ 0 oYl - ·1y'- + -lT X 3- nAn y --1:;;;-x" 
() 0 0 0 

ou, eomme on sait: 

En prenant com me nouvelle variable x, unc fonction x
2 

de x
1 
seule~ 

ment, on a: 

et 

x~' 

et eette equation devient: 

X " Y2 dx2 , 3 [ 1 (Y y X') dx, _ d
2 

X 2J x'2 

·2 = Y;X~ dx, Xt - Y
0
X" 3 - 0 0 dx, d.x; 1 

+ y q'!!_~ :r' - y X ~x_'! 
1 dx, . 'I o o dx, . 

Il suffit alors de prendre la fonction X
2 

de x
1 , telle que l'on ait: 

d'ou 

dx. X - I 
dx, 0 

pour que !'equation devienne: 

XII= y2 x'3- r:. x'2 + lT I Y. 
2 y2 2 y 2 1 1 X2 - o 

0 0 

ou les coefficients sont bien fonctions de ?J1 seulement. 
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On voit que Ia reduction a cette forme se fait it l'aide de deux 
quadratures successives, la premiere pour determiner x

1
, en fonction de 

x et y, ln. seconde pour determiner x
2 

en fonction de :r1 • 

L'integration de l'equation proposce s'ilCheve par !'integration d'une 
equation diffcrentielle ordinaire du prernicr mdre, de la forme: 

ou les coefficients A sont fonctions de x, smv1e cnsuite d'une nouvelle 
quadrature. 


