SUR UNE CLASSE D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
DU SECOND ORDRE,
ET SUR LA THEORIE DES INTEGRALES INTERMEDIAIRES

PAR

E. GOURSAT.

Le but final de ce travail est de faire connaitre une classe d’équa-
tions aux dérivées partielles du second ordre dont on peut obtenir l'in-
tégrale générale par lapplication d'un procédé régulier, qui n'exige que
l'intégration d'un systéme complet. Pour bien faire saisir la suite des
idées, je suis obligé d’entrer d’abord dans quelques détails sur la théorie
des caractéristiques et des intégrales intermédiaires.

Les principaux résultats de ce Mémoire ont été résumés dans une note
présentée & 1’Académie des Sciencesl e 19 mai 1891 (Comptes rendus,
tome 112, p. I117).

L.

1. Je vais d’abord rappeler les points principaux de la théorie des
équations du premier ordre, en me plagant au méme point de vue que
pour celles du second ordre. Etant donnée une équation aux dérivées
partielles du premier ordre

(I) F(”?f’/?z’p’g):O,
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proposons-nous de déterminer une surface intégrale passant par une
courbe donnée C, représentée par les équations

(2) z=1(t), y=e¢t), 2=4¢(),

ol f(¢), ¢(t), ¢(¢t) sont des fonctions analytiques réguliéres du parameétre
t dans le voisinage de la valeur ¢, qui correspond a un point (z,,y,,2,)
de cette courbe C. S'il existe une surface intégrale de l'équation (1)

(3) = @(x ’ !/),

passant par la courbe C, @(zr,y) étant une fonction analytique réguliére
dans le voisinage de la valeur =z = z,,y = ¥,, les coefficients du dé-
veloppement de @(zr,y) ou, ce qui revient au méme, les valeurs des
dérivées successives
amtng
(o).

y=Yo

pourront se calculer comme il suit. Désignons par dx, dy , dz les diffé-
renticlles relatives & un déplacement le long de la courbe C; le long
de cette courbe, les valeurs des dérivées partielles du premier ordre p
et ¢ doivent vérifier les deux relations

(4) 'F‘(‘”’y"z;Z”Q):O’
4
I dz = pdz + qdy,

qui admettent, en général, un certain nombre de systémes de solutions
communes en p et g. Prenons un de ces systémes de solutions; il dé-
termine une développable 4, passant par la courbe C, & laquelle la sur-
face cherchée, si elle existe, doit étre tangente. Pour calculer les dérivées
secondes 7, s, ¢, nous avons d'une part les deux équations obtenues en
différentiant I'équation (1) par rapport a x et & y successivement

oF oF  oF  oF
e Tttt s =0
(5)

°oF | oF ?F
@+—a;9 +3?3 +



Sur une classe d’équations anx dérivées partielles. 287
d’autre part la relation
(6) d’s — pd’cr — qd’ = rdx® + 2sdxdy 4 tdy?,
o d*r, d%, d*s désignent f”(t)dt’, e"(t)dt*, ¢"(t)dt’. On a donc trois
équations linéaires en 7, s, ¢, dont le déterminant est, en posant

x=2  y=22 p A LA AL
o 3y op 9q

dz* 2dxdy dy’

P Q o | = (Qdz — Pdy)*.

o P Q

D=

Supposons que, pour le systéme de solutions adopté des équations (4),
Qdr— Pdy ne soit pas nul. Les équations (5) et (6) donnent alors
r,s,t. En différentiant de nouveau les équations (5), on aurait les dé-
rivées du troisiéme ordre, et ainsi de suite. En général, les (n + 1)
dérivées d'ordre n sont déterminées par (n + 1) équations linéaires dont
le déterminant est

de" ndz*'dy M;—_[) dx"*dy® ... dy"

P ) o o
D =

o P Q o)

o) o (o] Q

Pour trouver la valeur de ce déterminant, multiplions la 1*° colonne
par ", la seconde par — @ 'P, la 3* par Q" °P’ etc. et remplacons
la premiére colonne par la somme de toutes les colonnes; il vient
D = (Qdx — Pdy)". Si donc Qdr — Pdy n’est pas nul, les valeurs de
toutes les dérivées successives de z par rapport a x et & y pour z = z,,
y=y§ sont déterminées sans ambiguité de proche en proche. Il ne peut
donc y avoir qu'une seule intégrale analytique tangente a la développable
4 le long de la courbe C.
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2. Que la série ainsi obtenue soit convergente, c’est une consé-
quence du théoréme général de Cauvcuy. En effet, supposons que, pour
t=1, f'(¢,) ne soit pas nul; on peut alors résoudre I'équation z = f(¢)
par rapport a £, et la courbe C est aussi représentée par I'ensemble des
deux équations

y="r(e), z2=g¢l2)

f, et ¢, étant des fonctions réguliéres pour £ =x,. Le changement de
variables

=X, y=HX)+ ¥, z=¢(X)+ 2
donne ensuite

=€, p=P—Qfi(X)+ ¢i(X),

et on est ramené a chercher une intégrale de la nouvelle équation
F=F(X, Y+ (X)), Z+ ¢(X), P— Q(X) + ¢{(X), @) =0

. (1o . (.o, T
qui, pour ¥ =0, se réduise &4 Z=o0. Si la dérivée 20 n’est pas nulle,

I'équation précédente peut étre résolue par rapport & @, et on sait, d'apres
les théorémes généraux de Caucmy, qu'il existe une intégrale Z = z(X, Y)
répondant a la question et développable dans le voisinage de X=o0, Y=o.
Or on a

oF oF , oF  3F  dydF,

T TR T TR T
si Qdr — Pdy n’est pas nul, comme on I'a supposé, on aura donc aussi
oF
-3?2 == O.

3. Si les équations (4) admettent un systéme de solutions pour
lequel on ait en méme temps Qdr — Pdy = o, le raisonnement ne s’ap-
plique plus; les équations qui déterminent les dérivées successives sont
incompatibles ou indéterminées. Si entre les trois équations

(1) Flz,y,2,p,9 =o0,
(4)  dz = pdzx + qdy,

on élimine p et ¢,
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on est conduit & une relation
(8) @(x,y,z,d:c,dy,dz):o,

qui définit des courbes gauches dépendant d'une fonction arbitraire.
Sil existe une courbe satisfaisant aux trois équations (1), (4), (7),
sur une surface intégrale représentée par une équation

z= 0, y),

ol @ est une fonction développable en série entiére, on peut joindre aux
trois relations (1), (4), (7) deux nouvelles relations. On a, en effet,

X+pZ+ Pr+ @s=o,
Y+ 49Z+ Ps + @t = o,
dp=rdz +sdy, dg=sdx+tdy; on en déduit, en tenant compte de (7),

de dy  dz  —dp  —dg
(9) P Q Pp+Q X+pZ Y+qZ

Les valeurs de z,y,2,p,q déduites des équations (1) et (4) doivent
donc satisfaire aux équations (g). Tout ceci est bien conforme aux ré-
sultats connus. Les équations (9) définissent les multiplicités caracté-
ristiques de l’équation (1), chaque multiplicité se composant d'une courbe
C et d'une développable 4 passant par cette courbe. On sait qu'il
existe une infinité de surfaces intégrales tangentes a la développable 4
le long de la courbe C.

L'équation (8) définit les courbes gauches qui ont les mémes tan-
gentes que les courbes caractéristiques, c'est-a-dire les courbes intégrales.
Or, on sait que, par toute courbe intégrale, il passe une surface inté-
grale admettant cette courbe pour_ligne singuliere.

Avant de quitter les équations du premier ordre, faisons la remarque
suivante. Etant donnée une courbe C, il peut arriver qu'il passe par
cette courbe C une infinité de surfaces intégrales formant un sysiéme
continu. Nous entendons par 1 que ces surfaces sont représentées par
une équation

@(wyy:z7a1?“2""7aq) =0
Acta mathematica. 19. Imprimé le 31 mai 1896. 37
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dépendant d’un certain nombre de paramétres qui peuvent varier d'une
maniére continue. C'est ce qui aura lien si la courbe C est une carac-
téristique. Mais il peut se présenter deux cas. Si I'équation (1) n'est
pas linéaire en p et g, toutes les surfaces d’un systéme continu passant
par C sont tangentes le long de C. Il n’en est plus de méme en général
si I’équation est linéaire. Une distinction analogue, mais plus importante,
a lieu pour les équations du second ordre.

4. Prenons maintenant une équation du second ordre

(IO) F(x,y,z,p,q,'r,s,t)=0,

et proposons-nous de déterminer une surface intégrale passant par une
courbe donnée C et tangente a une développable 4 le long de cette
courbe. En un point de C, z,y,2z,p,q sont des fonctions connues
d’'un paramétre auxiliaire 4. Les valeurs de »,s, ¢ en un point de C
doivent satisfaire & 1'équation (10) et aux deux équations

| dp = rdz + sdy,

11
() l dqg = sdx.+ tdy.

Ces trois équations admettent en général un certain nombre de systémes
de solutions communes en r, s, f; supposons que, pour le systéme choisi,
le déterminant fonctionnel des trois premiers membres par rapport a
r,s,t, c'est-a-dire

de dy o
D= |0 dx dy|= Tdz®— Sdrdy 4 Rdy’,
R 8§ T
ou on a posé
-5 s=5 =%

ne soit pas nul. On peut alors déterminer sans difficulté les valeurs de
toutes les dérivées successives de 2 par rapport & x ct 4 y, en un point
quelconque de la courbe C. Ainsi, les dérivées partielles d’ordre n seront
déterminées par (n + 1) équations linéaires dont le déterminant est
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de*  ndzdy &Zﬁ—l)dx““’dy’ e . dy o
o dx* ndz"dy .o . ndxdy*™t dy
D, = R S T o ... o
o R S T ... o
o o o o ... S T

On vérifie que l'on a D, = (Tdzx® — Sdxdy + Rdy*)"; il suffit évidemment
de montrer que D, est divisible par (dz + ady)", a désignant une racine
de 1'équation Ta’ 4 Sa+ R=o0. Clest ce qu'on voit en multipliant les
éléments de la 2°° colonne par «, ceux de la 3*™ par o’, etc. et ajou-
tant ensuite aux éléments de la premiére colonne.

On voit donc que, si 7'dz®— Sdxdy 4 Rdy® n'est pas nul, il y aura
une seule intégrale, développable en série entiére, passant par la courbe
C et tangente a la développable 4. Pour démontrer que la série dont
nous venons d’apprendre a calculer les coefficients est convergente, on
effectue la méme transformation qu'au n° 2, et on est ramené an théoréme
classique de CAucHy.

5. Lorsque Tdx’— Sdzdy + Rdy® = o, les équations qui détermi-
nent les valeurs des dérivées successives peuvent étre incompatibles ou
indéterminées. Lorsque ce cas se présente, tout le long de la courbe
C,2,y,2,p,q,7,s,t vérifient les cinq équations
Flx,y,2,p,9,7,8,t)=0,

dz = pdz + qdy,

(12) dp = rdz 4 sdy,

dq = sdx + tdy,

Tdx® — Sdxdy + Rdy’ = o,

qui contiennent huit fonctions inconnues d’une variable auxiliaire. Sl
existe une surface intégrale passant par la courbe C,

2 = q)(x,y),
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O(x , y) étant une fonction .développable en série entiére dans le voisinage
d'un point de C, et telle que, pour cette intégrale, les valeurs de p, g,
r,s,t vérifient les équations (12) le long de C, on peut ajouter aux
équations (12) de nouvelles relations. Soient a, 3, r, ¢ les dérivées du
troisiéme ordre

2% 9% 'z . 9%

- ’

=% PTmmy T Tmy T

qui, dans I'hypothése ou nous nous placons, auront des valeurs finies.

On a

dr = adx + Bdy,
= fdx 4 rdy,
dt = ydx 4 ddy;
on en tire
o ld

p=m—ri=n—na+ @)
dr _ dy _dr _dsdy  dt (dy)’__ 6<dy>
dz de
Portons ces valeurs de a, 8, y dans les relations
X+ Zp+ Pr+ Qs+ Ba+ Sp+ Ty = o,
Y+ Zg+ Ps + @t + RS + Sy + 16 = o;
il vient, pour la premiére par exemple,

d d dt ds d dt d

X+ Zp+ Pr+ Qs+R-d—£+S£+ T%—RE%E%-— ad—;’
dt /dy\* .dy dy\* dy

+ By (@) — o) —sE+ T

et, en tenant compte de la derniére des relations (12), il reste

=O’

X+ Zp+ Pr+ Qs+ RY +(S Rd?’)ds
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3 d ! , . Y, .
Remplagons Sdz — Rdy par T EZ—; la nouvelle équation peut s'écrire

(X + Zp + Pr + Qs)dzdy + Rdydr + Tdsdx = o,
et on trouve de méme
(Y + Zg + Ps + @Qt)dxdy + Rdyds + Tdtdz = o.
Il reste donc 7 équations entre les variables z,y,2,p,q9,7,8,¢
Fx,y,2,p,q9,7,5,t = o,
dz = pdz + qdy,
dp = rdz + sdy,
(13) dg = sdx + tdy,
Tdx® — Sdzdy + Rdy® = o,
(X + Zp + Pr 4+ Qs)dzdy + Rdydr + Tdsdx = o,
(Y 4 Zq + Ps + @Qt)dzdy + Rdyds + Tdtdx = o.

Les 6 derniéres équations admettent toujours, il est aisé de s'en
asgurer, la combinaison intégrable dF = o. On peut donc négliger la
relation F' = o, et on a 6 équations différentielles pour définir sept des
variables z,y,2,p,q,7,s,t en fonction de la derniére; une des fonc-
tions inconnues peut étre choisie arbitrairement. L’ensemble d’un systéme
de fonctions #,y,2,p,q,r,s,t dune seule variable vérifiant les équa-
tions (13) s'appelle une caractéristigue de 'équation (1); ces caractéristiques
dépendent d'une fonction arbitraire.

6. Toute surface intégrale de I'équation (10) est un lieu de carac-
téristiques. Soit en effet
2= 0@,y

I'équation d'une surface intégrale; pour un point quelconque de cette
surface z,p,q,r,s, ¢ et, par suite R, S, T sont des fonctions détermi-
nées des deux variables indépendantes z et y. L’'équation différentielle
du premier ordre et du second degré

Tdz® — Sdzdy + Rdy® = o
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définit done deux familles de courbes sur cette surface; par chaque point
de la surface il passe une courbe et une seule, en général, de chacune
de ces deux familles. Soit C une de ces courbes; le long de C, =,y
Zyp,q,7,5,t sont des fonctions d'une seule variable, z par exemple,
et il résulte du calcul qui vient d’étre fait que ces fonctions satisfont
aux équations (13). Toute surface intégrale admet ainsi un double mode
de génération par des courbes caractéristiques.

Il peut arriver que les deux systémes de caractéristiques d'une équa-
tion du second ordre soient confondus; il faut pour cela que I'on ait

(14) S,—"4RT= 0,

soit identiquement, soit en tenant compte de I'équation (10). Cette con-
dition s'interpréte géométriquement comme il suit. Regardons z,y,2,p,q
comme des paramétres, 7, s, ¢ comme les coordonnées cartésiennes d’'un
point; I'équation (10) représente alors une certaine surface Y. Le plan
mené par lorigine parallélement 4 un plan tangent a cette surface a
pour équation

Rr 4+ Ss + Tt = o,

et la relation (14) exprime précisément que ce plan coupe le cone (T
représenté par l'équation
s*—rt=o0

suivant deux génératrices confondues. Donc, pour que les deux systémes
de caractéristiques soient confondus, il faut et il suffit que Uégquation (10),
ou Uon regarde x,y,z2,p,q comme des paramétres et r,s,t comme des
coordonnées courantes, représente une surface développable, dont le plan tangent
est constamment paralléle a un plan tangent au cone (T), qui a pour équa-
tion s — rt = o.

7. 11 resterait 2 examiner si a toute caractéristique, c'est-a-dire a
tout systéme de solutions des équations (13), correspond une infinité de
surfaces intégrales ayant un contact du second ordre tout le long de
la courbe caractéristique. Je laisserai cette question de coté dans ce
travail, pour m'occuper d’'un probléme tout différent. Etant donnée une
équation du second ordre, cherchons #'il existe des courbes C jouissant
de la propriété suivante: par la courbe C passent une infinité de surfaces
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intégrales, formant un systéme continu, ayant un contact du premier ordre
seulement le long de cette courbe. S'il en est ainsi, les valeurs de =,

Y¥,2,p,q seront les mémes pour toutes ces surfaces le long de la courbe
C; il faudra donc que les équations

(IO) F(w,y,z,p,q,r,s,t)=o,

dp = rdx + sdy,
dq = sdz + tdy,

(11)

qui déterminent 7, s, #, admettent une infinité de systémes de solutions
formant un systéme continu. Pour résoudre ces trois équations, on peut
tirer les valeurs de r et de ¢ des deux derniéres, et les porter dans la
premiére équation, d’ot l'on tirera la valeur de s. En écrivant que
cette équation se réduit 4 une identité, on est conduit & un certain nombre
de relations entre x,y,2,p,q,dz,dy, dp,dg. Plusieurs cas peuvent
se présenter: 1° il peut arriver que ces équations soient incompatibles
(cest le cas général); 2° il peut arriver que 'on trouve une ou plusieurs
conditions ne renfermant que Z,¥Y,4,p,q; 3° il peut arriver que les
équations de condition renferment toutes quelques-unes des différentielles
dx ,dy,dp, dq et, dans ce cas, il pourra y avoir deux ou trois relations
distinctes, car elles sont forcément homogénes en dz, dy, dp, dg.
Géométriquement, les résultats s'interprétent comme il suit. Re-
gardons encore ¥,Yy,2,p,q, dr,dy,dp,dg comme des paramétres et
r,8,t comme des coordonnées courantes. Les équations (11) représentent
une droite paralléle & une génératrice du céne (I'); pour que I'équation
en s obtenue en remplacant r et ¢ par leurs valeurs dans (10) se réduise
a une identité, il faut donc que la surface ¥ admette des généra-
trices rectilignes paralléles aux génératrices du coéome (I). Si la fonction
Fx,y,2,p,q,r,s,t) est arbitraire, il est clair que cela n'aura jamais
lieu, quels que soient les valeurs des paramétres z,y,z,p,q. Cela
peut aussi arriver si les paramétres z,y, z, p, g vérifient certaines con-
ditions. Enfin il peut se faire que, quels que soient z,%,2,p,q, la
surface ¥ admette des génératrices paralléles a celles du coéne (7). Ce
cas se subdivise lui-méme en deux autres, suivant que ces génératrices
forment un systéme continu ou non. Dans le premier cas, il y a deux
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relations distinctes entre z,y,2,p,q,dz, dy, dp, dg pour que la droite
représentée par les équations (11) appartienne & la surface X, qui est
alors une surface réglée admettant le cone (T) pour cone des directions
asymptotiques. Si les génératrices rectilignes de X, paralléles aux généra-
trices de (T'), ne forment pas un systéme continu, les paramétres z,y, 7,
p,q,dx,dy,dp,dq doivent vérifier trois relations distinctes.

Plagons-nous dans le cas ou l'équation (10) représente, quels que
solent x,y, 2, p, ¢ une surface réglée ayant le cone (7') pour cdne des
directions asymptotiques. Les équations d'une droite paralléle a une gé-
nératrice de (T') peuvent s'écrire

r=ms 4 u,
(15)

soient

s = mi -+ v;

(16) G(=z,y,2,p,q;m,p,v) =0, Gx,y,2z,p,9;m,p,v)=0

les relations qui expriment que cette droite est une génératrice de la
surface X. Pour identifier les équations (11) et (15), il suffit de poser

___dy _dp __dq,
m=— k= Gz Y=

remplagons m , p, v par ces valeurs dans les formules (16), nous trouvons
deux équations, homogénes en dz, dy, dp, dq,

(7) ‘H(x:y’z7p,q;dx)dy’dp’dQ)=O’
I
| H,(z,y,2,p,4;dz,dy,dp,dg) = o,

qui expriment les conditions nécessaires et suffisantes pour que les équa-
tions (10) et (11) admettent une infinité de solutions en r, s, ¢ formant
un systéme continu. Soient

e=1A), y="r{&), =744, p=¢l) =p¢)
r= ¢1(A)’ § = ¢2(’1)’ t = ¢J3(ﬂ)

un systéme de solutions des équations (10), (11), (17); ce systéme de
fonctions forme une caractéristique. Il suffit de mnontrer que l'on a

Tdz? — Sdxdy + Rdy® = o;
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or, si I'on revient & la représentation géométrique employée plus haut,
on voit que dy’, — dxdy, dz® sont proportionnels aux coefficients an-
gulaires de la génératrice (11), tandis que R, §, T sont les coefficients
directeurs du plan tangent & X, et la relation qu’il s'agit de vérifier ex-
prime simplement que la génératrice est située dans le plan tangent.

Si on a choisi pour x,y, 2, p, q des fonctions d’une seule variable
vérifiant les équations (17) et la relation

dz = pdz + qdy,

on peut encore choisir arbitrairement une des trois dérivées r, s, ¢, de
sorte que l'indétermination se manifeste deés le second ordre. Ainsi, tandis
que, pour I'équation générale du second ordre, deux surfaces intégrales
tangentes le long d'une caractéristique ont un contact du second ordre
au moins le'long de cette caractéristique, pour la classe spéciale d’équa-
tions qui vient d’étre définie, deux surfaces intégrales peuvent n’avoir
qu'un contact du premier ordre le long d’une caractéristique. Cette
distinction est analogue & celle qui a été faite pour les équations du
premier ordre, mais plus essentielle, car elle se conserve par toute trans-
formation de contact.

- Pour abréger, nous désignerons ces deux espéces de caractéristiques

sous les noms de caractéristiques du premier ordre ou du second ordre
respectivement.

8. Ceci nous conduit & une classification des équations aux dérivées
partielles du second ordre, basée sur la distinction des deux espéces de
caractéristiques:

1° les équations générales qui admettent deux systémes différents de
caractéristiques, tous les deux du second ordre;

2° les équations qui, quand on y regarde z,y,2,p,q comme des
parameétres, r,s,¢ comme les coordonnées courantes, représentent une
surface réglée, non développable, admettant le cone (T') pour codne des di-
rections asymptotiques. ~Elles admettent encore deux systémes différents
de caractéristiques, un du premier ordre, un du second ordre;

3° les équations qui, avec les mémes conventions, représentent une

surface développable, dont le plan tangent reste constamment paralléle a
Acta mathematicn, 19. Imprimé le b juin 1895, 38
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un plan tangent au céne (T). Les deux systémes de caractéristiques sont
confondus, et ce systéme unique est du premier ordre;
4° les équations linéaires en r,s, ¢, rt — s’

A(rt —s*) + Br + Cs + Dt + E = o;

les surfaces X admettent ici deux systémes de génératrices, en général
distincts, paralléles aux génératrices de (7). Il y a donc deux systemes
de caractéristiques, tous les deux du premier ordre.

On voit le rdle particulier que jouent les équations d’AMPERE dans
la théorie générale. Il parait naturel d’étudier, aprés celles-la, les équa-
tions de la seconde et de la troisiéme catégorie.

IT.

9. Dans ce qui va suivre, il sera question, presque exclusivement,
des équations qui admettent au moins un systéme de caractéristiques du
q y q
premier ordre. Rappelons d’abord quelques définitions empruntées a la
théorie des transformations de contact de M. Sopuus Liz. Un élément

(x,y,2,p,q se compose d'un point (z,y, 7 et dun plan de coeffi-
cients angulaires p, ¢

Z—o=p(X—2) + (Y —)

passant par ce point. Deux éléments infiniment voisins (r,y,2,p,9) et
¢+ de,y+dy,z+dz,p+ dp,q + dg) sont unis lorsque le point du -
second élément est situé dans le plan du premier, c'est-a-dire lorsque l'on a

dz = pdz 4 qdy.

Une multiplicité M est une multiplicité d’'éléments telle que deux élé-
ments infiniment voisins sont toujours unis. Ces multiplicités peuvent
étre & une ou a deux dimensions. Une multiplicité Jf, se compose en
général d’une courbe C et des plans tangents & une certaine développable
4 passant par C; nous dirons quelquefois, pour abréger, que la courbe
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C sert de support a la multiplicité M,. Comme cas particulier, il peut
arriver qu'une multiplicité M, se compose d'un point et de l'ensemble
des plans tangents a un certain céne ayant son sommet en ce point.
Une multiplicité M, se compose, soit d'une surface et de I'ensemble de
ses plans tangents, soit d'une courbe et de I'ensemble des plans qui passent
par une tangente quelconque a cette courbe, soit d’'un point et de l'en-
semble des plans qui passent par ce point. Il est clair que toute multi-
plicité M, peut étre considérée comme un lieu de multiplicités M,, dé-
pendant d'un parameétre. Mais la réciproque n’est pas vraie. Considérons
une famille de multiplicités M, dépendant d’'un paramétre A. Lorsque
A varie, la courbe C qui sert de support & la multiplicité M, engendre
une surface S, et la multiplicité M, composée de la surface S et de
I'ensemble de ses plans tangents n’est pas, en général, le lieu des multi-
plicités M,. Il faut en outre que la développable 4 qui constitue avec
la courbe C la multiplicité variable M, soit tangente & la surface S tout
le long de C. Désignons par ¢ les différentielles z,y, 2z, p, g prises
par rapport au paramétre variable 2; il faudra que l'on ait aussi

02 = pox 4 qoy.
10. Soit
(18) F(“’)?/rzsp:q’r’s)t):o

une équation du second ordre qui représente une surface réglée X', ayant
ses génératrices paralléles & celles du coéne (T), quand on y regarde
z,Y,2,p,q9 comme des paramétres et r,s,¢ comme des coordonnées
courantes. Cette équation provient de I'élimination de m, u, v entre les
quatre équations

r=ms -+ pu,
s =mt + v,
(19)
G(xyy,Z,P,Q;m,ﬂ,”)=0,

G,y,z2,p,qg;m,p,v)=o0.

dy dp dg

Remplagons m , p, v par — %’ ds’ 7o respectivement; nous appellerons
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multiplicité caractéristiqgue de 1'équation (18) toute multiplicité M, dont
les éléments vérifient les relations

dz = pdx + qdy,

dy dp d
(20) G(x’y’z,p,q;—é,ﬁ,gg):‘)’

dy dp dtz> -5

Gl(xfywz:p’(.”—@: dz’ du

D’aprés ce qu’on a vu plus haut (n° 7), il existe une infinité de sur-
faces intégrales, formant un systéme continu, tangentes a une développable
4 le long d'une courbe C et ayant seulement un contact du premier
ordre deux a deux, la courbe C'et la développable 4 forment une multi-
plicité caractéristique.

L’équation (18) provient de l'élimination de m entre les deux équations

( ) G(x’y7z’p’Q;m7r_msys—“‘mt)=O,
21
Gl(x)y:Z’P’Q;mar_ms,S—mt = 0,
ou, ce qui revient au méme, de % entre les deux équations
dy dy d»;
G<x’y7z:.p’q;_3;ar+3£,8+tﬁ):o,
(22)

) d d
Gl<x’y’z’p’g;_d_z’r+sd_2’s+t;1%>=o;

toute surface intégrale est donc un lieu de multiplicités M,, car, pour
une telle surface, z,p,q,7,s,¢ sont des fonctions déterminées de z
et de y, et les deux équations (22) admettent une solution commune

d
en Eg’
dy
(23) de = 71'(60 ’ y)'

Par chaque point de la surface intégrale S, il passe une courbe C satis-
faisant & I'équation (23). Quand on se déplace sur cette courbe, y, 2,
p,q¢,7,8,t sont des fonctions de x vérifiant les équations (22) et, par
suite, les équations (20). Inversement, touté multiplicité M,, formée d'une
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surface et de ses plans tangents, qui est un lieu de multiplicités carac-
téristiques M, définit une surface intégrale.
Pour plus de symétrie, écrivons les équations (20)

dz = pdx + qdy,
(24) H(‘”).y’z’p’q;dx’dy’dp’d@=0;
H,(w,y,z,p,q;dx,dy,dp,dg)=o,

H et H, étant des fonctions homogénes de dz, dy, dp, dg. Le probléme
de lintégration de l'équation du second ordre (18) peut alors étre posé
ainsi: Trowver toutes les multiplicités M,, composées de multiplicités carac-
téristiques M,, satisfaisant aux équations (24.).

11. Cette fagon d'énoncer le probléme permet de tenir compte de
certaines intégrales exceptionnelles, qui ne forment pas de surfaces. Con-
sidérons, par exemple, I'équation

(25) s+ fl@,y,2,p,9) =o0;
on a, pour un des systémes de caractéristiques,
dz = pdx + qdy, dx = o, dp 4+ f®,y,2,p,qdy =o,
équations qui sont satisfaites en prenant
T = Ty, Y = Y &= 2, D =Py,

Loy Yos 2, P, €tant des constantes quelconques. On a donc une famille
de multiplicités caractéristiques M, en prenant un point arbitraire (2, ¥, 2,)
et 'ensemble des plans passant par une droite issue de ce point paralléle
au plan des xz. Toute multiplicité M, formée d’une courbe plane située
dans un plan paralléle au plan des #z et de ses plans tangents est évi-
demment formée de multiplicités M ; c’est donc une intégrale de I'équa-
tion (25). De pareilles intégrales ne sont point & négliger, car il suffit
d'une transformation de contact pour les ramener & des intégrales ordi-
naires. Ainsi, dans le cas actuel, la transformation de LEGENDRE

X =p, Y=gq, x =P, Y= Q, Z=yprv 4 qy—=z
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appliquée a I'équation (25) conduit 4 la nouvelle équation
(26) S+(82_R11)f(P’Q,PX+ QY—Z,X7Y)=O;

P,Q,R,S, T désignant les dérivées partielles du premier et du second
ordre de Z par rapport 4 X et & Y. Les intégrales M, de l'équation
(25), trouvées plus haut, vérifient 1'équation y = C; aprés la transforma-
tion de LrcENDRE elles se changent en des intégrales de ’équation @ = C.
On vérifie en effet que toutes les intégrales de 1’équation @ = C appar-
tiennent bien a l'équation (26). Or l'équation @ = C admet pour inté-
grales de véritables surfaces.

12. Regardons, dans les équations (24) z,y,2,p,q comme des
paramétres et dx, dy,dp,dq comme les coordonnées homogénes d'un
point. Les relations H = o, H, = o, représentent une courbe gauche I
Quand on effectue sur I'équation proposée une transformation de contact

v=X(,y,7,0,9)
y=Y,y,7,p,97)
2=2(,y,4, 9, 7)
p=P&,y,7,0,4)
9=0Q,y,7, 0, q)

on a pour dr,dy,dp,dg des expressions linéaires en dx’, dy, dp’, dg’,

X ’ X ’ X ’ ’ P X ’ 3,-5 ’
M=£M+@@+;@M+WM+5@+W@,

et la courbe 77, correspondante a la nouvelle équation, se déduit de la
courbe I" par une transformation homographique.

Lorsque la courbe I' est une ligne droite, les équations (24) sont
linéaires en dx, dy, dp, dg et 1'équation correspondante est linéaire en
r,8,t,rt—s’. Supposons, par exemple, que des équations (24) on ne
puisse déduire aucune combinaison linéaire, ne renfermant ni dp, ni dg;
les équations (24) peuvent alors étre résolues par rapport a dp et dg,
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dp + Adz 4 Bdy = o,
dg 4 Cdzx 4 Ddy = o.

En remplacant dp et dg par rdz + sdy, sdx + tdy et éliminant d—-:, on

est condunit & 1’équation

(r4+ 4)t + D)— (s + B)(s+ C) = o,

(27)

ou

(28) 1t —8* + At + Dr — (B 4 C)s + AD — BC = o.

Inversement, toute équation linéaire en 7t —s* r,s, ¢ peut se mettre
sous la forme (28), pourvu que le coefficient de r£ — s* ne soit pas nul.
Cette équation étant symétrique en B et C, le second systéme de carac-
téristiques s'obtient en permutant B et C dans les équations (27). Con-
formément & la théorie générale, ces deux systémes de caractéristiques
sont confondus si B = C, c'est-a-dire si 'équation (28) représente un céne
ayant ses génératrices paralléles au cone (T).

Lorsque les équations (24), linéaires en dz, dy, dp, dg, ne peuvent
étre résolues par rapport 4 dp et dg, l'équation (28) correspondante est
linéaire en r,s,¢ et ne contient pas r/—s’. Inversement, & toute équation

E”‘+2FS+G$+B=O

correspondent deux systémes de caractéristiques que 'on déduit des deux
relations

Edpdy + Gdgdx 4+ Hdxdy = o,
Edy* — 2Fdzdy + Gdx® = o.

Si les équations des caractéristiques sont linéaires en dz,dy, dp,dq, elles
restent linéaires aprés une transformation de contact quelconque. D’olt
l'on conclut cette propriété remarquable et bien connue, que les équa-
tions du second ordre linéaires en r, s, ¢, rt — s* restent linéaires aprés
une transformation de contact.

13. Les considérations qui précédent permettent de retrouver d’une
fagon presque intuitive un certain nombre de résultats connus. Con-
sidérons une famille de surfaces § dépendant de 3 paramétres a, b, c,

x,y,2,a,b,c) =o0;
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si on établit entre ces trois paramétres deux relations de forme arbitraire
b = f(a), ¢ = ¢(a), la famille de surfaces 4 un paramétre

(D(x,y,z,a,f(a),¢(a))=0

admet une surface enveloppe E. Toutes ces surfaces E vérifient, quelles
que soient les fonctions f(a), ¢(a), une méme équation aux dérivées par-
tielles du second ordre. En effet, la courbe de contact de la surface S
avec son enveloppe est représentée par les deux équations

¢(:v,y,z, a, f(a)’fo(a‘)):Oa

(29) 0 . a0 20
2 T o) @)+ 3p(a)

¢'(a) = o,

et les valeurs de p et de ¢ le long de cette courbe sont données par les
deux équations
3_? + 9_? = Q0
o) w Tl
: 2 0=0
oy oz

Si on regarde, dans ces relations, a, f(a), ¢(a), f'(a), ¢'(a) comme don-
nées, on a une famille de multiplicités M, dépendant de 5 paramétres,
et il est clair que toute surface enveloppe E est un lien de multiplicités
M,. 1l nous suffit donc de démontrer que toutes ces multiplicités I
satisfont & deux relations de la forme (22). Soient, d'une maniére générale,

y="r(@;a,a,. ..,)

z=f2(x;a1’q2""’a5)’
(31)

p=f3(x;a1’ag7"')a5)7

Lq-——-ﬁ(x;al,a,,...,aﬁ)

les équations d’une famille de multiplicités M, a 5 paramétres, a,,a,,...,q,.
8i, entre les 4 équations (31) et les quatre équations

dy = fi(x)de,  de=fy(x)de, dp=fi(x)ds,  dq=[i(z)dz,

on élimine les cinq parameétres a;, il reste trois relations entre z,y,2,p, g,
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dz,dy,ds,dg,dp. L'une de ces relations est précisément dz = pdx - qdy,
et il reste deux autres équations distinctes de celles-la.

Dans le cas actuel, on peut effectuer le calcul comme il suit. Des
équations (29) et (30) on déduit

3d 20 Y/

d(ﬁ\ +pd(

ox

20 20
5;) +5'd10=0,

imaginons qu'on tire a, f(a), ¢(a) des équations

20 200

30 30
? = o, 5;-{-1’5—— ’ 5’37"‘937—‘0)

et qu'on les porte dans les précédentes, il reste

dz — pdx — qdy = o,

X4 X4 4 a0 ) 4 R4 4 o),
2 dp+ ae? +23xazp+ o P |dx+ dxdy +p3yaz +q3zaz +pqaz' }dy_-o,
o0 2*P 4 4 X4 4 ' 0 .,
5 Y+ away+payaz+qmg +r955 dw+{a7 +255;q+5;q ldy~ov

On a deux équations de la forme

dp = Adzx + Bdy,
dq = Bdx + Ddy,
ce qui conduit (n° 12) & une équation linéaire en vt —s*,r, s, ¢, pour
laquelle les deux systémes de caractéristiques sont confondus. Les équa-
tions ainsi obtenues sont, comme on sait, caractérisées par ce fait que
les équations des caractéristiques admettent trois combinaisons intégrables.
De méme, si on a un complexe de courbes

f(x,vy,z,a,b,c)=o,

fo(x;y’ z,a9b’c) = 0,
Acta mathematies. 19, Imprimé le & juin 1895, 39



306 E. Goursat.

les surfaces obtenues en associant les courbes de ce complexe suivant
une loi quelconque satisfont & une équation linéaire en r,s, ¢ On
passe d’ailleurs de ce cas au précédent par une transformation de contact.

14. Voici un autre exemple qui généralise I'équation des surfaces
minima. Soient deux familles de courbes C et C, définies comme il suit:
les tangentes aux courbes C sont paralléles aux génératrices d’un certain
cdne ou, ce qui revient au méme, ces courbes satisfont & une équation

de la forme
fldz ,dy, d2) = o,

ne contenant pas z,y,2z De méme les courbes de la seconde famille
satisfont & une relation de méme forme

¢(dz , dy, dz) = o,

qui peut étre identique & la premiére. Soit C une courbe de la premicre
famille, C, une courbe de la seconde. Joignons un point quelconque m
de la courbe C i un point quelconque m; de la courbe C; le milieu
P de la droite mm, déerit une surface §. Lorsque le point m reste fixe,
m, décrivant la courbe C,, le point P décrit unc courbe Iy homothétique
b C; de méme, lorsque m déerit la courbe C, m, restant fixe, le point
P décrit une courbe I' homothétique a C. Le long de la courbe I' le
plan tangent 4 la surface S est un cylindre ayant ses génératrices pa-
ralléles 4 la tangente au point m, & la courbe C,. Considérons les mul-
tiplicités M, formées d'une courbe I" satisfaisant & ’équation

fdz, dy,ds) = o

et des plans tangents & un cylindre passant par I' et ayant ses généra-
trices paralléles & une tangente de la courbe C,. L'intersection de deux
plans tangents infiniment voisins

Z—z:=pX—2)+q(Y —y)
(X — 2)dp + (Y — y)dq = o,

a pour paramétres directeurs dg, — dp, pdg — gdp. Les multiplicités
M, vérifient donc les 3 relations
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dz = pdz + qdy,
fdz , dy , dz) = o,
¢(dg , —dp , pdg — qdp) = 0;
on en tire
dy + A(p, g)dx = o,
dp + B(p, g)dg = o.

. . 1
Remplagons dp par rdzx + sdy, dq par sdx + tdy et éliminons at

dz’ on

est conduit a4 une équation linéaire en r,s, ¢

(32) Ep,g)r + 2F(p,q)s + G(p, 9)t = o,

dont les coefficients ne dépendent que de p et de g, & laquelle satisfont
toutes les surfaces S.

Inversement, pour qu'une équation de la forme (32) puisse étre inté-
grée par la méthode précédente, il faut et il suffit qu’on puisse éliminer
p et g entre les deux équations

dz = pdx + qdy,
Edy* — 2Fdxdy + Gdx* = o,

qui conviennent aux caractéristiques.

111

15. Ltant donnée une équation du second ordre (E), on appelle
intégrale intermédiaire toute équation du prémier ordre

(33) V(x9?/’z>p7Q)=o

dont toutes les intégrales, sauf peut-étre quelques intégrales exception-
nelles, appartiennent a l'équation du second ordre proposée. Considérons
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une multiplicité caractéristique M, de I'équation (33); il existe, comme
on sait, une infinité¢ d’intégrales de I'équation (33) passant par la multi-
plicité M, ou, d'une fagon plus précise, une infinité de surfaces inté-
grales de l'équation (33), formant des systémes continus, passant par la
courbe caractéristique C et ayant entre elles un contact du premier ordre
seulement tout le long de C. L'équation du second ordre E doit donc
appartenir & la catégorie particuliére des équations du second ordre dont
il a eté question au n° 7; ce qui nous montre déja qu’une équation du
second ordre, prise arbitrairement, n’admet pas d'intégrale intermédiaire.
Soit donec (E) une équation du second ordre, admettant des multi-
plicités caractéristiques du premier ordre. Ces multiplicités caractéristiques
doivent vérifier un certain nombye de relations
(34) H(z,y,2,p,q;dx,dy,dp,dq) = o, H, =o0

P ’

homogénes en dz,dy,dp,dg. D'autre part, les multiplicités caractéri-
stiques de I'équation (33) satisfont aux équations connues

de dy = —dp —dg |

oV oV oV _ oV ~ aV oV’

ap ag s 'V

(35)

oz oy Yo

remplagons dans les équations (34), dz, dy, dp, dg par les quantités pro-

portionnelles tirées des équations (35), et nous sommes conduits & un
. ’ e . .y \ oV ¥V oV oV 3V

certain nombre d’équations de condition homogénes en 2w 5y '3 Tap '3g ]

aV oV 8V sV oV ,
(36) Kl<x’y’z’p’q;37’37’5z_’97’5;>:0’ 112:0:
La recherche des intégrales intermédiaires est donc ramenée a la recherche
des fonctions V(z,y,2,p,q) qui satisfont a un systéme d’équations si-

multanées du premier ordre.

16. On arrive aisément au méme résultat par un calcul direct.
Soit

(37) F(x,y,z,l”!l,f,syt)—':O

une équation du second ordre, dont ¥ =o0 est une intégrale intermédiaire.
De l'équation ¥V = o, on tire
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vV av | sV 14
(8 w TPy T tos=0
3
oV V¥V 14
oy qaz +8ps aqt ©i

si on pouvait résoudre les équations (37) et (38) par rapport a r,s, ¢,
I'équation (37) ne pourrait admettre toutes les intégrales de ¥V = o, car
on aurait-r,s, ¢ et, par suite, toutes les dérivées d’ordre supérieur, ex-
primées au moyen de z,y,7,p,q. Les intégrales de ¥ = o, qui appar-
tiennent a 1'équation (37), dépendraient de cing constantes arbitraires au
plus. Il faudra donc quen tirant r et ¢ des équations (38) et portant
ces valeurs dans l'équation (37), le resultat soit indépendant de s. En
poursuivant le raisonnement, on est conduit, il est facile de le voir, aux
mémes résultats que par la premiére méthode.

Considérons en particulier les équations (37) qui admettent des inté-
grales intermédiaires, dépendant de deux paramétres essentiels a, b,

(39) V(x,?/,zapaéha;b):O;

I'équation (37) doit résulter de 1’élimination de @ et & entre les trois
relations (39) et (40)

14 14 aV 14
75;'{‘1’52—4‘7”5'*'35-— 0o,

(10) 14 34 cl4 v
@‘Jr' 95,7+ S@"‘I‘ tﬁ=0-

Si on regarde dans ces derniéres, x,y,2,p,q comme des constantes
données quelconques, et r,s,t comme des coordonnées courantes, elles
représentent une droite paralléle 4 une génératrice du cone (T)

1t —s? = o.

L'équation (37) doit donc représenter une surface réglée (2) dont les
génératrices sont paralléles a celles du come (T'), quelles que soient les
valeurs, suppose’es constantes, de z,y, 2, P,9q.

Inversement, étant donnée une équation (E) de cette espéce, elle
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admet un systéme de multiplicités caractéristiques du premier ordre dé-
fini par deux équations homogénes en dz, dy, dp, dgq

]I(xa?/:z’p’q;dx’d!/adpad@=O7
Hl(m,y,z,p,q;dx,dy,dp,dq)=O;

pour obtenir les relations auzxquelles doit satisfaire une intégrale intermédiaire

. . 3V oV v v
V, il suffit d'y remplacer dx , dy, dp, dg par op Tag 0 (5; 4+ p ;z—> ,
- <g + qz—:—> respectivement. 1l résulte des développements du n° 10

que cette régle peut étre remplacée par la suivante: soient

So(x,y,Z,P,Q;A,/l,”,P):Oy S[’(myyyzyp’q;)w/l)y,l’):—‘o
les conditions, homogénes en A, pu, v, p, pour que la droite

A pr 4 vs = o0,
p+pus+vt=o0

soit une génératrice de la surface () représentée par Uéquation (E). On
. . v oV oV aV oV oV
remplace dans ces équations A,p,p,v par % + Py 3 + 495, 3 ' 3q

respectivement.

17. Les équations auxquelles on est conduit sont homogénes par
rapport a d ) d , ?Z—}-pi! oV qEK
% ' ag ’ ox 92 7 9y 9z

d'AMPERE, les équations qui déterminent V sont linéaires, et si on connait
deux intégrales intermédiaires ¥,, V,, on en déduit une intégrale dé-
pendant d’'une fonction arbitraire ¢(V,, V,) = o. De méme, dans le cas
général, si on connait une intégrale intermédiaire dépendant de deux

constantes arbitraires a, b,

Si I'équation a la forme

V(xh’/?'a’p’an,b):O;

Bour a déja remarqué que l'on pouvait en déduire une intégrale inter-
médiaire dépendant d’une fonction arbitraire, par la méthode de la va-
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riation des constantes. C'est une simple conséquence de ce que la fonction
V est déterminée par des équations du premier ordre. En cffet, con-
sidérons les trois équations

4

¥V = o, b= ¢(a), ™

vV,

—¢'(a) =0
ou ¢(a) désigne une fonction arbitraire de a; si on tire a et b des deux
derniéres équations et qu'on porte ces valeurs dans la premiére, on est
conduit & une nouvelle équation

V. = o,

1

. . . . s qe . . e, . vV,
qui est aussi une intégrale intermédiaire, car les dérivées partielles 3_-?31 ,

oV, oV, oV, oV, . oV oV 3V ¥V sV
o op ) ag ont les mémes expressions que 2% 3y 23 g
La fonction V), satisfait donc bien aux mémes équations que V.

La remarque de Bour peut étre complétée comme il suit. Etant
donnée une équation du second ordre (E), qui admet une intégrale inter-
médiaire avec deux constantés arbitraires Vi,y,2,p,9,a,b), proposons-
nous de déterminer une intégrale intermédiaire, dont une solution soit
tangente a une courbe donnée C le long d’une développable donnéde 4,
passaht par cette courbe. Le long de C, #,y,2,p, ¢ sont cinq fonctions
supposées connues d'une variable A, vérifiant la relation dz = pdzx 4 qdy.

La fonction arbitraire ¢(a) doit satisfaire aux deux relations

Viz,y,2,p,9, a, ¢(a)) = o,
(41) vV . eV
30 T35 % (a) = o,
ol on suppose Z,¥,2,p, q remplacées par leurs valeurs en fonction de
A. Si on différentie la premiére des équations (41) en tenant compte de
la seconde, il vient

3V V. oV, oV , oV ,
(42) 37904'5?/4-;34-5;104‘5‘{?*—0’
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z,y,%,p,q désignant les dérivées par rapport a A. En éliminant 2
entre les équations (42) et ¥ = o, on est conduit & une équation

Oa,¢(a))=o0
qui détermine la fonction inconnue ¢(a).’

18. Appliquons ce qui précéde & quelques exemples. Considérons
d’abord 'équation élémentaire

s =0,

et proposons-nous de déterminer une intégrale de cette équation passant
par une courbe C et ayant un plan tangent donné tout le long de cette
courbe. Soient

r = f,(/l); Yy = f,(l)’ & = fa(A)’ b= sﬁl(l)’ q = 509(&)’

' Quand on élimine A entre les deux équations (41), on est conduit 2 une équation
du premier ordre pour déterminer ¢(a)

(&) R(a, ¢pta), ¢'(a)) = 0.

Il semble donec que l'on devrait trouver une infinité de fonctions ¢(a) répondant a la
question. Pour expliquer cette apparente contradiction, imaginons qu'on ait remplacé
®,Y,2,p,q en fonction de A et soit V{e,y,z,p,q,a,b)=U(l,a,bd). Les
équations (41) deviennent

U U
1 U@d,a, =0, — 4 ——¢'(a) = 0,
(41) (A, a, gla) vt @@
et la question revient A déterminer ¢(a) de telle sorte que les équations (41°) aient une
solution commune en a@, quelle que soit la valear de A. Or, si on remplace 4 par une

constante arbitraire A , la fonction ¢(a) définie par I'équation
U4, ,a, pla)) =0
al

. 11 , e e gt
répond 3 la question, car om a aussi b + a—?—(a)qp(a) = 0. Or a aiosi l'intégrale gé-
nérale de l'équation (e), mais il y a aussi une intégrale singulicre qu'on obtient en éli-
minant A entre les deux équations
U
U =o, — = 0;
2 >

c’est cette intégrale qui donne la véritable solution du probléme proposé.
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les valeurs de #,y,z,p,q le long de C. L'équation s = o admet
I'intégrale intermédiaire

» = X(z),

X(wx) désignant une fonction arbitraire de z; cette fonction est déterminée
par l'équation de condition

0, (2) = X(f,(4))-

X étant ainsi déterminée, on a pour lintégrale cherchée

z = fX(x)da: + 1(y)

ou, en posant x = f,(0),
e = [¢,(0)f1(6)d0 + H(y).

La fonction /I(y) est déterminée par les conditions initiales, mais, pour
plus de symétrie, on peut se servir de la seconde intégrale intermédiaire
qg=Y(y), et on trouve que l'intégrale cherchée est représentée par le sy-
stéme des trois équations:

(2 = 1,(0),
y = 1,(7),

2 = [4.O):(6)00 + f oDV ()i,

0 et r désignant deux variables auxiliaires. Pour 6 = 7 = A, les va-
riables z, ¥, 2, p, ¢ ont bien les valeurs données.
L’équation

12 (A) = X(fx(l))

ne détermine plus la fonction X lorsque f£,(4) se réduit & une constante
%,; si ¢,(A) ne se réduit pas aussi & une constante, le probléme est im-
possible. Mais, si ¢ (1) est constant aussi, le probléme est indéterminé,
conformément & la théorie des caractéristiques.

19. Soit, d'une maniére générale,

s+ap+bg+cz=o0

Acta mathematicn. 19. Imprimeé le 6 juin 1895, 40
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une équation pour laquelle un des invariants h et % est nul. Si on s,
par exemple,
2a
h= P + ab—c¢ = o,

Péquation peut s'écrire

9 foz 9z

2 (o ) + 5+ o) = o
elle admet l'intégrale intermédiaire

9z _ ——fbdz
(43) oy 0= Ye ,

Y étant une fonction arbitraire de y. Cette fonction Y est déterminée,
si on se donne une courbe. € par laquelle doit passer la surface cherchée,
ainsi que le plan tangent le long de cette courbe, et Yintégration de
I'équation linéaire (43) s'achévera par des quadratures.

En général, toutes les fois qu'une équation linéaire

(44) s+ap4+bg+4cz=o0

est intégrable par la méthode de LAPLACE, le probléme de déterminer
une surface intégrale passant par une courbe domnée et tangente a une
développable donnée le long de cette courbe se raméne « des quadratures.
Supposons en effet qu'une surface S, satisfaisant a 1'équation (44), doive
passer par une courbe C, le long de laquelle x,y,#,p,q sont des fone-
tions connues d’un parameétre A. Si % n’est pas nul, quand on fait la trans.
formation de LAPLACE

oz
2, == +az
1 ay + ’
& la courbe C correspond une courbe C,; comme I’équation proposée peut
g'écrire

oz,
™ + bz, = Iz,

oz .
on connaitra la valeur de P le long de la courbe C|, et on aura ensuite

°%

” au moyen de la relation

9z, 9z,
dzl = 5; dx + 3'_ydy.
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On sera donc ramené a chercher une intégrale S, de la nouvelle équa-
tion passant par la courbe C, et ayant un plan tangent connu le long
de cette courbe. Si la série de LAPLACE se termine dans un sens, on
n'aura donc en définitive que des quadratures a effectuer.

20. L'équation

(45) 8=f(t:x’y,5,p;Q)

représente, quand on regarde r,s, ¢ comme des coordonnées courantes,
un cylindre ayant ses génératrices paralléles & la droite r = o, s = o.

Pour que la droite
A+ pr 4 vs = o,

o+ ps+vi=o0

soit une génératrice de cette surface, il faut que 'on ait
i :
p =0, ;+f(——§,:v,y,z,p,q>=0-

Donc toute intégrale intermédiaire V de l'équation (45) doit satisfaire

aux deux équations
24 14

14 3V oV | eV 3 9z
5‘])——07 5‘;+P§+a—{f——*57—'—,x:y,3,10’q

I 5
La premiére de ces deux relations montre que ¥V ne doit par contenir p;

on voit ensuite, en tenant compte de la seconde, que f(¢,x,y,2,p,q)
doit étre une fonction linéaire de p

= O.

f(t,x,y,z,p,g)=go(ac,y,z,q,t)+p¢(x,y,z,q,t),

et la fonction V(z,y, 2, q) doit satisfaire aux deux équations

14 14
vV oV 97+q§
5;“‘}'559 90,2/,5,9,——-9V — | =0,
3 7
3V+q9V
27V+%!Z¢ x’ng’q’—?l';‘ﬁii‘ = 0.

3
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De Yéquation V(z,y, z,q) = o imaginons qu'on ait tiré ¢ = A(z, Y,2);
la fonction A doit satisfaire aux deux relations

34 / cls 24
8_2:‘_ (x’yaz’A + 2 >=O’

(46 T
4©) ey, 50,2412
Pyl \I':.’/’z’ ’;y‘+ Py = 0.

Pour qu'il existe une intégrale intermédiaire dépendant d’une fonction
arbitraire, les deux équations (46) doivent former un systéme en involu-
tion. C'est ce qui a lieu dans les deux cas particuliers suivants:

d¢p
1° = 0 L = 0;
¢ ) 2 ;
(Y
2° =0 X = 0.
¢ ’ oz

Dans le premier cas, 'équation proposée est de la forme
s—y¢(@,y,4,t=0;

elle admet toutes les intégrales de I'équation du premier ordre ¢ = A(%, y),
pourvu que A vérifie la relation

a4 Y
a—x—ga(x,y,l,;!}—):a

Dans le second cas, 1'équation est de la forme'

8--p¢'(y,z,q,t)=o;

elle admet toutes les intégrales de 'equation du premier ordre ¢ = A(y, 2),
A étant déterminé par l'équation

3z 92 22
5—¢(y,2,1,5§+152’>20.

' Dans une note récente (Comptes rendus, t. 118, p. 1183), M. BEUDON a été
conduit 3 la méme méthode pour intégrer les équations s — pd(y .z, ¢, t) =0, par la con-
sidération des groupes infinis de transformations. T.es équations s — e**¢(t,q,¥y) = O,
étudiées aussi par M. BEUDON, se raménent 3 la forme précédente en prenant pour nouvelle

. 32 . ) . . . . .
inconnue % = " Cette transformation sapplique & toutes les équations qui ne contien-

nent ni p, ni 7, et & celles qui me contiennent ni 2z, ni 7.
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21. Il convient, pour terminer ces généralités sur les intégrales
intermédiaires, de faire encore les remarques suivantes.

Lorsqu’une équation du second ordre ne représente pas une surface
réglée (2) ayant le cone (T') pour cone des directions asymptotiques, elle
ne peut admettre d’intégrale intermédiaire dépendant de dewzx constantes
arbitraires (n° 16). Mais elle peut admettre des intégrales intermédiaires
dépendant d’wne constante arbitraire. Par exemple, 'équation r’—st=o0
admet lintégrale intermédiaire p—a=o0. On les obtiendra toujours
par lapplication de la méthode générale.

Si une équation du second ordre admet une intégrale intermédiaire,
ne dépendant d’aucune constante arbitraire, V' = o, les équations homogénes

BV oV o oF o¥

aw "oy 9z op Tag’
doivent étre vérifiées qu'en tenant compte de la relation V'=o0. Pour
lever la difficulté, on peut imaginer qu’on ait tiré de cette équation une
des variables en fonction des autres, par exemple ¢ =A(z,y,2,p). Les
équations en ¥ donnent des équations pour déterminer la fonction in-
connue A.

auxquelles doit satisfaire la fonction V, ne

1V.

22. Nous allons maintenant étudier en particulier les équations (E)
du second ordre jouissant des propriétés suivantes: Considérée comme une
équation en r,s,¢, léquation (E) représente une surface réglée (Z2)
ayant ses génératrices paralléles & celles du coéne (I'); de plus, les deux
SV ¥ o o oF
v "oy oz “op ' aq
toute intégrale intermédiaire ¥, forment un systéme en involution.

Soient

équations homogenes en , auxquelles doit satisfaire

(47) F(x,y,z,p,q,r,s,t)=o
I'équation considérée et
H(x’y;z’p’q;dx’dy,dp)dQ)=O:

(48) .
H@,y,2,p,q;dw,dy,dp,dg) =o
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les équations définissant les multiplicités caractéristiques M,. On peut
toujours supposer, sans restreindre la généralité, que les équations (48)
peuvent étre résolues par rapport a dp et dg. En effet, s'il n’en est pas
ainsi, on peut éliminer dp et dg entre ces deux équations, et on obtient
une relation

G(x,!/,zyp,q,dx,dy)=0y

d’ou on tirera soit dz, soit dy. Supposons qu'on en tire dx, par exemple;
les équations (48) pourront étre remplacées par deux équations de la
forme suivante

Kix,y,2,p,q;dp,dq,dy) = o,
dz + P(x,y,2,p, q)dy = o.

De la premiére équation on tirera soit dg, soit dy, & moins que cette
équation ne se réduise & dp =o. S'il en est ainsi, on tirera alors dy de
la seconde, 4 moins que P ne soit nul. Donc, en laissant de coté I'équa-
tion s = o dont nous n'avons pas & nous occuper, les équations (48)
peuvent toujours étre résolues par rapport a l'un des couples de diffé-
rentielles ci-dessous

(dp, dq), (dp, dy), (dg, dx) , (dz , dy).

On raméne les trois derniers cas au premier par l'une des transforma-
tions de contact, dues & AMPERE et 4 LEGENDRE,

z= X, y=¢, p=P gq=—Y, =-0V+7Z
z=—P, y=Y, p=X, qg= @, 2= —PX+ Z,
r= P, y=Q, p=2X, q= Y, = PX4QY—Z.
Les équations différentielles des caractéristiques étant résolues par rapport

4 dp et dg, il en résulte que les équations auxquelles doit satisfaire

N . L e . 4 Vv
intégrale intermédiaire ¥ seront resolues par rapport a —— + p_—,

%yz +q 27:1 . Elles pourront donc-s'écrire
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71 52— LoV oy

( ) 2z +paz - x)y737p7Q;5‘}‘}"5“q‘>7
49

EK.*_ aV— <x -a_z oV

3y Q5Z_—S” ’yyzup’qyap;@“)’

f et ¢ étant des fonctions homogénes et du premier degré de gz o

’——l
P 99
Prenons d’abord le cas ou les fonctions f et ¢ sont linéaires en
Vv vV

T RET ; les équations (49) ont la forme

14 1 224 14
oV oV

— D — = o,
op 9

(50)

14 14
a_y_+ 95, —C

A, B, C,D étant des fonctions de z,y,2,p, g, et I'équation du second
ordre correspondante est

1t —s* 4+ At + Dr — (B + C)s — BC 4+ AD = o.

En appliquant la méthode générale, on trouve que toute intégrale com-
mune aux deux équations (50) doit vérifier la nouvelle équation

14 ad  aC 24 aC a( 394 aC k14
<C“B)J+{@—5;+95”‘1%7+A@—0@+B@—D5g“ o
8B oD B oD oD ,9B 3D oBloV
tioy T Tl Py A O, T By ~ P = ©

qui doit se réduire & une identité si le systéme (50) est en involution.
On trouve en particulier la condition B = C, ce qui montre que les
équations (50) ne forment un systéme en involution que si les deux
systémes de caractéristiques de I'équation du second ordre sont confondus.

Supposons remplies les conditions précédentes. Les équations (50)
ont trois intégrales communes distinctes u, v, w; en tenant compte de la
relation B = O, on vérifie sans peine que l'on a

[, v] = o, [, w] = o, [v, w] = o,

le crochet [u, v] ayant le sens habituel

o) =2 () =2 (B2 + 2 (F+02)— 2 (G o

Y op \oe T Toa/ Tog \oy T Tas)  ag \oy T fas)
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L’équation du second ordre admet l'intégrale intermédiaire
w = F(u, ),

dépendant d’'une fonction arbitraire F(u,v) de deux variables indépendantes.
Cette équation du premier ordre peut toujours étre intégrée, malgré la
présence d’'une fonction arbitraire. En effet les trois équations

w= F(a, d),
u=a,
v=2>,

o a, b sont deux constantes arbitraires, définit toujours une multiplicité
M,, d’aprés les relations [w,v] = [u,w] = [v,w] =0, et il est clair
que tous les éléments de cette multiplicité vérifient bien la relation
w = F(u,v). Si donc on élimine p et ¢ entre les trois relations précé-
dentes, on obtient une intégrale complete

Ox,y,2,a,b, Fa,b)=o0

de Véquation w = F(u,v). L'intégrale générale sera représentée par le
systéme des deux équations

@(x,y,z,a,¢(a),F(a,¢(a)))=o,

20 20 ad)[aF oF ]_

a'l‘g;fp(“) +ﬁyl£+@‘¢(“)’—0,
o ¢(a) est une fonction arbitraire de a. Remarquons que F(a, ¢(a))
est aussi une fonction arbitraire de a, ¢{a); par conséquent l'intégrale
générale de 1'équation du second ordre est donnée par le systéme des

deux équations
w(m,y,z,a,gf(a), Sb(a)) = 0,
20 . 20 °0 . .
2a + a¢(a) ¢ (a) + 3¢(a)¢(a) = 0.

Ce sont ces propriétés, bien connues, que nous allons étendre aux équa-
tions les plus générales pour lesquelles le systéme (49) est en involution.
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23. Pour plus de symétrie dans les notations, posons dans les équa-
tions (49),

T =%, Yy =1, & =TI, p =2, q = T,
44 o _ oV _ v _ v _ .
3% p]’ ay '__p‘)’ 3z _p,g’ ep __p4’ eq '_‘psﬁ

elles deviennent

l II=p1 +x'4p3 - f(%‘l,x?, xs’x4’x5; p4’p5) = O’

(51)

IH1 = p, + Z;p, —50(561,:62,9}3,534,%5; 274,175) =0

On sait que toute intégrale commune aux deux équations (51) satisfait
aussi 4 l'équation

(H7 Hl) = Z D<(PH —)) (6

1=

en développant les calculs, on trouve cette équation

N S A 4
(H, ) = — 5t oy, — 2 + 5 da, +3p‘B;v4 9%,
_I_Bf % _of 8¢+ (?s_o___’ri)z

op, 9w,  ow,Bp, S\op, op,

Si le systéme (51) est en involution, cette équation doit étre une consé-
quence des deux premiéres, et, comme elle ne renferme ni p;, ni p,, elle
doit se réduire a une identité. D’ailleurs elle est linéaire en p,; les
fonctions f et ¢ doivent donc satisfaire aux deux relations

29 _of
(52) o, op,

D(f, ¢) D({f,¢) 7, of 'w 0
(53 oyt ot et m =

La premiére équation montre que f et ¢ sont les dérivées partielles d’une
fonction de =, , 2,, #,, %, , %,, p,, p, par rapport & p, et a p, respective-
ment; et, comme f et ¢ sont homogénes et du premier degré en p,, p,,
la fonction dont elles sont les dérivées partielles doit étre homogeéne et
du second degré et peut s'écrire

2 .
p4¢<x1)x27 .’,03, w‘) {r/5 ’ u))
Acta mathematicn. 19, Imprimé le 5 juin 1895, 41
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B

Py

en posant u = On aura donc

3¢ o¢
f=2pd—Dp, ), ¢=p5

et, en portant ces valeurs de f et de ¢ dans l'équation (53), elle devient

3 | 2 oY o
29— e ~— (ux x
uax4 ch au*®  dude, dudz ( 5 + 4) dudx
o 'Y 82(,’1 2% o
2¢ —1 —_—n
(5 4) + Sb "ou du } dudx, + au dudx, ou o,
o Y
2 2y, — — Q.
+ oz, + ° 0%,

Cherchons quelle sera la forme de I'équation du second ordre corres-
pondante. Les équations (49) sont, dans le cas considéré ici,

AN LA
_r 99 )\ __ % g 22
v T P50 = o |2 a7 | Tardel a7 ||
op op p
4
oV, ¥V oV [ ag
9y+937——£¢u 11:* ’
op -

oV
5 .
;‘V’
»

U =

r

¥ v
~ s

z

pour remonter a l'équation du second ordre, remplagons

aV vV oV
%2 ' op ' ag

+

relatlons

par A, p, pu,v respectivement, nous trouvons les deux

1 () =4 ()

p = pd' —”)
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qui expriment les conditions nécessaires et suffisantes (n° 16) pour que
la droite

A4 pr 4 vs=o,
p+ ps + vt =o,

olt on considére r,s, ¢, comme des coordonnées courantes, soit une gé-
nératrice de la surface réglée () représentée par l'équation cherchée.
Les équations de cette génératrice peuvent donc s'écrire, en prenant p= 1,
v = m,

r + ms 4 2¢(m) — m¢g'(m) = o,
s+ tm + ¢'(m) = o3

cette droite est la caractéristique du plan mobile

r 4 2sm 4 tm® + 2¢(m) = o,

ou m désigne le paramétre variable. La surface (¥) est donc une surface
développable, et, par conséquent, les deux systémes de caractéristiques
sont confondus, comme dans le cas de 1'équation linéaire. En résumsé,
on obtient comme il suit toutes les équations du second ordre pour
lesquelles les équations, qui déterminent les intégrales intermédiaires du
premier ordre, forment un systéme en involution; on prend l'enveloppe du
plan mobile

r -4 2sm 4 tm® 4 2¢(x,y,2,p,q; M) = O,

X,Y,2,p,q étant regardées comme des constantes, v, s, t comme des coor-
données courantes, et m comme le paramétre variable. La fonction ¢ doit
en outre satisfaire a Uéquation (54), oi on aurait remplacé x,, x,, T, T, , T;, %
par x,y,2,p,q,m respectivement.

24. Nous allons montrer maintenant que l'intégration des équations
de cette espéce se raméne & l'intégration du systéme en involution (49).
Soit V{z,y,2,p,q,a,b) une intégrale de ce systéme avec deux con-
stantes arbitraires @ et 6. En différentiant les équations (49) par rapport
& a et a b respectivement, il vient
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'V Nl af 'V + of o'V
saor '+ Yoans aV> dadp <aV> dadq’
(31' 99
'V 'V o 3V o 'V
dady + 93a0: <aV> dadp + <9V> sadq’
op oq
'V 'V af 'Y 3f o'V
abox + abaz <9V> abap + 9<§K> obag’
op 97
4 c4 % o'V ¢ o'V
3bay T4 oboz <8V> bap + <3I ) obag
ap 9q
On en déduit
v av| @ oV | e 'V |
4 . er i
[I 20 | ap l aab+paaaz + 3q I a3u+(19t132[
4 oV a'V |a¥ aV]
aaap dc +Zaz —é§£|§f+/az ‘

4 of oV 3¢ 3V vV v
Yo e e oo
dadp 9<3~V:> oy 5 EK) 6«1 2 ?z

l P

(\Sp
'V oV | 2 2V <B_K 8V> '
3(1 9q l (8V> op (i) 99 3y 7 9z |7
09 /

en tenant compte de la condition (49), on peut encore écrire

E4 A L L
Yoa | 5187» '<31 > o 3 Ei/v> Cl]
l op («\aq ; I
2V | 9 oV ] oV
+ 2 ¢ |,

MWCW@+¥QJ_G
l op cli} l

et, comme f et ¢ sont des fonctions homogenes et du premier degré de

aV et de 5 il vient
.y
oa _
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On verrait tout pareillement que 'on a [V, :%7] =0. (alculons mainte-
oV vV
nant [ ; on a
oa ’ 3b
[g_l{ oV a 'V 'V [V + V|
da ’ ab] i aaap abax T + dadq{dboy gaf)az]
a V| V|V 'V
aaav 9 +a
aaz] obdq | eady a9z
” 5005~ bar leurs expressions, il reste

0¥ o7
[aa TN

On obtiendra donc une intégrale compléte de l'intégrale intermédiaire
Vie,y,2,p,q,a,b) =0
en adjoighant & cette équation les deux relations

4 oV
aa = &, aT:ﬂy

a et f désignant deux nouvelles constantes arbitraires. Ceci suppose que
oV oV . . .

' 5a 55 Sont des fonctions distinctes de z,y, 2, p, ¢; mals on peut
toujours choisir une intégrale compléte du systéme (49) satisfaisant & cette
condition car, le systéme (49) étant en involution, on peut choisir arbi-
trairement la fonction de z,p,q¢,a,b & laquelle sc réduit V pour =1z,
Y=Y,

Si on élimine a et b entre les relations

V(x*!/a‘ﬂﬂl);q,a)b):(), I'}:,T((l,), + ’()207

ou 7(a) est une fonction quelconque de @, on obtient (n° 17) une nouvelle

intégrale intermédiaire V, = 0, qui s’intégre aussi sans aucune difficulté.
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En effet, prenons pour & une fonction ¢(a, @', V'), dépendant de deux
nouvelles constantes a’ et ¥, et se réduisant a z(a) pour @’ = ag, b’ = b;.
La nouvelle intégrale compléte dépend de deux constantes arbitraires a’
et &, et on peut lui appliquer la méme méthode qu'a la premiére. L'inté-
gration d’une équation du second ordre de l'espéce considérée est donc
ramenée & lintégration du systéme en involution (49).

25. Si on a intégré le systéme en involution (49), on peut obtenir
sous forme finie l'intégrale générale de l'équation du second ordre corres-
pondante. Considérons toujours les trois équations

oV oV,
87-*-37/;(@)—-—0,

V=o, b= n(a),
imaginons que des deux derni¢res on tire les valeurs de a et b en fonc-
tion de z,y,z,p,q et quon porte ces valeurs de a et de b dans

oV v

>oa ' 9b’
en involution, quelle que soit la fonction z(a). Désignons par « une
quelconque des variables z,y,%,p,q; on a

oV, oV | [oV oV _, lea 3V
ot E i O !

du o 5_57

on obtient ainsi trois fonctions V,, V,, V. qui sont encorc

an  dadn

oV, oV [V | W _,, oa
+ [ F s (@) |50
D’autre part, de 'équation qui donne @, on tire

'V 'V, [aV 'V 'V, ov _,,, (o
Py + "ab'au" 7 ((l/) IBTLT + 2 5797 w ((l) + af?/. ((ﬁ) + Qv/)“ ((l')ll-a—”, == O,

oa
de sorte qu'en remplacant 5y Par sa valeur, on a des formules de la forme

av, 'V 'V
u Aaaau + 'uabau’
oV, , o'V , 'V
S = saan T ¥ 550

Ayp, X,y étant les mémes, quelle que soit la variable u. Les crochets
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V., V.1, [V,, V,1,[V,, V,] sont donc des combinaisons linéaires et ho-

\ 4 4 3V oV . .
mogeénes des crochets [V, 87“—] , [V, a—b—] , [5 , 5?] et par suite on a aussl

V., V.J=o, (v, Vil =o, [Vn’ V,]=o.
Il suit de la que les trois équations
V,=o, V,=a, V,=24,

ol a et f sont deux constantes arbitraires, représentent une intégrale
compléte de I'équation ¥, =o. Cette intégrale compléte s'obtiendra par
Iélimination de p et ¢ entre les trois équations, ou e¢ncore, d'aprés la
signification de V., V,, ¥V, par 1'élimination de p, ¢, @, b entre les cinq

relations

oV | oV cl4 v
V=o, s 3 z'(a) = o, b=z(a), = 5 = P

- T ) . . v

Si on élimine d’abord p et ¢ entre les trois équations V = o, 5 = %
—g%f= 3, il reste les trois équations

ﬂ(x,y,z,a,b,a,ﬁ)=o,
a+ 7(a)f=o,
b= n(a),

entre lesquelles il restera a éliminer @ et . Mais on peut substituer a
l'une des constantes «, 3, & a par exemple, la constante a définie par
I'équation a 4+ 7’(a)f =0, ce qui revient a éliminer b et « aun lieu de
a et b. Cette élimination se fait d'elle-méme, et on est conduit a l'inté-

grale compléte

]](x,y,z,a,z(a),—ﬁz’(a),ﬁ):o
avec deux constantes arbitraires a et 8. Si on remplace ensuite § par
une fonction arbitraire de a, y(a), on a Dintégrale générale de l'équa-
tion du second ordre proposée qui est représentée par le systéme de deux
équations de la forme suivante

(D(w,y,z,a, W(“)vﬂl(“)’X(a))zoy

(55) 20 | 20 20 20
sa Tty T+ @ (@) + g yr () =0
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7(a) et y(a) étant deux fonetions arbitraires. On peat done énoncer le
théoréme suivant,

Lorsque le systéme (49) est en involution, soit V(r,y,z,p,q,a,d)
une intégrale de ce systéme avec deuxr constantes arbitraires a et b, telle

oV V. . . Iy -

que V, 5a 3 soient des fonctions distinctes de z,p,q; Uintégrale générale

de Uéquation du second ordre est représentée par les deux relations (55),
dont la premiére s'obtient en éliminant p et q entre les trois équations
, 14 aV

=0 —_— p— .

v ’ da @ ab ﬂ

et remplacant b par =(a), f par y(a), et a par —='(a)y(a).

26. L'équation (54) est du second ordre et la fonction inconnue ¢
dépend de 6 variables. Il parait difficile d'obtenir l'intégrale générale
de cette équation, mais on obtient une solution évidente en prenant pour
¢ une fonction indépendante de x,y, 2, p,q, dépendant du paramétre
m seulement. I’équation du second ordre correspondante, ne renferme
que 7, s, ct s'obtient en cherchant l'enveloppe du plan mobile qui a
pour équation

r 4+ 2sm 4 tm® 4 2¢(m) = o,

¢(m) ne contenant auncune des lettres a,y, 2, p,q. Nous chercherons
une intégrale intermédiaire de la forme

V(ztar+by,p+a.q+b)=o,

a et b étant des constantes arbitraires. Si on résout cette équation par
rapport a p -+ @, on en tire

(56) pta+oztartlby,q+0) = o,

et on a
o7 o7 o7 o7
o9 % _dw 3y _dw, % g
oV o’ v w7’ oV T ou oV = 5n’

op op oz 81_1
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en posant w =24 ar+ by, v=q-+b. Les équations (49) deviennent
w e w ,,/%w
—o5=29(0) =2 o (G):
ow oW\ |
=)

w
v

(57)

, . dw .
posons, dans ces équations, 5n = % 57 = [}, on en tire
2

gB) BB 2@

a a

et en portant ces valeurs dans la relation
Sw dw
dw v du + - dv,

il vient

20(8)dn — g (B)IF _
a® ’

et, par suite,

u - ‘,6_0(;23_) = const.

On obtiendra donc une intégrale intermédiaire de la forme (56) en éli-
minant « et B entre les trois relations

et an 4 oy + 8 =,
(58) ¢ +1=£2,
p 4o 2O = BE)

Imaginons que des deux derniéres on tire a et §; en les combinant par

division on aura. d’abord pour B une fonction de z%—:, puis pour ;1

une fonction homogéne du premier degré de p+a et de ¢ 4 4. En
Acta mathematica. 19, Imprimé le 2 juillet 1895. 42



330 E. Goursat,

portant ces valeurs dans la premiére, on trouvera donc une intégrale
intermédiaire de la forme

Ve=ztar+by+Gp+a,q+0)=

¢ étant une fonction homogéne et du second degré de p--a et de g +b;
il est facile de vérifier quon a bien, quelle que soit la fonction G,

14 14 ol ol __
75 l=o ["% 5=
L’élimination précédente n’est possible que si la fonction ¢ est donnée.

On peut cependant appliquer la méthode générale du n° 25 sans par-
ticulariser cette fonction. Ponr la commodité des caleuls, changeons a en

L et
et posons
V=2z+4ax+ b+ ¢(B),
a et B étant déterminés par les deux équations
ad'(B) = ¢ + b,
aj2¢(B) — pY'(B)) = p + a.

On a
7 du
= o 2ag(f) T+ YA L
2 da dg

o =Y+ 200(8) g + B g

da da d3 d7
- — A er-
o d5 da ap € tirent des deux der
niéres équations et il reste, toutes réductions faites,

les valeurs des dérivées partielles

BV 1

a T+ ﬁzy—i—aﬂ'

Pour appliquer la méthode générale, nous devons éliminer « et 3 entre
les trois équations

V=1r+ar+ by + a’¢(3) = o,

] 4 , 8[’
5‘:$+a=a, 3/+aﬁ“'b
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et remplacer ensuite b par =(a), I’ par y(a) et a’ par — z'(a)y(a).
Nous sommes conduits ainsi a4 I'équation

(D(x Y, 2, a,x(a), 7(a), 7(“))

y— yz(a)

=&+ az + yr(a) + {v + 2 (¢

et l'intégrale générale de l'¢quation du second ordre proposée est repré-
sentée par l'ensemble des deux équations

(p(x yY,%, 7:'(61) ) 77’(“) 7}((“)) = 0,
(59) 20 o0 20 o0
il v I( _'—xll T ’ ) = ,
su T n(ay Th0) + a7 (a) (a) + T OU (a) = o,
7w(a) et y(a) étant des fonctions arbitraires du paramétre a.

Remarque. Les équations précédentes paraissent au premier abord
trés particuliéres, mais il convient de remarquer qu'on a une catégorie
beaucoup plus étendue d'équations s'intégrant complétement par notre
méthode en considérant les équations du second ordre qui peuvent se
ramener & la forme précédente par une transformation de contact. Elles
possédent une intégrale intermédiaire de la forme

Z4+aX+bY + GP+a,Q+0b)=o,

G étant unc fonction homogéne du second degré, et X, Y, Z, P, @ cinq
fonctions de z,y, 2, p, ¢ donnant lieu & lidentité

dZ — PAX — QAY = p(ds — pdz — qdy).

27. Etant donnée une fonction absolument arbitraire

(D(SU y Y52, a,xm(a), 7(a), ,"{(“))y

les surfaces enveloppes représentées par I'ensemble des deux équations (59)

l O(@x,y,2,a,n(a), 7(a), y(a)) = o,
20 20 20, 0, .
l% Forta) (Ot 5y (@) + 5 7 (a) = o,
ou w(a) et y(a) sont des fonctions des arbitraires de a, ne sont pas en
général des surfaces intégrales d’'une méme équation aux dérivées par-

tielles du second ordre. En effet, les valeurs de p, ¢, r, s, { dépendent
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de @, z(a), #'(a), #'(a), "(a) ,7(a), 7' (a), z"(a), et on aurait & éliminer
huit paramétres entre sept équations. Pour que I'élimination soit possible,
la fonction @ doit satisfaire & certaines conditions, que nous nous pro-
posons d'obtenir. I[maginons, pour cela, que l'on ait résolu l'équation
& = o par rapport a 2 et soit

:=Fx,y,a, =), a),y(a))

la valeur de 2 ainsi obtenue. Les surfaces considérées sont aussi repré-
sentées par l'ensemble des deux équations

Z == I'V(x y U, @y =(a), 7'(a), X(a»’

(60) l _eF | F . oF

, F
© oa + on(a) (a) +

oy (a)

7'(a) +

@) 7' (a).

Quand on regarde a, w(a), z'(a), y(a) comme des constantes données,
la premiére des équations (60) représente une famille de surfaces S dé-
pendant de gquatre paramétres. Nous excluons le cas ou toutes ces sur-
faces S seraient des intégrales d'une équation aux dérivées partielles du
premier ordre, car les surfaces enveloppes vérifieraient aussi la méme
équation du premicr ordre. Nous pouvons aussi supposer que les quatre
paramétres dont dépendent les surfaces S sont essentiellement distincts,
et ne peuvent se réduire & trois; on sait en effet (n° 13) que les surfaces
enveloppes d'une famille de surfaces & 3 paramctres satisfont a une méme
équation du second ordre, lindaire en r, s, ¢, 1t — s?, quelles que soient
les relations que 'on établit entre ces trois parameétres.

Cela posé, considérons les courbes (' représentées par l'ensemble des
équations (60), out on regarde a, =(a), 7'(a), ="(a), y(a), ¥'(a) comme
des paramétres. Les surfaces étudiées ici sont évidemment engendrées par
des courbes de cette famille associées d’une certaine fagon; de plus, les va-
leurs de p et de ¢, le long de chacune de ces courbes, ont pour expressions

oF oF
(61) p=5;, Q=ﬁ’

et ne dépendent non plus que de a, =(a), ='(a), 7"(a), x(a), y'(a).
Nous définissons ainsi un systéme de multiplicités M, et toutes les sur-
faces enveloppes des surfaces § sont des lieux de multiplicités M.
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D'ailleurs, par chacune de ces multiplicités, il passe une infinité de sur-
faces enveloppes, formant un systéme continu, et n’ayant entre elles qu’un
contact du premier ordre. On peut, en effet, prendre pour =(a) et y(a)
des fonctions telles que, pour a = a,, =(a,), =(a,), 7"(a,), y{a,) , x'(a)
alent des valeurs données & 'avance et, comme les valeurs des dérivées
suivantes z'"(a,), y"(a,), ... restent absolument arbitraires, les surfaces
correspondantes auront seulement un contact du premier ordre le long
de la multiplicité M, correspondante aux valeurs données a,, z(a,), 7'(a,),
7'(a,), y(a,), y'(a,). Si on se reporte au n° 10, on peut conclure de
la que le probléme proposé est équivalent & celui-ci: Quelles sont les con-
ditions pour que les multiplicités M,, définies par les relations (60) et (61)
vérifient deux relations distinctes de la forme

H(xyy’zyljy q; dx’dy;_dp7dg> =0, Hl(x,y, 2,p,q;dx, dy, dp’dg) = 0.
28. Ecrivons toutes les relations entre z,y, 2, p, ¢,dx,dy,dp, dgq

¢=F@,y,a,xa), =), z(a),

_oF
=
__oF
q= Tk
?*'F *F
(62) dp= 5 dv+ 229y dy,
*r *F
dq = Py dx + 3y dy,

or oF oF oF .
2 + ar(a) ﬂl(a) + Wﬂ' (@) + %}7{ (a) = o,

)+ e+ o)+ oG =

en posant, d’'une maniére générale,

el oU

L'élimination de a, z(a), #'(a), z'(a), y(a), x'(a) entre ces sept équa-
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tions doit conduire & deux relations distinctes. Les cinq premiéres ne
renferment que «, z(a),n'(a), y(a); I'élimination de ces quatre parametres
entre ces cing équations ne peut conduire a deux relations distinctes.
D’abord, on peut toujours résoudre les trois premiéres par rapport a trois
des quantités a, z(a), 7'(a), y(a); s'il en était autrement, on pourrait
éliminer a, =(a), #'(a), y(a) entre ces trois é¢quations, et toutes les sur-
faces S seraient des intégrales d’une équation aux dérivées partielles du
premier ordre, cas que nous avons écarté. Supposons, par exemple, qu'on
ait tiré des trois premiéres équations a, =(a), ='(«) en fonction de x,y,
2,p,q,y(a); en portant ces valeurs dans les deux suivantes, on ne

pourra obtenir deux relations distinctes entre x,y, z,p,q,dr,dy,dp,dy
. F K 'K . \ o . 14

que si 57 1 253y 3yt deviennent, aprés cette substitution, indépendantes

de y(a). La fonction F devrait donc satisfaire a trois équations de Ia

forme

’r=¢1(x)?/,271)>'1>’
32902(30,9,2,2),(1),
t=¢3(ﬂ7yy,z,1?,9);

I'intégrale générale d'un pareil systéme dépend de ¢rois constantes arbitraires,
au plus. Les surfaces § ne dépendraient donc, en réalité, que de trois con-
stantes essentiellement distinctes; c’est encore un cas que nous avons écarte.

Les quantités z”(a), y’(a) nc figurent que dans les deux dernicres
équations (62). Il faudra donc que lon puisse déduire de ces deux der-
niéres équations une relation indépendante de z"(a), y'(a). La question
revient & celle-ci. Soit

oF oF ,
U=9—a, 5;‘_(;1’-)1‘ ((l),
F o .
V=——37."(CL)’ VV———%)’

si on considére @, =(a), #'(«), y(a) comme des constantes données, 7"’(a)
et y'(a) comme des paramétres variables 4 et B, I'équation

U+ AV 4+ BW = o

représente unc famille de courbes planes dépendant de deux parametres
A et B. Pour quon puisse déduire des deux relations
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U + AV + BW =3 O,
AU + AdV + BAW = o,

une relation indépendante de 4 et de B, il faut et il suffit que toutes
ces courbes vérifient, quelles que soient les constantes A et B, une méme
équation différentielle du premier ordre. S'il en est ainsi, les courbes

7
7= const.

obtenues en supposant B = o, et les courbes
w
7= const,,

obtenues em prenant 4 = o, représentent l'intégrale générale de la méme
équation; il faut et il suffit pour cela que l'on ait

T

Lorsque cette condition est vérifiée, toutes les courbes
U+ AV + BW =o

satisfont bien 4 P'équation différentielle du premier ordre

d(%) —o.

En revenant & la question proposée, on voit que la fonction F doit
satisfaire a une relation de la forme

?Zg + oF () oF
da  3m(a) rrd ,
(63) S =), (a), 7 (@) 2(@)],
oy(a) oy(a)

ou la fonction ¢ ne dépend ni de z, ni de y. Cette condition est d’ailleurs suffi-
sante. D'une maniére plus générale, prenons pour @(z,y,z, a, (a), 7'(a), y(a))
une fonction satisfaisant a une relation de la forme (63); de la seconde
des relations (55) qui définissent les multiplicités M, on tirera

20 20

5—' -+ ﬁ(a)

a ' on(a) - K
20 Y

oy (a)
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K dépendant de a, =(a), #(a), 7"(a), y(a), y'(a) et étant indépendant
de z,y,2, de sorte que les multiplicités M, ne dépendront en réalité
que de cing paramétres, a, =(a), #(a), y(a), K. Donc, d’aprés ce qu'on
a démontré plus haut (n° 13) toutes les surfaces représentées par l'en-
semble des équations (55) satisfont bien 4 une méme équation aux déri-
vées partielles du second ordre.

Comme vérification, reprenons l'exemple du n° 26, ot on a

y —y(a)
z + 7(a)y(a)

)

@ =2+ azx + yx(a) + |z + #(a)y(a)}*¢

on trouve pour les caractéristiques une équation de la forme

y — x(a) = K{z + =/(a)x(a)},
et, par sunite

D=2+ ax + yz(a) + [ + F(a)y(a)}* ¢ ().

Les caractéristiques sont donc des paraboles ayant leur axe paralléle a
Paxe des z; elles dépendent bien de cinq paramétres seulement.

29. Afin d'avoir des notations plus symétriques, nous poserons

a == 61’ 71'(@) = Q¢ nl(a) = Sp» X(a) = Sy

20 ) 00 °0 20
oa P @ T Uy a@ T Py e T

il suffira de prendre pour @ une fonction de &, &,, &, £,, contenant en
outre 3 paramétres z,y, 2, et satisfaisant 4 une équation de la forme

l+$ 2 3
o Mt e 66080
4 4

Imaginons qu'on ait résolu l'équation @ = o par rapport a &,
&=V, &, &)
l'équation (64) est remplacée par la suivante

Y 1814 .
(65) ”(g’*—esg’f’sl’éﬂqs’V):o'
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D’aprés ce qui précéde, il suffira de connaitre une intégrale compléte,
avec trois constantes arbitraires z,y, 2, d'une équation de la forme (65)
pour en déduire une fonction @ satisfaisant 4 la condition trouvée et,
par suite, une équation aux dérivées partielles du second ordre dont
Vintégrale générale est représentée par un systéme de deux équations de
la forme (59).

Etant donnée une équation du premier ordre de la forme (65), il
lui correspond une infinité d’intégrales complétes et, par conséquent, une
infinité d’équations du second ordre s'intégrant de la facon précédente.
Mais toutes ces équations du second ordre peuvent se déduire de l'une
d’elles par des transformations de contact. Soit, en effet,

(66) o(V,€,6,6;%,y,8) =0

une premiére intégrale complete de 1'équation (65); pour avoir une nou-
velle intégrale compléte, il suffit d’établir une, deux ou trois relations
entre ©,y,# et trois nouveaux paramétres X, ¥, Z, puis d'appliquer
la méthode de la variation des constantes. Supposons, par exemple, qu’on
établisse une seule relation entre z,y,2, X, Y, Z

(67) Sb(m’y,/-”;X’Y:Z):O;

pour appliquer la méthode de la variation des constantes, il faut éliminer
w,y,~ entre les équations (66), (67) et (68)

9 % %
w oy _ %
(%) AT
ox oy oz

Or, si nous regardons maintenant V, £ ,£,,&, comme constants et (v, y, 2),
(X, Y, Z) comme les coordonnées de deux points variables, le calcul pré-
cédent revient & chercher l'enveloppe de la surface X, représentée par
I'équation (67), ou X, Y, Z sont les coordonnées courantes, lorsque le point
de coordonnées (r,y,2) décrit la surface S représentée par l'équation
(66). Cette surface enveloppe se déduit donc de la surface S au moyen
de la transformation de contact qui a pour équation directrice I’équation

(67). La conclusion est encore la méme, ¢il y avait deux ou trois rela-
Acta mathematica. 19. Imprimé le 5 juillet 1895, 43
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tions entre #,y, 2, X, Y, Z; dans le dernier cas, la transformation se
réduirait & une transformation ponctuelle.

On voit donc que les équations du second ordre qui correspondent
4 deux intégrales complétes différentes d'une équation de la forme (65)
peuvent se déduire l'une de l'autre par une transformation de contact.
Si Yon convient de dire que toutes les équations du second ordre qui
peuvent se déduire d'une équation par une transformation de contact
forment une classe, on voit qu'a toute équation de la forme (65) corres-
pond une classe d'équations aux dérivées partielles du second ordre a
deux variables indépendantes, dont l'intégrale générale peut étre repré-
sentée par un systéeme de formules de la forme (s55).

30. Proposons-nous maintenant d'examiner si deux équations di-
stinctes de la forme (65) peuvent correspondre a une méme classe d'équa-
tions du second ordre. Etant donnée une famille de surfaces S a quatre
parameétres

Ow,y,2,a,b,¢,d) =0,

on peut évidemment, d'une infinité de maniéres, remplacer ces quatre pa-
rameétres @, b, ¢, d par quatre nouveaux parametres a,f,r,d en posant

a=f(a,f,7,9)
b="fa,f,7,9)
¢c=fya;f,r,0)
d=fa,f,r,09)

et la famille de surfaces S est aussi représentée par l'équation

@1(55)3/’2:'1)/?’7’6):0'

Supposons maintenant qu’on pose b = #(a), ¢ = 7'(a), d = y(a), #(a) et
y(a) étant des fonctions quelconques de a; f8, 7, ¢ deviennent des fonc-
tions de a, et, si les formules de transformation sont telles que l'on ait

df — eda = p(df — rda),

on aura aussi

g = ﬂl(a)’ r = m(a) ¢ = ty(a).
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La fonction @, doit satisfaire & une équation de la forme (64) en méme
temps que la fonction @, et il est clair qu'a ces deux équations de la
forme (65) correspond la méme classe d’équations du second ordre. Par
conséquent, toutes les équations du premier ordre qui peuvent se déduire
de l'équation (65) par une transformation

(& =hE,&,&, V),
&LE=hHE6,6,7)
& =56E,8,6,7)
| V="1,86,6,V)

(69)

telle que l'on ait
(70) d&, — &,d¢, = p(d§] — & dE),

correspondent & une méme classe d’équations du second ordre.

Remarquons que toutes les transformations de cette espéce changent
bien l'équation (65) en une équation de méme forme, car les caracté-
ristiques satisfont & la relation

dfl - Esdég == O,

et inversement toutes les équations du premier ordre, dont les caracté-
ristiques vérifient cette relation, sont de la forme (65).

On trouve aisément toutes ces transformations, de la méme fagon
qu'on détermine les transformations de contact. Les valeurs de &, &,, €,
ne doivent pas dépendre de V' et les formules (69) prennent la forme
suivante

& =&, &, &) & = (&, &, &) & =&, &, &),
V= f4(E{ » &5 65 V’);

la fonction f; étant arbitraire et les fonctions f,,f,, f, satisfaisant a
I'identité (70).

3I. Supposons, par exemple, que I'équation (65) soit linéaire

14 24 14
5?"1' 53'9'5+A£+B=0:
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A et B étant des fonctions quelconques de §,&,&,V. Toute inté-
grale compléte est de la forme

V=0w,y,2,V,,V,,V,)

V., V,,V, désignant trois intégrales particuliéres distinctes. On voit que
les surfaces S représentées par I'équation ¥ = o, ol l'on regarde z,y, 2
comme des coordonnées courantes, ne dépendent que de trois parameétres.
C'est le cas particulier que nous avons laissé de coté.

Considérons encore 1'équation

b, '—5"’(1’1 + Eapn) =0

qui admet l'intégrale compléte

bh
V=g + 0 + 20 ER)
la fonction @ correspondante peut s'écrire

O =2+ axr + z(a)y +£(iifﬂa—»+x(a).

Les caractéristiques des surfaces S sont des hyperboles ayant une asymp-
tote paralléle a l'axe des z et située dans le plan des 2.

Paris, décembre 1894.




