ZUR LEHRE VON DEN HYPERELLIPTISCHEN INTEGRALEN

VON

PAUL EPSTEIN

in STRASSBURG,.

Bekanntlich hat Herr WriErsTRAss in folgender Weise ein System
zusammengehoriger hyperelliptischer Fundamentalintegrale erster und zwei-
ter Gattung definiert.’

Es sei

§ = \/z"—-eo.z-—e1 ce B 6gpy = \/m
die dem hyperelliptischen Gebilde zu Grunde liegende Irrationalitit, (2, s)
und (¢, o) zwei Punkte der zugehorigen zweiblittrigen Flache, und
91(2), 9:(2), .5 9o(2)
9p+1(2)  Gp42(2) 5 - -+ 5 G5,(2)

seitn zwei Reihen ganzer Funktionen von z — die Funktionen der ersten
Reihe hochstens vom Grade p— 1, die der zweiten vom Grade 2p —,
die die Gleichung

d _s+o N ool _d s+ N gn() 5
(1) EC(z—C)zs—; po- s _d——z([—z)Za—__uZ‘;1 ps R

! Vgl. Wintagiss, Uber die partiellen Differentialgleichungen xwischen den Ableitungen
der hyperelliptischen Thetafunktionen. Crelles Journal Bd. 99. Ferner BoLza, On the
Logarithmic Derivatives of Hyperelliptic o Functions. American Journal of Mathe-
matics Bd. 17. Letztere Abhandlung erschien nach Vollendung vorliegender Arbeit.
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identisch erfullen. Dann bilden

fgviz) dz =12, ...,p)

das System der Fundamentalintegrale erster Gattung,

f9p+;(z) dz (v=1,2,...,9)

das der Fundamentalintegrale zweiter Gattung.

Bei dieser Definition bleiben von den p(3p 4 1) Coeffizienten der
Funktionen g,(2), g,,.,(2) noch eine grosse Menge frei verfugbar. Im
besonderen kann man die Integranden erster Gattung willkiirlich annehmen
und auch dann bleibt noch ein Teil der Coeflizienten der Funktionen
9p4,(2) unbestimmt. Uber diese iibrig bleibenden Coeffizienten hat nun
Herr KLEIN von invariantentheoretischen Gesichtspunkten geleitet dadurch
verfugt, dass er in der mit (1) gleichwertigen Relation

d s+ g (O)gu(2)  sa+ Fz, {)
(2) e e

worin F(z, {) eine in 2z und ¢ symmetrische ganze Funktion vom Grade
p + 1 bedeutet, die die Bedingungen erfiillt

Fe, ) =1, (Fd) —ire,

fir F(z, () die (p + 1) Polare von f(z) in Bezug auf ¢ ansetzte und
dieser Festsetzung ist dann Herr WivTmEss in seinen spiteren Arbeiten
gefolgt.

Nun finden wir aber in der ersten Abhandlung von Herrn WiLTHEISS'
eine Form der Funktionen g,(2), g,,,(#) erwihnt, die er sehr bemerkens-
wert nennt, die aber anscheinend noch nicht eciner eingehenderen Unter-
suchung unterworfen worden sind. Diese Funktionen entspringen aus der

als Funktion von z im Unendlichen und sie sind

Entwicklung von §
2

—¢
es, die den Ausgangspunkt der vorliegenden Arbeit gebildet haben. Die

' WiLTHEISS, 2. a. O., S. 2458.
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mit ihrer Hulfe gebildeten Integrale — wir nennen sie der Kiirze halber
Hauptintegrale — zeichnen sich erstens durch ein ausserordentlich ein-
faches Verhalten im Unendlichen aus, das es moglich macht, jedes zum
hyperelliptischen Gebilde gehorige Integral, dessen Unstetigkeiten bekannt
sind, sofort durch die Hauptintegrale auszudriicken, vor allem aber er-
scheinen sie ganz besonders geeignet, wm bei Untersuchung der Abhdngig-
keit hyperelliptischer Integrale von den Veraweigungspunkten als Grundlage
2u dienen.

Iin ersten Teil der Arbeit werden zunichst einige Eigenschaften der
ganzen Funktionen ¢, mittels deren die Hauptintegrale gebildet werden,
abgeleitet.  Aus diesen ergibt sich dann in § 3, dass die Derivierten
simtlicher Hauptintegrale nach den Verzweigungspunkten sich in ein-

. . . e w . .. .
fachster Weise durch die Derivierten 5, ¢ines einzigen Hauptintegrals o

ausdriicken, woraus dann weiter partielle Differentialgleichungen fiir die
Periodicitatsmoduln der Hauptintegrale fliessen. In § 4 werden die Inte-

grale z—z)_ durch die Hauptintegrale dargestellt, das Integral dritter Gattung

eingefithrt, das nur in den unendlich fernen Gebieten und einem Punkt
im Endlichen unstetig wird und aus diesem das algebraisch normierte
Integral dritter Gattung mit Vertauschbarkeit von Argument und Para-
meter gewonnen. In § 5 werden die Weierstrass'schen Relationen fur
die Periodicitatsmoduln der Hauptintegrale abgeleitet und gezeigt, dass
die in ihnen auftretenden bilinearen Verbindungen als Periodicitdtsmoduln
von 2p Integralen 4, und B, aufgefasst werden konnen, die cin zweites
System von Fundamentalintegralen bilden. Diese Integrale sind selbst
wieder Periodicitaitsmoduln des Integrals dritter Gattung. Mit Hilfe der
Weierstrass'schen Relationen wird dann der Wert der Determinante 2p*®
Grades ermittelt, die die Verallgemeinerung der Legendre’schen Relation
fur p = 1 darstellt. Am Schluss dieses Paragraphen werden wir dazu
gefithrt, die Bedingungen zu untersuchen, unter welchen bei einer ge-
gebenen Reihe von ganzen Funktionen ¢,(2), ¢,(2), ¢,(2), ... der Aus-

druck J Ze-)%(@) fur jedes & denselben Wert hat. Is besteht nim-
E\“1 ]

lich der merkwirdige Umstand, dass die Integranden simtlicher in dieser
Arbeit auftretenden Integrale erster und zweiter Gattung, diejenigen der
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Hauptintegrale, der Integrale 4, und B, und der Normalintegrale erster
und zweiter Gattung diese Eigenschaft besitzen.

Im zweiten Teil wird zu den bekannten Riemann’schen Normalinte-
gralen erster Gattung als notwendige Erginzung ein System von Normal-
integralen zweiter Gattung hinzugefiigt und eine Reihe von 2p+ 2 Inte-
gralen 7, aufgestellt, die zu den Derivierten dieser Normalintegrale in

. . . w . .
ebenderselben Bezichung stehen, wie die Integrale 55, U den Derivierten

€q

der Hauptintegrale. Es gelingt dabei zu der eleganten von Herrn THoMAE
gefundenen Relation zwischen den Derivierten der Periodicititsmoduln
@, der Normalintegrale 1. Gattung und deren Integranden eine Reihe
gleichartiger Relationen hinzuzufigen und als gemeinsame Quelle der-
selben ein System von partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung
nachzuweisen, zu deren Losungen die Integrale 7 gehoren. Ein sehr
allgemeiner Satz, der fur je zwel Losungssysteme' dieser partiellen Diffe-
rentialgleichungen besteht, fihrt dazu, eine enge Beziehung zwischen den
Integralen T; und den Derivierten des transcendent normierten Integrals
dritter Gattung aufzufinden und eine Spezialisierung dieser Beziehung
liefert eine Funktion & von z, die genau der Funktion Q! entspricht,
mit deren Hiilfe Herr Krriy scine Primform bildet. Eine kurze Erorterung
des Zusammenhangs dieser Funktion £ mit der hyperelliptischen Theta-
funktion bildet den Schluss der Arbeit.

Schliesslich soll nicht unerwahnt bleiben, dass Verfasser die Anregung
zu dieser Arbeit, namlich die Kenntnis der Funktionen ¢ und der mit
ithrer Hulfe zu bildenden Integrale einer Vorlesung von Herrn CHRIsTOFFEL
uber elliptische Integrale (Winter 1890/91) verdankt, doch hat Herr
CurisTorreL sich darauf beschriinkt, das Verhalten der Integrale im Un-
endlichen anzugeben, und hat ohne Beweis die wichtige Gleichung (7)
in § 2 mitgeteilt.
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ERSTER TEIL.

Die Hauptintegrale und ihre Derivierten nach den
Verzweigungspunkten.

§ 1. Definition des hyperelliptischen Gebildes.

Der Theorie der hyperelliptischen Integrale legen wir die Irra-
tionalitat

$ = Vf(3)

zu Grunde, wo f(z) die ganze Funktion 2p -4 2'" Grades von 2:

f(e) =2—e.2—e .2—e...2— ey,
bedeutet.

Jede zum Rationalititsbereich (2, s) gehorige Funktion heisst eine
»Funktion der Klasse», das Integral einer solchen Funktion ein ‘))Integral
der Klasse».

Alle Funktionen der Klasse sind einer zweiblattrigen Riemann’schen
Flache 7' mit den Verzweigungspunkten ¢ ,e¢,, ..., €,,; eindeutig zu-
geordnet. Die Durchsetzungslinien mogen zwischen ¢, und e, ¢, und
€556y, und e, verlaufen, und die Fliche moge einfach zusammen-
hangend gemacht werden durch ein Querschnittsystem, dessen Anlage aus
der Figur leicht ersichtlich ist.

Das System von Herrn Prym' geht aus diesem hervor, indem man

' PrYM, Zur Theorie der Funkiionen in einer xweiblitirigen Fliche. 1866.
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die Querschnitte (@) und (b) vertauscht.! Die so mit Querschnitten ver-
sehene Flache nenncn wir die Flache 7'. Die Querschnitte @, a,,...,a,
sollen Querschnitte erster Art, die b ,b,,..., 0, Querschnitte zweiter Art
heissen. Der Verzweigungspunkt e, fillt ausserhalb des Querschnittsystems
und heisst »freier Verzweigungspunkty.

Beziiglich der Bezeichnungen sei folgendes bemerkt: Den variablen
Punkt (2, s) der Flache T bezeichnen wir durchweg mit x; dazu kommt
vielfach ein zweiter Punkt & und in diesem soll 2 = ¢{, s = + ¢ sein.
Die unendlich fernen Gebiete unterscheiden wir durch die Bezeichnung
00, und 00,.

In der Bezeichnung der Indices sind in der ganzen Arbeit die fol-
genden Festsetzungen consequent durchgefithrt worden:

1) Die Indices ¢, ¥ konnen alle ganzzahligen Werte von o bis 2p 41
annchmen.?

2) Die Indices #,! koénnen alle ganzzahligen Werte von — p bis
+ p annehmen.

3) Die Indices 2, p, v konnen alle ganzzahligen Werte von 1 bis p
annehmen,

§ 2. Die Funktionen ¢.

Die Funktion s verhalt sich ausserhalb der Verzweigungspunkte
tiberall wie eine eindcutige Funktion von #, kann also in der Umgebung
-

eines jeden Punktes & der Flache 7', der nicht Verzweigungspunkt ist,
nach ganzen Potenzen von z-— ¢ entwickelt werden. In den unendlich

fernen Gebieten schreitet die Entwicklung nach Potenzen von Ez fort.

Setzt man dem entsprechend

: ’ a, , G, | @
(1) n 8=i2”+1(‘+;+;+;?+---),

o0,

Natiirlich sind die Verzweigungspunkte in der Figur nur der Ubersichtlichkeit
wegen in grader Linie angenommen. Die Schnitte ¢, , ..., ¢y, die notig sind, um die
Fliche vollends einfach zusammenhingend zu machen, sind weggelassen, da sie bekanntlich
fiir die Theorie der Intcgrale irrelevant sind.

* Wo ¢ nicht Index ist, bedeutet es stets — I
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so ist leicht einzusehen, dass die a,,a,,a,,... ganze homogene Funktionen
der Verzweigungspunkte sind.

Mit Hulfe dieser Coeffizienten a bilden wir die Funktionen:

(2) ga,,(z) = 7 + alz"" +a25"—2 + ...+ a,. (£=0,1,2,...)

Diese Funktionen ¢ bilden die Grundlage der weiteren Untersuchungen
und wir leiten zunichst eine Anzahl Sitze fur sie ab, von denen wir in
der Folge Gebrauch zu machen haben.

Es 1st
S

et EeEe)

in

8 9

A

also mit Benutzung der Entwicklung (1)

8 1(C) g(c) 1(5)
(3) T L el
Durch Differentiation von (1) nach dem Verzweigungspunkt e; findet man

% _]-Zr[%_}_‘_?ﬁ L90q+__,]

aPi Z 36,‘ 22 3_(’1;
und da andrerseits auch

o8 s =
de; 2(z —e) +

Z"[I +f-*-(-”if—)+—’”“=(i')+...]

z?
ist, so folgt

Qa,

(4) = —pia(e)

Dies benutzen wir bei der Differentiation von ¢,(z) nach e, und erhalten
(5) L= I g (0)2 7 4 gy () 4 -+ pis(e)]

Nun liefert eine einfache Division

Sﬂk(z) — gi(e:)

& — €

=27+ ()87 + gy(6)d T 4+ eia(e),
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also haben wir die Formel

—_— e — e ——,

3¢ (2) ei(2) — gi(er)
(6) 2¢; 2(z—€)

Aus dieser Gleichung folgt

Eagok(z) I _ oa(es)
s d¢ + 25(z — ;) ¢:(2) = 28(z — €;)
und da weiter _‘————?—(E> also die linke Seite gleich der Deri-
28(z —e;) e \s/’ g

i (2)

s
0 (ee(2)) _ _gue)
(7) a_e,( ks )——28(:—-6,-).

Diese Gleichung, die Herr CHRISTOFFEL in seinen Vorlesungen ohne Beweis
mitgeteilt hat, findet sich auch in der ersten Abhandlung von Herrn
Wirtngsss,' doch erwiahnt Herr W. nicht, dass die in seinen Formeln
auf der rechten Seite auftretenden Constanten C_su41 TESP. Coy, gleich den
Werten der ganzen Funktionen H(z), resp. G(z), in dem Verzweigungs-
punkt «; sind, nach dem differentiiert wird, was far uns grade von we-
sentlicher Bedeutung sein wird.
Wir haben mit der Gleichung (7) den wichtigen Satz gefunden:

vierten von nach e, ist:

Der Ausdruck sp—(lz—)% <f‘—§?—)> hat fir alle Funktionen ¢.(z) den ndm-
k\Ci i

lichen Wert, und zwar 2 <1> S
° 2s(2 — €;)

€; \§

Weitere Eigenschaften der Funktionen ¢ ergeben sich, wenn wir nach

(1) bilden:

ds a 2a
d—: =+ [(10 + 1)+ pa 2+ (p—1)a,2F P4+ a,,———:} —z++3—]

Andererseits ist

2p+1
ds I

dz = 2 ez — g
i=0

' Wivtagmss, Crelles Journal, Bd. 99, 8. 240.
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und

=l ey

Z— €
also bestehen die Gleichungen

2r41

(8) Eogok(e,.) = 2(p 4+ 1 —k)a,. (k=0,1,2,..)

Da nun
¢k(z) = zfpk—l(z) + a;

ist, so erhalten wir, wenn wir hier z = ¢, setzen und tiber simtliche Ver-
zweigungspunkte summieren, mit Benutzung von (8) weiter:

2p+1

(9) igveifpk-l(ei) = — 2ka,.

Diese Gleichungen sind, wie aus (4) zu ersehen ist, nichts anderes, als
die Euler’schen Gleichungen fir die homogenen Funktionen a, und zeigen,
dass diese in den Verzweigungspunkten von der Dimension £ sind.

Sie kdnnen auch dazu dienen, um die Coeffizienten a,q,,... in tiber-
sichtlicher Weise wirklich darzustellen.

Ist namlich o, die Summe der %** Potenzen der Wurzeln von f(z) = o,
also

o, = zef>
so ist offenbar nach (9)

o+ a0,y + 4o, + ... + a,_ 0, + 2ka, = o. (*=1,2,..)

Aus diesen Gleichungen kann man successive die a,, 4,, ... berechnen und
allgemein erhalt man:

o, 2 o o ... ©
a, ag, 4 o . O
a4y = (—1: | o o, o, 6 o
1k .
Oy Oy Oiy Oy ...2k—2
Oy Oy G4y Oy --- O

Acta mathematica. 20. Imprimé le 13 aolt 1895, 2
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Ich summiere jetzt in (5) uber alle Verzweigungspunkte und be-
nutze die Gleichungen (8). Dann kommt:

ZW‘(Z —(p+1)a, ' —pad—. .. —(p+2—ka,

dox
=2 (p—k+ Dpa(e)

Hier ersetzen wir links ?—)%Lz) nach (6) durch ——’M und haben

&i 2(z —€;)
du(2) _ sok(z)ds ex(e:)
Z: oe; ] + Z 2(z —e)’

also ergibt sich aus (10), wenn wir noch beide Seiten durch s dividieren
und (7) heranziehen:

) T T () 8 () gy,

(k=1,2,..)

§ 3. Die Hauptintegrale.

Wir fuhren jetzt 2p + 1 Integrale ein:
(1) o.(z) = Sm;'(—z)ol.z fir ne=—p, —(p—1),..,—1,0, +1,..,p

und nennen sie die hyperelliptischen Hauptintegrale.
Diese sind in der Fliche 7 im Endlichen uberall stetig; im Unend-
lichen zeigen sie ein sehr einfaches Verhalten. Es gilt namlich der Satz:

In der Entwicklung eines jeden Hauptintegrals im Unendlichen nach
Potenzen wvon z fehlen, bis auf eines, alle variablen Glieder bis zu der

I
Potenz s

Beweis. Es ist

in & s=izr+‘(x+%+:—':+...>,

0,
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also

s = g,a(s) + 2 L
folglich

@p+n(2)

_ I
. =i3” 1—5(ap+”+1+...).

Wir wollen jetzt durch das Symbol ¥, eine Entwicklung von der Form
b
a+ o+t

andeuten und eine solche kurz als »X,-reihe» bezeichnen. Dann konnen
wir also schreiben:

in z: ?————H:(z) =474+ 2,
und durch Integration folgt hieraus, wenn # von null verschieden ist:

(2) in m: w, = + % + 2o

ist aber #» = o, so hat man

(2 a) in z‘ 0, =t logz + 2,,,.

2

Die beiden letzten Formeln enthalten den oben ausgesprochenen Satz. Sie
zeigen aber auch, dass die p Integrale mit negativem Index w_,, ..., w_,
auch im Unendlichen stetig, also Infegrale erster Gattung, die Integrale
©,,,,..,0, dagegen Integrale zweiter Gattung sind, die nur im Unendlichen
unstetig werden. Diese Integrale bilden zusammen ein vollstandiges Sy-
stem von Integralen erster und zweiter Gattung.

Das Integral w, endlich ist Integral dritter Gattung, wird aber in
der weiteren Untersuchung keine Rolle spielen, da die Hauptintegrale
stets mit ihrem Index multipliciert auftreten werden.

Auf dem ausgezeichneten Verhalten der Hauptintegrale im Unend-

lichen beruht die Leichtigkeit, mit der sich jedes Integral der Klasse bei
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gegebenen Unstetigkeiten durch Hauptintegrale darstellen lisst. Wir
werden hiervon im nichsten Paragraphen Beispiele haben.

Uber die Integrationsconstanten der Hauptintegrale verfigen wir in
der Weise, dass die Summe der Werte, die die Integrale im Unendlichen
auf beiden Blattern haben, null ist. Wir erreichen das, wenn wir den
Anfangspunkt der Integration in den freien Verzweigungspunkt e, legen.

Die Periodicitatsmoduln der Hauptintegrale bezeichnen wir in folgen-

der Weise: Es bedeute / ‘du ein Integral iber einen geschlossenen Weg
1

[, wobei die eingeschlossene Fliche beim Integrieren zur Linken bleibt.
Dann ist

an g, ©,— 0, = fdw,, = O,

® -
(3) . perk e

an b, o,—w,= ~——fdw,, = fope
a,

]

Zwischen diesen Periodicititsmoduln bestehen zwei Reihen bilinearer Rela-
tionen, die man als Riemann’sche und Weierstrass’sche Relationen be-
zeichnet. Wir entwickeln in diesem Paragraphen nur die ersteren — die
Weierstrass'schen Relationen werden wir in § 5 finden — indem wir das
Integral

1, =fw,dw,,, (8, l=—p...+)
i

erstreckt tiber die Berandung der Flache 77, also uber die Querschnitte
in bekannter Weise doppelt ausfibren. Es sollen dabei die Indices 7 und
n beide von null verschieden sein. Ein erster Wert des Integrals ist

r
Inl = [El(alyﬂn,u - anyﬂl,u)'

Durch Betrachtung der logarithmischen Unstetigkeiten des unbestimmt
genommenen Integrals finden wir nun:

Die Summe I, ist nur dann von Null verschieden, wemn | = —n 1st.

Dann ist 1, = 477:7, .
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Sei das Symbol (nl) = 1 oder o, je machdem n =1 oder nicht,' so
kann man diesen Satz durch die Formel ausdriicken

(4) (s — ) = 2 (1), (i)

Wenden wir jetzt die Ergebnisse des vorigen Paragraphen auf die Haupt-
integrale an, so haben wir zunichst den Satz:

Der Ausdruck L2 ha fir alle Hauptintegrale den ndmlichen
Po+n(ei) ¢
Wert und ist gleich dem Integral | —27 _—2 [%
25(z—e) ¢ s’

Wir bezeichnen dieses Integral in der Folge mit g;i’, go dass also
i

. dz._
w = —8_ = w_p
1st und haben:
w, dw
—_— = e, )—-. =
(5) ¢; ¢p+n( z)aei (t=0,1,...,2p+1)

Das Integral ;’—Z’ habe die Periodicitatsmoduln
£

dz
an aﬂ: pi,u. — ———28 (z ——e() ,
by
b s . dz
an .t Qi,u = — M’
%

dann haben wir

9(1"‘ ? .
(6) 36:‘ =\¢P+ﬂ(ei)piﬂ’ aﬂe:‘ == ¢P+n(6i)qm'

' Herr CHRISTOFFEL gebraucht in gleicher Bedeutung das Symbol <1;) (Crelles
Journal Bd. 68, p. 254.)
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Weiter finden wir aus der letzten Formel in § 2 durch Integrieren, wenn
wir noch »p 4+ # + 1 an Stelle von & setzen:

2p+1

w w (2)
(7) Z¢p+n+1(ei) 20, = z —9‘::;1 - @%‘ + fw,, (nm—p... +-P)
i=0 i
also auch
da
Zi¢p+n+1(ei)l7m = _%LE = Ny,
' ]

(8)

3fn+1,
z,:%+n+1(3i)qm = Z‘ _;_;r:lﬁ = Nfpp-

Wir fiigen hierzu noch die leicht zu beweisende Formel

, dw ___E
(7) — 56 8’
also
(8) 2p,=o0 und 2Xg,=o,

ersetzen ferner in (7) und (8) ¢,,,..:(e) durch e¢,,.(¢) + @,,.4, und er-
halten

R .
und

e pn(€)Pin = D6 et = Mty
" Gtz

9
Zl_:e,.gcﬂ,,(e,)qm =zei fgf = Nuy-
1

Das sind die Euler'schen Gleichungen fur die Periodicititsmoduln der
Hauptintegrale und sie zeigen, dass die a,, und §,, homogene Funktionen
der Verzweigungspunkte von der Dimension # sind.

Wir konnen hier an die Differentialgleichungen ankniipfen, die Herr
Wintagiss ' fur die Periodicitdtsmoduln der Integrale 1. und 2. Gattung

' WiurHEss, Partielle Differentialgleichungen der hyperelliptischen Thetafunktionen.
Math. Ann. Bd. 31, S. 140 f,
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gefunden hat. In den Gleichungen von Herrn WirTngiss treten nicht,
wie bei uns die Differentialquotienten der Periodicitdtsmoduln nach den
Waurzeln, sondern nach den Coeffizienten der ganzen Funktion f(2) = s
auf. Wir wollen daher auch diese Coeffizienten in unsere Gleichungen
einfithren und machen dazu folgenden Ansataz:

Es sei

f(2) = &% 4 ¢, 2" + 2% + . ..+ Cypyge

Wir fihren die Reihe von Funktionen ein

fk(z) — zk + clzk-l + ngk_2 + e e + Cpy (k=0,1,...,2p+2)

und gewinnen ganz entsprechend, wie bei der Betrachtung der Funktionen
¢ in § 2 die Satze:

90;-

— = — fi.(e), ‘}':f}c(@) = (217 +2— k)ck’ ;eiﬂ—l(ei) = — k¢;.

Die linken Seiten der Gleichungen (8) werden jetzt bei Einfihrung der
Coeffizienten c:

2p+12p-+2

I R YO

i=0 m=1

=2 (2p + 3 —mCps Patty

m

folglich haben wir

wp+2
dpt1,
(8a) .,;(2p + 3 —m) 6,,._1—5;—" = — Nty

Ebenso formen wir die linken Seiten der Gleichungen (10) um in:

2p41 2p42
day,, ¢y dauy 00py

Z Ze"ac ﬂée_' = Z Ze‘fm—l(e‘)ac =zmcmac

i=0 m=1 m ¢ m i m m m
und haben also

2p+2 20
npL

(10a) ch’“m = Nd,,.
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Die Ahnlichkeit dieser Differentialgleichungen (8a) und (10a) mit denen
des Herrn WiLrnriss ist augenfallig. Die Unterschiede rihren daher, dass
Herr Wirtaeiss die Klein'sche Form der Integrale 1. und 2. Gattung zu
Grunde legt und die Coeffizienten von f(z) in etwas anderer Weise, wie
wir, bezeichnet.

? d . - ‘
Aus 2 — ‘*_ folgt durch Differentiation nach einem von e,
98; 28(2-—8‘-) i

verschiedenen Verzweigungspunkt e;:

LR dz _ I dz dz
dever | 48z —e)z—er)  2(ei— &) 2s(z — ey) —— 28(z — ex)

oder

G 1 (80) 3w>
(r1) deder  2(e;— ex) \de;  9e;

und wenn wir zu den Periodicitatsmoduln iibergehen:

Py _ i __ P P

-_— _ b
26 de; 2(e — ex) (4, k=0,1,...,2p41)
(12) )
¢y — 09, o din— Qi (#=1,3,..,p)
o6 06 2 (8‘ —_— e,)

Fiur die Periodicitaitsmoduln der Hauptintegrale setzen sich diese Gleich-
ungen um in partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung, in denen immer
nur zwei Verzweigungspunkte vorkommen. Wir erhalten nach (6), wenn
wir noch aus § 2 Gleichung (6) zuziehen, diese Differentialgleichungen in
der Form:

i
9¢;9¢e;

dan,
o¢x ’

day
2 (6 — €)¢prn(€:) Ppanler) Poin(&r)’ 3%” - ¢,+,,(e‘)’

§ 4. Die Integrale g—(z und das Integral dritter Gattung.

Wir haben gesehen, dass sich die Derivierten der Hauptintegrale
nach den Verzweigungspunkten in einfachster Weise durch die Derivierten
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3 . .
5; des einen Integrals o = f d{ ausdriicken, welche selbst wieder Inte-

grale der Klasse sind, indem

b dz
%e; ) 28(z —e;)

Da diese Integrale nur algebraisch upstetiz werden, mussen sie sich li-
near durch die Hauptintegrale 1. und 2. Gattung darstellen lassen. Wir
konnen diese Darstellung finden, wenn wir die Gleichungen (7) des vorigen

Paragraphen in Verbindung mit (7’) nach den Z—Z‘). auflosen, doch miissten

wir zur FErmittlung der dabei auftretenden Determinanten noch einige
Eigenschaften der Funktionen ¢ entwickeln. Wir ziehen es daher vor,
die Darstellung direkt aus der Betrachtung der Unstetigkeiten der Inte-

3 . R . . . .
grale £ berzuleiten mit Hulfe eines Verfahrens, das in ahnlicher Weise

bei jedem Integral der Klasse angewandt werden kann.

do . . . .
Das Integral 3_(2 wird nur im Verzweigungspunkt e, unstetig, und

12

. I
awar wie —-, sodass

. w
mn é;: — =

I
e i (e)vi—ea

Die gleiche Unstetigkeit und sonst keine im Endlichen zeigt die Funktion
der Klasse:

-4 fet. cont.

— 8
fe)e—e)’

also ist
w s

% + ez — e)

ein Integral der Klasse, das im Endlichen tuberall stetig ist.
Wir entwickeln 7 im Unendlichen nach Potenzen von z bis zur

I . . .
Potenz ——;, also bis auf eine ¥,,;-reihe.

. . . w . . .

Wie man sieht, wird 5., im Unendlichen of*! (von einer Constanten
i

dcta mathematicn. 20. Imprimé le 13 aott 1895, 3



18

Panl Epstein.

konnen wir absehen, da wir sie zu der X,,,-reihe nehmen konnen), also

liefert
haben

1

.. 0
mn
(o)

2

) . . . .
a—w keinen Beitrag zu der beabsichtigten Entwicklung von V. Wir

i

daher

V= re=at I

= s ) ) o+ B

1
f(e)

Nun haben wir aber im vorigen Paragraphen gesehen, dass

. (o]
in w‘ + 7 =n0,+ 2,

ist, also ist auch

in zt sz(e‘)nz ng, o(€)w,(2) + 2,41

==p

Die Differenz

ist uberall stetig, also entweder Integral 1. Gattung oder constant. Nun
ist aber A im Unendlichen eine X,,,-reihe, andererseits ist, infolge der
Formeln (2) des vorigen Paragraphen, kein Integral der Klasse im Un-

endlichen eine reine X, -reihe, folglich muss A constant sein.

es als

(1)

Ich nehme
Integrationsconstante zu ¥ und habe

[

w s 1

3—35 = —-—f((ei )(z i ei) + f (6‘,) Zn?p—’n( ) n(x)' (i=0,1,...,2p41)

. T w . .
Die Periodicitatsmoduln von ™ ergeben sich daraus in der Form:

(2)

€i

p",ll f (et) 2"9’p—~ (e) nu’
(hyomet

T = (Ie') Z"f"p——n(e )Bosi-
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Fugen wir zu den Hauptintegralen noch das Integral !

d
(3) 7@ 9 =f:i§5‘:’

8o haben wir alle Integrale, die zur Darstellung eines beliebigen Integrals
der Klasse notig sind.

Das Integral r(x, &) besitzt als Funktion von z nur logarithmische
Unstetigkeiten, hat also den Charakter eines Integraly 3. Gattung, und
zwar ist

in &: r = log(¢s — ¢) + fet. cont.
in :}: r = ——;log (;I) -+ fet. -cont.

Die Periodicitatsmoduln von r an den Querschnitten seien:

+ ad
nt A#(E) = fz _2‘2—:’
Bu

(4) (#=1,2,..,9)

s+ adz
an b:  B,(§)=— | =75

i
Ausserdem besitzt r constante (d. h. von & unabhingige) Periodicitats-
moduln an Schnitten, die von einem beliebigen Punkt nach den loga-

rithmischen Unstetigkeiten fiihren.
Die Derivierten des Integrals r(x, &) nach den Verzweigungspunkten

. . . . . . w
driicken sich in sehr einfacher Weise durch die Integrale 5, AUs. Man

%

findet namlich leicht, wenn man in (3) unter dem Integralzeichen diffe-
rentiiert:

—__ G e (i=0,1,...,20+1)
(5) de; Z(C— e,-) o¢e; ?

! Dies Integral ist ein bekannter Spezialfall der von Herrn CHRISTOFFEL in die
Lehre von den Abel’schen Integralen eingefiihrten Funktion B. (Annali di Mat., t. 10,

p. 97.) Hs ist identisch mit dem Integral f H(z'y', #y)dz von Herrn WEIERSTRASS.
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und daraus weiter durch Ubergang zu den Periodicitatsmoduln:

(6) 04,(¢) o 9B.(§) o

__'—'___._—___._ .

ae; 2C—aylm v, 2(C—enlw

Die Derivierte des Integrals r(x, £) nach dem Parameter ¢ liefert das
Integral 2. Gattung, das nur in einem Punkt im Endlichen zur ersten
Ordnung unendlich wird, nimlich:

t(mxé)'—:—a—r(ﬁﬁ)‘

of

_ s+o+ @ —Ld , da
o ——‘/' 2s(z — {)? dz, (a _“EZ')

Wir wollen es durch die Hauptintegrale darstellen.
t(x, &) wird als Funktion von z pur in £ unstetig, und zwar wie

(7)

Z_I_ - Die gleiche Unstetigkeit und keine anderc im Endlichen zeigt

die Funktion der Klasse:

also ist die Differenz

Integral der Klasse und im Endlichen stetig.

Entwickeln wir wieder ¥ im Unendlichen nach Potenzen von z bis
auf eine 2,,,-reihe, so ist zunichst

8= [t + it el

Das zweite und dritte Glied unter dem Integralzeichen liefern zu ¢(z, &)
Beitrage, die im Unendlichen zu hoherer, als der »** Ordnung null werden,
also konnen wir ansetzen:

. 00, . dz
n o, t(x,E)——fm+2p+1

o + 21)4—1

z(z —
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Ferner ist
s + o1 I 8
z——Cza—z(z—C)_l_za(z—C)’
also
. 0, o
m o, V= 20(2 -0 + o

= TF—Z-I;[Z” + 0,(0)e + ¢ ()" +... f?—;”%@] + 23,

Wir finden jetzt genau, wie oben bei den Integralen g‘i’:

8) t@, & =f—i—"i—5§:n¢,_ (&), (2).

Aus dieser Formel erhalte ich durch Differentiation nach z:

d s+o #r4+v($) @p—s(2) — d s+a 130 +,,(z) ¢ —V(C)
<9) dC(z-—C)Zs—‘_ z;v G ps dz ({—2)20 22 o .

oder nach leichter Rechnung

+p g '
218y u(C)pan(2) = Lt Ej’_fgc’ - f(z,) - §§C ).

Wie man sieht, entspricht die Gleichung (9) der in der Einleitung er-
wahnten Weierstrass'schen Hauptgleichung (1) und sie zeigt, dass die
Hauptintegrale, bis auf constante Faktoren, ein System zusammengehoriger
Fundamenﬁalintegrale im Sinn von Herrn WEeiErsTRAsS bilden. Natiirlich
kann man verlangen, diese Gleichung auch ohne Benutzung der Integrale
lediglich mit Hulfe der Funktionen ¢ abzuleiten und dies gelingt auch
in der That ohne grosse Mithe. Man kann dann umgekehrt von hier aus

zu den Integralen ¢(z, &) und %’_ gelangen, wobei man mit Vorteil von

den Gleichungen

a—e,-:_f(e)hm"t(x é),

t(x,E): s+o'_I__X c do(xz)

22— 2s =~ 2({—e) e

Gebrauch machen kann.
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Multipliciere ich Gleichung (8) mit — d¢ und integriere, so kommt:

(10) "o, 8 = 1€, 2) + 1 Zno_ (8o, (o).

Bilde ich also die Funktion

(11) Nz, 8 =r(x,8& + %éuw,(f)w,y(m),
o ist
(12) N, §) =1¢, ).

Diese Funktion /I unterscheidet sich, als Funktion von z, von r(x, §)
nur durch ein Integral 1. Gattung, hat also genau dieselben Unstetigkeiten,
wie r(z, £). Wir konnen sie, nach einer von Herrn Kiuix ecingefiihrten
Terminologie, als das algebraisch normierte Integral 3. Gattung bezeichnen.

Man kann, nach dem Vorgang von Herrn Kuiriy, dieses Normal-
integral in Form eines Doppelintegrals schreiben, wodurch die Eigenschaft
(12) der Vertauschbarkeit von Parameter und Argument in Evidenz tritt.
Es wird namlich

(13) N, & —ff‘;’(j”;) = dzd,

und darin ist nach (9):

(18) Fr0) = () — 21 (e — &) + (6 — O Tvg )y (O

Diese Funktion F(z, ¢) muss, wie schon in der Einleitung erwihnt und
durch Gleichung (9) bestatigt wird, in 2 und ¢ symmetrisch sein. Durch
eine eingehendere Untersuchung der Formel (14), die wir hier uibergehen
konnen, kann man diese Symmetrie auch usserlich zum Ausdruck bringen,
namlich durch die Gleichung:

f(z) — %H(Z)j_*_ f(C)—‘fM-l(C)?

2

(142) Fa, ) =

+ £541(2) 0512 (€) + (2 — Ol (2) — 1 ()],
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worin

x(2) = @yp00, 1(2) + 26,450, 5(2) + 30p14¢p3(2) + - Py

Wie man sieht, ist der von dem letzten Glied in (14 a) herrithrende Teil
von [I(z, &) als Funktion von z wie auch von { Integral 1. Gattung.
Lasse ich ihn daher fort, so ist auch das mit Hulfe der Funktion

0, ) = (L= () L TO =0y o (20, 0(0)

2

se + d)(z,g
ffz@ S e

ein algebraisch normiertes Integral 3. Gattung.

gebildete Integral

§ 5. Die Periodicitditsmoduln von r(z, §).

Die Formel (10) im letzten Paragraphen liefert auch eine Darstellung
der Periodicititsmoduln 4,(&) und B,(§) von 7(x, &) durch die Haupt-
integrale. Es besitzt namlich das dort rechts stehende Integral »(§, z)
als Funktion von z keine Periodicitatsmoduln an den Querschnitten, sodass
wir erhalten

AIL( ) - 5 znan}tw (E)
(1) (#=1,2,....)

B/‘(E) =§__2:n ﬂ/lw—-n(é)'

Wir entnehmen daraus zunéchst den Satz:

Die Periodicititsmoduln der Funktion r(x , &), also die Querschnittinte-
grale (4) im wvorigen Paragraphen, sind als Funktionen des Parameters ¢
Integrale der Klasse, die nur im Unendlichen und zwar zur Ordnung p un-
stetig werden.

Diese Integrale 4, und B, zeichnen sich durch besonders einfache
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Eigenschaften hinsichtlich ihrer Periodicititsmoduln aus, die wir jetat
ableiten wollen.’

Wir multiplicieren von den Gleichungen (1) die erste mit §,, die
zweite mit @, subtrahieren die erste von der zweiten und summieren
tber alle 4 von 1 bis p. Dann erhalten wir

Z (a,‘,‘Bﬂ(f) - ‘BI/L A/L(E» =

n

N o=

n=—

gpnw—" (5) ; (alﬁﬁ'm T Onp ﬁ’/‘)‘

Nun haben wir in § 3 geschen, dass die Summe nach p auf der rechten
Seite nur fitr # = — 1 von null verschieden ist, und dass ihr Wert in

diesem Falle gleich “4%@

2) 2 (a,B,(6) — B, 4,(8) = 27iw,(§), (=—p..4p)

P +0)

ist, also haben wir

als Darstellung der Hauptintegrale durch die Integrale 4, und B,.

Andererseits konnen wir die Hauptintegrale durch Auflosung der 2p
Gleichungen (1) finden. Wir fihren zu diesem Ende die aus simtlichen
Periodicititsmoduln siimtlicher Hauptintegrale gebildete Determinante 2p'*®
Grades ein:

O_y1 Oy oo @

—pp ﬂ—pl ﬂ—zﬂ e ﬂ-—pp

G 1 A 19 o v a—]p ﬂ—-ll ﬂ—]? ... ﬂ-—lp

1 Qg - o &y ﬁn ,312 ce. ,Blp

A Ay oor Oy P Pu oo B

Ihre ersten Unterdeterminanten sind

8D 3D (n=—p...+)
Bany ’ Ofny (2=1,2,..,p)

! REine Herleitung dieser Eigenschaften auf ganz anderem Wege findet sich schon
in der Dissertation von PAuLs, Uber die Bexiehung des Riemann’schen Integrals 2. Gattung
xu den Periodicitiiismoduln der Funktion R(O | ). Strassburg 1882, Die Funktionen
A.(O) und B,(0) von Herrn PAvLS sind identisch mit unseren — A, (%), — B,().
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also gibt die Auflssung der Gleichungen (1) nach den Hauptintegralen:

13D 13D
no_,(§) = Z( “4,(8) + 5= Bu(9);
vergleichen wir dies mit (2), indem wir dort ! = — n setzen, so er-
halten wir
3D n 2D
(4) o = _-RDIB“”#’ 3‘8”# RDa""#'

Nun bestehen nach einem Fundamentalsatz der Lehre von den Determi-
nanten die Gleichungen

2 oD

g = O

oD
'3"" Oty =0
(n=—p...+p)
(5) (n,v=1,2,...,p)
z a"# day (/1))) D ’

D
Zﬂnyz*/;; = (w)D,

worin () das schon in § 3 gebrauchte Symbol bedeutet. In diese Gleich-
ungen setzen wir die in (4) gefundenen Werte der Unterdeterminanten
von D ein und erhalten

?nan,u a_n = 0,

© SHffon = o
Sty = — 4i{).

Die vierte Gleichung liefert dasselbe, wie die dritte.

Dies ist die, schon in § 3 erwihnte, zweite Reihe bilinearer Rela-
tionen zwischen den Periodicititsmoduln der Hauptintegrale. Man nennt
sie die Weierstrass'schen Relationen.

Nun sehen wir aber aus (1) sofort, dass wir in den linken Seiten

der Weierstrass'schen Relationen die doppelten Periodicitdtsmoduln der
Acta mathematics. 20. Imprimé le 15 aofit 1895, 4
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Integrale A4,(6) und B,(&) vor uns haben. Wir ersehen daraus, dass
diese Integrale das cinfachste iberhaupt mogliche Verhalten an den Quer-
schnitten zeigen, indem jedes nur einen einzigen wvon null verschiedenen
Periodicititsmodul und zwar an dem Querschnitt besitzt, der in der Dar-
stellung durch Querschnittintegrale (§ 4 (4)) als Integrationsweg dient. Wir
bringen dies Verhalten uibersichtlich in folgender Tabelle zum Ausdruck:

ooa a a, b, b, b,
4 1 0 o ... 0 | —2m o ... o©
4,1 o o ... o0 o —27 ... O
4,1 o o o o o —2mi
B | 2m o o o o o
B, { o o= o o o o
B, o o ...2m 0 o ... o0

Die Gleichungen (4) fir die Unterdeterminanten von D setzen uns in
Stand, die Determinante D selber zu bestimmen.’

Bilden wir namlich aus einer Reihe Unterdeterminanten die Deter-
minante p*" Grades:

oD
W P T Py
D=1 . e ,
aD aD oD
a—ﬁ; 3ﬂp2 T %

so haben wir erstens nach (4):

, |

- ’

@iy

! Vgl. hierzu die ganz analoge Untersuchung bei KrRAZER und PryM, Newe Grund-
lagen einer Theorie der allgemeinen Thetafunktionen. 8. 63 f.



Zur Lehre von den hyperelliptischen Integralen. 27

WO

a__n a_12 “ .. a__‘p

o O p3 « -+ O gy

—pt
ist, eine Determinante, die uns im nachsten Paragraphen wieder begegnen
wird. Thr Wert ist bekanntlich stets von null verschieden.

Einen zweiten Wert von I’ finden wir, wenn wir in bekannter Weise
diese Determinante zu einer Determinante 2p*® Grades erweitern, sodass
wir erhalten:

I .. O o o
o . I o .. O
D= |3D 3D 3D 3D |,

aall D aa]p ;ﬁlcl. e s o 3'_’;;;

oD 3D oD 2D
;T Ay Py T Py

Multiplicieren wir diese Determinante mit der Determinante D, so er-
halten wir mit Benutzung der Gleichungen (5):

Uyt ++e G_pp O ... 0O

DD =
oy - o, D...o
Oy .. 0, O ...D
Apr oo v Oy o)
=Dy . ... . =(—1) * D*A.

a__u « 0o a_u,
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Vergleichen wir dies mit dem eben erhaltenen Wert von D', so folgt

»(p—1)

(7 D= (=) T

2

Als wichtigstes Ergebnis folgt hieraus, dass die Determinante D von den
Verzweigungspunkten unabhangig ist. Fur p = 1 haben wir die Le-
gendre’sche Relation. '

Die entsprechende Determinante fiir die Periodicitatsmoduln anderer
Fundamentalintegrale ist 6fters Gegenstand der Untersuchung gewesen,’
zuletzt von Herrn VamLex in Crelles Journal, Bd. 114, S. 47, doch
scheint die hier gegebene Ableitung neu zu sein.

Wir wollen schliesslich fur die Integrale A4,(x) und B,(x) einen Satz
ableiten, an den sich eine allgemeinere Betrachtung anschliessen wird,
die uns im folgenden Paragraphen von Nutzen sein wird.

Aus den Darstellungen (1) von A4, und B, sehen wir, dass wir diese
Integrale in der Form ansetzen konnen:

r Qu(
3) aw) = [T, Ba) = [Eas
worin die P,(2), @.(¢) ganze Funktionen von z vom Grade 2p sind. Aus
denselben Formeln in Verbindung mit den Gleichungen (2) des vorigen

Paragraphen folgt:

. dd4 ”

P[L(ei) = ];1:2.3 ;z(w)=5f (ei)pip.?
. aB I,

Qu(e) =1im s = 11 (e)g.

Nun haben wir aber nach (6) im vorigen Paragraphen:

. 2(z — e,») aA,L(a:) . 2(2 - ei) aB,u.(w)
Pu= 77 T T T e
also ist
1 34,(z) — I 9B/L(”) — s , (r=1,3,...,p)
P,(e) o6 Qules) e Fei)z—e)

! Vgl. Fucus, Crelles Journ. Bd. 71, S. 128 ff. KONIGSBERGER, Vorlesungen
itber die Theorie der hyperelliptischen Integrale, 8. 70—78. WINCKLER, Wiener Sitz-
ungsber. Bd, 62, 8. 115,
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und wenn wir nach z differentiieren:

19 (Pu(s)) _ 1 @)y ___ 1 & s
(9) P,L(ei)&?i( s ) Qu(e)ae¢< s )'— f’(e,-)dzz—~ei- (2=1,2,..,p)

Wir erkennen also, dass fur die 2p ganzen Funktionen P,(z) und ¢,(2)
derselbe Satz gilt, wie fir die Funktionen ¢,(2), dass ndmlich die Aus-

I 2 (Py(2) I 2 (Qu(2)) .. .
driicke P, (&-)ﬁ( - ) und @ (e{)—é;i( . ) fir alle Funktionen P, und

Q, denselben. Wert haben.
Wir wollen jetzt wenn ¢ (2) irgend eine ganze Funktion von z ist,

i (e )

durch das Symbol
(10) ALY = 50 (M)

d(e)de \ s

bezeichnen und fragen, welche Bedingungen eine Schar von ganzen Funk-
tionen ¢, (2), ¢,(2), ..., ¢.(2) erfullen muss, damit

ist A(g) = Aldy) =... = Ald) ==

Wir konnen jede ganze Funkfion linear aus den Funktionen ¢,(2)
zusammensetzen, sodass wir ansetzen konnen:

Sl’o == Gy Po + a9 + .- + @u ;s
D = a0, + 0,0, + ...+ aupy,

....................

fbn = nofpo + anlfﬂl + e + ankspk’

wenn % der hochste unter den Funktionen ¢ vorkommende Grad ist.
Bilden wir jetzt das Symbol A,, so ist

I

Ag,) = Ai(e) = = Ay(gs) = 25(z — o) O:s

also
I

A, (¢0) — oospo_l_ 01¢1+ +a_a0_k§ik:|’

SJ(G) 9¢; 8

A, (¢n) — 0+ 9““”’”" + 3“""”' o ],

On (e,) de; 8
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Soll nun fur jedes z

Ady) = Ad) = ... = A(¢) = =

sein, so milssen die Gleichungen bestehen:

I 9a,, I da, 1 Bag ®
¢, (1) 96 &, (e;) de; Onles) de 0
1 20, . 1 ﬁaa,“ o o I 9, o (1'.)
v —_— == L e e &/ = 9
(I I) ¢y (ei) de ¢, (&) 9y ¢a(es) e (i=0,1,..,2p+1)
I 3aol~ L I aau, _ _ 1 3@,,,& c(‘)
¢0(6,) o¢; S‘ljx ('65) C ¢"(e') de; ko
und es ist
i . O
(12) =0+ @2 php P

Wir konnen dies in dem Satz zusammenfassen:

Damit fir ein System von ganzen Funktionen ¢,,...,,, die sich in der
angegebenen Weise durch die ¢ ausdricken, A (¢,)=A(¢,)=...= A,(¢n)
ist, ist notwendig und hinreichend, dass

I _%m
uler) e !

vom Index p unabhdngig ist.

Diese Schliisse bleiben unverandert, wenn wir statt der Darstellung
der ¢ durch die Funktionen ¢ eine solche durch irgend eine andere
Funktionenreihe y, (k=1,2,...) ansetzen, fur die A,(y,) bei jedem Wert
des Index % denselben Wert hat. Wir haben somit den allgemeineren Satz:

Sind ¢,, &,y ¢y y... und g, , %55 ¥ --- zwei Reihen ganzer Funk-
tionen von 2z, fur die

Ai(¢1> = Ai(§b2) = Ai(il’.v,) = =Ty
A‘(Zl) = Ai(l?) = Ai(la) =...=0,
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und lassen sich die Funktionen der einen Reihe linear durch die der andern
darstellen, so dass

Xe = ;Cm &

80 ist

vom Index M unabhangig lllld
0. — o 1
=T+ ch s

Liegt im Besonderen, wie dies im nichsten Paragraphen der Fall sein
wird, eine Darstellung der ¢ durch die Funktionen P,(2z) und @,(z) vor,
go dass

P P
Sb#(z) = AEA#API + E:IB#A @,

S0 miissen
I 3‘4#;

Iu(e) de;

. 1 3B,
0 — und dP = £

¢'u(8,‘) 36¢

vom Index g unabhingig sein und es ist

. p r.
(13) Ai(sbfl) =7, =0, +20§‘)‘f+zd§’)%a
A=1 A=1
wo aber jetzt
0 — I d s
i '(ei)ﬁ._z'z—e,-

zn setzen ist.
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ZWEITER TEIL.

Die Normalintegrale erster und zweiter Gattung und ihre
Derivierten nach den Verzweigungspunkten.

§ 6. Die Normalintegrale erster Gattung.

Das Normalintegral erster Gattung w,(z) (g=1,2,...,p) wird be-
kanntlich definiert durch die Bedingung, am Querschnitt @, den Periodi-
cititsmodul #i zu haben, an allen tibrigen Querschnitten erster Art aber
stetig zu sein. Bezeichnet wieder A die Determinante der Periodicitits-
moduln der Hauptintegrale erster Gattung an den Querschnitten erster
Art, also

ad_11 A_19 + « o a_ip
' a_gl a_gg . s . a_gp

(1) A=
A_p1 OGpo - o= O_p

und werden die Unterdeterminanten durch

(2) A, = °A

# Qo

bezeichnet, so ist das u'° Normalintegral 1. Gattung
(3) u,‘(a:) = 7} E éA}-’-‘a)_x(x). (=1,3, .., p)
A

Irgend ein Integral erster Gattung w, das an den Querschnitten erster
Art die Periodicitatsmoduln a,, a,, ..., a, hat, wird durch die Normal-
integrale in der Form

I
m

(4) w = .ga,‘u,‘

dargestellt.
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An den Querschnitten 2. Art hat das Normalintegral u, die Periodi-

citatsmoduln
. .
D> N r=1,% 0

und es ist bekanntlich

a, = a,,.

Neben die Darstellung (3) der Normalintegrale 1. Gattung durch ein
System von p linear unabhingigen. Integralen 1. Gattung tritt eine andere
durch die Integrale A4,(x) und B,(#), die in mancher Hinsicht Vorzige
vor der ersteren bietet. Es ist namlich die Untersuchung der in der
ersten Darstellung auftretenden, aus Periodicitatsmoduln gebildeten De-
terminanten bis jetzt noch nicht in wunschenswerter Weise durchgefiithrt
worden und scheint auch betrichtliche Schwierigkeiten zu bieten, wihrend
man auf der anderen Seite in den verschiedenen Ausdriicken fiir die
Funktionen 4, und B, und ihren ausgezeichnet einfachen Eigenschaften
Mittel besitzt, um in vielen Fallen mit ihnen vorteilbhaft arbeiten zu
konnen.

Diese Beziehung zwischen den Normalintegralen 1. Gattung und den
Periodicitaitsmoduln des Integrals » entspricht dem. Satz aus der Theorie
der Abel'schen Integrale, dass sich die zweite Halfte der Periodicitits-
moduln eines Integrals 3. Gattung (das stets als eine Differenz von 7-
Funktionen aufgefasst werden kann) ausdruckt durch die erste Halfte
und die zwischen den Unstetigkeitspunkten als Grenzen genommenen Nor-
malintegrale 1. Gattung.! Wir leiten sie in folgender Weise ab:

Es gilt der Satz:

Sind a,,a,,...,a, b ,b,,...,0b, die Periodicititsmoduln irgend eines
Integrals erster Gattung w an den gleichbezeichneten Querschwitten, so ist bis
auf eime Integrationsconstante

(5) = ;(“ABA(“’ — b, 4,(x)).

I
27t

Offenbar hat die rechte Seite infolge des im vorigen Paragraphen
gefundenen Verhaltens der 4, und B, an den Querschnitten die gleichen

! CLEBSCH-GORDAN, Theorie der Abel’schen Funktionen. 8. 119,
Acta mathematiea. 20. Imprimé le 16 aofit 1895, 5
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Periodicitatsmoduln, wie das Integral w. Es ist also zum Beweise des
Satzes nur zu zeigen, dass die Summe rechts in 7" von jeder Unstetig-
keit frei ist. Zu diesem Behufe fuhren wir die Darstellungen der 4, und
B, durch die Hauptintegrale (§ 5 Gleichungen (1)) ein und erhalten

w = ZI— 2 nw_,(z) ;(a;ﬁ”; — ba)

T pe—p

14 I P
471"&’ ”§1 ”w__n(x) ;(alﬁnl — b)_ aM) —Rn§72wn(x))‘z(alﬁ_nl — b,\a_“).
Hier setzt sich die erste Summe aus den Hauptintegralen 1. Gattung zu-
sammen, ist also wiberall stetig. Die zweite Summe dagegen fallt fort,
da wegen der bekannten bilinearen Relationen zwischen den Periodicitats-
moduln je zweier Integrale 1. Gattung

;(alﬂ—nl — b, a—-nl) =0
1st. Damit ist der Satz bewiesen.

Wir erhalten jetzt sofort als Darstellung der Normalintegrale r.
Gattung durch die Integrale 4, und B;:

(6) 2,(%) = By(s) — = T, 4,(a).

Wir fuhren nun far die Integranden der Normalintegrale 1. Gattung
die Bezeichnung ein:

=1,2,..s
dz P (2=1,2,..,9)

Es sind also die @,(z) ganze Funktionen von z vom Grade p — 1
und ich behaupte:

Die Funktionen @,(z) haben die Eigenschaft, dass der Ausdruck

1 9 /0.(2)
Ai(¢#) = Qﬂ(e‘);&_( #s )

fir jede derselben den ndmlichen Wert hat.
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Beweis. Differenziiren wir Gleichung (6) nach 2 und multiplicieren

mit 2, so erhalten wir
I 1
¢#(Z) = 5 Q,u.(z) _%?Q#RPA(Z).

Hier haben wir also @, durch die im vorigen Paragraphen eingefithrten
Funktionen P, und @, dargestellt und es ist in den dort am Schluss be-
nutzten Bezeichnungen:

1
'A/ul = ap.l) B/L/\ = %(#A)'

T 2m
Soll nun der obige Satz richtig sein, so mussen, wie wir gesehen haben,

1 QBM
¢p,( 01‘) 0¢;

© — 1 GA,,,A
V= e
¢I’-(ei) aei

und 4P =

vom Index p unabhingig sein. Von den df’ ist das evident, denn sie
P, (e;) 9¢;
von u unabhingig ist. Das ist aber in der That der Fall, denn es ist,
wie Herr TroMAE ' gefunden hat

sind alle null. Dagegen sind die ¢ von g unabhingig, wenn

(7) 2 4 Do) Do) bpbtr )

- .~ ~ 343 orey
o 7 (&) i=0,1,...,20+1

Damit ist der Satz bewiesen.
Aus der letzten Gleichung finden wir weiter

051‘) — __E_ ¢l(ei)

27N ?

mf (e:)

! TaoMAE, Crelles Journ. Bd. 71, S. 212, Vgl. auch ScHRODER, Uber den
Zusommenhang der hyperelliptischen a- und 9-funkiionen, Diss. Gottingen 1890, 8. 35.
Die Formel ergibt sich tibrigens sofort durch Ausfithrung des iiber die Querschnitie er-

du u, @) (z
streckten Integrals | —Sduy = | —% __“_(___) dz.
°¢; 36; &
T

g
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also liefert Formel (13) im vorigen Paragraphen:

(8%) 7 = I 2 (d&(z)) 1 d s 2 D:(e;) Pi(2)

@,L(e.-)ge_.- s _—mc_ﬁz—'ei—;;i ~ (&) s

und durch Integration erhalten wir

I —_ — 8 _i d)l(ei)
(9a) O T(z) = T eYe—e)  m4 T(a) A4;(z).

Eine zweite Darstellung der Funktionen 7z, und T liefert der vor-
letzte Satz im vorigen Paragraphen. Es ist namlich nach (4)

w

— . a_ u
o T A Fl A

also
1
;0,,_“(21’) = py ;a-;ul (01(5)7

daher kéonnen wir nach dem erwihnten Satz sofort hinschreiben

1 i +_x_z 1 da_u Da(2)

28(z — ¢) e ppu(e) d6; 8

oder da nach (6) in § 3:

1 va_pm, .
Op—u(es) € = Pa
1st:
. 1 I Q;(z)
(8D) T«—m*ggl’ﬂ s
und
(9b) Tz) = 22—~ Tp,u(a).

Die Integrale g%‘ sind schon wiederholt bei Untersuchungen im Gebiete

1

der hyperelliptischen Integrale verwandt worden, besonders von Herrn
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4’,;(6.-) d¢;
Wert hat, nirgends ausgesprochen gefunden.

TromAx," doch habe ich den Satz, dass fur jedes g denselben

Das Integral T,(xz) unterscheidet sich, wie (9b) zeigt, von 2—“’. nur
durch ein Integral erster Gattung, wird also auch nur im Verzweigungs-
punkt e, unstetig.

Wir wollen mit Hulfe der Darstellung (g9a) die ersten Glieder der
Entwicklung von T(z) in irgend einem Verzweigungspunkt ermitteln und
fassen daher zunachst die Entwicklung der Integrale A4;(#) ins Auge.
Wir gehen dabei zuriick auf die Definition dieser Funktionen als Quer-
schnittintegrale (§ 4, (4)), also auf die Formel

4,(z) g+ sdC

T J{—z20"
17}

Hier entwickeln wir die Funktion unter dem Integralzeichen als Funktion
von z in der Umgebung irgend eines Verzweigungspunkts e, und erhalten

in e 4,(x) =f"+ Vi (ex)yz — e + e

Z(C— 6];)0’

b

Bedenken wir nun, dass

d¢ .
f 20'((——_8;5 = Pnr

9}

ist, so folgt hieraus
d — —
4, (%) = ;fz"'_—cel‘t + Puvr(aWe—e + - ...
12}

Das Integral auf der rechten Seite ist nur dann von null verschieden,
wenn der Integrationsweg &, den Verzweigungspunkt e, einschliesst, also

! TmoMAE, Crelles Journ. Bd. 71, ferner Bd. 93, 94, 101 tiber Integrale
zweiter Gattung.
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wenn A gleich der grossten in S enthaltenen Zahl ist. Nennen wir diese
Zahl k', so dass

(10) K= E(g),

so ist offenbar f z dCe = 2mi(M’), also
— “k

(I l) in €’ Al(w) = m(M’I) + Pn\/f-"—(‘et—) \/5—‘% +....

Um die Entwicklung von 1}(:0) zu finden brauchen wir noch die-

und haben dabei zwei Falle zu unterscheiden.

jenige von

— e

1) Ist e, ein von e verschiedener Verzweigungspunkt, so ist

(12a) in & £ ‘/f(s")\/ g N

1—e e ¢

2) Im Verzweigungspunkt e; ist

(12b)

z_ei_\/f(e‘)[ _ ;;f:«))\,z wt o]

Die Entwicklungen (11) und (12) fithren wir jetzt in (9 ) ein und erhalten

in e: (kZ7)

. Op(e) , 2f ()] 1 I
T(s) = — 2 552 4+ 20 [2(6‘__&)-——E§@(ei)pn]\/z—-e,;+...,
i . —— I _ D¢ (e:)
in e¢;: Z'i(x) ‘/7-(—3;)'«__—2—-.35 2 f,(e‘)
1)
\/f(e)[Sf(e) "’”"A]‘/" ot

Wir wollen diese Formeln noch etwas weiter ausarbeiten. Es ist nam-
lich nicht ohne Interesse, dass sich die Coeffizienten von z—e¢, resp.
V7 —e auf der rechten Seite in recht eleganter Weise durch die Deter-
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minante A ausdriicken lassen. Differentiieren wir nfimlich A nach dem
Verzweigungspunkt ¢;, so ist offenbar

Yy ey e
38{ ~ da_j, e rafian M oe

oder da nach (6) in § 3:

da._.
'3';‘&‘ = ¢o_1(€) Py
so ist:
2A .
(13) 5}:— = ;%Alﬂspp—l(ei)pm' !

Nun folgt aber aus Gleichung (3) dieses Paragraphen, wenn wir nach 2
differentiieren

I
‘?Alﬁf%—-l(z) =~ AD,(2),

also finden wir aus Gleichung (13)

2log A I
(14) e = m = 0u(e)p.

Das ist aber grade die Summe, die in der obigen Entwicklung von T\(z)
im Coeffizienten von (z—¢, auftritt. Wir nehmen hierzu die leicht zu
beweisende Formel
(&) alogF
7(e) deq

wo
F die Discriminante von f{2)

bedeutet und haben

(15) L) | L%, (o)p, = Le(AVF),

' Aus dieser Gleichung in Verbindung mit (8) und (10) in § 3 erhilt man leicht

die Gleichungen
3A Z _plp+1)
oe; =0 und % e 2 A

(Vgl. WiLteEISS, Math. Ann. Bd. 31, S. I42.)
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Wir wenden uns jetzt zu dem Coeffizienten von z —e¢, in der Entwick-
lung von T (z). Den hier in der Klammer stehenden Ausdruck erhalten
wir offenbar, wenn wir in Gleichung (8 b) den Index i durch % ersetzen,
mit s multiplicieren und dann z = ¢, setzen. Dann wird

1

) —I-.E@,.(e,.)p“ = lim s7, = lim s 2 (a)ﬂ(”))

2(9; - ek) - oA tme; =€ ¢I‘(el) 56—" 8
(162) 0.(5) | _0u(e)
. I 2 n{ B ul €i

- QDﬂ(eg)[ ez + 2(e; — e,)]'

Die rechte Seite lisst sich umformen. Es ist nimlich

also

90,(e:) P.(e) _ 90,(e) 1 of (e) _ [e) 2 [0u(e)
:8], + 2(81-—‘ elr) - al;k _Zf’(ei) de; "( i> o 2¢#(e,-)4 93}[ f’(ei) ].

Nun folgt aber aus Gleichung (7) in diesem Paragraphen

Pu(e)' __ 13%,
f(e) 406

also ist

I I _ 1 fle)  dau
T 2 wl(e‘>p“ - g 0#(8i)¢#(€k)304 de; :

2(6;—ey) m A

Setze ich nun

2
1 oTau,

(17) 80, (e:) Pl er) 0i0es Ties

so bleibt », wnverdndert, wenn ich i und k vertausche und hat uberdies
for jedes  den niamlichen Wert. Wir haben dann

I
2(6,‘ _ el-)

(16 b) "‘%Az@(ei)pn. = ["(€:)7u-

Wir finden jetzt schliesslich, wenn wir (15) und (16b) in die Ent.
wicklung von T;(x) eintragen:
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¢k v,)

in e (k29) Ti(x) = 2 e
(18)
s D; (e)
. T(g) = — —r &
n é; i(x) Vf, (ei) «5 m— f (85)
___2 dlog(AVF) Vi
Vr (&) o6
Um nun noch z; durch die Determinante A auszudriicken, differentiieren

wir Gleichung (14) nach e, und benutzen dabei gleich die Formel (12)
in § 3. Dann kommt

+ 2y (o) vz —e + .

_3i+"'

?log A _ z 20 (e.) +
D,

96596];

20, ( i)(pi#'—'-pkﬂ)'

27i(e; —e,,) #
Nun ist nach (16a) und (16b)

20 i ’ 4
_;6(];—6) = (ei) @F(ek)ﬂik 2(6.“'—(—6 )ek)

also haben wir

%log A "(e;)
aejek =f7(ﬂ; %:@M(ek)ﬁiﬂﬂik m 2 D,(€) s,
oder nach (16b)
3*log A o 1 , I I )
aeiaek _ f <ei)77ik(2(ek — ei)_ f (ek)vik> - 2(0“_ ek) (2(3,‘—— Gk)_f (e,-)mk>

= — (&) (&) 7 _‘T(?L—"_k)i.

Es ist aber, was leicht einzusehen

I _1I ?*log F
(6i — &) 2 oeide

folglich erhalten wir schliesslich als die gesuchte Formel:

__2'log(A \/_)

de;0er

(19) f’(ei)f'(ek)%?k

von der wir noch weiterhin Gebrauch machen werden.
Acta mathemation. 20. Imprimé le 16 aoGt 1895. 6
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Wir notieren noch als Periodicitatsmoduln von T;(x) nach der Dar-
stellung (9 a):

+ —
an a,: I;,—T1I;,=o0,

(z0) L )
an b,: T, — T, = 423

f(e)’

und beginnen jetzt eine neue Betrachtung, die uns wiederum zu den Inte-
gralen T;(z) fuhren wird.

§ 7. Die Normalintegrale zweiter Gattung.

Bekanntlich bedient man sich der Normalintegrale erster Gattung,
um zu einem beliebigen Integral der Klasse ¥, das aber nicht Integral
1. Gattung ist, ein anderes W zu finden, das an simtlichen Querschnitten
erster Art stetig ist. Wir nennen W das zu V gehorige transcendent nor-
mierte Integral. Sind a,,a,,...,a, die Periodicitstsmoduln von ¥ an
den Querschnitten erster Art, so ist

W=7V—LTau,.
Ty A

Danach ist also beispielsweise, wie (9 b) zeigt, Ti(z) das zu g; gehorige

transcendent normierte Integral.

Wir wollen nun die Integrale untersuchen, die wir durch solche
transcendente Normierung aus den Hauptintegralen zweiter Gattung ge-
winnen.

Wir definieren sie, indem wir jedes mit einem constanten Faktor
multiplicieren, durch die Gleichung

(1 a) 20,(2) = pw, () —-%;aﬂul, (k=1,2,...,)

und nennen sie die Normalintegrale zweiter Gattung.

Wir werden fur diese Normalintegrale 2. Gattung eine Reihe von
Eigenschaften nachweisen, die durchaus mit bekannten Eigenschaften der
Normalintegrale erster Gattung correspondieren, so dass es gerechtfertigt
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erscheint, zu dem System der Normalintegrale 1. Gattung grade dieses
System von Normalintegralen 2. Gattung hinzuzufigen, die dann zu-
sammen ebenso ein vollstandiges System von Fundamentalintegralen bilden,
wie die Hauptintegrale oder die Integrale 4, und B,.

Wir wollen zunichst das tiber samtliche Querschnitte erstreckte In-

tegral
I=fwﬂdu, =fw#?1§fldz
Vi il

betrachten. Ein erster Wert desselben ist
— . I 2
= -—— T W—E - aﬂlah]

und hier ist, wie man aus (1) sieht, die Klammer proportional dem
Periodicitatsmodul des Integrals v, am Querschnitt &,.

Einen zweiten Wert erhalt man durch Entwicklung des Integranden
im Unendlichen. Es ist aber

. oo, p
in 0o, @, = i-.;+2_p+1’
d)v(Z)__ . A]vI A‘MI A,uv I
D= e Pt Wt R gt B
also

Qe _ . 4 TAI

O ¢r Az

folglich ist auch

. 1A
I=—o27m.2 IAw
m# A
und wir haben daher die Formel
(2) ﬂp,v — % zl:a,dah = %f—-m—éAEi. (1y=1,9, ., 2)

Es sind also die Periodicititsmoduln der Normalintegrale 2. Gattung:

+ —
an @,: v, — v, = O,

(3) . - A
an b, v, — v, = 2m 3>

A
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Wir wollen nun in die Definitionsgleichung (1) der Normalintegrale
2. Gattung an Stelle der Integrale u, die Hauptintegrale 1. Gattung mit
Hulfe von Gleichung (3) des vorigen Paragraphen einfithren. Es kommt
dann

(1b) 20,(2) = pow,(z) — L, 0_(2)

und darin ist

z Avl

(4) Cw N A (tv=1,3, ..., 9)

Fur diese Grossen ¢, besteht der merkwiirdige Satz

(5) c;u = cv;n

denn das Querschnittintegral K = f o,dv, ist erstens:
P

27t Zaﬂ A 2_m

Andererseits ist

. ©0 z¥
1, —
n C\'J,. wv""‘i;"" z;:-l'-l’
o p oo w 73 N
dz —2 2? P T Al T T el p+2
also
dv Cyy 1
/4 v
W, —= —= —— i —
Ydz 2y 3 +
und
2m
K = C

womit (5) bewiesen ist.
Als dritte Darstellung der Normalintegrale 2. Gattung notieren wir
die durch die Periodicitatsmoduln der Funktion r:

(1c) v, () = — ; é&"—‘Al(w).
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Wir fiuhren jetzt durch

dv, _ W(2)
(6) B

(£=1,2,0.,P)
die ganzen Funktionen (p 4+ p)** Grades ein:

(7) 2¥,(2) = pgpi,(2) — % ;aﬂlq)l(z)

und differentiieren (1a) nach ¢, Dann kommt, wenn wir frithere Er-
gebnisse benutzen:

o 0w
2 a—e: = pPpsa(€:) 0 ,%, §¢p+ﬂ(ei)pu% — ﬁ T; ZA:%A @,(e:)

] I
= pgo,,ﬂ(e,-)[%:—z —; ;Z’M“A] — 1117% ;aﬂl ?,(e&),

folglich nach (9b) in § 6 und (7):

(8) W — ¥, (e) Ti(a).

9¢;

Wir finden also den Satz:

Der Ausdruck er')g% ist vom Index p unabhingig und ebemso wie
p\ &g 3

der entsprechende aus den Normalintegralen 1. Gattung gewonnene Ausdruck
gleich dem Integral Ti(z).

Als erste Folgerung ergibt sich aus diesem Satz, wenn wir in (8)
zu den Periodicitditsmoduln an den Querschnitten 2. Art tbergehen:

3 (Aw\ _ 2 9(a) Tu(e)
©) ee.-( A) Tom )
Hat diese Formel schon grosse Ahnlichkeit mit der Thomae’schen par-
tiellen Differentialgleichung (7) des vorigen Paragraphen, so entspricht
dieser doch noch vollstindiger eine andere Gleichung, die wir folgender-
massen finden.
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Es ist nach dem auch im Paragraphen 5 benutsten Hauptsatze der
Determinantenlehre

Wir differentiieren diese Gleichung nach e; und haben in Rucksicht auf
Gleichung (6) in § 3 und auf die eben gefundene Formel

A
0= sop—ll(ei);pﬂ% + :"f((:)) Ea-—pl @l(ei)i

oder da
,%;?“—M ?y(&) = p,.(€)
ist:
Vule) _ _ Iy, Am
(10) Flad = "3 PR

Jetzt wollen wir die durch Gleichung (4) definierte Grosse c,, nach ¢; diffe-
renziieren. Wir erhalten dann, wieder mit Benutzung von (9)

OCuy v 2p ¥,(e
QZL =ﬂ¢p+ﬂ("i)21’n%‘l+ z/:f(B)Za ?,(e)

oder nach der zuletzt gefundenen Formel:

dcu Te
9_65- =2 f ((e ; [ﬂ P+I‘(ei) ?a[tl ¢1(eg)].

Hier steht aber nach (7) in der Klammer grade 2¥,(e;), also ist schliesslich

Sow _ __ , Tule) (o)

(I I) 36;‘ 4 f(ei)

Eine Gegentberstellung der Eigenschaften der Normalintegrale erster
und zweiter Gattung wird ihren durchgehenden Parallelismus deutlich
hervortreten lassen.
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*, = zi‘;éﬁﬁw_l, v, = "'Z —AX“’-LAA,
24, = B, — %?aﬂ,A,, 20, = pw,— Zeyo.,
Gy = mZﬂ'—/‘# A“ O = ﬂz Aﬂ
Oy = Oy Cw = Cops
2, Oul() Oles) %w . __ , Ve o)
?e; (&) %e; f(e)
(x 2) I ?ﬂ‘ I o T.

Die bisherigen Entwicklungen in diesem und dem vorigen Paragraphen
haben uns zu einer Reihe von Sitzen gefithrt ((7) in § 6 und (9), (11),
(12) in diesem Paragraphen), deren gemeinsamer Charakter sich in fol-
gendem Satze ausspricht:

Es seien £ und ¢ irgend zwei der (2p 4 1)(2p 4 2) Grossen

AR AC) LSO ACYIAC) Vyler)
O I O I i O I O I o O B M CY M

dann ist das Produkt f’(e;)¢;f; jedesmal gleich der Derivierten einer ge-
wissen Funktion W der Verzweigungspunkte nach e;:

F(e)tit; = ”:V
Die folgenden Betrachtungen werden nun dazu fithren, fir alle diese
Grossen ¢; (i=o0,1,...,2p+ 1) ein System partieller Differentialgleich-
ungen aufzustellen, aus dem sich dieser Satz in einfacher Weise ergibt.
Wir differentiieren die Gleichung (9 b) des vorigen Paragraphen nach
einem von ¢; verschiedenen Verzweigungspunkt e, und erhalten mit Ruck-
sicht auf die Formeln (11) und (12) in § 3:

»T; 1 Yo dw S
e e e —_— Wy — —
dex 2(6; — €z) <ae.; 98;,> Zm(e.- — &) A (10,). “) A 2 Pa 5o e
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oder offenbar

—_—_—— e —_—

Hier ersetzen wir in der Summe rechts —e— durch @,(e,)T;,. Dann erhalt

T, den Faktor
- - EP.A ?,(e:)

2(ey — e;) 7t A

und dies ist, wie man aus (16b) im vorigen Paragraphen ersieht, gleich
f'(e.)na, folglich haben wir

(13)

Dieses System partieller Differentialgleichungen hat nun nicht nur die Inte-
grale T; (i=o0,1,...,2p+ 1), sondern auch alle andern oben aufgefihrten

Grossen t; zu Losungen. Dies folgt fur die Grossen ?"((:')) (p=1,2,...,p)

aT;

¢, k=0,1,...,2p+1)
3o 2@1 — Gk) + (&) 7a T a=p

aus ihrer Eigenschaft, (bis auf constante Faktoren) Periodicititsmoduln
¥ (e)
f (&)
weise mit Leichtigkeit aus Gleichung (10), wenn man sie nach e, diffe-
rentiiert und (9) bertucksichtigt. Ausserdem werden die Gleichungen er-
fullt durch jedes System von Derivierten der Integrale T|(z), ..., Typ41(2)
nach z zu beliebig hoher Ordnung.
Es seien jetzt

der Integrale T; zu sein, fur die Grossen ergibt es sich beispiels-

13

A A

und
{79 AN

zwei Systeme von Losungen, so dass

ot; ’
(139) LS _ek) B et

oty
der 2(e, —_ ek)

(I3b) + 7 (ek)%kt’

Zu beiden Gleichungen nehme ich die aus ihnen durch Vertauschung von
¢ und k folgenden, wodurch 7, ungeandert bleibt:
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ot t ,
(13¢) £=—;@t—k;—35+f(9i)%ktw
ot t , ,
(I3d) SeI: Z(e i x) +f (e )v'kt

und eliminiere 7; sowohl aus (13a) und (13d), wie aus (13b) und (13c).
Dann kommt:
,ati at ’ ’ /3 ’
f,(ei)tis_e_—'f( )t,,a: 2(e@-I— o) [F(e) bt + () teti)s

at,c

Pt o — Pt [Fle)tts + F(e)tts)

Z(e — &)
Durch Addition dieser beiden Gleichungen ergibt sich

f’(e‘i)a(at:.:;) . f/(ek)a(tktl’c) f(e,) t' + f(ek) t tk

¢ 6

Nun ist aber:
fle) _ of(e) re) _ r(e)

e — €; o6 ’ e; — 8k ¢y

also folgt
3, A )
@[f(ei)titi] = a—c;[f(ek)tkt,,]
und diesge Gleichung fuhrt uns nun zu dem Satz:

Sind ), 8, ...y byrry byt ooe, tagyy 2wei Ldsungssysteme der par-
tiellen Differentialgleichungen (13), so existiert eine Funktion W der Ver-
aweigungspunkte von der Eigenschaft, dass

]
(14) re)tits = ‘i" 50, s 394D

Nun kdnnen aber die beiden Losungssysteme auch identisch sein und daher
besteht der Satz:

Jedem Lisungssystem t,,t, , ..., by, ist eime Funktion V der Ver-
2weigungspunkte derart sugeordmet, dass

/ -_— @=0,1,..,, )
(I 5) f (e )ti vor 0,1, ..., 2041

Acte mathematica. 20. Imprimé le 17 apOt 1895. 7
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Die Funktionen V geniigen einer partiellen Differentialgleichung
zweiten Grades, die wir aus (13a) erhalten, wenn wir diese Gleichung
mit 2f'(e;)#; multiplicieren., Dann kommt

2f'(e;)t (_e.) 2f’(e)fl(ek)77;kt Ui

'93 ek
Die linke Seite ist hier offenbar gleich %‘[f’(e,-)t?] =5§;51:; , also folgt
durch Quadrieren

VN e , 9V 3V
(98;361‘) 4f (e)f(ek) ""ae e

oder nach Formel (19) im vorigen Paragraphen

(16) (_3,_17.) ’+ M (414 = o. (G k=0,1,...,2p+1)

2¢;9¢; 9e;9¢; de; 9¢;
Die Gleichungen (15) und (16) ersetzen das Gleichungssystem (13).

Den Lbsungssystemen %(is) und f(( %) der Gleichungen (13) sind als

Funktionen ¥V die Grossen g, resp. c,, zugeordnet, also sind
Gy Oggyveey gy
und
Ci19Cagrever Cpp
Losungen der partiellen Differentialgleichungen (16).
Wir wollen jetzt die Funktion V aufsuchen, die gemass (15) den

Integralen 7 zugeordnet ist, fragen aber zuvor etwas allgemeiner nach
der Funktion W, die sich gemiss (14) ergibt, wenn wir

t=Ti(z), &= T(¢)

annehmen, wo & ein zweiter variabler Punkt ist. Es ist dann W Funktion
von 2z und { und wenn wir setzen

W =2p(z, &),

go ist

(17) Fle) Ty(w) Ty(€) = 22229,

¢
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Wir wollen hier far Tj(z) die Darstellung (9b), fur 7(£) die Darstel-
lung (9a) im vorigen Paragraphen einsetzen und erhalten dann

Fe) TV &) = — 52 5 4 = 7 A% (o) — ST 4,0 04(e) 7).

Nun ist aber nach § 4 Gleichungen (5) und (6):

6 du(x)__ 29r(a: , §) pas ZGAA(E)
C—e; og - o¢; ’ {,'—-e;— o6

b

ferner ist

¢A(e,5) T,(ﬁ) = M,

¢
also folgt
Fle)T(2)T8) = 2 22 % 4, () (o),

und wir sehen, dass
(18) plx, & =r(z, & —%?Al(é)ul(x).

Das ist aber offenbar das tramscendent mormierte Integral dritter Gattung.
Es hat als Funktion von z dieselben Unstetigkeiten, wie r(x, &), ist an
den Querschnitten erster Art stetig und besitzt am Querschnitt 8, den
Periodicitatsmodul 2u,(£). Ferner ist

p(x, &) = p(€, o),

wie sich unschwer mit Hulfe von (10) in § 4 ergibt.
Jetzt lassen wir die variablen Punkte # und & zusammenricken,

setzen
V= 2Q(x)

und haben

(19) '(e) Ti(2)* = 2

Die Funktion £(x) selber lasst sich nicht durch Funktionen und Integrale
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der Klasse darstellen, wohl aber ihre Derivierte nach z. Man erhilt
diese, wenn man in die Gleichung

’ aT; . 99’(:&)
Pl) T =28

fir T; die Darstellung (9a), fur 4T 7; die Darstellung (8b) in § 6

dz
einsetzt. Es ergibt sich dann auf ahnliche Weise, wie oben
de 1 f(s) 2 D, (2)
(203) (E:—‘Z'—RZ—EZ—A—S*AAOU).

Die Funktion £(z) kann Unstetigkeiten nur in den Verzweigungspunkten
und im Unendlichen besitzen.

In den Verzweigungspunkten verhalt sich Q(x) wie —-;log f(z), wir

konnen jedoch auch, die oben gegebene Entwicklung der Integrale T in
den Verzweigungspunkten benutzend, die ersten Glieder der Entwicklung
von £ in irgend einem Verzweigungspunkt ermitteln.

Wir entwickeln zunachst g—f nach (20a) in der Umgebung des Ver-

zweigungspunkts e,, indem wir nach (11) im vorigen Paragraphen die
Anfangsglieder der Entwicklung der Integrale 4,(z) einfithren. Dann
haben wir

Y. 1 S SUS ooy v O N
me: 2o = — }fg[f(z’) 2—“"]
4 ¢A(9k)

TR e (W oAl =i
=i & Vi o —a ) + pavialvi=a + -

1 __{f'(ek)_4¢k'(6k) I
z— e 2 f'(e-k) \/m \/;:_0;

oder nach (15) im vorigen Paragraphen

—%?(Dl(e,,)p“ — .

o 4@ 1 de(e) 1 alog(AVF)
in ¢ 2 =~ N >~ .o
Daraus folgt durch Integration

O (er) 3 log (A VF)

2@ = —log(z—e)+ 2¢,—38

(6—e)—...

eV 26
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und hierin ist noch die nach z constante Grosse ¢, zu bestimmen. Wir
differentiieren zu dem Ende die letzste Gleichung nach e; und erhalten

. 20 ,
in e, 200 = f(e) T}

de; e

. dcy ¢k(3k) 22 lOg(A:/‘FT)
- e e e

Andererseits haben wir nach (18) im vorigen Paragraphen

: (i
ine: 1) T = 4 25— 8 7T 0 ()i e —
also folgt

zf_k__ ¢Io(ew) Sapy

de; T fler) | de

und da diese Gleichung fur jedes ¢ besteht, so ist
I
Ck = "2' ak'k' .

Die weitere durch Vergleichung der beiden Entwicklungen folgende Re-
lation

/)
e = ()

wird durch (17) im vorigen Paragraphen bestatigt.
Wir haben also hiermit fur £ in der Umgebung des Verzweigungs-
punkts e, die Entwicklung

Dy 1
‘Q=——£log(2"“'ek)+£ak'k’_ \/;:((ek))\/ — ey — a Oggi\/_)(z )

Uber das Verhalten von £ im Unendlichen unterrichten wir uns

0i(z) Al(x)

durch eine. Umformung der in 9 auftretenden Summe iz
dz m

Wir werden némlich finden, dass diese trotz der im Unendlichen vor-
handenen Unstetigkeiten der Funktionen 4,(z) dort zur ersten Ordnung
null wird.
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Es ist nach der Partialbruchzerlegung von LAGRANGE:

Di(2) Da(2) s@i(e)
A ) 2.: flea)e — &)’
folglich

R A N e )

Hier steht aber in der Klammer grade die in der Darstellung (9a) im
vorigen Paragraphen auftretende Summe, also ist

2 D,(2)
EZ: v Ae) = —.Zz-s—es[f'(es)(:~ei)+ T"(””)]'

Nun ist

PSRN 3 SN SSE Y [ G2
= [ (a)e—e) T [a)z — ) dz \f(z)) ~ ()"’

2 N~ O(2) __ [ s Ti(#)
w ; ls 4(z) = 70} z z2— e
und aus (20a) wird

(20D)

also kommt

2 2p+l
f( ) +

t=0

18
Nlr—t

z—e,

Es ist demnach im Unendlichen, wenn wir die Entwicklung von in

(1
§ 2 benutzen:
i@ _pt1
dz

2| XL(2) + 77 Zoy(e) Ti(2) +
+ Top(e) T®) + ; Tepnale) Ti() | + 2

Hier treten rechts Summen auf von der Gestalt 2¢,(¢;)Ti(2).

Es sei nun ¢(z) irgend eine ganze Funktion von 2z vom Grade <p+ 1,
so gilt der Satz:'!

! Dieser Satz folgt sofort aus (9a) in § 6, wenn wir bedenken, dass fiir jede der-

artige Fuoktion Z (pl(;‘(;by = O ist. Diese Identitht ergibt beiltufig fir die Periodiei-
T {

titsmoduln @,, gemtiss (7) im vorigen Paragraphen die Differentialgleichungen:

da %a da
E = E 6—= = 0, A2 = 0. (gy=1,2..p
de; 9e; 7 9y
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Tg(e)Tiia) = — 2.

Wenden wir diese Gleichung auf die obigen Summen an, so erhalten wir

s O, @_P'}'I— i{) zP—lso‘(z) ¢(z) ?P'Fl(z)
in 0 S =PEip[T ey )y e ]+):2.

Hier wird aber jedes Glied in der Klammer im Unendlichen gleich

+ 5 + Z,, also ist

. O, a2 _p+1_ _p+2 _ 1
n 0, ds =z 2 + 2, = z+z“'
und daher
in 1, Q = —1logz 4 fct. cont
o g . .

3

Uber das Verhalten von £(«) an den Querschnitten gibt uns die Gleichung
(19) Aufschluss. Es folgt aus ihr, dass an irgend einem Querschnitt

2 ;‘a(é — 9) = (e)(T; + TYT,— T)

ist, also ist, infolge des am Ende des vorigen Paragraphen angegebenen
Verhaltens von 7T; an den Querschnitten:

an a,: 28—%(52— ) = o,

? + — + — ? -+ —
an b,: 25&-(9—9) = 40,(e)(T; + T,-)=4a—“(u,‘+u#,

sodass wir erhalten

+ -_—

an a,: 89— Q9=c¢,

A
+ = + - -
an b#: .Q——:Q=2(u#+uﬂ)+dp.=4“u+2aﬂ;x+d;t!

wo die ¢, und d, von den Verzweigungspunkten unabhingige, also nu-
merische Constanten sind, und zwar ganze Vielfache von 4.
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Ausserdem hat @ constante Stetigkeitsunterbrechungen an Schnitten,
die von einem beliebigen Punkte nach den logarithmischen Unstetigkeits-
punkten, also den Verzweigungspunkten und den unendlich fernen Ge-
bieten verlaufen.

Eine aufmerksame Betrachtung der hier abgeleiteten Eigenschaften
der Funktion 2, besonders ihres Verhaltens an den Querschnitten, weist
auf eine enge Beziehung zwischen ihr und der hyperelliptischen Theta-
funktion hin und in der That leistet sie fir diese, was die Klein’sche
Funktion @2y fur die Sigmafunktionen leistet,’ indem sie die explicite
Darstellung der Thetafunktion ermoglicht. Ein nsheres Eingehen auf
diesen Zusammenhang liegt ausserhalb des Rahmens dieser Arbeit, wir
wollen daher nur kurz im einfachsten Fall den Thatbestand angeben.

Die durch die Reihe

p
+= += %
(9((%# . 77“)) =ml=z—w L mp;_weQ((‘m))+ 2":1"‘/4(“# 77;1),

worin

definierte Funktion, wird, wenn nicht die Reihensumme identisch ver-
schwindet, als Funktion von 2z zur ersten Ordnung null in p vereinigt
oder getrennt liegenden Punkten

€198y 0res &
und wenn die mit den 2p ganzen Zahlen
91> 92139, hyyhyy ooy ky
gebildeten Simultanperioden symbolisch durch
(9h), = g7 + hya,, + hya,, + ... + hya,,, (#=1,3,..,)

bezeichnet werden, so besteht zwischen den Nullpunkten und den Para-
metern 7, , ..., %, die Beziehung

I = VZMIKE,) + (9%' » _é(GH),u ®=13,...p)

! vgl. KueIN, Math. Ann. Bd. 32.
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Hierin sind die g, 94, ..., 90, b, Ry ..., h, ganze Zahlen, die von dem
Verhalten von log# an den Querschnitten, die G,.-.n G, H ..., H,
solche, die von dem Verhalten von logf(z) an den Querschnitten ab-

hiangen, und zwar derart, dass

+ +
an a,: loglgz; = qH,7i, an J,: logizz—) = — 4G,z
(= (%)

ist. Bei dem von uns gewahlten Querschnittsystem ist’

Gl_—:I, G‘):Q,,.,,Gp:—.p,

=1 H=1,..., =1

g

Es mogen nun die Nullpunkte ¢, .. "

., &, siuntlich in Verzweigungspunkte

e(l) s 6(2) N c(P)

fallen. Dann gestaltet sich der p4'* Parameter folgendermassen:
Man bilde die Funktion

A(z2) = Ve—eW. g — e, 7 —e®

und bestimme 2p ganze Zahlen g, ..., g,, by, ..., k, derart, dass
A+ A+
an a,: log _(z) = h,mi, an b,: log—‘<i> = — g,7i
A(z) A(z)

ist, dann ist der u'** Parameter

M= — (G g, I+ B, + (W),

! Zum ersten Male treten diese Zahlen wohl in der Abhandlusg von Herrn Prym,
Zur Theorie der Funktionen der zweiblittrigen Fliche, 1866 (8. 35 Charakteristik (x)
anf, ohne freilich ausdriicklich genannt und bezeichnet zu werden, doch haben sie dort
wegen des anderen Querschuittsystems entsprechend undere Werte.

Acta mathematica. 20. Imprimé le 11 povembre 1895, 8
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und die in den p Verzweigungspunkten verschwindende Thetafunktion ist,
abgesehen von einem nirgends verschwindenden Exponentialfaktor

) =% ... % Ol 1 1y) +2§<,,,,L+ Z{:L> <* B g_+i>

my my

H- %
G4y

1

und diese Thetafunktion nun wird mittels der Funktion 2 durch die Gleichung

H4h A(z) —;@
1 = C;‘_I_:e
G4y V7(2)

dargestellt, worin ¢ von z unabhingig ist.

Strassburg i. L., September 1894.




