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MI~MOIRE SUR L'I~LIMINATION 

PAR 

J. HADAMARD 
~. BORDEAUX. 

r. La mdthode des fonctions symStriques apprend ~ 51iminer les 
ineonnues x~, x2, . . . ,  x~ entre les dquations 

(1 )  f ,  = o ,  ---  o ,  . . . ,  f , + ,  = o 

en formant le produit llfn+~(xl, x 2 , . . . ,  xn), 5tendu aux syst~mes de va- 
leurs de x l ,  x2, . . .  , x. qui vSrifient les n premi&res ~quations (I). 

On obtient ainsi pour le r~sultant n ~ I expressions diff~rentes en 
considSrant successivement comme 1~ derni&re chacune des ~quations don- 
n~es. I1 peut ~tre u t i l e  de savoir comparey entre elles ces diffSrentes 
expressions, ou plut6t leurs num~rateurs. Cette comparaison peut m~me 
se presenter comme n~cessaire dans certaines m~thodes d'~limination (voir, 
par exemple, OTTO B]:Er~AN~, {]bet die Bildung der Eliminanten eines 
Systems algebraischer Gleichungen~). 

Comme on arrive h, des rSsultats intSressant diff~rents points de la 
th~orie de l'~limination, nous sommes amends ~ reprendre l'ensemble de 
cette tll~orie, apr&s quoi nous aurons ~ pr4senter certaines applications 
g~om~triques. 

M o n a t s h e f t e  fi ir  M a t h e m a t i k  und P h y s i k ,  5 e annd% pag. I7--33 ; 
Yienne 1894. 

Acta matb~matica. 20. Imprim~ le 7 septembre 1~06. 26 
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~ 6  

2. Rappelons d'abord ce qui se passe pour le cas d'une seule in- 
eonnue. Soient les deux 6quations fx(a~)= o, f2 (x )= o, ou, en rendant 
homog6ne, 

(i ') f, (x , ,  ~,) = o, f~(~,, x,) = o 

de degr6s m~, m 2 respectivement. Le r6sultant de ces deux 6quations, 
que nous d6signerons par R~ est lc produit 

Ilf,(x~ , x~) 

oh les x~,x: sont d6finis par l'6galit6 (identique par rapport aux u) 

Cette expression B~2 est li6e ~ l'expression analogue R~ par la relation 

ttllm2 . B,~, = ( - - I )  B,~ 

3. Les fonctions fa(xa, x~), f~(x,, x2) 6tant repr6sent~es symbolique- 
ment par a~ b~'-', la quantit6 invariante B~2 s'exprimera par une combi- 
naison de d~terminants symboliqucs. 

Prenons d'abord f2 seul sous forme symbolique, fl 6tant donn6 par 
l'6gulit6 (z). I1 faudra remplacer / ~  par la quantit6 

],n, 

oh la sommation est 6tendue aux !m__ z, permutations des m~ couples 
(b~ a) , b(2~)), (b] 2) , b(22)), . . . .  Le probl5me de l'expression symbolique du 
r6sultant est donc identique au suivant: Za forme 

f ~ ( u , , - - U l )  = (ulxi" + u 2 x ? ) . . .  (u,xl ~') + u, xC ')) 

dtant reprdsentde symboliquement par (au)"' (ou encore :par u~"', en posant 
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a~-----%, a= = ~ a ~ ) ,  trouver sous forme symbolique la somme des puissances 
m= ~m~€ des Ira, produits tels que 

C2) (2) -V 

Les deux expressions 2'~ ~ et /~2 sont effeetivement 6quivalentes moyen- 
nant le remplacement des u par ]es b. 

4. Le produit ~ est racine d'une 6quation de degr6 Ira, dont les 
coefficients sont des contrevariants de f~; le dernier terme de cette 6qua- 
tion est du reste imm6diatement connu. I1 est 6videmment 

[f~ ( u i ' ,  - -  u?,)f ,  (~-~), - -  , ? , ) . . .  f~ (u~ ~1, , - -~i~,) ) ] l  (~,-~,. 

I1 suffira done d'avoir form6 les t m , ~  I premi6res sommes de puis- 
sances pour pouvoir calculer toutes les autres. 

Le nombre I m , ~  I augmentant rapidement avec m~, cette remarque 
n'a pus d'application g partir de m~ = 4. Mais c'est elle que l'on emploie 
duns le cas de m~ = 2, et elle conduit directement au calcul de R~ pour 
m~ ~---3. M. GoaI)AN a en effet ~ formd les r6sultants de l'6quation du 
3* degr6 avec les 6quations de degr6 infdrieur ~ 6. Or ceci suffit, d'apr6s 
ce qui vient d'dtre dit, pour passer au cas de m 2 queleonque. 

En ddsignant par S, 82 S-a~ les expression,~ de/~x~ pour les cinq 
6 ~ 6 ~ ' ' ' ~  6 

premiers degr6s, on devra ~ en d6duire les quantit6s 

"~1 ~ ~ ~1~ 
I I S~ S,S~ S~ 

A~ s'~ S~$2 $1 s~ S~ s,  
=24 4 "~--3--~- 8 4 ' 

As---- s~' -t-s~s2 sls~ S~s3 s~S3 S,s, So 
--12---S i~ 8 6 - k - - +  4 5 '  

3 I I 3 #I tp 3 l i t  ; I t  3 3 IV I 3 .a~ = (ab) (,~ 6) (,~ b ) (,~ b ) (ab) (,~ ~) (a~b,') ~, 

Math .  A n n a l e n ,  t. 3, pug. 355 et suiv. 
Voir SP.RRET, Algdbre supdrieure, t. I~ pag. 460. 
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et le rdsultant de la forme cubique avec une autre de degr6 quelconque 
m~ sera 1 

2~, ~ , . . . ,  ~r ddsignant successivement les diff6rents systbmes d'exposants 
entiers et positifs qui vdrifient la condition 

il faut seulement observer que, dans les multiplications, les a doivent 
~tre remplac6s chaque lois par des symboles synonymes, mais non les b. 

5. La r6solution du probl6me d u n  ~ 3 permettrait de r6soudre 
sous sa forme g6n6rale le probl6me de l'expression des fonctions sym6- 
triques, tel qu'il se pose dans la thdorie des formes. En effet, de l'ex- 
pression 2.'~ "~ peut se d6duire par formation polaire l'expression plus 
g6n6rale 

<:> (k = I 2 , . . . ,  m~) figure dans m 2 facteurs, les oh chaque couple z~ *) , x: 
couples des u correspondants dtant ou non diffdrents. La sommation est 
6tendue aux l~n~ permutations des x et l'on a pos6 

(3) ~Vl "r " J r - ~ 2  r " 

Or eette expression est la fonction sym6trique la plus g6n6rale dans 
les termes de laquelle n'entrent que des facteurs contrevariants. Les 
facteurs covariants se ram6nent d'ailleurs aux pr6cddents par la substitu- 
tion u~ ~ y ~ ,  u~ ~ ~ y ~  et les facteurs invariants par l'identit6 

(4) I 

6. Le calcul d'une expression /) conduit ~ une quantit6 du mdme 
degr6 total mlm ~ par rapport aux lettres u et aux lettres a, et qui par 

1 SF.I~I~T, ibid., pag. 449 
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suite peut s'6crire k l'aide de faeteurs du seul type (au) (ou u~); car si 
un  terme quelconque renferme des faeteurs (uu') il renferme un m6me 
hombre de facteurs (aa') que l'on peut accoupler aux premiers pour 
utiliser l'identit6 

( 5 )  
' ' 

~$aUa, ~ Ua ,~  ~. 

Ce r6sultat peut d'ailleurs 6tre atteint de plusieurs faqons diff~- 
rentes, d'ofi, pou r la q uantit6 cherch6e, plusieurs formes symboliques 
6quivalentes. N6anmoins certaines de ces formes devront 6tre consid6r6es 
de pr6f6rence aux autres. 

Remarquons en effet qu'une expression symbolique off n'entrent que 
des facteurs u~ peut imm6diatement s'exprimer en fonction des x par la 
relation 

(6) •(I)?/(2) 9/(m0 I ,~ 1 2 
o -o . . . - - o  _ 

off dans le second membre les indices inf6rieurs subissent toutes les per- 
mutations possibles. 

L'expression symbolique devra 6tre telle que cette operation conduise 
'~ une quantit~ /)1 identique ~ P.  Mais deux cas peuvent se pr6senter. 
Ou bien l'6galit6 /)1 ~ P est une identit6 par rapport aux F; ou bien elle 
ne devient telle qu'en remplaqant ces i" par leurs valeurs (3)- Dans le 
premier cas nous dirons, pour abr6ger, que la relation P1 = P est essen- 
tiellement identique. Nous allons faire voir dans un instant que pour 
toute quantit6 P existe une forme symbolique satisfaisant k cette con- 
dition, autrement dit une forme symbolique essentiellement ~quivalente. 

7. L'avantage des formes symboliques essentiellement 6quivalentes 
est de se conserver lorsqu'on passe k un nombre de variables sup6rieur 
k d.eux. 

Soit 

off T~ a cette lois la valeur 

r~ = u~x~ ~) + . . .  + u~xk ~) 
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une forme, d6composabl6 en facteurs lin6aires, h h variables, h 6rant un 
nombre que nous pourrons faire varier "~ volont6. Formons dans ces 
nouvelles conditions la quantit6 

_p = 2'rZr' . 

Cettc quantit4 peut s 'exprimcr sous une forme symbolique qui, 6tant du 
m~me degrd par rapport aux u et aux a, peut 6tre ramenSe comme 
pr~c6demment ~ ne contenir que des facteurs ~t,,. Comme de ceRe forme 
symbolique on revient k la forme primitive en employant  prdcis(iment 
la mOne relation (6) que dans le eas de h = 2, une forme symbolique 
essentiellement dquivalente trouvee duns ce dernier cas conviendra dgale- 
ment ~ notre probl~me actuel. 

Inversement, si une forme symbolique de l'expression P convient 
pour h suffisamrnent grand, elle est cssentiellemcnt dquivalente. 

Ceci revient g d i re  que l'on peut prendrc h assez grand pour que 
les ~-~ soient tous ind~pendants. Or, dans l 'hypoth6se contraire, comme 
toute relation existant entre ces quantit~s pour une certaine valeur de 
h reste dvidemment vraie pour les valeurs moindres, il existerait pour 
le nombre h une certaine valeur ~ partir de laquclle le systSme E des 
~quations qui lient les ~- entre eux ne changerait  plus jusqu'k h = ~ 
Ce systSme devrait 6tre tel que, v4rifi6 pour ccrtaines valeurs i-~ i des T 
et pour d'autres valeurs "~ T, , il soit par cela m6me vdrifid pour les valeurs 
T~q - T~ 'i (cette addition revenant au doublement du nombre h). De 
pareilles dquations ne peuvent dtre quc lindaires, ce qui est manifeste- 
ment impossible dans l'esp~ce. 

En particulier, ceci nous permet d'affirmer l'existence d'une expres- 
sion symbolique essentiellement ~quivalente pour toute expression 20. 

8. La formation gdndrale de l 'expression P permettrait  d'obtenir, 
pour un nombre queleonque h de variables, les fonctions sym6triques 
invariantes des syst~mes x ~ * ) , . . . ,  x~ k) qui figurent dans une forme du 
type (7)- 

En effet, de telles fonetions peuvent s 'exprimer k l'aide de faeteurs 
symboliques du type T~, et de facteurs d~terminants: ees derniers se ra- 
m~nent aux premiers ~ l'aide d'une formule analogue k la formule (4). 
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9" Si nous appliquons sp6cialement au r&ultant de deux formes 
binaires (au)"= u':' et (b~)" ~" z z, nous pouvons nous demander s'il existe 
pour ce r&ultant une forme symbolique qui, lorsqu'on remplace, soit les 
lettres b, soit les lettres a par des u, soit dans les deux cas essentielle- 
ment 6quivalente. 

Pour r&oudre cctte question, nous consid6rerons les deux formes 

/ ; ' ~  u~, 

k un nombre queleonque h de variables (les variables tangentielles u pour 
l'une, les variables ponctuelles x pour l'autre). 

Si la premi6re forme est d6composable en facteurs ]in6aires 

(8) 
m 

u = H ( <  -. ,  r + u : ~  ) + . . .  + u,~(2), 

le produit des r&ultats de substitution des syst6mes des $ dans la 
deuxi~me forme s'exprime par un invariant commun g F et ~. Soit 
A l'expression ainsi obtenue, qui n'est pas compldtement d6termin~e en 
ce sens qu'on peut lui ajouter une quelconque des expressions G qui 
s'unnulent lorsque F est un produit de faeteurs lin~aires. 

Si de m~me r se d~eompose en facteurs du premier degr~ 

(9) r = fI(vi )x, + . . .  + 
k=l  

le produit des rSsultats de substitution des diffdrents syst&nes de x dans 
F sera un invariant commun B,  ddtermin5 seulement aux  expressions D 
pr& qui s'annulent lorsque r admet une telle rSduction. 

Je dis que l'on peut disposer des quantit~s addifionnelles C et D 
de mani~re g rendre les invariants A e t  B identiques. 

Pour cela, remarquons que lorsque F et ~ sont tous deux d& 
composables en facteurs l~nSaires, on a n~cessairement A = B,  ces deux 
expressions repr&entant toutes deux le produit 

f i  n 
i = l  ~"____~\'~I Z/1 ~ ~ ~ Jr- ~h 2/I, ] "  

II ressort de lk presque 6videmment que la diff&ence B peut s'ex- 
primer par la somme d'une expression C et d 'une expression D: c'est lg 
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un fait g6n6ral dont un cas particulier est fourni par le th6or6me de 
NOTnmr sur les courbes planes passant par l'intersection de deux courbes 
donn6es. Ici cette conclusion peut s'6tablir directement de la facon 
suivante. 

Supposons F r6ductible et repr6sent6 par le produit (8). La diffd- 
rence A-- .B,  qui est un polyn6me homog6ne et sym6trique par rapport 
aux $, est par suite une somme de termes de la forme _PQ, off /-' est 
une fonction sym6trique dl6mentaire des ~: et Q une fonction des coeffi- 
cients de r Cette derni6re est n6ccssairement une expressioI~ D, puis- 
que la somme .,~PQ est nulle, quels que soient les ~:, lorsque F et 
ont respectivement les formes (8), (9). Si done nous remplagons les 
fonctions symdtriques P par leurs valeurs en fonction des coefficients de 
F ,  nous aurons une expression D, identiquement dgale s la diffdrence 
A -  B chaque fois que F est rdductible et qui par suite n'en diff6rera, 
pour F quelconque, que d'une expression C, ce que nous voulions 6tablir. 

Dans l'identitd 
A--B.-=-C+ D, 

los pblyn6mcs C et D ne sont pas, il est vrai, n6cessairement des in- 
variants. Mais ils le deviennent par l'application de la m6thodc ordi- 
naire (substitution lin6aire la plus g6n6r'41e et application r6p6t6e de 
l'op6ration ddsign6e dans la th6orie des formes par la lettre ~2). 

D6s Iors, si h a 6t~ pris suffisamment grand, la quantit6 

A - - C - - B + D  

fournit, en y r6duisant le nombre des variables b~ deux, une expression 
jouissant de la propri6t6 cherchde (les formes binaires donndes 6tant 

b:). 

(E) 

Io. Soient maintenant 

f l=o,  

(2) :2 - - o ,  

(3) = o ,  

trois 6quations de degr6s m 1, % ,  m~ aux ineonnues x, y. Les termes 
de plus haut degr6 des polyn6mes f l ,  f2, f3 nous donnent trois f0rmes 
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binaires f0, f0, fg, dont nous formerons les r6sultapts. Nous d6signerons 
par R~ le r6sultant de /co, f~, et, tout  d'abord, nous supposerons ces 
r&ultants  diff6rents de o. D6signons par x (~), y(~) les solutions communes 
aux 6quations E , ,  E 2 et consid6rons le produit  

= v!"). 

Ce produit s'exprime rationnellement k l 'aide des coefficients des 
6quations E, mais dans son expression figure un d6nominateur lequel 

/~0'ns n'est autre que ~ .  En effet, dans l 'Squation finale r&ul tan t  de l%li- 
nfination de y entre E, et E~, le coefficient de 0~ ~''* est R~; il en est 
de mdme de l '~quation en x-}-2y, ~ cause des propri6t~s invariantes de ~R~2. 
L'expression P3, qui est de degr~ ma par rapport aux x , y  ne peut done 
renfermer d'autre d~nominateur que ce coefficient ~lev~ k la puissance 
m a. Nous poserons 

(~o) /~,~ / , .  n0~ 
*'~12 " 

En partant  des dquations E~, Ea, nous formerons los expressions 
analogues Pa et /g211 = Pl-*-23n~ Nous nous 'proposons de rechercher la 
relation entre P~ et Pa (ou entre R~s a e t  R~2a). 

I I. Consid6rons g cet effet le produit  //1 analogue k Pa, mais off 
fa est remplae6 par f . a -  2. Ce produit  s'exprime par un polyn6me en 
2 qui, 6ga16 k o, exprinle q u e  ~ = fa(x (~ , y(~). Le produit  des racines de 
l '6quation Ha --~ 0 (consid&6e comme 6quation en 2) est done ~P~; le terme 

P, 
ind~pendant de 2 est PI" Le rapport  P33 est par suite 6ga1 au coefficient 

de 2 ~ dans H,., multipli6 par ( - - I )  ~"~. 
Or, si nous effectuons la transformation 

I y 

qui, aux dquations f~ == o, f~ ~ o , / ' 3 - - 2  = o, substitue les ~quations 

/ i, (,) F, _= �9 -' ,f ,  7 ,  = o ,  

~pm2 ao f 1 

Aeta mathemati~a. 20. Imprim~ le 7 septembre 1896. 2 7  
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le produit  H~ sera remplaed par le produit 

/ 7 ; =  r/, . (m , ' )" ,  - H, 
(//~)~,' 

la multiplication &ant &endue aux solutions communes aux deux derniSres 
6quations (E'). 

Pour 2-----co, le produit B'~ prend une valeur finie et d&ermin&, 
ear l '6quation E; se r~duit ~ x '~  ~ o, de sorte que //'~ devient 6gal 

b~,/ , en d&ignant par b le coefficient de y~ dans ~. Nous aurons 

done k multiplier eette quantit6 par la puissance m~ ~ du coefficient de 
~m~ darts l l(x).  Ce dernier s'obtient en formant par l '6limination de 
entre f~ = o e t  ~ ~ 2 = o l '6quation en x. Prat iquant  cette blimination 

par la m&hode des fonctions symdtriques en partant de l 'dquation f2 = o ,  
j~o 

nous voyons que le coefficient de x ~ est ~ et le terme ind@endant 

de x un polyn6me de degrd ,m~ en 2 avee ( - - I )  ~' pour premier coefficient, 
bin3 

de sorte que le coefficient de )yo. dans l l (x)  a la valeur 1~2--~(--~)"~(~+m~', 

ce qui donne 

on 

Pz /~0ma 

Ps K'~ ~ 2 3  

(i 2) mlm2ta3 

Si nous remarquons que la substitution (123~ est alternde, tandis 
\23~/ 

que la substitution {s3~] ne l'est pas, nous voyons que notre rdsultat 
\ 213 /  

donne l%n0ne6 suivant: L'e~pression (xo) ne change pas par une substi- 
tution altern@ des indices I , 2 ,  3, au lieu qu'une substitution non allern~e 
la multiplie par ( ~  I) ~ , '~ .  

0'est ~ cette expression enti~re /?123, ind@endante au signe pros, 
comme on le voit, de l 'ordre dans lequel on prend les 6quations, qu'il 
convient de donner le nora de rdsMtant des polyn6mes f~, f~, f3" 
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~2. Si nous voulons dtudier la mdme question au point de rue 

projectif, il faudra considdrer les trois dquations 

(E) [ (~) f~ = o ,  

(~) 5 = o ,  

(3) 5 = o  

comme homog~nes et de degr~s respectifs m~, m2, m~ par rapport  aux 

variables x j ,  x2, x 3 qui correspondent ~ ~ ,  y par les relations x = -  

Pour voir ce qul remplacera le r4sultant /R.~ considSrons le rSsuI- 
taut  des deux formes binaires a ~ ,  byz, lequel s 'exprime par des facteurs 
d~terminants symboliques binaires, et appliquons-lui le principe de trans- 
lation, c'est s dire changeons chaque facteur ddterminant binaire en un 
d~terminant ternaire par l 'addition d'une lettre u. Nous obtenons ainsi 
un contrevariant commun des formes f~, fz, que nous nommerons / ~ .  
Ce contrevariant  se rdduit k R~~ pour u~ = u~ ~ o, u~ ~ I. II peut d'ailleurs 
se d5finir sans que l 'on connaisse la forme symbolique du rdsultant. I1 
suffit d 'appliquer aux deux formes donn~es une substitution lindaire oh 
la nouvelle variable correspondant ~ x~ soit u~xx ~ u~x~ ~ u~x~, de former 
sur les nouvelles formes le rdsultant /~]z et de diviser par l a  puissance 
m~mz du d~terminant de la substitution. 

Egalde ~ o, la fonction //]'~ exprime que la droite u~ = o passe par 
un point ({1 = o, f: --~ o). E l l ee s t  identiquement nulle si ces deux courbes 
out une partie commune. Sinon, x(~ ~), x~ ), x(~ ~) d~signant les coordonndes 
de leurs points communs, on a 

~.) ~,~,~), ~:~ = ~ H ( ,  ~ + ~ + 

chaque fac teur  dtant ~lev~ ~ une puissance convenable, qui n'est autre 
que le degr~ de multiplicit~ du point correspondant; et tt dtant un facteur 
constant. Autrement  dit, le rapport  

(i 3) # (~1~ ~ + ~ ,~'  + ~,~') 
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est ind6pendant des u. Mais ee rapport  d6pend des d6terminations adopt6es 
pour lea x (lesquela ne sont d6finis qu's un facteur de proportionnalit6 
pr6s). Pour x ( ) )=  xl ~) . . . . .  I, on a 

comme on le volt en faisant u ~ = % = o ,  u ~ = I .  D6s 1ors R~23 peut 

gtre d6fini: le produit  l~f~(x(p, z~', x(3 ~) multipli6 par  la puissance m3 ~e 

de la quantit6 ( I 3 )  , soit 

oh le second membre est cette fois inddpendant des u d'une part,  des 
facteurs de proportionnalit6 qui figurent dans les x, de l'autre. En 
prenant  le caa de g----= I, on voit que le rdsultant est donnd par le produit 

f~(xi '), x~ ~), x~~ oh les x sont d6finis par l 'dgalitd (identique par  rapport  

aUX U) 
at  r r  ( i )  ~ u 

i 

13 . Le r6sultant consid6r6 sous forme symbolique est donc une 
expression de la forme P consid6rde au n ~ 7- En particulier on saurait 
calculer cette expression symbolique si ] 'on savait r6soudre le probl6me 
pos5 au n~ 6: trouver pour le rdsultant de deux formes binaires une ex- 
pression essentiellement dquivalente. Ceci permettrait  en effet d'abord de 
calculer la forme /~2, puis de passer au rdsultant / ~ 3  par la consid6ra- 
tion du r6sultant de deux formes, l 'une de degr6 m~m~, l 'autre le degr6 m~. 

14. .L'dquation RI~ 3 = o  exprime la condition n~cessaire et suffisante pour 
que les dquations E aient une solution commune (autre que x 1 ~ ~2 = x:~-~o). 
Si en effet //1~ n'est p a s  identiquement nul, l '6quation de d6finition (I4) 

montre que |es conditions /~12a~-~-o, 1-~[. f3(x(~ i), x~),x(8~))=o sont dqui- 

valent.es. Dana le cas contraire, le r6sultant, que l 'on peut regarder 
comme compos6 ~ 1'aide des coefficients de R~2 et de f~, se r6duit ~ o, 
et d 'autre part, il est manifeste que lea 6quations E ont une solution, 
puisque lea deux courbes fi o, f2 ~ o ont une partie commune, laquelle 
coupe f3 ~ o en un certain hombre de points. 
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I5. Le r~sultant fourni par la m~thode dialytique, telle qu'elle 
est indiquSe par CAYLEY, 1 coincide, au signe prSs, avec le r~sultant R~23. 
C'est ce que l'on volt en constatant: ~o que l'expression R de CAYLEu 
est de clegr4 m~m~ par rapport  aux coefficients de f~, d'ofl r~sulte que 

le rapport ~ est ind4pendant de f~, et pareil lement de f2,f~; ~o que 

les deux expressions R, /~23 se r~duisent routes deux k I pour/'l----x~"', 

f2  ~ ~2 f ,  x ? .  

I6. Les conclusions auxquelles nous venons de parvenir s'6tendent 
d'elles-m6mes au cas d'un h o m b r e  queleonque n d'inconnues. On peut, 

cet 6gard, r6p6ter ident iquement  les raisonnements pr6c6dents; cette 
fois, nous les pr6senterons sous une forme plus simple ~ certains ~gards 
en partant directement des 6quations rendues homog6nes. 

Soient n -{- I polyn6mes f l ,  f : ,  �9 .. , f,+l de degr6s ml, m2, . . . ,  m.+~ 
respectivement par rapport  aux variables xa, x ~ , . . . ,  x.+~. Nous allons 
ddfinir le r6sultant /~,~ ...... +1 de ces polynbmcs et d6montrer que a,rq, T,... 
6tant une permutation quelconque des indices I ,  2 , . . . , n +  I, on a 

(:S)  = / t l , :  ...... + : ( - -  x)''"' ...... 

, ( ; , 2  . . . .  ,•  + 
oh s est 6gal a o ou k i suivant que la substitution , ~ , r  . . . .  

est ou non alternde. 
Supposons pour cela que 1'on ait d6fini le r6sultant de n 6quations 

homog6nes k n inconnues. Ce sera un polynbme entier par rapport aux 
coi~fficients des diffdrentes dquations et dont le degrd par rapport  aux 
coefficients de chacune sera marqu6 par le produit des ordres de toutes 
les autres. Ce sera un invariant commun ~ tous les premiers membres. 
Egal6 k zSro, il exprimera l a  condition ndcessaire et suffisante pour que 
les 6quations aient une solution commune (non nulle). Enfin il ne changera 
pas si 1'on change l 'ordre des dquations donndes, sauf dans le cas ou ces 
6quations sont toutes d'ordre impair  et la permutation effectu6e non al- 
tern6e, auquel  cas il changera simplement de signe. 

Cambridge and Dublin Mathematieal Papers, t. 3. 
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Revenant alors aux 6quations 

I ( ' )  f~ = o ,  
I 

I(n "4- I) f.+, = o,  

nou,~ considt!rons d'abord los n premi6res d'entre elles. En y faisant 
xn+t = o, nous aurons n dquations ~ n inconnues dont nous pourrons 
former le r6sultant ~ , :  ...... . De cette expression, nous d6duirons, comme 
il a 6t6 expliqu5 plus haut, la forme /~,~ ....... . Egal6e k z6ro, cette forme 

exp r ime  que l '6quation lin6aire u t x :  -I- . . .  A- u . + , x . + t  -~ o est v6rifi6e 
par une solution commune x~ i) , x~ +) , . . . ,  .~.+t~-"> des n premi6res 6quations 
E. EIle peut  etre ident iquement  nulle: ceci arrivera alors et alors seule- 
ment, que les surfaces repr6sent6es par ces n 6quations auront en commun, 
non pas seulement un certain nombre de points, mais une multiplicit6 
algdbrique /~ au moins une dimension. Sinon, elle sera un produit de 
facteurs 

" . ~/  ~ ( i )  ...... (u,x?' + . .  + +..+,+.+,,, 
$ 

chaque facteur sous le signe H 6tant compt6 un hombre de lois 6gal au 
degr6 de multiplicit6 de la solution commune correspondante, et p 6rant 
un hombre  ind6pendant des u, .reals d6pendant du facteur de proportion- 
nalit6 qui figure dans les x+. 

Le degr6 de la forme /~" par rapport aux u (!tant m ~ m ~ . . . m , , ,  il 
est par cela m~me d6montr6 que ce nombre est celui des solutions com- 
munes aux 6quations E , ,  E~, . . . ,  E~. 

Cela posd, formons le produit  

...... ~ d) ~J . + t ,  (I6) Rt+ .+, (u,+~~ + . . .  + u.+xx.+,)/ 

~ [ f ,  ' ++(i) p . + ,  = + , ( x ? ,  . . . ,  + . + , :  

Ce produit  est inddpendant des u, ainsi que des ddterminations choisies 
pour les  x (~). On peut en particulier choisir ceux-ci de mani6re que 
/, ~- I et d6finir notre quantit6 comm~ le produit  

R,,, ,n+, - -  ~ f.+, (z~ +) +'(̀ ) , . , ,  ~ ~' �9 �9 " ~ ' + r  
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les quantit6s x 6rant d6finies par l 'identit6 

z ( i )  ~ u II(u x /) + . . .  + , , + .  . . . . . .  . 
i 

L'expression //" ~,~ ...... +1 est done une fonction enti6re des coefficients de 
RI,~ ....... et des coefficients de f ,+l, de degr6 m,+~ par rapport aux premiers, 
de  degr6 m~m2.. .m ~ par rapport aux seconds; par suite une fonction 
enti6re des coefficients des dquations E, et dont le degr6 par rapport 
aux coefficients de chaque 6quation est marqu6 par le produit  des 
ordres des autres. C'est un invariant commun aux polyn6mes f~,.. . , f~+~, 
car dans l'expression (~6) t o u s l e s  facteurs sont invariants. Son expres- 
sion symbolique comprend n$1~]~2 . . .  :]]~rt+l facteurs d6terminants symboliques. 
On saurait d'.ailleurs former cette expression symbolique si 1'on savait 
trouver pour le r6sultant de deux formes binaires une expression essen- 
t iellement 6quivalente. 

I7. R~,~ ...... +1 ~ o est la condi t ion n@essaire et suffisante pour que 
les 6quations E aient une solution commune non nulle. C'est ce qui 
r6sulte imm6diatement de la formule (16) si 1~'~,~ ....... n'est pas identique- 
ment  nul. Si au contraire on a /~,o ....... _~ o , .on  aura aussi R~,2 ...... +~---o, 
puisque R~,~ ...... +~ est une fonction homog6ne des coefficients de R~',w..,,,. 
D'ailleurs les 6quations E auront une solution commune, car les n pre- 
miSres d'entre d ies  d6finissent une multiplicit5 alg6brique k au moins 
une dimension, laquelle coupe n6cessairement la surf~lce f,+a ~ o. 

I1 est done 16gitime de nommer risul tant  cette expression RI,~,_.;,+~. 

I8. Soient maintenant a , f l , i ' , . . . , r ] , 0  les indices 1 , 2 , 3 , . . . , n + I  
rang6s dans un ordre diff6rent et formons l'expression, "malogue a Rj,~,~,...,,+I 

(,6') 
"~- . . .  - 'b  U n + l  X ~ , + ~ / _ j  

. ) �9 . . ~ " ~ n + l ]  ~ 
k 

Le rapport  R~,~,~,...a est ind6pendant des coefficients de l 'une quelconque, 
1{1,2,8 . . . . . .  +1  

fl par exemp[e, des 6quations ~ .  En g6n6ral, en effet, tes 6quations 
E~, E a , . . . ,  E~+I ont leurs m 2m~ . . .  m,,+~ solutions communes distinctes 
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(puisqh'en y faisant x,+l = ~, de mani6re h les prendre sous forme non 
homog6ne, i ~ iI n'y aura pas, en g6n6ral, de sohltions commune infinie, 
le r6sult 'mt que nous avons appel6 o ,, B2,~ ...... § n etant pas identiquement 
nul;  2 ~ le r6sultant des 6quntions E 2, E~ , . . . ,  E~+I et de leur d6terminant 
fonctionnel, qui est une fonction enti6re des coefficients de ces ~quations, 
n'est pas ident iquement  nul, ainsi qu'on le volt en prenant pour ces 6qua- 
tions des produits de facteurs lin6aires quelconques). Consid6r6es comme 
6quations entre les coefficients de fl, les 6quations g,,~,...,~j ----- o, R~,~ ...... + 1 = o  
repr6sentent done la m4me multiplieit6 algdbrique, c'n g6n6ral sans partie 
multiple;  elles coincident done bien ~ un faeteur pr6s ind6pendant de f~. 
Cette conclusion, 6tablie dans le c~ls off les n dernibres 6quations E out 
leurs solutions communes distinctcs, subsistc par cela mOne d'une fa(;on 
absolument g6n6rale. 

On peut d6s lors, dans l '6valuation du rapport  tL, z,.c,...,o supposer 
f~ l  ,'2,...,n-hi ' 

les po]ynSmes f l ,  f~, . . . ,  f,+l remplac~s respectivcment par les puissances 
m~ ~ ,  m ~ , . . . ,  m,+~ ~m~ d'autant de polynSmcs du premier degrd. 

D'autre part, le rSsultant R~.z,:....,, des formes f~P, f , , . . . ,  f~+~ est la 
puissanc e p~m, du %sultant R~,z,~.,..,0 relntif aux {ormes f~ , f~, . . .  , f,+~. 
Cela est 5vident si O ~ I. Dans le cas contraire, on volt imm~diate- 
ment  d'ap%s la formule (I6') qu'il suffit d'~tablir la propri~td en question 
pour la quantit~ R ~ Or celle-ci, se dSduisant du rdsultant de n a, ,3,~' , . , ,v,  �9 

~quations homogSnes h n inconnues ne change pas par une substitution 
alternde, substitution par h~quelle nous pouvons rendre 7] ~gal k I. 

DSs lors le rapport Z'~;,,;,~....o est la puissance %m2...m~+~ ~m~ de 
l f l , ~ . , .% . . . , , ~+  ~ 

ee qu'il serait si les polyn5mes dorm,s ~taient du premier degr~. Mais, 
duns ce c~s, le r~sultant, qui se rSduit au dSterminant des (n + ~)~ coeffi- 
cients, est une fonction alternde par rapport 'rex indices o e , f l , y , . . . , ~ 9 .  

Nous pouvons done 5crire 

(I7) - -  I V ~ ........ ~"*' R R~,,+,r,...,0 - -  ( - -  : 1.2,~ ...... +1 

et nous aurons ainsi d~montr5 toutes les propriStSs ~nonc~es. 

19 . Les formules (I6) et (I7) permettent de comparer entre eux 
les produits P 1 ,  I '~ ,  . . . ,  P,+~. Que devient cette comparaison lorsque 
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nos 6quations ont des solutions communes? Prenons, pour simplifier, le 
cas de trois 6quations f~-----o, f~ ~ o, f3-----0 repr6sentant trois courbes 
qui out un certain hombre de points communs A.  Sur un cycle de f~ 
ayant pour origine un de ces points, f2 sera de l 'ordre l e t  ~ de l 'ordre 
l', de sorte que le hombre des intersections B de f~, f2 non communes 
avec f3 sera m~m~ ~ 27 et le nombre des intersections C de f~ et de f.~, 
non communes avec f~, m~m 3 ~ Xl' .  Proposons-nous de comparer le 
produit  des v~leurs de f.~ aux points B ~vec le produit  des valeurs de 
f2 aux points C. 

Rempla~ons, duns ce but, f3 par f3 + 2~3 (~3 6tant un polyn6me 
quelconque de degr6 m3); nous voyons que le produit des valeurs de f3 
aux points B, multipli6 par le  produit des valeurs de ~3 aux points .4, 
5gale le coefficient de ~zz duns le produit  P3 relatif  aux polyn6mes 
f~, f~, f~ % ~ ,  lequel produit  est 6gal, aux facteurs pr6s dont nous 
avons donn6 l'expression plus haut, au produit  des valeurs de f~ aux 
points t"1 = o, f3 ~ A~3 ----- o. Ces derniers peuvent se diviser en deux ca- 
t6gories: mdn ~ ~2"1'  qui, pour 2 infiniment petit, tendent vers les points 
C et ~:l' qui tendent vers les points .4. 

Sur chaque cycle de f~ ayant  pour origine un point A, ~ donnons- 
nous les ddveloppements de f~, f3, ~ :  

= t' (a + bt + . . .),  

f3 ~ t~'( a' ~- b't + . . . ) ,  

. . . .  

Les l' valeurs de t eorrespondant aux points d'intersection de 
avec f~ -~-~,~ auront leurs parties principales donn6es par a'tr-~ - 2a ~ - o ,  

que leur produit aura pour valeur principale ( - - ~ y ' ?  et de sorte le 

produit  des valeurs de f~, ( ~  "'~'~ ~a" ,) ~ a ~ .  Si nous supprimons le facteur 

~' et remurquons que les facteurs a t donnent le produit des valeurs de 

I1 est bien entendu que les ddveloppements de Zl~ ~2, ~3 sur le cycle doivent 

~ r e  tels que~ pour t ~ o, on trouve les valeurs m~mes qui figurent duns les formules 

( I3)  et suivantes (et non simplement des valeurs proportionnelles). 
A~ta ~nathe~at~a. 20. Imprlm~ le 14 septembre 1896. 28 
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~3 aux points A ,  nous voyons que le cycle en question figurera par le 

facteur (-- I) u'ar f~ ~T, c'est k dire, au signe prds, la w'aie valeur de ~ sur 

le cycle en question. ~ Tel est donc le facteur qu'il faudra, dans la formule 
de comparaison, introduire pour chaque intersection commune que l'on 
supprimera.  

20. En particulier, ceci nous permettra de voir ce que devient ]a 
formule 

( ,o ' )  = + ,  

qui exprime le r6sultant en supposant connus les points d'intersection de 
fl ~ o et de f] = o, lorsqu'un ou plusieurs de ces points sont ~ rinfini. 

Soient 
X (i) ~ y(~) ~ I (i=],2,...tmlm~--,u) 

les points communs de f i ,  f] situ~s s distance finie, 

a(L.} ~ /}(k) ~ 0 (k=L2,...,~) 

les points communs k l'infini. On a 

( '4 ' )  ' 

et e'est la quantit~ R~ H(~,,z++%y{~}+%)H(u,(~(')+%b(~}) qu'il  nous reste k 

~valuer. Or / ~  est le r6sultant des polyn6mes f l ,  f], u~xl "]-u]x2 +usx~ 
Autrement  dit, si 

d6signent les points 
on aura 

${h), $(r -3a{h) (h=l,~ ...... ,) 

d'intersection de fl = o, u~x~ "t- u~% + u3x ~ ~- o, 

1 D'aprbs la note pr6cgdente, il est clair que cette vraie valeur d6pendra~ eomme 
eela dolt ~tre, du facteur de proportionnalit6 qui figure dans les coordonndes.de i'origine 
du cycle. 
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Divisant cette valeur par le d4nominateur 

�9 �9 7 . ( , ~ ) ' ~  + + + 

nous allons pouvoir prendre pour la droite u~x~ Jr u.~x.~ Jr u3x3 = o la 
droite de l'infini u~ ~ u 2 = o, u 3 = I. Dans ces conditions, en effct, 
les points ~(h), 5~h), -3a(~') sont, d 'une part, ~ les points a (~) , b (~) , o, d'autre 
part, lcs autres points ~ l'infini (a (~') , b (k'), o), points dont nous pouvons 
supposer les coordonndes choisies de mani~re ~ ce que le produit  

~. (v,a (~') 4- v,b (~')) ---fi~ - -  v,) 

soit ~gal au quotient de f ~  v~) par ~ :[-[(v~a (k} 4-v~b(k}). Dans ces 
conditions, le ~econd factcur de la valcur (zS) de R~ devient ~gal 

hinge t'~Ch; ~.Ch) 

l 'unit& Quant au rapport H(u,~(~) + u,y (~) + %)II(%a(~) + %b{~)) ' il st pr& 

sentc sous la ~orme o o '  m a i s n o u s  venons d 'apprendre duns le num6ro 

prSc&dent ~ levcr cette inddtermination, ct nous obtenons 

([9) R = H & ( x  (') , ~'(1)~Y['eor'(')~%'-,~k'~ , b(~))(HR(ar b,,'))HL),,,. 

Lcs facteurs L sont relatifs aux diff4rentes branches infinics de f~. Si 
sur une telle branchc, f~ est d 'ordre l, x~ d'ordre l', le facteur Z, sera 

la vraie valeur de f~ -7, multipli6e par ( - -~)~ ' .  
~3 

Le facteur 17~(a (~'~, b (*')) se calcule sans que 1'on connaisse les quan- 
tit&s a (~'), b (~'). C'est le r&sultant dcs formes binaires f~0, ~ .  

Ces points ne sont pas, il est vrai, identiques avee les points a (~), b(k)~ O con- 
sidgr~s tout ~ l 'heure:  ils en diffbrent par les ordres de maltiplieitd. Les points a(~)~ b (~) 
sont comptds daus la formule ( I4 ' )  avee l~ordre de multiplieit5 qu'ils ont eomme points 
eommuns 'h fl~ f2; iei on dolt leur attribuer la multiplicit~ avec laquelle ils figurent 

comme points ~ s de f~. 

II  est bien entendu que le produit H(vla(~).-{ - v~b (k)) n'cht pas celui qu'on dg- 

duirait du produit ~ ( u , a ( ~ ) +  ~ b  (k)) qui figure dans ( I4 ' )  en ehangent les u en v~ ainsi 

qu'il rdsulte de la note prdeddente. 
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2I.  Ces r6sultats s'6tendent imm6diatement ~ un hombre quelconque 
d'6quations. Le r61e que jouait  tout ~ l 'heure la courbe f~ : :  o sera 
jou6 par la courbe repr6sentSe, dans l'espace ~ n dimensions, par les 
(n ~ i) premieres 5quations donn6es. 

22. Les conclusions du n ~ I9 fournissent une identit6 qu'il  est 
d'ailleurs ais6 de v6rifier directement, et qui peut 6tre utile dans certains 
raisonnements. Soient encore les trois courbes f~----o, f2 = o, ~ = o 
ayant  en commun un point x0, Y0- Sur un cycle de f~-~ o en ce point, 

fz aura une certaine f2 sera de l 'ordre k, f~ de l 'ordre l, et le rapport f~ 

limite L .  De mdme, sur un cycle de [~ au m~me point, le rapport  

f~ (en d~signant par k' et l' les ordres de /'3 et de fa sur ce cyc le )aura  

une certaine limite L '  et, sur un cycle de f~, le rapport  f ' '  (oh k", l" ' 

sont les ordres de f~, f~) aura une limite L".  I1 r6sulte 5videmment du 
n ~ I9 que le produit  des quantitSs L par les quantitSs L '  et par les 
quantit~s L "  est ~gal h ( - -  i) ~'k~+s~'~'§ du moins si le point x0, Y0 est 
le seul point commun; mats on peut toujours supposer qu'il en est ainsi, 
en ajoutant aux premiers membres des 6quations de ces courbes des termes 
de degr6 assez 61ev6s en x - - x  o, Y ~ Y o  pour ne pas changer les quan- 
tit6s L ,  L ' ,  L". 

I I .  
2 3. Nous avons 6tudi6 le r6sultant de plusieurs 6quations, c'est k 

dire une certaine fonction sym6trique des solutions communes k ces ~qua- 
tions. De pareillcs quantit6s, susceptibles de recevoir des applications 
g6om6triques plus ou moins simples, ont 6t5 consid6r~es par diff~rcnts 
auteurs, auxquels elles ont fourni une s6rie de th6orSmes de g6om6trie. 

C'est ainsi que I, AGUERRE 1 a 6none6 des th6ordmes sur le produit  

Comptes Rendus de l'Aead6mie des Seienees~ tome 6o~ pag. 7t--73; 
I865 . - - B u l l e t i n  de la Soei6t6 Philomatique~ p. I4o; I87O. 
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des normales men6es d'un point ~ une courbe, sur le produit dcs distances 
d'un point aux intersections d'une courbe et d'un cercle, etc. 

Un certain hombre de ces th6or6mes et d'autres analogues ont 6t6 
repris par M. ELLING HOLST. 1 

Les fonctions sym~triques qui font l'objet de ces diff~rentes pro- 
positions appartiennent k une cat6gorie particuli~re: il s'agit touj~)urs du 
produit des valeurs que prend une fonction rationnelle d6termin~e aux 

i ' d fferents points communs k deux courbes[donn6es. Au contraire, d'autres 
r6sultats du mSme genre sont relatifs k l'4valuation, non d'un produit, 
mais d'une somme de fonctions rationnelles. Tel est, par exemple, le 

U (off D(f,F) est le d6- th6or~me de JAcoBI sur la quantit6 Z D(f, 
F) 

terminant f0nctionnel des polyn6mes f,  F). 
Ces diff6rentes rccherches ont 6t~ reprises et compl6tdes par M. HUM- 

BERT darts une s4rie d'importants m~moires ins6r6s principalement au 
J o u r n a l  de M a t h 6 m a t i q u e s  pu re s  e t  a p p l i q u 6 e s .  ~ Plus g6n6rale- 
ment, M. HUMBERT caIcule, k l'aide de la th6orie des fonctions fuchsiennes, 
les int4grales qui interviennent dans le th~or~me dlABEL et dont l'expression 
permet d'obtenir le produit ou la somme de fonctions rationnelles, dtendus 
aux points d'intersection de deux courbes, ou d'une courbe et d'une surface. 

Je me propose de faire voir que tous les  r~sultats que nous venons 
d'6num4rer peuvent ~tre consid6r~s comme d6rivant des propri6t6s du 
rdsultant. 

24. Lorsque la fonction sym6trique ~ 6valuer affecte la forme d'un 
produit, nous sommes imm6diatement ramen6s au calcul dlun r6sultant. 
Le produit 

l~ii F(z(i), y(~)) 
�9 y r  

1 M a t h � 9  A n n a l e n  tome I I ,  pag. 341--346; I877.  - -  B u l l .  de  l a S o e .  M a t h � 9  

d e  t g r a n c %  tome 81 pag. 5 2 - - 5 9 ;  I879..  

1 Sur  le thdor~me d'Abel et quelques unes de ses aplflications gdomdtriques, J o u r n a l  

de  M a t h .  p u r e s  e t  a p p l i q u g e s  I 4 e sgri% tome 31 pag. 3 2 7 - - 4 0 5 ;  tome 5, pag. 8 I - - I 3 4  ; 

tome 61 pag. 2 3 3 - - 2 9 2 .  - -  Sur  les courbescycliques de direction, ibid. tome 5, pag. I29 .  - -  

Propridlds des arcs des courbes algdbriqucs Tlanes ou gauches, ibid. 5 e sdrie, tome I,  pag. 181 ; 

etc. I etc. - -  Les thdor~mes de M. HU3IBERT ont 6t6 ddmontrds par uric autre voie dans 

le Traild des fonetions algdbriques et de leurs intdgrales de MM. APPELL et GOURSAT. 
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6tendu aux points d'intcrsection des courbes f ,  Vest,  ~ un facteur pr6s 
d6pendant des termes du plus haut degr6 des polyn6mes f,  ~, F ,  4), le 
quotient des r6sultants des polynSmes f ,  ~ ,  1" d'une part, f, ~, 4) de l'autre; 
et les autres formes que nous connaissons pour ces r6sultants nous don- 
neront autant de transformations du produit en question. 

Soit, par exemple, le produit 

v) 

des valeurs prises par le polyn6me entier ~(x,  y )aux  points d'intersection 
des courbes f =  o, ~ + Pr = o. On est conduit ~ exprimer ce produit 
par le produit 

(2') n(r  § PC) 

6tendu aux points d'interseetion des eourbes f ,  #, lequel est ind6pendant 
du polyn6me entier P.  

Le rapport des deux produits (2o), (21) si le r6sultant des termes 
du plus haut degr6 des polyn6mes f ,  ~ + P#  n'en d6pend pas, ce qui 
arrivera lorsque /~b sera de degr6 inf6rieur '~ 9"' 

Lorsque la courbe ~b = o est un cercle, eette remarque prend la 
forme suivante: Si une courbe fixe f -=  o est couple par une autre variable, 
mais dont les points ~ l'infini et les points d'intersection avec un cercle ~ = o 
sont fxes, le produit des puissances, par rapport au cercle ~, de la courbe 

f----o et de la courbe variable est constant. 

2 5. C'est encore dans le mdme ordre d'id6es que rentre le th6orbme 
de LAGUERRE: Si par un point O(xo, Yo) pris dans le pla~ d'une courbe 
f = o, on m~ne un cercle quelconque, le produit, des distances du point 0 aux 

points d'intersection 1 est (2R)' fo.  
On a en effet ~ 6valuer dans ce cas le produit 

= / 1 [ ( x  - -  Xo) + (y - yo) = - -  Xo) si,, o - -  ( y - -  yo) cosO] 

1 I1 y a ici un Idger ddsaccord avec le rdsultat donn6 par LAGUERRE; cela dent  

ce que nous supposons la quantitd (22) (voir ci-dessous) dgale ~ I e t  non ~ 2 m, ce qui 

dtait la supposition de LAGUERRE. La forme quc nous adoptons ainsi pour f est la forme 

~normale~ de M. ELLING HOLST (10c. cit.). 
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6tendu aux points d ' intersection des courbes f - - - -o ,  

(X - -  Xo) ~ + (y - -  yo) 2 - 217((x - -  xo) sinO - -  ( y - - Y o )  COSO) := o, 

ce qui nous r~In~ne "~ 1~ remarque  pr6c6dente en faisant 

g = ( x - - x o ) ~ - 4 - ( y - - y o )  ~, r  

Le r6sul tant  des termes de plus  hau t  degrd 

. P ~  2R. 

f~  , Y) = aox m + a l x " - i y  + . . .  + a,~y m, 

x ~ "4- Yi 

des polynbmes f ,  ~ est la quanti t6 

(2~) 10(~, i ) r 0 ( , , - - ~ )  = ( n o - - , ,  + a ~ - - . . . )  ~ + ( < , , - - ~  + a ~ - - . . . )  ~ 

que nous supposons 5gale ~ I ;  de sorte que / ) e s t  le r6sultant  des 

trois polynSmes f ,  ~ - - 2 R , r  r  ou, ce qui revient  au mdme, f ,  ~ ,  r  

Nous pouvons  6valuer ce dernier en fo rmant  le p rodui t  des valeurs de 

( x , -  xo) ~ + ( y -  yo) 2 aux  points f--~ o, ~ = o, lequel  s 'obtient ais6ment 

en posant x --- x 0 ~ p cost?, y - -  Y0 ~- P s in0 ,  et a la valeur  

[ ro ], 
)'~ sin (/) " 

Comme le r6sul tant  des termes de plus hau t  degr6 des polynSmes f, r 
est pr6cis6ment f~ sin ~), on t rouve  bien le r6sultat  annonc6. 

Une m6thode semblable  peu t  s 'appl iquer  aux  deux  produi ts  

n[(~  - -  ~0) _+ ~(y - -  yo)] 

relatifs aux  points d' intersection de la droite et du  cercle et, par  le quot ient  

de ces deux produits,  1 conduit  au second th6orSme de LAGUEHRE: L'orien- 

ration da syst~me des droites qui vont du point 0 au~ points d'intersection 

est la mdme que ceUe des asymptotes de la courbe f ~ o. 

1 On salt que l'orientation 0 du syst~me des droites allant de l'origino aux points 
x(h) y(h) c'est ~ dire la somme des angles que font ces droites avec l'axe des ~ est 
donn6e par la formule 

]-~ x (h) + iy (h) 

It  
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26. Soit encore k trouver le produit des longueurs des a6cantes 
men&a du point 0 k la courbe f ~ - - o  de mani6re k la couper sous un 
angle donn6 V et l 'orientation du ayst6me de ces droites. 

Les points S '~, y')  (h~--I,  2 , . . . ,  m ~) seront ddfinis par les 6quationa 

( : 3 )  f ( ~ ,  u) = o ,  

(24) [(X--Xo)f ' . , , - -(Y--Yo)f ']sinV--(Xof."  "-t-Yof'~, -I- s cos V---=- o 

et nous conaid6rerons les produits 

n [ ( ~ -  Xo) _+ ~(y - -  .,Io)]. 

Prenona d'abord le r6sultant R ~ relatif  aux polyn6mcs (23), (24). En 
ddcomposant f~  7/) en facteurs b{~)x--a{*)! et subatituant o "), b ") dans 
les termes de plus haut degr5 de (24), on .trouve pour ce r&ul tant  (en 
d6signant par A le diaeriminant de f0) 

+ A ain"Vl-~I(a (~," -t- b {~)') = -'t-- A s in"Vf~ , ~)f~ , - -  i), 

Nous connaissons d'ailleurs le r6sultant R ~ pour les dquations (23) et 

x - -  x~ + ii(y - -  vo) --- o 

!equel eat f~  , i), de sorte que nous sommes ramends an ealeul du 
produit des r&ultats de substitution, dans le premier membre de l'6qua- 
tion (24), des solutions communes k (23) et ~t (2.5). Or, moyennant  ces 
derni&rea, le premier mcmbre de (24) peut s'dcrire aous l 'une des deux 
formes 

(26)  - -  (xof'~ + Yof:', -4- f ; ) d  v, 

( 2 7 )  - -  ~ f  ,j) e . ( x  - -  Z o ) ( r ;  + " ' , v  

Partons de la premi6re forme: elle nous repr6sentc, '~ un facteur 

pr&, le r&ultant  des polyn6mes f , x - - x  o + i ( y - - y o )  et x0f"-f-Y0f" q-f~, 
c'est ~ dire le produit H ' ( (z- -Xo) .4- i (y--yo)  ) relatif  aux tangentes mendes 
du point 0 k la courbe,  multipli~ par le r&ultant  des termes de plus 
haut  degr6 des polynome, f ,  Xofx Yofy4-f: ,  lequel eat 6gal au produit de 
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A 
~/~(~(k)~ + b(~r~) par le produit H~, des distances du point 0 aux asymptotes 

de f =  o. Nous obtenons donc 

]]((X - -  X0) + / (y  ~ Y 0 ) )  = ]] '(X - -  ~0 + i (y  - - Y 0 ) ) ~ I I - - ~  V f ~  ---~) ]74" 

La seconde forme (27) se traite par des proc~d4s tout semblables et 
nous donne 

emiV 
I ] (x  ~ :~o + i ( y  - -  Yo)) = foI](~-- xo -t- i(~ - -  y0))sinmVf~(~, i) '  

$, 7] d~signant les coordonn~es des foyers rSels de la courbe. 
Si ,  dans ces formules nous changeons i en - - i ,  elles nous feront 

eonnaltre le produit l ] ( x -  ~c o - - i ( y  ~ Y0))" En multipliant, nous aurons 
le produit des longueurs des s~cantes, ~gal au produit des longueurs des 
tangentes, multipli5 par le produit des obliques mends du point 0 aux 
asymptStes et les coupant sous l'angle V, ou encore ~ fo multipli4 par 
le produit des distances du point 0 aux foyers r~els et divis5 par sinmV 
(en supposant f~ , i)f~ , - - i )  = I). 

En divisant, au contraire, les deux produits conjugu~s l'un par l'autre, 
on a l'orientation du systSme de s~cantes, 5gale k l'orientation des tan- 
genres, plus celle des asymptStes, plus m fois l'angle V; l'orientation des 
tangentes 4tant la mdme que celle des droites qui vent aux foyers rSels. 

Ces th~or~mes sent ~tablis, il est vrai, dans l'hypoth6se m5 la courbe 
donn6e n'a pas de point double. Mais, darts le cas contraire, les points  
doubles figureraient avec le m~me ordre de multiplicitd comme extr5mit5 
de tangentes, ou de normales, ou comme foyers. Ils s'~limineraient par 
consequent des r4sultats. 

2 7. D'autres th5or~mes du m~me type ont encore 5t5 dennis dans 
les mdmoires pr~cddemment cites. Nous les laissons de c5t5 pour re- 
chercher si les propri~t~s du rdsultant nous permettent de calculer des 
fonctions symStriques autres que des produits. 

Il y a tout d'abord lieu d'observer que la remarque donn~e dans 
la premiere partie, n ~ 8 ,  permet de ramener k la recherche d'un r~sultant 
l'expression de toute fonction symdtrique des solutions communes ~ plusieurs 
~quations donn~e sous forme invariante. 

A~t~ m a ~ .  20. Imprim6 le 15 septembre 1896. 29 
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Nous nous bornerons ici k eonsid6rer les fonctions sym6triques qui 
se pr6sentent comme la somme des valeurs que w e n d  une certaine fone- 
tion rationnelte aux points communes s plusieurs eourbes ou surfaces. 
Ces quantit6s se ram6nent imm6diatement  s des produits s l'aide de 
l 'identit6 

(2s) v _  log(V+ 
V d~,=0 

Supposons que U et V soient deu• polyn6mes homog~nes du marne 
degr6 p aux trois variables x , y ,  z, et proposons-nous de calculer la 

U 
somme des valeurs de ~ aux points d'interseetion des deux courbes 

f = o ,  ~ : o .  
Nous devons admettre tout  d'abord que V ne s 'annule en aucun de 

U 
ees points, sans quoi la valeur correspondante de ff serait, en g6n6ral, 

infinie ou ind6termin6e. Dans ees conditions, le pr, oduit E l ( V - t - 2 U )  

6tendu aux points (f ~ o, V----o) se calculera k l'aide du produit  //~ 
6tendu aux points 

(29) ( f =  o, V + ~U---- o). 

De ces dernier.% certains seront fixes, ceux qui seront communs aux 
trois courbes f - -~o ,  U--=-o, V =  o. Ils donneront dans notre produit 
des facteurs ind6pendants de ~, lesquels ne formeront aucun terme k la 
d6riv6e logflrithmiqne. Nous n'aurons donc ~ consid6rer que les points 
d'intersection (29) mobiles, lesquels seront, pour ~ tr6s petit, infiniment 
voisins des intersections de f = o avec V--=-o, mais non confondus avec 
elles. En particulier, nous n'aurons pas k faire entrer en ligne de compte 

U 
les points ou V s'annule sans que V soit infini. 

U 
Consid6rons done un cycle de la courbe f-----o sur lequel -~ est 

infini. Les coordonndes homog~nes x ,  y ,  z seront donn6es par des s6ries 
ordonn6es suivant les puissances croissantes d'une variable t, nulle 

l 'origine du cycle. Soient alors 
u i i 

(30) V - -  -~ = t - ~ ( A  + B t  + . . . )  --= ( , ( t ) '  

d log__._~ ~ a "Jr- bt + . . . .  
dt 
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La courbe V + ,~U ~ o aura, pour 2 tr~s petit, k points d'intersection 
avec notre cycle infiniment voisins de son origine, et correspondant aux 
k racines infiniment petites de l '6quation (30). 

Supposons d'abord, pour Simplifier, k-----I. Alors la courbe V + ~ U - - o  
coupera le cycle en un point # dont le paramdtre t aura pour valeur 
principale t = -  ,tA, de sorte qu'on a 

d log ~, _~ d log ~, dt, = ~ aA + . . . .  
d,~ dt, d~ 

Donc le cycle en question fournira ~ la quantit6 d21og~ d~ un terme 

I 
6gal ~ - - a A .  c'est ~ dire au coefficient de ~ dans le ddveloppement de 

Udlogio ou ~ l ' intorale i f U d V dt ' 2 i ~ r ] V  log~ prise le long d'un contour 

infiniment petit entourant le point analyt ique origine du cycle. 
La m~me conclusion subsiste pour une valeur quelconque de k. 

C'est ce qui peut se voir en tragant dans le plan de la variable t' un 
cercle de petit  rayon autour du point t ~ o. La somme des .valeurs 

d log 
de d log 9 = dt aux points racines de l '6quation (30) situ6s k l'in- da d~ 

dt 
t6rieur de ce cercle (et, si le cercle a 6t6 pris une lois pour toutcs, les 
k points racines infiniment voisins de l 'origine seront k son int6rieur pour 

, . ,  , prise 2 suffisamment petit) ser~ lmtegra le  2i~r + ,t d ~  

long du cercle, laquelle, pour 2 = o, donnera bien . f U d l o g ~ .  

Nous constaterons le mdlne fait directement en posant 2 ~ -v  *. t e s t  
alors une s6rie en p commen~ant par un terme du premier degr6. Les 
k valeurs infiniment petites de t s 'obtiennent en mult ipl iant  /~ par tes 
diff6rentes racines k r162 de l 'unit6. Si d'autre part  on u 

F ( t )  ~ I d log  9 a_~ a-k+1 a-1 
~)(t) dt . ~ - - 7 ~ -  + t k _ i  --~- . , . , - [ - - - ~ - - ~ -  (X0 -J~ 0 [ l t  - [ -  . , . , 
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(5,) d l o g ~ _  i dlog9 dt 
d,t r dt d log ,~ 

v dt [a-k (Z--k+l (Z--I ) 
- - i G  \ t~ + t.----w-+ " "  + - F  - +  % + ~.t + . . . .  

(Z--I Or tous les  termes de F(t) ,  autres que -(-,  sont des d6riv6es de fonctions 

v dt 
rationnelles de t, et par suite, apr& multiplication par k d ~ '  nz donne- 

rout pas de termes ind6pcndants de ~. Ils s'dlimineront done, d'apr6s 
les propri6t6s de l'&tuation bill6me, lorsqu'on fera la somme des valeurs 
que prend l'expression (3 2) cn y multipliant v successivement par los 

r diff6rcntcs racines k ~m~ de l'unit6. Reste le seul terme - ( - ,  qui donnera 

a_~; d'oh la conclusion annonc6e. 

28. Nous 6valuons ainsi la d6riv6e logarithmique par rapport k 2 
du produit des valeurs de 9 aux points ( f =  o, V q-),U--~ o). Celui-ei 
diff6re du produit prilnitif par deux facteurs, une puissance de la quantit6 
/L (formule (I3), n ~ 13, premi6re part ie)relat ive aux polyn6mes f ,  9, 
laquelle est ind6pcndante de 2 et ne figure pas dans la d6riv6e loga- 
rithmique, eL la puissance n ~~ (n 6tant le degr6 de ~) de la quantit6 
analogue relative aux polyn6mes f ,  V-I -2U.  Cctte derni6re donnera un 
terme nC, off C c s t  ind6pendant de 9" Nous arrivons done k la formule 
finale 

(3 2) U U d log r q_ nU, E =-SE  
off le signe ~ est relatif aux points ( f - - o ,  ~ = o ) ,  le signe S aux 

U U d ~  d6- cycles de f =  o sur l~squels -V est infini; le symbolc ] ~ y  

U x 
signant lc r6sidu de -vd logr  c'est k dire le coefficient de ~ dans le 

U d log 
d6veloppement de 

V dt 
Dans le e~ts le plus simple, oh les cycles qui interviennent dans le 



M6moire sur l'~limination. 229 

second membre aont tous ordinaires, V ayant aux origines de ces cycles 
des z~ros aimplea, ce~te formule s'~crit 

U U D(f, ~) .q_ nC 
(32') ~ V = - -  S ~ D(f, IT) 

Oh D ( P ,  Q) d~signe le dSterminant fonetionnel des fonctions P ,  Q par 
rapport aux �9 x ,  y. Elle correspond, au fond, k la formule (I3) 
du premier m~moire de M. HUMBJ~RT sur le thSor6me d'AB~L, x 

29. I1 n'y a pas lieu de chercher une intcrprStation gSom4trique 
pour l a  constante C, car celle-ci d~pend du facteur de proportionnalit~ 
qui figure dans les coordonndes homog~nes x , y ,  z. Ce factcur cst effec- 

tivement une sdrie en t qui donne un terme dana la ddriv4e d log ~ Mais 
dt 

nous pouvons obtenir unc expression simple de C en faisunt ~ - ~  V. 
Nous voyons alors que la formule (32) peut  s'~erire 

U u d ( l o g r  U) 

(p ~tant le degr~ commun de U et de V). 
Ce proc~d6 de d~termination de la constante C, reposant unique- 

ment sur la diaparition du premier membre de (32 ) lorsque ~ = U, 
peut 6tre appliqu5 plus simplement si Use  d~compose en facteurs. On 
pourra alors 5valuer C en re~mpla~ant ~ par l 'un de ces facteurs. 2 

U 
En particulier, si V s'annulle k l'infini, on annulera C en repr~- 

sentant les cycles du second meinbre en coordonn~es absolues (z == I). 
C'est, par exemple, le cas du thSor~me de JACOBI, oh V cat le ddtermi- 
nant fonctionnel D ( f ,  ~). Comme on a 

dx dy d~ 
f'y ~ f-~ D(f , ~) 

i J o u r n a l  de M a t h 6 m a t i q u e s :  4 e s~rie, tome 3: page 346. 
Dans le cas oh la eourbe est repr6sentde "~ l'aide des fonetions fuehsieunes ainsi que 

le fair M. IIuM-BERT~ on volt aisgmcnt que la constante C est ~gale s la somme des intggrales 

2izcJV | ~  3) 6tendues diff6rents c6t~s du polyn6me fuehsien, (t, -[-~]at+~ 
dgsignant la substitution correspondant k ehaque c6t6. 
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U . , U dx 
la diff6rentielle ~ d l o g v  se r6duit a ct ne devient pas infinie 

f~ 
aux points V ~ o sauf s i c e s  points sont des points multiples, ce que 
l'on peut toujours 6viter en remplagant f par f - l -  h,r (ce qui ne change 
pas D ( f ,  F')). La courbc f +  h,r n'a en effet pour h quelconque, 
aueun point double, ~ moins que ics courbes f =  o, V ~ o n'aient un 
point double commun ou une branchc enti6re commune, ce qui est exclu 
par la nature mdme de la question. Si done V est de degr6 inf6rieur 
b~ D ( f ,  ~), ce qui entraine C ' =  o, la formule (3: ')  nous donne bien 

u 
Z D(f ,  ~v) - -  o. 

30. On pout se demander par quoi peuvent 6tre remplac6es les 
r6sultats pr6c6dents lorsquc V s'annulle en un ou plusieurs points communs 
aux courbes f = - o ,  f-----o. 

A cet effet, on remplacera la courbc V 1)ar une courbe voisine V1 
ne passant pas par lcs points oh V =  o, et on fera tendre f'1 vers ~. 

Si d'abord on consid6re un cycle de f =  o oh V s'ammlle, mais 
U 

sans que V devienne infini, on voit imm6diatcment par ce proc6d6 que 

U 
l'on doit prendre pour valour de -~, dans le premier membre de la 

formule (3z), la vraie valettr de cette quantit6 sur le cycle. 
Supposons maintenant que la courbe ~ = o passe par un ou plusieurs 

U 
points de la courbe f = o oh ~ soit infini et soit G' un cycle ayant pour 

origine tel point. La courbe auxiliaire ~1 = o coupera la courbe f== o 
en un certain nombrc de points P '  situ6s sur les cycles 6' et en des points 
P"  non situds sur ces cycles. Nous mettrons h part, dans le premier 
membre de la formule (32), les termes qui se rapportent  aux points /)' 
et nous les ferons passer dans le second membre pour les joindre aux 

Ud lOg~l rclatifs aux cycles C corresl)ondants. termes E V dt 

Soit 
U _ _  (1,__ k (:t,_ 1 (l~__k 4-1 

V t k -{- t ~-~ ~- "'" -{- - - t - F  ao "4- a~t -I- . . .  

U 
le d6veloppement de V sur un cycle C; ce cycle est coup6 par la courbe 
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F~ = ~  en tt points t~ , t  2 , . . . , t . ,  les param6tres t~ , t  2 , . . . , t ~  tendent 
vers o lorsque F~ tend vers F; de sorte qu'on a 

z~ + ~~ ~ l o g ~  : ~ 

(~ I I I 

log~,~ = : ~ t  - t ~ - - t - - t ~ " "  t - - t ~  + ~,,(t), 

P ( t ) ,  P , ( t )  dtant deux d4veloppements en t dont le second a pour limite 
le premier. Le cycle C fournira ~ la formule (32), modifi~e comme 
nous l 'avons dit tout .~ l'heure, le terme 

E[.(o_,. o_., )( i , ~ >)] 
(33) ~ + t,_---~ -[- . . . . . .  t--t~ t --t ,  t--t~ + P~ (t 

tt 
E ( ~ i  a--k4"l ) 

a_~ + t *.-----V + . . .  i =1  ) 

_ ~ [ ( o _ ,  o_., a_, ) ] 
- -  ~ "4- t~_, + . . . +  - 7 - +  a o + ai + . . .  P](t) - - l a P , ( o ) ,  

car on a, pour h < o, 
ahta h 

t~. E t - t~ ah 

Lorsque ~, tend vers F, cette quantit6 (33) a pour limite 

E [ ( ~  ~ ) >] ( ) -V- + t,-, + "'" ~( t  - -  ~P(o) = ] ~  ~--'~-- + . . .  __~ ]ogv. 

U d log ~, 
On arriverait d'ailleurs au m4me r6sultat en int6grant la quantit6 V dt 

le long d'un contour renfermant les points o ,  t l ,  t 2 , . . .  , t,. 
U 

Ainsi la formule (32) fair connaitre la somme des valeurs de F aux 

points communs aux courbes f---- o, F ----- o o~ cette quantit~ a une valeur finie. 

3 I. Soit maintenant d I  une diff6rentielle ab61ienne prise sur la 
courbe f = o. Coupons cette courbe par deux autres de m~me degr6 n 

F~---O, @ = 0  
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et cherchon~ ~ caleuler la somme des intdgrales . f d I  entre les points 

d ' intersection de F et ceux de r  Nous poserons s cet effet 

de sorte que Z = o sera une courbe quelconque du faisceau ( F ,  ~), et 

nous consid6rerons la courbe variable 

- - u X - -  o 

qui coupera [ en un certain nombre  de points fixes ou mobiles. L'616- 

'" ',, f~+lI  entre (f = o, - -  ----- o) et ment  d mt%ra le  pris les points r u Z 

( f  --=- o, r  (u -}- du)x ) sera 

(34) [_]du ~ du Z d[ 

la sommation 6tant relative aux point.q d'intersection mobiles des courbes 
dI 

f =  o, g , - - u  z -= o. Or la somme des valeurs d e -  en tous les 

points (f ~-~ o, ~ / , - - u  X -~-o), saul  ceux off cette quantitd est infinie (les- 
que]s appartiennent,  bien entendu aux points d'intersection fixes) est 6gale 

dI 
nC, plus la somme des r6sidus, par rapport  aux cycles de f off 

d~ 
)/ 

est infini, de la quantit6 

d[ dlog(r  - - I ' z '  r 

J,]" de en d6signant par 1' ,  r etc., les ddrivdes etc. 
dt ) dt ' 

(35) 
\ r 1 6 2  r  / 
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De la fraction r nous retrancherons le terme 7._. 
Z 

On a 

(36) 
r - -  Cz'z / 

la somme 2" 6 tan t  relative aux points ( f ~  o, Z ~--o) oh - -  

dI 
est fini. 

X/ 
Parmi  ceux-ci figurent les points communs h, la courbe f et au faisceau 
( r  ces points disparaitront donc dans la soustraetion des formules 

d I  
(35), (36). Mais la quantitd - -  est nulle pour Z - ~ ~  r k moins 

que XdI ne soit infini, hypoth6se que noun pouvons fiearter, puisque Z = o 
est une courbe arbitraire du faiseeau (F,  r Il viendra en consfiquence 
pour le coefficient de d~ dans l'616ment d'intdgrale (34) 

s E (  i 
(37) U----- r u ~  i 

z 

(~ cause de l 'identit6 r  _~Z' + r162 ). 

Cette formule (37) n'est autre que la formule fondamentale (3) du 
m&noire de M. HUMBERT. 1 A cause de la disparition du facteur ~"Z--r 

,, dI 
la somme du second membre s etend aux seuls cycles de f oh dr- de- 

vient infini. 

32. Nous venons d'obtenir le coefficient de du; mais rien n'est plus 
ais6 que d'obtenir l ' intdgrale elle-m(~me. II est clair en effet que dans 
la formule (37) nous avons le droit d'intdgrer par rapport  k u sous le 
signe E, ce qui nous donne (en int6grant de u I ~ u~) 

(3s) (d~l~ 

1 J o u r n a l  de M a t h d m a t i q u e s ~  4 e sdri% tome 3, page 334. 
Aeta mathamatiea. 2 0 .  I m p r i m 6  l e  1 6  s e p t e m b r e  1 8 9 6 .  30 
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33. II est k remarquer  que nous n'aurions point pu poser ~ , - - F ,  
Z = d~ et eonsiddrer la eom'be / , ' ~ u ~  = o, u variant de o k c-~; ear 

'" ' d-/ du est infinie avee u. On se eonvaine ais~ment que lmteg ra l e  '~ U r  ~ 

les termes infinis disparaissent dans la sommation. C'est ce qui explique 
comment cette difficultd a pu Otre ~cartde par l'artifiee simple dont nous 
nous sommes servis. 

34. Nous nous sommes jusqu'iei oeeupfis de eourbes plants. Mais 
t o u t  ee que nous venous de dire s'applique mot pour mot aux eourbes 
g~uehe,~. 

On eonsiddrera alors l'interseetion des trois surfaees f~----o, f2 = o, 
U 

F ~--o et Yon obtiendra pour la somme des valeurs de F en ees points 

une formule route semblable h, 1,~ formule (32), et off figureront les cycles 
U 

de la eourbe (f~ = o, f2----o) oh F devient infinle. (En partieulier on 

d(iduira de eette formule le th6ordme de ,lAconI gdndralisd au cas de 
trois 6quations.) 

Cette formule, dtablie pour les eourbes qui sont intersection eompldte, 
s'i~'tend imm6diatement aux eonrbes gauches algdbriques queleonques puis- 
que route pareille eourbe devient une intersection compldte lorsq~fon lui 
adjoint une ou plusieurs droites, auxquelle,~ la proposition est applicable. 

On pourra en partieulier g6ndraliser le thdord~me de JACOBI k Fin- 
terseetion d'une eourbe gauche alg6brique queleonque et d'une surface. 

L:~ formule (32) 6tant une fois ddmontr(~'c, les ddductions qui suivent 
subsistent sans modification et il est clair que l'on pourrait  raisonner de 
mdme pour les eourbes algdbriques d6finies dans une espaee k un hombre 
queleonque de dimensions. 

35. Nous n'avons pas k ddvelopper les nombreuses applications des 
formules (32), (37) et (38), lesquelles out 6t(~ trait6s dans les m6moires 
p%eddemment eit6s de M. HUMBERT. Nous dirons simplement un mot 
d'un eas sur lequel ee gdomdtre n'a pa,q insist6 sp6eialement, eelui des 
int6grales prises le long d'une eourbe femm~e. Dans ee eas, la quantitci 
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log~- de la formule (38) devra 6videmment ~tre remi)laede par un mul- 

tiple de aim 

Soit, par exemple, une eourbe f '  de degr6 2m eomposde de m parties 

ferm6es 1'1, Y'~, . . . ,  F,~ g l ' int6rieur desquelles peut  passer une m6me 
droite. Par  eette droite on pourra  faire passer un plan mobile qui 

coupera ehaque branehe ferm6e en deux points. Lorsque notre plan 
aura aeeompli une demi-revolution, les points mobiles auront g eux deux 

pareouru la branehe enti6re sur laquelle ils se trouvent,  dans un sens 
d6termin6. 

Soit maintenant  dI une diff6rentielle ab61ienne qui ne devient infinie 

en aueun point rdel de notre courbe: les formules pr6e6dentes nous per- 

met t ront  de ealeuler la soinme S des intdgrales fdI prises le long des 

m branches. 

Prenons pour axe des x la droite D. Pour  6viter un ineonvdnient 

analogue g eelui que nous avons signal6 au n ~ 33, nous prendrons notre 

plan mobile sous la forme 

y s i n  0 - -  z cos  0 --=- o ,  

oh 0 variera dans un intervalle 6gal ~ ,'r. On aura alors pour 616ment 

d'int6grale 

(39) = [ S E  I'(y~Tz~)y'sino-z'c~ c] dI(?/~ + z') dO ; dO ydz -- zdy yz -- zg y sin 0 - -  7c-~s O or- " 

Nous avons donc g int6grer la diff6rentielle dO y'sinO-z" cos8 
y sin 0 - -  z cos O 

intervalle 6gal g ~r ou en posant t g 0  = u, a int6grer 

duns un 

(40) 

@ao 

f y'u--z" du 
y U - - Z  I + "lt ~" 

Cette int6grale, au faeteur 2i7r pr&, s'obtient en prenant  le r6sidu de la 

quantit6 sous le signe f par rapport  au point u = i et y ajoutant le 
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r6sidu relatif au point u = -  si le coefficient de i dans cette derni6re 
y 

quantit6 cat positif. Le r6sidu rclatif 'h ~t-= i fournit "~ l ' int6grale dc la 

quantit6 (39) lc terme 

dt 

lequei, ajout6/~ la quantit6 C~ provenant de l ' int6gration du terme constant 
C, donne unc somme 6gale 

~r E dI(!l~ + ~) - o. 
l',y+iz=O ydz - -  zdy 

z ! f z  - -  z'y 
Le r6sidu de l 'intdgrale (4o), relatif  au point ~t ~ - -  6rant on F;+; 
volt qu'il  vient simplcment 

�9 C ~ , - l - ~ d [  
S = 2 ~ r c ~  ~ - ~ i '  

la somme S' 6tant 6tendue aux infinis de l ' intdgrale tels que le coeffi- 

cient de i dans le rapport  z_ en ces points soit positif. 
Y 

L'int6gralc I devient infinie en 2/~ points P~, Q~,P~,  Q2, " " ,  P z ,  Qz, 

imaginaires conjugu6s deux ~ deux. On volt que l'on doit faire entrer 
dans la formule (41) lc r6sidu relatif  ~ un des points de chaque couple, 
les points / '1 ,  P~, . . . ,  P ,  par exemple. 

35. Lu droite D n'est assujettie qu'~ la condition de traverser cha- 
cune des parties ferrules 1 1, F ~ ,  . . .  , 11., de I ' .  Si done R est unc r6gion 
continue de l'espacc, de chaquc point de laque!le on volt ces courbes 
fermdes sous de cbnes ayant  s leur intdrieur une partie commune (rdgion 
limit6e par des portions de d6veloppablcs circonscrites ~ ces courbes), la 
droite D pourra prendre unc position quelconque ~ l ' int6rieur de cette 
rdgion. 

I1 est clair h priori que le choix des points P 1 , P 2 , . . . ,  P ,  ne dolt 
pas ~tre influenc6 par unc scmblable variation de position de D.  C'est 
cc que l'on constate de la maniSrc suivantc. 
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Soient a ,  fl, r ,  L ,  M ,  N les eoordonn6es pltick6riennes de D, rap- 
portSes ~ des axes quelconques. Comme dans le num~ro prdcSdent on 
suppose qu'il a 5tg choisi un sens sur D, ces coordonn~es doivent ~tre 
regardSes comme d4finies h un m~,me facteur pos i t i f  prSs. Les anei- 
ennes coordonnSes y ,  z seront remplac~es par des polyn5mes du premier 
degr5 ax  "t- by n u cz -t- dr,  a 'x  "Jr- b'y n u c'z ~ d' t  tels que les dSterminants 
b e ' - - c b ' ,  a c ' - - c a ' , . . ,  soient proportionnelles, avee un facteur de pro- 
portionnalitd posi l i f ,  aux quantit6s a ,  fl, etc. 

ConsidSrons d'autre part un couple de points P~, Q~ imaginaires 
eonjugu~es, situSs ~ distance finie ou h l'infini, dont les coordonn~es 
homogSnes sont x +__ x ' i ,  y +__ y ' i ,  z +__ z ' i ,  t + t ' i .  Par ces deux points passe 
une droite r4elle D~, et au choix de l'un des points P, ,  Q1 par opposition 
h l'autre correspondra le choix d'un sens sur cette droite: le sens positif 
par rapport auquel le segment qui va du point choisi ~ l'autre aura la 
partie imaginaire positive. On obtiendra les coordonn5es dc la droite D~, 
prise dans le sens en question (si l'on a choisi le point 

P l  (x + x ' i  , y + y ' i  , z + z'i  , t + t'i) 

par opposition au point Q~(x - -  x ' i  , y - y ' i ,  z - -  z ' i ,  t - -  t'i),) en divisant 
par i les d6terminants (x + x ' i )( t  - -  t'i) - -  (x - -  x ' i)( t  + t'i), etc.  1 

Le coefficient de i dans le rapport 

a'(x § ,Ji) + b'(y + y'i) -b c'(z + z'i) -b d'(t -~- t'i) 
a(x -t- x'i) -t- b(y Jr y'i) + c(z T z'i} "t- d(t "t- t'i) 

est 6gal, ~ un d6nominateur positif prSs, ~ l'expression 

(42) + tiM, + rN 1 + + fl, M + rlN, 

expression bien connue dont le signe ddpend du sens de rotation d'une 
des semi-droites D ,  D 1 par rapport ~ l'autre. C'est done ce sens de 
rotation qui d~cidera du choix du point /)1. 

' En effet cette conclusion est vraie pour t • t ' i  ~ I~ ct d'autre parb~ les signes 

des ddtcrminants ne s o n t  pas altdrds si on multiplie los quatre coordonndes des deux 

points P ~ Q t  1)ar deux quantitfis imaginaircs conjugudcs l'une de l'autre, 
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D'ailleurs ce sens de rotation ne w r i c  pas par le d~placement de D 
l'int~rieur de la rdgion R, ear la quantit~ (,42) ne devient nulle que 

s i t e s  droitcs D ,  D 1 sont dans un mdme plan: ce qui ne saurait arriver, 
puisque ee plan eouperait h~ eourbe 1", de degr6 2m, en 2m points 
r6els et 2 imaginaires. 


