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MEMOIRE SUR L’ELIMINATION

PAR

J. HADAMARD

4 BORDEAUX.

1. La méthode des fonctions symétriques apprend a éliminer les
inconnues &, , Z,, ..., %, entre les équations

(1) f1=07 f;:O, cevy far1 =0

en formant le produit /1f,,,(x,, ,, ..., z,), étendu aux systémes de va-
leurs de #,,2,, ..., 2, qui vérifient les % premiéres équations (1).

On obtient ainsi pour le résultant » -} 1 expressions différentes en
considérant successivement comme la derniére chacune des équations don-
nées. Il peut étre utile de savoir comparer entre elles ces différentes
expressions, ou plutdt leurs numeérateurs. Cette comparaison peut méme
se présenter comme néccssaire dans certaines méthodes d’élimination (voir,
par exemple, Orro Biermanw, Uber die Bildung der Eliminanten eines
Systems algebraischer Gleichungen).

Comme on arrive a des résultats intéressant différents points de la
théorie de I'élimination, nous somines amenés a reprendre l'ensemble de
cette théorie, aprés quoi nous aurons a présenter certaines applications
géométriques.

Monatshefte fiir Mathematik und Physik, 5° année, pag. 17—33;
Vienne 1894.
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L.

2. Rappelons d’'abord ce qui se passe pour le cas d’une seule in-
connue. Soient les deux équations f,(z) = o, f,(#) = 0, ou, en rendant
homogene,

(II) fl(ml’xﬂ)zo’ fﬁ(xl,w?);—o

de degrés m,, m, respectivement. Le résultant de ces deux équations,
que nous désignerons par R, est le produit

It (x, , z,)
ou les z,, x, sont définis par 1'égalité (identique par rapport aux u)
(2) (2, + u,2,) = 1,(u,, —u,).
Cette expression R , est liée a l'expression analogue E, par la relation

Ry, = (—1)"™R,,.

3. Les fonctions f,(x,, z,), f,(z,, x,) étant représentées symbolique-
ment par a)', b7, la quantité invariante R,, s’exprimera par une combi-
naison de déterminants symboliques.

Prenons d'abord £, seul sous forme symbolique, f; étant donné par
Iégalité (2). Il faudra remplacer R,, par la quantité

1 ,
e () W)L D WY U+ Yafe)
L

o la sommation est étendue aux |m, permutations des m, couples
P, 80, B, ¥P),.... Le probléme de l'expression symbolique du
résultant est donc identique au suivant: La forme

fi(ey, —u) = (0,2’ + u,xd”) . . . (0, 2™ + u, (™)

étant représentée symboliquement par (au)™ (ou encore par u)', en posamt

a )
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a, = a,, a, = —a,), trouver sous forme symbolique la somme des puissances
m," des |m, produits tels que

& = ULz 4 uP D) UPx® + uP ) . . . @ T A o),

Les deux expressions Y®™ et R, sont effectivement équivalentes moyen-
nant le remplacement des w par les b.

4. Le produit & est racine d'une équation de degré |m, dont les
coefficients sont des contrevariants de f,; le dernier terme de cette équa-
tion est du reste immédiatement connu. Il est évidemment

(A, —u®P) f(? , — ) .o f @™, — u{™) =2,

Il suffira donc d’avoir formé les
sances pour pouvoir calculer toutes les autres.

Le nombre |m, — 1 augmentant rapidement avec ., cette remarque
n'a pas d’application & partir de m, = 4. Mais c’est elle que I'on emploie
dans le cas de m, = 2, ct elle condult directement au calcul de R,, pour
m, =3 M GORDA\I a en effet’ formé les résultants de I'équation du
3° degré avec les équations de degré inférieur &4 6. Or ceci suffit, daprés
ce qul vient d'dtre dit, pour passer au cas de m, quelconque.

En désignant par % , %3, cos ,§i les expressions de R, pour les cing
premiers degrés, on devra® en déduire les quantités
1 I St , 8.8 8
AI:'—"SI’ A2=£Sf—582, A3==—-6—1+~1§_2_*343’
8 SIS S, ‘Sq S,
T2 4
818, 8,81 818, | 8.8 8,
Aﬁ““?%"' 8“‘6"‘6‘*‘ s

= (W) @) (@) (@b @b @ B @b

' Math. Annalen, t. 3, pag. 355 et suiv.
* Voir SERRET, Algébre supérieure, t. 1, pag. 460.



204 J. Hadamard.

et le résultant de la forme cubique avec une autre de degré quelconque

m, sera’
Mt Ak 2
(— DAtk “m,

> B

Ay Ay ..., A, désignant successivement les différents systémes d’exposants
entiers et positifs qui vérifient la condition

A 20 4 62, =y

il faut seulement observer que, dans les multiplications, les a doivent
étre remplacés chaque fois par des symboles synonymes, mais non les b.

At dy .2, —1)
LK

2 A A
A Al A,

5. La résolution du probléme du n° 3 permettrait de résoudre
sous sa forme générale le probléme de Pexpression des fonctions symé-
triques, tel qu’il se pose dans la théorie des formes. En effet, de l'ex-
pression Y@™ peut se déduire par formation polaire l'expression plus

générale
P =2 Pe) + uPaP) w2 + «Pad).... = 21

olt chaque couple 2, 2 (k=1,2,...,m,) figure dans m, facteurs, les
couples des u correspondants étant ou non différents. La sommation est
étendue aux |m, permutations des x et 'on a posé

(3) i =ulad + udrd.

Or cette expression est la fonction symeétrique la plus générale dans
les termes de laquelle n’entrent que des facteurs contrevariants. Les
facteurs covariants se raménent d'ailleurs aux précédents par la substitu-

= —y, et les facteurs invariants par lidentité

tion w, =y,, u,

? 2
ol au)
1 2 1) (2 1.2
(4) Ve — 2P = T
) 2
auﬁ‘” au(f’

6. Le calcul d'une expression P conduit & une quantité du méme
degré total m m, par rapport aux lettres u et aux lettres a, et qui par

! SERRET, ibid., pag. 449



Mémoire sur 1'élimivation. 205

suite peut g'écrire a 'aide de facteurs du seul type (au) (ou u,); car si
un terme quelconque renferme des facteurs (uw’) il renferme un méme
nombre de facteurs (aa’) que l'on peut accoupler aux premiers pour
utiliser l'identité

(5) (aa’)(ure') = w,uy, — w,u,.

Ce résultat peut d’ailleurs étre atteint de plusieurs facons diffé-
rentes, d'ou, pour la quantité cherchée, plusieurs formes symboliques
équivalentes. Néanmoins certaines de ces formes devront étre considérées
de préférence aux autres.

Remarquons en effet qu'une expression symbolique ot n'entrent que
des facteurs w, peut immédiatement s'exprimer en fonction des z par la
relation

(6) uDy® | =|_:n—l A
on dang le second membre les indices inférieurs subissent toutes les per-
mutations possibles.

L'expression symbolique devra étre telle que cette opération conduise
a une quantité P, identique & P. Mais deux cas peuvent se présenter.
Ou bien I'égalité P, — P est une identité par rapport auz y; ou bien elle
ne devient telle qu'en remplagant ces y par leurs valeurs (3). Dans le
premier cas nous dirons, pour abréger, que la relation P, = P est essen-
tiellement identique. Nous allons faire voir dans un instant que pour
toute quantité P existe une forme symbolique satisfaisant & cette con-

dition, autrement dit une forme symbolique essentiellement équivalente.

7. L’avantage des formes symboliques essentiellement équivalentes
est de se conserver lorsqu’on passe & un nombre de variables supérieur
a deux.

Soit

m
(7) up = I 7,

k=1
ou y, a cette fois la valeur

=P 4 .. w2
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une forme, décomposablé en facteurs linéaires, a & variables, 7 étant un
nombre que nous pourrons faire varier & volonté. Formons dans ces
nouvelles conditions la quantité

P= 3.

Cette quantité peut s'exprimer sous une forme symbolique qui, étant du
méme degré par rapport aux % et aux a, peut étre ramenée comme
précédemment & ne contenir que des facteurs u,. Comme de cette forme
symbolique on revient a la forme primitive en employant précisément
la méme relation (6) que dans le cas de /= 2, une forme symbolique
essentiellement équivalente trouvée dans ce dernier cas conviendra égale-
ment & notre probléme actuel.

Inversement, si une forme symbolique de l'expression P convient
pour % suffisamment grand, elle est cssenticllement équivalente.

Ceci revient a ‘dire que l'on peut prendre & assez grand pour que
les 7 soient tous indépendants. Or, dans T'hypothése contraire, comme
toute relation existant entre ces quantités pour une certaine valeur de
h reste évidemment vraie pour les valeurs moindres, il existerait pour

p
le nombre % une certaine valeur a partir de laquelle le systéie E des
équations qui lient les y entre eux ne changerait plus jusqu'a = co.
Ce systéme devrait étre tel que, vérifié pour ccrtaines valeurs ;' des
que, T
et pour d’autres valeurs 7%, il soit par cela méme vérifié pour les valeurs
Te s P

74 747 (cette addition revenant au doublement du nombre £). De
pareilles équations ne peuvent étre que linéaires, ce qui est manifeste-
ment impossible dans l'espéce.

En particulier, ceci nous permet d’affirmer l'existence d’une expres-
sion symbolique essentiellement équivalente pour toute expression P.

8. La formation générale de l'expression P permettrait d’obtenir,
pour un nombre quelconque % de variables, les fonctions symétriques
invariantes des systémes x{,... 2% qui figurent dans une forme du
type (7).

En effet, de telles fonctions peuvent s’exprimer a I'aide de facteurs
symboliques du type 7; et de facteurs déterminants: ces derniers se ra-
meénent aux premiers a l'aide d’une formule analogue & la formule (4).
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9. Si nous appliquons spécialement au résultant de deux formes
binaires (au)” == u,' et (bu)" = u}, nous pouvons nous demander s'il existe
pour ce résultant une forme symbolique qui, lorsqu'on remplace, soit les
lettres b, soit les lettres a par des u, soit dans les deux cas essentielle-
ment équivalente.

Pour résoudre cette question, nous considérerons les deux formes

F=ur, O =1

a un nombre quelconque % de variables (les variables tangentielles « pour
I'une, les variables ponctuelles z pour Vautre).
Si la premiére forme est décomposable en facteurs linéaires

(&) F=THe® + w0 + .. + wl),

le produit des résultats de substitution des systémes des & dans la
deuxiéme forme sexprime par un invariant commun & F et @. Soit
A Vexpression ainsi obtenue, qui n'est pas complétement déterminée en
ce sens quon peut lui ajouter une quelconque des expressions G' qui
s'annulent lorsque F est un produit de facteurs linéaires.

Si de méme @ se décompose en facteurs du premier degré

(9) 0= T (g¥z, + ... + g2,

le produit des résultats de substitution des différents systémes de x dans
F gera un invariant commun B, déterminé seulement aux expressions D
prés qui s'annulent lorsque @ admet une telle réduction.

Je dis que Ton peut disposer des quantités additionnelles C et D
de maniére & rendre les invariants 4 et B identiques.

Pour cela, remarquons que lorsque I et @ sont tous deux dé-
composables en facteurs linéaires, on a nécessairement 4 = B, ces deux
expressions représentant toutes deux le produit

m

E( Dgd L. ERGY).

i=1k

Il ressort de la presque évidemment que la différence B peut s'ex-
primer par la somme d'une expression C et d’une expression D: c'est la
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un fait général dont un cas particulier est fourni par le théoréme de
NoreER sur les courbes planes passant par lintersection de deux courbes
données. Ici cette conclusion peut s'¢tablir directement de la facon
suivante.

Supposons F réductible et représenté par le produit (8). La diffé-
rence 4— B, qui est un polynome homogene et symétrique par rapport
aux &, est par suite une somme de termes de la forme P, ou P est
une fonction symétrique élémentaire des & et () une fonction des coeffi-
cients de @. Cette derniére est nécessairement une expression D, puis-
que la somme ZXPQ est nulle, quels que soient les &, lorsque F et @
ont respectivement les formes (8), (9). Si donc nous remplagons les
fonctions symétriques P par leurs valeurs en fonction des coefficients de
F, nous aurons une expression D, identiquement égale a la difféerence
A — B chaque fois que F est réductible et qui par suite n'en différera,
pour F quelconque, que d'une expression C, ce que nous voulions établir.

Dans l'identité
A—B=C+ D,

les polynémes C et D ne sont pas, il est vrai, nécessairement des in-
variants. Mais ils le deviennent par lapplication de la méthode ordi-
naire (substitution linéaire la plus générale et application répétée de
Vopération désignée dans la théorie des formes par la lettre &)

Dés lors, si & a été pris suffissamment grand, la quantité

A—C=B+D

fournit, en y réduisant le nombre des variables a deux, une expression
jouissant de la propriété cherchée (les formes binaires données étant
u’, 7).

10. Soient maintenant

(1) fi=o,
(E) (2) f,=o,
(3) fi=o,

trois équations de degrés m, , m,, m, aux inconnues z,y. Les termes
de plus haut degré des polynémes f,, f,, f, nous donnent trcis formes
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binaires f7, 3, /3, dont nous formerons les résultapts. Nous désignerons
par R;, le résultant de fJ, f5, et, tout d’abord, nous supposerons ces
résultants différents de o. Désignons par z®, 4 les solutions communes
aux équations E , E, et considérons le produit

P, = IIf,(e", o)

Ce produit s'exprime rationnellement & l'aide des coefficients des
équations E, mais dans son expression figure un dénominateur lequel
n'est autre que R),". En effet, dans I'équation finale résultant de 1éli-
mination de y entre E et E,, le coefficient de x™™ est R),; il en est
de méme de I'équation en x 4 Ay, » cause des propriétés invariantes de R},.
L'expression P,, qui est de degré m, par rapport aux x,y ne peut donc
renfermer d’autre dénominateur que ce coefficient élevé & la puissance

my. Nous poserons

(10) R, = P,.R%".

En partant des équations E,, E,, nous formerons les expressions
analogues P, et R, = P,.R}". Nous nous 'proposons de rechercher la

1
relation entre P, et P, (ou entre R, et R

1 123)'

11. Considérons & cet effet le produit /I, analogue 4 P,, mais ou
f, est remplacé par f; — A. Ce produit sexprime par un polyndéme en
A qui, égalé & o, exprime que A = f,(z9, y¥). Le produit des racines de
Véquation JI, = o (considérée comme équation en A) est donc P,; le terme
41
P3
de A™™ dans JI,, multiplié par (— 1)™™=.

Or, st nous effectuons la transformation

indépendant de 2 est P. Le rapport est par suite égal au coefficient

_1 _Y
T =", y="5
qui, aux équations f, == 0, f, = 0, f, — A = 0, substitue les équations
' g (LU
(1) Fi=x ’fl(gg , 28’4) = 0,
’ g 1 . ,
() (2) F,=u fg(;%)=o
= ' ! "/ —
6 neenfs(t )]0

Acta mathematica. 20. Imprimé le 7 septembre 1896, 27
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le produit 77, sera remplacé par le produit

i
' n\my ___ 1
= 1, ()" =
la multiplication étant étendue aux solutions communes aux deux derniéres
équations (E").

Pour A = co, le produit /I, prend une valeur finie et déterminée,
car l'équation Ej se réduit & z'™ = o, de sorte que JI| devient égal &

Ri\m L _
(ﬁ) *, en désignant par & le coefficient de y™ dans f,. Nous aurons

done & multiplier cette quantité par la puissance m,* du coefficient de
Am dans JI(z). Ce dernier s'obtient en formant par V'élimination de y
entre f, = o et f, — A = 0 l'équation en z. Pratiquant cette élimination
par la méthode des fonctions symétriques en partant de 'équation f, =o,

;0
23

. . ¥ . o,
nous voyons que le cocfficient de z™™ est om © le terme indépendant
de # un polynéme de degré m, en A avec (~— 1)™ pour premier coefficient,

bms (___ I)mg(] +m3)’

de sorte que le coefficient de 2™ dans /I(z) a la valeur 45
23

ce qui donne

0™
(11) P s I )T
Py Ry
ou
(12) R::n = (_‘ I)m‘mzmsRms = Rxn'

- oy 12 . .
Si nous remarquons que la substitution (23‘:'> est alternée, tandis

que la substitution C?;) ne l'est pas, nous voyons que notre résultat

donne l'énoncé suivant: L'expression (10) me change pas par une substi-
tution alternée des indices 1,2, 3, au liew quune substitution non alternée
la multiplie par (— 1)™™™s,

Cest & cette expression entiére R,,,, indépendante au signe prés,
comme on le voit, de Vordre dans lequel on prend les équations, qu’il
convient de donner le nom de yésultant des polyndmes f,, [, f,.
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12. Si nous voulons étudier la méme question au point de vue
projectif, il faudra considérer les trois équations

(1) fi=o
(E) (2) fi=o,

(3 fi=o
comme homogénes et de degrés respectifs m, , m,, m, par rapport aux
variables x,, x,, z, qui correspondent & z,y par les relations x =%’
y ==t

3
Pour voir ce qui remplacera le résultant Rj,, considérons le résul-

tant des deux formes binaires o<, b7, lequel g'exprime par des facteurs
déterminants symboliques binaires, et appliquons-lui le principe de trans-
lation, c'est a dire changeons chaque facteur déterminant binaire en un
déterminant ternaire par l'addition d’une lettre u. Nous obtenons ainsi
un contrevariant commun des formes f,, f;, que nous nommerons Rj;.
Ce contrevariant se réduit & Rj, pour #,=u,=o0, u,=1. Il peut dailleurs
se définir sans que l'on connaisse la forme symbolique du résultant. 11
suffit d’appliquer aux deux formes données une substitution linéaire ou
la nouvelle variable correspondant a x, soit u,x, + u,x, + u,x,, de former
sur les nouvelles formes le résultant R), et de diviser par -la puissance
m;m; du déterminant de la substitution.

Egalée a o, la fonction R}, exprime que la droite u, = o passe par
un point (f; = o,f, = o). Elle est identiquement nulle si ces deux courbes
ont une partie commune. Sinon, ¥, 2, £’ désignant les coordonnées
de leurs points communs, on a

— i ; ¢
12 = ,UIz.I (29 4 w0 + uz ),
chaque facteur étant élevé & une puissance convenable, qui n’est autre

que le degré de multiplicité du point correspondant; et u étant un facteur
constant. Autrement dit, le rapport

Ru
(13) - LN 4
a M (ual? + wse + usa?)




212 J. Hadamard.

est indépendant des . Mais ce rapport dépend des déterminations adoptées
pour les z (lesquels ne sont définis qu'a un facteur de proportionnalité
prés). Pour 2’ =P = ... =1, on a

0

P == Ly,
comme on le voit en faisant u, =wu, = o0, u, = 1. Dé¢s lors R ,, peut
étre défini: le produit Ii[f;(zc({", x$?, ") multiplié par la puissance m,*™°
de la quantité (13), soit
e ms

&) (%} (1)
I;I(ulxl) + wgzy + uszay’)

(I4> R123 = I;Ifza (x(li)) x(;)? x(si)

ou le second membre est cettc fois indépendant des » d'une part, des
facteurs de proportionnalité qui figurent dans les z, de l'autre. En
prenant le cas de yu = 1, on voit que le résultant est donné par le produit
].;I f:(2?, 20, 2), ou les x sont définis par I'égalité (identique par rapport
aux )

g(ulxﬁi) + w2 + u,xd) = Ry,

13. Le résultant considéré sous forme symbolique est donc une
expression de la forme P considérée au n° 7. En particulier on saurait
calculer cette expression symbolique si 1'on savait résoudre le probleme
posé au n° 6: trouver pour le résultant de deux formes binaires une ex-
pression  essentiellement équivalente. Ceci permettrait en effet d’abord de
calculer la forme RY,, puis de passer au résultant R,,, par la considéra-
tion du résultant de deux formes, 'une de degré m, m,, autre le degré m,.

14. Léquation R,,,=o0 exprime la condition nécessaire et suffisante pour
que les équations E aient une solution commune (autre que z,=1x,=1,=0).
Si en effet R!, n'est pas identiquement nul, I'équation de définition (14)
montre que les conditions R,,, = o, I:Ifa(x‘f’, P, zP) = o sont équi-

valentes. Dans le cas contraire, le résultant, que I'on peut regarder
comme composé & laide des coefficients de R}, et de f,, se réduit a o,
et d’autre part, il est manifeste que les équations E ont une solution,
puisque les deux courbes f, =0, f, =0 ont une partie commune, laquelle
coupe f, =0 en un certain nombre de points.
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15. Le résultant fourni par la méthode dialytique, telle gu'elle
est indiquée par CavLEY,' coincide, au signe prés, avec le résultant R, ,..
C’est ce que l'on voit en constatant: 1° que l'expression R de CAYLEY
est de degré m,m, par rapport aux coefficients de f,, d'out résulte que

RR est indépendant de f,, et pareillement de f,,f,; 2° que

123
les deux expressions R, R,,; se réduisent toutes deux & 1 pour f, =,

fo = a3, fo=w5™.

le rapport

16. Les conclusions auxquelles nous venons de parvenir §'étendent
d’elles-mémes au cas d’'un nombre quelconque # d’inconnues. On peut,
a cet égard, répéter identiquement les raisonnements précédents; cette
fois, nous les présenterons sous une forme plus simple a certains égards
en partant directement des équations rendues homogénes,

Soient % 4+ 1 polyndmes f,, f,, ..., fou, de degrés my, my, ..., m,
respectivement par rapport aux variables z, ,,,...,2,,,. Nous allons
définir le résultant R,, .., de ces polynémes et démontrer que a,4,7,...
étant une permutation quelconque des indices 1,2,...,n-4 1, on a

(I 5) Raﬁ'/... = RI,?,...,n+I(- x>$mlm2mm”l ’

, . \ . g 1,2,...,n 41
o s est égal 4 o ou & 1 suivant que la substitution < VS )

aByr,..
est ou non alternée.

Supposons pour cela que l'on ait défini le résultant de » équations
homogénes a n inconnues. Ce sera un polynéme entier par rapport aux
coefficients des différentes équations et dont le degré par rapport aux
coefficients de chacune sera marqué par le produit des ordres de toutes
les autres. Ce sera un invariant commun 3 tous les premiers membres.
Egalé & zéro, il exprimera la condition nécessaire et suffisante pour que
les équations aient une solution commune (non nulle). Enfin il ne changera
pas si l'on change l'ordre des équations données, sauf dans le cas ou ces
équations sont toutes d’'ordre impair et la permutation effectuée non al-
ternée, auquel cas il changera simplement de signe.

Cambridge and Dublin Mathematical Papers, t. 3.
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Revenant alors aux équations

(E)

(n“l‘ I) for1 = O,

nous considérons d'abord les # premiéres d’entre elles. En y faisant
T,. = O, nous aurons # équations a 7 inconnues dont nous pourrons
former le résultant R}, .. De cette expression, nous déduirons, comme
il a été expliqué plus haut, la forme R:, ,. Egalée a zéro, cette forme
exprime que I'équation lindaire w,z, + ... + #,,, 2,4, = O est vérifiée
par une solution commune 2P, z{?, ..., 2\, des n premiéres équations
E. Elle peut étre identiquement nulle: ceci arrivera alors et alors seule-
ment, que les surfaces représentées par ces n équations auront en commun,
non pas seulement un certain nombre de points, mais une multiplicité
algébrique a au moins une dimension. Sinon, elle sera un produit de
facteurs

.1‘,‘2,...,11 == #lz[(ulx(li) + L + u’n+lx$|z-)t-l))

chaque facteur sous le signe Il étant compté un nombre de fois égal au
degré de multiplicité de la solution commune correspondante, et p étant
un nombre indépendant des u, mais dépendant du facteur de proportion-
nalité qui figure dans les z;.

Le degré de la forme R* par rapport aux w étant m, m,...m,, il
est par cela méme démontré que cc nombre est celui des solutions com-
munes aux équations E , E,, ..., E,.

Cela posé, formons le produit

R;‘,‘Z,.‘.,n Mntt
(1 6) Rl,?,...,n+1 = ( )> Pn+1 ’

(4} (%)
I;[(’lel + oo U1 Xag

Pn+l == gﬂ+1 (x;i) PRI m%)

Ce produit est indépendant des u, ainsi que des déterminations choisies
pour les «®. On peut en particulier choisir ceux-ci de maniére que
/= 1 et définir notre quantité comme le produit

'Rl,‘l,...,n+l = 1;[](;“(3:(;‘)’ ceey xs:zi-l ’
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les quantités = étant définies par I'identité
I(ua + ...+ ug2lh)) = B, o

L’expression R;‘,‘Z,...,n +1 est donc une fonetion entiére des coefficients de

*o...n €t des coefficients de fay1, de degré m, , par rapport aux premiers,
de degré m,m,...m, par rapport aux seconds; par suite une fonction
entiére des coefficients des équations E, et dont le degré par rapport
aux coefficients de chaque équation est marqué par le produit des
ordres des autres. Cest un invariant commun aux polyndémes fi,..., 1,
car dans l'expression (16) tous les facteurs sont invariants. Son expres-
sion symbolique comprend m m, ...m,,, facteurs déterminants symboliques,
On saurait d’ailleurs former cette expression symbolique si Von savait
trouver pour le résultant.de deux formes binaires une expression essen-
tiellement équivalente.

17. Rys ... = O est la condition nécessaire et suffisante pour que
les équations E aient une solution commune non nulle. Cest ce qui
résulte immédiatement de la formule (16) si R}, , n'est pas identique-
ment nul. Si au contraire on a R}, ,=o0, on aura aussi B, ,., =0,
puisque R, .., est une fonction homogéne des coefficients de Ry, ..
D'ailleurs les équations L auront une solution comwmune, car les n pre-
micres d'entre elles définissent une multiplicité algébrique & au moins
une dimension, laquelle coupe nécessairement la surfuce f,,, = o.

Il est donc .légitime de nommer résultant cette expression R, ,.;.

18. Soient maintenant a,f,7,...,%,0 les indices 1,2,3,...,0nf1
rangés dans un ordre différent et formons I'expression, analogue a R ,s.

nt1
Ru b mg
(16') -Ro . — Ly f57 50:057 P
218,700y % 0 3) k) 2}
’ I;I(ulac(l + ...+ zt,,+1m§,+1)
— {£ (& &)
P& - I-;‘[ﬂi(xl)J (Ez), ceey x£¢+l>°
. R, 5, . -
Le rapport ——2f72f ast indépendant des coefficients de I'une quelconque
1 b )

f, par exemple, des équations . En général, en effet, les équations
E,,E,...,E,, ont leurs m,m, ...m,,, solutions communes distinctes
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(puisqu’en y faisant z,,, = 1, de maniére a les prendre sous forme non
homogeéne, 1° il n'y aura pas, en général, de solutions commune infinie,
le résultant que nous avons appelé Rj,; .., n'étant pas identiquement
nul; 2° le résultant des équations E,, E,,..., E,,, et de leur déterminant
fonctionnel, qui est une fonction entiére des coefficients de ces équations,
n'est pas identiquement nul, ainsi qu'on le voit en prenant pour ces équa-
tions des produits de facteurs linéaires quelconques). Considérées comme
équations entre les coefficients de f,, les équations K, ; =0, B,y .41 =0
représentent done la méme multiplicité algébrique, "en général sans partie
multiple; elles coincident done bien a un facteur pres indépendant de f,.
Cette conclusion, établie dans le cas ol les n derniéres équations E ont
leurs solutions communes distinctes, subsiste par cela méme d’'une fagon
absolument générale.

\ . . R, 5,00
On peut dés lors, dans l'évaluation du rapport -I—;ff‘ﬁL’—, supposer
11,2,...,n41

les polynomes f,, f,, ... remplacés respectivement par les puissances

y fa+1
m, 2 om0 L m,,*™ d'autant de polynémes du premier degré.
D'autre part, le résultant R, ;. , des formes f7,f,,..., f,4, est la
puissance p** du résultant R,,. , relatif aux formes f,, f, y oo Fanre

Cela est évident si 6 = 1. Dans le cas contraire, on voit immédiate-
ment d'aprés la formule (16%) qu'il suffit d’établir la propriété en question
pour la quantité R:. . Or celleci, se déduisant du résultant de n
équations homogénes 4 % inconnues ne change pas pav une substitution
alternée, substitution par laquelle nous pouvons rendre y égal & 1.

Ya,8,7,0.00

Dés lors le rapport est la puissance m m,...m, "™ de

1{1 2.2,...m41

1=y e

ce quil serait si les polynémes donnés étaient du premier degré. Mais,
dans ce cas, le résultant, qui se réduit au déterminant des (n + 1)° coeffi-
cients, est une fonction alternée par rapport aux indices «,f,7,...,0.
Nous pouvons donc écrire

(17) Ra,ﬁ,y,...,() = ("‘ I)mlmz'"m"“Rl,‘2,3,....n+1

et nous aurons ainsi démontré toutes les propriétés énoncées.

19. Les formules (16) et (17) permettent de comparer entre eux
les produits P, , P,,..., P,,,. Que devient cette comparaison lorsque
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nos équations ont des solutions communes? Prenons, pour simplifier, le
cas de trois équations f, = o, f, =0, f, = 0 représentant trois courbes
qui ont un certain nombre de points communs 4. Sur un cycle de f;
ayant pour origine un de ces points, /, sera de lordre / et f, de I'ordre
I, de sorte que le nombre des intersections B de f,, f, non communes
avec f, sera mm, — Xl et le nombre des intersections C de f, et de f,,
nen communes avec f,, m,m, — II'. Proposons-nous de comparer le
produit des valeurs de f, aux points B avec le produit des valeurs de
f, aux points C.

Remplagons, dans ce but, f, par f, + A¢, (¢, étant un polyndéme
quelconque de degré m,); nous voyons que le produit des valeurs de 7,
aux points B, multiplié par le produit des valeurs de ¢, aux points 4,
égale le coefficient de A" dans le produit P, relatif aux polynémes
firfor i + ¢, lequel produit est égal, aux facteurs prés dont nous
avons donné l'expression plus haut, au produit des valeurs de f, aux
points f, = o0, f, 4 d¢, = 0. Ces derniers peuvent se diviser en deux ca-
tégories: m,m, — X' qui, pour A infiniment petit, tendent vers les points
C et ' qui tendent vers les points 4.

Sur chaque cycle de f; ayant pour origine un point 4,' donnons-
nous les développements de f;, f;, ¢,:

f,="¢8@+0bt+..)
f,="=4¢@ +bt+...),
oy =a+pt+....

Les I’ valeurs de ¢ correspondant aux points d’intersection de f,
avec f; 4+ Ap, auront leurs parties principales données par @'#" + Aa = o,
v Aa
) 7

de sorte que leur produit aura pour valeur principale (— 1)'= et le

. v . ., .
produit des valeurs de f,, (— 1)" o’ %. Si nous supprimons le facteur

X et remarquons que les facteurs ' donnent le produit des valeurs de

' I est bien entendu que les développements de =, , ,, , sur le cycle doivent
étre tels que, pour £ = O, on trouve les valeurs mémes qui figurent dans les formules
(13) et suivantes (et non simplement des valeurs proportionnelles).

Acta mathematica. 20. TYmprimé le 14 septembre 1896, 28
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¢, aux points 4, nous voyons que le cycle en question figurera par le
-
2

at . . , .
facteur (— 1)* —, c'est a dire, au signe pres, la wvraie valeur de -
a

3
le cycle en question.’ Tel est donc le facteur qu'il faudra, dans la formule

de comparaison, introduire pour chaque intersection commune que l'on
supprimera.

sur

20. En particulier, ceci nous permettra de voir ce que devient la
formule

(10) B = T, y) R

qui exprime le résultant en supposant connus les points d’intersection de
f, = o et de f, = o, lorsqu'un ou plusieurs de ces points sont a linfini.
Soient
AT (=1, 2, ecy myma—ps)

les points communs de f., f, situés a distance finie,
a® 5 b® y O E=1,2,..,1)

les points communs a linfini. On a

-1 my

Rl
I}(ulx@+u2y<‘7+us)g (1,a® 4 u,b®) | 7

(14) B =TI, )T, %)

Ry,

T (20, 2 4 0, 4D a1 ) EI (u, a® 42, b))

i

et cest la quantité quil nous reste a

. " . .
évaluer. Or R}, est le résultant des polynomes f,,f,, u,x, + u,x, + u,x,
Autrement dit, si
2
Eg,h) b 6(2h) ’ E(sh) (r=1,2,...,my)

désignent les points d'intersection de f, = o, w,x, + u,x, + u,x, = 0,
on aura

. ay g0y gon[ [i(%eVy — VU, WV, — UV, UV, — ¥ u,) ™
(18) Rl? - IhIfg(El 12 ,¢3 ) 23 I-I('; j(h) : ‘ E(h) (/,)) ! .
N 161 F va&e 4+ 58

' D'aprés la note précédente, il est clair que cette vraie valeur dépendra, comme
cela doit &tre, du facteur de proportionnalité qui figure dans les coordonnées.de 1'origine
du eycle.
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Divisant cette valeur par le dénominateur
X (1, + w9 + ) I (w0 + 0,0,

nous allons pouvoir prendre pour la droite w,x, + w,x, + w,x, = 0 la
droite de linfini w, ==wu, = 0, u, = 1. Dans ces conditions, en effet,
les points &P, &M, £ sont, d'une part,’ les points a®, i, o, d'autre
part, les autres points a linfini (a®, 5", o), points dont nous pouvons
supposer les coordonnées choisies de maniére & ce que le produit
() (K — f£10 .
I,{I(vla' + 0,0%) =f(v,, vy)
soit égal au quotient de f°(v,, — v,) par® J[(v,a® + v,0%). Dans ces
conditions, le sccond facteur de la valeur (18) de B}, devient égal a
& al) h)
1;;[]‘;(51 382 s (3)

O (u,2® + u,y® + us)g(ula(k) + 1w, b®)
2

Punité. Quant au rapport , il se pre-

) . , .
sente sous la forme 5» mais nous venons d’apprendre dans le numéro

précédent a lever cette indétermination, et nous obtenons
to)  B=TaE, ) IIe®, W) IAE, 1) e

Les facteurs I sont relatifs aux différentes branches infinies de f;. Si
sur une telle branche, f, est d’ordre I, x, d’ordre 7', le facteur L sera
;
la vraie valeur de %, multipliée par (— 1)"*.
3
Le facteur If3(a®’, 5*?) se calcule sans que l'on connaisse les quan-

tités a®?, 8%, C'est le résultant des formes binaires 71°, /3.

! (es points ne sont pas, il est vrai, identiques avec les points a®, b® O con-
sidérés tout & I'heure: ils en different par les ordres de maultiplicité. Les points a®, b®
sont comptés dans la formule (14') avee Vordre de multiplicité qu’ils ont comme points
communs ¥ f;,f,; iei on doit leur attribuer la multiplicité avec laquelle ils figurent

comme points & l'infini de f,.

? Tl est bien entendu que le produit I}(vla(k) + v,b®) n’ebt pas celui qu’on dé-

duirait du produit rkI(ula,(") + u,b®) qui figure dans (14) en changent les w en v, ainsi

qu'il résulte de la note précédente.
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21. Ces résultats s'étendent immédiatement & un nombre quelconque
d’équations. Le role que jouait tout a I'heure la courbe f, == o sera
joué par la courbe représentée, dans l'espace a n dimensions, par les
(n — 1) premiéres équations données.

22. Les conclusions du n° 19 fournissent une identité qu'il est
d'ailleurs aisé de vérifier directement, et qui peut étre utile dans certains
raisonnements. Soient encore les trois courbes f, =o0, f; =0, f, = 0

ayant en commun un point z, ,y,. Sur un cycle de f, = 0 en ce point,
]

f, sera de Llordre k, f, de Vordre I, et le rapport lT: aura une certaine
3

limite L. De méme, sur un ecycle de f, au méme point, le rapport
.
;;} (en désignant par ' et I’ les ordres de f, et de £, sur ce cycle) aura
1
. fl"
une certaine limite L', et, sur un cycle de f,, le rapport ﬁ (ou £, 1"
2
sont les ordres de f,, f,) aura une limite L”. Il résulte évidemment du
n° 19 que le produit des quantités L par les quantités L’ et par les
quantités L” est égal a (— 1)+ dy moins si le point 2, y, est
le seul point commun; mais on peut toujours supposer qu’il en est ainsi,
en ajoutant aux premiers membres des équations de ces courbes des termes

de degré assez ¢levés en x — x, y — y, pour ne pas changer les quan-
tités L, L', L".

11.

23. Nous avons ¢tudié le résultant de plusieurs équations, c'est a
dire une certaine fonction symétrique des solutions communes a ces équa-
tions. De parcilles quantités, susceptibles de recevoir des applications
géométriques plus ou moins simples, ont été considérées par différents
auteurs, auxquels elles ont fourni une série de théorémes de géométric.

C'est ainsi que LAGuERRE' a ¢énoncé des théorémes sur le produit

! Comptes Rendus de 1'Académiec des Sciences, tome 60, pag. 71—73;
1865. — Bulletin de la Société Philomatique, p. 140; 1870.
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des normales menées d’un point & une courbe, sur le produit des distances
d’un point aux intersections d’une courbe et d'un cercle, ete.

Un certain nombre de ces théorémes et d'autres analogues ont été
repris par M. Eruixe Horst.!

Les fonctions symétriques qui font l'objet de ces différentes pro-
positions appartiennent & une catégorie particuliére: il s'agit toujours du
produit des valeurs que prend une fonction rationnelle déterminée aux
différents points communs & deux courbes données. Au contraire, d’autres
résultats du méme genre sont relatifs & I'évaluation, non d’un produit,
mais d’'une somme de fonctions rationnelles. Tel est, par exemple, le

théoréme de Jacosr sur la quantité Y (ot D(f, o) est le dé-

U
57, 9
terminant fonctionnel des polynémes £, ).

Ces différentes recherches ont été reprises et complétées par M. Hum-
BERT dans une série d’importants mémoires insérés principalement au
Journal de Mathématiques pures et appliquées® Plus générale-
ment, M. HumBrrT calcule, & I'aide de la théorie des fonctions fuchsiennes,
les intégrales qui interviennent dans le théoréme d’ABEL et dont I'expression
permet d’obtenir le produit ou la somme de fonctions rationnelles, étendus
aux points d'intersection de deux courbes, ou d’une courbe et d’une surface.

Je me propose de faire voir que tous les résultats que nous venons
d'énumérer peuvent étre considérés comme dérivant des propriétés du
résultant.

24. Lorsque la fonction symétrique & évaluer affecte la forme d’un
produit, nous sommes immédiatement ramenés au calcul d’un résultant.
Le produit

H F(a®, y(i))
O | y)

¢

' Math. Annalen tome II, pag. 341—346; 1877. — Bull. de la Soc. Math.
de France, tome 8, pag. 52—59; 1879,

Y Sur le théoréme d’Abel et quelques unes de ses applications géomélriques, Journal
de Math. pures et appliquées, 4° série, tome 3, pag. 327 —405; tome 5, pag. 81—134;
tome 6, pag. 233—292. — Sur les courbes eycliques de direction, ibid. teme 3, pag. 129. —
Propriétés des arcs des courbes algébriques planes ou gauches, ibid, 5° série, tome I, pag. 181;
ete., cte. — Les théordmes de M. HUMBERT ont été déwontrés par une autre voie dans
le Trailé des fomctions algébriques et de leurs intégrales de MM. APPELL et GIOURSAT.
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étendu aux points d’intersection des courbes f, ¢ est, & un facteur preés
dépendant des termes du plus haut degré des polynomes f, ¢, F, @, le
quotient des résultants des polynémes f, ¢, }' d'une part, f, ¢, @ de l'autre;
et les autres formes que nous connaissons pour ces résultants nous don-
neront autant de transformations du produit en question.

Soit, par exemple, le produit

(20) ny(x, y)

des valeurs prises par le polynéme entier ¢ (x, y) aux points d’intersection
des courbes f =0, ¢ + P¢ = 0. On est conduit a exprimer ce produit
par le produit

(21) g + PY)

étendu aux points d'intersection des courbes f, ¢, lequel est indépendant
du polyndme cntier P.

Le rapport des deux produits (20), (21) si le résultant des termes
du plus haut degré des polynémes f, ¢ 4+ P¢ n'en dépend pas, ce qui
arrivera lorsque P¢ sera de degré inférieur & ¢.

Lorsque la courbe ¢ = o est un cercle, cette remarque prend la
forme suivante: Si une courbe fize f = o est coupée par une autre varialle,
mais dont les points « Uinfini et les points d intersection avec un cercle ¢ =0
sont fizes, le produit des puissances, par rapport aw cercle ¢, de la courbe
f=o0 et de la courbe variable est constant.

25. (C'est encore dans le méme ordre d’idées que rentre le théoréme
de Lacuerre: 8@ par un point O(z,,y,) pris dans le plan d'une courbe
=0, on méne un cercle quelconque, le produit des distances du point O aux
points d'intersection’ est (2R)"f,.

On a en effet & évaluer dans ce cas le produit

P=1{x—=)+ y—y,)] = R™[(x — x,) sin 0 — (y —y,) cos 4]

T Il y a ici un léger désaccord avee le résultat donné par LAGUERRE; cela tient
4 ce que nous supposons la quantité (22) (voir ci-dessous) égale & I et non & 2™ ce qui
était la supposition de LAGUERRE. La forme que nous adoptons ainsi pour f est la forme
»normale> de M. ErLing Horsr (loc. cit.).
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étendu aux points d’intersection des courbes /= o,
(z—=z,) + (y —y,)" — 2R((x — z,) sind — (y —y,) cos ) = o,

ce qui nous rameéne 4 la remarque précédente en faisant
p=(@—x)"' + y—y,)" ¢ =(r—=x,)sin §— (y—y,) cos d, P=2R.
Le résultant des termes de plus haut degré

@,y = az™+ axz" 'y + ... + a,y",

2’ + y’

des polynémes f, ¢ est la quantité
(22) (1,901, —d) = (a,—a, +a,—..) +{(a,—a, +a,—...)

que mnous supposons égale 4 1; de sorte que P est le résultant des
trois polynémes [, ¢ — 2R, ¢, ou, ce qui revient au méme, [, ¢, ¢.
Nous pouvons évaluer ce dernier en formant le produit des valeurs de
(x —=,)” + (y — y,)* aux points [ = 0, ¢ = 0, lequel s'obtient aisément
en posant x — x, = p cosf, y —y, = psind, et a la valeur

[f *(cos ’;O, sin #) ] "

Comme le résultant des termes de plus haut degré des polynémes f, ¢
est précisément f°(cos@,sinfd), on trouve bien le résultat annoncé.
Une méthode semblable peut s'appliquer aux deux produits

Iz —=,) +ily — ,)]

relatifs aux points d’intersection de la droite et du cercle et, par le quotient
de ces deux produits,’ conduit au second théoréme de Lacuerrg: L orien-
tation du systéme des droites qui vont du point O aux points dintersection
est la méme que celle des asymptotes de la courbe f = o.

' On sait que lorientation € du systéme des droites allant de Vorigine aux points
a®, y®_ c'est 3 dire la somme des angles que font ces droites avec l'axe des z, est

donnée par la formule
PO | ELEX
= L ® — @
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26. Soit encore a trouver le produit des longueurs des sécantes
menées du point O & la courbe f= o de maniére & la couper sous un
angle donné V et lorientation du systéme de ces droites.

Les points 2™, y™ (h=1,2,...,m") seront définis par les équations

<23) f(x’?/) = 0,
(24) [@—a)fy — @ —y)fJsinV—(zf; +uf, + [)cosV =0

et nous considérerons les produits

Nz — z,) + ily — y,))-

Prenons d'abord le résultant R relatif aux polyndémes (23), (24). En
décomposant f°(r , y) en facteurs d®¥x — o*'y et substituant «®, 4 dans
les termes de plus haut degré de (24), onetrouve pour ce résultant (en
désignant par A le discriminant de 1)

+ Asin"VIL(@® 4+ 0%) = + Asin"Vr(x, i)f (1, — ).
Nous connaissons d'ailleurs le résultant R’ pour les équations (23) et

(25) x—mz, + iy —Yy,) =0

lequel est 7°(1,d), de sorte que nous sommes ramenés an caleul du
produit des résultats de substitution, dans le premier membre de l'équa-
tion (24), des solutions communes & (23) et a4 (25). Or, moyennant ces
derniéres, le premier membre de (24) peut s'écrire sous l'une des deux
formes

(26) - (‘Tof.; + yof:l + f;)e”'7

(27) — (@ — )z + if))e”.

Partons de la premiére forme: elle nous représente, 4 un facteur
prés, le résultant des polynémes f,x —ux, +i(y—y,) et 2. f. + u,f, + 17,
cest & dire le produit /7'((r — z,) + i(y —y,)) relatif aux tangentes menées
du point O & la courbe, multiplié par le résultant des termes de plus
haut degré des polynémes £, z,f.+y,f,+ ., lequel est égal au produit de
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mﬂ—é—;—b—aﬁ par le produit 7/, des distances du point O aux asymptotes

de f= 0. Nous obtenons donc

. . emiV ﬁ*
”((Q’J - %’0) + @(y _—yo)) = ”I(x — %, + 1’(?/ _ yo))gﬁ,mV 7‘{% 1,
La seconde forme (27) se traite par des procédés tout semblables et
nous donne

emiV

e — o, +ily — 9,)) = olE — 2, + i — ) Goprma —i

&,y désignant les coordonnées des foyers réels de la courbe.

Si, dans ces formules nous changeons ¢ en — i, elles nous feront
connaitre le produit //(x — x, —i(y — y,)). En multipliant, nous aurons
le produit des longueurs des sécantes, égal au produit des longueurs des
tangentes, multiplié par le produit des obliques menés du point 0 aux
asymptotes et les coupant sous l'angle ¥, ou encore a f, multiplié par
le produit des distances du point O aux foyers réels et divisé par sin™V
(en supposant (1, i)f°(1, — i) = 1).

En divisant, au contraire, les deux produits conjugués 'un par P'autre,
on a lorientation du systéme de sécantes, égale a l'orientation des tan-
gentes, plus celle des asymptétes, plus m fois Vangle V; l'orientation des
tangentes étant la méme que celle des droites qui vont aux foyers réels.

Ces théorémes sont établis, il est vrai, dans I'hypothése ol la courbe
donnée n'a pas de point double. Mais, dans le cas contraire, les points
doubles figureraient avec le méme ordre de multiplicité comme extrémité
de tangentes, ou de normales, ou comme foyers. Ils s'élimineraient par
conséquent des résultats.

27. D’autres théorémes du méme type ont encore été donnés dans
les mémoires précédemment cités. Nous les laissons de coté pour re-
chercher si les propriétés du résultant nous permettent de calculer des
fonctions symétriques autres que des produits.

Il y a tout d'abord lieu d’observer que la remarque donnée dans
la premiére partie, n° 8, permet de ramener & la recherche d'un résultant
Pexpression de toute fonction symétrique des solutions communes a plusieurs

équations donnée sous forme invariante.
Acte mathematicn. 20. Tmprimé le 15 septembre 1896. 29
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Nous nous bornerons ici & considérer les fonctions symétriques qui
se présentent comme la somme des valeurs que prend une certaine fonc-
tion rationnelle aux points communes a plusieurs courbes ou surfaces.
Ces quantités se rameénent immédiatement & des produits a l'aide de
I'identité

1

2 ¢
= = D).
(28) 7 dbﬂlog(V—{- AU)
Supposons que U et V soient deux polynémes homogenes du méme

degré p aux trois variables z,y, 2z, et proposons-nous de calculer la

U . . .
somme des valeurs de 7 aux points d’intersection des deux courbes

f=0, ¢ =o0.
Nous devons admettre tout d’abord que ¥V ne g'annule en aucun de

. . U . L
ces points, sans quoi la valeur correspondante de 7 serait, en général,

infinie ou indéterminée. Dans ces conditions, le produit JI(V + AU)
étendu aux points (f= o, ¢ = o) se calculera a I'aide du produit /I
étendu anx points

(29) (f=o0, V+ 22U =o0).

De ces derniers, certains seront fixes, ceux qui seront communs aux
trois courbes f=o0, U=0, V=o0. Ils donneront dans notre produit
des facteurs indépendants de A, lesquels ne formeront aucun terme a la
dérivée logarithmique. Nous n’aurons donc a considérer que les points
d’intersection (29) mobiles, lesquels seront, pour A trés petit, infiniment
voisins des intersections de f = o avec ¥ = 0, mais non confondus avec
elles. En particulier, nous n’aurons pas a faire entrer en ligne de compte

. v . . .
les points ou ¥V s’annule sans que 7 Soit infini.

c1s U
Considérons donc un cycle de la courbe f= o sur lequel 7 est

infini. Les coordonnées homogénes z , y, 2 seront données par des séries
ordonnées suivant les puissances croissantes d'une variable ¢, nulle &
Vorigine du cycle. Soient alors

(30) - '

I —
y=—i= A Bt ) = o

dloge
T—a+bt+....
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La courbe ¥V + AU = o aura, pour A trés petit, ¥ points d’intersection
avec notre cycle infiniment voisins de son origine, et correspondant aux
k racines infiniment petites de 1'équation (30).

Supposons d’abord, pour simplifier, k=1. Alors la courbe V+iU=o0
coupera le cycle en un point g dont le paramétre ¢ aura pour valeur

principale ¢ = — 44, de sorte qu'on a
dlogg, dloge.dt,
a = a, a— At
K . . 1 ., dz log‘gp
Donc le cycle en question fournira & la quantité —a1 un terme

égal & — ad. cest & dire aw coefficient de tE dans le développement de

Udlogyg

vV dt

infiniment petit entourant le point analytique origine du cycle.

La méme conclusion subsiste pour une valeur quelconque de k.
Cest ce qui peut se voir en tracant dans le plan de la variable ¢ un
cercle de petit rayon autour du point { = o, La somme des .valeurs

dlog ¢

dlog ¢ di . . y . el v e
de . = Tag o Aux points racines de l'équation (30) situés a lin-
dt
térieur de ce cercle (et, si le cercle a été pris une fois pour toutes, les

k points racines infiniment voisins de l'origine seront a son intérieur pour

, ou a lintégrale _5177; f Ig,dloggo prise le long d'un contour

. . T I I dlog ¢ .
A suffisamment petit) sera lintégrale — 5 f O TR dt prise le

long du cercle, laquelle, pour 2 = o, donnera bien f I—U,dloggp.

Nous constaterons le méme fait directement en posant A = v*. ¢ est
alors une série en g commencant par un terme du premier degré. Les
k valeurs infiniment petites de ¢ s'obtiennent en multipliant g par les
différentes racines k*** de l'unité. Si d'autre part on a

. 1 dl a_ —k _
1’(t)=m—dof—g=*ﬁk+%+-.-+%—l+ao+a1t+...,
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il viendra

. dlogeg 1 dlogg dt
(51) dA () dt dloga

__Udt aA_f U k1 a_1
-——-ZJ;(?—{— pras) +...+——t—-+ %, +a6t—|—...>.

Or tous les termes de F(¢), autres que ?, sont des dérivées de fonctions

: . \ R TIUT v dt
rationnelles de ¢, et par suite, aprés multiplication par - ne donne-

kdy’
ront pas de termes indépendants de v. Ils s'élimineront done, d’aupreés
les propriétés de 'équation bindme, lorsqu’on fera la somme des valeurs
que prend lexpression (31) en y multipliant y successivement par les

ety . e, s (72} .
différentes racines k%™ de l'unité. Reste le seul terme ——>» qui donnera

a_,; d’'ou la conclusion annoncée.

28. Nous évaluons ainsi la dérivée logarithmique par rapport a A
du produit des valeurs de ¢ aux points (f =0, ¥V 4+ AU = 0). Celui-ci
difféere du produit primitif par deux facteurs, une puissance de la quantité
st (formule (13), n° 13, premicére partie) relative aux polynomes £, ¢,
laquelle est indépendante de 2 et ne figure pas dans la dérivée loga-
rithmique, et la puissance »n*° (n étant lc degré de ¢) de la quantité
analogue relative aux polynémes f, ¥V + AU. Cectte derniére donnera un
terme #C, ou C cst indépendant de ¢. Nous arrivons donc a la formule
finale

(32) Y =—SHE ;%24 e,

ol le signe 2 est relatif aux points (f = 0, ¢ = 0), le signe S aux

Udloge .,
7 a4

cycles de f= o sur lesquels g— est infini; le symbole E

. . s g . I
signant le résidu de %dlog ¢, cest a dire le coefficient de ; dans le

, Udloge
développement de Vo

Dans le cas le plus simple, ou les cycles qui interviennent dans le
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second membre sont tous ordinaires, ¥ ayant aux origines de ces cycles
des zéros simples, cette formule sécrit

, U UD(, ¢)
(32) Xy=—D5rn+re

ou D(P, @) désigne le déterminant fonctionnel des fonctions P, ¢ par
rapport aux .variables z, y. Elle correspond, au fond, a la formule (13)
du premier mémoire de M. Humsert sur le théoréme d'ABEL.’

29. Il n’y a pas lieu de chercher une interprétation géométrique
pour la constante C, car celle-ci dépend du facteur de proportionnalité
qui figure dans les coordonnées homogénes z,y, 2. Ce facteur est effec-

. ' . .« . dlog .
tivement une série en ¢ qui donne un terme dans la dérivée di‘ £, Mais

nous pouvons obtenir une expression simple de C en faisant ¢ = V.
Nous voyons alors que la formule (32) peut s'écrire

n
Z U _ SEEd(loggo——glog U)
14 V dt
(p étant le degré commun de U et de V).

Ce procédé de détermination de la constante C, reposant unique-
ment sur la disparition du premier membre de (32) lorsque ¢ = U,
peut étre appliqué plus simplement si U se décompose en facteurs. On
pourra alors évaluer C' en remplacant ¢ par l'un de ces facteurs.”

En particulier, si gannulle & linfini, on annulera C en repré-

U
_V"‘
sentant les cycles du sccond membre en coordonnées absolues (¢ = 1).
C'est, par exemple, le cas du théoréme de Jacosi, o ¥V est le détermi-

nant fonctionnel D(f, ¢). Comme on a

da dy dy
o e = ’
ry —fr=z D(f, ¢
' Journal de Mathématiques, 4° série, tome 3, page 346.
? Dans le cas ol la courbe est représentée 3 'aide des fonctions fuchsiennes ainsi que
le fait M. HUMBERT, on voit aisément que la constante C est égale 3 la somme des intégrales

4 at+,3)
" yt+0

2izn | V

désignant la substitution correspondant 3 chaque coté.

1 U .
—d log(yt-+ 0) étendues aux différents cotés du polyndme fuchsien, (
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la différentielle %dloggp' se réduit & — g;% et ne devient pas infinie
aux points ¥ == o sauf si ccs points sont des points multiples, ce que
Ton peut toujours éviter en remplagant f par f - he (ce qui ne change
pas D(f, ¢)). La courbe f~+ hg = 0 n'a en effet pour & quelconque,
aucun point double, & moins que les courbes f= 0, ¢ = 0 n'aient un
point double commun ou une branche entiére cominune, ce qui est exclu
par la nature méme de la question. Si done V cst de degré inférieur

1

a D(f, ¢), ce qui entraine C = o, la formule (32') nous donne bien
U
X o7, =

30. On peut se demander par quoi peuvent étre remplacées les
résultats précédents lorsque ¥ s'annulle en un ou plusieurs points communs
aux courbes f= 0, ¢ = o.

A cet effet, on remplacera la courbe ¢ par une courbe voisine ¢
ne passant pas par les points ou V = o0, ¢t on fera tendre ¢, vers ¢.

Si d'abord on considére un cycle de f= o0 ou ¥V sannulle, mais

sans que 4 devicnne infini, on voit immédiatement par cc procédé que

I'on doit prendre pour valeur de dans le premier membre de la

U
75
formule (32), la vraie valewr de cette quantité sur le cycle.

Supposons maintenant que la courbe ¢ = o passe par un ou plusieurs

points de la courbe f = o ol l—y{ soit infini ct soit C un cycle ayant pour

origine tel point. La courbe auxiliaire ¢, = o coupera la courbe /==

en un certain nombre de points P’ situés sur les cycles C et en des points
P’ non situés sur ces cycles. Nous mettrons a part, dans le premier
membre de la formule (32), les termes qui se rapportent aux points P’
et nous les ferons passer dans le sccond membre pour les joindre aux

i Udlog ¢, . s
termes EVT relatifs aux cycles C correspondants.
Soit

a__p a_q

U -
F= Attt ot

le développement de g sur un cycle C; ce cycle est coupé par la courbe
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¢, =0 en p points ¢ ,4,...,1¢, les paramétres ¢ ,{,,..., ¢, tendent
vers O lorsque ¢, tend vers ¢; de sorte qu'on a

d
d_t]0g¢ = _/f'l" P(t)’

I I

d I
d—tlogsol :-‘—-t——-_—t—i—:?'—...—t_t“'{—Pl(t),

P(t), P (t) étant deux développements en ¢ dont le second a pour limite
le premier. Le cycle C fournira 4 la formule (32), modifiée comme
nous l'avons dit tout a l'heure, le terme

N/

6o E[(F+5 )~ —— . +R0) |

ll
a_ A _p41
—z( kg Ok +)
£ £

=1

=E[(“T;l‘ +E 4+ Pt q, g »+...)P,(t)]—pP1(o),

car on a, pour A < o,
a,;,t"

t—1,

— a,t.
Lorsque ¢, tend vers ¢, cette quantité (33) a pour limite

. a_ @ d log
E[(}T]ﬁ_{_ tlck—.—tl .)P(t)]——ﬂP(O)SE(tTk—l—..) dt'SD'

. P T A , < s Lo Udl
On arriverait d’ailleurs au méme résultat en intégrant la quantité 7 Zf #1

le long d’'un contour renfermant les points o, ¢, ,¢,,...,¢,.

. , ) v
Ainsi la formule (32) fait connaitre la somme des valewrs de 7 o

points communs aux courbes f=0, ¢ =0 ou celte quantité a une valeur finie.

31. Soit maintenant dI une différentielle abélienne prise sur la
courbe f = 0. Coupons cette courbe par deux autres de méme degré n

F = o, =0
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et cherchons & caleuler la somme des intégrales f dl entre les points

d’intersection” de F et ceux de @. Nous poserons a cet effet

F=¢—uy, O=¢—uy,

de sorte que y = o sera une courbe quelconque du faisceau (F', @), et
nous considérerons la courbe variable

¢ —uy =o

qui coupera f en un certain nombre de points fixes ou mobiles. L’élé-
ment d’intégrale f ZdI pris entre les points (f=0, ¢ —uy = o) et
(f =0, ¢ — (u + duw)y) sera '

(34) Udu — duz

ar ’
)

la sommation étant relative aux points d’intersection mobiles des courbes

i
f=o0, ¢ —uy =o0. Or la somme des valeurs de " en tous les

fy
()
Z .
points (f = o, ¢ — uy = o), sauf ceux ou cette quantité est infinie (les-

quels appartiennent, bien entendu aux points d’intersection fixes) est égale

) . . . dI
a nC, plus la somme des résidus, par rapport aux cycles de f ou =

5
Fhe
4

est infinl, de la quantité

o al dlog(p—wuy) —Iy ¢ —uy
d(s{‘) dt Ty —dy ¢—wy’
V4
en désignant par I’, ¢', etc., les dérivées il ﬂ', etc.
dt ’ dt

(35) Z——d—f—=SE< —Ir 9’"_’7') + «C.

d(g) Y — 91 ¢ —wy
b4
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Yy y
De la fraction £——"Z nous retrancherons le terme Z. On a
¢ —uy z
-—I’;/’ Y , dI
36 - "__'_"_> nC’ e [
(36) SE¢Z_¢ZZ + > d(ﬁ)’
e

’ . . 3 d
la somme 2’ étant relative aux points (f = 0, y = 0) ou —
()

. 4
Parmi ceux-ci figurent les points communs a la courbe [ et au faisceau
(¢, x): ces points disparaitront donc dans la soustraction des formules

al
/
d<g)
. . Z
que ydI ne soit infini, hypothése que nous pouvons écarter, puisque y =o
est une courbe arbitraire du faisceau (F, @). Il viendra en conséquence
pour le coefficient de du dans 1'élément d’intégrale (34)

@ 7= S8 (— )

V4

est finl.

(35), (36). Mais la quantité est nulle pour y=o0, ¢ =0, a moins

g—uw 1 ¢
Cette formule (37) n'est autre que la formule fondamentale (3) du

mémoire de M. Humsrrr.! A cause de la disparition du facteur ¢’y — ¢y,

. . dI
la somme du second membre s'étend aux seuls cycles de f ol 7 de-

(a cause de l'identité

vient infini.

32. Nous venons d’obtenir le coefficient de du; mais rien n’est plus
aisé que d’obtenir lintégrale elle-méme. Il est clair en effet que dans
la formule (37) nous avons le droit d'intégrer par rapport a « sous le
signe E, ce qui nous donne (en intégrant de u, a u,)

(38) 31— —SE (%IOS*E‘)'

' Journal de Mathématiques, 4° série, tome 3, page 334
_deta mathematics, 20. Imprimé le 16 septembre 1896. 30
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33. Il est & remarquer que nous n'aurions point pu poser ¢ = F,
7 = @ et considérer la courbe F—ud=o0, u variant de o a co; car
ar

sy dt . . . .
I'intésorale ; du est infinie avec u. On se convainc aisément que

—

Z
les termes infinis disparaissent dans la sommation. Clest ce qui explique
comment cette difficulté a pu étre écartée par Dartifice simple dont nous

nous Sommes servis,

34. Nous nous sommes jusqu'ici occupés de courbes planes. Mais
tout. ce que nous venons de dire sapplique mot pour mot aux courbes
gauches,

On considérera alors lintersection des trois surfaces f, =o, f, =o,

, . Y .
¢ =0 et l'on obtiendra pour la somme des valeurs de 7 en ces points

une formule toute semblable & la formule (32), et ou figureront les cycles

.U C - N
de la courbe (f; =0, f, =0) ou 3; devient infinie. (En particulicr on

déduira de cette formule le théoreme de Jacomr généralisé au cas de
trois équations.)

Cette formule, établie pour les courbes qui sont intersection compléte,
s'étend immédiatement aux courbes gauches algébriques quelconques puis-
que toute pareille courbe devient une intersection compléte lorsqu'on lui
adjoint une ou plusicurs droites, auxquelles la proposition est applicable.

On pourra en particulier généraliser le théoréme de Jacopr & l'in-
tersection d’une courbe gauche algébrique queleconque et d’une surface.

La formule (32) étant une fois démontrée, les déductions qui suivent
subsistent sans modification et il est clair que l'on pourrait raisonner de
méme pour les courbes algébriques définies dans une espace & un nombre
quelconque de dimensions.

35. Nous n’avons pas a développer les nombreuses applications des
formules (32), (37) et (38), lesquelles ont été traités dans les mémoires
précédemment cités de M. HumBerr. Nous dirons simplement un mot
d’'un cas sur lequel ce géométre n'a pas insisté spécialement, celui des
intégrales prises le long d'une courbe fermée. Dans ce cag, la guantité



Mémoire sur 1'élimination. 235
r
log5 de la formule (38) devra évidemment étre remplacée par un mul-
tiple de 2iz.

Soit, par exemple, une courbe I' de degré 2m composée de m partics
fermées I, I%,,..., I, & Vintérieur desquelles peut passer une méme
droite. Par cette droite on pourra faire passer un plan mobile qui
coupera chaque branche fermée en deux points. Lorsque notre plan
aura accompli une demi-revolution, les points mobiles auront a eux deux
parcouru la branche entiére sur laquelle ils se trouvent, dans un sens
déterminé.

Soit maintenant dI une différentielle abélienne qui ne devient infinie
en aucun point réel de notre courbe: les formules précédentes nous per-

mettront de calculer la somme S des intégrales f dl prises le long des

m branches.

Prenons pour axe des x la droite D. Pour éviter un inconvénient
analogue a cclul que nous avons signalé au n° 33, nous prendrons notre
plan mobile sous la forme

ysinf — z cosf = o,

oit ¢ variera dans un intervalle égal & 7. On aura alors pour élément
d’intégrale

(39) dﬁz aIty + 2% [SEI(U + 2%y sind — 2 cos()+ C:l-’

ydz — ady yz2 —zy ysinfd — zcosd

e g, . y sin @ — 2" cos
Nous avons donc a intégrer la différentielle df—
ysinf — zcosd

intervalle égal & 7 ou en posant tgd = u, a intégrer

dans un

+

(40) yu—z du
4 yu—z I + w?’

-0

Cette intégrale, au facteur 2iz prés, s'obtient en prenant le résidu de la

quantité sous le signe f par rapport au point » = ¢ et y ajoutant le
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, oy . . 2 . . o . .o
résidu relatif au point u == si le coeflicient de i dans cette derniere
Y

quantité est positif. Le résidu relatif a4 « = i fournit a l'intégrale de la
quantité (39) le terme

UGy + 5)
~S K Yz — @"‘d‘t log (y + ),

lequel, ajouté a la quantité Cz provenant de l'intégration du terme constant
C, donne une somme égale a

dI(y*’ +5°) _

T ydz — zdy

I'y+iz=0
;. o .o . . z — 2y
Le résidu de lintégrale (40), relatif au point » = étant m,

voit quil vient simplement

S = 2z7rS E‘”

la somme ' étant étendue aux infinis de lintégrale tels que le coeffi-
. N z . . e
cient de ¢ dans le rapport g oD ces points soit positif.

1

L’intégrale I devient infinie en 2y points P ,Q,,F,,Q,, ..., P,, &,
imaginaires conjugués deux a deux. On voit que l'on doit faire entrer
dans la formule (41) le résidu relatif a un des points de chaque couple,
les points P, P,,..., P, par exemple.

36. La droitc D n'est assujettic qu'a la condition de traverser cha-
cune des partics fermées I, I, ..., I, de I". Si donc R est une région
continue de l'espace, de chaque point de laquelle on voit ces courbes
fermées sous de cones ayant a leur intérieur une partic commune (région
limitée par des portions de développables circonscrites a ces courbes), la
droite I) pourra prendre unc position quelconque a lintéricur de cette
région.

Il est clair a priori que le choix des points P, P,,..., P, ne doit
pas étre influencé par une semblable variation de position de D. Clest
ce que l'on constate de la maniére suivante,
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Soient «, 8,7, L, M, N les coordonnées pliickérienncs de D, rap-
portées a des axes quelconques. Comme dans le numéro précédent on
suppose qu’il a été choisi un sens sur I, ces coordonnées doivent étre
regardées comme définies &4 un méme facteur positif prés. Les anci-
ennes coordonnées y, z seront remplacées par des polynémes du premier
degré ax 4 by + cz + dé, o'z + by 4 ¢’z + d't tels que les déterminants
bc’ — cb', ac’ — ca’, ... soient proportionnelles, avec un facteur de pro-
portionnalité positif, aux quantités a, 3, etc.

Considérons d'autre part un couple de points P,, @, imaginaires
conjuguées, situés a distance finie ou a linfini, dont les coordonnées
homogenes sont x + 2, y +y'¢, 2+ 2%, ¢ + #'i. Par ces deux points passe
une droite réelle D, et au choix de l'un des points P, @, par opposition
a l'autre correspondra le choix d'un sens sur cette droite: le sens positif
par rapport auquel le segment qui va du point choisi & l'autre aura la
partie imaginaire positive. On obtiendra les coordonnées de la droite D,
prise dans le sens en question (si 'on a choisi le point

Pa+ai,y+ye,z+ 2,14 t9)

par opposition au point @ (v — x'é,y — y'i, 2 — 2%, t — ¢'i),) en divisant
par ¢ les déterminants (x4 @'8)(t — ¢'i) — (x — a'3)(t + t'0), ete.
Le coefficient de ¢ dans le rapport

@@+ ) + by + 90+ cz+ 50+ dE+ 1)
alew 4+ 20) + by + y1) + clz + 24) + d(t + £'9)

est égal, & un dénominateur positif prés, a l'expression
(42) aly + M, + yN, + o, L + g, M + 1, N,

expression bien connue dont le signe dépend du sens de rotation d'une
des semi-droites D, D, par rapport & Llautre. Cest donc ce sens de
rotation qui décidera du choix du point P,.

! En effet cette conclusion est vraie pour ¢ + £%7 = I, et d’autre part, les signes
des déterminants ne sont pas altérds si on multiplie les quatre coordonnées des deux
points P, , @, par deux quantités imaginaires conjuguées 1'une de 1'autre,
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D’ailleurs ce sens de rotation ne varic pas par le déplacement de D
a lintérieur de la région R, car la quantité (42) nc devient nulle que
si les droites D, D, sout dans un méme plan: ce qui ne saurait arriver,
puisque ce plan couperait la courbe I7, de degré 2m, en 2 points
réels et 2 lmaginaires.




