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SUR LES SERIES DE POLYHOMES ET DE FRACTIONS RATIOFIIqELLES 

P A R  

E M I L E  BOREL 
& P A R I S .  

I n t r o d u c t i o n .  

I. L'dtude des sdries de fractions rationnelles, qui renfermenr comme 
cas particulier les sdries de polynomes, para~t devoir suivre naturellement 
la thdorie des sdries de puissances. I1 y a cependant pros d'un si~cle que 
cette derni~re thdorie est achevde dans ses traits essentiels et l'on ne sait 
presque rien de gdndral sur les sdries de fractions rationnelles. Ce fair 
dtonnera moins, si l'on se rappelle certains rdsultats rdcents, obtenns no- 
tamment par MM. RUNGE et PAINLEV~ et sur lesquels nous reviendrons: 
retenons-en simplement ce fair, que les sdries de fractions rationnelles et 
m~me les sdries de polynomes sont un instrument analytique infiniment 
plus gdndral que les sdries de puissances; cette grande gdndralitd peut ~tre 
un avantage pour certaines applications; mais elle crde des difficultds presque 
insurmontables dans la recherche des propridtds communes h toutes les 
sdries considdrdes. 

2. kussi parait-il n4cessaire, si l'on d4sire clue ces s4ries puissent 
8ire utilis4es commod4ment, de ne pas les consid4rer dans toute leur g4- 
n4ralit4, mais d'4tudier tout d'abord parmi elles des classes plus ou moins 
4tendues. 

Dans cet ordre d'id4es, on dolt signaler tout d'abord l'4tude d4js 
ancienne de s~ries dont les termes sont proportionnels ~ des polynomes P,  
donnds h l'avance e~ ddpendant seulement de l'entier n. Sans m6connaltre 
l'int~r~t de ees recherches, ni leur grande importance dans bien des appli- 

Aeta ~ 2~. Imprim6 le 4 d6r 1900. 
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cations, on doit observer qu'~t chaque classe remarquable de polynomes 
correspond une thdorie particulibre, et qu'on ne peut guSre espdrer obtenir 

par cette vote des rdsultats un peu gdndraux. 
A un autre point de rue, rapp'elons que, ~t la suite des travaux md- 

morables de WEIERSTRASS, M. MITTAG-LEFFLER a donnd, pour reprdsenter 
les fonctions analytiques uniformes dont les points singuliers sont d6- 
nombrables, des sdries de fractions rationnelles, d 'une forme sp6ciale appro- 
pride au but h atteindre. Pour la classe de fonctions analytiques consi- 
ddrdes, ces s&ies fommissent un mode de reprdsentation tr~s remarquable 
par ce double caractSre: la sdrie converge dans tout le domaine d'existence 
de la fonction et les singularitds de cette derni~re y sont raises en dvidence 

de la mani~re la plus simple. 
Des sdries de fractions rationnelles plus compliqu&s ont dt~ 6tudids, 

notamment par MM. PoINcaI{i, GOUI{SAT, LERCIt, PRIXGSHEIM; j 'en ai 
repris l'dtude dans ma thbse, ~ h un point de rue nouveau, sur lequel 

j 'aurai ~ revenir dans la premiSre partie de ce mdmoire. 
Enfin, il y a peu de temps, M. ,~[ITTAG-LEFFLER a attird l 'attention 

sur certaines s&ies trbs remarquables de polynomes et ses recherches ont 
dt6 suivies de plusieurs autres, dont nous parlerons plus loin. 

3. Je voudrais essayer d'esquisser ici une thdorie gdndrale des s&ies 
de polynomcs et de fractions rationnelles, et de leurs applications g la 
thdorie des fonctions, en m'inspirant des iddes que j 'ai d6veloppdes dans 
ma thSse et dans rues Leg'ons sur la thdorie des fonctions. J 'indiquerai, 
chemin faisant, un certain hombre de rdsultats nouveaux que j 'ai obtenus 
depuis un an. Dans la recherche, j 'ai dtd guidd par des id6es que j 'ai 
exposdes dans mon Mdmoire sur les sdries divergentes; je n 'y reviendrai 
pas, me rdservant d'dtudier plus tard les rapports de ma thdorie des s&ies 
sommables avec le sujet de ce mdmoire. Les principaux rdsultats nouveaux 
de ce mdmoire ont dtd communiquds ~ l'Acaddmie des sciences les 23 mat 
i899 , 17 et 23 avril 2900; j 'en ai expos6 aussi une pattie dans un cours que 
j 'ai eu l 'honneur de faire au Coll~ge de France pendant l 'hiver I 8 9 9 - - I 9 o o  

(Fondation Claude-Antoine Peccot). 

t Sur quelques points de la thdorie des fonctions. Annales de l 'Eeole nor- 
male, I895. 
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4. Ce m6moire est divis6 en trois parties. 
Duns lu premi6re, j'dtudie les s6ries gdndrules de fractions rationnelles 

au moyen de mdthodes analogues h celles que j'ui uppliqudes dans ma 
th6se aux s6ries de fractions simples. Je cherche h obtenir des r6sultats 
uussi 6tendus que possible uu moven seulement d'hypoth6ses d'indyalit6s 
relatives aux num6ruteurs. Des hypoth6ses de cette nature sont d'ailleurs 
indispensables si l'on veut 6viter qu'il puisse n'v uvoir aucun rapport entre 
les singularit6s des s6ries et les singularitds des fonctions qu'elles repr6- 
sentent. 

Duns la seconde partie, j'dtudie avec soin la mesure de lu convergence 
des ddveloppemcnts en sdrie de polynomes de M. ~[IT'I'AG-LEFFLER. Cette 
dtude pourra rendre, je pense, d'importunts services, dans les applications 
de ces sdries. Muis mon but principal est d'obtenir, h Fuidc de ces s6ries 
de polynomes, des propridtds nouvelles des s6ries de fractions rationnelles 
6tudiges duns lu premiere purge. 

Duns la troisi6me partie enfin, j'indique conlment les rdsultats prdcd- 
dents sugg6rent nuturellement l'idde d'une gdndralisation de la thdorie du 
prolongement unalytique ct j'esquisse, duns ses traits essentiels, cette thdorie 
nouvelle. J'esp6re indiquer 1~ une direction dans laquelle il y a encore 
beuucoup h faire et oh d'importants r6sultats pourront 6tre obtenus, soit 
duns le champ des variables rdelles, soit dans le champ des variables 
complexes. 

Je termine par une br6ve conclusion, clans laquelle j'indique les eons6- 
quences que me paraissent avoir les rdsultats de ce mdmoire, au point de 
rue de la notion de fonction et les recherches principales qu'il y aurait 
encore ~ faire. 

PREMI] RE PARTIE. 

Les sdries de f r a c t i o n s  ra t ionne l l e s .  

5- Nous avons d6j~ remarqu6 qu'il y u certainement bien peu de 
propridtds communes ~ routes les sdries de fractions rationnelles; c'est une 
consdquence du fair qu'il est possible d'introduire beaucoup d'arbitraire 
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dans les reprdsentations connues des fonctions analytiques par de telles 
s6ries. I1 est donc indispensable de faire, sur les sdries que l'on dtudie, 
certaines hypotheses restrictives; pour que le lecteur se rende bien compte 
de la mesure dans laquelle ces hypotheses sont ndcessaires, il ne sera pas 
inutile de rappeler rapidement quelques r6sultats relatifs it la reprdsentation 
des fonctions analytiques par les sdries de fractions rationnelles. 

6. WEIERSTRASS a l e  premier ddmontr6 la possibilitd de former des 
s6ries de fractions rationnelles repr6sentant des fonctions anulytiques diffd- 
rentes dans leurs diverses rdgions de convergence. Une m~thode d~duite 
par M. ArPELL de la considdration de l'intdgrale de CAucHY permet d'ob- 
tenir ce rdsultat sous la forme la plus simple. 1 Etant donnds, par exemple, 
trois cercles tels que la r6gion du plan extdrieure aux trois cercles se 
compose de deux domaines s6pards D~ et D~, et deux fonctions analytiques 
F~ et F~ rgguli~res respectivement dans ces deux domaines, on peut trouver 
une s~rie 

A(') B(') C(") 
F ( z )  = = ( ,  _ a ) . +  _ + _ r)" 

convergeant uniformdment et absolument dans D~ 
l'on air 

dans tout D~ et 

F ( , )  = & ( , )  

et dans D~ et telle que 

dans tout D 2. 
Ce r6sultat conduit ~ exclure de nos recherches les sdries renfermant 

des puissances de I don~ l'exposant grandit ind~finimen~. ~ 

A c t a  m a t h e m a t i c a ,  ~. I.. 

En  effet dans le cas off une telle s6rie serai t  eonvorgente pour toute va]eur de 
! 

~ ,  la difficult6 du texte ne se p r ~ e n t e r a i t  pas,  mais on aurai~ alors, si a est isol6, 

un point  s ingulier  essentiel en a ,  eas bien connu. Un cas plus g6n~ral a ~t~ ~tudi6 

par  M. MITTAG-LEFFLER dans le tome 4 des A c t a ,  et enfin le cas oh les points sin- 

gul le ts  essentiels seraient  aussi denses que le sont les pSles dans les s6ries que nous 

&udierons est  bien plus compliqu6 eL son ~tude dolt  suivre cello que nous tentons ici. 
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Nous supposerons donc que, dans les divers termes de la sdrie, le 
degrd de multiplicitd de chaque pble est limitd. Mais cette hypothbse 
n'est pas suffisante; on peut, en effet, comme l'a montrd M. PAINLBV~ 
former des sdries de fractions rationnelles n'ayant que des p6les simples et 
reprdsentant, clans des rdgions sdpardes du plan, des fonctions tr~s diverses. 

7. Voiei un exemple, que j 'ai donnd, dans mon Cours du Coll~ge 
de France, pour montrer quels rdsultats singuliers on peut obtenir, m~me 
avec des pdles simples. Ddsignons par ~(m) la fonction arithmdtique bien 
connue depuis GAUSS et posons 

I - -  Z 'n 

Cette sdrie est manifestement convergente pour route valeur de z dont le 
module est infdrieur h u n ;  elle converge absolument et uniformdment dans 
tout cerele de rayon plus petit q u e u n .  On a d'ailleurs 

_ _  Z 

= Y.mz" ( , - z ) , '  

en ddsignant par Smles divers diviseurs de l 'entier m. 
Ainsi la sdrie F(z), qui n'a que des pdles simples, reprdsente une 

fonction analytique dont l 'unique singularitd est un pble double. Ce pble 
double est d'ailleurs le seul point singulier de la fonction sur le cercle 
de rayon un, alors que les points singuliers des termes de la sdrie forment 
un ensemble dense sur tout arc de ce cercle. 

On pourrait varier ~ l'infini les exemples; mais il est temps d'aborder 
notre sujet principal; nous en avons dit assez pour justifier la ndcessitd 
d'hypoth~ses restrictives; nous ne prdtendons pas d'aiileurs que celles que 
nous serons amends h faire soient les seules qui conduisent h des rdsultats 
simples; mais on se convaincra aisdment qu'elles sont presque routes im- 
posdes par la nature de la question. 

8. Soif~ 
P.(z) (,) F ( z )  = R~(z) 

une sdrie de fractions rationnelles. Nous suppose~ons tout d'abord que les 
A v t a  r e a r . m a t i n .  24. Imprim~ le 5 d~cembte 190(I. 40  
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degrds des polynomes P ,  et R, sent limitds; ~ si la sdrie est convergente 
i 

pour au moins un point z = z0, nous poserons z = z o Jr z~ et il viendra 

- . .  I:,,(Zo) + 1..(~o) 
L h .  Zo + 

D~s lors, dans la seconde somme, on obtiendra visiblement des fractions 

rationnelles telles que le degrd du num6rateur soit infdrieur ~ celui du 

ddnominateur; nous pouvons donc supposer, afin de ne pas multiplier les 

notations, que cette condition est remplie par la s6rie (x). iNous suppo- 
serons de plus, bien que ee ne soit pas indispensable, que les modules des 

zdros de tous les polynomes B , ( z )  sent supdrieurs ~ u n  nombre fixe R. 

Cela revient h supposer que le point z o n'est pas un point limite de l'en- 
semble formg par tous ces z~ros. Enfin, nous dgsignerons par m le degr~ 

le plus 61evd de t o u s l e s  polynomes R, ( z )  et nous supposerons que, dans 

chacun d'eux, le coefficient de la plus haute puissance de z est dgal 
l 'unit& On pourra donc dcrire 

(3) 

P, (z )  A~)z " - '  + __,, z + . . .  q- A~m-')z q- AIm), 

R . ( z )  = z" + B(.')z " - '  + B .  . . . .  ~ + . . .  + B y  ), 

terrains des coefficients A et B pouvant dtre nuls. L'hypoth~se que nous 

avons faite sur les zdros de R, (z )  entraine visiblement 

im R*. 
(4) I < > 

Notre hypothkse [ondamentale est maintenant la suivante; il existe une s~rie 

converyente d termes positifs 

(5) Z,,.  

telle que l'on ait 

(6) I < ur+ 

1 F~n oo qui concerne la possibilit6 de lever eette restriction, voir p. 35 I. 



Sur les s6ries de polynomes et de fractions rationnelles. 315 

Nous allons voir que eette hypoth~se permet d'dtudier la sdrie pro- 

posse, sans rien supposer sur la distribution dans le plan des zdros des 
/L(z). Posons 

(7) R,(z)  = (z - -  a, ,)(z--  b , ) . . .  ( z - -1 , ) ,  

le nombre des lettres a ,  b , . . . ,  1 6rant dgal ~ m. Les divers nombres 

a~, b , , . . . ,  1, eorrespondant ~ la mSme valeur de n, ou h des valeurs 
diffdrentes, peuvent ~tre d'ailleurs distincts ou non; nous ne supposerons 
rien h ce sujet. 

Tracons un cercle ayant pour centre le point a, et pour rayon hu,, 

h grant une constante positive; il est clair que si le point z est extdrieur 
ce cercle, l 'on aura: 

(8) Iz- -a . [  > hu., 

Si donc le point z e s t  extdrieur h tous les cercles analogues C et int~rieur 

cercZe de ,'ayon R, o .  aura, en ve :t. de (:), (6), (7), (8), 

(9) I P~(z-)] < u=+'(Rm-I + R'-~ + "'" + R + I) 
R,(z) I h" u~ < ku~, 

k grant un hombre fixe. La s6rie (I) a donc ses termes respectivement 

infdricurs en module ~ ceux d'une s6rie convergente h termes positifs. Elle 

converge donc absolument et uniformdment pour routes les valeurs de z qui 

satisfont 5 la condition dnonc@. Mais existe-t-il de telles valeurs de z? 

Nous allons montrer que l 'on peut choisir le hombre h de telle mani~re que, 

dans route rdgion aussi petite que l 'on veut donnde h l'avance, il existe, non 

seulement des points de conve~yence, mais des lignes de convergence uni. 

forme. 1 Consid6rons en effet des droites parall~les h une direction dd- 

termin~e quelconque et une perpendiculaire commune D h ces droites. Les 
points intdrieurs aux divers eercles U que nous avons construits se pro- 

jettent sur D suivant des segments dont la longueur est dgale au diam~tre 

1 Si l'on avait vou]u seulement prouver l'cxistence de points de convergence, on 
m 

aurait pu remplacer l'in6galit6 (8) par ( z - - a , )>  h ~/~ et l'in6galit6 (6) par A~ ) <7 u , 
in6galit6 moins restrictive. 
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de ces cercles; l 'un de ces segments a doric pour  longueur 2u, et leur 

longueur  totale est 
2mhEu. 

et est par suite finie, la sdrie ~ u ,  ~tant convergente. 
Dbs lots, dtant donn6 sur D u n  segment AB aussi pet i t  que l 'on 

veut, il existe ~ l ' intdrieur de AB une infinitd non ddnombrable de points  

n 'appar tenant  qu'~ un hombre limitd des segments considdrds. 1 Soit P l 'un  

de ces points, ne coYncidant avec la projection du centre d 'aucun des 

cercles et soit A la perpendiculaire h D mende par le point  P .  Cette 

droite A a l e s  propridtds suivantes: elle ne passe par aucun des points 
a , , . . . , l , , . . ,  elle ne coupe qu 'un  hombre limit6 des cercles C. Darts 

ces conditions, la sdrie (I) est absolument et uni formdment  convergente 

sur tout  A .  I1 est en effet possible, pour dtudier la convergence de cette 

sdrie, de supprimer les termes, en hombre limitd, qui correspondent ~ aux 

cercles C rencontrant  A;  en effet, aucun de ces termes ne devient infini 

sur A ,  d'apr~s la premiere des propridtds que nous avons reconnues k 

cette droite. Ces termes ~tant supprim6s, les termes restants sont, en 

vertu des indgalitds (9) et de la deuxi~me des propri6t~s de A ,  respective- 

merit infdrieurs en module aux termes d'une sdrie convergente ~ termes 

positifs. :Notre proposition est donc ddmontrde. 

9. I1 rdsulte de propositions bien connues que la somme de la sd, rie F(z) 
est une fonction continue sur A ,  dont  on obtient l ' intdgrale en intdgrant  la 

sdrie terme ~ terme. La droite A sera dite une droite de continuitd. I1 

existe donc des droites de continuitd parall~les ~ route direction, darts tou t  

intervalle aussi pet i t  que l'on veut  donnd h l'avance. ~[1 en rdsulte, en 

particulier, que" l 'on peu t  construire un polygone de continuit6 diffdrant 

aussi peu que l 'on veut d 'une  courbe donnde ~ l 'avance. 
Relat ivement  h la construction de courbes de continuitd autres que 

1 Voir rues LeTons sur la th6orie des fonctions, ch. HI, pour la d6monstration 
rigoureuse de ce point, que l'on peut regarder comme presque 6vident. 

s I1 est essentiel de remarquer que, si en un mgme point a coindident une in- 
finit6 de pbles a , ,  b,,, c,-, a~-,, . . . ,  il correspond ~ chacun de ces p61es un cercle C 
diff6rent; et, comme il n'y a qu'un nombre limit6 de cercles C rencontrant A ,  on devra 
supprimer seulement un nombre limit6 des termes dans lesquels Hn(z) s'annule pour z-~-a. 
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des droites, je renverrai aux ddtails que j'ai donnds dans ma th~se, off 
j 'ai trait6 un cas particulier de la question qui vient de nous occuper. 

to. Soit C u n e  courbe de continuitd fermde (courbe continue ou po- 
lygone, peu importe). Quelle est la valeur de l'int~grale 

f F( z)dz, 
c 

intdgrale que nous savons avoir un sens? 
La s6rie uniformdment convergente pouvant fitre int6gr~e terme ~ terme, 

o n  a 

f = Z J {" R-.(z-)P"(Z)'az = 2i~ ~ (~,p.) 
C n = |  

c 

d p  ~ en eslgnant par ~:p, la somme des rdsidus de la fraction rationnelle 

P,(z) relativement aux pbles intdrieurs ~ C l%(z)' 
I1 rdsulte de ce qui prdc~de que la sdrie: 

Z (xp,,) 
n = l  

est convergente; mais il n'est pas inutile d'observer que l'on n'a pas le 
droit de supprimer les parentheses qui groupent les rdsidus p, corres- 
pondant k une mgme fraction rationnelle; fl peut, en effet, fort bien arriver, 
que la sdrie 

~.p,, 

soit divergente, la sommation 6rant dtendue ~ tous les  rdsidus, intdrieurs 
C, de t o u s l e s  termes de la sdrie F(z), pris dans un ordre qudconque. 
Pour s'en rendre compte, il suffit d'observer que, si un m~me nombre a 
annule une infinitd de R,(z), il peut arriver que la sdrie dont les termes 

sont les r~sidus de routes les fractions P.(z) relativement ~ ce p61e soit 

divergente. Ce fair n'est nullement incompatible avec nos hypotheses, les- 
quelles ne portent que sur les coefficients des P. .  Supposant, pour fixer 
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les iddes que le pble a,, soit simple, le rdsidu de la fraction rationnelle 

R ~ ( z )  relativement ~ ce p61e est, comme l'on sait 

( a , ,  - -  b ~  - -  c , )  . . . ( a ~  - -  l ~ )  " 

I1 est done possible, les coefficients des P dtant choisis, de prendre an--b, , ,  
a , , - - c , , ,  . . . ,  a n -  1,, ou m~me seulement l'une de ces diffdrences assez 

petite pour que ce rdsidu ddpasse tout nombre donnd h l'avance. Si l'on 
proc~de de m~me pour tous les termes dans lesquels figure en ddnominateur 

z - - a n  on volt que l'on peut rendre aussi divergente que l 'on veut la sdrie 

des rdsidus des diverses fractions relativement h un m~me p61e. S i ce  pble 

est intdrieur au contour C, la sdrie 

Zpn 

ne peut done ~tre convergente, si l 'on ne considSre pas ses termes comme 

convenablement groupds. I1 est assez remarquable que le" thdorSme fonda- 

mental de CAUCHY 

/ F ( z ) d z  ---- Z,p,,, 

la somme dtant 6tendue aux rdsidus intdricurs h C, s'appliquc, en un 
certain sens, ~ la fonction F(z) ,  m~me dans le cas off les divers p61es 

n 'ont  pas de r~sidus ddterminds: quel que soit le contour C, pourvu que 

l'int6grale existe, la sdrie divergente ~fl,, devient convcrgente par un 
arrangement convenable de ses termes. Nous dtudierons plus loin, ~t la 

fin de cette premiere partie, des cas off les rdsidus ont, pour chaque pble, 

une existence individuelle et des propri~tds encore plus prdcises. 

I I .  Mais nous allons terminer d'abord ce que nous avons h dire des 

sdries que nous considdrons en ce moment;  cherchons quelles conditions 

d'in~galit~ doivent ~tre v~rifides pour que les sdries obtenues par la dd- 

rivation terme h terme poss~dent aussi des courbes de convergence. 

Nous avons pos6 
P~(z). 

= X :  



nous ~erirons 

Snr  les s6ries de po lynomes  et de fract ions rat ionnel les .  

~., P;(z) R.(z) - -  R;,(z) P.(z) 
F'(z)  
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et nous allons chercher quelles consdquenees entralnent les 6galitds et 
indgalitds de la page 314. Nous remplacons seulement l'indgalitd (6) par 
l'inggalit6 plus ggngrule 

(6,) < u:, 

# dtant un hombre urbitraire que nous nous %servons de fixer ultdrieure- 
men{. 

II est manifeste alors que, si l 'on pose, 

n=~ ,(t) m'--I __ ~,(2) ,n'--2 __ A,(m') 
P ' ( z )  - 3 - "  A , , . z _  . ~,.__, ~ , . . .  + ~ .  

- -  .~' " . ) , ( i ) ~ . , r  i- _ / r  ' 
- -  z -4- ~,~ z - t -  . . .  ~-- 

on aura tout d'abord 
m '  = 2 m  

et que, de plus, les A' et les B' v6rifieront des in~galit6s tout ~ fait 
semblable aux in6galit~s (4) et (6') que vdrifient les A et les B. En effet, 
dans l'indgalitd (6') l 'introduction d'un faeteur constant duns le second 
membre n'a aucune importance, puisque l'essentiel est que la sdrie 

~ u ,  

soit convergente, ce qui ne ddpend pus de la multiplication des u, par 
une constante. 

Le seul changement essentiel qu'dprouve la sdrie lorsqu'on la remplaee 
par sa ddrivde est donc le ehangement de m e n  2m. On devra donc, pour 
pouvoir appliquer h la ddrivde les rdsultats que nous avons obtenus pour la 
s6rie, supposer que duns l'in6galitd (6), m est remplacd par 2m, c'est '~ dire 
que, duns (6'), l'on u 

~ 2 m +  i .  

On verra de m~me que, si l 'on a, 

/ /  ~ ,~1~ + l ,  
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ls sdrie 

poss~de des droites (et m~me des courbes) de convergence uniforme. On 
peut d'ailleurs, sur chacune de ces droites, intdgrer la sdrie terme h terme, 
ce qui justifie les notations F ' ( z ) , . . . ,  F(~)(z)que nous avons adopt6es 
pour ddsigner les s6ries obtenues en ddrivant terme ~t terme la s6rie F(z).  

1 2. Nous avons d'ailleurs fair observer que les droites de convergence 
uniforme peuvent ~tre prises parall~les h une direction arbitraire et qu'il 
en existe une infinitd non ddnombrable dans tout intervalle, si petit qu'il 
soit. On p~ut ajouter qu'il existe une infinit~ de points tels que par 
chacun d'eux il passe une infinit6 de droites de convergence uniforme, 
intdrieures ~ un angle quelconque donnd h l'avance (voir mes L%ons sur la 
thdorie des fonctions ch. V). Consid~rons l 'un de ces points et les diverses 
droites de convergence qui y passent: sur chacane d'elles la fonction F(z)  
a la m$me d&'ivde F'(z). Si l 'on prend deux droites de convergence uni- 
forme rectangulaires, et les axes des x et des y parall~les h ces droites, la 
partie r6elle u de F(z), satisfait, en leur point d'intersection, ~ l'dquation 

t u ~ t u 

On pourrait convenir de dire que ]a fonction F(z)  est quasi-monotOne 
et la fonction u quasi-harmonique. Pour nous borner ~ F ( z ) o n  peut 
retenir que cette fonetion a l e s  propridtds suivantes: elle est continue, ainsi 
que ses d&ivdes ]usqu'd l'ordre 2 au moins, sur une infinitd non ddnombrable 
de droites, paralldles ~ toute direction, duns tout intervaUe; il existe d'ailleurs 
dans tout domaine une inflnitd non ddnombrable de points par lesquels passent, 

clans tout angle, des d~'oites de convergence en infinitd non ddnombrable; enfin, 
en tout point par lequel il passe plus d'une drolte de convergence, la dd- 
rivde est la mdme darts toutes ies directions o~ eUe existe. I1 serait in- 
t6ressant de rechercher si une fonction satisfaisant ~ ces conditions peut dtre 
halle sur un segment de droite sans dtre identiquement nulle, mais c'est lh 
une question que je n'ui pu r6soudre, mgme en adjoignant l'hypobhbse que 
routes les d&ivdes existent, c a s q u e  nous ullons ~tudier duns un ins~nt .  
Si l 'on rdsolvait par la ndgative la question que nous venons de poser, 
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on aurait gdngralis6 beaucoup la notion de fonction analytique; nous 
devrons nous contenter d'uue gdndralisation bieu moins dtendue, qui nous 
a 6t6 suggdrde en grande partie par les consid6rations prdc6dentes et qui 
mettra peu~ ~tre sur la voie de la solution complete. 

[3. Mais revenons aux d6rivdes successives de F(z) ;  nous avons vu 
que la condition de convergence, pour la d6rivde d'ordre ,~, pent s'dcrire 

(6') I a 'l < u: 
a v e c  

Supposons que l'indgalit6 (6') soit vdrifi6e quel que soit ~u, k partir d'uno 
eertaine valour de n (cette valour de n e s t  6videmment fonction de /*). 
Alors, quel que soit ~, il existe des droites sur lesquelles la s6rie converge 
ainsi que routes sos d6rivdes jusqu'k l'ordre ~ inclusivement. On ne pent 
en conclure immddiatement qu'il existe des droites sur lesquelles la s6rie 
converge ainsi que routes sos ddriv@s; ce r6sultat est cependant exact, 
comme on s'en assurera aisdment en reprenant les ddmonstrations qui 
pr6e~dent. 1 

On peut remarquer que l'on pent trouver, d'une infinit6 de mani~res, 
un syst~me unique d'in6galit6s, entrMnant los in6galit6s (6 ' ) pou r  route 

(0 

expriment que la s~rie 

t On peut m~me aller plus loin; los in6galit~s 

1 

(2) Xla ,l 
est convergente. Si dans les in6galit6s ( l )  los un d~pondont do p ,  mais sont toujour8 

tels que la s6rie ~ u .  soit convergonto, la s6rio (2) ost toujours convorgonto, quol quo 
soit /1. Or l'ensemblo des s6ries (2) que l'on obtient on donnant g/2  dea valours on- 
ti~ros ost visiblement tel (voir los travaux du P. DU BOlS REYMOND et lo m6moiro de 
M. HADAMARD clans lo tome I8 des A c t a  m a t h e m a t i c a ) q u ' i l  existe uno s6rio 
termes positifs moins convergento que chacune d'olles. Si, pour no pas compliquer los 

notations, on d4signe cette s6rio par ~ u , ,  on aura, pour n assez grand, los in6galit6s 
(I}, quel que soit /2, los u= ne d6pendant pas de p .  

A ~  wraP.mat/ca. 24. Imprlm~ h, I0  d~'ecmbre |900. 41 
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valeur de 1~ (pourvu que n soit assez .re'and). 
�9 . 

eerlre : 

h 6rant un nombre positif qneleonque. 
attarder sur ees ddtails. 

Par exemple, on peut 

Mais nous ne pouvons nous 

14. ~rOUS allons rechercher maintenant comment ae comporte la sdrie 
qne nons dtudions, dans le voisinaffe d'un point quelconque du plan. Nous 
serons ainsi amends, par la voie la plus simple, h connaltre les propridtds 

spdeiales des sdries de fractions rationnelles qui restent conver~entes aprbs la 

d@omposition en dldments simples. Mais oceupons-nous d'abord des sdries 
les plus gdndrales que nous dcrivons toujours 

en supposant" 

P,(z) 
l i , (z )  

k =  n l  

P , , ( z )  = E A~"'~ .... ': 
k = l  

l~'=m 

R , , ( z )  = ,o, + Z B ! , %  . . . .  " = (~ - -  < , ~ . . .  (~ - -  ~,,~, 
k = l  

r ~ a - I  

l a : l  < , , .  , 

la s6rie ~ u ,  dtant eonvergente. 

Cela pos~ soit = un point queleonque du plan; nous dirons que ee 
point = est un p61e d'ordre .m pour la sdrie [ ' (z)  si Fun au moins des 
ddnominatenrs R,,(z) est 6val h ( z -  a)"; il rdsulte des indgalitds relatives 

aux A~ ) qu'il est alors possible de mettre la sdrie F(z) sons la forme 

A 
( l o )  F ( z )  - -  (z _ ~,),,, + V,(z), 

A ~tant une eonstante et F~(z) une s&'ie analogue h F(z) ,  inais pour 
laquelle a n'est pas un pSle d'ordre m. 

Nous (]irons que A est le num6rateur correspondant ,l a; dans le eas 
oh a n'est pas un pSle d'ordre m, nous conviendrons de dire que i~, nu- 
mdrateur eorrespondant est z&o; de cette maniSre ii tout point a (in plan 
correspond un nombre bien ddtermin6 A. On a dbs lors le thdorbme smvant. 
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Etaat  doma~ u~a point quelconque ~ et un chemin quelconque U aboutissant 

en ce point et sa t  lequel la s&ie F ( z )  convQqe, sau f  peut (#re en ~, si le 

produit ( z - - -a)"~F(z)  tepid vers u~e limite lorsque z tend vers :{ en suh'rmt 

Ie chemin C, cette limite est &]ale au. ~mm&ateur correspondant A.  De plus, 

il exi, te ef]ectivement des cherub,s C uboulissa~t ,i ~ et tels que la limite 

consid6"& existe. Ces chemins C sour en iniinitd non d&mmbrable; la dd- 

monstrat ion mSme fera voir eombien d'arbitraire subsiste dans leur for- 
marion, 

I1 es~ manifes~ce qu'il  suffit de ddmontrer la proposition prdeddente 

dans It eas oil it  point  a n'est pas un p61e d'ordre m; ear, si d ie  est 

vraie pour la fonetion l"](z) l'dgalitd (Io) montre  qu'elle sera vraie aussi 
pour F(z) .  

Nous supposons done que ~ n'est pas nn p61e d'ordre m pour F(z ) ,  

e'est ~/ dirt  qu 'aueun des ddnonlinatem's R,,(z) n 'est  dgal ~1 (z---a) '" ;  

nous allons mon{rer tout  d 'abord qu'il  existe une infinitd de ehemins U sur 

lesquels la s~rie F(z )  est eonvergente et tels que le produi t  (z - -=)" ' lP(z)  

tende vers zdro lorsque z tend v e r s ~ .  

Dans ee but, donnons-nous un nombre positif }7 que nous ferons 

tendre ult&ieurenaen~ sur zdro, mats qui est aetuellement bien ddtermind; 

nous allons mon{rer qu'il  y a des points voisins de a e t  tels qu'en ehaeun 
d'eux l'on ait 

Tracons d'abord autour de a un eerele dt  rayon -u'bitraire p, duquel 

nous ne sortirons pas et soit r le maximmn du module de z dans ee eerele; 
on a, dans ee eerele, 

IP.( )l <--,, + + . .  + r + 

la sdrie 22u,, &ant eonvergente, nous pouvons choisir q assez grand pour 
que l'on air 

....... 1 +  + , ' +  et 
n=q4-1 n =~/-J.- 1 

Avant  ainsi ehoisi q, considdrons la somme 

_ P , , ( z )  

i 
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c'est une fraction rationnelle qui admet le point a comme pble d'ordre 
m -  i au plus; nous tracerons autour de a un cercle de rayon p' assez 

petit pour qu'il n'y air pas ~ l'intdrieur de ce cercle d'autre pble de Sq(z )  

et, pour que l'on air, en tout point intdrieur ~ ce cercle 

cela est dvidemment possible. 
Ceci fair, soit ~ un nombre positif infdrieur ~ p et h p ' ;  tracons urt 

cercle [ '  ayant pour centre a et pour rayon e; tra9ons de plus des cercles 

C ayant pour centres les divers zdros de R, , ( z )  (pour n > q + i), et pour 
rayons respectifs _~u,,. Si le point z e s t  extdrieur h ces cercles et intdrieur 

au eercle 1" de rayon r on aura, d 'une part 

~, �9 + . + ~ . +  I) r 2 P , ( z )  < . .  < _ _  
. .~+R. ( z )  e,.,,~ 2E~ 

et, d 'autre part 

[z - -  a[ < z. 

On aura done 

(z - -  P'(') <_~ 
2 

et par suite 
< ' ; .  

Ce~-te indgalit6 est vdrifide pour les points intd~ieurs au cercle / '  et ex- 

tdriears aux cercles C; il taut prouver qu'il existe de iels points. On y 
arrive sans peine par un raisonnement analogue h celui de la page 3 16. 
Si l 'on projetfe orthogonalement sur une direction quelconque le cercle / '  

et les cercles C, le premier se projet~e sur un segment 2~ tandis que la 

somme des projections des cercles C est au plus dgal 

q.4-1 

II existe donc une infinit~ non d~nombrable de droit~s parall~les ~ une 
direction arbitraire et reneontrant  le cerele C tout en ne rencontrant aucun 

des cercles F .  



Sur les s~ries de polynomes et de fractions rationnelles. 325 

Mais il y a plus; soit A B l e  diam~tre du cercle C parall~le s la di- 
rection sur laquelle on projette, M e t  N les milieux des deux rayons OA, 
OB; la longueur M N  4rant 4gale ~ z, il existe une perpendiculaire s A B, 
satisfaisant aux conditions requises, en rencontrant AB entre M e t  N; 
soit PQ cette perpendiculaire, rencontrant AB en R; l'on a visiblement 

(* 5) PQ < 

QR< ~. 

Considdrons un cercle C' de centre o e t  de rayon ~ ;  il est ais4 de voir 

que la corde E F  intercept4e par ce cercle sur le segment PQ est supdrieure 
ou 4gale au rayon OE (elle est 4gale dans le cas limite oil R coincide 

A i B 
M 

t 

avec M). I)bs lors, si l 'on remplace le cercle C par le cercle C' de rayon 

%/3' et si l 'on prend pour direction des projetantes une direction perpen- 

diculaire a PQ, on trouvera, en procddant de m~me (c'est ~ dire en prenant 
une droite dont la distance au centre de C' est au plus 4gale s la moiti4 
du rayon) une droite ST qui rencontrera E F  ~ l 'int4rieur de C' et ]'on 

aura d'ailleurs l'in4galit~ analogue ~ (I5) 

2~ 
ST < -=. 
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En eontinuant de mS,ne o n  eonstruira une ligne pol)o'onale R S T U V . W . . .  

dont les angles sont tous droits et dont les cStds sont inf6rieurs aux termes 

sueeessifs d'une progression g6omdtrique de raison ~/3" leurs distances au 

point O sont aussi respectivement infdrieures aux termes d'une autre pro- 
gression gdomdtrique de mSme raison. La ligne ainsi formde a done une 
longueur finie et tend vers le point O. 

I1 reste i~ montrer que l'on peut supposer que le nombre d6sign6 par 
tend vers z6ro; en effet, si l 'on remplace 7 2 par un hombre plus petit, 

cela conduit ~'t prendre n plus grand et par suite, h consid6rer comme 
eercle initial U, un eerele plus petit. Mais les cercles successifs C', C ' , . . .  
ont leurs rayons en progression gdom5trique ddcroissante; done ils devien- 
nent de plus en plus petits et tendent vers z6ro; done ~ mesure que l'on 
avanee dans la construction de la ligne polygonale, le hombre ~ tend vers 
zdro et l 'on a bien, en suivant cette ligne 

lim (z - a)m F ( z )  ---- o .  
C. Q. F. D. 

On peut remarquer que, si l 'on part d 'un point P situd h une distance 
du point O @ale h s, la longueur de la ligne est au plus 6gale 5 

2~ + ~ + (~)----~ + (~g)--~ + . . . .  }/5__, 

On remarquera aussi qu'au lieu de supposer droits les angles de la 
ligne polygonale, on pourrait d'arranger de mani6re qu'ils soient tous 

i 
6gaux h u n  angle donn6 d'avanee; le faeteur ~= serait seulement remplae6 

V3 
par un autre. On pent aussi les supposer indgaux sans grande difficultd; 
sans entrer dans t o u s l e s  ddtails, indiquons que l 'on peut s'arranger pour 
que les eSt6s de la ligne polygonale fassent des angles de plus en plus petits 
avec une direction issue du point O, de sorte que l'on peut dire que la 
ligne polygonale d'une infinitd de cStds arrive au point 0 tangentiellement 

eette direction; elle finit par 5tre comprise route entibre ~l l 'intdrieur {Fun 
angle aussi petit que l'on veut eomprenant cette direction. 

Nous avons ainsi d6montr6 la seeonde pattie de notre th6or~me; la 
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premiere est une eonsdquenee immddiate de notre ddmonstration. C'ette 

premiere partie eonsiste en ee que si, sur un ehemin queleonque, le produit  

a une limite, eette limite ne saurait diffdrer de zdro. Or dtant donnd un 

ehemin qneleonque tendant  vers 18 point  ~ il existe dvidemment  au moins 

une direction (il v e n  a une infinitd) relic que routes les droites parall{,les 

h eerie direction reneontrent  le ehemin, en des points qui se rapproehent  

inddfiniment du point ~ en m~me temps que ees droites. Or, nous avons 

vu, qu '6tant  donnd un nombre arbitrairement petit  rt, on pouvait trouver 
des droites parallbles ~ la direction donnde et telles que sin: ees droites, on 

du moins clans la partie voisine du point  O, le produit  ( z -  ~)"'F(z) soit 

infdrieur g rj; ees droites sont d'ailleurs aussi voisines qu8 l 'on veut du 

point  O. I1 suffit de eonsiddrer les points d'interseetion de ees droites 
avee 18 ehemin donnd pour avoir le rdsnltat dnoned. 

1 5. J~a proposition que nous venons d'dtablir l>ermet de faire une 
distinction tr~s nette entre les s&ies de fractious rationnelles que l 'on pent  

ddcomposer 8n 6tdments simples sans qu8 tes numdrateurs eessent <te satis- 

faire aux indgalit& fondamentales et eelles pour lesquelles une telle rid- 
composition n 'est  pas possible. 

Pour  plus de net  tetd, bornons nous au cas o~ tous les ddnominateurs 

R,,(z) out des zdros simples; dans ee eas, en ddeomposant en 61dments 
simples ehaque terme de la s6rie, on met  F ( z  sous la forme 

FI,) : E ( "" 2 - -  .--7 + z - b,---7, 
/[2"_ _~ �9 

+ "  " + ~ - - l , , /  

le m6me ddnominateur  z ~ a,, peut  figurer dans plusiem, s termes de la sdrie 

et m6me dans une infinitd. Si l 'on se trouve darts ce dernier eas, il peut  

arriver que lcz s&ie ~,A,, des numdrateurs qui eorrespondent h un m~me 

ddnominateur  z -  a,, soit divergente: le p~)le z ~---a,, de F(z )  n'a pas alors 

de rd.sidu d6termin6. Si la s~rie ~A, ,  est eonvergente, ce qui se pr6sente 

n6eessairement lorsqu'elle se compose d 'un nombre limit6 de termes, e'est 

h dire lorsque le faeteur z - - a , ,  figure dans un hombre limit6 de R,(z),  
on peut  en d&ignant  sa somme par ~ , ,  dire que '-?1,, est le r&idu de F(z)  
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correspondant  h z - - - a , , .  Mais si la mgme  circonsfance se prdsente pour  

t o u s l e s  pSles il n 'en rdsulte pas que l 'on puisse dcrire 

car cette s6rie pourra i t  fort  bien ne pas ~tre convergente ;  nous en verrons 

des exemples. Enf in  si cette sdrie est convergente  (ce qui  exige la con- 

vergence de la sdrie Z Ig.l~]) il p e u t  arriver que les ?l. ne v&'ifient pas 

les condi t ions  ndcessaires pour  qu ' i l  existe des courbes de convergence.  

,6 .  Ainsi  nous avons quatre  cas possibles: 

1 ~ Les rgsidus, ou du  moins  ce r t a ins -d ' en t re  eux, n 'exis tent  pas; 

2 ~ Les r6sidus existent,  mais ne f e rmen t  pas une sdric convergente ;  

3 ~ Les rdsidus f e rmen t  une  sdrie convergente ,  mais ne vdrifient pas 

d ' in6gali t6s suppldmenta i res  ; 

4 ~ Les rdsidus vdrifient des in6galitds suppldmentaires .  

I1 r6sulte de ce qui  prdc~de que ce dernier  cas est de beaucoup ]e 

plus aisd ~ dtudier ;  les pbles des divers fermes peuven t  alors 8tre 16gitime- 

meri t  appelds pbles de la s&ie, mSme dans le cas oh les indgalitds supp- 

ldmentaires  sent  de la forme la plus simple,  c'est h dire en t ra lnen t  seule- 

m e n t  l 'existence de courbes de convergence pour  la s&ie et non pour  ses 

dgrivdes, c 'est  h dire dans le cas oh l 'on  suppose s implement  la convergence 

de  la sdrie 

ZVI .I. 
La  proposi t ion ddmontrde  plus hau t  prend  alors une  forme ex t rSmement  

s imple;  je ne l 'dnoncerai  pas: on la t rouvera  dans ma note  des C o m p t e s  

R e n d u s  du  1 7 avril I9OO. 
Dans  le troisi~me cas, on ne p e u t  pas obtenir  des rdsultats aussi 

complets,  mais,  cependant ,  il semble encore ldgi t ime de penser  que les pbles 

ont  encore une  existence individuelle,  en ran t  que pSles simples. ~ Des 

' Par exemple, on voit ais6ment quo l'int6grale le long d'une courbe de con- 
vergence ferm6e est 6gale au produit par 2~ri de la somme des r6sidus relatifs aux 
pgles situ&s & l'int6rieur. Si l'on consid~re uu pSle d6termin~, la convergence de la 
s6rie des r6sidus a pour cons6quence la possibilit6 de trouver une courbe entourant ce 
pSle et Cdle que l'int~gTale diff~r~ aussi peu que Yon veut du produit par 21ri du r4sidu 
correspondant. 
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rdsultats intdressants ont dtd obtenus, dans ce troisi6me eas, par M-M. Pols- 
CAn]~, GOURSAT, LEACH, PI~INGSHEIM en faisant des hypotheses sur la distri- 
bution des p6!es a, .  

Enfin, dans le premier et le second cas, la question est beaucoup plus 
compliqude; je n'ai m~me pu trouver de diffdrence intrins~que simple entre 

ees deux cas, par la seule considdration des valeurs de la sdrie sur les 
courbes de convergence. 

17. Pour montrer la nature des difficultds qui se prdsentent, un 
exemple ne sera pas inutile. Consid6rons la sdrie 

n = z o  p f f i + n  q = + n  

Z E E  e-. 

I1 est clair que cette sdrie satisfait aux conditions ndcessaires ~ l'existence 

de courbes de convergence pour la sdrie et toutes ses ddrivdes; car si l'on 
range ses termes en une s6rie simple, en ayant soin que n ne ddcroisse 

jamais en passant d 'un terme au suivant, on volt que e-" sera le numdra- 
teur des termes dont le rang sera compris entre 

3 ' + 5 ' +  7 ' + . . . + ( : n - - ~ ) ' +  
et 

3 2 + 5  2 + 7  ~ + . . . + ( 2 n +  ~)~, 
e'est k dire de termes dont le rang est du m4me ordre de grandenr que 

n n3; le umerateur A~ du terme de rang n est done dgal ~ e -k~' ' ,  k 6tant 

eompris entre des limites finies; il suffi~ d6s lors de se reporter i la page 

32I pour eonstater que la s6rie que nous eonsid6rons rentre bieu dans la 
eat6g6rie de eelles qui y sont 6tudides. 

Mais il est impossible d'effeetuer la ddeomposition en dldmenta simples 

et de grouper les termes eorrespondants; soit /9 + qi une fraction irr6- 
n 

duetible, e'est ~ dire telte que Fun au moins des entiers p et q soit pre- 

mier avee n; le faeteur z P + qi se retrouve avee tous les multiples de 

n, sous les formes sueeessives 

2 t)  + 2q i  

2n ' ~ 

Aeta matMvmat/ea. 24. Imprim6 le 10 d6cembro 1900. 

3P + 3qi 
3n 

42 
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e - n  e,,2-n 

z + e -n~ z z + e -n2 
n n n 

p + q i  

~) + qi 
Les divers num6rateurs qui correspondent au d6nominateur z 

sont donc 
en2--n e4n~--2n e9n:--3n elan~--4n 

on voit qu'il forment une sdrie divergente. La sdrie 6tudide rentre dans 
la premiere catdgorie. On aurait une sdrie de la seconde catdgorie en 
supposant que l 'on supprime dans / : (z)  tousles  termes dans lesquels p + qi 
n'est pas premier avec n, c'est h dire tels que les trois nombres p ,  q ,  n 
aient un diviseur commun. Alors chaque pble ne figurant que dans un 
terme de la sdrie a un rdsidu ddtermin6; mais la sdrie de ces rdsidus, tous 
de la forme e": ") est manifestement divergente. 

On pourrait donner beaucoup d'exemples analogues; signalons seule- 
ment  en passant les deux sdries que l'on obtient en supprimant dans la 
sdrie F(z), soit tous les termes pour lesquels q n'est pas nul, soit tousles  
termes pour lesquels p n'est pas nul. 

Si l'on convient d'appeler p61es de F(z) les p61es de ses divers termes, 
on volt que ces pbles sont intim6ment lids deux h deux de sorte que, bien 
qu'ils soient tous simples dans les termes de F(z), cefte fonction se corn- 
porte en pattie comme si elle possddait des pbles doubles�9 I1 v a lh un 
fait curieux) signal6, je crois, pour la premibre fois et qu'il pourrait ~tre 
intdressant d'dtudier avec plus de ddtails, bien que de telles sdries .ne se 
prdsentent gu~re naturellement dans les applications. Mais ]a complication 
m~me de leur dtude met en 6vidence, par contraste, les avantages qu'il y 
a h considdrer les s~ries d6composables en 61dments simples. 

I8. Nous allons terminer cette premiere pa~ie en disant quelque 
mots de la convergence des sdries considdrdes en des points non singuliers 
et du domaine d'exisience des fonctions analvtiques qu'elles d6finissent. 

Considdrons l'ensemble E des zdros des R,(z) et formons son ddriv6 
E ' ;  en tout point du plan qui n'appartient ni ~ E ,  ni h E' ,  la sdrie 

P.(z) 
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converge manifestement en vertu des indgalitds fond~mentales de la page 
3 t4. On peut m~lne tracer un cerele avant son centre au point considSrd 
et de rayon assez petit pour que la sdrie F(z)  converge m~iformdment h 
l ' intirieur de ee cercle; la fonction F(z) est done rSgulibre au point con- 
sid~r6. 

Si l'on considbre un point appurtenant h E ,  mais non h E ' ,  on d~- 
montre ais~ment que e'est un pble pour F(z); on obtient la valeur prin- 
eipale de F(z) en ce point en faisant la somme des valeurs principales des 
divers termes, somme d'ailleurs iei toujours convergente. 

Enfin, h priori, il semble que les points de E '  doivent ~tre en dehors 
du domaine d'existenee de la fonetion I,'(z) (ou des diverses fonctions ana- 
lytiques que ddfini~ la s6rie, au sens de WEIERSTRASS, duns le cas o6 le 
domaine forln6 des points qui n'appartiennent pus h E '  se compose de 
plusieurs parties s@ar6es). Mais c'est 1~ un point qui parait diffieile 
d6montrer rigoureusement sans nouvelles hypotheses. 

Duns les m6moires dont nous avons d6jk parli, MM. POI~CAUl ~ et 
GOUI~SAT ~ OUt montr~ que si, une ligne L e s t  telle que l'ensemble E est 
dense sur tout segment de L et si, de plus, d'un c5t6 au moins de L ,  
il n 'v a pas de point de E '  dans le voisinage de L, cette ligne L est 
eertainement une coupure, sous ]a seule condition de la convergence des 
modules des num6rateurs de la s6rie d6compos~c en 6ldments simples. 
Mais e'est lh ~videlnment, au point de rue de la distribution des p61es, 
un cas tr~s partieulier. 

Un autre cas oh il est 6vident que la ligne L est une eoupare est 
le suivant: soient S e t  S~ les r6gions du plan s@ar6es par L;  si les p61es 
situ6s dans S sont isolgs et ont cependant pour points limites tons les 
points de L,  il est clair que la fonction analytique ddfinie par la s6rie 
dans S admet la ligne L comme eoupure; il suffit pour en ~tre assur6, 
de supposer convergente la s5rie des modules des coefficients des numgrateurs 
P,,(z), m~me avant la dgeomposition en gl~ments simples. Cette condition 
est en effet suffisante pour qu'un pble isol5 soit certainement un point 

singulier de la fonction. 

1 A c t a  S o c i e t a t i s  f enn ic~e ,  t. I2. 

2 B u l l e t i n  d e s  s c i e n c e s  m a t h 6 m a t i q u e s ,  1887 . 
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19. Mais une question autrement ddlicate est la suivante: dans les 

hspoth~ses qui pr6c~dent, si la sdrie n'a pas de pSles duns S~, la ligne 

L est elle une coupure pour la fonction analvtique ddfinie par lu sdrie 

duns S~? I1 est 6vident qu'il dolt en ~tre ainsi eu gdndral, c'est ~ dire 
qu'il faut qu'il y air des relations particuliSres entre les coefficients pour 

que les singularitds apparentes puissent ainsi se ddtruire; d'uilleurs, duns le 
cas off la fonction analytique ainsi ddfinie duns S~ pourruit ~tre prolongde 

au del~ de L ,  elle ne pourrait y coineider avee lu fonction analytique 

d6finie par lu s6rie dans S. Aussi l ' importance th6orique d 'un exemple 
off le prolongement serait possible serait trSs considdrable; il serait, d 'autre 

part, tr~s important de ddmontrer dans des conditions tr~s larges l'im- 

possibilitd de ee prolongement.La mdthode que nous ddveloppons duns la 

seconde purtie permet d'arriver ~t ce del-nier rdsultat, au moyen d'hspoth~ses 

portant seulement sur la rapiditd de la convergence de la sdrie des nu- 

mdrateurs, sans rien supposer sur la distribution des p61es. 

SECONDE PARTIE. 

L o s  sd~'ies d e  p o l y n o m e s  e t  le p r o l o n g e m e n t  a n a l y t i q u e .  

2o. Je me propose d'6tudier, dans eette seconde pattie, certaines 

sdries remarquables de polynomes dont l 'importance, au point de rue  de 
la thdorie du prolongement analytique, a dt6 mise en 6vidence pour la pre- 
miere fois par M. MITTAG-LSFFLFm. x 11 existe d'ailleurs, comme je l'ai 

montr6 duns mon Addit ion au m~moire sur les sdries diveJyentes "~ une in- 

finit6 de classes de sdries ayant les m6mes propri6tds gdn6rales que les ,. 
series de M. MITTAG-LEFFLEa; ~ je montrerai d'abord que la connaissance 

1 Voir notamment, Acta mathematica,  t. 23, oh l'on trouvera l'indication des 
travaux ant6rieurement publi~s en langue su6doise. 

2 Annales de l 'Ecole normale, 1899. 
3 Voir aussi LEAU, Sur les dgveloppements en sdries de polynomes. Bullet in dv 

la soci~t~ math~matique de France, I899. 
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de ces propridtds gdndrales suffit pour le but que je ddsire atteindre, 
savoir l'applieation des s6ries de polvnomes h l'dtude des sdries de fractions 
rationnelles dtudides darts la premiere partie; je montrerai ensuite comment, 
duns le cas particulier off l'on emploie les sdries de M. ~[ITTAG-LEFJ~'LER, 

on peut effectivement calculer compl&ement les seconds membres de cer- 
taiues in6galit6s qui restaient ind6termin6s dans la th6orie g6n6rale. 

Je d6finirai d'abord une notion qui me parait devoir ~tre importante: 
celle des classes de s6ries de polynomes. 

21. Etant donndes deux sdries de polynomes, je dirai qu'elles song 

semblabIes,  ou qu'elles a p p a r t i e n n e n t  d une  m</me classe, si les coefficients 
d'une marne puissance quelconque de z, duns les termes successifs des deux 
sdries, song proportionnels. En d'autres termes soient 

F(z)  = Z & ( z ) ,  

g(z) = Z g . ( z ) ,  

les deux sdries; on pose 
k~kN 

k = l  

k~k~ 

Q.(z) = E b,,,.z'; 
k=1 

les sdries song sembletbles si, pour chaque valeur de k, on a l e s  6galitds: 

a l , r  a2,k a.~,k 

bl,k b2.~ b3,~ " " " 

ou, si l'on veut, s'il existe une infinitd de nombres ck gels que l'on air, 
pour route valeur de n e t  de k 

ha, k ~ Ck('in, k . 

Les hombres ck seront digs les coefficients de similitude de G par rapport 
F .  ~armi les hombres ck certains, en nombre fini ou infini, peuvent 

&re nuls; si aucun d'eux n'est nul, la elasse des sdries semblables ~ G ( z )  

est la mgme que la classe des sdries semblables ~ F(z);  l'une quelconque 
de ces s6ries suffit pour ddfinir compl&ement cette classe. Si, au contraire, 
certains des c, song nuls, la classe d~finie par G ( z )  est comprise eomme 
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eas particulier dans la elasse (C) ddfinie par I"(z): on peut dire que F(z) 
est un reprdsentant eomplet de la classe (([), ttmdis que G(z)  en est un 

reprdsentant partiel. 
Par exemple les sdries ordonndes smvant les puissances entibres et 

positives de z constituent une elasse. Toute sdrie de eette nature, dour 

aueun coefficient a'est nuI, est un reprdsentant eomplet de la elasse; si 

eertains coefficients sont nuls, ou n'a plus qu'un reprdsentant incomplet, 

qui ddfinit une classe plus restrcinte. 

Je ne puts ddvelopper eomplbtement iei la thdorie des classes de sdries 

de pol/nomes; j'espbre pouvoir en faire l 'objet d'un autre mdmoire; ~ je 
m'attacherai iei ~/ une cafdo'orie importante de classes de sdries: les classes fi 

rdg'ion de conver~'enee dtoilde, dont le premier exemple est dfi h M. MIT'raG- 
LEFFLEII. 

2~. Voici comment sonf ddfinies ces classes: on sait, d'une infinit~ 

de mani~res, developper la fonetion r , .  " " en une seine de polynomes, eon- 
I - - Z  

vergeant pour route valeur de z, saul pour les wdeurs rdelles et supdrieures 

~t un; la convergence dtant d'ailleurs absolue et uniforme dans route r~gion 
de convergence. Soit 

- F ( . , / =  
I - - Z  

l 'un de ees ddveloppements; la classe formde de tous les d~veloppements 
semblables est une classe i~ r~gion de co~verqel~ce ~{oilde. 

Nous allons 5tudier les propridtds d'une telle elasse, sans expliciter 
davantage le ddveloppement 1;(z);  nous supposons seulement que ce dd- 

veloppement est ddtermiJ~d, e'est il dire choisi une lois pour routes parrot 

l'infinitd de ddveloppements analogues qui sont possibles. Nous appliquerons 
plus loin les rdsultats g6ndraux obtenus au cas particulier de la classe (3l )  

formic des d~veloppements qui sont dus fi M. ~[ITTAG-IMcFFLEI~. 

1 Cf. Mdmoire s~lr les sdries divergentes (Annales de l 'Ecole normale, z899, 
p. 63) et COlnl)tes Rendus 23 mat 1899. 

Voir RL'~Gr:, Acta mathematica,  t. 4; PAISLEY', Comptes Rendus, 1898. 
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2 3. onslderons done une elasse detenmnee (C) a regmn de con- 
vergence &oilde et soient 

' - F ( z )  = 
I - - Z  

k = l  

les relations qui la ddfinissent. 
Soit, d'autre pnrt, 

f(z)--- Zc,  z 

une s~rie de TAxi.on dont le rayon de convergence n'est ni nul ni infini; 
sur une demi-droite queleonque OA issue de l'origine cette sdrie ddfinit, 

par prolongement analytique, uue fouction bien ddterminde sur tout segment 

OA ne renfermant aueun point singulier. Si :3I est le point singulier le 

plus voisin du point 0 sur la demi-droite (M peut ~tre l ' inf ini )nous 
ehoisirons arbitrairement un point P entre 0 et M e t  faisant tourner la 

demi-droite OA autour du point O, nous supposerons clue le point P se 

ddplaee d'une manibre continue ~ (en satisfaisant toujours h la marne con- 
dition); il ddcrit aiusi une eourbe C avant la double propridt5 de ne pas 

renfermer ~l son int6rieur de point singulier de f (z)  et d'dtre coupdc une 

seule fois par toute demi-droite issue de O. De la courbe C nous dd- 

duirons une eourbe C' par la loi suivante (qui pourrait dtre modifide, mais 

que nous choisissons pour fixer les iddes): sur ehaque demi-droite OA issue 

de l'origine, eonsiddrons le point P situs sur C et le point singulier M 
le plus voisin; les longueurs 3I I  ) ont une .limite infdrieure h, puisque 

l'ensemble des points M est parfait ainsi que l'ensemble des points P;  nous 
ddfinirons C' en prenant 

], 
OP' = O P +  2; 

la courbe C' lieu des point P '  satisfait aux mSmes conditions que la 
eourbe C. 

Ceei pos6, formons la s6rie semblable h ~(z) ,  les coefficients do si- 

militude 6tant les coefficients q. de f (z) ,  c'est h dire posons 

1 On peut toujours supposer que le lieu du point /) West jamais tangent "X OP. 
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b., k : cia,,t~ 

Q.(z) = Z b . , , ~ ' ,  

e ( z )  = Z Q . ( z ) .  

Je  dis que la sdrie G ( z )  converge abso lument  et u n i f o r m 6 m e n t  ~ l ' in- 

tdr ieur  de C et  y reprgsente la branehe  de fonct ion analy t ique  dgfinie 

par  [ ( z ) .  

On a, en effet, d'apr~s le thdor~me de CAUCHY 

, 
f ( z )  = 2i ,~ d ~" - -  z ' 

C '  

C' grant  le con tour  que nous  avons d~fini et z un  po in t  quelconque de C. 
z 

Or, ce po in t  u d tant  sur C' et  le point  z intdrieur  h C, le po in t  - u 

est int6rieur  h u n  certain contour  Y ne passant  par  aucun  poin t  corres- 

p o n d a n t  h une  valeur r6elle sup6rieure ou dgale h u n ,  on a donc 

Z 

U 

la s~rie grant abso lument  et u n i f o r m d m e n t  convergente  quel que soit - a u 

l ' in tdr ieur  de F ,  c'est ~ dire quel  que soit z ~ l ' intdrieur de C et u sur C' .  

Donc,  d tant  donnd ~ l 'avance un  hombre  e on peu t  choisir m assez 

g rand  pour  que l 'on  air 

n ~ c n  
, _ 

z ' + P "  
I - - - -  n = l  

qt  

[p,, [ 6tant  infdrieur  h e ,  quelque soit z ~t l ' in t6r ieur  de C et  u stir C'. 

On a donc  

- -  _ p z f ( u ) d u  , , f  ) d u  
f(~) ,i= ~ . ; -g + 

O' O' 
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Soit 2zrL la longueur du contour C' et M le maximum de f(u). sur u 

ce contour;  on a 6videmment  

et comme, visiblement 

il vient  

J ' (e-,(_va~ I 
2u'r i u < LMe 

6" 

f (z)  = X q.(z)  + o. ,  

l oral 6tant infdrieur h LMe. Comme L e t  M sont donnds en m~me temps 

que le contour C', cette 6galit6 exprime bien que la s6rie G(z )=  ~..Q,(z) 
converge uniform~ment vers f(z) ~t l ' intdrieur de C. 

Relat ivement ~ la convergence absoluo, il suffit d'observer que la sdrie 

p z xl .(~)1 
converge uni formgment  q u d  que soit u sur C' et z ~ l 'int6rieur de 6, ot 

que l 'on a: 

I p Z 

, o.(,), < ~ f l  -(;.)II~l' ~"' 
6" 

p z < M~I -(;) I. 
Notre proposition est~ done eompl~tement dgmontr6e. 

I 
24. Elle s 'applique en particulier aux ddrivdes successives de l - -  z; 

consid&ons, par exemple, la fonction 

5 
- - z +  2z '  + . 

( I  - - Z ) '  

les coefficients de similitude sont ici: 

C O = O j  C 1 = I , . . . , C ,  = ~ , 

Aeta mailwmoliea, 24. Imprim~ ]e 18 d6eembre 1900, 48 
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Le polynome Q,(z) se d6duit  donc du polynome P,,(z) en mult ipl iant  par 
k le coefficient de z~; il en rdsulte 

c'est ~ dire 

- Z z F ( z ) ,  ( l  - -  ~)' 

i = Z P : ( z )  

( I  - -  z )  ~ 

I peut  donc &re ddrivde terme h terme: c'est ld une la s6rie qui donne I _ z 

consdquence des kypoth~ses faites sur sa convergence absoh~e et uniforme dans 

tout domaine fini qui ~e comprend pas sur son comour de valeur r~elle 

supdrieure ~t un. On d6montrerait  d'aitleurs absolumcnt de m&ne qu'elle 

peut  &re ddrivde terme h terme inddfiniment, c'est h dire que l 'on a, 
quel que soit p 

!12 - 

( I  - -  Z)P +1 

la s6rie du second membre convergeant absolument et uniformdment  darts 

les m~mes conditions que F(z). I1 est clair que les m@~es consdquences 

s 'dtendent h une fonetion quelconque f (z);  ses ddrivdcs successives sont 

repr6sentdes par les ddrivdes de la sdrie de polynomes qui reprdsente f (z) .  

I1 faut remarquer que les sdries d6rivdes ne sont pas semblables aux 

sdries considdr6es; pour obtenir une sdrie semblable h une sdrie de poly- 

nomes donn6e, il faut multiplier par z aprSs la ddrivation. Comme on 

divise par z, on pourrait  craindre que la convergence cessfit d'6tre uniforme 

dans le voisinage de z =  o, ou m~me qu'il y efit divergence en ce point ;  

mais on salt qu 'une sdrie de fonctions analytiques r6~uliSres h l ' intdrieur 

d 'un contour ne saurait converger uniformdment  sur le contour sans con- 

verger uniformdment  h l ' intdrieur. ~ Les sdries ddrivdes des s6ries d 'une 

' Le  fai t  que la s6rie F(z) converge ,  ainsi que toutes ses d6riv6es, pour z = o 

ent ra lne  la convergence  des s6ries 

Z a~, k 

pour route va leur  do ],'; ]a somme de chacune de ces s6ries est  d ' a i l | eu r s  6gale s l 'unit6. 
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classe ~ rdgion de convergence 6toilde ferment done elles-m~mes une classe 
analogue, que 1'on peut appeler la classe ddriv6e de la classe donn6e. 

La relation entre une classe et la classe ddrivde est d'ailleurs tr63 

simple; elle est une cons6quence de l'identit6 

I - -  Z 
I 

I 

[ - -  Z 

Si l'on a 

i _ Z F o ( z )  
I - -  Y, 

avec 

il est clair que" 

Donc 

t ' . ( z )  = a.,o + a . , , z  + . . .  + a , , , . z " ,  

~ - , a n ,  o ~ I .  

I - -  Z 
, = Z [ F . ( z ) - -  a.,01 

ot 

I - - Z  __ ~' ,  Pn(z) - -  a,,o 
~ , ~  g 

I 

On obtient ainsi un nouveau d6veloppement de i ~  

x ~ _ ~  P n ( z ) - -  a, ,o.  
I - - z  Z 

c'est le d6veloppement qui ddfinit la classe d6rivde de la classe donnde, 
comme on s'en assurera ais6ment. II est clair qu'il converge dans les m4mes 

conditions que le d@eloppement donn6. 
Les remarques qui viennent d'etre faites peuvent paraltre d'une nature 

bien 616mentaire; mais, dans les applications, il y a grand avant~ge 
pouvoir employer pour les ddriv6es success;yes d'une fonction les ddveloppe- 
ments ddriv6s du ddveloppement de la fonction, au lieu des ddveloppe- 
ments semblables; et il est bon de savoir que les conditions de convergence 
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de ees ddveloppements sent los m~mes; en particulier, la rapiditd de la 
convergence est analogue.! 

2 5. •ous allons ddfinir maintenant une fonction attachde ~ une classe 
de sgries et qui joue un rble important clans les applications" e'est la fonc- 
tion qui exprime la rapiditd de la convergence de la sdrie des modules. 
D'ailleurs il entre un certain arbitraire, comme on le verra, dens la d6- 
finition d'une telle fonction; certaines ddfinitions analogues h celle qui sera 
adoptde pomTaient rendre les m~mes services: l'essentiel est de bien prdciser 
la ddfinition que l 'on choisit. 

Voici comment nous procdderons; nous d6signerons par R un nombre 
plus grand que un et par p un nombre plus petit que un: nous d&rirons 
un cercle C aya.nt pour centre le point z = o et pour rayon R et un 
cercle F ayant pour centre le point z = I et pour rayon p. Cela fair, 
nous m~nerons du point z = o les deux tangenfes au cercle F ;  nous dd- 
signerons par A et B leurs points de contact et par A' et B' les points 
d'intersection de ces tangentes avec le cercle C (A' est choisi sur le pro- 
longement de 0.,4 et non de A 0; de m~me pour B'). Cela posd, nous 
consid~rerons le contour formd par l'arc A B  infdrieur h ~r du cercle F ,  
les segments de droites AA'  et BB' et l'arc A'B'  supdrieur h ~r du cercle 
C. L'aire intdrieure h ce contour, compl&ement ddfini lorsqu'on donne les 
nombres R et p,  sera ddsign6e par S ( R ,  p). Dans les applications, on 

i 
prendra parfois pour simplifier p = ~ -  et l'on posera, pour abrdger 

z En m6me temps que l'ensomble dos d6veloppemonts d&iv6s d'un d6voloppemont 
donn6, on pout consid6rer l'ensemble des d6veloppements obtenus par l'int6gration; seule- 
ment, il y a lieu do lar6ciser la r6partition, entre les t omes  successifs de la s6rie, 
de la constanto introduite par chaque intAgration. On est ainsi conduit ~ la notion do 
elasse dtendue, eompronant toutes los d6riv6es et routes los intAgr6es d'uno classe donn6e. 

Uno classo &endue pout &re d~finie par une infinit~ de s~ries dent la somme est ~gale 
l'unit6 

-~--0, k - = o ,  + I ,  + 2 ,  + 3 ,  
n ~ l  a n ' k  - -  ~ ~ " " " " 

En no conservant que les an, k correspondant ~ des valeurs non n~gatives de k, on a la 
classe consid6r6e dens le texte; ses d~riv6es et ses int6gr6es s'obtiennent respectivement 
en remplaecant k pal" k ~ h, h &ant un entier quelconque. 
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Cela pos6, consid6rons le d~veloppement qui d~finit la classe de sgries 
que nous 6tudions (c'est une classe d~lermin~e quelconque ~ r6gion de 
convergence gtoil~e); soit 

I 
F(z )  = = Z P . ( z )  

ce ddveloppement, qui, nous le savons, converge absolument et uniformd- 
meat duns l'aire 8(R, p); la sg~ie 

zIPn( )l 

d~finit donc une fonetion continue (non monog~ne) duns cotte aire; cette 
reaction poss~de un maximum que nous d6signerons par M(R, p); c'est 
cette reaction M(R, p) qui jouera un r61e capital dans ce qui va suivre. 
Cette reaction sera dire la fonction majorante correspondant h F(z). Nous 
nous appuierons d'ailleurs seulement sur le fair 9u'elle existe; c'est 'h dire 
qu'elle a une valeur finie pour route valeur de R et de p 

[ o < p <  < R <  + 

nous n'aurons m~me pus g nous servir du fair qu'eUe est continue. Pour 
les applications relatives k une classe particuli~re de s~ries, il pourra ~tre 
utile de la d&erminer effectivement, ou tout au moins d'en d~terminer 
une limite sup&ieure; c'est ce que nous ferons ~ la fin de cette seconde 

partie, pour les s6ries de M. MITTAG-LEZFLm~. 
l 

I1 suffira parfois de consid~rer le eas particulier oh p = ~  et ron 

peseta, pour abrgger 

on n'a alors qu'une reaction d'une seule variable, ce qui est souvent plus 
commode. 

Nous observerons t~ut d'abord que la connaisssncc de la fonction 
M(R) permet de d&erminer une limite sup6rieure de la reaction analogue 
relative a un dSveloppement quelconque semblable h F(z). Si, en effet, 
Yon consid~re une fonction analytique quelconque et une r~gion C d~finie 
comme plus haut, (p. 335) on dgfinira la r~gion C' eomme on l'a fair dana 
la d~monstration du th~or~me fondamental; on pourra slors dSt~rminer R 
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par la condition que, si z e s t  dans C et u sur C', _zest certainement in- u 

t~rieur '~ la rdgion S (R) ;  si l'on ddsigne ah)rs p a r #  le maximum du mo- 

dule de f(u) sur (2,' et par L la longueur de ce contour, l 'on aura,, z ~tant 

un point  queleonque int~rieur" ~ C' ,  

c'est ~ dire 

I I ) i 

6" 

El Q.(z)l < #LM(R), 

le nombre R dtant ddfini comme il a dt6 dit. Ainsi l 'on peut  trouver 

une ]imite supdrieure de la somme des modules des termcs de ]a sdrie 

dans route rdgion C ~ l 'intdrieur de laquelle elle converge absolument ct 

uniformdment.  
En particulier, on peut  appliquer ceci aux d5rivdes successives de 

I �9 �9 �9 

t~--z;  en prenant  pour contour C prcclscment le contour S(R), on dd- 

signera par 3lk(R) la fonction ddfinie avec ]a ddrivde d'ordre k de la m~me 

maniSre que M(R) a v e c l a  fonetion. ~ I1 r5sulte de ce qui prdcbde que, 

la fonction M(R) dtant connue, on trouvcra sans peine des limites su- 

pdrieures pour les diverses fonctions M~(R). D'ailleurs dans certains cas 

il pourra ~tre plus commode de calculer directement ces fonetions ~l[k(R). 

On aurait pu raisonner de m~me sur M(R, p) et ddfinir les fonctions 

M,(R , p). 
Nous allons done supposer connues ces diverses fonctions et nous en 

tirerons d'impor~antes consSquenees relat ivement aux sdries de fractions 

rationnelles qui ont dt6 dtudides dans la premibre partie. 

26. Pour  plus de nettet6, nous (~tudierons d abord un cas particulier 

sur lequel on verra bien le mdeanisme de la mdthode. 

I II  %sulte des remarques faites plus haut qu'un calcul auxiliaire sans difficult~ 

permet de passer du cas off l 'on prend pour les d~riv~es un d~veloppement semblable 

celui de la fonction, au cas oh l'on prend le d~veloppement d~riv~. Dans les applica- 
tions on sera amen~ s prendre les m~mes fonctions Mk(R)dans les deux cas, c'est ~ dire 

s n~gliger cette difference, qu'il ~tait cependant bon de signaler. 
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Consid~rons une infinitd de points an compris dans une eouronne 
eireulaire mais, '~ part cela, complStement arbitraires; c'est it dire que. les 

a. sont assujettis seulement it v~rifier les in~galitis 

a < [ a . [ < ~ .  

Nous eonsid~rerons la sdrie: ~ 

Z An . 
(~) f ( z )  ---- ~ _ ~ ,  

la fonetion f (z)  peut 5tre ddveloppde suivant les puissances croissantes de z 

(2) f (z )  ---- Ec~z k 

et aux nombres c~ correspond une eertaine sdrie de polynomes de la elasse 
que nous ~tudions 

(3) f ( z ) - ~  ZQ, (z ) .  

Nous nous proposons de ddmontrer que, moyennant certaines indgalitis 
impos~es aux A , ,  et sans autre hypoth~se, cette sdrie (3)converqe absolument 
et uniformdment sur une infinitd de diam~tres du cercle de rayon fl et a, sur 
ces diam~tres, la mdme somme que la s~rie (I). Relativement h l'infinit~ 
de ces diamStres, on peut dire qu'il y en a une infinitd non ddnombrable 
dans tout angle aussi petit que l'on veut ayant son sommet d l'oroine. 

2 7. Pour d5terminer les indgalitds auxquelles doivent satisfaire les 
A, nous d6signerons par 

~un 

une s~rie convergente arbitraire h termes positifs; on pourrait supposer, 
par exemple, pour fixer les iddes, 

I 
U n ~ ~ 2  ~ 

1 I1 est bon de faire observer d~s maintenant  que si l 'on avait  une s~rie analogue, 

mais oh les a,, soient assujet t is  k ]a seule relation a ~ l a,[ ,  on pourrai t  obtenir les 

mSmes consequences s l ' int~rieur du cercle de rayon fl ,  puisque la s4rie donn~e et celle 

du texte ne diff~reraient que par  uue fonction holomorphe ~ l ' int~rieur de ce cercle. 
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mais il est inutile, pour l'instant, de faire aucune hypoth~se particuli~re 
sur la valeur des u.. 

Ddcrivons un cercle Cn ayant pour centre le point an et pour rayon 
au,,; los rayons de convergence seront eeux qui ne passent par aucun point 
a, et qui ne rencontrent qu'un hombre limif~ de ces cercles. I1 est clair 
qu'il existe une infinit6 non ddnombrable de tels rayons, dans tout angle 
0 ayant pour sommet l'origine. ~ En effet, l 'angle sous lequel le cercle Cn 
est vu de l'origine est 6gal 

~/r 
2 arc sin I--~. [ < 2 arc sin u. 

puisque a < [a.[. I ~  sdrie 

2 are sin u. 

est @idemment convergente de mgme que la sdrie ~ u . ;  on peut done 
choisir p assez grand pour que l 'on air 

2 arc sin u, < O; 
nffip+l 

d~s lots il y a dans l 'angle 0 une infinitd non ddnombrable de demi-droites 
qui ne rencontrent aucun des cercles C n (n ~ p +  t); si l 'on exclut, parmi 
ces droites celles qui pourraient coincider avec Oal, Oa~, . . . ,  Oap, il en 
restera encore une infinit6 non ddnombrable, ce que nous avions annoncd. 

13 s'agit maintenant de choisir les A. de mani~re que tous ces rayons 
soient des rayons de convergence. 

Or, si 1'on m~ne de l'origine les tangentes au cercle Cn et si on les 
prolonge jusqu'au cercle de rayon fl, on formera une r6gion S. tout h fair 
analogue h celle qua nous appelions plus haut S(R, p), avec cette diffd- 
rence que le point an y remplace le point t; le rayon R est ~gal ~ fl et 
le rayon p ~ au.; lorsque le point z est intdrieur h cet~ rdgion S. le 

point z est manifestement infArieur h la r6gion 
an 

s I .i' I..11 

On d6montrerait de la m6me )mani6re l'existence de diamdtres de convergence; 
mais il est pr6f6rable, pour la suite, do consid6rer /es rayons. 
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c'est ~ dire, puisque a < ]an] </~ ,  ~ la rdgion 

,--f], 

puisqu'on agrandit la r~gion S e n  augmentant  /~ et en diminuant p. 

O r ,  o n  a~ 

z - -  a m  a m z a m  '* | - - -  

a m  

P a r  

la r~gion S(  -fl au,,,'~ \a ' ~ /  

. ( : . )1<  , , , ,  
Choisissons les .4.  de telle mani~re que la s~rie 

345 

Z, 
ddfinition mdme de la fonetion M(R p), l 'on a, - -  dtant intdrieur 

t~ m 

soit eonvergente; // suf[it pour cela .de supposer: 

Alors la sdrie double 

]A.,] < "~m 

~ an,  " \ a m ]  f i t  ~1 

sera absolument et uniform~ment convergente pour routes les val6ur8 de z 
situdes l~ l'int~rieur des r~gions S. d~finies plus haut. Si ton  consid~ro run  
des rayons de convergence, choisi comme nous l'avons dit, c'est ~ dire ne 
rencontrant qu'un hombre limitg de cercles C., la s~rie double pourra s'6crire: 

am . \ a . / j  ..~_ s - -A .  z 
m = p + l  ~ a m  

La premiere partie est la somme d'un nombre l imi~  de sdries absolument 
et tmiformdmen~ convergentes sur le rayon considdrd; la seconde partie est 

A~malluMat/e~. 24. Imprim/~ le 13 dt~embre 1900. 44 
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une sdrie double qui, elle aussi, converge absolument et uniformdment sur 
ce rayon; l'ensemble forme donc une s6rie double absohtment conve~yentel 
c'est h dire dans laquclle on pout intervertir l 'ordre des sommations sans 

que la convergence cesse d'Stre uniforme; la somme de cette s6rie est 

d'ailleurs dgale "~ f (z) .  ~ Or, en intervertissant l 'ordre des sommations on 
peut poser 

m=l a~ " \ a = ]  : Q . (Z) .  

I1 est clair que la sdrie ~.Q,(z) est semblable ~t la sdrie ~,P,(z) ,  los coeffi- 

cients de similitude 5tant prdcis5ment los coefficients c, du ddveloppement 

~Ck$  * . 

28. On a donc ddmontr6 le thdor6me suivant. 

Th~or~me I. Soit 

' - = X p , ( , )  
I - - Z  

une s~rie d6finissant une c l a s s e d  rdgion de convergence dtoilde et soit 
3 [ (R ,  p) la fonction ma]orante correspondante (d6finie p. 34I).  Ddsignons 
par a, des hombres quelconques satisfaisant aux indgalilds 

i Etaat  donn6 un hombre arbitrairement petit e, on peut d6terminor m' de telle 

mani~re que : 

m'+l 

Le nombre m' ~tant ainsi choisi, et suppos~ de plus sup~rieur au nombro p tel que le 

rayon donn~ ne rencontre pas les cercles Cn (n > p), les m' premieres s~ries sont uni- 

form6ment et absolument convergentes sur ce rayon; en particu]ier, il existe un nombre 

n '  tel que l'on ait, pour chacune de ces s~ries, en nombre m': 

__A'n + "%-~ A , ,  p [ z < --e ., 

z - -  am ff--~ = o am m'  

on a d~s lors visiblement, sur tout le rayon considfr6, 

z ) - -  oQ"(z <2e .  
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et par A ,  des nombres assujettis aux indgalit& 

(4) M ( ~ ,  au.'~ /I-<l  < u. ,  

la s&ie ~.u. ~tant une s&ie convergente d termes positifs. Si l'on pose 

A,, (,) = Z  =_ 

la fonction f (z )  peut ~tre ddveloppde en une sdrie de la forme 

(:) f(z) = Z c ,  z'; 

soit d~s lors 
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(3) f(z) = Z Q , , ( . )  

le d~veloppement semblable au d~veloppement F(z) ,  les coefficients de simili- 

tude Otant les ~wmbres ek. II existe dans tout angle a!tant son sommet d 

l'origine une infinitd de rayons du cercle de rayon t~ tels que sur chacun d'eux 

le d~veloppemcnt (3) eonve~ye et ait m~me somme que la s~rie (x). 

29. On apere~oit imm6diatement les importantes cons6quences qu'en- 
tralne ce thdorSme lorsqu'on le rapproche des rdsultats obtenus darts la 
premiere partie de ce mdmoire. Nous avons ddmontrd que, sous certaines 
conditions de convergence (qui SORt une consdquenee des indgalitds (4)) 
une s&ie telle qua (I) admet des courbes de convergence uniforme, m~me 
dans les rdgions off les pSles forment un ensemble partout dense; nous 
avons vu aussi comment l 'int~gration ddfinie le long de contours fermgs 
de convergence uniforme permet de ddterminer les p61es et les r6sidus. 
Mais ces divers rdstfltats pouvaient paraltre sans application possible, puisque 
la eonnaissance aussi bien des courbes de convergence uniforme que de la 
valeur de la fonction sur ces eourbes exigeait la connaissance prdalable de 
la sdrie (x). 

II n'en est plus ainsi lorsqu'on tient eompte du thdor6me pr6e6dent; 
il suffit de connaitre le d~velol)pement (2) pour dOterminer la valeur de la 

s&ie (I) sur toute courbe de continuiti. En effet, si C est une telle eourbe 
(comprise k l 'int6rieur de la eouronne et ne coineidant pas avee un rayon) 
la s6rie (3), que nous savons d6duire de (2) converge en une infinit6 de 
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poin ts  de C f o r m a n t  un  ensemble  dense sur t o u t  arc de C; ear il y a des 

r ayons  de convergence  dans  t ou t  anvle  si pe t i t  qu ' i l  self.  Si done  la 

fone t ion  est con t inue  sur C, la eonnaissance de ces valeurs  pe rme t  de la 

ddfinir eompl~tement .  

Done ,  ~tant  donn6 un  ddve loppemen t  en sdrie tel  clue (2), si l ' on  sait  

qu ' i l  provien{ d ' u n e  s6rie de la forme (I),  sans r ien conna l t re  de plus sur 

eet te  s~rie, il est possible, par  des opera t ions  bien ddtermindes ,  de eonnai t re  

la valeur  de la fone t ion  sur des courbes de convergence  comprises ~l l ' i n td r ieur  

de la rdgion oh se t r o u v e n t  les points  sinv'uliers et, par  l ' i n tdg ra t ion  dd- 

finie le long de ees eourbes, ~ de dd te rminer  les pSles et  les rdsidus eorres- 

pendan t s ,  c 'est  ~ dire de recons t i tue r  la sdrie (I)  en p a r t a n t  du  d6veloppe- 

m e n t  (2). 

3o. L ' d t u d e  de la sdrie ob tenue  en in tdg ran t  t e rme  ~'~ t e rme  la s~rie 

(3) est aussi fo r t  in t~ressante ;  on ob t ien t  
z 

0 

1 On remarquera que nous parlons d'op6rations bien d6termin6es, et non d'op6ra- 
tions en nombre limit6. Dans la thborie des fonctions analytiques d'aprhs WEn~:RSTRASS, 
il est aussi compl~tement impossible (thdoriquement) de r6soudre n'importe quelle question 
par un nombre limit6 d'op~rations (on n'y arrivepratiqucmcnl, dans des eas exceptionnels 
que grace s des circonstances particuli6res heureuses); on se heurte en effet, s ehaque 
instant, s la question de savoir si une s6rie caleul6e numbriquement est ou n'est pas 
convergente et il est clair qu'aucun caleul fini ne sam-ait r6soudre eette question. 

Dans les applications num6riques, on regarde eomme eonvergentes les s6ries dent 
les termes d6croissent rapidement, on admet m~lne que des r~gles empiriques donnent 
une limite sup6rieure de l'erreur eommise. Cette mani6re de proe6der donne d'ailleurs, en 
fait, des r6sultats g6n6ralement satisfaisants; on pourrait m4me dire lottjollrs satisfaisants, 
si l'on tient compte des propri6tks aujourd'hui bien connues des s6ries asymptotiques: 
elles se trouvent, en fait, 4tre pratiquement utilisables tant qu'elles Taraissent convergentes. 

Si l'on admet cette nmni6re de proc6der, on pourra dire que le calcul, avee une 
approximation donn6e A l'avance, de la somme d'une s6rie convergente, n'exige qu'un 
hombre limit6 d'op6rations et dgs lots le r6sultat que nous avons obtenu prendra la forme 
suivante: 6rant donn6 un point a du plan, lc r6sidu eorrespondant sera A. si a =  an et 
sera z6ro si a ne coincide avee aucun des points a,,: la connaissance du ddveloppement 

(2) permet de ealculer ce rdsidu, par un hombre limild d'opO'ations, ayes une approxima- 

tion donnde d l'avanee e. D'ailleurs ce r6sidu est obtenu comme la somme d'une s6rie 
eonvergente, de sorte que les remarques qui viennent d'4tre faites relativement au nombre 

limitd d'op6rations ont encore l'oeeasion de s'appliquer /t cette s~rie. 
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et eette dgalit6 est exaete sur t o u s l e s  rayons de convergence, la ddtermina- 
tion des logarithmes 6tant prise dgale a zdro pour z ----- o e t  fixde ensuite 
par eontinuit6, en suivant le rayon. 

La relation (5) conduit it des eonsdquenees importantes lorsqu'on 
l'applique aux divers points d'interseetion de divers rayons de eonverg'ence 
avec une cor de cor~timdt~ C. Supposons, pour plus de nettetd que C 

soit un eerele ayant son centre it l 'origine et soit E l'ensemble des points 
d'interseetion de ee eerele avee les rayons de eonver~'enee. Cet ensemble 
E est dense sur tout are de C. La sdrie de polyuomes 

z 

Y" fq,,(.) 
0 

converge en tous les points de l'ensemble E ;  elle ddfinit d'ailleurs une 

fonetion continue dans E ,  e'est 5 dire telle que si A est un point de E 

la limite des valeurs q u e  prend la fonetion en un point B, qui lend vers 
A sans cesser d'apl)artenir ,~ E ,  a pour limite la valeur de la fonetion en 
A lorsque BA tend vers z@o. Soit a u n  point d u eerele C n'appartenant 

pas ~t E ;  lorsque le point B de E tend v e r s a  en restant toujours du mdme 
e6td de a, la vMeur de la fonetion tend vers une limite, mais eette limite 

peut d@endre du e6td suivant lequel on s'approehe de a. Ainsi, en tout 

point a de C on peut ddfinir f ( a - f - o )  et f ( ~ - - o )  au sens de LI,;JEUSE- 

1)ImCttLI~'I'; mais ees valeurs peuvent ne pas dtre dgales; leur diffdrenee 

est la mesure de la diseontinuitd en a. On ddmontrera aisdment que leur 

diffdrenee est 6gale it 2rri~A,,, la somme dtant 4tendue h t o u s l e s  rdsidus 

A,, tels que les p61es eorrespondants a,, soient sur le rayon 0a. On a 

ainsi une m4thode pour la recherche des pBles et des rdsidus, m@hode qui 

ne diff@e pas d'ailleurs essentiellement de eelle que nous avons donnde 
d'abord, mais qui est d'une application plus simple vu que l 'on n'a h 

intdgrer qu'une s@ie de polynomes. De plus, nous trouvons 1~ un premier 

exemple d'une esp~ce partieuli@e de /bnctions non uni/brmes, sur lesquelles 
nous reviendrons plus loin. 

3I .  Nous allons montrer maintenant que, si les A,, vdrifient des ind- 
galitds convenables, il existe des rayons de convergence sur lesquels la sdrie 

(3) f(z)  = ~ Q . ( z )  
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converge ainsi que routes ses d & i v & s  lesquelles sont 6gales aux ddrivdes de 
] a  " " 

s e r i e  

(~) f(~) = V -~. 
Z - -  ( I  n 

Si l'on d~sirait seulemcnt obtenir la eonvero'ence des ddrivdes jusqu 'a  un ordre 

dOter.mind h, il suffirait de remplacer M ( R , p )  par le plus o'rande des 
fonetions 3 I ~ ( R ,  p) , 312(R , fl) , . . . , 3 I h ( R ,  p) ddfinies page 342. Pour 
chaque valeur de It et de p, soit f I ( R ,  p) la plus g'randc de ces quantitds, 
il suffira de remplacer les indgalitds (4) par les suivantes 

(~a "% 
, T j  I .<1 < u,,. 

Mais ce procddd ne s'appliquc dvidemment plus lorsque le hombre h 
devient infini, c'cst ~ dire lorsque t'on vcut que los (ldrivdes de tout ordre 

de la s5rie convergent sur une infinitd de rayons dans tout angle. Pour 
traiter ce cas, il suffit d'appliquer un thdor6me de Pht'I~ Dr Bo~s l{,,:V~mNO 
dont j'ai ddjh, g diverses reprises, signald l'importancc. ~ 

, ( , , )  D apres ee thdorSme, 6rant donndes les diverses fonetions M,, a '  p 

lesquelles augmentent ind6finiment lorsque p tend vcrs z5ro, il est pos.sible 

de trouver une [onclion l.t(p) lelle que l'h~Ogalit~ 

soit v&ifide, quelque soit h, lors(lue p est a,~sez pet i t ;  il cst clair que la 
valeur p' h partir de laquelle l'in6galild sera vdrifide d@endra en gdndral 
de h; mais, quel que soit h fixc, il cxistera un nombrc p' tel quc l'in6galit6 
(9) soit une cons6quence de l'in6galit6 

p < p ' .  

DSs lors, si l'on suppose v&ifiSes les inSgalitSs 

(7) I* 7 IA,,l<u,,,  

V o i r  n o t a m m e n t  rues  Lefo~ts sur la thdorie des fonctions, n ~ t e  I I ,  off l ' o n  e n  t r o u v e r a  

u n e  d 6 m o n s t r a t i o n .  
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on pourra affirmer que les indgalitds 

(8) Mh , :s I 

sonL quel que soit le hombre h fixe, vdrifides h partir d'une certaine valeur 
de n e t  eela suffit dvidemment pour que la ddrivde d'ordre h converge sur 
les rayons de convergence ddterminds comme plus haut. 

3 2. Nous pouvons done dnoneer le rdsultat suivant 

Th~or~me II. Les notations et les hypothdses da thdordme I dlant con- 

servdes, saul que les indgalitds (4) sont remplacdes par les suivantes 

on peut affirmer que sur les rayons de convergence, non seulement la s~rie 

(3), mais encore toutes les s~ries obtenues en la ddrivant terme 5 terme, con- 

ver.qent absolument et uniformdment et sont respectivement dgales au2c ddrivdes 

correspondantes de la sdrie (i). 

33. I1 est aisd d'dtendre les rdsultats qui prdcddent au eas de sdries 
de fractions rationnelles non ddcomposdes en dldments simples. Soit, pour 
fixer les iddes 

T.(~) 
= ,,,<,) 

une telle sdrie, dans laquelle les T,(z)  et R,(z )  sont au plus ~ de degrd m. 
On a d'ailleurs 

t~,(z) = ( z - -  a , ) ( z - -  b,). . . ( z - - l , )  

les nombres a~, b , , . . . ,  #,, 6rant en nombre au plus dgal h m e t  ayant 
tous leurs modules eompris entre deux hombres fixes a et ft. I1 rdsulte 
de ce qui precede que si l 'on trace des eereles de m~me rayon p ayant 
pour eentres les divers points a , ,  b . , . . . ,  l,, et si, menant de l'origine les 

1 Le cas o~1 les degr6s augmentent ind6finiment peut, par l 'introduction de termes 

nuls, on par la r6union d'un nombre limit6 de termes, so ramener s celui oh R,(z) est 
de degr6 n;  on peut d'ailleurs le traiter directement par des m6thodes analogues, mais 

les in6galit6s auxquelles doit alors satisfaire T~ sont plus compliqu6es. 
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tangentes ~ ces cercles, on prolonge ces dernibres jusqu'au eercle de rayon 
fl de mani~re ~ former une rdgion analogue h la r6gion S(R ,  p), il est 
possible de trouver au moyen de la fonction M(R,  p) un maximum de la 
somme des modules des termes du ddveloppement en sdrie de polynomes 
de la fonction 

I I 

R , ( ~ )  (~  - -  a , X z  - -  b , )  . . . ( z  - -  l , )  

Pour s'en convaincre il suffit de remarquer que si l 'on choisit comme 
contour C le contour formd par des arcs des cercles de rayons p, leurs 
tangentes, et des arcs du cercle de rayon /~, il est possible de trouver un 

I 
contour C' sur lequel le maximum du module de R,(z) puisse ~tre ddter- 

mind par la seule connaissance des hombres p ,  m,  a ,  ft. D~s lors le 
maximum trouvd et que ron peut appeler 

M ( ' ) ( p  , , , ,  fl) 

ne ddpend nullement de la situation particuli~re des p61es de Rn(z) dans 
la couronne limitde par les cercles de rayons a et ft. D~s lots, en assu- 
jettissant les coefficients des numdrateurs Tn(z) ~ des indgalitds tout ~ fair 
analogues ~ l'indgalitd (4) on assurera la convergence absolue e~ uniforme 
du ddveloppement en sdrie de polynomes de la fonction g(z) actuellement 
considdrde, dans les mgmes conditions que pour la fonction f (z)6tudide 
prdcddemment. 

De mgme, on pourra ddterminer une fonction 

z(')(p) 

telle qu'en l 'introduisant dans les in6galitds ~ la place de M(~)(p, a ,  fl) 
on air un thdor~me analogue au thdor~me II,  c'est ~ dire exprimant la 
convergence des ddrivdes de tous les ordres de la sdrie de polynomes sur 
les rayons de convergence. 

54. On peut ainsi 6noncer le thdor~me suivant: 

Th~or~me III. Etant donn~e une classe ddterminde de sgries de poly- 
homes h r~gion de convergence dtoil~e, classe ddfinie par les relations 
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i x p . ( )  ( )  = ~,  

It,, 

P.(  z ) = k~--.~=ta.,kZ~ ; 

~tant donnds en outre un entier positif m et deux hombres positifs a et fl (a <~),  
il est possible de d~terminer une fonction #(p)  ayant les propri~tds suivantes, 

Soit 
T.(z) (') g(~) = ~ R.(z) 

une sdrie de fractions rationnelles; on suppose que les degvds de T.(z)  et de 
R.(z)  sont au plus dgaux d m; le coefficient de la plus haute puissance de 

dans R . ( z )  est dgal d l'unitd et les modules des zdros de R.(z)  sont su- 
p~riettrs tt a; enfin les coefficients de T. (z)  satisfont tous h l'ind.qalitd 

l a .  b,(u.) < u. 

la sdrie ~.,u. dtant convergente. 8oit 

a(~) = Xc.z'  

le ddvdoppement de g(z)  suivant les puissances croissantes de z: ddveloppe- 
ment dont le rayon de convergence est au moins dgal d a. Si Fon pose 

Cn, k ~ c k a n ,  k~ 

k. 

q.(z) = Z c . , / ,  
k = t  

(2) g(~) = XQ.(z)  

il existe, dans tout angle ayant son sommet d rorigine, une infinitd de rayons 
du cercle fl sur lesquels la sdrie (2) converge absolument et unifavmdment et 
a mdme somme que la s~rie (x), cette propri~td subsistant pour les sdries dd- 

rivdes d'ordre qudconque de (i) et de (2). 

35. Les observations que nous aeons faiths dans le cas des sdries de 
fractions simples, relativement h la ddtermination sur des courbes de con- 
tinuit~ subsistent ~ans leur inf~gralif~. Seulement, on ee qui eoneerne 
l'int~gration, il y a lieu de t~nir eompte des observations sur les r~sidus 

Acla malhtmtalica. 24. [mprim6 le 8 mars 1901. 45  
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que nous avons faites dans la premiere partie. Un cas int6ressant est 

eelui oh les coefficients des polynomes T~(z) vdrifient les indgalit6s du 

thdor~me I I I ,  alors que les num5rateurs des fractions obtenues par la d~- 

composition en dl6menfs simples ne vdrifient pas les im~o'alitds du th6or~me 

II ,  ni mSme du th6or~me I, ces num6rateurs formant  cependant une s6rie 

absolument convergente. I1 est d~s lors possible, par int6gration le long 

des eourbes de continuit6, de ddterminer les r6sidus, absolument comme 

darts le cas oh les conditions du th6or~me I sont vdrifides. On peut  aussi 

obtenir relativement h l 'impossibilit6 du prolongement  analytique dans des 

r6gions oh les p61es forment  un  ensemble (lense, des r6sultats qui r@ondent  

en pattie aux questions pos6es ~ la fin de la premiere pattie. Mais, pour ne 

pas allonger d~mesurgment, nous ~noncerons ces rdsultats h la fin de eette 

deuxi~me partie, en nous bornant  au cas particulier oh la classe de s6ries 

de polynomes consid6rde est celle que M. ~[I'rTAG-LEFFLEII a l e  premier 

signalde. Nous aurons en m~me temps l 'avantage de pouvoir donner un 

6none6 plus precis, dans lequel rien ne restera ind~termin6. 

36. Nous allons, en effet, ealculer une limite supdrieure de la fonc- 

tion dOsignde plus haut  par M ( R ,  p), dans le cas des ddveloppements de 

M. MrrTAG-LEFFLEm 

Rappelons d'abord les rdsultats obtenus par M. 3[rrTAG-LESFLm~. 

Nous utiliserons les notations de son mdmoire Sur la repr~se~,tation ana- 
lytique d'une branche uniforme d'une fonction monog~ne (Ae ta  m a t h e m a t i e a ,  

i 
t. 23) , en les appliquant  h la fonetion particuli~re i - - z "  

En  consequence, nous poserons 

( i o )  

n4 ~8 n ~  

= ~2=0  ~ . = 0  i Xl i ~ *  �9 

Gn( ) = n =  , ,  2 ,  . . . ,  

1 Nous modifions 15g~rement la formule de M. •ITTAG-LEFFLER, afin d'avoir une 
s6rie absolument convergente (ou du moins, afin qu'il soit ais~ de d~montrer que la 
convergence est absolue, car il est possible que la s~rie m~me de M. MITTAG-LEFFLER, 
soit absolument convergent@ 
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Nous remarquons de suite que g~(z) est un polynome en z de degrd n *" 

duns lequel t o u s l e s  coefficients sont positifs et inf~rieurs on 6gaux h u n ;  
par suite G.(z) est un  polynome du m~me de/rd  duns lequel les coefficients 

sont tous en valeur absolue infdrieurs h un et, par suite, si le module de 

z es~ infgrieur ~ R, on a certainement 

On pent done gcrire, en supposant R > 2 

(") IG.(z)[  < n+'+ '. 

Cette ind/ali td nous sera trbs utile. La manibre m~me dont  on l'a obtenue 

prouve qu'elle subsiste si l 'on prend un hombre quelconque de lois la 

dSriv6e des deux membres par rapport  aux variables tlui y fi~-urent. On 
a done, quelque soit h 

3 7 .  

LEFFLER.  

la s~rie 

Ces inSgalitSs Stabiles, revenons au fllSorSme de M. MI'r'rA~- 

I1 eonsiste en ce que l 'on a 

- E G , , ( z )  
I - -  Z n = 0  

du second ~en~bre dtant absolument ~ conve~'gente dans tout domaine 

1 Comme nous venons de ]e dire la convergence absolue dont ne parle pas M. MITTAG- 

LEF~L~R et qui r~sultera manifestement de nos calculs a ~t~ obtenue par  le changement 

de n e n  n ~. I[ est 4vident que si une s4rie 

(~) Eh(z )  

converge uniformdment duns un domaine D,  il est possible en groupant  convenablement 

ses termes, de la t ransformer en une s~rie qui converge absolument et uniformdment dans 

ce m~me domaine, c 'est  '~ dire tclle que la s~rie des modules converge uniforn~dment. 
Mais si ]a sSrie ( , )  converge unis duns une infinit~ de domaines D1,  D~, . . . .  

D r . , . . .  de plus en plus grands,  la convergence n%tant pus uniforme duns l 'ensemble 

de ces domaines, i[ n 'es t  pus certain qu'un m~me groupement de termes puisse rendre la 

sSrie absolument et uniformdmeJ~t convergente duns chaque domaine Dk. C'est  cependant  

ce qui a lieu duns le cas tr~s gSn~.ral off il existe une s~rie de comparaison fixe ~ u ~  

ind4pendante de k et telle (lue le reste de la s~rie (I)  soit inf~rieur au reste de la s~rie 

de comparaison, s par t i r  d 'un certaine valeur de n fixe clans chaque domaine D, ,  mais 

d~,pendant de k. 
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flni D ne renfermant ~ son intdrieur ni sur son contour aucun valeur de z 

r~elle et sup~rieure ou ~gale d u n .  

En partieulier, on peut choisir eomme domaine D l e  domaine S(R,  p) 
ddfini plus haut. :Notre but actuel est de d6terminer une limite supdrioure 
M ( R ,  p) de la somme des modules des ~ermes de la s6rie, lorsque ~ a une 
position quelconque dans le domaine. Pour eela nous ddterminerons d'abord 
un hombre N, tel que l 'on air, dans tout le domaine D 

(,3) .-, ~+ , ] a.(~)I < ,. 

On aura d~s lots, en utilisant les in~galitc~s (t 2) 

a~(~) l< ,  + Z w ~ + ' <  2: w < R  ~'~+~, 
n ~ l  ~ 0  

en supposant toujours R > 2, ce qui n 'a pas d'inconv~nient, puisqu'on 
peut toujours remplacer une valeur de R par une valeur plus grande. 
On a done 

(14) M(R, p) < R~""+'; 

tout  revient h ddterminer N. 

38, Mais auparavant nous remarquerons que si, pour la valeur do 
N choisie, on a, en m~me temps que l'in6galif~ (I 3), les in~galit~s 

e~ 

(,5) ..~+11 e~)(~)l < A~, h = , , : , . . . , ~ ,  

les in~galif~s (I 2) donneront 

( '4 ' )  M s ( R ,  p) < ~=ol-G~.")(z)l < A, + N ' " R  ' ' '+' 

Pour atteindre complL~tement notre but nons devons donc ddterminer 
I ~ le nombre N; 2 ~ les hombres As. 

39. Dans ce but, reportens-nous au mgmoire de M. ]~ITTAG-LEFFLER, 
et; en particulier aux formules (3.3) de la page 58 dont nous transcrivons 
la premiere et la derni~re 
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m~ + m 2 + . . . + m._~ + m.  > m . _ l n w ( n )  log naJ(n).  

Comme nous avons pris 

m 1 n4~ m~ n 8 _~_ ~1~ ~ n4n  = = = :  , m 3 , �9 . . ~ m n  

on voit que ees inggalit~s sont v6rifides si l 'on pose 

w ( n )  = n ' ;  

nous adopterons cette valeur pour la fonction w(n). 
M. MITTAG-LEFrLEa deviendra alors 

L'in6galitd (35) de 

+ g2 
�9 . . T b S }  

et l 'on aura, pour n assez grand 

I ' . , ' ) l <  ( t  6 )  ~ __  ~ ,-~, 

C 6tant une constante. I1 en r6sulte 

I I c I I ff.--l(2~) < ~ Jr- (~__  I ) '  

et, par suite, ron volt h la lois que la sdrie xlO.(~)l r et qu 'n 
est ais6 d'obtenir une limite sup6rieure de son reste. 

40. Le point ddlicat eonsiste, 6rant donn6 le domaine S ( R ,  p), 
d6terminer un nombre N tel que l'in6galit6 (l 6) soit v6rifi6e pour n > N, 

la constante C dtant infirieure d N.  En effet s'il e n e s t  ainsi, on aura bien 
2 

,,=,+~ .~ (,~--x)' + ~  < 2 , ]  N' --  l 

ce qui est notre indgaIit~ (I 3). 
Or, le domaine S(/~,  p) dtant donnd, nous pouvons choisir d'abord 

l'6t~ile E et le nombre n de mani~re que l'dtoile d6signde par E~? ) dans 
le m6moire de M. MITTAG-LEFFLER le comprenne enti~rement ~ son in- 
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t6rieur. On volt  aisdment que cette condit ion sera remplie si l 'on choisit 

pour  E le domaine S 2p P et si l 'on d~termine n par la condit ion 

4R 

P 

l l  suffit de se reporter  aux pages 49. et 5 ~ du m~moire du M. MITTAG- 

LEVFLm~ en remarquant  que l 'on a ici 

I 1 

a ~ e ~(n) ~ e ,~a 

I 
Quant  au hombre  g, limite supdrieure des valeurs de la fonet ion - -  sur 

I - - Z  

le contour  de l 'dtoile E ,  il satisfera vis iblement  h l ' indgalitd 

g < 4 .  

P 

Enfin re la t ivement  au hombre  k qui  tend vers l 'unitd pour  n infini (page 

58 du mdmoire de M. MITTAG-~LEFFLEI~) on voit  sans peine que l 'on peut  

toujours  supposer 
k < 2 .  

Done en prenant  N = 8/t l 'in6galit6 ( I6)  sera bien vdrifide quel que soit 
P 

2/ 
n supdrieur h N ,  la constante C ~ .qk 6tant infdrieure h 2 .  

L' indgali t6 ( I4)  , en y remplagant  N par cette valeur, nous donne 

l 'inggalitd fondamentale  
32R 

(, 7)  I(R, p)< 

41 . I1 nous reste h ealculer les hombres A,, qui f igurent darts les 

indgalitds (I 5)- ] l  suffit, pour  cela, d 'uti l iser l ' indgalit6 par laquelle nous 

avons ddmontrd, d 'une mani~'re g6n6rale, la convergence absolue des sdries 

1 Dans mon cours du Coll~ge de France, j'ai indiqu~ une m~thode pour obtenir 
eette in~galit~ directement, sans so servir des calculs de ~I. ~ITTAG-~LEFFLER. I1 est 
plus simple de preceder ainsi que de refaire ces ca]culs; si on les suppose connus, comme 
il est naturel ici, la marche du texte est un peu plus br~ve. 
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semblables ~ une sgrie ~P,,(z) donnde. Nous ndgligerons d'ailleurs, pour 
abr6ger, la diff6rence entre lcs s6ries scmblables et les sdries d6rivdes i i l  
s'introduit ainsi, comme il a 6t6 expliqu6, des facteurs proportionnels aux 
puissances de z, c'est h dire ici infdrieurs h une puissance de R, ce qui 
est tout h fair sans importance ~ cbtd des facteurs cxponentiels. Or l'in- 
tdgration le long du contour S(R,  p) nous donne 

n=N+l n=N+l 

M 6tant le maximum du module de la ddrivde d'ordre h sur le contour 
d'intdgration et L la longueur de ce contour. Or on a dvidemment 

h h 
M < - -  L < 6 R .  toh+l 

On a donc 
6hhR 

An < ,oh+l 

et l'on voit que, dans lcs indgalitds (I4') ce terme est nggligeable par 
rapport au suivant. On a donc, au moins pour p assez petit 

(I 7') 

32R 
32Rh 

Mn(., p) < (a1 ) + ,  
\ p /  

Les indgalitds (I7) et (t7') seront commoddment remplacds dans les appli- 
cations par les suivantes. 
assez grand 

( , 8 )  

en posant 

(19) 

On a, quel que soit h, pourvu que R soit 

R2+r 
s ( s )  = e , 

z grant un nombre positif quelconque, mais fixe. 
On verrait sans peine que la fonction #(R) ainsi ddterminde est aussi 

celle qu'il eonvient d'introduire dans l'dnoncd du thdor~me III ,  quel que 

soit m, lorsque l'on choisit le ddveloppement de i ddfini par les re- 
I - - ~  
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lations (Io). Mais, au lieu de d5velopper les ealeuls qui eonduisent ~ ee 
r&ultat, il nous semble pr~f&able de terminer eerie seeonde pattie en 
dnon?ant, rapidement quelques-uns des r(~sultats prdeis qui se d~duisent des 
formules (~8) et (~9), en utilisant les thdor6mes I et I I  pr&ddemment 
d6montrds. 

42. Th~or~me IV. On co~sidbre la sdrie 

~4 n 
f ( z )  - - ( , , , , - - z )  .... 

et l'on suppose que, ~ ,  s ,  m i[a~t des hombres positifs quelconques, nmis 

fixes, on a, ~ quel que soit ~, 
"2 ~ 

I ~ , , I  < e -~" , 

On dgfinit des hombres ck pat" les dgalilds 

__ f(~)(o) __ m , , ( m ,  + I ) . . .  (,, , ,  + !~'-- I) ~ - -  A ,  
m~+k ek i]~ I ~ 2 3 ~ ~\ ]," ~--~ Ct n 

et l'on pose 
k ~I 8 7~4n 

e o ( ~ )  = Vo(,)  = ~0, 

e . ( ~ )  = .q,,(~) - -  a . _ , ( z ) .  

D~s lots la sdrie 

I/Z \ k:4-...4 ~, 
Ck,+),2+...+),,k~, ) 

eae 

(s) Z G,,(~)  

converge sur une infinitd de droites issues de l'origine, et, a pour somme f(z), 

On suppose de plus que les m,, sont entif,rs; il serait ais~ de se d~barrasser 

de cette hypoth~se, mais il faudrait  pour cela entrer dans des d&ails sur les fonctions 

non uniformes. On pourrait aussi supposer que m,, augmente ind4finiment avec n ,  s con- 

dition de limiter sa croissance d 'une mani~re precise; de supposer, par exemple m,, ~ n .  



Sur les s6ries de polynomes et de fractions rationnelles. 361 

la conve~yence ~tant absolue et uniforme sur tout seqment fiJ~i de ckacune de 

ees droites. I1 y a d'ailleurs une i~fi~zit~ .non d~nombrable de tel/es (h'oites 

darts tout angle, si petit qu'il soit, ayant son sommet ~'c l'origi~w. Les dd- 

rivdes d'ordre queleot~que de la sirie (S) co~vergent de mdme sur ces droites 

et sont ~gales en ckaque point auz ddrivdes de f(z).  

43. Soit E l'ensemble ddriv6 de l'ensemble des points a,, et Z Fen- 
semble des points du plan qui n'appartiennent pas ~t E .  I1 peut se faire 

que l'ensemble 2 se compose de plusieurs parties sdpardes; la sdrie donnde 

ddfinit darts ehaeune d'elles une fonction analytique. Soit D une portion 
d 'un seul tenant du domaine X ne eontenant pas le point z = o; il est 

clair que, parrot les droites de convergence ddfinies dans l'~noncd prdcSdent, 

il y e n  a dont une portion finie es~ entibrement comprise ~ l'int~rieur de 

D.  La eonnaissanee des valeurs de la sdrie sur ce segment suffit pour 
d6terminer eompl6tement la fonetion analytique que ddfinit cette s('rie dans 
le domaine D. D'autre  part, il est clair que les hypothbses fondamentales 

de l'6nonc6 subsistent lorsqu'on remplace z par z a- z ~ ~l condition que le 

point z = z 0 n'appartieune pas ~t E ;  le hombre a est simplemcnt remplaed 

par un autre hombre tint. On peut done dnoneer le 

Thdor~me V. Si l'on pose 

Z A. 
f ( z )  = . . . .  

en supposant 
2+z  

7~ 

et si l'on ddsigne par X l'ensemble des pob~ts du plan qui n'appartiem~ent 

pas d l'ensemble ddrivd E de l'ensemble des points a,, la sirie f(z)  dd[init, 

dans le eas oit X se compose de plusieurs domai~es s@aris (en hombre tint 

ou infini) une fonction analytique dans chaeun de ces domai~es. 

La eonnaissanee d'une de ees fonctions analytiques permet de caleuler 
toutes les autres. 

On peut affirmer, de plus, que ckacune de ces fo~wtions analytiques 
admet eomme domaine ~aturel d'existenee la portion de X oh elle est ddfinie 

Aeta mathematiea. 24. Impr im6  le 6 mars i991. 4~  
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par la sdrie, c'est ~ dire que les points de E qui servent de frontidre it 

cette rdgion sont effectivement des points singuliers. 

44. Lorsque la sdrie f ( z )  est donnde, on peut,  comme nous l 'avons 

fair observer, y remplacer z par z d-z0 sans modifier ses propridt6s essen- 

tielles, h condition que le point" z 0 n 'appart ienne pas h cet ensemble, c'est 

~t dire qu'h tout  point  z o de 2' on peut  ainsi faire correspondre une sdrie 

de polynomes relative it ce point, sdrie qui converge ainsi que routes ses 

ddrivdes, sur une infinit6 de droites issues du point.  Une remarque im- 

portante est la suivante: on pet# d~terminer les droites de convergence sa~s 

se donner le point Zo; en d'autres termes, on peut ddlerminer des droites 

telles que la sdrie relative ~ l'un quelconq~te de leurs points z o converge sur 

toute la droite, le point  z o n 'appar tenant  pas a E .  

45. Pour  s 'en rendre compte, il suffit d'observer que les droites 

de convergence passant par un point  sont ddtermindes par la condition 

qu'elles rencontrent  un  nombre limitd des cercles 6', dont  les centres coin- 

cident avec les divers points an et dont  les rayons sont 6gaux aux termes 

successifs d 'une sdrie convergente h termes positifs ~u, , .  Or, les cereles 

6'~ 6tant donnds, on sait qu'i l  cxiste une infinitd de droites D ne ren- 

contrant  qu 'un  hombre limit6 d'entre eux. On peut  se donner  arbitraire- 

men t  la direction de ces droites; et il en existe encore une infinitd non 

ddnombrable dont  la distance h u n  point  donnd est infdrieure ~ un nombre 

donn6 h l 'avance. I1 est clair que si l 'on choisit une droite telle que D,  

rencontrant  un  nombre limitd de cercles C',, et ne passant par aucun des 

points an et si z 0 est un  point  quelconque appartenant  h D et n 'apparte- 

nant  pas h E ,  la sdrie de polynomes relative au point  z 0 converge sur 

toute la droite D, ainsi que toutes ses ddrivdes, la convergence dtant 

d'ailleurs absolue et uniforme dans tout  intervalle fini. D'ailleurs pour 

calculer les coefficients de cette sdrie, il suffit de connaltre les valeurs de 

la fonetion et de sos ddrivdes au point  z 0. 

En  changeant  z en az - t - f l ,  on peut  6videmment  supposer que la 

droite D coincide avec l'axe des quantitds rdelles; on peut  de plus, sdparer, 

s'il y a lieu, dans chacune des sdries de polynomes, la partie rdelle du 

coefficient de i, de mani6re h dnoncer un  rdsultat dans lequel ne figurent 

que des quantitds rdelles, ce qui n 'en  diminue pas d'ailleurs la g6ndralit6. 
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D~s lors si l'on suppose que sur la droite D (ou axe des x) certains seg- 
ments font partie de l 'ensemble E ,  et certains autres de l'ensemble 2', on 
arrive au rgsultat suivant. 

45. l l  est possible 1 de former des sdries de polynomes 

f (x)  = ZQ (x) 
qui convergent ainsi que routes leurs ddrivdes, pour route valeur de la va- 

riable r~elle x ,  et qui ddfinissent, dens certai~s iuterv(dles uue fonction rdelle 

non analytique, da~s d'autres intervalles une fonction rdelle analytique. Si 

le point x = x o appertient ~ l'un de ces derniers intervallcs, la connaissance 

de la valeur de f (z )  et de ses ddrivdes en ce point permet de ddterminer 

compl~tement les coefficients de la sdrie et, par suite, les valeurs de la fo~c- 

tion pour toute valeur r~elle de z.  

47. Ii  importe d'attirer l!attention sur une circonstance singuli~re, 
que l 'on comprendra net tement sur un example particulier. 

Supposons que l 'ensembie E se r~duise h u n  segment de Oy eom- 
prenant le point 0 ,  par exemple h l 'ensemble des points 8i, # 6tant rdel 

et compris entre ~ I et + I; le seul point de Ox qui appartienne h E 

est alors le point x = o;  on a done deux fonctions analytiques sur Ox, 

l 'une ddfinie pour x positif, l 'autre pour x n6gatif; on passe d'ailleurs de 

l 'une de ees fonctions ~t l 'autre au moyen de l 'une des s5ries de polvnomes 

qui peuvent ~tre ddduites de chacune d'elles et qui convergent sur tout 
l'axe Ox. Mais on peut aussi se servir du prolongement analytique or- 
dinaire, en contournant l 'ensemble E ,  c'est ~ dire en traversant Oy en un 

point dont le module soit sup~rieur h l'unit6. Ces dettx mani~res de pro. 

cdder donnent le m~me rdsultat. La circonstance sur laquelle nous d(~sirons 

appeler l 'attention est la suivante: il est aisd de cot~struire des cas oit ces 

deux maniOres de proc~der donneraient des rdsulta[s dif[drents. I1 suffit en 
effet, d'ajouter h f(z)  une fonetion quelconque non uniforme, ayant un 
point singulier de non uniformitd parmi les points de E autres que z = o; 

par exemple on peut eonsiddrer l 'une des fonctions 

g(z) = f (z )  + V' + z+, 

h(z) ---- f(z)  + log (~ + z~). 

1 Pour former effectivement de telles s~ries il suffit d'employer le proc6d6 que 
nous appliquons dans la troisi~me partie h un cas plus g6nbral. 
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Le terme additif donne lieu en chaque point de l'axe rdel h une sgrie de 
polynomes relative h ce point et qui converge, ainsi que routes ses dd- 
rivdes, pour toutes les valeurs rdelles; il est d'ailleurs clair que l 'on ob- 
tient des valeurs diff~rentes de la fonction vii + z' ou log (I d -z  2) suivant 
que l 'on passe des valeurs positives aux valeurs nggatives de z en traversant 
Oy h l ' int&ieur ou h l'extdrieur du segment qui a pour extrdmitds les 

points d - i  et - - i .  
Les fonctions g(z) et h(z) sont uniformes, duns la thdorie ordinaire 

du prolongement analytique; j 'ai ddjh signald, duns ma th~se, l'intdr~t 
qu'il pouvait y avoir ~ les consid6rer comme faussement uniformes; nous 
reviendrons plus loin sur ce point, de mani~re h faire dvanouir route appa- 
rence de contradiction possible entre la thdorie du prolongement analytique 
de WEIERSTRASS et la gdndralisation de cette thdorie, qui est naturellement 
suggdrde par ce qui prdc~de et 5 laquelle est consacrde la troisi~me partie 

de ce Mdmoire. 

TROISI]~ME PARTIE. 

Ida gdndral isat ion de la thdorie du  pro lon f fement  analy t ique .  

48. Nous venons de voir comment certaines transformations de sdries 
de puissances en sdries de polynomes donnent le moyen, non seulement 
d'obtenir le prolongement analytique sous une forme commode par sa 
gdndralitd, mais encore d'atteindre des rdgions duns lesquelles le prolonge- 
ment analytique est impossible. Les rdsultats que nous avons obtenus 
peuvent donc, en un certain sens, ~tre regardds comme une gdndralisation 
de la thdorie du prolongement analytique; mais, pour dtablir la nouvelle 
th6orie d'une mani~re complete, il est ndcessaire d'aller plus loin et de 
montrer que la transformation en sdries de polynomes peut s'appliquer avec 
succ~s d des sdries de puissances toujours divergentes. 

49. Pour plus de nettetd, nous nous bornerons aux sgries de poly- 
nomes dues h M. ~IV~ITTAG-LEFFLER (avec la ldg~re modification indiqude 
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page  354) ,  b ien  que  t o u t  ce qu~ su i t  s ' app l ique  sans diff icult~ it une  elasse 

q u e l c o n q u e  de sdries de p o l y n o m e s  ~t rdg ion  de co n v e rg en ce  dtoilde. 

R a p p e l o n s  le rdsu l ta t  f o n d a m e n t a l  d e n t  nous  au rons  ~ nous  servir .  

E n  posan t :  

"i () 
�9 . .  , 

V0( ) = = 

la  s~rie 

ZG,,(z) 

conve rge  a b s o l u m e n t  e t  u n i f o r m g m e n t  uins[ 

la r6g ion  S ( R ,  p), quels  que  so ien t  R et  p .  

Mk(R, p) le m a x i m u m  de la s o m m e  

que  rou tes  sos d6dvges ,  duns  

D e  p lus  si l ' o n  d6s igne  p a r  

2 Une 6tude int6ressante serait l'6tude siraullande de plusieurs classes diff6rentes, 
au point de vue auquel aous nous platens iei; mais nous laisserons ee point compl6te- 
meat de c6t6 darts co M6moire. 

On pout faire s la th~orie que nous esquissons diverses objections, et observer, 
par exemple, que le r4sultat obtenu pout d~pendre du choix des constantes e (voir, par 
exemple ]VIITTAG-LEFFLER, A c t a  m a t h e m a t i c a ,  t. 24, p. 186, m~moire dent j'ai eu 
connaissance apr~s avoir 6crit colui-ci). A cos objections, bas~es sur uno hypoth~se, on 
pourrait ais4ment r4pondre par d'autres hypotheses (par exemple, que l'on peut choisir, 
pour ~difier la th~orie, des constantes d~termin~es, ou des classes de constantes; on bien, 
que l'on pout exclure de la th4orie los cas off routes los constantes possibles - -  ou du 
moins des cathgories tr~s largos - -  ne fourniraicnt pas le m~me r~sultat, etc.). 

~[ais au lieu de raiseuner ainsi clans le vide, il vaut mieux remarquer simplement 
qu'une th~orie ne saurait ~tre parfaite du premier coup. Sans pr~tendre comparer, au 
point de vue de leur importance, la th~orie nouvelle avee cello des fonctions analytiques, 
on pout observer que celle-ci date en r~alit~ du jour o~t CxvcuY a montr~ que la s~rie 
de TX'zLo~ peat se d~duire de la notion de fonction monog~ne; mais elle est rest~e 
longtemps imparfaite: c'est seulement longtemps apr~s que le g~nie de WEIERSTRASS lui 
a donn~ sa forme d~finitive; on ne dolt donc pus s'~tonner des imperfections de la th~orie 
nouvelle, qui date seulement de deux ans (puisque los premiers m6moires de M. MIWTAG- 
LEFFLER sent de I898 ). 
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lorsque z reste dans cette r4gion, on a quel que soit le hombre positif e 

Q)'+~ 
M k ( R ,  p) < e -eG'  , 

au moins pour les valeurs de ~ d4passant une certaine limite (laquelle 
P 

d@end 6videmment de k et de s). 

50. C , �9 ) o ons~derons 1 expressmn 

A .  
(a. - -  z?+l' 

traqons un cercle C,, ayant pour centre le point a. et ])our rayon p,, et un 
autre cercle I ~ ayant pour centre le point z = o e t  pour rayon un nombre 

R inddpendant de n. Ddsignons d'autre part par r .  le module de a..  
II est clair que si 1'on m~ne de l 'origine les tangentes au cercle C. et si 
on les prolonge jusqu'au cercle F ,  ou forme ainsi une rdgion S. semblable 

s une certaine rdgion S ( R ,  p)~ ~ Si le point z e s t  intdrieur h la rdgion 

S.,  le point z e s t  intdrieur s la rdgion 
a n  

) �9 

On a d aflleurs 

) r . /  

A .  A .  I 
_ _  Z ~ k 4 - 1  

DSs lors, la somme des modules du ddveloppement en sdric de polynomes 

de la fraction ,4. est inf4rieure 
( a .  - -  z) *§ 

a ) t  

* Si l 'on d6signe par  A et B les points de contact des tangentes  avcc C. et par  

A '  et  B' leurs points d ' intersect ion avec I ' ,  la r6gion S .  est limit6e par l ' a rc  A'B' 
sup6rieur ~ w, les droites AA' et BB' et Pare AB inf6rieur s lr. 
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e'est h dire infdrieure, au moins pour  n assez grand, si l 'on suppose que 

P--" tende vers z6ro lorsque n augmente  ind6finiment,  ~t 
rn 

e -  ) 

car, dans ces conditions, le facteur l an i,+-------- ~ peut  ~tre neghgc,  en faisant 

varier aussi peu que l 'on veut  z, le nombre k 6tant supposd infdrieur h 

un hombre fixe inddpendant  de n.  

I1 est d~s lors 6vident que, si les nombres a,, sont donnds d'une ~na- 

n i i m  absolument quelconque, il suffira de choisir les nombres p~ de telle 

mani~xe que la sdrie 

r n  

soit convergente; il y aura alors une infinit6 de droites D issues de l'ori- 

gine et ext6rieures k routes les r6gions S. d'indice assez grand. Si doric 

l 'on suppose les hombres A. choisis de mani~re que la sdrie 

" i  soit convergente, on pourra affirmer que la set e de polynomes ddduite de 

la sdrie de fractions rationnelles 

E A~ k~ < m 

converge absolument et uniform6ment,  ainsi que routes ses d6riv6es, sur 

chacune des droites D. 

5I.  Ainsi, les points a. grant dorm's,  il n'est pus difficile de choisir 

les coefficients As de mani~re h assurer la convergence de la sdrie de po- 

lynomes sur une infinit6 de droites issues du point  z = o, lequel peut  

appartenir h l 'ensemble d6riv6 E de l 'ensemble des points a, ;  mais c'est 

1 Ce qui pr6c6de montre qu'il ene s t  ainsi s l'int6rieur du cercle de rayon R; 
mais ce hombre R peut 6tre pris aussi grand que l'on veut, en faisant varier infiai- 
ment peu e, puisque pn tend vers z6ro lorsque n augmente ind6finiment. 
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1~ un r~sultat qu'on aurait pu aisOment prOvoir, d'apr~s co qui precede. 
l~ous pouvons aller plus loin et montrer que, les points a. dtant donnOs, on 
peut gcrire pour les I A .  I un syst~me d'inggalit~s telles que, lorsqu'elles 
sont vOrifiOes, il existe dans route r6gion une infinitO de droites telles que 
chacun de leurs points air la proprigtO' qu'avait le point z ~--o dans le 
cas que nous venons d'dtudier: c'est ~ dire telle que la sOrie de polynomes 
relative & chacun de leurs points converge sur route la droite, tous les 
points de la droite pouvant d'ailleurs appartenir ~ l'ensemble E ,  auquel 
cas la fonction d~finie par la s~rie n'est analytique en aucun point de la droite. 

52. Consid6rons donc une s~rie 1 

A .  
f ( z )  - ~ "  z - - a .  

dont les pbles ont une distribution absolument quelconque. Ddsignons 
par u. des nombres positifs quelconques tels que la s6rie 

Zu. 

soit convergente et ddcrivons, de chaque point a, comme centre, deux 
cercles, Fun C, ayant pour rayon u. et l'autre C: ayant pour rayon u~. 
:Nous pouvons d'ailleurs supposer que l'on a, quel que soit n 

de mani~re que le cercle C'. soit toujours intdrieur au cercle C.. 

53. Soit maintenant A un point du plan ext6rieur h tous les cercles 
CA; si l'on m~ne du point A les deux tangentes au cerele C',, l'angle de 
ces deux tangentes est dvidemment 

2 

2 arc sin ~_2, 
r s  

i Nous supposons tous les d~nominateurs du premier degr~, uniquement pour 
abr~ger l'~criture; le cas off ce degr6 seralt un nombre fini quelconque ou m~me aug- 
menterait ind~nlment  avec n,  suivant une lol donn~e, se traiterait d'uue mani~i'e analogue. 
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r~ ddsignant la distance A a ~ ;  mais l 'on a r, > u~; l'angle des tangentes 
est donc inf6rieur /t 

2 

2 arc sin u= = 2 arc sin u,; 
'tgn 

les valeurs numgriques de ces angles forment par suite une s6rie con- 
vergente: c'est h dire qu'fl y a une infinit6 de droites passant par le point  
A et rencontrant un nombre limit6 de cercles C'~. Pour que la sdrie de 
polynomes relative au point A, qui peut se ddduire de f ( z ) ,  converge, ainsi 
que routes ses ddrivges, sur chacune de ces droites, il suffit 6videmment 
que R 6iant un hombre fixe quelconque, l 'on air, pour n ag~ez grand, 

i .l<e f i )  '+ 
Or, on peut prendre u,, = n - 1 - +  et les in6galit6s prgcddentes peuvent ~tre, 
quel que soit le nombre fixe R, remplacdes par les suivantes 

e giant un nombre positif arbitvaire. 

D'ailleurs, la sdrie ~u~ 6rant convergente, il existe une infinit6 de 
droites qui ne rencontrent qu'un hombre limif~ de cercles C;,; comme on 
peut toujours n6gliger un nombre limitd de termes, i chaque point de ees 
droites peut gtre pris pour A. 

54. Pour donner des exemples effectifs, il est commode d'utiliser des 
rdsuliats connus relatifs h l 'approximation des hombres irrationnels. D6- 
signons par a un hombre irrationnel tel que, dans son ddveloppement en 
fraction continue, f~us les quotients incomplets soient infdrieurs ou dgaux 

un hombre fixo B; en particulier, on peut prendre pour a une irra- 
tionnelle quelconque du second degr6. Pour fixer les irides nous supposons 

t On suppose, bien entendu, que les termes n6glig6s no sent pas infinis, c'est /L 
dire que la droite consid6r6e no passe par aucun point a~, co qui est toujours possible. 

dela mat~matiea. 24. Impr im6 le 11 mars 1901. 47 
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et l 'on a alors 

B = 2 .  

P" la premiere des rdduites de Soit P u n  nombre rationnel quelconque et Q,~ 
q 

a telle que Q~ soit supdrieur h q; on sait que l'on a 

~ - - ~  > Q~ ~ > l e ~  --~,,  = ':,, ~,',, 

On a d'ailleurs 

Q. < BQ._~ + Q,,_. < (B + ,)Q,,_, < (B 4- ,)q, 

Q._~<q 

et, par suite 
I I 

Q,, Q._~ > (B + l)q" " 

On a donc, finalement, quels que soient les entiers p e t  q: 

t) [ i 

Cela pos6, considdrons dans le plan t o u s l e s  points dont les coor- 
donn6es sont des nombres rationnels, c'est ~l dire tous les points 

p+ i l , '  

p ,  p' ,  q ~tant des nombres entiers; nous supposerons que ces points sont 
les points a,. Si l 'on veut exclure certains d'entre eux, de maniSre que 
dans certaines rdgions la sdrie ddfinisse une fonction analytique rdguliSre; 
il suffit de supposer nuls les numdrateurs correspondants. On sait d'ailleurs 
que les points donnds, peuvent ~tre, d'une infinitd de muni~res, rangds sous 
la forme d'une sdrie simple; pour prdciser, nous les rangerons de maniSre 
qu'en passant d'un point au suivant, la somme 

Ipl + I~"1 + Iql 
n~aille jamais en diminuant. 
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55. Considdrons maintenant une droite D ayant pour dquation 

(D) Ax + A'y + C +  C'a = o ,  

A ,  A' ,  C ,  C' dtant des hombres entiers quelconques, dont le dernier cst 
l~ + ip' 

suppos6 essentiellement diff6rent de z6ro. La distance d du point z -  

cette droite est 
d ~- I Ap + A'I/ + (C + C'a)q, 

~/-~ + a "  q 

c'est h dire 

d _ _  

or, d'apr~s ce qui prdc~de, on a 

la-'~ AP + A'I" + Cq 

I1 en %sulte 

c' ( A~, + a ' / +  c,~) a d -  
~/A ~ + A" C'q 

I 

I I c 

Idl > c'~A, + A'~(B + I )q - i>~  ' 

c dtant une constante. D'ailleurs, avec les conventions que nous avons 

faites, il est aisd de voir clue le rang n du point l' + il; est de l'ordre 
q 

de grandeur de q3 lorsque q est assez grand; on a done certainement, en 

changeant au besoin la valeur de c, 

n 

D~s lors, si l 'on ddcrit de chaque point a, comme centre un cercle C. 
x 

ayant pour rayon ~ la droite D ne pourra rencontrer qu'un nombre 
1 

limit~ de ces eercles (d'une mani~re pr@ise, un nombre au plus dgal ~ 

Les points de eette droite pourront done ~tre pris eomme points A; 
_ I 2 I 

d'ailleurs puisque nous prenons ici u, u~+~ nous aurons u,, n2+2 ~ et 

nous supposons 
2 + s  

__e n 

IA.I<  , 
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c'est ~ dire, en observant que le rang n est de l 'ordre de grandeur de 

( Ip l  + Ip'l + Iqt) ~, 
glos.{-p'S + q s 

Lorsque eette indgalif~ est vdrifide on peut affirmer que la sdrie 

Z Ap.r 
p +ip" 

Z 
q 

donne naissance, en tout point d 'une droite D ~ une sdrie de polynomes 
convergente ainsi que toufes ses ddrivdes, sur la droite D tout enti~re. 

56. Un c hangement de variable tr~s simple permet d'obtenir une 
droite D coincidant avec l'axe rdel et l 'on obtient le rdsultat suivant. 

Th6or~me. Si l'on pose 

p E + ~  p ' =  4- :o 

Z Z q=~ p,_.. r174 x + i~/~ l~ + ip" 
q 

la fo,ction ~ (p ,  p',  q) vdrifiant l'i~dgalit~ 

i (p,p',ql<e- , 

la sdrie f (x )  qui converge absolument et uniformdment ainsi flue toutes ses 
ddriv~es, sur tout segment fini de l'axe des x, d~finit une fonction d'une 
variable rdelle continue, ainsi que. ses ddriv~es de tousles ordres, pour toute 
valeur de la variable. Cette fonction n'est d'ailleurs analytique pour aucune 
valeur de x si l'on suppose ~ ( p ,  p', q) constamment diffdrent de zdro. 

La /onction f ( x )  a la propridtd [ondamentale suivante; si l'on ddsigne 

par f(Xo) , f'(xo) , . . . ,  f(*)(x0) , . . .  sa valeur et celle de ses ddrivdes en un 
point rdel quelconque x o et si l'ou pose 

., ,, .,. f(,,+~,+...+~.)\ / (x-n~~ ...+, 

G o ( x ) = g o ( X ) = f ( X o ) ,  

G , ( x )  = g . ( x )  - 
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0 

converge absolument et uniform~ment, ainsi que toutes ses ddrivdes, dans tout 

intervalle fini et l'on a quels que soient x et k 

f ( ' ) ( x )  = 

57- Le thdorbme prdc6dent fair connaltre une classe de fonctions 
cl'une variable rdelle possddant, comme les fonctions analytiques, la propridtd 
d'etre compl~tement ddtermindes par la connaissance de leur valeur et des 
valeurs de leurs ddrivdes, en un point. On peut, apr~s avoir constat~ par 
un exemple l'existence effective de telles fonetions, les ddfinir ti priori et 

baser sur leur consideration une g~ndralisation de la thdorie du prolonge- 
ment analytique. C'est la marche que nous allons suivre. 

58. Etant donnde une fonction d'une variable rdelle x,  continue ainsi 

que routes ses ddrivdes dans un intervalle A B ,  nous dirons que c'est une 

fonction (M) dans cet intervaUe si, quels que soient les hombres xa et x o 

compris dans cet intervalle et l'entier positif k, l'on a 

0 

la s~rie du second membre dtant absolument et uniformdment convergente 

lorsque x o dtant fixe, xj est intdrieur d u n  intervalle quelconque intdrieur 

h A B .  

Les polynomes G,(S) sent d'ailleurs d~finis par les relations 

a . ( s )  = e . ( s )  - -  e . _ , ( , ) .  
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59. I1 r5sulte imm6dia tement  de la ddfinition qu 'une  fonetion (M) 

est eompl~tement  d(~terminde par la eonnaissanee de la suite 

(z') F(xo), F'(Xo),. . . ,  �9 �9 �9 

x o dIant un point  quelconque d e , A B .  

6o. E t an t  donn6e une suite telle que 2', la question de savoir si 

elle ddfinit une fonetion (M) se rambne h l '6tude de eertaines sdries. I1 

serait ddsirable, au point  de rue  de la eommodit6 des applications, de 

remplaeer  eette 6tude direete, p ra t iquement  beaueoup trop eompliqu6e, par 

des erit~res plus simples; ~ mais ees diffieult6s sont d 'ordre pu remen t  pra- 

t ique et n 'ont  aueune importance en th6orie; l 'essentiel est qua l 'on air 

eonstatd par des exemples, que les conditions impos6es par la ddfinition 

aux fonetions (M) sont par fa i tement  compatibles, bien qu 'a  priori elles 

puissent paraitre surabondantes.  Ce qui serait plus important ,  e 'est l'ex- 

tension aux fonegions (M) des propri6t~s qui m 'on t  permis d'utiliser dans 

la th6orie des 6quations diffdrentielles d 'autres proeddds de sommation des 

s6ries divergentes.  2 Mais e'est un point  que je laisserai de ebt6, pour  

m'oeeuper  exelusivement de la g6n6ralisation (le la thdorie du pro longement  

analytique.  
Si nous eonsid6rons un segment  de droite A B situ6 d 'une  mani~re 

queleonque dans le plan de la variable eomI)lexe z, une t ransformat ion de 

la forme 
z = (a-IFi f l )  x + r - } - i 5  

peut  amener  ce segment  h coineider avee un segment  de l'axe des x. Si 

une fonction ddfinie sur A B  est unc fonction (M) aprbs cette transforma- 

Pour rechercher ces crit~res, il sera peut ~tre commode de modifier la dSfinition 
en ne pr6cisant pas la valeur des nombres appel~s m 1 , m 2 , . . . ,  mn dans le m~moire 
de M. 5[ITTAG-LEFFLER, et pris ici 5gaux s n*, n s . . . . .  n 4'~ mais d'assujettir seulement 
ces nombres h v~rifier des in4galit4s convenables. 

Voir mon Mdmoire sur les sdries divergentes, pages 95--99 et 12I. 
Pour l%tudo des relations quill y a entre la thdorie de M. ~,~ITTAG-LEFFLER, la 

th~orie d~velopp~e ici, et la th~orie g~n4rale des s~ries divergentes, je me permets de 
renvoyer ~ mes Legons sur les sdries dicergentes qui paraitront prochainement (Paris, 
Gauthier-Villars, 19 OI). 
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tion, nous eonviendrons de dire qu'elle est une fonction (M) sur tout AB 
et la formation des sdries de polynomes qui la reprdsentent, ainsi que ses 
d5rivdes, est exaetement la m~me que dans le eas partieulier dtudid d'abord. 

6t .  Soient maintenant deux segments A B ,  CD, ayant un point 

comnmn I et sur ehaeun de ees segments une fonction (:1/); si ces deux 
fonctions prennent, ainsi que routes leurs ddrivdes par rapport h z, la 

m~me valeur au point I ,  nous conviendrons de dire quc chacune d'elles 
est le prolo~gement de l'autre. 

Etant  donnde une fonetion (M) ddfinie sur AB at un seo'ment CD 
rencontrant AB au point I ,  le prolongement sur C'I) de la fonetion (M) 
ddfinie sur AB peut ne pas exister; mats, s'il existe, il est ~l~ique. D'ailleurs, 
dans le eas oh la fonetion (M) est analvtique dans le voisinage du point 

I (sur AB), le prolongement existe au moths dans un certain voisinage de 
I (sur CD) et coincide avee celui que donne la thdorie ordinaire des fone- 

tions anabtiques.  

62. Etant  donn6s un point I et une suite tellc que 2', s'il existe 

au moths un segment AB passant par I e t  tel que la suite 2' ddfinisse 
une fonction (M) sur AB,  on dira que la suite ~' constitue un didmcnt 

de fonetion (M). Un tel dl6ment peut ddfinir une fonetion (~1I)dans une 
seule direction, ou dans plusieurs, ou dans une infinitd. 

Nous pouvons maintenant aequdrir la notation d'une fonction (M) 

uniforme darts une rdg'ion du plan. 

6 3. Soit (S) une rdgion du plan simplement connexe et (D) un en- 
semble de droites D dense dans tout le plan. Nous entendons par lh 
qu'dtant donnds deux points queleonques du plan et un nombre arbitraire 
.~ ii existe une droite D telle que la distance des deux points h cette droite 

soit infdrieure h s. Sur chaeune des droites D, il existe un nombre limitd 
ou ilUmit~ de segmeats intdrieurs h (S); nous supposerons clue sur chacun 

de ees segments est ddfinie une fonction M. Nous supposerons de pb~s, 

1 II  y aura sans doute lieu d ' introduire  une dgnomination particuligre pour les 

~l~ments tels que les directions dans lesquelles ils d6finissent une fonction (M) ferment 

un faisceau par tout  dense. 
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qu'en un point d'intersection intdrieur d S de deux quelconques des droites D 
les fonctions (M) ddfinies sont le prolongement l'une de l'autre. Dans ces 
conditions, nous dirons que les diverses fonctions (M)ddf in ies  sur les 

divers segments de routes les droites D constituent une branche unique de 
fonction (M), uniforme dans S. Il est clair qu'une telle branche est conlplSte- 
ment ddfinie par u n s e u l  de ses 616ments; d'ailleurs la ddfinition prdcddente 

comprend, comme cas particulier, la ddfinition du prolongement analytique. 

Si une fonction analytique est ddfinie dans un domaine S' d 'un seul tenant 

intdrieur ~ S e t  si la fonction (M) coincide avec elle, ainsi que ses dd- 
rivdes de tout ordre, en un point de S' la coincidence a lieu dans tout S'. 

Mais il existe effectivement, comme nous l'avons montrd, des fonctions 
(M) uniformes dans une rdgion, sans ~tre analytiques en aucun point de 

cette rdgion. Tel est le cas de la fonction considdrde page 37 ~, en suppo- 
sant que F(p ,  p', q) ne soit jamais nul. 

64. Mais dans certains cas, on peut, en partant d 'une fonction ana- 
lytique uniforme, ddfinir une fonction (M) non uniforme; alors une branche 

seulement de la fonction (M) coincide avec la fonction analytique, dans 

son domaine naturel d'existence. 

6 5. Posons, p~r exemi)le 
p=q e__~.P ~+q~ 

= q . -  p 
q = l  p = l  

C * * et onsldcrons la fonction 

Z 
r = r + A q , -  z' + B l o g - - .  

' Z - - I  

La fonction r est une fonction uniforme dans tout le plan, admettant 

comme coupure essentielle le segment rectiligne o < z < I, que nous dd- 
si~nerons par OI. Par suite la fonction @(z) est une fonction analytique 

uniforme; car, la ddtermination du radical et celle du logarithme dtant 

une fois choisies, on ne franchira jamais le segment 01. 
Mais si l 'on prend dans le plan un point P non situ6 sur l 'axe~del, 

et si l 'on forme la sdrie (M) qui se ddduit des valeurs en P de la fonc- 
tion q)(z) et de ses d6rivdes, on obtiendra une fonction (M) sur des seg- 
ments qui traversent OI. Cette fonction (M) peut ainsi ~tre suivie dans 
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tout  le plan, sur des chemins diffdrant aussi peu que l'on veut d 'un therein 

quelconque et, si l 'on proc~de ainsi, on constatera que cette fonction (Mt  

n'est pas uniforme. ])~s lors si l'on consid~re le cercle ddcrit sur OI eomme 
diam~tre on constatera ais6ment que l'on a une branche de t'onction !3I) 

uniforme dans ee cerele; mais si dans Fun des deux demi-cereles cette 
fonction coincide avec la fonction analytique r dans l 'autre demi-cercle, 
elle en diffdrera, la diffdrence dtant visiblement dgale h 

2A ~z --  z" -{- 2i7:,B. 

66. Ainsi il peut arriver qu'une fonction ( M ) u n i f o r m e  dans uu 
domaine d'un seul tenant (S) coincide, dans deux parties sdpardes de ce 

domaine, avec deux fonctions anatytiques diffdrentes. Mais, daas eccas ,  
l 'une quelconque de ces fonctions analytiqucs ne peut })as Otrc prolonCdc, 

sans quitter (S), daus la partie de (S~ o~t l'autre est ddfinie. 

I1 est inutile d'insister: on volt qu'il ne saurait v avoir de contra- 
diction entre la thdorie que nous exquissons ici et la thdorie des fonctions 
analytiques ~difiSe par WEIEI~STRASS. 

Nous n'insisterons pas non plus sur les sin~ularitds que pcuvent prd- 
seater les fonctions (M) non uniformes, les points de ramific'~tion ou les 
points singuliers logarithmiques pouvant former un ensemble partout dense; 

car il semble que l'dtude des fonctions (M) uniformes doive ~tre d'abord 
tentde. 

57. Nous avons ddj~t fair connaitre une classe trbs 6tendue de fone- 
tions (M) uniformes; nous les avons dt~finies par des s~ries darts lesquelles 

les points singuliers sont mis en 6videnee. I1 serait ~videmment ddsirable 
de conna~tre des eas dans lesquels l'6tude d'une fonction (M) peut ~tre faite 

en partant d'un ~ldment, sans que les points singuliers soient connus 5 priori. 

Mais ce que nous connaissons de la thdorie des fonctions analytiques fair 
craindre qu'il ne soit extrgmement difficile de former un tel exemple. En 

effet, en dehors de deu• cas singuliers, les fonctions enti~res d'une part, et 
les sdries de TAYLOR admettaut leur cercle de convergence comme coupure 

d'autre part, je ne pense pas qu'il existe de circonstanee ~ dans laquelle la 

' Citons cependant, dans cet ordre d'id6es, certains r6sultats obtetus par MM. FABa~', 
LEAU et Lw Roy (voir notamment Comptes Rendus, tomes I27 et I28}. 

~0~a maOumlat/oa, 24. Imprim~ |e 12 mars 1901. 48  
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connaissance d'un dldment de fonction analytique air permis effectivement 
d'obtenir les propridt~s de la fonction, sans que ces propridtds fussent 
connues ant~rieurement au ddveloppement. 

68. En terminant, je vais indiquer comment ron peut rdsoudre une 
petite difficultd qui pourrait ~tre soulev4e h propos de l'exemple donnd 
plus haut, mais sur laquelle nous n'avons pas insistd, pour ne pas interrompre 
la suite du raisonnement. 

Nous avons considgr6 deux syst~mes de cercles ayant pour centres les 
points an; les uns, les cercles C., ont pour rayons les nombres un; les 
autres, les cercles C', ont pour rayons les hombres u~. Nous considdrons 
maintenant une infinitd d'autres syst~mes de cercles, les cercles C'n' dont 

3 les cercles C:" dont les rayons seront u ~ , . . . ,  les les rayons seront un, 
cercles C(~ "-I) dont les rayons seront u : ,  . . . .  Nous avons vu que si l 'on 
consid~re une droite D qui rencontre un hombre limit6 de cercle Cn, tout 
point A de D poss~de la propridtd suivante: dans tout angle ayant son 
sommet au point A, il existe une infinitd non ddnombrable de droites qui 
ne rencontrent qu'un hombre limit6 de cercles C'.  Si l'on d6signe par 1)' 
l 'une de ces droites, la s6rie de polynomes relative au point A converge 
ainsi que ses d~riv~es sur tout D': il en est d'ailleurs de m~me de la sdrie 
de polynomes relative h u n  autre point de D'; on a donc sur D' une fonc- 
tion (M). 

I1 a donc dtd possible, partant d'une fonction (M) ddfinie sur D, de 
la prolonger dans une infinitd de directions h partir de chaque point A de D. 

69. Mais si ron consid~re maintenant un point quelconque A' de D', 
on ne peut pas affirmer que le point A' air la m~me propridtd que le 
point A, c'est h dire ne soit h l'intdrieur que d'un nombre limit6 de cercles 
C, et, par suite, soit tel qu'il se trouve dans tout angle ayant son sommet 
en A', une infinit6 non ddnombrable de droites ne rencontrant qu'un nombre 
limit6 de eereles C',. Il y a cependant sur D' des points B ~ partir des- 
quels le prolongement de la fonction (M) est possible dans au moins une di- 
rection; ce sont les intersections avec D' des droites analogues ~ D' qui passent 
par un point de D autre que A; cela suffit, h la rigueur, pour b~tir la 
thdorie; mais celle-ci prendrait dvidemment une forme plus dl6gante si chaque 
point A' de D' avait la m~me propri6td que chaque point A de D. 
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Or il est clair que, tout  point  A' de D' ne pouvant  6tre a l 'intdrieur 

que d 'un hombre limitd de eereles C;,, il existe duns t~mt an~'le ayant son 

sommet en A', une infinitd non ddnombrable de droites ne reneontrant  

qu'un hombre limitd de cercles C';,'. En effet, si la distance A'(~ est dd- 

signde par r,,, on a, pour n assez grand, 

r,, > u~, 

et eomme, d'autre part, l 'angle des tangentes  mendes de A' au cerele C'I,' est 

3 

2 are sin n~_ 
' r  n 

les valeurs numdriques de ees angles forment  une sdrie eonvergente, puisque 

13 sdrie ~u,,  est eonvergente par hypoth6se. 

On peut  done mener  par A' une infinitd non ddnombrable (duns tout  

angle) de droites /)" ne reneontrant  qu'un nombre limitd de ~-ereles C~/. 

Par chaque point  A" d'une droite D" il passe une infinitd de droites D'" 

ne reneontrant  qu'un hombre limitd de eereles U;,", et ainsi de suite. 

7 o. On voit que les droites suceessivement obfenues D, D', D", D'", .. 

n'ont, pus les m~mes propridt6s; il est eependant  possible, et il nous sera 

fort commode, de les ddfinir par une propridtd qui lent est eomnmne. 

N(Jus dirons q~'~o~e droite est une droite (D) s'il existe ] u n  hombre 

/ini ~ tel que cette droite ne rencontre qu'un hombre limitd de cercles CI~, ). 

I1 r~sulte manifestement  de ee qui prde~de que, par /ottt point A l)ris 

sur une droite D, il p(~sse, duns tout angle, une infinil(~ u~m d~nombrable de 

droiles (D). Car, si le point  A n'est intdrieur qu'~l un hombre limitd de 

eereles C~,9 il passe par ee point, dans tout  angle, une infinitd non dd- 

nombrable de droites ne reneontrant  qu'un hombre limit5 de eereles C!~+~); 

ees droites sont des droites (D). 

7~. Si done on ehoisit les mtmdrateurs de la sdrie de fractions ra- 

tionnelles, de manibre que ee~te sdrie ddfinisse une fonetion ( M ) s u r  ehaque 

droite (D), on pourra effeetuer le prolongement  de eette fonction (31) de 

i On suppose, de plus, bien entendu, que la droite D n e  passe par aucun des 
poi~*s a,,, 
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la mani0re la plus commode, en cheminant exclusivement sur des droites 
(D), c'est "h dirt sur des droites telles que l'on puisse sc ddplacer, h partir 
de l'un quelconque de leurs points, dans une direction aussi vo~ine que 
l'on veut d'une direction donnde h l 'avance 

Or, rien n'est plus aisd que d'obtenir ce rdsultat; voici l 'un des moyens 
que l'on peut employer. 

7 2. 1)dsignons par f ( n )  une fonetion quelconque de u, assujettie h. 
la seule condition d'augmenter inddfiniment avec n, en n'dtant jamais dd- 
croissante. Soit F ,  le cercle qui a pour centre le point (t. et pour rayon 
u~ ('~ I1 est clair que chaque droite ID) ne rencontre qu'un nombre limitd 
de cerclcs /',,, puisqu'il existe un nombre a tel qu'elle ne rencontre qu'un 
nombre limitd de cercles C~ ~ et qu'h partir d'une certaine valeur de n, 
on a certainement 

de sorte que le eercle [', est dos lors intdrieur au eercle C'l~ ). On volt 
dbs lors trds aisdment qu'il suffit de supposer.. 

pour que la sdrie 

,.v(') 

An K-" 
Z . .  (z - -  ~,)'- 

ddfinisse une /bnction (M) sur chacu~ze des droites (D), la fonction v(n)  
dtant assujettie h la seule condition d'augmenter inddfiniment avec n, ee 
qui permet de n6gliger les facteurs constants qui la multiplieraient. 

C o n c l u s i o n .  

73. Les recherches entreprises dans ce Mdmoire peuvent ~tre en- 
visa gales h deux points de rue, que l'on peut appeler bri0vement le point 
de rue complexe et le point de vue rdel. 

Au point de rue de la thdorie des fonctions d'une variable complexe, 
je me permettrai de rappeler que, dos I894, j 'ai  signald dans ma ThOse 
la ndcessitd qu'il y avait, ~ mon avis, ~ dlargir la thdorie du prolonge- 
merit analytique. ~Y[alhcureusement, je ne pouvais 6layer cette opinion 
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que d'un trop petit hombre de fairs, de sorte que je fus pent ~trc le seul 
~/ ~tre vraiment convaincu qu'elle dtait juste. L'an dernier, M. FAm~r 
a dmis des iddes analogues duns les C o m p t e s  R e n d u s  (t. I28) et 
M. PICARDy a publid uussi sur ce sujet quelques pages intdressantes; mais 
la mani~re dont il envisageait le probl~me dtait tr~s diffdrente de la 
mienne. J'espSre que les rdsultats de ce Mdmoire convaincront tons les 
lecteurs que la gdndrulisution de la thdorie du prolongement analytique 
s'impose ndcessairement h l 'attention des gdombtres: l'observation attentive 
des fairs analytiques y conduit naturellement; on volt la fonction ana- 
lytique traverser, par des passages infiniment dtroits, la eoupure qui pa- 
raissait infranchissable. 

I1 serait superflu autant que prdmaturd de discutcr ici l 'importance 
que pourra prendre en analyse cette nouvelle thdorie; il es$, sans doute, 
inutile de dire que je n'ai jamais pensd que ces fonctions 'h singularitis 
compliqudes puissent devenir jamais aussi importantes que les fonctions 
analytiques tes plus simples: polynomes, fonctions enti~res, mdromorphes, 
alg6briques, abdliennes. Mais leur dtude ne devrait-elle servir qu'h dlargir 
notre concept de la fonction de variable complexe, il me semble qu'elle ne 
serait pus inutile. 

74. Au point de vue des variables rdelles, nous avons appris h con- 
naltre une catdgorie peat ~tre intdressante de fonetions de variables rdelles 
pourvues de ddrivdes de tout ordre: ce sont les fonctions (M) qui com- 
prennent comme cas particulier les fonctions analytiques et qui, comme 
ces derni~res, sont compl~tement ddtermindes lorsqu'on connait, en un point, 
lear vuleur et celles de leurs ddrivdes. 

II est clair que, pour les fonctions d6finies expdrimentulemsnt, lu 
question de savoir si elles sont ou non analytiques est compl~tement dd- 
pourvue de sens; on peat les reprdsenter avec une approximation supdrieure 
aux erreurs d'expdrienee par une formule d'esp~ce quelconque, pourvu 
qn'elle renferme assez d'inddtermindes. Mais certaines formes peuvent ~tre 
prdfdrables, c'est h dire donner avec moins d'inddtermindes une approxima- 
tion plus grande; le but des thdories physiques est souvent de ddterminer 
h priori ces formes, dont l'exp6rience permet ensuite de ealculer Its coeffi- 
cients. I1 est d~s lors ldgitime de se demander s'il est prdfdrable de 
prendre les premiers termes du ddveloppement en sdrie d'une fonction ana- 
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lytique,  ou d 'une  fonetion (M),  ou de route autre eatd~'orie de fonet ions 

que l 'on pourrai t  ddtinir. En ce sens, la distinction entre cos diverses 

eatda'ories pout  ne pas rester spdculative, mais avoir des eonsdquenees pra- 

t iques darts l 'dtude des phdnombnes naturels. 1 

75. D~ntin si~nalons en terminant  que, le thdorbme de M. MH"rA~;- 

LFA,'FL1,;I{ pouvant  dtre 6tendu 2 attx fonetions de plusieurs variables complexes, 

on peut  leur dtendre aussi la thdorie des fonetions (M). En partieulier, 

en nous bornant  aux variables rdelles, il existe des fonetions de deux va- 

riables rdelles x et iq, qui ne sont analyt iques pour aucun systbme de 

valeurs de ces variables et qui sont cependant  telles que la eonnaissanee, 

e,l u~z pob#, de leur valeur et de la wtleur de toutes  leurs ddrivdes par- 

t idies,  permet  de former une sdrie de polynonws converg'eant uniformd- 

ment, ain,~i que touteb ses ddrivdes, dans toute rdgion finie du plan, et 

reprdsentant  la fonetion eonsiddrde t|ans tout  le plan. 

On pent  d['s lors se poser bien des questions, qui paraissent malheureuse- 

ment  diffieiles h aborder. Par  exemple, on peut, comme me l'a fait ob- 

server M. PAIXLEW~, se demander  si l 'dquation diffdrentielle 

d9 
= f ( x ,  v) 

dans laquelle f ( x ,  y) est une fonetion I M ) d e  ses deux arvuments  , d(.'finit 

pour  y une fonetion (M) de x,  auquel eas la mdthode de Bl:ror et Bot'QUET 

permet  dvidemment  de ealeuler les ddrivdes sueeessives de !t par rappor t  

i~ x et de former, par suite, le ddveloppement  de /1 en sdrie de polynomes.  

Paris,  le 1 7 mai I9oo .  

1 J'ai d~jg remarqub dans ma Th~se que le potentiel d'un corps de masse fini, 
qui serait form; d'une infinitg de molbcules, se prgsente sous la forme: 

A ,, 

n = ,  ~ / (*  - -  a,,)" + (!t - -  b,,) ~ + (~ - - , , , ~ ; ~  
c'est 'a dire sous une forme tout g fait analogue ,t eelle des s;ries de fractions ration- 

nelles que nous avons gtudi~es, puisque ]a s&ie ~A,~ est iei convergente. 
La possibilitg de cette extension a gt~ signal~e tout d'abord par 3I. 3Irrx'A(I- 

LEFSLER (Comptes Rendus ,  5 mai 1899 ). Peu de temps aprbs, 3I. PAISLWVI~ a 
indiqu~ une mbthode de dgmonstration qui s%tend sans diffieultb aux fonctions de 
plusieurs variables (Comptes Rendus ,  23 mai I899). M. MITTAs-LEFFLEa d~veloppera 
prochainement (dans une quatri~me Note) les rgsultats qu'il possgde ~ ee sujet. 


