ZUR KENNTNISS DER KREISPUNKTE

VON

ALLVAR GULLSTRAND

in UPSALA.

Um die Constitution des im Auge gebrochenen Strahlenbitndels kennen
zu lernen hatte ich néthig das Normalenbiindel unter Hinzuziehung von
Differentialquotienten der Flichengleichung bis einschliesslich der vierten
Ordnung zu untersuchen. Da diese Untersuchungen auch die Normalen-
biindel eines Flichenelementes, auf welchem sich ein Kreispunkt befindet,
umfassen mussten, haben sie zu Ergebnissen gefithrt, welche vielleicht auch
fiir den Mathematiker vom Fache Interesse haben konnen.

Die folgende Darstellung ist zum grossten Theile ein Résumé von
den das Flichenelement betreffenden Resultaten der an anderer Stelle aus-
fithrlich publicirten Untersuchung; doch habe ich die Untersuchung der
Kreispunkte hier, wo der rein mathematische Gesichtspunkt ausschlagge-
bend ist, in gewissem Grade verallgemeinert, wihrend ich mich dort auf
das fiir den speciellen Zweck nothige Gebiet beschrinkt habe.

Von den Kreispunkten hatte man damals keine andere Kenntnisse als
die Angabe von DarBoux,’ nach welcher fir den Fall, wo simmtliche
Differentialquotienten dritter Ordnung der Flichengleichung von Null ver-
schieden sind, die Zahl und Richtung der in den Kreispunkt eintretenden
Krimmungslinien gefunden werden kénnen, und, wie ich spiter erfahren
habe, eine Untersuchung einer speciellen Kreispunktsform von Frost,? zu
welcher CAYLEY® eine Bemerkung gefiigt hat.

' Théorie des surfaces. T. II, S. 357—350.

* On the direction of lines of curvature in the neighbourhood of an wmbilicus. The
quarterly journal of pure and applied mathematics, X, 1870, S. 78.

® Ibid. S. 111,

Acta mathematica. 29. Imprimé le 9 aott 1904,
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Ziwar hatte schon lingst LiouviLLE ' eine schone Zeichnung von den
Kriimmungslinien eines Ellipsoides gegeben, aus welcher ersichtlich ist,
dass in die auf solchen vorkommenden Kreispunkte nur eine Kriimmungs-
linie eintreten kann, aber dennoch scheint die Ansicht allgemein geherrscht
zu haben, dass von allen Seiten her Kriimmungslinien in einen Kreispunkt
eintreten, wie z. B. eine Stelle bei PicArDp * andeutet.

Die neueren Arbeiten iiber die durch eine Differentialgleichung be-
stimmten Curven waren noch nicht auf die Kriimmungslinien der Fliche
angewendet worden.

Seit dem Erscheinen meiner Abhandlung ® hat aber WAHLGREN * ge-
zeigt, dass die Untersuchung der singuldren Punkte der Kriimmungslinien
auf eine Untersuchung von Differentialgleichungen ersten Grades zuriick-
gefithrt werden kann, fir welche Untersuchung schon frither Benpixsox ®
die Mittel angegeben hatte.

- August 1902.

I. Das allgemeine Flichenelement.

Es sei in einem rechtwinkligen Coordinatensysteme, in welchem der
positive Theil der Z-Achse nach vorn vom Anfangspunkt belegen ist, wenn
die entsprechenden Theile der X- und Y-Achse nach rechts bezw. nach
oben liegen, die Flichengleichung

t=pr+qy + %(Wv’ + 252y + ) + ¢ (ua® + 302’y + 3wzy’ + wy?)
+£Z(84°x"’+48“x3y+ 63”x’y’+43‘3xy3+8°“y4)+

und es werde eine Kriimmung als positiv bezeichnet, wenn das Curvenstiick

! In seiner Ausgabe von MoNGE, Application de Uanalyse & la géométrie, Paris 1850,

' Traité danalyse, T. 111, S. 225,

* Allgemeine Theorie der monochromatischen Aberrationen und ihre ndchsten Ergebnisse
fiir die Ophthalmologie, Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups., Ser. III, 1900. Separat im
Buchhandel zugiunglich.

¢ Sur les points singuliers des équations différenticlles du premier ovdre et du second

degré, Bihang till K. Svenska Vet.-Akad. Handlingar, Bd. 28, Ser. I, N° 4.
° Sur les courbes définies par des éguations différentielles, Acta math., T. 24.
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die concave Seite nach der betreffenden positiven Richtung kehrt, eine
Torsion, wenn die Curve im Sinne einer Schraube rechtsgedreht ist, d. h.
wenn, « als unabhiingige Variabele angesehen, im Coordinatensysteme
dz = dy = d’y = o das Produkt d’2d’ydx positives Vorzeichen hat.

Die Hauptkriimmungen werden so bezeichnet, dass im Coordinaten-
systeme p = ¢ = s =0 die Beziehungen

D:;:T’ _D11=P—I—=t
gelten.
Fiir die Ableitungen der Hauptkrimmungen nach den Bogenlingen o,
bezw. o, der Hauptkriimmungslinien wende ich folgende Bezeichnungen an:
dD,
da,

a, _ 4 D, _ o aD,,
) b

=U, de,, de, do,,

=N

und nenne U bezw. jy die directe Kriimmungsasymmetrie lings der be-
ziiglichen Hauptkriimmungslinie, W bezw. ¥V die transversale Kriimmungs-
asymmetrie lings der ersten bezw. zweiten Hauptkriimmungslinie.

Diese Asymmetrienwerthe, welche von einander unabhiingig sind, be-
stimmen zusammen mit den Hauptkrimmungen und den Richtungscosinus
der Normale simmtliche Differentialquotienten der Flichengleichung bis
einschliesslich der dritten Ordnung und umgekehrt. Im Coordinatensystem
p=q=s8=o0 gelten die einfachen Beziehungen

U=u, V=uw, W=w, W=

Die geoditischen Krimmungen der beiden Hauptkriimmungslinien
sind durch folgende allgemeingiltige Relationen gegeben

VR, =D, —D,, =— WR,,

wobei R, bezw. R, die beziiglichen Kriimmungshalbmesser sind.

Fir die Winkel &, bezw. &, zwischen den Hauptnormalen der be-
ziiglichen Krimmungslinien und der Flichennormale, welche positiv ge-
rechnet werden, wenn im Coordinatensysteme p = q = s = o die betreffende
Hauptnormale sich zwischen den positiven Theilen der beziiglichen Coor-
dinatenachsen befindet, gilt:

w

=P _ =P W
tgal - - tg '911 - R“ _ Du(D1 - Dn)
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und die ersten Kriimmungshalbmesser der beiden Hauptkriimmungslinien
sind :
o =p, cosd = R sind, p’' =p,cosd, =R sing,.

Von den beiden Schalen der Kriimmungsmittelpunktsfliche sei die-
jenige die erste oder ¢’-Schale genannt, welche von der zweiten Hauptnor-
malebene der Flache berithrt wird, und in welcher die Kantlinie der ersten,
d. h. der von den Flichennormalen lings der ersten Kriimmungslinie ge-
bildeten, abwickelbaren Normalfliche eine geodétische Linie ist.

Bogenelement do]{ und Krimmungshalbmesser R’ dieser Kantlinie oder
o,-Linie der o'-Schale sind:

, u ,_ U
do‘lz-——j.idd'l, .R :—D"f

ihre rectificirende Linie ist die Polare der ersten Hauptkrimmungslinie
mithin ihre rectificirende Flache die abwickelbare Polarfiiche dieser, ihre

Torsion ist:
. DV B __tg 191
v, — D)

: 2
r RE- E

Die Berithrungslinie zwischen der ersten Evolutenschale und der zweiten
abwickelbaren Normalfliche, die o,,-Linie der ¢’-Schale hat das Bogenelement

D —D

! I 2 Tz NEY] | 11
do'11=5?\/V + L}D, — D,)da,, = D cosd, gy,

Diese Linie wird von der Polare der ersten Kriimmungslinie der Fliche
berithrt, so dass die o¢,- und o,,-Linien der Evolute conjugirte Linien-
systeme bilden. '

Die Normalschnittkrimmung der ¢’-Schale lings der o, -Linie ist:

D, W cos® 8,
(Dx — Du)2

Fiir die zweite Evolutenschale gelten die analogen Werthe, nur hat
die Torsion der Kantlinie in diesem System entgegengesetztes Vorzeichen.

Fir weitere Untersuchungen beniitze ich die Ableitungen zweiter Ord-
nung der Hauptkrimmungen sowie die ersten Ableitungen der geoditischen
Krimmungen der Hauptkrimmungslinien laut folgender Bezeichnungen



Zur Kenntniss der Kreispunkte. 63

da*D, , 1 ,, a'D, o
daf_@’ sz’ do}, = &,
d*D,, " " da*D,, "
do} =& ’ _R—— 4 d”u =9

und nenne @ bezw. @' die direkte Abflachung lings der beziiglichen
Kriimmungslinie, £ bezw. £ die transversale Abflachung lings der ersten
bezw. zweiten Kriimmungslinie, wibrend ¥” und ¥ lediglich die geodi-
tischen Kriimmungsasymmetrien sind.

Diese sechs Werthe bestimmen zusammen mit den Kriimmungsasym-
metrien, den Hauptkriimmungen und den Richtungscosinus der Normale
simmtliche Differentialquotienten der Flichengleichung bis einschliesslich
der vierten Ordnung und umgekehrt.

Mit Auspahme der zwischen den beiden transversalen Abflachungen
bestehenden Relation

VeV —n)— WU —2W)
D — D

1

& — Q= D1D11(D1 _Dn) +

11

sind sie von einander unabhiingig. Im Coordinatensystem p =¢q=s=0
ergeben sie sich aus folgenden Beziehungen:

f N0 408 30 v am e, v(v—w)
O =3"—3r+ @ =T,

, 93! v(2u — 3w) "o ChN w(3v — 2u)
ity r—t* V=—r= o=y
= 3 —yf? — ﬂ@_—_—_Zw_) O =% — 3f? 3w’

r—t r—t
und es sind die iibrigen Ableitungen derselben Ordnung:
ul ry 20V o w2V
dau:(Dl—Dn)lIf Dl—Dn, dﬂ" =—(D1AD“>IF —U -—U
v Vw—w) AW _ o W =)
da-1 (D -D )zp +-(—-—sz dd (D .D )IF +le[):—,
I oy ViV —m) a1 2 wu—Ww)

d
do, R, =D, —D,, (D, —D) dao, R, D,—-I)"+(D1-—I)“)"

1
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aus welchen letztgenannten Werthen unmittelbar das bekannte Gesetzt von
LiouviLLE: "

I I
do &, Vi, ~ Dl T mt g

hervorgeht.

Die geometrische Bedeutung der Abflachungswerthe ist leicht darzu-
stellen, wenn die Kriimmungsasymmetrien gleich Null sind. Wenn direkte
Abflachung und Hauptkriitmmung verschiedenes Vorzeichen haben, mithin
ein numerisches Maximum der Kriimmung im gegebenen Punkte sich vor-

findet, so ist das Quadrat der Excentricitit derjenigen conischen

o
T D
Section, welche eine Beriihrung vierter Ordnung mit dem beziiglichen Haupt-
schnitte hat. Liegt aber ein numerisches Minimum der Kriimmung vor, ist

5-1?;1_)’ das Quadrat der Excentricitit der Ellipse, welche im Punkte kleinster
Kriimmung eine Beriihrung vierter Ordnung mit dem beziiglichen Haupt-
schnitte hat. Sind auch die geodétischen Kriimmungsasymmetrien gleich

Null, und besteht die Identitit

£+ o 3@+
D:'' Dy DD,

so stellen die in unendlich kleinem Abstande vom fraglichen Punkte pa-
rallel zur Tangentialebene gefithrten Schnitte der Fliche bis auf unendlich
kleinen Gréssen hoherer Ordnung als der vierten Ellipsen dar. Haben bei
positiven Werthen der Hauptkrimmungen die transversalen Abflachungen
hohere Werthe, als durch diese Relation angegeben wird, so ist das Flichen-
element in den diagonalen Richtungen zwischen den Hauptnormalebenen
relativ mehr zusammengebogen als ein solches, in welchem ein in der Nihe
des Scheitelpunktes parallel zur Tangentialebene gelegter Schnitt eine El-
lipse darstellt. Im entgegengesetzten Falle ist es in den genannten Richt-
ungen relativ mehr ausgebogen. FEine vollstindige Berithrung vierter Ord-
nung mit dem Scheitelpunkte einer Fliche zweiten Grades erfordert das
Bestehen der Beziehungen:

o 3 " 3

D D’ D D

i 11 i1 1
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Aus den geodétischen Kriimmungsasymmetrien erhélt man die Torsion
T, bezw. T,, der Hauptkrimmungslinien auf folgende Weise:

z191 ’ 2191.1 (4
Tl = COIS)I (T - Utgﬂl)’ Tll = _%(w _thgn)'

Das Centrum der osculirenden Sphire der ersten Hauptkriimmungs-
linie ist der Berithrungspunkt zwischen der Polare und der Kantlinie der
abwickelbaren Polarfiiche, mithin fiir parallelflichen gemeinsam. Wenn der
 Abstand dieses Centrums von dem ersten Kriitmmungsmittelpunkt der Fliche
mit [, bezeichnet wird, und [, dieselbe Bedeutung fiir die zweite Haupt-
kriimmungslinie hat, so gelten die Beziehungen:

I

I D, cosd, .., D, cos &y, yon
LT T T U (" — Utgd,), Z='— 1 L (Y —prtg 8,)-

Wird die erste abwickelbare Normalfliche auf eine Ebene ausgebreitet,
und der Krimmungshalbmesser ihrer Evolute mit 4’ bezeichnet, so ist

Besteht keine direkte Kriimmungsasymmetrie, hat mithin die Kant-
linie eine Spitze, so berithrt diese ihre eigene Evolute, und die Kantlinie
kann, wenn unendlich kleine Grossen hoherer Ordnung als der vierten in
der Flichengleichung vernachlissigt werden, als Kreisevolvente angesehen
und konstruirt werden. Mit derselben Anniherung kann sie, wie es in
der Optik gewdhnlich geschieht, als semicubische Parabel aufgefasst werden,
deren Gleichung dann

9'E’ = —8Di({—p,)°
ist.
Die geoditische Kriimmung der ¢,,-Linie der s'-Schale der Evolute ist

1 cos®d, Q" WU — 2W))
R—;—“(D;—Du)s< —_ Dl_Dll

und ergiebt, zusammengestellt mit dem analogen Werthe fiir die zweite
Evolutenschale die allgemeingiltige Beziehung zwischen den beiden Schalen:

I 1 1
5 3 —_—— 3 —_ .
Ricos®d, R/ cos*d, p,,—p
Acta mathematfen. 29. Imprimé le 10 aofit 1904. 9
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Durch die angegebenen der Evolute angehorigen geometrischen Grgssen
lassen sich simmtliche Differentialquotienten der Flichengleichung bis ein-
schliesslich der vierten Ordnung im Coordinatensystem p = ¢ =s=o fir
eine beliebige Parallelfliche ermitteln.

II. Allgemeines {iber die Kreispunkte.

Da ein Kreispunkt niedrigster Ordnung erst dann vorliegt, wenn eine
vollstindige Berithrung zweiter Ordnung mit einer Sphire besteht, be-
zeichne ich allgemein einen Kreispunkt als von der Ordnung =, wenn die
Fliche in ihm eine vollstindige Berithrung der Ordnung % - 1 mit einer
Sphire hat, d. h. wenn simmtliche Differentialquotienten der Flichen-
gleichung bis einschliesslich der Ordnung =+ 1, nicht aber sidmmtliche
- Differentialquotienten der Ordnung 7 - 2 mit denjenigen der Gleichung
der osculirenden Sphére identisch sind. Die Differentialquotienten der
Flachengleichung der osculirenden Sphire bezeichne ich mit p g, ... oder
9z, 9z,
2y

Wird Krimmung und Bogenelement eines beliebigen Normalschnittes
mit D bezw. ds bezeichnet, und setzt man zur Verkiirzung

N=Vit+p +¢
so gilt bekanntlich:
~ _ rd2® + 2sdedy + tdy*

D Nds?

Besteht nun eine vollstindige Berithrung der Ordnung % 4 1 mit
einer Sphire, so sind, wie ersichtlich, simmtliche Differentialquotienten
der Normalschnittkrimmung bis einschliesslich der Ordnung n— 1 gleich
Null, da durch 7n— 1 successive Differentiationen eine Gleichung erhalten
wird, welche mit der fir die osculirende Sphire erhaltenen identisch ist.
Die m-malige Differentiation muss aber ein von Null abweichendes Resultat
geben, da nicht simmtliche Differentialquotienten der Ordnung 7 4 2 in
den Gleichungen der Fliche und der osculirenden Spire iibereinstimmen.
Wird diese Differentiation fir beide Gleichungen ausgefithrt, und dann die
eine der so erhaltenen Gleichungen von der anderen subtrahirt, so erhilt
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man eine Gleichung, welche, da sie nur Differentialquotienten der Ordnung
n -+ 2 enthalten kann, im Coordinatensystem p=q=o0 auf folgende Weise
geschrieben werden kann:

drD __ drtiz —drtig

ds, dsnt?

Wird in dieser Gleichung dz und dy durch dRcosd bezw. dRsind
ersetzt, wobei eine Zunahme von # eine Drehung des Normalschnittes um
die Normale herum in der Richtung vom positiven Theil der X-Achse
nach dem positiven Theile der Y-Achse zu bedeutet, so kann nach & diffe-
rentiirt werden, wonach dx und dy wieder eingefiihrt werden kénnen. Aus
einem beliebig herausgegriffenen Gliede z. B dem vierten

(n+ 2)n 4+ D) 2z
1.2.3 " 1oy®

dz" dy®

erhilt man auf diese Weise unter Beriicksichtigung der Identititen

3n+2z 3n+1p 3n+1q
a"19y® | dat%oy® dw oy’

die zwei Glieder

(n + Da(n —1) 9"tip n—2 78
—(nt 2)dy "2 3 " —29y° da'"dy
+ 0+ 2)dx(n + 1)n g = dy’

1.2 Qx*'oy®

wonach leicht ersichtlich ist, dass die Differentiation der ganzen Gleichung
ein Resultat geben muss, welches durch folgende Gleichung ausgedriickt
werden kann:

d d*D (dr+rqg — dntig ) de — (d*4ip — dntip Vdy
% ds" = (12 + 2) : dst+3 - ‘

Wenn der Grad der Gleichung

aaD _
dd ds»

welcher in Bezug auf % durch n 4 2 ausgedriickt wird, eine gerade Zahl
ist, so muss sie jedoch wenigstens zwei reelle Wurzeln haben, indem

nimlich 72 bei §=7 denselben Werth wie bei =0 hat, mithin wihrend
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einer ganzen Umdrehung wenigstens ein Maximum und ein Minimum
haben muss.

Setzt man dy = o, so findet man fiir den im Coordinatensystem

p=¢q=0 mit der XZ-Ebene zusammenfallenden Normalschnitt unter Be-
riicksichtigung, dass %’-;—3;,2{21 ein Produkt aus D**' und einem jederzeit aus

der Gleichung der Sphire durch successive Differentiationen zu ermittelnden
Koefficienten % besteht,

"D oty .
&o s kD,

dd'D
ds* ~ paxnt?

ont2y

a9 de = 0 25wy

und es ist mithin die Schnittlinie der Fliche mit der XZ-Ebene im Coor-
Ty

dinatensystem p = ¢ = PRSP

eine Linie dabD_
1nl dd ds*

Die kiirzeste Linie zwischen den Normalen in zwei unendlich wenig
von einander entfernten Punkten auf einer Fliache muss senkrecht auf Beiden
‘stehen, mithin die Tangente einer Parallelfliche sein. Werden die Coor-
dinaten eines Punktes der Parallelfiiche mit &, 7, {, die Richtungscosinus
der normale mit a, 3, y bezeichnet, so bestehen bekanntlich die Gleichungen

§=a+ka, g=y+k, C({=z2+1k

in welchen % eine Constante bedeutet. Werden diese Gleichungen diffe-
rentiirt, dann quadrirt und addirt, und wird die so erhaltene Gleichung
nach % differentiirt, so erhilt man als Bedingung dafiir, dass das Bogen-
element do auf der Parallelfliche ein Minimum sei, den Werth

daeda + dydf + dzdy

b=— da® + dg* + dy?

welcher der Bedingung
dass die kiirzeste Linie Tangente einer asymptotischen Linie auf der frag-
lichen Parallelfliche sei, entspricht. Nach Einsetzen dieses Werthes erhilt
man schliesslich:
_ dg(de 4+ pdz) — dp(dy + qd2)
V(T + ¢)dp” —2pgdpdg + (1 + pdg*
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Bei einer vollstindigen Berithrung der Ordnung %+ 1 mit einer
Sphire ergeben n— 1 successive Differentiationen dieser Gleichung den
Werth Null. Nach Ausfithrung der n-maligen Differentiation sowohl fiir
die Fliche als fir die osculirende Sphire erhilt man durch Subtraktion
fiir das Coordinatensystem p=g¢=o0 |

_ (dr+1g — drtig)de — (dn+ip — drtip,)dy

dtle o S
Vdp* + d¢*

wonach bei einer vollstindigen Berithrung der Ordnung 7 <4 1 mit einer
Sphire bei 7> 0 und wenn # ein in der Tangentialebene belegener Winkel
ist, allgemein

d d"D artle
s ds (n+2)D dent1

ist, und der kiirzeste Abstand zwischen den Normalen in zwei unendlich
wenig von. einander entfernten Punkten auf der Fliche ein Unendlichkleines

hoherer Ordnung ist, wenn die Punkte auf einer Linie El'z?—z;_s"_ = 0 liegen,
als sonst.

Wenn man in den allgemeinen Ausdruck fiir die Torsion einer doppelt
gekriimmten Linie — 2 als unabhiingige Variabele betrachtet —
dz(d*zd?y — d*zd’)
(dyd®z — dzd™y)* + (d*y)’da® + (d%2)*dz?®

den aus der allgemeinen Gleichung einer geoditischen Linie
p(dyd*s — dzd’y) — qdzd*s — dxd®y = o

ermittelten Werth fiir d’ sowie den durch Differentiation dieser Gleichung
gefundenen Werth fiir d% einsetzt, so ergiebt sich als allgemeiner Ausdruck
fir die geodatische Torsion einer Linie auf einer Fliche:

T — dg(dz + pdz) — dp(dy + qdz)
o N2ds?

aus welchem Ausdrucke durch Zusammenstellung mit dem eben gefundenen

das allgemeingiltige Gesetz
o, T _
ds - \/ D* + T
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hervorgeht, und nach schon angewendeter Methode die fiir eine vollstindige
Berithrung der Ordnung %+ 1 mit einer Sphire allgemein geltende Be-

ziehung
d d*D arT
ad dst —m+ 2) ds®

hergeleitet werden kann, wobei & wie frither, den Winkel zwischen der
beziiglichen Normalebene und einer fixen Tangente bedeutet.

Die Bedingung, dass die Normalen lings einer Linie auf der Fliche
eine Linie berithren, d. h. eine abwickelbare Fliche darstellen:

d¢ + pd{=o, dy +qd{=o0
ergiebt zusammen mit den beiden Normalengleichungen
E—a+p(l—2 =0 yp—y+q(l—2s=0

nach Differentiation dieser

:__z_dm+pdz__dy+gdz
— dp  dg

wonach die Definition der Hauptkrimmungslinien als Schnittlinien der
Fliche mit den Abwickelbaren Normalflichen oder als Linien ohne geo-
ditische Torsion oder durch die Forderung, dass der kiirzeste Abstand
zwischen den Normalen in zwei unendlich wenig von einander entfernten
Punkten auf der Fliche ein Unendlichkleines hoherer Ordnung sei, wenn
diese Punkte auf eine Hauptkriimmungslinie liegen, als sonst, eine und
dieselbe ist, und in einen Kreispunkt %" Ordnung nur lings den Linien
ddp
dd ds
nalitit dieser Linien im allgemeinen nicht im Kreispunkt besteht, nenne
ich bei der weiteren Untersuchung eine durch den Kreispunkt gehende
Kriimmungslinie eine s-Linie ohne Riicksicht darauf, ob sie nach beiden
Seiten vom Kreispunkte einer und derselben Schaar angehdre oder nicht,
und die diese Linie ausserhalb des Kreispunkts rechtwinkelig schneidenden
Kriimmungslinien die ¢-Linien der Fliche, wihrend die entsprechenden
Hauptkriimmungen mit D, bezw. D, bezeichnet werden. Von den beiden
Beriihrungslinien der einer s-Linie der Fliche entsprechenden abwickelbaren

= o0 Krilmmungslinien eintreten kénnen. Da mithin eine Orthogo-



Zur Kenntniss der Kreispunkte. 71

Normalfliche mit der Kriimmungsmittelpunktsfliche, welche sich im Kriim-
mungsmittelpunkt des Kreispunkts treffen miissen, nenne ich diejenige,
welche zugleich Kantlinie der abwickelbaren Normalfliche ist, die s-Linie,
die andere die #-Linie dieser.

Mittels den eben angefiithrten, fiir die Kantlinie geltenden Gleichungen
kann man den Werth von D, in geeigneter Form erhalten, wonach durch
Subtraktion dieses Werthes vom bekannten Werthe

(r + ¢°)r — 2pgs + (1 + pH)i
N3

fir die Summe der beiden Hauptkrimmungen auch D, in geeigneter Form

dy

3 mit A bezeichnet wird:
€T

erbalten wird. Man findet auf diese Weise, wenn

D = @+ a)r—pgs + A + 9%)s —pgt]
s Ns ’

.

D, = L P)t —pgs — A1 + ¢%)s — pgi]
[ N?

Aus diesen Werthen ergiebt sich allgemein fiir einen Kreispunkt n**
ontiy

Ordnung im Coordinatensystem p = ¢ = 5 =o und fir A=0 d. h,

z" 19y
fir eine die X-Achse berithrende Kriimmungslinie:

ontey an+2z‘
m m n 1 n
D, =dr—d'r, = (T»ﬂ“ —-———«dan)ds ,

ontsz ontsy
-1 — gt tlpe ___ gndl — 1 n41
IHD, = ¥y — dr = (Tt TR,

n n n antiy antiy n
@D, = d"t—d't, — (aznayﬁ — way;)ds ,

antsy ARy m+1Dn 9tz d’y) 1
n4-1 — grtlg__ grtl —_ . 1 it n-f
¢TD, =dt—d <az"+‘3y‘ axmt1y® + 2 dx"1oy® da’ '
Verschwindet bei partieller Berithrung hoherer Ordnung als n 4 1
mit der osculirenden Sphire der eine oder andere dieser Werthe, so kann
natiirlich die Differentiation beliebig fortgesetzt werden, aber die Resultate

lassen sich nicht linger so einfach ausdriicken.
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Unter den genannten Bedingungen ergiebt sich fir die Kantlinie der
abwickelbaren Fliche durch die die Projektion des Kriimmungshalbmessers
auf die Z-Achse ausdriickende Beziehung

N(—2)D, =1
die Relation
I
Arl = ——d'D
¢ o by

und mittels der Gleichungen dé -+ pd{= o, dy 4 qd{=o:
dné — dnv — dn+17 — O,

dmtie = % d"D,ds.

Far die #Linie der abwickelbaren Normalfliche findet man nach der-
selben Methode:

d"¢=— bI‘E aD,
und unter Anwendung der Normalgleichungen:
dé=dy=dty=o,
&g = [(n + 1)d"D,—d" D)) %";.

Im allgemeinen Falle beriithrt also auch die ¢-Linie die Kreispunkts-
normale, und zwar liegen, wenn % eine ungerade Zahl ist, beide Linien
jede fiir sich ganz nach der einen Seite von der Kreispunktsnormale,
wihrend sie im entgegengesetzten Falle eine Spitze im Kriimmungsmittel-
punkt des Kreispunkts haben und, jede fiir sich, ganz nach der einen
Seite der durch diesen Punkt parallel zur Tangentialebene der Fliche ge-
legten Ebene belegen sind.

Ist bei partieller Beriithrung héherer Ordnung als » 4 1 mit der oscu-
lirenden Sphiire m bezw. u die Ordnungszahl des ersten Differentialquotienten
von D, bezw. D,, welcher einen von Null verschiedenen Werth hat, und
ist dabei m>p>n oder p>m>n, so sage ich, der Kreispunkt ist lings
der fraglichen Kriimmungslinie von der Ordnung g bezw. m, indem diese
Zahlen die beziiglichen Ordnungszahlen des ersten von Null verschiedenen
Differentialquotienten von D,— D, sind, und letztgenannte Ordnungszahl
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iiberhaupt, auch wenn m = p = ist, die partielle Ordnungszahl des Kreis-
punkts lings der fraglichen Kriimmungslinie angiebt. Der genannte Fall,
wo die Ordnungszahl nicht nur des Kreispunkts, sondern auch der Oscu-
lation mit der Sphire lings der fraglichen Kriimmungslinie grosser als n
bezw. 7 + 1 ist, stellt einen speciellen Fall dar, den ich nicht in dieser all-
gemeinen Darstellung beriicksichtigen kann. Ist nur die Ordnungszahl des
Kreispunkts erhoht, dabei aber m =y =mn, so sind die erhaltenen Werthe
fir die s- und #Linie der abwickelbaren Normalfliche iibereinstimmend,
und die beiden Linien haben eine entsprechende Berithrung. Besteht
wiederum nur eine partielle Osculation héherer Ordnung mit der Sphire,
so wird dadurch nur der Typus der s-Linie gefindert, und ist x> m bei
m =mn, so bildet die Tangente der ¢-Linie im Kriimmungsmittelpunkt des
Kreispunkts einen endlichen Winkel mit der Kreispunktsnormale, wobei
diese Linie, wenn n eine ungerade Zahl ist, mit einer Spitze die convexe
Seite der s-Linie beriihrt, im entgegengesetzten Falle aber die Kreispunkts-
normale schneidet und von der Spitze der s-Linie beriihrt wird.

Die Polare einer die fragliche s-Linie auf der Fliche kreuzenden ¢-
Linie fillt mit der Tangente im entsprechenden Punkte der #Linie der

abwickelbaren Normalfliche zusammen, was wenn —- die geoditische Kriim-
t

mung jener #-Linie ist durch das allgemein giiltige Gesetz

aD
Rt _‘Ez = 'D et ‘D s
ausgedriickt wird. Im allgemeinen Falle erhilt man nach n— 1 successiven

Differentiationen dieser Gleichung:
R,=o0
und durch die 7-malige:
dR, _ d"D,—d*D,
ds ~ nd"D,

Ist die partielle Ordnungszahl v des Kreispunkts lings der fraglichen Kriim-
mungslinie grosser als u, so erhidlt man:

R,=dR,=d'R,= ... =d"™*R,=0,
1.2.3...0—pu+ I)d"D,—d"D,ds

vy —1)y—2)...p ar D,

Acta mathematiea. 29. Imprimé le 11 aodt 1904, 10

@R, =
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sonst ergeben sich bei vy =y #hnliche Werthe wie im allgemeinen Falle
(auch wenn y > ist) und bei m > u:

dR, 1
ds  p
wihrend im Falle 4> m durch den Ausdruck

I dm+1 D,

B~ T d"Dds
der Limeswerth der geoditischen Kriimmung der #Linien der Fliche bei
Eintritt der fraglichen s-Linie in den Kreispunkt angegeben wird.
Mit diesen Werthen lassen sich unter Anwendung des S. 64 ange-

. , . I .
fithrten LiouviLLe’schen Satzes, dem man bei R, = ~ am geeignetsten

die Form

o d 1 dR, 1
R‘EE_-d_s-i— I +R3<E+D:D;)

giebt, die Verlaufstypen der collateralen Kriimmungslinien einer in den
Kreispunkt eintretenden s-Linie bestimmen. Wenn némlich die geodi-

tische Kriimmung —1-%— der fraglichen s-Linie keinen unendlich grossen Werth

hat, erhellt es, dass bei Abnahme von R, nach Null hin die der fraglichen
s-Linie -am néchsten verlaufenden Kriimmungslinien derselben Schaar, d. h.
ihre collateralen Kriimmungslinien, ihr die convexe bezw. concave Seite

zuwenden miissen, je nachdem dd—I? -+ 1 positiv oder negativ ist. Da nun

zugleich die Tangenten dieser collateralen s-Linien Normalen der #Linien
sind, so findet man, dass bei Eintritt einer Kriimmungslinie ohne unendlich
grosser geoditischer Krimmung in den Kreispunkt im allgemeinen Falle,

wo R, nach Null hin abnimmt, die collateralen s-Linien bei O—lli% > 0 mit

divergirenden Tangenten ihre convexe Seite der fraglichen s-Linie zukehren,
bei %% +1>0> %I—S?-' ihre convexe Seite der fraglichen s-Linie zukehren,
wihrend die Tangenten nach einem zwischen der #Linie und dem Kreis-
punkt gelegenen Punkt convergiren, bei %Isi' + 1 < o schliesslich die con-

cave Seite der fraglichen s-Linie zukehren, wihrend die Tangenten nach
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einem jenseits des Kreispunkts belegenen Punkt convergiren. Ich nenne
den Verlauf der collateralen s-Linien in diesen drei Féllen awsbiegend, an-
schmiegend bezw. umbiegend, wodurch zwar von den anschmiegenden colla-
teralen Kriimmungslinien gesagt ist, dass sie lings der Tangente der frag-
lichen s-Linie zusammen mit dieser in den Kreispunkt eintreten, aber vom
weiteren Verlauf der in Bezug auf eine in den Kreispunkt eintretende Kriim-
mungslinie aus- bezw. umbiegenden collateralen Kriimmungslinien nichts
ausgesagt sein soll. Im Falle %l:—‘ =0 wobei also v > p ist, ergiebt sich,
wenn p*—p eine gerade Zahl ist, ein anschmiegender bezw. ausbiegender
Verlauf der collateralen Kriimmungslinien, je nachdem &’~**'R, negatives
oder positives Vorzeichen hat, wihrend im entgegengesetzten Falle dies
nur fir den positiven Theil der s-Linie gilt, lings dem negativen Theile

aber die collateralen Kriimmungslinien den anderen dieser Verlaufstypen

aufweisen. Der Fall %Ig—t + 1 =0, in welchem die #Linie der abwickel-

baren Normalfliche eine Berithrung hoherer Ordnung mit der Kreispunkts-
normale hat, wird weiter unten beriicksichtigt werden. Hat R, einen end-
lichen Limeswerth, unterscheidet sich der Verlauf der collateralen Kriim-
mungslinien nicht von dem beim allgemeinen Flichenpunkte.

4 dD

dé ds*
einen Kreispunkt eintreten kénnen, folgt natirlich nicht, dass dies lings
allen solchen Linien der Fall sei. Es hat zwar fiir einen Kreispunkt n'*
Ordnung die n-malige Differentiation der Differentialgleichung

(1 +p%)s—pgr + A[(1 +p))t— (1 + ¢*)r] + [ pgt— (1 + ¢*)s] =0

fur die Hauptkriitmmungslinien die Werthe von A gegeben, es miissen aber
auch simmtliche successiven Differentiationen hoherer Ordnung reelle Werthe
fir dA, d’A u. s. w. ergeben. Im allgemeinen Flichenpunkte ist das immer
der Fall, da im Coordinatensystem p =g =3s=0 bei A=o0 ein Differen-
tial beliebiger Ordnung d”A immer erst in der durch die m-malige Diffe-
rentiation erhaltene Gleichung auftritt und zwar mit dem Coefficienten
t—v. Auf dhnliche Weise tritt derselbe Differentialquotient im Kreis-

Daraus, dass Kriimmungslinien nur lings den Linien =0 in

ntiy

— =0 bei
sz 1oy

punkte 7" Ordnung und im Coordinatensystem p = ¢q =
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A= o0 immer erst in der durch die (» + m)-malige successive Differentiation
erhaltenen Gleichung auf, aber mit dem Coefficienten:

m+mnt+m—1).. . (n+1D)fn+m+41/0"22 a"‘”z,) <3"+22 3"”zl>]
1.2.3...m m+1 \dxz"dy* dx"dy’ itz gpnt?

welcher theils aus der Differentiation des Produktes A(f — ») theils ans dem
Differentialquotienten d"*™s stammt. In den Fillen wo ein solcher Coeffi-
cient gleich Null ist, tritt entweder die fragliche Kriimmungslinie unter
Bildung einer Spitze im Kreispunkt ein, oder es konnen die betreffenden
Differentialquotienten von Gleichungen hoherer Ordnung bestimmt werden,
wobei die fragliche Kriimmungslinie imagindr sein kann, oder mehrere
Krimmungslinien langs derselben Tangente eintreten konnen. Solche Ver-

d* D, dr D, .
o als ——- gleich

hiltnisse konnen aber nur vorliegen, wenn sowohl

Null sind, d. h. wenn lings der fraglichen Linie %‘Z—;{? = 0 die Ordnungs-
zahl nicht nur des Kreispunkts sondern auch der Osculation mit einer Sphére
héher als % bezw. n 4 1 ist, und eben darum eignen sich diese Fille nicht
fiir eine allgemeine Untersuchung. Diese Fille ausgenommen, kann er-
sichtlicherweise in den durch beliebig wiederholte successive Differentiationen
erhaltenen Gleichungen nur dann (und zwar nur in einer Gleichung) der
Coefficient des betreffenden Differentiales von A Null werden, wenn die

Bedingung (n + I)dd"sln), 211;8?"§d;5' Zo erfullt ist, d. h. wenn die fragliche

in den Kreispunkt eintretende Kriimmungslinie ohnehin von anschmiegenden

Krimmungslinien begleitet ist. In allen anderen Fillen tritt lings einer
@(Z——g =0 eine und nur eine Kriimmungslinie in den Kreispunkt

Linie

ein, und fir diese kann weder die geoditische Kriimmung, welche laut
dem angegebenen Ausdruck den Werth

ontsy

T Zax"Hay
R, d* D, dr D,
(n + 1)(2-‘[8;‘—(" + 2) I )

hat, noch irgend eine der successiven Ableitungen derselben einen un-
endlich grossen Werth haben, falls Kanten und Spitzen auf der untersuchten
Flache ausgeschlossen sind, was stillschweigend angenommen worden ist.
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Fir eine Umdrehungsfliche, deren Achse die Z-Achse ist, gilt

9z = py

wonach, wenn die Fliche im Xreispunkt #** Ordnung eine Berithrung
wenigstens der Ordnung %+ 2 mit einer Umdrehungsfliche hat, die Gleich-
ung ;—8%‘5 =0 fiir alle Werthe von ¢ erfilllt ist. Dass hier langs jeder
Tangente des Kreispunkts eine Kriimmungslinie verliuft, wird daraus be-
wiesen, dass, wie die eben ausgefithrte Untersuchung lehrt, in jedem Coor-
dinatensystem p = ¢ =0 successive Differentiationen bestimmte, nicht un-
endlich grosse Werthe fiir di, d’2 u. s. w. geben.

Wenn man mittels einer geschlossenen Linie ein Grebiet um einen
Kreispunkt abgrenzt, welches keinen weiteren Kreispunkt enthilt, so hat
die von den Flichennormalen lings dieser Linie gebildete geradlinige
Fliche einer Berithrungslinie mit jeder der beiden Evolutenschalen, und
von den Schnittpunkten einer beliebigen Greneratrice mit diesen Linien
gehort immer derjenige, dessen lings der Normale gemessener Abstand
von der- Fliche der kleinere ist, einer und derselben Schale an. Da das-
selbe Verhalten auf den die genannte geradlinige Fliche schneidenden,
durch den Kreispunkt gehenden abwickelbaren Normalflichen stattfindet,
so ist es ersichtlich, dass das Vorzeichen der Differenz

&D,—dD,

die Schar bestimmt, welcher die fragliche Kriimmungslinie angehort, wenn
v wie frither die partielle Ordnungszahl des Kreispunktes lings dieser Linie
ist. Es geht daraus hervor, dass, wenn diese Zahl gerade ist, die Linie
beiderseits von Kreispunkt einer und derselben Schaar angehért, im ent-
gegengesetzten Falle aber nicht.

Ein weiteres Hilfsmittel fiir die Untersuchung giebt die Differentiation
%:—? =0 ab. Wird diese auf dieselbe Weise ausgefiihrt,

wie diese Gleichung selbst gewonnen worden ist, so ergiebt sich fiir A=o0:

der Gleichung Zi%

d* "D &D,  d*D.\ d»D, (dR,
a5 = o 2l ) TR ) = nlnk ) G2 (G 1)
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Es folgt hieraus, dass umbiegende collaterale Kriimmungslinien nur

arD . . . .
dann vorkommen, wenn —-- als Funktion von & ein numerisches Maxi-
8

mum in der fraglichen s-Linie hat, anschmiegende nur, wenn ein nume-
risches Minimum vorliegt, wihrend ausbiegende collaterale Krimmungs-
linien ein numerisches Minimum bezw. Maximum angeben, je nachdem das

Produkt @D, d* D,

ds*  ds*

positiven oder negativen Werth hat.

n
ds*

Gleichung %%:7‘) = 0 mithin die Anzahl ihrer Wurzeln nicht grosser als

Da die Gleichung El%; =0 von derselben Gradzahl ist wie die

diese Gradzahl sein kann, so erhellt es, dass eine in den Kreispunkt ein-
a* d*D aR, .

—(l—l’EES_"—O d. h.a‘;"l"l—-OISt,
ein Zusammenfallen von wenigstens zwei Wurzeln der letzterwihnten
Gleichung reprisentiren muss. Ist die Anzahl der zusammenfallenden

tretenden Kriimmungslinie, fiir welche

Wurzeln ungerade, so stellt die Linie wieder eine Linie (—%) = Max. bezw.

Min. dar und hat dementsprechend umbiegende bezw. anschmiegende col-
laterale Kriimmungslinien. Im anderen Falle sind die collateralen Kriim-

mungslinien auf der Seite zunehmender bezw. abnehmender # anschmiegend

. . dr . . a*D
bezw. umbiegend, je nachdem gyzj;) dasselbe Vorzeichen wie —— hat oder

entgegengesetztes, auf der anderen Seite umgekehrt. Da, abgesehen von

diesen, ein Zusammenfallen von wenigstens zwei Wurzeln der Gleichung

d drD . . . . d® d»D
Har =O° repriasentirenden Linien, Friho

wechselt, da weiter anschmiegende collaterale Kriimmungslinien der Be-

. da*D a*D\ (d*D, d*D
g (452~ 42 (£ 2

D, D,
ds" ds®
mungslinie angehért, so ist es ersichtlich, was a priori postulirt werden
konnte, dass wenn zwei consecutive Kriimmungslinien einer und derselben
Schaar angehoren, die eine anschmiegende collaterale Kriimmungslinien hat-
und umgekehrt, sowie die Unmdéglichkeit des Vorkommens von zwei con-
secutiven Kriimmungslinien, welche beide anschmiegende collaterale Kriim-
mungslinien hitten, daraus hervorgeht, dass dieser Typus einem numerischen

von Linie zu Linie Vorzeichen

) > o entsprechen, und das Vor-

zeichen der Differenz entscheidet, welcher Schaar eine Kriim-
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Minimum von ‘Z—f als Funktion von & entspricht. Ein Gebiet, in welchem

Kriimmungslinien lings gemeinsamer Tangente in einen Kreispunkt ein-
laufen, oder ein offenes Nodalgebiet der Autoren, ist also immer durch
eine Kriimmungslinie, lings welcher innerhalb des fraglichen Gebietes keine
anschmiegende Kriimmungslinien eintreten, beiderseits abgegrenzt, und es

stellt das erwihnte Verhalten bei einer Linie %1:—’ + 1 =0 nur eine schein-

bare Ausnahme von dieser Regel dar, indem die eine Grenzlinie des offenen
Nodalgebietes mit den einlaufenden Kriimmungslinien gemensame Tan-
gente hat.

Zu den angefithrten Hilfsmitteln um die Kriimmungslinienfigur eines
Kreispunkts zu untersuchen kann noch der Limeswerth der geoditischen
Kriimmungssymmetrie einer die s-Linie in unendlich kleinem Abstande vom
Kreispunkt schneidenden #Linie gefiigt werden. Aus dem im allgemeinen
Flichenpunkte giltigen Werthe

i w(3v — 2w)

V=—=t

r—1

erhilt man bei unendlich kleinem Werthe von R,:
adR, _ped I 2w 2

at - “dtR . w W
welcher Ausdruck, da im Kreispunkte 7' Ordnung
dn—lW . Py _ 3""'25
ds"=t ~ exr—t  dar—igyt

sein muss, weil die Differentialquotienten niedrigerer Ordnung der Normal-
schnittkrimmung gleich Null sind, durch Differentiation von Zihler und
Nenner den Limeswerth

ontiy
dR, 2 az*19y*
dt ~ a*D,

ds®

ergiebt.

Die angefithrten Eigenschaften der s- und #Linien der abwickelbaren
Normalflichen reichen im allgemeinen dazu aus, die gestaltlichen Verhilt-
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nisse der Evolute hinreichend kennen zu lernen. Fir die einfacheren
Kreispunktstypen kann man noch die Schnittlinien der Evolute mit der
durch den Kriimmungsmittelpunkt des Kreispunkts parallel zur Tangential-
ebene gelegten Ebene hinzuziehen, deren Tangenten bei Kreispunkten erster
Ordnung durch eine quadratische, bei solchen Kreispunkten zweiter Ord-
nung, welche Schnittpunkte zweier auf der beziiglichen Fliche verlaufenden
Symmetrielinien sind, durch eine als quadratische auflosbare Gleichung
vierten Grades angegeben werden.

Durch Differentiation von Zihler und Nenner im allgemeinen Aus-
druck fir das Kriimmungsmass der Evolute findet man, dass das Vor-
zeichen des Kriimmungsmasses bei unendlich kleiner Differenz der Haupt-
d*D, d* D,
ds®  ds®
was fiir den Theil der Evolute gilt auf welchem die s-Linie einer abwickel-
baren, die Kreispunktsnormale enthaltenden, Fliche eine geoditische Linie ist.

Fiir eine mit einer ¢Linie der abwickelbaren Normalfliche zusammen-
fallenden Kante entscheidet der Limeswerth des fiir den allgemeinen
Flichenpunkt giltigen Ausdruckes

krimmungen dem Vorzeichen des Produktes entgegengesetzt ist,

3

o 04 3____ 3w

Q' =29 3t Py

ob sie nach der Fliche schaut oder nicht. Da die beiden ersten Glieder

zusammen die Abflachung des auf der fraglichen s-Linie senkrechten Nor-

malschnittes bedeuten, welche mit ¢* bezeichnet werden mag, so kann dieser
Ausdruck allgemein als eine Gleichung

‘= W
=g 4 i

zwischen rein geometrischen vom Coordinatensystem unabhéngigen Grossen
geschrieben werden. Man ersieht, dass in den Kreispunkten erster Ordnung
@ beim Durchgang der fraglichen s-Linie durch den Kreispunkt einen
unendlich grossen Werth erhilt und das Vorzeichen wechselt. Fiir diesen
Fall setzt man am geeignetsten

I R,
@' 3W + Rt
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und erhillt durch Differentiation:
aD, dbD,
1 dR, _ ds  ds
T W jannt %
3(?)
8

d

Fir die Kreispunkte zweiter Ordnung erhilt man den Limeswerth

d:D, dD,
ds® ds?

und fiir solche hoherer Ordnung nach n— 1 Differentiationen allgemein:

(n—1)dR,d"* (& — ¢') = 3d"' W

d*D,\*
dr=t @t oty ant2y 31 ( ds™ >
ds= " eyt ax oy’ R Ty Ty i
ds»  ds"

mithin:

Mit den angegebenen Hilfsmitteln kénnen nun die gestaltlichen Ver-
hiltnisse sowohl der Kriimmungslinien wie der Evolute eines Kreispunktes
beliebiger Ordnung untersucht werden, wenn die betreffenden Differential-
quotienten der Flichengleichung bekannt sind, indem nach numerischer

Auflésung der Gleichung d%% =o0 in den verschiedenen Coordinaten-

ant2y . - d"D, dD,
Wg =0 dle beZugllChen Wel‘the W’ dsn

werden. Fir eine allgemeinere Untersuchung von besonderen Kreispunkts-
typen giebt es aber bequemere Mittel. So geniigt z. B. die Kenntniss der

systemen p = ¢ = ermittelt

. d*D . Dy .. .
Wurzeln der Gleichung T —.0 um das Vorzeichen von d—dsT fir jede der
. . an . e . dn Dt
Linien TG e — O 2 bestimmen. Um Ahnliches auch betreffs ——= und

d* Dy d~D,

der Differenz S P erreichen zu konnen, kann man auf folgende
$

d d*D
dd ds*
Acta mathematica. 29. Imprimé le 11 aofit 1904. 11

Weise verfahren. Nach derselben Methode wie die Gleichung fiir
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kann eine Gleichung fiir erhalten werden. Mittels der leicht zu

d?t d*D
d9® dst
constatirenden Identititen

d ' .
75 d*'p—dt'p,) = (n+ D[d's—d*s,)dz— (d'r—d"r,)dy|,

%(d”+lq—d"+lq,) = (n+ 1)[(d"t—d"t,)dx — (d"s —d"s,)dy]

und der schon beviesenen Relation

4* d*D "D, d*D,
aF e — M+ 2)<("+ D ge " ay >

erhdlt man die Gleichung

. (d*t — drt)de® — 2(d"s — d*s))dedy 4 (d"r — d"r,)dy’
d Dt = ds®

wonach unter Anwendung der Gleichung =0 in folgender Form

dd ds*
(d*s — d"s,)(dz* — dy*) = (d"r — d*r, — d"t + d"t,)dxdy

fiir jede beliebige Kriimmungslinie die Gleichung

besteht, in welcher &y aus der Gleichung

= 0 zu erhalten ist.
dx

dd ds*

Zum Schlusse dieses Capitels mag es mir gestattet sein die Eigen-
schaften der Krimmungslinien im allgemeinen Flichenpunkte den hier
bewiesenen Eigenschaften im Kreispunkte zusammenfassend gegeniiberzu-
stellen.

Wenn allgemein Kriimmung, geodiitische Torsion und Bogenlinge
einer Normalschnittlinie der Fliche bezw. der kiirzeste Abstand zwischen
den Flichennormalen in zwei auf dieser Linie belegenen Punkten mit D,
T und s bezw. o bezeichnet werden, und & den Winkel zwischen der
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Tangente der Normalschnittlinie und einer fixen Tangente bedeutet, so
gelten fiir den allgemeinen Fldchenpunkt die Beziehungen

dD de T
W:—ZT’ d_s_:i\/Dz_*_F
und es ist im Coordinatensystem p = ¢ = o fiir die die Coordinatenachsen
berithrenden Normalschnittlinien
an ) 9%
dd¢ — — " emay

wobei das obere Zeichen fiir die die X-Achse, das untere fiir die die ¥-Achse
berithrende Linie gilt. Im Kreispunkt #*" Ordnung, in welchem mithin
eine vollstindige Berithrung der Ordnung 7 4 1 mit der osculirenden
Sphire besteht, sind diese sowie die, simmtlichen successiven Ableitungen
bis einschliesslich der Ordnung n-—1 entsprechenden, Werthe gleich Null
und es bestehen die Relationen

dn'T
d d"D dn 'y dn+ig ds
@ dsn — _-(n + 2)%) dsn-l—l - JD’ + Tg

wobei im Coordinatensystem p = q = o0 fir die die X-Achse bezw. die
Y-Achse berithrende Normalschnittlinie

d an 3n+ﬂz d d» D ont2y
War — "t 2)990"+‘ay bezw. o5 g = — 0+ z)amay"ﬂ

ist.

Die Xrimmungslinien, oder die ohne geoditische Torsion auf der
Flache verlaufenden Linien, oder die Schnittlinien der Fliche mit ihren
abwickelbaren Normalflichen, haben allgemein die Eigenschaft, dass der
kiirzeste Abstand der Flichennormalen in zwei unendlich wenig von ein-
ander entfernten Punkten, wenn diese Punkte auf einer Kriimmungslinie
liegen, ein Unendlichkleines hoherer Ordnung darstellt, als sonst. Im all-
gemeinen Flichenpunkt verlaufen sie in den durch eine Gleichung zweiten

Grades bestimmten Richtungen Z—f

p=¢q=s=o0 von den Coordinatenachsen berithrt. Im Kreispunkte '
Ordnung verlaufen sie in den durch eine Gleichung vom Grade % 4 2.

= 0 und werden im Coordinatensystem
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bestimmten Richtungen ZZ%% =o0 und es wird in jedem Coordinaten-
oty oty
gy — O bezw. P=q=g5p
linie von der X-Achse bezw. von der Y-Achse beriihrt.

Wie ersichtlich, wiirden die Gesetze fiir den allgemeinen Flichenpunkt
in den fiir die Kreispunkte geltenden enthalten sein, wenn man den all-
gemeinen Flichenpunkt als Kreispunkt von der Ordnung Null und eine
Funktion als ihre eigene Ableitung von der Ordnung Null bezeichnen diirfte.

Unter dieser Bedingung wiirde iibrigens der im Kreispunkt geltende
Werth fiir die geoddtische Kriimmung einer eintretenden Kriimmungslinie
auch im allgemeinen Flidchenpunkte die Giltigkeit behalten.

system p=q = = 0 eine Kriimmungs-

III. Die wichtigsten Kreispunktstypen.

1. Kreispunkte erster Ordnung.

Es mag allgemein als eine Linie % == 0 bezw. eine Linie w = o

u. s. w. eine Linie bezeichnet werden, welche in einem Coordinatensystem

p=¢q=u=0 bezw. in einem Coordinatensystem p =¢=w=o0 u. s. w.

mit der X-Achse zusammenfillt. Die Kritmmungslinien sind also die Linien
. . . . d dD, .

v =0 deren Orientation durch die Gleichung 797, — O angegeben wird,

welche folgende Form hat
vdx® — (u— 20)dz’dy + (w— 20)dedy® —wdy® = o

und in einem Coordinatensystem p = q = v = o fiir die Orientirung der
beiden iibrigen Haupttangenten die quadratische Gleichung

wtg?’ ¢ —wtgd + u—2w=o0

giebt, in welcher %@ mit tg & bezeichnet ist.
&L

Fir die die X-Achse in einem Coordinatensystem p =¢q =v =0 be-
rithrende Hauptkriimmungslinie haben wir nun, indem wir die mit den

Bezeichnungen im allgemeinen Fldchenelemente analogen Bezeichnungen
dst = U’ @ = W)
$

ds

daD,
ds’

d*D,
ds*

= 0
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einfithren, laut obigen Deductionen:

3 wd’!
U=u, W=w, @:2)40-——37'3, Q=03"—y +ma
r dk,  w—uw WU
R, zu—3w’ ds ~ w W

Die Kriimmung der s- bezw. f-Linie der abwickelbaren Normalfliche

deren Schnittlinie mit der Fliche die fragliche Kriimmungslinie darstellt,
1

77 Pezeichnet werden mag, ist:

welche mit I:‘,—’ bezw.

1

R I r’u—z2w) DU —2W)
R T wr '

Ds
=T R w? we

2]

Fig. 1.

Es mégen weiter nach dem Schema der Fig. 1 die positiven Richt-
ungen der drei méglichen Kriimmungslinien mit s, s, s,,, und die zwischen

ithnen gebildeten, immer positiv gerechneten Winkel mit », w,, ®,,, sowie

1

. dR e .
die Werthe, welche u w Ti_ej u. s. w. annehmen, wenn der positive Theil

der betreffenden Hauptkrimmungslinie mit dem positiven Theile der X-
dR,dR,
11 Zi; d—s:

~Aus der 8. 82 angegebenen Gleichung

Achse zusammenfillt mit «, % w,w s. w. bezeichnet werden.

1711

da® + dy?

D, —d'D, = (@5 —drs) 2t

welche in einem Coordinatensystem p = ¢ = v = o die Form

U,— W,=—"

cos
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bat, und in welcher U, bezw. W, die Werthe fiir eine Hauptkriimmungs.
linie angeben, deren Tangente mit der X-Achse den Winkel # bildet, re-
sultiren in den verschiedenen Coordinatensystem-p = ¢ = v =0 folgende
Gleichungen

w w
Cos 0, =—~cos(a)” +w111):_ H = — L
U1 — Wiy My == Wy,
w w
Coswu E= 111 — 1 ,
Uy — W, Uy = Wiy,
w w,
COS(I)]II = 2 — 11
ull_ﬁqvu U, ‘—wl

aus welchen einestheils hervorgeht, dass das Product w(u—w) in allen
Coordinatensystemen p=g¢g=ov==0 denselben Werth hat, d. h. dass das mit

dem negativen Werthe dieses Productes identische Product W 2%};’ lings

jeder Hauptkriimmungslinie einen und denselben Werth hat, anderentheils
aber auch die Beziehung

1 __dR, dR, dR.

cosw, coBw,, cosw,,, ds, ds, ds

hergeleitet wird.
Man erzieht hieraus, dass im Falle W(U-— W)<o, wobei immer
drei Haupttangenten existiren, simmtliche Winkel w spitz sind, und fiir

alle Hauptkriimmungslinien % > o ist. Bei W(U— W) > o konnen eine,

zwei oder drei Hauptkrimmungslinien vorhanden sein, einer der Winkel
. o T i . . .
w ist grosser als —, so dass simmtliche Haupttangenten innerhalb eines

Quadrantes verlaufen, und C—zl—l;’ hat fiir alle einen negativen Werth. Den

Ubergang zwischen den beiden Typen stellen die Fille W(U — W) =o
dar, in welchen immer zwei orthogonale Kriimmungslinien und eine Linie
v =1u—w =0 existiren. Liings der letzteren, welche mit einer der beiden
anderen zusammenfallen kann, ist also der Kreispunkt von hoherer Ord-
nung, und bei dem erwiihnten Zusammenfallen besteht noch dazu lings
dieser Linie eine Berithrung hoherer Ordnung mit der Sphire, indem sie
eine Linie v = u = w = o darstellt.
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Wenn in einem Coordinatensystem p=¢ =0v=0 auch w =0 ge-
funden wird, so ist das Flichenelement bis auf unendlich kleine Grossen
hoherer Ordnung als der dritten symmetrisch zur XZ-Ebene, und die #
Linie der mit dieser Ebene zusammenfallenden abwickelbaren Normalfliche
stellt mithin eine Kantlinie auf der Evolute dar. Um diese fiir die ge-
staltlichen Verhiltnisse der Evolute bedeutungsvollen Kantlinien zu unter-
suchen geht man daher am besten von den Fillen aus, in welchen die
vorhandenen Linien # =0 mit den Kriimmungslinien zusammenfallen.

8

Wenn in der Gleichung ddZZ = 0 mit Riicksicht darauf dass die Linien

w == o senkrecht auf den Linien w = o stehen, tgé fir —Z—: eingesetzt

wird, so erhilt man im Coordinatensystem p =g¢ =v = o fiir die .Orientirung
der Linien w = o die cubische Gleichung

wtg®d + 3wtgfd —wm =o
welche nur eine reelle Wurzel hat, sobald

wu® 4 quwPu>o
ist.
Schnittlinien der Evolute mit der durch den Kriimmungsmittelpunkt
parallel zur Tangentialebene gelegten Ebene, der Fokalebene, findet man,
indem man in den Gleichungen der Normale

§=ua(1—{) —-—g—(ux’ +wy?),  p=y(—f) — g(zwwy -+ wy’),

(= ; , z——- v, g= 7' einsetzt und dann den resultirenden Ausdruck
, 2wy + wy'”?
T ou+ wy'? ’
differentiirt :
dy _ 2(uw + vy — w'y'")
dy’ (w + wy'™)?

’

indem die der Bedingung Z—Z == 0 entsprechende Werthe von %’ bei nach
Null hin abnehmenden Werthen von z und y die Tangenten der Schnitt-
linien der Evolute mit der Fokalebene im Fokalpunkte darstellen miissen.
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Die Bedingung dafiir, dass die Evolute die Fokalebene schneidet
ist mithin
ww + wwy —wy'* = o

w'w’® 4 quw'u > o.

Werden die Wurzeln dieser Gleichung fiir ' mit a,a,, und die ent-
sprechenden Werthe fiir ' mit ¢ ¢,, bezeichnet, dann die Werthe
wu ) 9 w'w’ + 2wy

—_ —_— = 2
a + a, = ) 08y = —, ay + aj; = "

in den Ausdruck

2way, + waj,
u + way,

2wa, + wal
w + wal

G +¢,=

-+

und den entsprechenden fiir ¢ c,, eingesetzt, so findet man
cl+c”=%, c,c ‘-——Z—’
d. h. fin 7' die Gleichung:

wwy'® —wmy — w® =0

und die Identititen
I 1

C, =— —— —r (4 == ——,

11 ay

Wird dann der Winkel, den die in der Fokalebene durch den Kriim-
mungsmittelpunkt des Kreispunkts gezogenen Tangenten der Evolute bilden,
der Evolutenwinkel, mit ¢ bezeichnet, so hat man:

e, —cyy _ yulw® + quwtu

tge = =

I 4 c, w(u — w)

Aus diesem Ausdrucke ersieht man, dass bei #’*w’® 4+ 4w’nw <o d. h.
wenn dret Linien w = o vorhanden sind, die Evolute nicht die Fokal-
ebene schneidet, und dass, wenn zwei Linien w = o existiren — bei
w'w? + qw'nw =0 — nur eine Schnittlinie zwischen Evolute und Fokal-
ebene sich vorfindet, withrend fiir Kreispunkte mit nur einer Linie w = o0
immer zwei solche Linien existiren, deren Tangenten im Fokalpunkte den
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Evolutenwinkel bilden. Die Categorie mit nur einer Linie w = 0 umfasst
theils die Fille w(u — w)>o0 und w(u— w)= o, theils aber auch Fille
w(u—w) <o. Hierbel muss aber, da nur eine Linie =0 vorhanden ist,
immer eine Hauptkriimmungslinie vorhanden sein, lings welcher « ein
numerisches Minimum darstellt. Es muss also lings dieser Linie % und
2w —u dasselbe Vorzeichen haben, wonach, da w(u—w) <o ist, auch w
und % dasselbe Vorzeichen haben miissen. In Kreispunkten mit nur einer
Linie w = o giebt es also immer ein Coordinatensystem p=g=v=0 in
welchem sowohl # als w positive Werthe haben und folglich der aus der
Normalengleichung erhaltene Werth fiirr & in der Fokalebene immer negativ
ist. Es folgt hieraus, dass simmtliche Normalen die Fokalebene innerhalb
eines der vier Winkel e treffen, wonach die Schnittlinien der Evolute mit der
Fokalebene nicht den Fokalpunkt iiberschreiten, sondern in ihm endigen.
Der so bestimmte Winkel muss also wenigstens so gross sein als die Summe
der zwei kleinsten Winkel @w. Da nun bei w(w— w) < o diese Summe grosser

als g ist und beim Durchgehen des Werthes w(w — w) durch Null, der

Werth von tge durch co hindurchgeht, so folgt hieraus, dass der ange-
gebene Werth fiir tge auch dem Vorzeichen nach die Grosse des Evoluten-
winkels angiebt, wihrend seine Orientirung dadurch bestimmt ist, dass in
einem Coordinatensystem p==g=v=o0, in welchem sowohl wu als w positiv
sind, der negative Theil der X-Achse innerhalb desselben verlduft. Niher
wird die Orientirung durch die Bissectrice bestimmt, welche mit der X-
Achse in einem solchen Coordinatensystem den Winkel

I ¢, + ey, 1

Earctg—-— = sarctg

I—c¢c

w
141 w(u + w)

bildet.

Die Bedingung w’w’ -+ 4w’u>o bedeutet ibrigens auch eine Be-
ziehung zwischen den Winkeln w. Aus der fir ein Coordinatensystem
p=¢q=0v=o0 giltigen Gleichung

wtg’d—wmtgd+u—2w=o0

fir die Orientirung der beiden iibrigen Hauptkriimmungslinien, findet map
néimlich, wenn die s,-Linie mit der X-Achse zusammenfillt, und wenn
tg 8, tgd,, die beiden Wurzeln der Gleichung sind:

Acta mathematies. 29. Imprimé le 13 aodt 1904, 12
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2w—u dR
—tgd, tgd,, =T=dst+ 1=1tgw, tgw,,

wonach aus der fir o, + 0,, + w,,, =7 giltigen Beziehung

tgow, +tgo, +tgo,,, =tgo, tgo, tgo,,,

die Identitit
dR, _tgo, + tgw,,
ds, tg o,

erhalten wird. Wird nun diejenige Hauptkriimmungslinie in einem Kreis-
punkte vom Typus w(# —w) <o mit nur einer Linie w = o, fiir welche

1.0 AR . . .. .
wZ %20 mithin d—sl <1 ist, als die s,-Linie bezeichnet, so erhellt es, dass

die Bedingung #’w® -+ 4w’u>o0 mit der Bedingung, dass die trigonome-
trische Tangente eines der Winkel w grosser ist als die Summe der tri-
gonometrischen Tangenten der beiden anderen, zusammenfillt.

In den Fillen #’w® 4 4w’u <o, in welchen sowohl # als w zwischen
zwei consecutiven Coordinatensystemen p=¢=v=0 Vorzeichen wechseln,
ist dass Krimmungsmass der Evolute lings den s-Linien der abwickel-
baren Normalflichen positiv, und die drei Linien w = o konnen mit den
- Hauptkrimmungslinien zusammenfallen, wonach sie ebenso viele Kanten
auf der Hvolute darstellen. Man findet, dass die beiden Evolutenschalen
Trichter mit drei Kanten bilden und im Fokalpunkte sich gegenseitig mit
den Spitzen berithren.

In den Fillen w*w® -+ 4ws >0 findet man, dass der auf der einen
Seite der Fokalebene gelegene Theil der s-Linie der abwickelbaren Nor-
malfiiche derselben Schale der Evolute angehort wie der auf der anderen
Seite der Fokalebene gelegene Theil der #Linie derselben. Da nun diese
mit der Linie w = o zusammenfallen und somit eine Kante darstellen kann,
so findet man, dass jede Evolutenschale eineKante hat, welche im Fokal-
punkte endigt, und dass die Schnittlinien der beiden Schalen mit der Fo-
kalebene im Fokalpunkte dieselben Tangenten haben, welche den Evoluten-

winkel bilden. Der S. 81 angegebene Werth fiir gg—% ergiebt in jedem

Falle, dass die Kante der einen Schale nach der anderen Schale schaut.
Die angefithrten Relationen reichen dazu aus, um alle Fille in Detail
zu untersuchen ausser der Fille, in welchen lings einer Kriimmungslinie
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sowohl die Ordnungszahl des Kreispunkts wie die Osculation mit der
Sphire von héherer Ordnung ist. Fir diese durch ein Coordinatensystem
p=q=v=u=w=o0 charakterisirten Fille, welche man am besten durch
die Untersuchung vom Zusammenriicken mehrerer Kreispunkte kennen lernt,
so wie fiir die detaillirtere Untersuchung verweise ich auf meine a. a. O.
gegebene Darstellung und beschrinke mich hier auf folgende Zusammen-
fassung.

1. Umbiegende Kriimmungslinien. In den Coordinatensystemen
_p — q =P =0
ist w(u—w)>o0. Die zwei Evolutenschalen sind offen und haben jede

eine Kante, welche im Fokalpunkte endigt. Sie schneiden sich beim Durch-

Fig. 2.

gang durch die Fokalebene, wobei ihre in dieser belegenen Tangenten

einen Evolutenwinkel kleiner als 7—; bilden. Simmtliche Haupttangenten

verlaufen innerhalb eines Winkels von 7—; . Bei w®<qw(u— 2w) existirt

nur eine Haupttangente. Wenn in einem Coordinatensystem p=g=v=0,
w® = qw(u— 2w) ist, so giebt es noch ein anderes, in welchem % = 2w
ist, wobei die entsprechende Kriimmungslinie auf der nach dem spitzen
Winkel zwischen den zwei Haupttangenten gewendeten Seite von an-
schmiegenden Kriimmungslinien begleitet ist. Bei w® > qw(u — 2w) giebt
es immer drei Haupttangenten, und diese Bedingung ist fiir alle drei Coor-
dinatensysteme p = ¢ = v = o erfillt. Die mittlere der drei in den Kreis-
punkt eintretenden Kriimmungslinien ist beiderseits von anschmiegenden
Kriimmungslinien begleitet. 8. Fig. 2.

2. Ausbiegende Krimmungslinien. Drei Coordinatensysteme

p=q=’l)=0_
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In allen w(u—w)<o. Nirgends mehr als zwei Haupttangenten innerhalb
eines Winkels von g . 8. Fig. 3.

a) w*w® 4 4w*n>o0 in den Coordinatensystemen p = q = v ==0. Die
Tangente des einen Winkels zwischen zwei Haupttangenten ist grosser als
die Tangentensumme der beiden anderen. Die Evoluten schneiden ein-

ander in der Fokalebene. Evolutenwinkel grésser als -;—t . Jede Schale hat

eine Kante, welche im Fokalpunkte endigt.

b) In zwei der beziiglichen Coordinatensystemen ist w’w®4 q4wn—=o
im dritten % =0. Die Tangente des einen Winkels zwischen zwei Haupt-
tangenten ist gleich der Tangentensumme der beiden anderen. Jede Evo-
lutenschale hat eine Kante, welche in dem Fokalpunkt endigt. Die eine
Schale geht mit nur einer Schnittlinie durch die Fokalebene. Die andere
ist lings einer diese Schnittlinie im Fokalpunkt beriihrenden Kante um-
gebogen und liegt ganz auf der einen Seite der Fokalebene.

Fig. 3. Fig. 4.

¢) In allen Coordinatensystemen p = ¢ = v =0 ist u’w® 4+ quw’u<o.
Kein Winkel zwischen zwei Haupttangenten hat eine trigonometrische
Tangente, welche die Tangentensumme der beiden anderen erreicht oder
iibersteigt. Die Evolutenschalen bilden jede einen geschlossenen Trichter
mit drei Kanten, sind auf verschiedenen Seiten der Fokalebene belegen
und stossen mit ihren Spitzen im Fokalpunkt zusammen.

3. FHine durchgehende Krimmungslinie und zwei orthogonale. Fiir alle
beziiglichen Coordinatensysteme ist w(u — w) = 0. Der Krimmungslinien-
typus zeigt eine Combination von ausbiegenden und umbiegenden Kriim-
mungslinien. 8. Fig. 4. Beide Evolutenschalen schneiden die Fokalebene.
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Der Evolutenwinkel ist g Die eine Schale ist ohne Kanten, die andere

hat eine durch den Fokalpunkt hindurchgehende. Die zwei orthogonalen
Kriimmungslinien entsprechen Coordinatensystemen p=g=v=w=o0. Im
dritten Coordinatensystem p = ¢g=v =0 ist ¥ = w und die Ordnungszahl
des Kreispunkts eine gerade. Ist in einem Kreispunkte w(u—w)=o0
lings der Linie % ==w die Ordnungszahl des Kreispunkts eine ungerade,
so gehort er dem Typus mit umbiegenden Kriimmungslinien bezw. dem
Typus mit ausbiegenden Kriimmungslinien und w’w® <+ 4w’u>o0 an, je
nachdem lings dieser Linie der erste Differentialquotient der Differenz
D,— D, welcher von Null verschieden ist, dasselbe Vorzeichen wie w hat
oder umgekehrt. Fillt die Linie % —w = 0 mit einer der orthogonalen
Kriimmungslinien zusammen, wobei lings dieser nicht nur die Ordnungs-
zahl des Kreispunkts, sondern auch der Osculation mit der Sphire hoher
ist, so entstehen besondere Typen.

2. Kreispunkte zweiter Ordnung.

d d*D,

Die Gleichung FEip

lautet:

=o0 fir die Orientirung der Haupttangenten

a3ldx4+(3322__a40)dxsdy+3(313__331)dx2dy2+
+ (0% — 30**)dady® —3%dy* = o

und in einem Coordinatensystem p= ¢ ==03%'= o0 gelten fiir die von der
X-Achse berithrten Hauptkriimmungslinie die Werthe

40 ,..3 __ 22 .3 {04 3 62
D=2 37’ 02 =2 el A ¢ =09 —7r ——d)__g;
1__ ot dR_g2—0
R, ™ 3(0 —289) ds ~ 28

Die s- und #Linien der von der XZ-Ebene in diesem Coordinatensystem

berithrten abwickelbaren Normalfliche bilden im allgemeinen Falle Spitzen

im Fokalpunkt, welche bis auf unendlich kleine Grossen hoherer Ordnung

als der dritten mit denjenigen von semicubischen Parabeln zusammenfallen.
Die der s-Linie entsprechende semicubische Parabel ist

90§ = —8D*{—p)’
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deren Spitze eine Evolute vom Krimmungshalbnesser - % hat. Dieser
Kriimmungshalbmesser ist fiir die ¢-Linie

42°
T 00 — 307

und die Gleichung der ihr entsprechenden semicubischen Parabel
0238t = — 2 D40 — 39— p)"

Von den Kreispunkten zweiter Ordnung sind diejenigen, welche zwei
Symmetrieebene besitzen zugleich die wichtigsten und der Untersuchung
am leichtesten zuginglich. Sie haben zwei Coordinatensysteme

p=q=a3l=als___o

H

in welchen also sowohl die Y- als die X-Achse Haupttangenten sind und
konnen ausserdem noch zwei symmetrisch zu diesen Haupttangenten ver-
laufenden Kritmmungslinien haben. Die geometrischen Gréssen, welche
die von der X- bezw. Y-Achse in einem solchen Coordinatensystem be-
riihrten Hauptkriimmungslinien charakterisiren, mogen mit @; @ bezw.
@, &, u. s. w. bezeichnet werden, die fiir die beiden iibrigen gemeinsamen
mit @, ¢, u. s. w. Da nun aber £ = &, ist, mag fir diese Werthe
die Bezeichnung £ gebraucht werden.
In einem Coordinatensystem p= ¢=29%'=20'"=o0 erhilt man fir
einen beliebigen Normalschnitt
d*D,
ds?

= @ cos*@® 4 6L2cos’§sin’ @ + @, sin* @

und fiir die beiden s,,,-Linien

O, — 389
2 _— 1 cannil
tg 19 - d)u __ 3—9
woraus resultirt
o b,0, —of*

T g 40, —62°

Die S. 82 angebene Gleichung fiir d"D,— d"D, lings einer beliebigen
Hauptkriimmungslinie hat die Form

0y, — &y, = 28.
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Auf der Evolute hat das Kriimmungsmass lings der s-Linie einer
abwickelbaren Normalfliche entgegengesetztes Vorzeichen gegen dem Pro-
dukt @£. Als Bedingung fiir Schnittlinien zwischen Evolute und Fokal-
ebene findet man auf #hnliche Weise wie in den Kreispunkten erster

Ordnung
dy _ 3{0,9" + (8,0, — 30"y + 0.9}
d:l/' o (@l + Sgylg)g

woraus resultirt
yﬂ — 3‘92_ @1 Qn x \/(01 d)n —Qz)(d)x d)” _ 9!22) .
2 wllg

Dieser Ausdruck lehrt, dass, wenn @, und @,, verschiedenes Vor-
zeichen haben, fiir y'* immer ein positiver und ein negativer Werth er-
halten wird, so dass immer zwei symmetrische Schnittlinien mit der Fokal-
ebene existiren. Wenn alle drei Grossen dasselbe Vorzeichen haben sind
bei > @ @, vier bezw. zwei Schnittlinien vorhanden. Haben endlich
@, und @, dasselbe, £ aber entgegengesetztes Vorzeichen so muss die
Bedingung @, @, > 9" erfiillt sein, wenn Schnittlinien der Evolute mit
der Fokalebene vorhanden sein sollen, und man findet dabei wieder vier
bezw. zwei dieser Linien, welche immer paarweise symmetrisch zu den
orthogonalen Haupttangenten verlaufen.

Von den mittels dieser Hulfsmittel erhaltenen Resultaten gebe ich
hier eine kurzgefasste Zusammenstellung, in welcher ich zu meiner a. a. O.
gegebenen Darstellung einige durch die Untersuchung der Kantlinien
mittelst der Werthe @ gewonnene Details hinzugefiigt habe.

Kreispunkte zweiter Ordnung mit zwei Symmetrieebenen.

1. Einlaufende Krimmungslinien der einen Schaar und unkreisende der
anderen. &(0,— 2)> o, 2(®,,— L) > o. Zwei oder vier Kriimmungslinien,
jede zweite beiderseits von anschmiegenden Kriimmungslinien umgeben.
(Figg. 5 und 6.) Die Evolute bildet zwei geschlossene Trichter auf einer
und derselben Seite der Fokalebene. Die eine Schale ist ohne Kanten, die
andere hat zwei oder vier durch die Spitze hindurchgehende Kanten je
nach der Zahl der vorhandenen Haupttangenten, wie es die Fig. 7 in zur
Fokalebene parallelen Schnitten der Evolute andeutet. Doch kann bei Vor-
handensein von nur zwei Haupttangenten die eine durch die Spitze hin-
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durchgehende Kante in drei zerfallen, so dass vier anstatt zwei Kanten
vorhanden sind. In Falle @, = @,, = 382 besteht eine Berithrung héherer
Ordnung mit dem Scheitelpunkte einer Umdrehungsfliche, wobei jede Tan-
gente des Kreispunkts eine Haupttangente ist, und eine Vermehrung der
Anzahl der Kanten auf der betreffenden Evolutenschale bezw. das Dege-
neriren dieser in eine Umdrehungsachse stattfindet.

Fig. 5. Fig. 6. Fig. 7.

¥

2. Ausbiegende Krimmungslinien. 2(0, — &) <o, 2(®,, — &) <o.
Immer vier Haupttangenten, jede zweite einer anderen Schaar angehérend.
Die Evolutenschalen bilden entweder zwei geschlossene Trichter, einen auf
jeder Seite der Fokalebene, mit je zwei durch die Spitze hindurchgehenden
Kanten und positiven Kriimmungsmass der Flichen, oder es ist einer der
Trichter theilweise durch die Fokalebene hindurch umgebogen, wobei ent-
weder vier Schnittlinien mit der Fokalebene und zwei auf dem nicht um-
gebogenen Theil durch den Fokalpunkt hindurchgehende Kanten vorhanden
sind, oder auch nur zwei Schnittlinien der Evolute mit der Fokalebene
existiren, in welchem Falle die Kanten der fraglichen Evolutenschale ver-
schwinden. Im simmtlichen Typen kann eine Vermehrung der Anzahl der
Kanten vorkommen, indem ecine Kante in drei zerfallen kann.

3. FEine durchgehende Kriimmungslinie jeder Schaar.
(@1 — ‘Q)(d)u - 'Q) <o.
Zwei oder vier Haupttangenten. Im letzteren Falle gehoren drei, welche
innerhalb eines Winkels von g verlaufen, einer und derselben Schaar an,

. wobei die mittlere beiderseits von anschmiegenden Kriimmungslinien begleitet
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ist (Fig. 8). Die eine Evolutenschale bildet einen geschlossenen Trichter
mit einer durch den Fokalpunkt hindurchgehenden Kante. Die andere
kann einen auf derselben Seite der Fokalebene gelegenen geschlossenen
Trichter mit drei durch den Fokalpunkt hindurchgehenden Kanten bilden,
wie es die Fig. 9 in zur Fokalebene parallelen Schnitten andeutet — bei
A sind vier Haupttangenten vorhanden, bei B ist fiir eine Kriimmungs-
linie £ >0, ®— 482 >0. Bei erheblicher Zunahme dieser Differenz kénnen
auch die drei Kanten in der Fig. 9 B in eine nach aussen schauende zu-
sammenfallen. In anderen TFallen ist die fragliche Evolutenschale theil-
weise durch die Fokalebene hindurch umgebogen, wobei entweder auf der-

Fig. 8. Fig. 9.

4

)
D ¢

selben Seite wie die erste Schale vier Blitter bleiben, von denen zwei eine
gemeinsame durch den Fokalpunkt hindurchgehende Kante haben, vier
Schnittlinien mit der Fokalebene vorhanden sind, und auf dem umgeboge-
nen Theile zwei Kanten durch den Fokalpunkt gehen, oder aber auf der
urspriinglichen Seite der Fokalebene nur zwei Blitter mit einer gemein-
samen durch den Fokalpunkt hindurchgehenden Kante bleiben, nur zwei
Schnittlinien mit der Fokalebene vorhanden sind, und keine Kante auf den
umgebogenen Theilen verliuft. Der in diese Categorie gehorige Specialfall
@ =o0 bietet eine Evolutenschale auf jeder Seite der Evolute dar mit je
einer Kante, deren Tangente in der Fokalebene belegen ist und diejenige
der anderen Schale rechtwinkelig schneidet.

4. Kreispunkte, welche lings einer oder zwei Kriimmungslinien von ho-
herer Ordnung als der zweiten sind. (@, — &)(@,, — &) =o0 oder =0

Acta mathematica. 29. Imprimé le 31 aoat 1904, 138
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bei @, @, > o. Diese Fille, welche man durch Untersuchung des Zusammen-
fallens von zwei oder mehreren Kreispunkten erster und zweiter Ordnung
kennen lernt, bieten verschiedene Combinationen der erwihnten Typen dar.

3. Kwreispunkte hdherer Ordnung.
Aus der Beziehung
"D ds* = d*t*z —d g

erhellt es, da
atz—dts,

nur Differentialquotienten der Flichengleichung von der Ordnung # - 2
enthilt, dass simmtliche Glieder und folglich auch siimmtliche Wurzeln
der Gleichung iz”_?? =0 frei gewihlt werden konnen. Es kénnen also

simmtliche Wurzeln reell sein. Dabei muss aber in jedem Coordinaten-

n+2 .
system p=¢q = 5%;% =0, in welchem die Gleichung die Form
iy 2y (4 2Xn 4+ 1) (3"“2 3"+2z,> 2
T R + 2 axznay®  extay’ g g
. . d*D, d*D, .
hat, wegen der Bedeutung der Coefficienten, e de <O sen. Da nun

. . .. dn» . . c e s
wenigstens eine Linie %7@? =0 d. h. eine Hauptkriimmungslinie immer

zwischen zwei Linie %:;Q = O belegen sein muss, so findet man, dass un-
abhéngig von der Ordnungszahl des Kreispunkts immer ein Typus existirt
mit 7+ 2 Hauptkriimmungslinien, von welchen jede zweite einer anderen
Schaar angehort, mit allseitig ausbiegendem Kriimmungslinientypus und
positivem Kriimmungsmass der Evolute lings den s-Linien der abwickelbaren
Normalflichen, und in welchem die Evolute zwei geschlossene sich gegen-
seitig mit den Spitzen im Fokalpunkt berithrende Trichter mit n + 2
Kanten bilden, einen auf jeder Seite der Fokalebene.

In den Kreispunkten ungerader Ordnung ist die Zahl der Glieder in

den Gleichungen D o und £ 4D

- und —¢—= =0 eine gerade, und jedes Glied
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d=D

d » . .
75 o =0 enthilt zwei Glieder

mit gerader Ordnungszahl der Gleichung

mit ungerader Ordnungszahl der Gleichung ‘%g =0, das letzte ausgenom-

men, welches nur das vorletzte Glied dieser Gleichung enthalt. Awuf die-

selbe Weise enthélt jedes Glied ungerader Ordnungszahl der Gleichung

d d*D . . . dr»D
T = das erste ausgenommen, zwei Glieder der Gleichung =0

und zwar in der Weise, dass simmtliche Coefficienten und folglich auch

simmtliche Wurzeln der Gleichung d%%ng == 0 frei gewihlt werden konnen,

wobei auch simmtliche Glieder der Gleichung %’is—? = 0 eindeutig bestimmt

werden. Man kan also erstere Gleichung so withlen, dass nur eine reelle
Waurzel existirt. Es resultirt fir alle Kreispunkte ungerader Ordung ein
Typus mit nur einer Kriimmungslinie, umbiegendem Kriimmungslinientypus
und einer Evolute, welche aus zwei die Fokalebene schneidenden Schalen
mit wenigstens je einer im Fokalpunkte endigenden Kante besteht.

In den Kreispunkten gerader Ordnung ist die Anzahl der Glieder in

. d*D d d*D
den Gleichungen T =0 und iy

dass in letzterer Gleichung wohl alle Glieder gerader Ordnungszahl, nicht
aber alle Glieder ungerader Ordnungszahl frei gewiihlt werden kénnen,
d*D
ds

eindeutig bestimmt ist. Wenn aber simmtliche Glieder gerader Ordnungs-

== 0 eine ungerade, woraus folgt,

sowie dass die Gleichung %{T) =0 nicht durch die Gleichung ac%

zabl in der Gleichung (Z‘—s—? == 0 gleich Null sind, so sind auch simmtliche
adn
dd ds*
iibrigen Glieder konnen frei gewihlt werden. Setzt man alle diese Glieder
mit Ausnahme der zweiten und der vorletzten gleich Null, so nimmt diese
Gleichung die Form

Glieder ungerader Ordnungszahl der Gleichung =0 Null, und die

@D, dr . " "D, .
<(n + 1)—-—"-‘——-#) cos™ ' §sin § — ((n + I)E-—i—)-’-—d ? ) cos#sin"t' § =0
ds, ds; dsy, _ 811

an, wobei mit s, bezw. s, die mit der X- bezw. Y-Achse zusammenfal-
lende Kriimmungslinie bezeichnet wird. Da nun die betreffenden Glieder

der Gleichung %;«% =0 erst dann bestimmt werden, wenn noch eine Be-
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ziehung zwischen den vier in obiger Gleichung enthaltenen Gréssen ein-
gefithrt wird, so kann man, wenn mit % eine beliebige Zahl gemeint wird,
eine der Bedingungen
D, d*D,
ds;  ds!

= + ke<d"Ds __d"D»>

dsy dsy,

benutzen, woraus dann erhellt, dass bei Kreispunkten gerader Ordnung
immer sowohl ein Typus mit zwei einlaufenden Kriilmmungslinien der einen
Schaar und wumkreisenden der anderen wie ein Typus mit einer durch-
gehenden Kriimmungslinie jeder Schaar vorkommt.

Wie man ersieht, kehren in den Kreispunkten héherer Ordnung die
in den Xreispunkten erster und zweiter Orduung vorkommenden Haupt-
typen wieder. KEs ldsst sich aber erwarten, dass die Zwischenformen mit
steigender Ordnungszahl der Kreispunkte immer complicirter werden.

4. Linien sphiirischer Kriimmung.

Von diesen giebt es zwei Hauptformen: solche mit variirender und
solche mit constanter sphirischer Kriimmung. Erstere Form besteht aus
einer unendlichen Reihe von Kreispunkten erster Ordnung mit einer durch-
gehenden Kriimmungslinie und zwei orthogonalen. Die Kriimmungslinien
jeder Schaar schneiden also, unter sich orthogonal, die Linie sphérischer
Krimmung unter endlichen Winkeln, biegen aber in den Schnittpunkten
rechtwinkelig um. Die Schnittlinie der Fliche

I a*y?
&= (x’ + >

2 + a?

mit der XZ-Ebene giebt ein Beispiel fiir eine solche Linie ab.

Linien constanter sphérischer Kriimmung kommen auf Umdrehungs-
flichen vor, und sind von Kreispunkten zusammengesetzt, welche lings dem
Meridiane von gerader oder ungerader Ordnung sind, je nachdem die
Evolute dieser Linie im betreffenden Kriitmmungsmittelpunkt eine Spitze
hat oder nicht. In ersten Falle gehdren die Meridiane auf beiden Seiten
der Linie sphirischer Kriimmung derselben Schaar an, im letzteren biegen
die Kriimmungslinien beiderseits rechtwinkelig in die Linie sphérischer
Kriimmung um, und die Meridiane auf der einen Seite gehoren derselben
Schaar an wie die Parallelkreise auf der anderen, wobei die Umdrehungs-
achse aus Theilen beider Evolutenschalen entstanden ist.




