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SIJR LA MI~THODE HORISTIOUE DE GYLDI~H 

P A R  

H. POINCAR1~I 
IL P A R I S .  

l n t ~ ' o d u c t i o n .  

~YLD1~N a rendu de tr~s grands services ~ la Science; il a crY6 un 
certain nombre de m@~hodes nouvelles qui ont pu ~tre appliqu~es avec  

succ~s et dans certains eas substitutes avec avantage aux anciens proc~d6s. 
La plupart des mdthodes qu'il a proposdes dans ses premiers dcrits dtaient 
correetes; HARZER et BRE~D~.L en ont fir6 une th6orie des petites plan~tes. 
Ces m6thodes, ~t la vdritd, n'dtaient pas sans ineonvgnient, elles donnaient 
lieu ~ une foule de complications inutiles; au lieu de prendre le temps 
pour variable ind6pendante, elles prennent la longitude vraie, ou des 
variables auxiliaires peu diffdrentes de cette longitude, elles introduisent 
une foule de variables parasites et encombrantes. II en r@sulte clue les 
fiquations perdent leur forme canonique, et que, si l 'on veut simplement 
fierire par exemple l'gquation des forces vives, il faut se livrer ~ des cal- 
euls interminables. J'estime donc que ces mfithodes, quelque intgressantes 
qu'elles aient fit6 autrefois, n'ont plus aujourd'hui qu'un intgrgt historique, 
et qu'on ne saurait plus en recommander l'emploi, paree que maintenant 
il y e n  a d'autres, comme par exemple celles de HILL et de BRown qui 
ont les mgmes avantages sans avoir les m@mes inconvdnients. 

Plus tard GYLD~ est entr6 dans une voie nouvelle et a abouti ~ des 
r6sultats qu'il a rassemblgs dans son ouvrage Nouvelles recherches sur les 
sdries employdes clans les thdories des plandtes, Stockholm I892 .  IV[oins 
heureux que dans ses premiers travaux, il s'est cette fois compl~tement 
trompd. 

&eta ~nathemativa. 29. I m p r i m ~  le 10 m a r s  1905. 
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Consid~rons une ~quation diff~rentielle quelconque, faisons pager eer- 
rains termes dans le I e" membre, d'autres dans le 2 a. En I e'~ approximation, 
nous remplacerons clans ~ 2 a ~ m ~ e  les fonetions inconnues par z~ro et 
nous int~grerons les ~quations ainsi obtenues; en 2 ae approximation nous 
remplaeerons d a m  ~ 2 d memSre  les fone~ions inconnues par leurs valeurs 
de I ~'e approximation, et ainsi de suite. Tel est le principe fondamental 
des nouvelles m~thodes d'approximation de GYLD~N, comme des aneiennes 
et nous le retrouverons partout. 

Ce principe est l~gitime, mats ~ une condition, e'est que les termes 
reldguds dans le 2 a membre et n~glig~s en x *r" approximation soient notable- 
ment  plus petits ou moins impor~nts  que les termes conserv6s dans le I ~ 
membre. Sans eela, il est clair que le ddveloppement ne sera pas con- 
vergent. Nous aurons done ~ examiner si l'analyse de GYLD~.~ satisfait 

eette condition. 
On sait que dans les m~thodes ordinaires de la m~eanique e~leste, 

on voit s'introduire ee qu'on appelle de petits diviseurs, de sorte que le 
coefficient de certains termes prend la forme 

b 

/a ~tant tr~s petit, et deviennent infinis quand p s'annule. GYLD~S s'efforce 
de prouver qu'un caleul plus exact dolt donner: 

b 
u ~ + p'~ 

Stant une quantitd qui ne s'annule pas, de sorte que le cogfficient ne 
devient pas infini et reste m~me tr~s petit. C'est ce qu'il  appelle la m~- 
rhode horistique, ainsi nommde d 'un mot gree d'oh vient ~galement horizon. 

I1 eherehe ~ tirer de 1~ diverses consequences: 
I ~ Que les sdries obtenues en mdcanique e61este sont eonvergentes si 

l 'on tient compte des termes horistiques. 
2 ~ Que les termes d'ordre dlev~ de la fonetion perturbatTice ne sauraient 

donner lieu au phdnom~ne eonnu sous le nora de libration. 
Ces consequences sont manifestement fausses; mats j 'ai eru longtemps 

que l'erreur provenait simplement de ce que GyLmi~ ne se doufait pas 
de ee que les gdom~tres appellent une s~rie eonvergente et des precautions 
minutieuses qu'il faut prendre dans une ddmonsh'ation de convergence. 
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Je croyais que, si GYLD~N est protdgd contre la critique par son 
obscuritd m~me, cette obscuritd emp~cherait dgalement qu'on cherch~t ~t 
appliquer ses mdthodes qui deviendmient ainsi inoffensives et tomberaient 
dans l'oubh aprbs sa mort. 

Je me trompais; d'abord ses erreurs commeneent, comme nous le 
verrons bicntbt, d~s le ddbut de son analyse; on ne peut done le prendre 
pour guide, non seulement pour ddmontrer la convergence des ddveloppe- 
ments, mais m~me pour en calculer approximativement ]es I e~S refines. 
De plus, certaines personnes ont voulu appliquer ces mdthodes it des pro- 
blbmes pratiques, et elles ont dtd naturellement conduites ~ l'erreur. D'autres 
ont rcpris les affirmations de GYLD~ sur la convergence des sdries et les 
ont prdsentdes comme des vdritds dtablies. 

I1 devenait done ndcessaire d'analyser dans ses d~tails l'ouvrage cit~ 
Nouvelles .Recherches... et d'en discuter les conclusions. C'est lit l'objet 
du prdsent travail, nous suivrons pas it pas l'ouvrage de ~YLDI~N et nous 
en examinerons successivement chaque chapitre. 

J'aurais voulu conserver les notations de (~YLD]~N; mais elles sont 
tellement compliqu~es et tellement change antes que je n'en ai pas eu le 
courage. Je donne cependant des indications suffisantes pour qu'on puisse 
passer facilement d'une notation ~ l'autre. 

Dans les citations, quand je renvoie ~ une page ou ~ un paragraphe 
d~signd par le signe w ou N ~ suivi d'un numdro, il faut entendre la page 
ou le paragraphe de l'ouvrage de GYT.D~ Nouvelles Recherches . . . .  Quand 
je renvoie ~ un paragraphe en ~crivant le mot paragraphe en routes let4res, 
il s'agit d'un paragraphe du present travail. Enfin quand je renvoie 
mon ouvrage JLes Mdthodes Nouvelles de la Mdcanique Cdleste, Paris, Gauthier 
Villars, j'dcris simplement Mdthodes Nouvdles. 

Analyse  du  Chapitre t ~ e m i e r .  

Le Chapitre I ~ est consacr~ it l'~quation 

d v  ~ 

GYLD~N applique it cette 4quation 4 mdthodes diff~rentes dont une fond~e 
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sur l'emploi des cofifficients ind~termin~s et 3 sur l'emploi des fonetions 
elliptiques. 

Mais avant d'aller plus loin, disons quels sont les r6sultats qui sont 
dgmontr~s au sujet de cette ~quafion et que GYLD~N aurait dfi retrouver. 
Si l'on applique ~ l'6quation (I) la mgthode de la variation des constantes 
arbitraires de LAGRANGE en regardant fl et T comme des quantit6s tr~s 
petites, on obtient une sgrie proc6dant suivant les sinus et les eosiuus des 
multiples de deux arguments: 

v et w = v ~ / x - - a 4 " e o n s t .  

et suivaut los puissances de v; cette s~rie oh v figure en dehors des signes 
trigonom~triques est convergente pourvu que v soit suffisamment petit. 
Je l'appeUerai la sgrie S. 

Le terme g6n6ral de la sfirie S est donc de la forme: 

Av" cos (/w 4" qw 4" h). 

Si nous rgunissons tous les  termes de la s6rie S qui contiennent en faeteur 
une des lignes trigonom~triques d'un m~me arc pv 4" qw; on peut en faire 
la somme, et cette somme a pour valeur: 

A cos (pv 4" qf 4" h) 

oh f e s t  un nouvel argument de la forme 

f~--- o'v 4.  r 

a ~tant une nouvelle constante donn~e et ~ une constante arbitraire d'int~- 
gration. En groupant les termes de eette mani~re, on obtient une nou- 
velle s6rie S I proe~dant suivant les sinus et les cosinus des multiples des 
deux arguments v et f, et ne contenant pas v e n  dehors des signes 
trigonomgtriques. Cette nouvelle sgrie $1 est diveryente, au sens que les 
mathgmaticiens attaehent ~ ce mot; elle peut nganmoins ~tre employ6e 
dans un but pratique pourvu que ee soit avee eireonspection. Elle peut 
donner une valeur approch6e de la fonetion ineonnue, si l'on s'arr~te ~ un 
certain terme. 

Cette sgrie S 1 d~pend de deux eonstantes arbitraires; la I ~re est e, 
et figure dans f ;  la 2 de peut ~tre choisie de bien de mani~res; ~ l'exemple 
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de ~'YLDI~N nous prendrons le coefficient du terme en cos f et nous 
l'appellerons z. Si l 'on fair x ~ o, t o u s l e s  termes d~pendant de f dis- 
paralssent; la s6rie ~1 ne contient plus que l 'argument v, elle ne d~pend 
plus de la constante r grace ~ cet~e r~duction, la sdrie S 1 devient conver- 
gente. C'est la solution pdriodique. 

Supposons que la constante x ne soit pas nulle, mais tr~s petite et 
n6gligeons les termes en x ~, nous trouvons ainsi: 

p = H + x H  1 cos f + x H  2 sin f 

oh H ind6pendant de x reprdsente la solution p~riodique que nous venons 
de ddfinir et oh H , / / 1 ,  H 2 sont ddveloppables suivant les sinus et cosinus 
des multiples de l 'argument unique v. Cette sdrie reprdsente les solutions 
tr~s voisines de la solution p6riodique (cf. Mdthodes Nouvelles, chapitre IV); 
elle est convergente; je l'appellerai S 2. 

Dans les cliff, rents termes de S et de S 1 figurent ce que l 'on appelle 
de petits diviseurs introduits par l 'intdgration. Parmi eux, nous dis6_uguerons 
le petit diviseur a qui s ' introduit dans la s~rie S quand on int~gre un 
terme en w + n ( w - - v )  et qu'on retrouve dans la s6rie S 1 d6duite de S.  
Parmi les termes de St, cunservons seulement ceux qui contiennent a au 
d~nominateur ~ la m~me puissance que /~ ou ~ au num~rateur. L'ensemble 
de ces termes formera une nouvelle s6rie $8; cette s6rie sera converge~te. 
C'est celle h laquelle conduit la mdthode de Delaunay. Comment se fait-il 
que la s~rie S~ 6rant convergente, la s6rie S~ soit n6anmoins divergente; 
c'est ~ cause de la pr6sence des petits diviseurs autres que a; mais comme 
ces petits diviseurs ne se rencontrent que dans des termes d'ordre 61ev~, 
la s6rie convergente S 3 nous donnera une valeur approchde de la fonction 
inconnue pourvu qu'on ne veuille pas l'appliquer pendant un in~ervalle 
de temps trop long; c'est lh ce qui fair la ldgitimit6 de la mdthode de 
DELAUNAY. 

Tels sont les r6sultats qui sont vrais de l '6quation (i) comme des 
~quations g6n~rales du probl~me des 3 corps et des Squations analogues. 

Voyons maintenant ce qu'a fair ~'YLDI~N; il cherche ~ satisfaire 
l '~quation en posant 

p = x cos f + x I cos v -~- R 

et de fa~on que R soit petit  par rapport aux deux autres termes. I1 dd- 
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signe par ~-(R') la par/fie const~nte de R ' ,  d'ofi il r6sulte que ( R ' ) e s t  

petit  ot positif et il arrive aux 6quations suivantes (6quations 4 de la 
page xo) 

3  flC ' + + (R')] = o + (i --=) + 

+  flxl + + = - - -  
7 
xl 

Remarquons pour comparer ces 6quations h celles de (~s que a, fl, a 
et I repr6sentent ici les /~l, fl~, I -  r et x -  a de GYLDI~N. 

Ces 6quations sont-elles exactes; il suffit pour le voir de les comparer 
la s6rie convergente S~ d6finie plus haut et que nous savons former. 

Soit d'abord x-----o; dans ce cas la s6rie S 1 ou S 2 se r~duit h celle 
qui d6finit la solution p6riodique; le terme le plus gros est le terme: 

/9 ~ Z 1 COS V.  

Alors les conclusions de G Y L D I ~ N  sent exactes et on trouve bien 

(3) 3 

ce qui est conforme ~ l'6quation (2), puisque x est nul et R tr~s petit. 
Cede 6quation (3) limite bien la valeur de x~ comme GYLD~N l'a remarqu6, 
et c'est cette remarque qui a 6t6 l 'origine de tout son travail, oh il a 
vaincment cherch6 ~ la g6n6raliser. On voit l'influence du terme en tips, 
et une comparaison physique ]a fera mieux comprendre. S i c e  terme 
n'existait pas, l '6quation (I) d6finirait le mouvement d'un pendule rigou- 
reusement isochrone qui oscillerait sous l'influence d'une force p6riodique 
7 cos v. Si cette force se trouve en r6sonance avec la p6riode propre du 
pendule, les oscillations pourront devenir tr~s-grandes. Grhce ~t l 'addition 
de ce terme, le pcndule n'est plus rigoureusement isochrone; s'il y a 
r6sonance pour les oscillations infiniment petites, l 'amplitude croltra d'abord, 
mais quand elle sera plus grande, la p6riode propre du pendule ne sera 
plus la m~me, la r6sonance disparaitra et l 'amplitude cessera de croitre. 
Les constructeurs de navires ont souvent employ6 un artifice analogue. 

Si nous supposons au contraire T et x 1 nuls, l '6quation (I) s'int~gre 
tr~s ais6ment par les fonctions elliptiques, on pourrait alors former ais6ment 
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la I *r~ ~quation (2) en y faisant xl----o et nfigligeant /~, qui est en effet 
n6gligeable s i x  est petit. On reeonnattrait ici encore que la formule de 
GYT.D~ est exacte. 0bservons que clans ces deax cas, il n 'y  a clans p 
qu'un seul argument, v dans le x er eas, f dans le 2 d. 

Supposons maintenant que x ne soit pas nul, mais trbs petit. Quelle 
devrait ~tre d'apr~s GyT.D~S la valeur de a? S i x  est tr~s petit, il en 

sera de m~me de R. On aura donc. 

(2 bis) 

Cherehons maintenant la vraie valeur de a. Soit Po la solution pdriodique; 
et p ---- po -}- e; dans ce cas po est ind6pendant de x e t e  est de l'ordre 
de x; nous pouvons donc ndgliger e ~, ce qui donne: 

a-7 + ( ~ - -  = -  3t ipS) ~ = o 

et comme P0 est sensiblement ~gal ~ x 1 cos v, cela fair 

d'e ( 3/~x~__ 3 ) 
- -  - - -  ~ f l ~  c o s  2 v  ~ = o dr'  "~" I - - a  2 

OU ." 

( 4 )  
d 2 s  
dv--~ + ~ ( q ~ - -  ql cos 2v) ---- o 

e n  posant 
3 2 3 q ' =  I - -  (Z--~f lX l ,  ql = ?flXl" 

C'est lh une ~quation qui a fair l 'objet de travaux tr~s nombreux que j 'ai  
r~sum~s dans le Chapi~re X V I I  des M~thodes Nouvelles. 

Soit e-----F(v) la solution de l 'dquation (4) qui se rgduit h x et dont 
la d$riv~e se r6duit h o pour v ~ o; on aura: 

c o s  ~ = F ( = ) .  

DSveloppons F(v) suivant les puissances croissantes de q, et de I _ _ q 2 ~  o 
il viendra: 

Ada mathtmatica. 29. Imlorim~ le 10 mars 1905. 31 
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o~ R, eontiendrong les termes d6pendang des puissances plus ~lev6es de r 

eg de ql;  parmi ces termes, nous ne conserverons que eeux qui d~pendent  

des secondes puissances, et  qui  ne s 'annuleng pas pour  v = 7r. Or nous 

aurons des termes en v sin v, en (cos v ~ cos 3v), en (cos v ~ cos 5v), e n  

v ' c o s v ;  nous n 'avons ~ nous occuper que des derniers qui  song les seuls 

qui  ne s 'annuleng pas pour  v = ~r. Or / ~  esg donn~ par l '6quation:  

~Tous pouvons ndgliger le terme en cos v -  c o s  3 v qui ne peug nous 

donner  un  terme en v ~ cos v. D'autxe part :  

(r + ql c ~  ( r ~ )  vs inv + ~ v s i n  

oh le I ~ te rme seul peu t  nous donner  un  terme en v ~ cos v; il nous suffira 

done d'dcrire: 

d 'oh:  

dr" "-I- R I =  ~ r ~ v sin v + . . .  

R ~ = - - ~ \  - - ~ - / v  2 c o s v + -  . .  

en n ' expr imant  que le te rme en v ~ cos v. 

Or 

II vient  done: 

Lb-"(T) = ~ I ' J  I -  ~ " - -  �9 
4 /  

cos a a  = ~ I + (I - - a ) ' ~ '  
2 

I1 reste donc" 

(I - - a ) '  = ~ r ' - - 4 /  
I ( 27 ,'~ 4\ - -  =' + 3=,8x,' + x,). 

La formule de GYLDI~N donnerai t :  
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Avec la formule de ~YLDI~N, ~r eSt toujours r6el; avec la vraie formule, 
a peut devenir imaginaire et c'est ee qui arrive par exemple si a est 
positif, /~ n6gatif et assez grand. Les diff6rences peuvent 6~e tout a fair 
~normes; elles ne peuvent s'expliquer par rinfluenco du terme en (R ~) qui 
non seulement devrait 6~e tr~s petit, mais serait ~ujours  de m~me signe; 
et ~tant toujours r~el donnerait toujours pour I -  o' une valeur r6elle. 

Cherchons d'ailleurs le terme principal de R. Un calcul simple nous 
donne en n6gligeant les carr6s de r et de q~ et en posant o -=  I -  s 

�9 42- - q, - -  42 :  + q, 
= x~ cos v + x c o s f +  xcos ( f - -  2v) ~__--q ,  + ~/~ + q, 

ce qui nous donne la valeur de R;  le terme le plus important de R,  c'est 
en effe$ le terme en cos ( f - -2v ) .  Le rapport du terme en cos ( [ - - 2 v )  
au terme en cos f e'est: 

~/zr - -  q, + ~/zr + q, 

Or le num6rateur et le ddnominateur sont du m~me ordre de grandeur; 
done /~ n'est pus ndgligeable devant Po. 

Le seul cas oh R serait n~gligeable devant Po, serait eelui off ql serait 
n~gligeable devant r, e'est h dire /~x~ devant ~; c'est h dire eelui off la 
eonsiddration du terme en /~ps est inufile, off les m~thodes ordinaires 
suffisent, off celle de GYLDI~N est sans objet. 

GYLD~N dit page x 7 que R reste m~me duns les eas exeeptionnels 
de l'ordre de Po (c'est ~ dire de x cos f +  x~ cos v), mais qu'elle devient 
tr~s petite duns les cas ordinaires, ~ savoir lorsque la valeur absolue de o~ 
est sensiblement plus grande que l 'unit6 (e'est ~ dire lorsque les 3 raeines 
de l 'dquation (3) different sensiblement l 'une de l'autre). On peut se 
demander ee qu'il entend par sensiblement. Quand il dit que I~o I e s t  
sensiblement > I,  veut-il dire que [o~ I - -  x par exemple n'est pus tr~s 
petit, ou que [w I est ~r~s grand. 

Duns le I e~ eas, il se ~rompe, nous venons de voir que /~  est du m~me 

ordre de grandeur que P0 pour routes les valeurs de q--~, e'est h dire pour r 

routes les valeurs de m, sauf pour les trds loetites valeurs de q' 
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Duns le 2 d cas, ce qu'il dit est exact, car si to est tr~s grand, q--' est 
2: 

~r~s petit mais si q--' est trbs petit l 'emploi de la m~thode n'a plus, comme r 

nous l'avons dit, aucune raison d'g~re. 
I1 semble bien d'ailleurs que sa pens~e dolt gtre interpr6t6e de la 

I ~ mani~re. I1 suit trop bien lc frangais pour avoir employg une 
expression impropre et le contexte semble plutbt favorable ~ cette inter- 
prgtation. 

Est-il vrai du moins que R ne peut jamais g~e trds grand par rapport 
aux termes conserv6s de p? Oui, si l 'on suppose z tr~s petit, car alors 
nous avons 

p ---- x 1 cos v -t- x cos f A- x' cos ( f - -  2v) 

et nous avons donng l'expression du coefficient z'; c'est le dernier ~erme 
qui repr6sente R.  Si nous posons: 

cet-t~ dquation devient: 

: v - - f = f '  

p = r ,  cos v + r '  cos f '  + x cos ( f ' - -  :v).  

On retombc done sur une expression de mgme forme, mais oh le rble des 
coefficients x et s est interverti. On peut done indiffdremment prendre x 
ou x' pour le coefficient du terme principal, ou pour celui de R; si l 'on 
convient de rcgarder toujours le plus grand des deux comme repr~sentant 
le terme principal, on sera certain que R ne pourra devenir tr~s grand. 

Aurait-on la mgme libertd si x n'dtant plus tr~s petit, on devait tenir 
compte des puissances supdrieures de x; on aurait alors des termes en 
2 f - -3v ,  2 f - - v  etc. et si le coefficient de l 'un de ces termcs devenait 
tr~s grand on ne pourrait plus employer le mgme artifice, l~ous verrons 
plus loin que eela peut fort bien arriver. 

Cause de  ~'Errewr de Gyld~n.  

Les conclusions de GrLD~S, du C~hapitre X er, ~ ][, N ~ 2, pages I O 
1 7 sont donc fausses. Quelle est l 'origine de son erreur? 
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II envisage l'6quation (z) et figale dams les deux membres les coefficients 
de cos f et cos v. Si x est tr~s petit, nous pouvons fierire: 

p = x 1 cos v + x cos f +  x' cos ( f - -  2v). 

I1 vient alors dans p8 des termes en 

(A) 

et en 

(B) 

cos~vcosf ,  cos3f, eos'(f~2v) cosf 

cos'v cos ( f - -  2v), 

qui peuvent donner un terme en cos f. 
:Nous avons aussi dams p3 des termes en 

(A') 

et en 

(B') 

cos%, cos~f cos v, cosg(f - ~v) cos v 

cos v cos f cos ( f - -  2v), 

qui peuvent donner un terme en cos v. (~YLDEN tient compte des termes 
(A) et (A'), mais ne tient pas compte des temes (B) et (B') qui sent du 
m~me ordre. 

Si x n'~tant plus tr~s petit, o n  ne pouvait plus n~gliger x ~, il y a 
bien d'autres termes dent  il faudrait tenir compfe. 

L'introduction des termes n~glig~s ferait perdre aux ~quations leur 
forme >>horistique,. 

Dams le N ~ 3, CTYLDI~N fair une tentative pour pousser rapproximation 
plus loin. I1 arrive ainsi ~ des formules tr~s eompliqu~es d'oi~ il ne tire rien; 
elles ne lui servent m~me pas ~ lui faire d~eouvrir rerreur  eommise dams 
le N ~ precedent. I1 se borne ~ montrer que les r~sultats du N ~ 3 con- 
cordent approximativement avec ceux du :N ~ 2, pourvu que la quantit6 
qu'il appelle f page 2 5 soit tr~s grande. Mais le cas off f es~ tr~s grand 
est pr6eis6ment celui off les vieilles m6thodes classiques s'appliquent sans 
diffieul~ et off tout cet appareil est inutile. 

Je  n'ai pu arriver h d~terminer quel est le but poursuivi dans le 
:No 4, et eomme il n'est fair dams la suite aueune application des rfisultats 
qui y sent contenus, je m'abstiendrai d'en analyser ici le eontenu. 
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E m p t o i  d e s  F o n v t i o n s  E l l t p t t q u e s .  

Dans le w 2, C~YLDI~N applique une seeonde m6thode, fond6e sur 
l 'emploi des fonctions elliptiques; nous allons voir qu'elle ne diff~re pas 
de la m6thode de DELAUNAY et qu'elle permet par consequent d'obtenir 
eorreetement une premiere approximation. Nous verrons ensuite l 'usage 
que GYLD~.N cherche en faire pour les approximations suivantes. 

Posons 

p --- ge ~" "4- he -~~ T cos v = r (d" -4- e -~") 
2 ~  �9 

SubstiL-uons dans l 'dquation (t) et 6galons dans les deux membres les 
coefficients de e ~" e t e  -~". :Nous aurions aussi des terlnes en e • mais 
nous ne nous en occupons pas par ce qu'fls ne sauraient donner naissanee 

de petits diviseurs. Nous obtenons ainsi les deux 6quations. 

(s) 
T g" + 2ig' ---- ag "4- 3flg'h 2 

T h " - -  2ih'.--~ ah + 3flgh 2 2 

oh g',  g" d6signent les d6rivges successives de g par rapport ~ v. 
Dans g et h nous ne conserverous que los ~ermes ~ longue p6riode 

qui seu!s peuvent donner lieu k de petits diviseurs; mais alors nous 
pouvons n~gliger g" et h" devant g' et h', et il reste: 

(6) 
2ig'= =g + 3flg'h r 

2 

7 - -  2ih'.-.-~ ah "4" 3flgh ~ ~ "  

Multiplions par h', et g', ajouf~ns et intfgrons, il viendra: 

(7) agh "4- 3 f lg~h~--  ; (h "4- g ) - "  const. 

On peut ensuite aehever l ' int~gration par les fonetions elliptiques. Telle 
est, aux notations pros, la 2 ao m~thode de (~YLDI~N. 
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Comparons avee la m6thode de DELAUNAY. Posons 

I a 2 f l  4 
F = ~ (p'~ + p~) - -  2p - -  7, p + rp cos v + 
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p' d6signant la d6riv~e de p par rapport ~ v, et u une variable auxiliaire. 
L'~quation (I) peut &re remplae6e par les 6quations eanoniques 

(8) 

dp d F  dp'  d F  - -  ( I - -  ~) p qL ~p 3  _ _  T COS V 
d--~t "~- dp ---n "-- p" ; d--[ ---~ d p = 

d v  d F  d u  d F  
�9 . 

- ~  "~" d u  ~ I ,  d t  dv  

Posons p ----- ~/2-~ cos to, p'----- ~/2-~ sin to; d'oh: 

F =  ~ + u - -  a~ cos'to - - f l ~ '  co s ' o  + r~/~ cosy costo 

les ~quations conserveront avec les variables $,to; v , u  la forme canonique. 
Si, conform6ment ~ la re&bode de DELAU~AY, nous ne conservons que les 
fermes h longue p6riode; si par consequent nous laissons de ebt~ les termes 
en cos 2to, cos 4w, cos (v - - to ) ,  il restera: 

2 ~ r~/~ cos (v + to). 

Soit 

fl viendra 

o +  v---- , ,  u-----r  

a 3 2 I (9) F = r  + c o s ,  

et les 6quations, devant rester canoniques, deviendront: 

d~ d F  I - -  . de  

d v  d F  d ~  d F  

d t  - -  d~  I; ~ dv  -~- ~  

d F a 3 ~ _ _  7" cos 

Si nous posons: 

g = ~, v'2~e -'~ h = # 
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on retombera sur les 6quations (6) d'oh il suit que la 2 d" m~thode de 
GYLDI~N, ~f~nt identique ~ celle de DI~LAUNAY nous donne une x ~ approxi- 
mation correcte. 

On voit sans peine que g et h sont des fonctions doublement pfi- 
riodiques de v. On peut alors construire les 6quations correctes qui lient 
les quantit6s appel6es plus haut x, x 1 et a; ces Squations sont transcen- 
dantes et elles n 'ont  par cons6quent aucun rapport avec les 6quations (2). 
A ce point de rue les conclusions du w 2 sont en contradiction direete 

avec celles du w i. 
Dira-f-on au moins que les formules concordent quand x est. tr~s petit  

non seulement d'une fagon absolue, mais par rapport ~ x~. Nous allons 
voir que non, et l 'Analyse que nous venons de donner darts le paragraphe 2 
suffisait d'ailleurs pour que nous en fussions stirs d'avance. 

:Nous allons ddvelopper g et h suivant les puissances de x, et dcrire: 

g = g o + g , + g ,  + . , . ,  h = h o +  h ~ + h ~ + . . .  

off h. repr6sente l 'ensemble des termes de l'ordre de x". 

d'abord: 

go ~-- ho ---- const. ; ago + 3flg3o ~ r 
2 

et ensuite: 

(IO) 
2ig; = (a "4- 6#g~) g1-4- 3flg: hx 

h 2 - -  2ih; = (= + @gl)  h, + 3P og,.  

Nous trouvons 

Ce sent des ~quations linfiaires K coefficients constants; nous pourrons 

y satisfaire en posant: 

#, = x e  - ~ ' ,  hx --- x'e - ~ "  

ou bien 
g l  = z ' d  ~', h~ = x : : ' .  

Ou bien encore en faisant la demi somme de ces deux solutions 
particuli~res; on obtient ainsi: 

p - -  2g0 cosy + x c o s f +  x ' c o s ( / - -  2v) 

avec 
f = (~ - -  r v 2g0 = x, 
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et en subsfituant duns les ~qua~ions (x o), on ~rouve: 

x(2r  a - -  6flg~) = 319g~ox ' 

x'(-- 2r 3flg~x. 

Mais a + 6flg~ e'es~ co que nous avons appel6 plus haut r, et 3flggo, 
I 

c'est ee que nous avons appel6 ~ ql; il vient ainsi: 

I 
x ( 2 r  r) = i ql x' 

d 'o f i :  

et 

I 
x ' ( - -  2 r  r) = ~q lz  

ql 2 
4r ~ ~ r: 

4 

�9 _' = J 2 - 7 =  q, - -  ~/2r + q, 

x ~/2r--q, + ~/2r + q, 

Ces formules sent en concordance avee los rdsulta~s du paragraphe 2 e~ en 
d6saccord avec les ~quations (2), c'es~ ~ dire avee les ~quaCions de GYLD~. 

Cherehons encore les termes consf~nCs de g~ et h~. N o u s  avons: 

2ig;--(a + 6flg~) g,-- 3flg~oh~= 6flgoglha + 3flgog~ 

- -  2 ih; - - (a  + 6flg'o) g , - -  3flg~oh~= 6flgoglh~ + 3flgoh~. 

Nous eherchons seulemenr les par~ies constcmtes de g~ et h~; nous 
doyens done faire g; = hl ---- o,g2----- h2, et remplaeer gthl, g~ et h~ par louts 
parties constantes. Or nous avons: 

e+ir  
g~ = ~ e-b" + 5- 

d'ofi: 

x 
hx = e- 'r  ~ e  ~" 

pa l4 ie  cons t an*e  g~ = parLSe eonstante h i -----~- 

partie constance gl hi - -  - -  

Aeta mathematiea. 29. Imprim~ le 11 mars 1905. 

~ +  x" 

4 
32 
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3~go x': "t- - -  (= + 9Pg:o) g, = ~ (x ~ + xx'). 

Or nous aUons avoir; non plus x~----2go comme dans l'approximation 
prdcddonte, mais: 

Xl---- 2go + 2q:. 

Comparons avec la  soconde dquation (2) qui pout s'dcrire 

- - = x l - -  fl =fl + = - - r  

en remarquant quo x': n'est pas autre chose que ce que GVLD~S appelle 
(R2). En promibro approximation, nous avons" 

3 3 =x~ + 7~flx~ = r ,  x l  = :go. 

Soit xl----2go+ 23,  de sorte quc ~ devrait ~tre dgal h g~. 
en ndgligeant o ~, ~x ~, dx '~ 

3 x,~) 
- - ( =  + 9fla~) ~ = ~flao(X ~ + 

Cola fera 

on reoonnai~ d6j~ quo la formule est orroude. 

Discussion de la Jl~thode t~c~dente. 

Jusqu'ici les conclusions du w 2, d'aiUours contradictoires avoc colles 
du w I sont correctes, mais G~LD~S your pousser plus loin l'approxima~ion 
et tonir compto des termes ndgligds. I1 dcrit dono les dquations (avec 
d'autres notations) 

I r M' 2 0 ' - -  ag - -  5f lg 'h + ~ ----- 
( ~ )  

r___N',  �9 2 i h ' - -  ah - -  6flh~g + ~ -- 

oh M'  et N' roprdsentent l'ensomble des termes d'abord ndgligds et il los 

intbgre par approximations successives. 
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J'aurais ~ faire au sujet de ses conclusions la remarque suivante. 

Ayant r~solu correctement les ~quations (5), il constate qu'elles conduisent 
dans certains cas ~ des solutions asymptotiques. 

~)Mais, ajoute-M1 page 67, nous verrons dans ce qui suit que la 
solution asymptotique n'apparfient pas ~ notre probl~me; elle est due 
uniquement ~ la mani~re d'aborder les approximations...~. 

I1 est ~vident qu'ici ~YLDEN Se trompe. Les ~quations approximatives 
(6) admet~nt un syst~me de solutions asymptotiques et par cons6quent 
une solution pdriodique pour laquelle les exposants caractdristiques sont 
r~els et diffdrents de z6ro. Si les dquations approximatives admeL-Mnt une 
solution p6riodique, il en sera de m~me des 6quations exactes, qui en 
diff6rent fort peu; cal" si l'on fair varlet un syst~me d'dquations diff6ren- 
tielles d'une maui~re continue, une solution p6riodique ne peut disparaltre 
que quand l'un des exposants earact6ristiques est nul, ce qui n'est pas le 
cas; de plus cette solution pdriodique aura encore des exposants carae- 
t~ristiques rdels, puisqu'fls diff~reront ta'~s peu de ceux qui correspondent 
aux dquations (6); et l'existence des exposants caract~ristiques rdels entraine 
celle des solutions asymptotiques. Tous ces points sont hors de doute et 
je les ai 6tablis d'une fagon r simple et rigoureuse dans rues mdthodes 
nouvelles. 

GYLD~N cherche h nous donner la d6monsLTation promise d'abord 
page 7I, puis page 75; fl cherche d'abord ~ monb-rer qu'on peut diriger 
les approximations de fagon ~ ne plus reneontrcr de solution asymptotique. 
Pour eela il dcrit les dquations (I I) sous la forme suivante: 

I r M ' - - eg  
2 i g ' - -  + - -  6 f ig 'h  + = 

(I I his) 
r 2g' - - ~ h  - -  2ih'-- (~ + e) h - -  6flgh' + 2 ---- 

et il int~gre par approximations successives en faisant d'abord les seconds 
membres dgaux ~ zdro, remplagant ensui~e les inconnues dans les 2 as 

membres par ]es valeurs trouv~es en I ~r~ approximation et ainsi de suite, 
I1 choisit ~ de faqon h dviter la solution asymptotique et il se flatto 

de pouvoir conduire les approximations suivantes en 6vitant l'introduction 
de eet~e solution et en aboutissant ~ une s6rie convergente. 

Pour juger eet~e prfitention, fl surf-it de comparer ?~ un exemple simple. 
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Soit: 
d sp 

-t- #?  - "  cos v .  d v  s 

Nous voyons qua si ff = t ,  l'dquation ne comporto plus de solution 
pdriodique et qua v sort des signes trigonomdtriques. Croira-t-on que ran 
pout dchapper ~ carte consdquence par l'artifice suivant. Salt ~ = I at 
dcrivons l'dquation sous la forint: 

d'?  + ( i + p - -  cos v + 
d v  2 

cos v puis 
l~:ous trouvons en :~ approximation p-----o, puis p ~ ~ , 

P = ~ cos~ v , puis ? --- 3~cos~ v , suite manifestement divergente. 

Eh bien, GYLDI~N fair absolumant la mSme chose. I1 y a page 7 2 
quelques lignes sur rordre de grandeur des quantitds introduites. Cos 
lignes, trap concises pour ~tre clairas fondant dvidemment ~ prouver qua 
la s6rie obtenue sara convergente, ou du mains qua los termes i r o n t e n  

diminuant. 
Or cola n'est pas exact; car si nous supposons M'-----hr'~--o, lea 

dquations (I : bis) se rdduisent aux dquations (6) et nous savons, GYLDkN 
l'a ddmontrd lui-m~me qua cos dquations adme~ent des solutions asymp- 
totiques. La sdrie en question est done divcrgcnte, puisque si ella dtait 
convergente, cos solutions n'existeraient pas. 

La sdrie converge-t-ella dans d'autres cas? Los seconds membres de 
( : l  bis) peuvent-ils 8tre assez petits pour qu'il en salt ainsi? Cola n'a pas 
lieu, nous venons de le voir quand M' et N'  sent nuls; cala ne pourmit done 
~tre vrai qua si M'  et N'  ddtruisaient las termes los plus importants de zg 
et de ~h. Or il est dvident qu'il ne pout pas en ~tre ainsi que/s qua 
soient M' et N'. Eh bian, dans lo raisonnement de ~-YLD]~N, il n'cst fair 
aucune hypothbse sur M'  et AT' (ou ce qui revient au m~mo sur ce qu'fl 
appalle M e t  N). Son raisonnemant ast done inexact. 

GYLV~N charcho ensuite ~ montrer qua la solution asymptotique ne 
pout pas servir de point de ddpart ~ une vdritabla approximation (pages 
75, :99) paree qua le 2 d terme du ddveloppement est susceptible de 
devenir int:ni. 
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C'est comme si l 'on disait que quand a est petit ~/~ n'cst pas une 
valeur approchde de ~/x + a, sous pr6textc que si l'on d6veloppo suivant 

les puissances de a, le 2 d terme du ddveloppemcnt est x a et devient in- 

fini pour ~-~-o.  
Dans le w 3, ~YLDEN applique une nouvelle m~thode qui ne diff~re 

de la pr6cddente que par quelques complications nouvellcs. I1 n6gligc lcs 
termcs M '  et N '  de sorte que les 6quations (z I) se rdduiscnt aux ~quations 
(6); nous vcnons de voir que ces dquations s 'int~grent tr~s aisdment par 
los fonctions elliptiques. Je  n'ai pu arriver ~ eomprendre pourquoi il abordc 
ainsi par unc m~thodc approximative et eompliqu6e un probl~me qu'il a 
lui-m~me r~solu par une mdthode rigoureuse et simple. 

I1 n 'y  a qu 'un passage oh il ne dit pas explieitemcnt qu'il  ndglige 
_71/' et AT', c'est celui de la page 93; mais on dolt remarquer qu'il  y 
regardc W eomme une fonetion p6riodique de l 'argument unique w, ee 
qui ne petit s'cxpliquer que de deux mani~rcs; ou bien s'il n6glige M '  
et N '  comme dans le reste du w ou bien s'il r~duit M '  et N '  aux termes 
- -  g" ct - -  h" qui sent ndgligds dans les dquations (6). Dans ce dcmier 
cas, on retomberait sur les gquations (~2) du paragraphe suivant, sur les- 
quelles nous reviendrons. 

_~ouvelle lt[~thode de Gyld~n.  

Dans le w 4, GYLV~N emploic encore une nouveUe mgthode, fond~e 
6galement sur l 'emploi des fonctions clhptiques. Elle consiste h d6vclopper 
la solution de l '~quation (I) suivant lcs puissances de T- 

Si l 'on appliquait cettc m6thode dans route sa rigueur, on trouverait 
en I ~re approximation, c'est h dire pour T----o, que p e s t  une fonction 
doublement p6riodique de v, d6vcloppable suivant les sinus et les cosinus 
des multiples d 'un argument  unique f-----v ~ w, fonction lin6aire de v. 
Dans lcs approximations sulvantcs on trouverait des termes en 

mV ~ nw 

m et n ~tant des entiers quelconques, 
I1 s'introduirait aussi des termes s~culaires oh v sort4rait des signes 

trigonom~triqucs mais C~YLD~.N ~vitc l'in~roduction de ces termcs s~culaires 
par l'artitlce suivant: 
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13 fierit l '~quation (I) sous la forme" 

d2p 
dr' + - - a ' ) P "  flP = - -  rc~ + (a--a ' )P 

a' grant une ind~terminde. Darts le 2 a membre, il substitue ~ la place de p, 
d'abord z6ro, puis ~ la 2 d" approximation la valeur de p ~ouv6e en I ~r~ 
approximation et plus gdndralement k la n ~ approximation, la valeur ~rouvde 
en n - -  I ~ approximation. I1 dispose ensuite de l'indgtermin6e a' h chaque 
approximation, de fagon h faire disparaltre les termes en cos f qui lui 
donneraient apr~s intdgration des termes sdculaires. Cet artifice est ldgitime. 

De plus, il laisse de cbt~ h ehaque approximation les termes en 
my + nw off l 'entier m n 'a  pas la valeur + x. Ce qui justifie dans une 
certaine mesure cette mani~re de faire, c'est que les termes de la forme 
v + nw sont ceux oh s'introduit le plus important de tous les petits 
diviseurs; mais on ne doit pas oublier que d'autres termes, (qu'on ne 
rencontre pas il est vrai dans les I ~r'~ approximations, mais seulement dans 
les suivantes) introduisent de nouveaux petits diviseurs encore plus petits, 
et que e'est prdcisdment ~ ees petits diviseurs qu'est due la divergence 
d e s  " " s e r i e s .  

0p6rer de la sorte, cela revient ~ dgterminer g e t  h par les dquations 

(i2) 
T O g" + 2ig'-- ag--  6flg'h + = 

T h " - -  2 i h ' - -  ah - -  6,8 h~g "4- ~ " -  o .  

Cette m~thode se rapproche de celle de D E L A U N A Y ;  elle n 'est  pas 
plus prdcise; car les termes par lesquels les ~quatious (x2) different des 
dquatious (6) ne sont pas plus grands et plus impor~ants que les autres 
termes n6gligds. 

13 ne faudrait pas croire non plus que l 'on obtient par ce procddg 
tous les termes en v - t - n w  avec leurs coefficients exacts. En effet, il peut 
s'introduire ~ la k ~ approximation des termes de la forme m v - } - n w  (m ~ I) 
dont la combinaison produira ~ la k ~-p" approximation un terme en 
v " t -nw;  si l 'on n~glige ces termcs ~ la k e approximation, le coefficient du 
terme en  v-}-nw ne sera plus exact ~ la k-]-pC. 
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Quoi qu'il en soit les dquations (~2) admet~nt l'intdgrale: 
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3 Zg'h ' + + g) = const. 

On ne pout pas en trouver l'int6grale gdn6rale; mais pour l'objet 
poursuivi par GYLD~N, il SUffit d'en conna~tre tree solution pgriodique. 
Cette solution p6riodique existe et le d6veloppement correspondant converge, 
comme il arrive toujours pour une solution p6riodique. 

Les ddveloppements trouvds par GYLD~N dans ce w 4 sont donc bien 
convergents, ainsi qu'il l'annonce. Ils pourraient ~tre tr~s facilement 
obtenus par la th~orie des solutions p~riodiques. Mais d~s qu'fl voudrait 
tenir compte des termes en mv-~-nw, la convergence cesserait. 

L'analyse de GYLD~N ne nous apprend d'ailleurs rien de plus que la 
m6thode de DELAU~AY. Elle n'est pas plus prdcise; elle n'est pas plus 
propre ~ nous renseigner sur la convergence des d6veloppements complets. 

Analyse  du Second (Yhapitre. 

Passons au Chapitre I I et au w 5; GYLD~N y envisage des 6quations 
plus compliqudes oh figure dans le I ~ membre outre la d6rivde seconde 
d'g 
dr" un polynSme entier en y et dy dvv dont les coefficients sont des fonctions 

connues de v. Quant au 2 d membre, c'est une fonction connue de v. 
Toutes ees fonctions connues de v sont supposdes d~veloppables en s6ries 
trigonom~triques. 

GYLD~N commence par gtudier des transformations, permettant de 
simplifier cette dquation. J e  n'expliquerai pas ici le d~tafl de ces trans- 
formations. I1 arrive page x37 ~ l'6quation suivante: 

d'y y~ 

oh r l ,  ~'2, rs ,  ~ sont des fonctions connues de v, toutes trds petites; mais 
il n'gnonce pas de r6sultats assez nets pour qu'on puisse les discuter. 

A la page i42 , il envisage une 6quation analogue, mais oh r l  est 
tr~s voisin de I. La discussion des transformations qu'il lui applique nous 
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entralnerait trop loin, j 'ai  hate d'arriver ~ ee qu'fl dit page I58 d'une 
dquation plus simple qui est son dquation (39) 

dsz 

(~ et Z donnds). 
I1 cherehe h satisfaire ~ cette dquation en posant: 

~=Vo+ L +  L + . . :  
et en ddterminant les V par une sdrie d'dquations 

page 17o et qui sont de la forme: 

d'F. 
d~' "4- (I--fl|--fls~) V'.= ~. 

qu'il appelle (47) 

~, &ant connu et H df~nt la pattie eonsfante de z] ~. 
Laissant de c6td, pour simplifier, fl et Z, ainsi que f l l e t  faisant 

P3 " - -  I pour fixer les iddes, nous voyons que l'dquation pent s'derire 

a,. ( : a:~ 
(I3) a , :  + ~ i +  + a ~ V =  ~" 

GYLDI~N s'imagine qu'il obtiendra une fir. approximation, en ndgligeant 
dans le coefficient de z les termes pdriodiques, de sorte que ee coefficient 
se rdduise h une eonstante H e t  que l'dquation (I3) devienne: 

(I 3 bis) 
d2~ a,--~+z(i + H ) =  ~.  

13 est important d'examiner si cela est Idgitime, paree que c'est le 
prineipe m~me de la mdthode horistique. 

Soit: 
~ =  r cos u + r ' c o s  (u + ~) 

oh to ----- av, a &ant petit. 

L'dquafion (x 3 his) nous conduirait alors h une solution de la forme 

z = x cos u + x' cos (u + ~)  
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et alors on aurait sensiblement (~ cause de la petitesse de o) 
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~ = z~ + \d~,! = + x'~ + 2xx' cos 

H =  x~ + x '2. 

~0 

Substituons dans les 
donne: 

6quafions (I 3) et (I 3 bis). 

d'oh C~'YLDI~N 
diff6renee entre les 

L'6quation (I 3 bis) 

x ( x ' +  x") = r 

- -  x' ( ~  + o') + x' (x' + x '~) = r' 

eonclut que x et x' sent hmitds. Mais on ndghge ainsi la 
I ~rs membres de (I3) et (I 3 his), c'est ~ dire: 

2zzz' cos o = x~x ' cos (u "4- ~ )  + z 'x '  cos (u - -  ~)  + z% cos u + x% cos (u + 2~). 

Si a est tr~s petit, si T et f sent comparables entre eux, x et x' 
sent du mgme ordre de grandeur, z2x ', x 3, etc. sent comparables ~ T et les 
termes n6gliggs sent de l'ordre de ~2, c'est ~ dire des termes conservds. 

Du reste on montre cela d 'un fagon plus frappante en raisonnant 
comme il suit: 

Faisons a =  o, T =  r ' ;  les deux ~quations (I4) ajoutdes donnent 

2x~ = r = 2 x ' ~ =  r' ; (z "4- z') ~ = 4r.  

Mais si a = o, les deux termes de ~2 se confondent en un seul et 
on a 4 =  2 r e o s u  , d'oh par la I ~r~ 6quation (I4) (qui est alors exaete): 

(x + x ' ) s =  2r 

rdsultat contradictoire avec le prdc~dent. 
L'analyse de GYLD~N ne ressemble done en rien ~ une approximation. 

Mais il faut se poser la question d'une fagon plus large et se demander: 
Supposons que GYLD~:r n 'ai t  pas eommis eette erreur et qu'il air ealcu]~ 
exactement ces coefficients x, ees coefficients auraient-ils dtd limitds? 

Soit plus g6n6ralement: 

= 2:rn eos f , ,  f. = u ( I  + en), 

z = ]Exn cos f . ,  / l .  = 2~n + z ~ .  
At~a mat/~mat4~a. 29. Imprimfi le 11 mars 1905. 33 
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Nous supposons les a, tr~s pewits, e tr~s petit, )~ et p.  finis. 
Nous voyons d'abord que z est une fonction paire de u, de telle 

fagon que pour u = o ses ddriv6es d'ordre impair s'annulent. Nous 
d~signerons par y, y", y~V, etc. les valeurs de z et de ses ddrivdes successives 
d'ordre pair pour u---~ o; et de m~me par ~0, ~ '  etc. les valeurs de ~,  
et de ses d6riv6es pour u = o.  On trouve ainsi: 

Or: 

d'oi] : 

y" "t- y W y 3 ~ ~2o 

(yZV ~_ 2y".-~ y ) +  (y + y " ) y ( y  "-k 2y") = Qo"}- g2'o'. 

y = E x . ,  ~o = E r . ,  y --- y" = - -  ~Ex . /~ .  

~Qo -}- ~Q;' --'-- - -  zZT,/t . ,  ySV .~_ 2y" --[- y ------ e2Zx, p~, 

- -  ~2:x~ + ( Z x ) ' =  Z r  

~ZxtZ + Z(x~) Ex(Zx + 2~2:x~)  = - -  E r r ,  

ou s i x  est tr~s petit:  

(Z~)* = Zr, 
ou enfin: 

Z (xt~)(Zx)'  = - -  2:rt~, 

2 " 

(Z r~  

Or si ~ T - ~  o, cette expression devient infinie; fl faut donc clue l 'un 
des x au moins devienne infini, (ou plutbt deux au moins, puisque ~ x  ~ o). 
Les coefficients x ne sont done pas  limitds. 

Ici encore la mfithode horis~ique est en d6faut. 

Equations de la Longitude. 

Jusqu'ici (~YLD]~N a envisag6 surtout les 6quations dont il se sert 
pour la dgtermination du rayon vccteur. Dans le w 6, il envisage plus 
particuli~rement celles qui lui servent h d6terminer la longitude. L'cxamen 
de la m6thode horistique dans ce dernier cas est d 'autant plus important 
qu'on a fair des tentatives pour l'appliquer, ce qu'on n'a jamais eherch6 

faire pour le rayon vecteur. 
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Un as~ronome tout ~ fair 4mlnent, M. BACKLUND, trop confiant dans 
les r6sultats de GYLD~N, s'est m~me un instant laiss6 entra~ner ~ des 
conclusions inexactes qu'il a rectifi4es depuls. 1~. STOCKWELL ~tvai~ de- 
termln4 par les m4thodes ordinaires ccrtaines in6galit4s de la pr~eession; 
M. HARZER avait calcul~ par les m4thodes de GYLDSN une in4galit4 de la 
longitude d'H4cubc; j'intends par les premieres m4thodes de GYLD~N et 
non par la m4thode horistique. M. BACKLU~D appliqua s ces deux cas 
les formules horistiques de GYLD~N, et ces formules lui donn~rent des 
coefficients 3 ou 4 fois plus pet-its que ceux qu'avaient obtenus ses 
devanciers. (Bulletin de l'Acad~mie de S:t Petersbourg, mai x9oo). 

Les 4quations de la longitude, de m~me que celles de la pr4eession, 
peuvent gh'e ramen4es ~ la forme: 

d'v E a  sin (nt + v) + E;b sinpt 
dP 

oh sin (nt + v) est l 'un des termes ~ court~ p4riode et oh sin pt est l 'un 
des termes ~ longue p4riode. Pour plus de simplicit4, je n'envisagerai 
qu'un terme de chaque sorte et j'6crirai. 

(*5) dt--r = a sin ( nt + v) + b sin pt. 

Je supposerai que a e t  n sont pet-its, mais b et p beaucoup plus 

b -- et que soit petits de sorte q u e ~  soit beaucoup plus grand que n"a p, 
a 2 

comparable s ~ .  

Posons alors: 

(x 6) d'vo dr' ----- a sin (nt + v0), 

et 
V ~Vo ' -~  ~. 

En n4gligeant le carr4 de s, on trouve: 

(x 7) d'~ dt--~ - -  a~ cos ( nt + vo ) -t- b sin pt.  
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Dans les anciennes m6thodes (STOCKW~.LL et HARZER) on n6glige le 
I ~" terme qui est K courte pSriode et on fierit 

b 
�9 = /~ sin/gt. 

Voici main~enant ce que donne la mgthode horistique appliqu~e par 
M. BACKLUND. On trouve sensiblement: 

d'oh: 

a sin nt 

a 
cos (nt q- Vo) = cos nt q- ~ sin~nt. 

L'6quation (I 7) devient ainsi 

( o )  
dt----i --- e a cos nt "4- ~s in~n t  Jr" b sin~ot 

ou, si l'on conserve seulement la valeur moyenne du coefficient de e: 

d'o~ : 

~ s  a ~ 

dt----~ = ~-~n~ e "4- b sin/gt 

b sin pt 
~ tt2 

2~t2 "t- ~s 

TeUes sont les deux analyses entre lesqueUes il s 'agit de dgcider; 
cela est facile, puisque les gquations (z6) et (I7) peuvent s'int~grer 
exactement et que GYLD~N lui-m~me a souvent int6gr6 des ~quations de 
m~me forme dans le cours de ses recherches. 

Cette intggration montre que le terme en sin~t qui est le seul 
sensible est r~duit 

b sinpt 
1~ ~ 

ce qui est conforme aux r~sultats obtenus par les anciennes m~thodes 
(Cf C o m p t e s  R e n d u s  tome I32, page 50). 

BACKLUND revenant sur ]a question (Comptes  R e n d u s ,  tome T32, 
page 29I) dgcouvrit le point faible de l'analyse qu'il avait d'abord suivie; 
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mais fl voulut g~n~reusement prendre la fante tout enti~re sur lui et dis- 
culper GY~D~; sa condui~e dans eette circons~uce men,re que son carae- 
t~re est digne de son talent. 

~GYLDgS, dit-il, consid~re d~s le d~but des approximations l'dquation: 

(18) d ~ $  I 
= cos + re) - -  sin + re) 

ar cos (nt + %) + b sin~t 

(c'est ~ dire qu'il n6glige ~ et non e ~) et il arrive pour le terme en 
sin~t ~ l'expression 

b sin p~ 

t~b ~ 
oh ~ cst sans doute beaucoup plus petit que ~-, ,  mais n'est cependant 

pas nul. ,  

BACKLUND reconnu ensui~ (Bul le t in  • s t r onomique ,  tome I9, page 
433) que la m6me objection s'applique non seulement au cas de la pr6ces- 
sion, mais aussi au cas d'H6cube, et il ajouta qu'il serait tr~s d6sirable 
qu'une analyse plus approfondie conduisit ~ la d6~erminafion de ~.  

Ce qui r6sulte de l'analyse pr6c6dente, c'est h dire de l'intggration 
exacte de l'6quation (I7) , c'est que ~ s'annule avec b. Voyons comment 
~YLD~N ~aite noirre 6quation (I8), qui joue un r61e analogue ~ celui de 
son ~quation (I2) de la page t89 (voir pages I89 ~ I99). 

Par une s~rie de transformations assez eompliqu6es, il la ram~ne 
la forme: 

, ( d , ) '  d'y Io24q4h~y~96q ~ y----- Y du~ 

Y reprgsentant un ensemble de termes connus; c'est son 6quation (I6) de 

la  page I98. GrLD~ r6duit (d__yy~' \du] ~ sa valeur moyenne, qui est une 

constante positive, quitte ~ fairo passer les ~ermes n6glig6s dans le 2 d 
membre et ~ les confondre avcc I r. Son 6quation prend alors la forme: 

du' fly ~ ~ Q (~quation 17 de la page x 98) 
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oh f e s t  une constante positive et off Q est connu. C'est co terme en fly 
qui permet d'~viter les petits diviseurs et qui joue le rble de ~terme 
horistique,. 

C'est toujours le m~me proc~d~ qui consiste ~ remplacer une des 
fonetions qui figure dans nos gquations pas sa valeur moyenne, et dont 
nous avons ~ plusieurs reprises reeonnu l'ill6gitimit6. Ylais ici le terme 

(dye' joue qu'un rSle secondaire, car ~ est beaucoup plus petit en \du/ ne 

que hg. C'est donc le terme en h2y qui est le principal terme horistique; 
comment s'est-il introduit clans les ~quations de GYLDR~? NOUS le voyons 
apparaltre R la page I89. 

�9 D'abord, dit GYLDRN, nous en retranchons le terme d~pendant de 
la pattie constante de V~, terme qui se r~unit imm~diatement avec la  
fonction Zo., 

Voici ce que cela veut dire; reprenons notre ~quation (I5) , en posant 
comme nous l'avons fair, v-----v0 ~ ~, et n~gligeant e ~, elle peut s'~crire: 

d'~,. d'~ I a :  sin ( 4  + Vo) d~---r + ~ = a sin (,at + Vo) + a~ cos (nt + Vo) - -  

I 3 - -  8 a~ cos ( 4  + Vo) + b s inpt .  

Nous avons vu comment cette 6quation peut se scinder en deux pour 
donner les ~quations (x6) et (x 8); mais GYLDR~ ne fair pas tout R fair 
la m~me chose; il scinde l'~quation de la fa~on suivante: 

(x 6 bis) 

(I 8 bis) d'~ I a(~ '  h) sin (,~ + Vo) d~---~--, a~ cos ( ~  + Vo) = - -  ~, - -  

a s  s 
cos (nt + Vo) + b sinpt 

la constante h qul joue le rble de h~ ~tant la valeur moyenne de la fonc- 
tion p~riodique ~ .  

L'6quation (I8 bis) ne diff~re que par les notations de l'~quation (x2) 
de la page x89 de GYLD~N. Darts cette 6quation ( I2 )nous  voyons la 



Sur la mSthode horistique de GyldSn. 263 

constante h 2 fgurer deux lois; ~ savoir clans le 2 a e t  le 3 e refines. Cet h~ 
qui figure dans le 3 e terme, finit dans la suite des transformations par aller 
se perdre dans les termes eonnus Y; ]e ~terme horistique~ de l'6qua~ion 
(I 6) de GYI, D~N provient donc uniquement du second terme de l'6qua~ion 
(12), c'est ~ dire du terme en V 1. Les termes en $ ~ - - h  et on e 8, dans 
la suite de l'analyse de GYI.Dkl% finissent par se confondre dans les termes 
connus Y. 

Voici donc, en derni~re analyse, en quoi consiste la m6thode de 
G'YLDEN, En premiere approxima~on, on remplacera e ~ - - h  e t e  a par z6ro 
dans le 20 membre de (18 bis) et on int6grera (I6 bis) et (18 bis). Dans 
(16 bis) on donnera ~ h une valour positive quelconque de l 'ordre de $~. 
En 2 do approximation, on remplacera dans le 2 a membre de (IS bis), 
e ~ - - h  et e 3 par leur I ~r~ valeur approeh6e; quand h h on le remplacera 
clans (15 bis) par la valeur moyenne de la fonc~ion p6riodique e 2 obtenue 
en I ~ro approximation et ainsi de suite. 

Cette m6thode serait 16gitime si le terme 

(i9) - -  ah sin (~/t -~- Vo) 2 

dent on tient compte 6tait plus important que le ~erme 

(2o) 
(g 

- -  ~ (~' - -  h) sin ( ~  + vo) 

que l'on n~glige. Or le r le plus important de ~ est un r en 
sinpt,  soit donc 

----- k sinpt.  

Le r (I 9) dent on tient compte est 

~ v  sin ( ~  + v0). 
4 

Le terme (20) que l 'on n~glige es~: 

a ] g  2 . 

ak' sin (nt + 2lot + vo) + y sin (nt--  2pt + v~ +-s- 
Les coefficients sont du m6me ordre, les arguments sont ~ peu pros les 
m6mes puisque p e s t  beaucoup plus petit que n; l 'int6gration ne peut in- 
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troduire de petit diviseur ni en ce qui conceme (I9), ni en ce qui conceme 
(2o). II n 'y a aucune raison pour tenir compte de run des termes plutbt 
que de l'autre. 

L'analyse de GYLD~N ne permet donc pas de trancher la question. I1 
s'agit de d6terminer le coefficient de sinpt. D'apr~s les anciennes th6ories 
il serait sensiblement 

b 
- -  ~ p' 

D'apr~s GYLD]~N il serait 
b 

v' + p '  

b 
oh v serait lui-m~me de l'ordre de ~ .  I1 faut done faire le calcul en 

b 
consid~rant b e t  p comme tr~s petits et de telle fa~on que ~ soit fini; 

c'est h dire d6velopper suivant les puissances de~ b et conserver seulement 
parmi les termes en b" ceux qui contiennent p'~ au ddnominateur, c'est 
pr6cis6ment ce clue l'on fait dans la mgthode de DELAUNAY; si nous 

b 
~rouvons pour le coefficient ~ ,  GYLD~ aura tort, si nous trouvons une 

b b 
fonction de ~ qui ne devient pas infinie avec ~ ,  GYLD~N aura raison. 

Appliquons donc la m6thode de DELAU~AY; posons 2'----nt-{-v, de 
sorte que notre 6quation devient 

d'z = a sin Z + b sin ~t. 
dr' 

Nous pouvons alors ' " eenre, en introduisant une variable auxi!iaire 2'': 

dZ---i a sin Z dz = Z' b cospt. 

Posons (en introduisant deux nouvelles variables auxiliaires z et u) 

I p2 
F =  ~X - -  X 'c~ + ac~ -I-/m 

nob 6quations prendront la forme canonique: 

d Z' ~ d F .  d Z d F .  dz dF du dF 
d t d Z ' 4"7 ~ dx--;' d-tt = ~ = p ;  d--~ - "  ~ -~'z 



Sur la m6thode horiatiquo do Gyld6n. 265 

Appliquons la m6thode do JACOBI. 
Soit une fonction S de la variable 3/ et du param~tre W d~finie par 

l'6quation: 
(ds , 

d z /  = 2[~(W)-- acosz]. 

Posons ensuite: 

:Nous voyons: 
I ~ que 

x' ds = f 
--- ~ '  d w - w d d 2 ( ~  - ~ r 

X r~ 2 a c o s x  = p ( W )  

2 ~ quo 
Z ' d X - -  W d w  

est une diffdrentielle exaete. 

3 ~ que X', c~ et sin~ sent des fonctions doublement pdriodiques 
de w; nous pouvons choisir la fonction ~(W) de faqon que la p6riode 
rdelle soit 2~r, et que X', c~ et sin X soient ddveloppables suivant les 
sinus et les cosinus des multiples de w. 

I1 vient alors: 
b F =  ~(W) +pu--~z 'cos~  

et les 6quations conservant la forme canonique s'6crivent: 

d W dE. dw dF dz 
~ = -Z~w ' - ~  = d W ' d~ = p" 

La fonction F est dgveloppable suivant les cosinus et les sinus des mul- 
tiples de w e t  de z. Pour appliquer la m4thode de DELAU~AY, il faut 
ne conserver dans F que los termes ,s longue p4riode, c'est s dire ici 
ceux qui no dgpendent pas de w, mais seulement do z. Pour cela nous 
n'avons qu's r6duiro X' s sa valeur moyenno qui est une fonction de W 
clue j'appello Z;, de sorte que 

F = ~ ( W )  + p u - - ~ X o  COS~ 

Aota mathcma~ioa. 29. Imprim~ le 13 mara 1905. 34  
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d W  dw b ~ dz 
dt = O, d-~ = - -  ~ ' ( W )  + ~ cosz, d-t = p 

b dz'o �9 , 
W ~ const., z ---- pt ,  w ~ - -  tf~'(W) -Jr ~ ~ stops. 

On volt que w contient un terme en 

b 
T- ~ sin/ot 

b 
qui devlent tr~s grand si ~ est tr~s grand; or Z, d'apr~s nos hypotheses 

est une fonetion de w qui augmente de 2~r quand w augmente de 21r. 
S'il y a dans w un terme pdriodique d'amplitude tr~s grande, il y e n  aura 

dgalement an dans Z" 
Le phdnom~ne ~horistique, ne pent donc se produire eomme l'avait 

eru GYLDI~bT. 

( 2 i )  

9. E x a m e n  d ' u n e  d q u a t i a n  p a r t i v u l i ~ r e .  

Passons maintenant h la page 208; nous y trouverons l'6quation 

d 'y  Jr #Y dy d u ' du ~ - -  a sin aU 

GYLDI~N cherche une solution p4riodique de cette 4quation de la forme: 

y ---- ~:xn sin nan 

n ~tant entier positif; ~n prend plaisir ~ se trouver en presence d'une 
probl~me aussi simple et aussi net tement pos6. 

GYLD~N cherche h ddbrminer  les coefficients xn et il arrive h la fin 
de la page 209 h une dquation qu'il cherche h diseuter. 

~Maintenant, dit-il, en supposant les coefficients x3, x4, . . . ,  ou connus, 
ou n6gligeables, il se eomprend que la quantitg xl, qui s'obtient pax la 
r6solution de l'dquation prgcddente du 3 e degr~, ne surpasse jamais une 

I6a 
certaine l imib  qui s'approehe d'autant plus de z6ro, que la valeur de /t l 

est plus petite. 
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On aura facilement des r4sultats semblables relativement aux coeffi- 

cients x 2 , x s , .... >> 

Pour juger ce rgsultat, d4veloppons les deux membres de (2 I ) su ivan t  
los puissances de u, e~ 4galons les coefficients de u, il viendra: 

d'ofi: 

I~ 
Si a e s t  tr~s petit, le second membre de eerie inggalit4 est tr~s grand, 

d'ofi il suit que les x no peuvent pas gtre tous limitgs. 

Dira-t-on que la sgrie ~ x  est convergente, mais que la s4rie ]F..xn 2 
diverge, de sorte que le 1 ~r membre de l'in4galit6 peut gtre %rgs grand, 
bien que t o u s l e s  x soient limit4s? 

Non, car r a n t  que la solution p6riodique existe, y est une fonction 
analytique de u, ses d4rivges d'ordre queleonque sent des fonctions pgrio- 
diques de u et sent comme elle dgveloppable en s4rie de FocalEm La s4rie 

] ~ l z ] n  r 

est done convergente quelque grand que soit ~o, 
des valeurs de # [ x l ,  l'in4galit6 (22) nous donnera: 

8oit 7 la plus grande 

>1;I 
I , , !  

qui  oo,ro oro , I :1  co 
I I 

D'ailleurs si comme le dit GrLDgN, X3, X~ . . . .  4h~ient >>n4gligeables>>, 
le I ~ membre de (22)  n e  d@endrait  plus que de x 1 et x~ e~ ne con- 
tiendrait plus qu'un nombre fmi de termes. I1 serai?~ done impossible que 
z 1 et x 2 soient tous deux limit6s. 

Enfin montrons plus direetement encore que y ne peut ~tre limit4. 
Soit M le maximum de Ivl" Int~grons l'~quation (2I) sous la forme: 

d y  L~ 2 a --  - eosau  + C. du 2Y a 
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dy 
]~]galons dans les deux membres les coefficients de cos ou; dans ~ il est 

plus petit que ;raM, dans y~ plus petit qae ;rM2; nous aurons doric: 

ce qui montre que M crolt inddfiniment avec - .  
G 

10. ~quat ions du rayon  vecteur. 

J 'arrive all w 7 page 227. Nous y retrouvons l'4quation (I), avee 
cette diffgrence que le 2 a membre au lieu de se r4duire ~ an  seal terme 
en comprend plusieurs de m~me forme, dent  je d6signerai l 'ensemble par 
X.  Nous avons done 

d'p + (I a)p--tip' X (23) ,~,,---~ - -  = 

GYLD]~bl 6crit ici Z au lieu de p; /~s au lieu de /9, et Z au lieu de i -  a; 
mais dans route la I i~~ par~tie de son analyse, il suppose Z constant et 
voisin de x. 

:Nous aurons d'ailleurs: 

X = -  ~ A ,  cos Gn, G,,= 22,,v. 

GYLDkN, page 229 introduit deux variables nouvelles y e t  r et pose: 

y 
P - - I + # "  

Alors l'dquation (23) est remplac6e par les deux 6quations suivantes 
(6quations (3) et (4) de GYLDgl~) 

(24) ~v~ = r - - Z ~ '  

dr dy 
d'v + (~ _ , z _ ~ ) y  = (, + r  2 ~  + r (25) d e  

oh Y d6signe un ensemble de termes inutiles ~ 6erire. 
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Quant h ~ c'est une cons~ante choisie de telle fagon que ~h soit une 
sdrie ~rigonomd~rique dont la part~ie cons~ante est nulle. 

L'dquat~ion (24) peut ~re  remplac6e par la suivaute: (~quation (3') de 

(2 4 bis) a ' r  2 . ' r  = U 
d v  ~ 

U grant un ensemble de termes inufiles h ~crire. 
Voic i  alors comment GYLD]~N conduit les approximations. I1 fair 

d'abord r  dans les seconds membres de (25) et (24bis) et il d& 
termine h l'aide de ees deux dquations y ,  r et ~'; il substitue ensuite ces 
valeurs des inconnues dans les 2 d' membres, ee qui lui fournii des valeurs 
plus approch6es de ces m~mes ineonnues et ainsi de suite. 

En I i~e approximation, il trouve: 

y = ~ x ,  eosG,,  ~---- ~ x  2, x , :  ~ ~, 
4Jl. + a -  I + 

et il a aussi page 230 une expression de ~b que je ne transeris pas. 
Commengons par comparer avee les r6sul~ts du ehapitre I e~. Dans 

ce ehapitre, le 2 d membre X se rgduisait ~ un seul terme - - T e o s v ;  et 
GYT,D1~N s'efforgait d'obtenir l 'int6grale gdndrale dgpeudant d'une eonstante 
arbitraire appelde x. I1 obtenait ainsi l '6quation (2) qui nous l'avons vu 
est fausse en g6ngral; mais quand il se bornait h ehereher l 'int6grale par- 
tieuli~re qui correspond au cas de x----o, son dquation se rdduisait k 

3 8 
(3) fix, + - -  r = o 

qui est exacte. 
Dans le eliapitre que nous citons maintdnant, GYLDI~N ne eherche 

plus l 'int6grale g6n6rale, mais seulement l'int6grMe pa~iculi~re dont il vient 
d'dtre question. Done, quand X se r6duit h u n  seul terme, fl devrait re- 
trouver l'dquatTion (3) a la diff6rence des notations pr~s. 

Soit done 
X = - -  A 1 cos G, : - -  r cos v 

e'est ~ dire: 
"~l : T, 2~ I ----- I .  
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Les formules de la page 23o donnent alors 

y = x, cos G,, ~ ,  ---- ~,  ~ -  ~/~x~, r = 4~' cos 2G,. a +  ' 8 +  

Observons que d'apr~s l'dquation (3) si ~ et r sent tr~s petits et fl tint, 
x~ est de l'ordre de ~/~ et par cons6quent petit; done x~ et par consgquent 
r sent n6gligeables devant l'unit6. On a done: 

et 

ou: 

p ~ y----- X l COSY 

y~x~ .q- ax  1 - - A ~  ---- o 

-: flx~ + ~ x , - - r  = o. 

C'est bien une dquation de la forme (3); mats elle est incompatible avee 
l'6quation (3) puisque les coefficients sent ditfdrents. 

La m~thode de GYLD~N est done non-seulement ill6gitime, mats encore 
en contradiction avec l 'un des rares rgsultats exacts qu'il avait obtenus 
ant6rieurement. 

D'oh provient eette divergence? Pour que la mdthode d'approxima- 
tion fussent I~gitimes, il faudrait que les termes ndglig~s fussent plus petits 
que les termes conserv6s. Or il n'en est rien, il est aisd de constater que 

de  dy dans le 2 d membre de (25) le terme 2 ~ v v  que l'on ndglige est du m~me 

ordre que le terme X que l 'on conserve. Et  cela est vrai, bien entendu, 
que X se r6daise h un seul terme, ou en eontienne plusieurs (cf. Comptes  
Rendus,  tome I38 , page 933). 

11. Analyse  du troisi~me chapitre. 

Enfin dans le ehapitre I I I ,  G-YLDl~N eherche ~ appliquer aux probl~me 
des 3 corps les principes ~tablis dans les deux premiers chapitres; eomme 
nous avons vu que ces principes sent faux, il parai~ superflu d'en discuter 
les applications. Un mot seulement sur la conclusion la plus importante. 
Les termes les moths ~lev~s de la foneiion perturbatrice peuvent donner 
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lieu au ph6nom~ne connu sous le nom de libration; mais il n'en est pas 
de m~me des termes d'ordre ~lev6; pour, ceux-ci en effet, les termes ho- 
ristiques prennent une "influence pr6pond6rante et s'opposent ~ la libration. 

La fausset6 de cette conclusion est manifeste. J 'ai  6tabli en effet 
par des d6monstrations rigoureuses daus les Mdthodes Nouvelles: 

I ~ Qu'~ ehaque terme de Ia fonetion perturbatriee, quelque 61ev6 
qu'en soit l'ordre correspond un syst~me de solutions p6riodiques de la 2 e 
ou de la 3 e sortes; ces solutions sont d6veloppables suivant les puissances 
des masses et les s6ries convergent pourvu que les masses soient assez 
petites. (Chapit~'e III.) 

2 ~ Que paxmi ces solutions p6riodiques il y e n  a autant de stables 
que d'iustables; que les solutions tr~s voisines d'une solution p6riodique 
stable, oscillent autour de cette solution p6riodique, ce qui donne lieu h 
la libration; que pax eons6quent un terme quelconque de la fonc~ion per- 
turbatrice engendrera une libration, h moins que les exposants caxac- 
t6ristiques eorrespondants ne soient tous nuls. (Chapitre IV.) 

3 ~ Que d'autre part on no saurait pr6tendre que pour les termes 
d'ordre Suffisamment 61ev6, ces exposants sont nuls. 'I1 surf-it pour s'en 
convainere de former les expressions approch6es des termes d'ordre 61ev6 
de la fonction perturbatriee par la m6thode de DARBOUX. (Chapitre VI, 
en partieulier n ~ xo2.) 

La conclusion de C~YLD]~N eSt donc fausse; oh s'est-il tromp6? Je ne 
puis le dire exaetemeut; il s'appuie sur ee qu'uu certain coefficient a est 
n6gatif pour les tennes 61ev6s page 292 ; d'ou tire-t-il cette affirmation; il 
m'a 6t6 impossible de le d6eouvrir; il la d6duit sans doute de quelque 
proposition ant6rieure qu'il n6glige de rappeler. Quelle est cet~e proposi- 
tion, est-ee une de celles dont nous avons reeonnu plus haut la  faussetg; 
est-ee une autre qui m'a 6chapp6 et qui serait alors 6galement fausse, 
puisqu'elle conduit h une conclusion inexaete? Je ne puis le savoir. 

En r6sum6 de tout ce grand effort, il ne reste rien. 
Quelques-uns des r6sultats sont manifestement exacts, mais on aurait 

pu y arriver par une voie beaueoup plus rapide; un plus grand hombre 
sont manifestement faux; la plupart sont 6noneds d'une fa~on trop obscure 
pour qu'on puisse d6cider s'ils sont vrais ou faux. 


