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UBER LINEARE DIFFERENZENGLEICHUNGEN.

VON

OSKAR PERRON

in MUNCHEN.

§ 1. Eine lineare Differenzengleichung r*r Ordnung hat die Form
(I) Dfu+'r + a(llv) D«v+r—] + a(;’) Dv+¢_2 + - + ai_’v) ,Dy = Q.

Man kann dabei die Variable » als stetig verdnderlich denken; doch wollen
wir sie in dieser Arbeit auf die ganzzahligen Werte » =o, 1, 2, ... beschrianken.
Es brauchen also auch die Funktionen o, ... a! bloss fiir diese Argumentwerte
von v definiert zu sein, wobei jedoch die Funktionswerte selbst ganz beliebig,
auch komplex, sein diirfen. Nur wollen wir ein fiir alle Mal gleich hier festsetzen,
dass die letzte dieser Funktionen, also o, fir alle v von Null verschieden sein soll.

Eine fiir » = o, 1, 2, ... definierte Funktion D,, die der Differenzengleichung
geniigt, heisst ein Integral derselben. Jedes Integral ist durch seine r Anfangs-
werte D,, D,,... D, die selbst keiner Beschriinkung unterliegen, offenbar ein-
deutig bestimmt; aber auch irgend welche spiteren r aufeinander folgenden Inte-
gralwerte Dy, Dyy1,... Dyir—1 sind ganz willkiirlich und bestimmen eindeutig
ein Integral. Die Willkiir wire beschrinkt, wenn nicht alle a{ = o wiren, wes-
halb wir diese Annahme ausdriicklich gemacht haben. Insbesondere ist ein Inte-
gral, das fiir r aufeinander folgende Werte von » verschwindet, identisch Null,
was aber ebenfalls nicht mehr richtig wire, wenn wir zuliessen, dass a{ fir
einzelne Werte von » verschwindet.

Es gibt r linear unabhingige Integrale DU, D®, ... D, und das allgemeine

Integral hat dann die Form
y = €, Dg) + 021)2,2) 4+ .. +6r.D£,"),

wo c,, ... ¢, willkiirliche Konstanten, d. h. von » unabhéngig sind.
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Das Problem der Integration der Differenzengleichung (1) kann in gewissem
Sinn von vorn herein schon als gelost angesehen werden. Denn wenn die An-
fangswerte D,, D,,... D, irgend wie gegeben sind, so kann man mittels der
Differenzengleichung ja die Funktion D, rekursorisch fiir jeden einzelnen Wert
von v berechnen, sodass D, fiir jedes endliche » als bekannt gelten darf. Man
kann sogar sehr leicht D, auch in independenter Form darstellen, etwa als De-
terminante.

Wihrend also fiir jeden endlichen Argumentwert » die Funktion D, bekannt
ist, sodass hier eigentlich kein Problem mehr vorliegt, wissen wir dagegen gar
nichts dariiber, wie sich die Integrale bei unbegrenzt wachsendem » verhalten.
Bleiben sie endlich oder wachsen sie unbegrenzt, und wie stark? Gibt es Parti-
kuldrintegrale, die langsamer wachsen als das allgemeine? Nihern sie sich einem
Grenzwert? Oder gibt es vielleicht Partikulirintegrale, deren Verhiltnis einem
Grenzwert zustrebt? Diese und dhnliche Fragen sind hier zu beantworten, und
die Antwort wird natiirlich von dem Verhalten der Koeffizienten a{*’ abhéngen.
Man kann daher die allgemeinste in dieser Richtung liegende Aufgabe etwa so
formulieren: Es soll aus dem als bekannt angenommenen Verhalten der Koeffizien-
ten af fiir lim v = oo das Verhalten der Integrale fiir lim v = oo ermittelt werden.

Diese Problemstellung umfasst in ihrer Allgemeinheit die ganze Theorie von
der Konvergenz der Kettenbriiche, und auch deren Verallgemeinerung, der Ja-
cobiketten.! Andere wichtige Sdtze aus diesem Gebiet verdankt man nament-
lich den Herren Porncar® und PiwcmerrLe. Ich habe kiirzlich in der genannten
Arbeit in den Mathematischen Annalen ebenfalls einige Theoreme dieser Art
bewiesen, welche im folgenden auf einfachere Weise gewonnen und zugleich erheb-
lich erweitert werden sollen. Dabei sei bemerkt, dass es sich um solche Sitze
handelt, die eine direkte Anwendung auf die Theorie der linearen Differential-
gleichungen zulassen, wie in einer anschliessenden Arbeit dargetan werden soll.

Ein erster, sehr einfacher Satz, der im folgenden noch vielfach angewandt
wird, lautet:

Batz 1. Wenn die Koeffizienten al, ... a”) unter einer von v unabhdngigen
endlichen Schranke bleiben, so gibt es eine Zahl M der Art, dass fiir jedes Integral

t Uber diesen Begriff, der iibrigens im folgenden nicht weiter benutzt wird, vergleiche
man die Arbeit des Verfassers: Uber die Konvergenz der .Jacobi-Kettenalgorithmen mit komplexen
Elementen, Sitzungsberichte der math. phys. Kiasse der kgl. bayer. Akademie der Wissenschaf-
ten, Bd. 37 (1907). Ferner auch: Uber lineare Differenzen- und Differentialgleichungen, Mathemat.
Annalen Bd. 66 (1909).
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die Ungleichung | D,| < OM» gilt, wo C nur von den Anfangswerten Dy, D,, ... Dy
abhdingt.
Beweis. Durch die Substitution

.D:y = .Mv J/u
geht Gleichung (1) iiber in
a{’l’) agl’) a("')
Ayir + ‘M Aysr— + dev+r——2 + -+ Z"é';d’v = 0.

Nun kann man, da die a®) unter einer endlichen Sehranke bleiben, die posi-

tive Zahl M so gross wihlen, dass fiir alle »

(v) ) (»)
Ial I+Iail+ +!—aj%-,<1

M M2

wird. Dann ergibt sich aber aus der vorigen Gleichung, dass | 4,,,| kleiner wird
als die grésste der Zahlen |4,|, |4vsal,...|dvsr-1]; folglich bleiben auch die
| 4,| unter einer von » unabhingigen (aber von den Anfangswerten 4,, 4,, ... 4y
natiirlich abhéngigen) Schranke C, und folglich |D,|< M*C. W. z. b. w.

§ 2. Um die von jetzt ab zu machende Annahme iiber die Koeffizienten
a®) bequemer formulieren zu konnen, fiihre ich folgendes Symbol ein. Es bedeute
{v*} jede fiir »=o, 1,2,... definierte (nicht notwendig reelle) Funktion, fiir
welche

tim 720
Y= 00 vk

ist. Dabei kann k irgend eine reelle Zahl sein, die mit der Funktion natiirlich
eindeutig gegeben ist. Entsprechend wird man unter {»*® } eine Funktion ver-
stehen, deren Absolutwert rascher wichst als jede noch so hohe Potenz von v;
unter {#—=} eine Funktion, deren Absolutwert rascher gegen Null konvergiert

als jede Potenz von ;I/ . Insbesondere wird also jede Funktion, die von einem

gewissen »-Wert ab dauernd gleich Null ist, mit {»~ } zu bezeichnen sein.
Die Koeffizienten unserer Differenzengleichung (1) nehmen wir dann in der
Form an:

! Wie sofort zu sehen, konnte man den Faktor € auch unterdriicken, indem man fir M
notigenfalls eine etwas grossere Zahl wahlt. Doch wiirde die Ungleichung dann nicht mehr
fiir alle v, sondern nur fiir v > N gelten, wobei nun nattirlich die Zahl N von Dy, Dy,... Dr—1
abhingt. :
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(2) a§"’=a.-{v"i} (t=1,2,...7),

wobei a;»= o angenommen werden darf. Deunn sollten fiir einen bestimmten In-
dex ¢ zufillig alle a{* verschwinden, so kann diesem Umstand durch die Wahl
k; = — o Rechnung getragen werden.

Der Koeffizient von D,,,, den wir in Gleichung (1) gleich 1 gesetzt haben,
mag der Gleichférmigkeit halber gelegentlich auch mit a{” bezeichnet werden; es

ist dann a{) =1={4"}, sodass wir neben den Exponenten %, k,, ...k, noch
den weiteren
(3) k,=o

einfilhren wollen.

Es bedeute nun e denjenigen Index, fiir den k, der grosste der Exponenten
ko, k,, ...k, ist. Sollten mehrere von diesen den Maximalwert haben, so sei e
der kleinste Index, fiir den dies eintritt, sodass also e eindeutig durch die For-
derungen bestimmt ist:

(4) ke >k.fur ’l:<e
>k; fir 1 >e.
Wir versuchen dann der Differenzengleichung (1) die Form zu geben:
DH_' + 9(1v+r——e) Dv+r—1 + o0 4 9£v+'—-e) DH_r_e
(5) + b(lv) (Dv+r—l + 9(," +r—e—l) Dv+r—2 + -+ QLH"_E-]) Dv+r—e-—1)

+ ..+ b (D11+e + Q(IV)Dv+e—l + .. +Q£”) Dv) =0,

r—e
sodass also, wenn man zur Abkiirzung

(6) Dyye + 6" Dyyecy + ¢ Dyye 2+ - + ng) D,=E,
setzt, fiir E, die Differenzengleichung (r —e)** Ordnung

(7) Bitre+ B Epirog + b Eyyy o2+ -+ Ey=o0

ensteht. Diese Transformation Jisst sich symbolisch als Zerlegung in Faktoren
schreiben, wie sie analog auch bei Differentialgleichungen langst wohlbekannt ist.
Fithrt man nimlich fiir die linken Seiten der Gleichungen (1), (6), (7) bez. die
Symbole P(D), Q(D), R(E) ein, so lisst sich die Ubereinstimmung von (1) mit
(5) in der einfachen Gestalt ausdriicken:

P =RQ.
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Ist etwa e =0, 50 ist die Transformation miissig; es ist eben dann der Fak-
tor @ =1, und P=R. Das heisst, es ist b = af", wihrend of" iiberhaupt keine
vorkommen. Ubrigens sind in diesem Fall die Voraussetzungen von Satz 1 er-
fiillt, sodass fiir jedes Integral | D,|< CM> wird.

Ist e=r, so ist die Transformation ebenfalls miissig, weil jetzt der Faktor
B=1 und P=¢@ ist. Das heisst, es ist diesmal ¢f") =a", wihrend b keine
vorkommen, sodass die nachfolgenden Betrachtungen, die sich auf die Berech-
nung und Abschétzung der ¢, b beziehen, wegfallen.

Um nun auch, wenn o<e<r ist, die Gleichung (1) mit (5) zur Deckung zu
bringen, hat man das Gleichungssystem zu erfiillen:

a(lv) — e(lv+r—e) + b(lfv)
a‘,”) = e(ﬁv+'r—e) + b(lv) e(lw+r—-e—1) + b(’v)

a/ga/) — egv+r-—e) o+ b(lw)egw_-!ir—-e—l) + et b} o) 1

r—e N2e—r

(8)
)y = DG + BN 4+ B ),

- 1
aly = b, ¢t + b ol

) = B2,

Sehen wir zu, ob und wie das méglich ist. Versteht man unter » irgend
eine bestimmte Zahl, und denkt sich diejenigen ¢{¥, deren oberer Index kleiner
als » + r—e ist, bereits bekannt, und zwar ¢{¥ » o, so findet man aus den r—e
letzten der Gleichungen (8), bei der letzten beginnend, der Reihe nach die Zahlen
™., b, ., ...0%); sodann aus den e ersten Gleichungen auch g+, glvtr—e)
(v+r~). Damit sind dann alle Gleichungen (8) fiir diesen Index » befriedigt;
und wenn dabei @¥+"—¢ <o ausfillt, kann man die Gleichungen jetzt fiir den
nichst hoheren Index anwenden, u. s, w. Daraus ergibt sich, dass die Zahlen
09, o), ... or—=V ganz willkiirlich bleiben, dass dann aber die b sowie die
g+ fiir v=o0, 1, 2,... durch das System (8) vollstblndig eindeutig festgelegt
sind, sofern nur bei der rekursorischen Berechnung kein ¢ den Wert Null er-
hilt. Dabei sind ausserdem die Zahlen 5, wegen der letzten der Gleichungen
(8) alle von Null verschieden.

! Hierbei ist natiirlich p) =1 zu setzen, wihrend diejenigen Terme, bei denen der untere
Index von p etwa negativ werden sollte, einfach wegfallen.
Acta mathematica. 34, Tmprimé le 16 février 1610, 15
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Fiir unsere Zwecke geniigt es iibrigens, wenn wir die Umsetzung der Gleichung

(1) in die Gestalt (5) nicht fiir » =0, 1, 2, ..., sondern nur fiir » > N bewerk-
stelligen, wo N eine irgendwie gewihlte Zahl bedeutet; dann bleiben offenbar
die Zahlen ¢, o¥+1), . oN+r—e=1) willkiirlich, wihrend die 5%’ und g{*+r—® fiir

» > N eindeutig bestimmt sind.

Machen wir vorliufig die Annahme, dass k., und also wegen (4) a fortiori
auch die iibrigen k; nicht o sind,! so ldsst sich zeigen, dass bei geeigneter Wahl
der Zahl N und der willkiirlichen Elemente fiir alle »(> N) die Ungleichungen
gelten:

IQ(:)I>:IiIae|’Vk?

IQ;N}I<XJ ,;,Hlx(ko,ka,...kj) (i=I, 2,...6—1)

wo die K; gewisse positive Konstanten sind.?

Wihrend diese Ungleichungen an Brauchbarkeit nichts verlieren, wenn wir
alle Zahlen K; durch eine einzige, etwa die grosste unter ihnen ersetzen, wird es
fir den Beweis wesentlich sein, sie in folgender Weise zu fixieren: Wir setzen

(9) 8 Max |%{—g¢,
imetl | Qe
(xo) 211G =H,
und definieren dann K,, K,,... K., rekursorisch durch die Gleichungen

2la,|+ H=K,
(11) 2la,|+ H+ HK, =K,

2|ae_1| + H +HK1 +HK2 + -+ HK9—2=.K3—1.

Um nun zunichst die Zahl N in geeigneter Weise festzulegen, beachte man,
dass wegen (2) fiir geniigend grosse »

(x2) || > 1@l (v + 7 — e)¥e

! Die Modifikationen, welche die folgenden Erorterungen im Fall k, = © erleiden, wer-
den am Schluss von § 4 kurz auseinandergesetzt werden.

J
? Mit dem Symbol Max (ko, ky,. .. kj) oder auch Max k; wird die grosste der Zahlen k,,
im0

5
ky,. .. kj bezeichnet. Analog mit Min (&, &, .., kj) oder auch Mial k; die kleinste.
£
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(13) |af] < 2 |a;| oMo i R (f=1,2,...7)

wird;! in der zweiten Ungleichung darf der Exponent von » deshalb nicht ein-
fach gleich k; gew#hlt werden, weil ja k;= — o sein kann. Da des weiteren
nach der Definition des Index e gewiss

ke>Max (ko Ky, . . . ke1)
ist, so wird ausserdem fiir grosse »

I
Max (Ko, kt, ... kg 1) ~|a.|
(14) Y =< 4 -
vke Max (1, K, K,,... K. 1)

Hi+ K, +K,+- + Keq) (v + r—e— pjMx o by o)

(x5) <3|ae|(v+r——e)"e.

Wir wahlen jetzt die Zahl N so gross, dass die Ungleichungen (12) bis (15)
fir v > N simtlich erfiillt sind. Die willkiirlichen Zahlen oi™, gl¥N+1), . oN+r—e—1)
dagegen wihlen wir derart, dass sie den zu beweisenden Ungleichungen fiir »=N,
N+1,...N+r—e—1 von selbst geniigen. Dass diese Ungleichungen dann
auch fiir »> N + r —e gelten, ldsst sich durch vollstindige Induktion beweisen.
Nehmen wir also an, dass fiir einen festen Index »(> N) die Ungleichungen

e |> 2 lael v+ e (=0, r—e—D)
(16)

|Q§v+i) | < Kj(V + i)Max Koy oy, . . Foj) (

1=o0, I,...r—e-——I)
J=1,2,...6—1

bestehen, was ja fiir » = N wegen unserer Wahl der willkiirlichen Grossen bereits
feststeht. Dann ist bloss noch zu zeigen, dass hieraus auch
et > 2 laol (v + r— e

le}v+r—e)l< Kj(’V 4 r_e)Max(kn,kx,...kj) (7= 1,2,... e-—I)

gefolgert werden kann.
Nun ergibt sich zunéchst aus der letzten der Gleichungen (8):

! Hierzu bemerke ich, worauf mit Ricksicht auf Spiteres zu achten ist, dass Ungleichung
(13) fir 4 = ¢ nicht beansprucht wird.
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(v)
() — aL
r—e (»)°
e

und also, wenn man Zahler und Nenner der rechten Seite nach den Formeln
(13), (16) abschitzt:

2 laerM“ (ky, ki) <

|6, | < 8

r—e

1
;laeh"“

wo (¢ wieder die in Gleichung (g) festgesetzte Bedeutung haben soll. Allgemeiner
erhélt man, wenn man die (e + ¢)* der Gleichungen (8) nach b auflést:

a. r—e—i (v+r—e—i—j)

/] . B (G Pl

[ (v4-r—e—i) i+5 pvir—e—s) ?
% Ce

j=1

wobei indes die Fussnote pag. 113 zu beachten ist. Schitzt man nun die @ und ¢
wieder nach den Formeln (113), (16) ab, so kommt:

§ pyMax (k,y : o) r—6—% . e 0 —p e \Max Ko, Ko,y Kpg)
o) < Rlomdetmtens Ry iy e e it
;|a.|(w+r-—e—i)"e j=1 i|a,|(w+r—e—-i)ke

wobei K,=1 zu setzen, und im iibrigen die Summe nur soweit auszudehnen ist,
als die Indices der K nicht negativ werden. Das Glied vor dem Summenzeichen
ist nun wieder <@, wihrend die Quotienten unter dem Summenzeichen nach
(14) alle keiner als 1 sind. Man erhilt daher

|B] < @+ |58, | + |8 + - + ]3|
Hieraus folgt aber filr i{=7r—e— 1, r—e—2,...2, 1 sukzessive, da ja be-
reits |b) | < @ gezeigt ist:
02, 1] <26, B, L] <4 G, ... 6P| <216
Daber ist a fortiori allgemein (siehe Definitionsgleichung (10)):

(17) o | <2r—1G=H (i=1,2,...7r—e)

Weiter schliesst man nun aus der et* unter den Gleichungen (8):

Iaiv)lélg‘(!v+r-e)| + 'ielb](_v) Q(ev_-;r—e—,i) I R
i=1
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also erst recht nach (12), (16), (17):
§|ae|(w + r—e)ke
r—e

<|ou+r—o| + HZ Ko j(v + 17— e —j)¥ax (ol .. ko)

=1

§|g(:+r—e)| +H(Ke1 + K2+ + K, + 1) (v + r—e—1)Mx i, ... ko)

<Jeltr—a| + ilael(v + r—e)te (nach Ungleichung (15)).

Das besagt aber:

(18) Igg”+"—e)|>2|ae|(a/ + r— e,

Endlich folgt noch aus der jte» der Gleichungen (8):

r—e
lap| > g+l — ZbPeryr—=2| (=12 ... e—1).
i1
Daher a fortiori nach (13), (16), (17):
r—e .
Ig;v+r—e)l < 2| aj| vMax kil 4 HZ Kj_i(v 4 r— e— i)Max (o, ks, kjy) |
w1

Der grosste der hier anftretenden Exponenten ist offenbar gleich
Max (ko ki, . . . k) >0,
sodass erst recht die Ungleichung besteht:
lof* =21 <(zlajl + H(1 + K, + K, + - + Kj1)] (v + r— e)Max tho o b

Nach der Definition der Zahlen K; durch die Gleichungen (11) besagt dies
aber nichts anderes als '

(z9) IQ}”"’"‘"’I < Kij(v + r— e)Msx o T, .. ) |

Die Ungleichungen (18) und (19) sind nun aber gerade diejenigen, welche
bewiesen werden sollten. Dadurch ist die Allgemeingiltigkeit der Ungleichungen
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16| > X a.| ¥
(20) 4

|9}")|< K pMax Uy, ... kj G=1,2,...e—1)

fir »> N dargetan, und zugleich hat sich in (17) das weitere wichtige Resultat
ergeben, dass die b absolut alle unier eimer vom v unabhingigen Schranke H
bleiben.

Diese Endresultate gelten nun auch wieder fiir e=o0 und e=r, in welchen
Fillen ja b =a{ bez. ¢ =a{" ist, sodass fiir diese Fille unsere Resultate

bereits in den Formeln (2) stecken.
§ 3. Beim Studium gewisser Partikuldrintegrale wird uns ein Reziproaitdts-
prinzip von Nutzen sein, das wir zunichst herleiten wollen. Seien %, z,, z,, . ..

Yo» Y15 Y - - . zwei Serien von unendlich vielen Variabeln, welche durch ein Glei-
chungssystem der Form

Yo =cWa, + V21 + PTpp + - (r=o0,1,2,...)
mit einander verbunden sind, Die Umkehrung dieses Systems suchen wir durch
den Ansatz

Xy = Ay + dPYpp1 + A Yvg2 + - (v=0,1,2,...)

zu bewerkstelligen. Um die Koeffizienten d{» ohne Riicksicht auf Konvergenz

rein formal zu berechnen, kann man auf doppelte Weise verfahren. Einmal
setzen wir

v =Pz, + Moy + M Tga + -

Yot1 = cgv+l)xv+l + 6(11’+1)zv+2 + c(;’*-l)xv.‘_s 4 ...

Yoiz=CP¥DT, 10 + By ps + D240 + -

*
multiplizieren diese Gleichungen der Reihe nach mit d, d, d¢, ... und ad-
dieren sie. Wir bekommen dann, damit sich die rechte Seite identisch auf z,
reduziert, das Gleichungssystem
M d =1

(A) cdP + g = o

c(’v)dgv) + D dm + c%v-q-z)d(’ﬂ =0
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aus welchem die Unbekannten d{* sich eindeutig berechnen lassen, sofern nur
¢ fiir alle » von Null verschieden ist.
Geht man aber umgekehrt von den Gleichungen

r, =dVyy + dPyYpsr + AP pge + -
Tyg1 = APy, 1 + dP Dy, 0 + AP VY48 + .-

Type = A0 Y1e + APy, s + AP Yprg + -

aus, multipliziert diese der Reihe nach mit ¢/, ¢{, ¢!, ... und addiert sie dann,
so erhélt man analog:

) = 1
(B) YD + PP = o

c(;')d(ov+2) + cdlv+1y c(ov)d(;') =0

Dies ist ein zweites Gleichungssystem fiir die Unbekannten d{", und die

gesuchte Reziprozitit besteht nun darin, dass die beiden Systeme (A) und (B), ob-
wohl sie tolal von einander verschieden sind, doch die nimlichen Werte fiir die d

liefern miissen. Man verifiziert dies leicht, indem man etwa die ¢ + 1 ersten
Gleichungen des Systems (A), welche die 7 + 1 Unbekannten d{, d), ... d® ent-
halten, nach d{ auflost; es ergibt sich:

et | L vt de) =
Yo o R e ctrto ...0
) clr+llo ...0 ) e+ | o
— = (—1¥
e et Lo e e et | e
e N et o e Vet | iDL

Um ebenso das System (B) aufzulosen, miissen wir es zuerst dadurch um-
formen, dass wir an Stelle von » in der ersten Gleichung » + 7 setzen, in der
zweiten » + ¢— 1, in der dritten » + i—2, etc. Die ¢ + 1 ersten Gleichungen
enthalten dann die ¢ + 1 Unbekannten d{+9, d¢+b, ... d{®), und die Auflésung
nach d{’ ergibt:
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e+ | clr+d) d?) =
ctd o 0 el I e+ clr+i-Tlg ... 0
=D cor+i—D g .o cpH-DeHi—DebHi-D o
= — (-— 1)
P e e o R T U
cM e ey, ..o c ¢ e, Lo ev

Beide Resultate sind aber in der Tat identisch, da die zwei Determinanten durch
Drehung um die Nebendiagonale in einander iibergehen.®

Um jetzt zu unserer eigentlichen Aufgabe iiberzugehen, sei E, irgend ein
Integral der Differenzengleichung (7). Da die Koeffizienten b absolut unter
einer endlichen Schranke H bleiben, so ist nach Satz 1:

(21) |E,|<C M.
Jede Funktion D,, die der nicht homogenen Differenzengleichung
(22) Dyye+ 0" Dyser + -+ ¢ D, = K,

geniigt, ist offenbar ein Integral von (1). Wir wollen versuchen, ein solches In-
tegral in Form einer unendlichen Reihe

(23) D,=pPE, + pEyyy + pPE2 t -

darzustellen. Da aber die ", o), also auch E, nur fiir ¥ > N eingefithrt sind,

so ist eine solche Darstellung natiirlich auch auf die Indices » > N beschrinkt.
Allein die N fehlenden Werte Dy_,, Dy_2, . .. D, ergeben sich dann sofort aus
(1), da ja alle a® » o sind. Die Koeffizienten p® in (23) miissen wir nun derart

bestimmen, dass Gleichung (22) identisch erfillt wird. Bedeutet also » irgend
einen Index > N, so werden wir den Ansatz machen:

Dv = p(o’") Eq: + p(l,”) E/||+] + p(;‘) Ev+2 + cey
Dy =PtV E 1y + pPHO Eyye + pYHVE s + -

Da'+e = ps,”“) E1'+e + p(f'*'e) E1v+e+l + P(,"*'e) Ev+e+2 + - ’

L Fir ¢=o0 versagen diese Determinanten. Aber dieser Fall ist trivial, da ja ohne wei-

. I
teres aus der ersten Gleichung von (A) sowohl als von (B) iibereinstimmend folgt: d(¥) = Py
‘o
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sodann diese Gleichungen der Reihe nach mit ¢, ¢, ... ¢!, 1 multiplizieren
und sie addieren. Die rechte Seite muss sich dann, damit Gleichung (22) besteht,
auf B, reduzieren, und dies wird sicher dann der Fall sein, wenn die p{" gewissen
leicht angebbaren Rekursionsformeln geniigen, aus denen sie eindeutig berechnet
werden kénnen. )

Wenn nun die aus den gedachten Rekursionsformeln berechneten Zahlen p{»
derart sind, dass die Reihe (23) fiir alle »(> N ) konvergiert, so wird die durch
diese Reihe definierte Funktion D, identisch die Gleichung (22) befriedigen und
folglich ein Integral der Differenzengleichung (1) sein. Die gedachten Rekursions-
formeln gestatten indes keine brauchbare Abschitzung der Zahlen p{"), um die
Konvergenz der Reihe (23) erkennen zu lassen. Nun besagt aber das oben be-
wiesene Reziprozitdtsprinzip, dass man genau die gleichen p{ noch auf eine zweite
Art berechnen kann, ndmlich, indem man umgekehrt die mit (22) gleichbedeu-
tenden Gleichungen

B, = ng) -Dv + Q(ey_).l Dv+1 + ..o+ Q(:') Dv+e——1 + D'u+e
Eyi1= o0tV Dyt + o4 Dyya + -+ + g0V Dyse + Dytest

e—1
Eaz+2 = 9£v+2) Dv+2 + 924'_‘52) D'u+3 + - e(1v+2) -Dv+e+1 + -D'v+e+2
der Reihe nach mit p®, p¥, p{, ... multipliziert und sie dann addiert, wobei

die rechte Seite sich identisch auf D, reduzieren muss. Es ergibt sich so das
System von Gleichungen:

0P =1

5521 pSJ’V) + ng+1) p(l/l/) =0
(24) PO+ @I pt) 4 oI o+ -+ ¥l =0

ps.t)-e + Q(lru+.l—e+l) p;.v—)-e+1 + 9(;1+}.—e+2) p&mie_"z 4o e‘(:l+}.) psvv) =0

Hieraus ergibt sich sukzessive p{?, p¥, p{, .... Die erste dieser Glei-
chungen besagt speziell:

w - L
o ®
e

Acta mathematica. 34. Tmprimé le 17 février 1910. 16
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Da wir aber » > N angenommen haben, so ergibt sich aus (20):
(v) _ﬂ’__ —k
(25) 12§ |<|aa|" €.

Von der zweiten ab kiénnen wir die Gleichungen (24) in der gemeinsamen
Form schreiben:

pg:nie 4 9(111+2.—e+1)p§1)_e+1 + Q(,v+).~—e+2) ps.v_)e+2 + o+ 9§v+}.) pgf') =0,

sofern wir darin A=1,2,3,... setzen und iibereinkommen, dass die p¥ mit
negativem unterem Index gleich Null sein sollen. Dividiert man durch ¢+4, so
kommt:

e—1_(v+i—e+j)

__pgv)zz J

j=0

) i plv+i—e) —
P Py (wobei ¢¢ 1),
e

und hieraus, indem man die ¢ mittels der Ungleichungen (20) abschitzt:

e—1

1< 3

=0 ilael(v + Ak

Kj("’ + A—e + i)Mlx(h,kg,...kﬁ

o
A—e+j

(26) ‘T4 K
48 e =k | ¥
<J§0|ae|(w + A)Hex (ko k... k5) "7’51—):+,‘|’

wobei wieder K,=1 zu denken ist. Bedeutet nun L eine Zahl, die so gross ist,

dass
e—1
K; .
(2 450 Lime < 1
7) jz.o ael
wird, und setzt man
e—1 JE 7N
(28) Min Iﬁ"——kl =38,
=0 €—]

sodass s wegen der Ungleichungen (4) eine positic® Zahl ist, so behaupte ich,
es ist

(v) 4 —ke LA(A1)5.
|T’;, |<|ae|"’ LA (4Y)

In der Tat gilt diese Ungleichung nach (25) jedenfalls fiir A=o. TIhre All-
gemeingiltigkeit ergibt sich dann durch vollstindige Induktion; denn wenn wir
sie fiir kleinere Werte von 4 als richtig annehmen, so folgt aus (26):
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o iﬁ___l (v + A)M8x (o B .. ) I:I —e+ )
(]

e—~1
==ﬁ% dﬂuv424 ﬁv+mmﬂhu kp—ke Li—e[A(A—1) ... (A—e + j + 1)]*

e—1 K
<k L2 (1) -3 425 e (3 4 A)Max Ut J . Tt il
|a'e| =0 |a.l

Wenn wir nun zeigen konnen, dass in jedem Term dieser letzten Summe
der Exponent von » + i negativ oder hichstens gleich Null ist, so folgt wegen
(27) in der Tat:

(v) 4 A()1)—s
(29) | ¢ |<'ae'w e LA (A1),
womit die Allgemeingiltigkeit dieser Ungleichung bewiesen wiire. Es bleibt also
nur noch zu zeigen, dass
Max (ky, &y, ... k) — ke + (e—7)8<o0 (=o0,1,...e—1)

ist. Nun besagt aber die Definitionsgleichung (28), dass s die grosste Zahl ist,
welche den e Ungleichungen geniigt:

s;k;:;fj f=o0,1,...6—1),
oder auch
(e—7)s<ke—Fkj (j=o0,1,...e—1).

Setzt man j—1 an Stelle von j, so kommt

.. {=0,1,...9
(e—g+2)s<lke—kiy
j=0,1,...6~—1/,

also a fortiori

(e—7)8 <le— kji.
Da dies fiir 1 =0, 1, ... j gilt, so ergibt sich auch
(e — ) s < Min (k,— k)
i=0

— ke— Max (o, Ky, . . . K).
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Es ist also in der Tat, wie behauptet:
(30) Max (k,, &,, ... kj)— k. + (e—7)8<0 (j=o0,1,...e—1),

womit dann auch der Beweis von (29) beendet ist. Zugleich zeigt unsere Ana-
lyse, dass s die grosste Zahl ist, welche den e Ungleichungen (30) gleichzeitig
Geniige leistet.

Aus (21) und (29) folgt nun sofort die absolute Konvergenz der Reihe

(23) Dv = p?) Ev + p(lv)Ev+l + P(,")sz + .- (V;N):

die folglich ein Integral von (1) darstellt. Zugleich erhilt man auch die Ab-
schiatzungsformel:

| D, 1 < D10 By | < EF;‘:I y—ke LA (A1)—2 C Mv+1
Awm(0 A0

x© A

lal™ &

Diese letzte Summe ist aber eine von » unabhiingige Konstante, sodass wir
schliesslich erhalten:

|Dyl< GM?,

wo auch G von » nicht abhingt (wohl aber, ebenso wie C, von den Anfangswerten
Ex, Ensyy « -« Engr—ea)-
In (23) bedeutete nun E, ein beliebiges Integral der Differenzengleichung
(7). Da diese von der (r—e)*n Ordnung ist, so hat sie r —e unabhingige
Integrale
EO, E®, ... By,

aus denen sich das allgemeine durch lineare Kombination ergibt. Diesen r—e
Integralen entsprechend erhalten wir daher auch r — e Integrale von (1), welche
sich fiir »> N in der Form darstellen lassen:

DO =pED + pE®, + pMEW, + - (i=1,2,...r—¢),

und welche ebenfalls linear unabhingig sind. Denn hitte man identisch fiir alle »:

r—e
EC;D@ =0,

fe=1
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so wiirde hieraus folgen:

r—e r—e r—e
=X aDY, + ¢ Fe: D9+ + ¢ D DY
i=1 i=1 =1
r—e r—e
— Eci(Dﬂe + o D), + oo+ o DW) = ECiEf,”’
=1 =1

was aber mit der Unabhiingigkeit der E® im Widerspruch steht. Somit ist die

Existenz von r— e unabhdngigen Partikuldrintegralen der Differenzengleichung (1)
nachgewiesen, fiir welche die Ungleichung gilt

(31) | D@ | < M* (i=1,2,...1r—¢),

da man rechter Hand den Faktor G ja offenbar unterdriicken kann, wenn man
nur die willkiirlichen von » freien Faktoren, die doch in EW, E®, ... Et—e

stecken, geeignet normiert. Fir jedes aus den genannten Partikulirintegralen
linear zusammengesetzte Integralbist dann natiirlich |D,| < CM?, wo C noch von
den Anfangswerten D,, D,, ... D,_; abhingt. '

" Ist e=o0, so bleibt dies Resultat bestehen, da wir ja schon frither in Satz 1
sahen, dass dann fiir alle Integrale die Ungleichung |D,|<C M gilt. Fiir e>o
aber fanden wir bis jetzt bloss r — ¢ linear unabhingige Integrale, die einer solchen
Ungleichung geniigen, und wir werden im nichsten Paragraphen sehen, dass es
auch mehr nicht gibt. Speziell fiir e =7 ist natiirlich die bisherige Untersuchung
iiberhaupt noch resultatlos.

§ 4. Weitere Integrale von (1) ergeben sich aus der Bemerkung, dass die
sémtlichen Integrale der Differenzengleichung

(32) Dyvo+ @ Dyyes + ¢ Dyyos + - + ¢ D, =o0

a fortiori auch Integrale von (5) und folglich von (1) sind. Da die Differenzen-
gleichung (32) von der et Ordnung ist, so wird sie ¢ linear unabhingige Inte-
grale haben, die wir mit

(33) Di’r—e+l)’ Dslr—e+2), . Dgr)

bezeichnen wollen. Es ist nun leicht zu sehen, dass diese e Integrale mit den
r—e vorhin gefundenen D®, D®, .. . D~ zusammen ein Fundamentalsystem

von Integralen der Differenzengleichung (1) bilden. Wire namlich identisch fiir
alle »:



126 Oskar Perron.

(34) QD =o,

=l

so wiirde hieraus folgen:

r r ks
-, . U .
0o=XcD® + o Xa:DW, , + -+ ¢ X e; DY
=] =] ge=l
T

= Eci(Dﬂ.e + D&+ ...+ oM DY),

v+e~1
=1

Von dieser Summe verschwinden aber die e letzten Terme, weil die betref-
fenden D Integrale von (32) sind. Die r —e ersten Terme dagegen haben die

allgemeine Form ¢; B®; also folgt
r—e

ScaED =o.

im1
Eine solche Identitit ist aber wieder nur moglich, wenn
Ci =0 =" ==Creg==0

ist. Die Gleichung (34) reduziert sich daher auf

r

DD =o,

temr—e+1
woraus wegen der linearen Unabhingigkeit der Integrale (33) auch noch
Cr—etl = Cr—e42 ="' =C =0

folgt. Eine Identitit der Form (34) kann also nur dann fiir alle » bestehen,
wenn simtliche Koeffizienten ¢; verschwinden. Das besagt aber, dass die r In-
tegrale DU, D@, ... D" linear unabhiingig sind. W. z. b. w.

Untersuchen wir nun, wie sich die e letzten Integrale, und iiberhaupt jedes
Integral von (32) im Unendlichen verhalten. Sei D, irgend ein Integral von (32),
und es bedeute u einen im folgenden unverindert festzubaltenden Index (> N),
fir den Dy o0 ist.! Es besteht dann das Gleichungssystem:

! Unter je e aufeinander folgenden Indices muss sich notwendig ein solcher finden, weil
sonst wegen (32) Dv fiir alle v verschwinden wiirde. Man kann also g etwa aus der Reihe der
Zahlen NN+ 1,... N+ e—1 wihlen.
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Du+e + Q(lm-Du+e-—l + .o+ Qg")DM =0
-DM+e+l + Q(1M+1)D,u+e + -+ Qg”+l)Dﬂ+l =0

Dytvye + Q(l‘HW) Dusvier + - + Qg”'v) Dyyy=o0.

Wir multiplizieren diese Gleichungen der Reihe nach mit den Zahlen
P, p¥, ... p®™, und addieren sie. Dann fallen auf der linken Seite, weil die
Multiplikatoren den Rekursionsformeln (24) geniigen (fiir » = u), die Grossen
Dyuy1, Dyys, . .. Dyyy heraus, wihrend D, den Koeffizienten 1 erhélt. Es kommt
also, wenn man D, auf die andre Seite bringt:

P Dyve + (P + 4+ p) Dyrvons + -

+ ( L’u—)e+1 + 9(1“+””e+2)17,(,"_)e+2 + -+ Q(e‘:‘lw)ps,m)D,u+w+1 = _DM’
oder kiirzer
e
(35) 2¢0iDu+v+i =—D,,
(L3

wo zur Abkiirzung

e—1t
w; = z 9;,u+v——e+z+3)
j=0

}
Py sins

gesetzt ist. Fiir diesen letzten Ausdruck erhélt man aber nach (20) und (29)
die Abschitzung

e—z
|wi] < ZKJ'(.U +r—e+ i+ j)Max(ko,kl,...kj)|: Iy—keLv—e+i+j[(,,-_ e+ 1+ )

e

J=0
< Ej(u + ey rHl(v — e
=0 el

= (u + v)ke L*+if(v — e)!]”szi%l{’iﬂ—e.
! e

j=0
Fiir hinreichend grosse Werte von » ist daher auch, da u unveréndert festbleibt:

loil < 7o
Aus (35) ergibt sich dann
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(2 L n+vie
2t T o Do > 1 2el

Somit ist mindestens einer der links stehenden Summanden grésser als

‘I; | D.}; also jedenfalls

u+ v+ e
Max| Dyeil > £ D, | [ L2

2 L)u+v+e

[ + v + )]

> (3 L)u+v-}lé

wenn nur » hinreichend gross.
Dies besagt aber, dass es unbegrenzt viele Werte von » gibt (ndmlich fiir
geniigend grosse » unter je e aufeinanderfolgenden mindestens einen), fiir welche

(36) | Dy| > m, (»!)

wird, wo m von » und den Anfangswerten D,, D,, ... D, unabhingig ist.!

Dies gilt fiir jedes Integral von (32), also insbesondere auch von den In-
tegralen (33). Es wird des weitern aber noch fiir jedes Integral von (1) gelten,
welches nicht der partikuldaren Schar

[ Ds,l) +¢ _DL?) + -+ cr—eD(r—e)

angehort. Denn ein solches Integral hat notwendig die Form

2D, 4 ¢, DV + ¢,D® + ... + ¢, DI,

wo 2D,, also auch D, selbst ein nicht identisch verschwindendes Integral von
(32) bedeutet. Nach (36) und (31) ist aber dann fiir unbegrenzt viele Werte
von »:

|2D, 4+ ¢,D¥ 4 ¢,D® + ... + ¢, D—2|

S>em? () —(le,| +le,| + - + |er=e]) M? > m (v!)®
W. z. b. w.

*'Von den Anfangswerten abhingig dagegen ist der kleinste u»-Wert, fiir welchen die
Ungleichung (36) besteht. Will man ihn davon unabhingig haben, so ist auf der rechten Seite
von (36) noch ein konstanter Faktor € beizusetzen, der dann seinerseits von den Anfangswerten
abhingen wird, oder aber man lisst m von diesen abhingen. Ubrigens wird die Abhingigkeit
oder Unabhiingigkeit (auch der Zahlen M, L etc.) von den Anfangswerten, da sie nirgends eine
Rolle spielt, im folgenden nicht mehr weiter registriert.
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Dies besagt zugleich, dass es ausser den Integralen der obigen partikuliren
Schar keines mehr gibt, das fiir alle » (oder auch nur fiir alle hinreichend gros-
sen ») der Ungleichung | D, | < M» Geniige leistet.

Zusammenfassend gewinnen wir den folgenden

Fundamentalsatz: Wenn die Koeffizienten der linearen Diffef*enzengleichdng
rter Ordnung

Dy, + a(lv)Dv+r—1 + a(gv)Dv+r—2 + ..+ af.v)Dv =0

die Form haben:

a =q;{v%} a;=o (i=1,2...7),
a0 (r=0,1,2,...);
wenn ferner e denjenigen der Indices o, x,...r bedeutet, welcher durch die Un-

gleichungen
{ >k fiir i<e
(4

>k fir i>e,

wobet ky,=— o sein soll, eindeutig bestrmmit wird; wenn endlich k. < o ist:
dann hat die Differenzengleichung genau r— e linear unabhdingige Integrale,
fir welche
|D,| < MY (v==1,2,3,...)

tst, wihrend dagegen jedes andre Integral fiir unbegrenzt viele Werte von v der mit
der vorigen unverirdglichen Ungleichung

—1 P
| D> m(»t), s =ﬁ1inu
j=0 €-—)

gentigt. M und m sind dabei von v unabhdingige Konstanten.

Eine Bemerkung kniipft sich noch an den Fall e =1. Wir sahen namlich,
dass die Ungleichung (36) fiir mindestens einen von e aufeina,nderfolgenden\ hin-
reichend grossen »-Werten besteht. Wenn nun e = 1 ist, besagt dies aber, dass
sie fiir alle hinreichend grossen Werte von » gilt. Wir diirfen daher, wenn e =1
ist, in dem Fundamentalsatz die Worte »fiir unbegrenzt viele Werte von »» er-
setzen durch: »fiir alle » iiber einer gewissen Grenze».

Unsere Uberlegungen lassen sich mit geringen Modifikationen auf den bisher
ausgeschlossenen Fall %, = « iibertragen, wobei wir jedoch annehmen miissen,
dass dann die iibrigen Exponenten k; < » sind, also endlich oder — . Bei
unserem ganzen Résounement kam es einzig und allein auf die Ungleichungen

Acta mathematica. 34. Imprimé le 18 février 1910, 17
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(4), sowie darauf an, dass fiir » > N die Ungleichungen (12) bis (15) bestanden.
Daraus ergab sich dann die obere Schranke H fiir die Zahlen |b{|, sowie auch
die Abschitzungsformeln fiir ¢ in (20) und fiir p{? in (29) mit allen daran ge-
kniipften Folgerungen. Nun bleiben aber die Ungleichungen (12) bis (15) in
dieser Form nicht bestehen, wenn k, == « ist, sodass auch die weiteren Konse-
quenzen hinfallig scheinen.

Wir bezeichnen dann mit k eine ganz beliebig grosse, aber fest gewihlte
Zahl, die insbesondere grésser sein soll als jeder der Exponenten k; (¢ # ¢), sodass
die Ungleichungen (4) noch richtig bleiben, wenn man darin k. durch k ersetzt.
Wenn man ebenso auch in den Ungleichungen (12) bis (15) an Stelle von k,
diese Zahl k setzt, so werden die entstehenden Ungleichungen wegen k. = «
ebenfalls sicher erfiillt sein, wenn nur » > N ist,! wobei die Zahl N allerdings
von k abhéngt. Es bleiben daher auch alle aus den Ungleichungen (4) sowie
(12) bis (15) gezogenen Folgerungen bestehen, sofern man in ihnen stets k. er-
setzt durch %. Insbesondere gilt dies also von den Abschatzungsformeln (zo0),
(29) und beziiglich der Existenz der obern Schranke H fiir die Zahlen |b{].
Daraus gewinnt man schliesslich auch, indem man immer Schritt fiir Schritt die
fritheren Uberlegungen wiederholt, das gleiche Endresultat, worin wieder ledig-
lich k. durch k zu ersetzen ist. Es wird also r — e linear unabhiingige Partikulér-
integrale geben, fiir welche | D,| < M* ist, wihrend alle andern Integrale fiir un-
endlich viele Werte von » der Ungleichung

| D, | > m» (v!)*

geniigen, wobei natiirlich s die entsprechende Bedeutung hat:

e=1 L ___ L.
s=Min’£——£.’-
j=0 €—]

Da aber die Zahl k von vorn herein beliebig gross gewahlt werden durfte,
so wird auch s so gross sein, wie man nur will. Wihrend also »r —e linear un-
abhingige Partikulirintegrale kleiner bleiben als M*, wird jedes andre Integral fiir
unbegrenzt viele Werte von v absolut grésser als eine beliebig hohe Potenz von »!.

Beziiglich der r—e Partikularintegrale werden wir iibrigens gleich noch
weiter sehen, dass sie in Wahrheit noch viel kleiner sind als eben bewiesen; sie
konvergieren nidmlich mit wachsendem » gegen Null, und zwar rascher als jede

beliebig hohe Potenz von ‘%

* Abgesehen von der Ungleichung (13) fiir i = e, welche aber, wie dort bereits bemerkt
wurde, die weitere Untersuchung nicht beeinflusst.
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§ 5. Der Fundamentalsatz des vorigen Paragraphen lisst sich erheblich
verallgemeinern. Zu dem Zweck wenden wir die Transformation an:

(37) -Dv= (V!)QJ,,,

wo der Exponent g irgend eine endliche reelle Zahl bedeute. Dadurch geht die
Differenzengleichung (1) iiber in

v a®
dvir + (_52;-%1-‘)'1')_!14""""‘1 oot [(» + ) (v + r—rI) v+ I)]qd“’=o’
wofiir wir kiirzer schreiben wollen
(38) Ayir + 0N Ayir 1 + 0 Ay s+ - + B A, =o0.
Es ist dann offenbar, wenn die a"’ wieder die Form (2) haben:
(39) b — a; {vhi—ia} i=1,2,...7)
bW < o (v=o0,1,2,...)

Wenn wir den Fundamentalsatz auf die Differenzengleichung (38) anwenden
wollen, wird es sich darum handeln, unter den Exponenten

{(40) kh=o, k,—q, ky—2q,... by—rq

den ersten ausfindig zu machen, welcher den maximalen Wert hat.
Um zunidchst den Fall

ho—o0, ki< oo fiir i=e

zu erledigen, beachte man, dass dann bei ganz beliebigem ¢ die Zahl k,— eg =0
ist, wihrend die anderen Zahlen (40) alle < o sind. Es wird also die Differen-
zengleichung (38) r —e Integrale haben, fiir welche |4, | < M” ist, und dann ist
wegen (37)
| D) < MY (v1)s,

wahrend alle anderen Integrale 4, und also auch D, fiir unbegrenzt viele Werte
von v absolut grosser sind als eine beliebig hohe Potenz von »! Da hierbei aber
g ganz willkiirlich ist, also auch eine beliebig grosse negative Zahl sein darf, so
folgt, dass die r— e Integrale D, rascher gegen Null konvergieren, als jede noch

80 hohe Potenz von 5—' . Damit ist die Bemerkung am Schluss des vorigen Para-

graphen als richtig nachgewiesen, und zugleich der Fall k, = « erledigt.
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Wenn alle k; < » sind, so wollen wir den Spezialfall
oy =ky = - = ky=— oo

vorwegnehmen. Es sind dann bei beliebigem ¢ die r letzten der Exponenten
(40) gleich — o, sodass fiir alle Integrale von (38) die Ungleichung |4, | < M*
gilt, also auch |D,|< M»(v!)? fiir alle Integrale von (1). Da hier ¢ ebenfalls
wieder eine beliebig grosse negative Zahl sein darf, so folgt:

Satz 8. Wenn die Koeffizienten der Differenzengleichung (1) rascher gegen

Null konvergieren als jede Potenz von }’, 30 konvergieren die Integrale rascher gegen

Null als jede Potenz von % .

Nach Erledigung dieser Spezialfille bleibt nun noch iibrig, dass alle k; <
sind, aber mindestens ein k;> — o ist. Dabei nehmen wir zunichst an, es sei

speziell auch
kr >—w,

indem wir den gegenteiligen Fall pachtriglich rasch werden erledigen kénnen.
Wir konstruieren dann in einer Ebene unter Zugrundelegung eines rechtwink-
ligen X-Y-Koordinatensystems die » + 1 Punkte

P, P,.. P
mit den bez. Koordinaten .
z=1, y=ki (t=0,1,...7)

und umspannen diese Punkte mit einem NEwroN-Puisgux’'schen Polygon. Es
ist das ein die Punkte P, und P, verbindender, nach der positiven Y-Seite kon-
vexer Streckenzug, der eindeutig durch die Forderung bestimmt ist, dass jede

N
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Ecke einer der Punkte P; ist, wihrend die iibrigen dieser Punkte nicht auf der
konvexen Seite liegen diirfen. Siehe die Figur, wo k, = — o gedacht ist.
Das Polygon habe etwa ¢ + 1 Ecken, und diese seien der Reihe nach:

P,=P, P, P.,... P, =P,.

]

Wir wihlen dann fiir den Exponenten ¢ in (37) nacheinander die folgenden
o + 1 Werte:

ke,, . —E
gi= 2t (A=0,1,2,...0—1)
i+l €}
(41)
9o=qo1—1I.
Es ist dann
(42) G>G>B> > ot > o

Denn die letzte dieser Ungleichungen folgt aus der Definition ¢; = go—1— 1; die
vorhergehenden aber liest man ohne weiteres aus der Figur ab, da ja offenbar
¢, die trigonometrische Tangente des Winkels ist, den die (1 + 1)t Polygonseite
mit der positiven X-Achse bildet.

Ebenso leicht erkennt man aus der Figur die weiteren Ungleichungen:

ke, — k;
% fiiri<e,
ke — ke, e _
Q@ =——" (A=o0,1,...0—1),
€1 — €, k"“”"ez L.
>~ fir 1 >¢;
- 1——e

ky— kea—l < ky—k;

r—€s1 — r—1

95 < go—1= (t=o0,1,...7r—1).

Oder auch, indem man jede dieser Ungleichungen mit dem Nenner der rechten
Seite, der ja stets positiv ist, multipliziert:

>ki—iq, fir 1< e
ke —e AzO,I,..-a
(43) 2 191{ 2 ki—iq;, fiir i >e; ( !

Setzen wir daher g = g¢;, so folgt aus dem Fundamentalsatz pag. 129, dass
genau r—e; linear unabhingige Integrale existieren, fiir welche

| 4.} < M,
a.lso‘
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| D, | < M2 (v1)es

ist, wibrend alle andern Integrale fiir unbegrenzt viele Werte von » der Un-

gleichung geniigen:

| 4] > mv(v!)e,
also

| Dy| > m¥(v!pta,
wobei
i (ke, — €292) — (ki —jqa)
j=0 €1}

& =

>

und folglich
a1k, —k;

s+qz=1}g}1 7

ist. Nun zeigt aber wiederum ein Blick auf die Figur, dass dieses Minimum
nichts andres ist als

Man kann daher unser Resultat so aussprechen, dass die Differenzengleichung
(1) genau r —e; linear unabhingige Integrale

(44) Dv, p@, ... Dir—e
hat, fiir welche
(45) |D$,"|<M”(v!)¢l t=1,2,...7r—€)

ist, wihrend alle andern Integrale fiir unbegrenzt viele Werte von » der Un-

gleichung geniigen:
| Dy| > m? (v!)2—1.

Nun gibt es aber auch, indem man i durch A — 1 ersetzt, r —e;—; unab-
hingige Integrale, fiir die
|| < M7 vty

wird. Ausser den Integralen (44), die dieser Ungleichung wegen (45) und wegen
¢1 < ¢2—1 a fortiori geniigen, gibt also noch e; —e;_, weitere Integrale dieser Art;
sie seien

(46) D,(vr_al+l), -dvr—cl +2), L Dg'—el_l) .
Fiir diese ist daher einerseits

|D(;3|<M"(v!)u—1 (=r—e+1,r—e1+2,...7—€1);
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anderseits aber auch, da sie ja nicht der aus den Integralen (44) entspringenden
partikuliren Schar angehéren:

| DY > m (v 1)aa-1 (i=r—e+1,r—e1+2,...7—¢€1)

fir unendlich viele Werte von ».
Des kiirzeren Ausdrucks halber definieren wir jetzt:
Eine Funktion D, heisst von der Ordnung q, wenn sie den Ungleichungen
geniigt.
|D,| < MY (»!)2 fiir v>w,
| Dy| >m? (v1)2 fiir unbegrenzt viele ».

Wir kénnen dann sagen, dass die e;—e;—; Integrale (46) von der Ordnung
¢:—-1 sind. Das gleiche gilt aber offenbar auch fiir jedes Integral, das linear aus
den Integralen (46) zusammengesetzt ist,! da ein solches ja ebenfalls nicht der
aus den Integralen (44) entspringenden partikuliren Schar angehort.

Wenn man hier fiir A der Reihe nach die Werte 0,0 —1, ... 2, 1 setzt, so
lasst sich das Ergebnis in folgender Weise formulieren :

Satz 4. Drie Differenzengleichung (1) hat ein Fundamentalsystem von Integra-
len, die derart in o Klassen zerfallen, dass die Integrale einer Klasse und deren
lineare Kombinationen von ein und derselben Ordnung sind. Dabei gehiren der
1ten, 2ten . gtn Klasse bez.

r—€g—1 €—1—€g—2, ... €€, €

Integrale des Fundamentalsystems an, und die zugehorigen Ordnungen sind respektive :

ke, — kea—l k. €g—1 j’a—Z ke’ __I&‘. = lci‘ .

- T g e e 1 = 0
r—eg—1 €1 — €52 e, —e ' e,

Go—1=

Man beachte, dass diese Ordnungszahlen in der angegebenen Reihenfolge
wachsen (nach (42)). Insbesondere gibt es also genau r — e, linear unabhingige
Partikulirintegrale, welche die Ménimalordnung q,—, haben, wihrend das allge-
meine Integral von der Ordnung ¢, ist.

Der sehr allgemeine Satz 4 enthélt nun auch die zwei Theoreme als Spezial-
fille, die ich in der eingangs zitierten Arbeit in den Mathematischen Annalen
Bd. 66, pag. 462, 469 mit Hilfe de Theorie der Jacobiketien entwickelt habe. Sei

1 An sich kann ja eine lineare Kombination von Funktionen gter Ordnung sehr wohl auch
von geringerer (aber niemals von hoherer) Ordnung sein.
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némlich erstens P, eine Ecke des NEwToN’schen Polygons, d. h. e, = 1, was mit
dem Bestehen der Ungleichungen

k; .
k‘>? (t=2,3,...7)
oder, was dasselbe sagt:
I%_——Ih>—k, (t=2,3...7)

dquivalent ist. Dann besagt Satz 4, indem man die ¢—1 ersten Klassen zu-
sammenfasst, dass es genau r—1 linear unabhéngige Integrale gibt, welche

hochstens die Ordnung
ke, —k, — M;,x ki —k,

e,—1I im2 1—1I

9=

haben, wahrend das rt¢ Integral von der hdheren Ordnung ¢,=k, ist. Dies ist
aber nur eine kiirzere Formulierung des ersten der genannten Theoreme, wenn
man noch die zu dem Fundamentalsatz pag. 129 gemachte Bemerkung beriick-
sichtigt.

Sei zweitens P,.; eine Ecke des NEwtoN’schen Polygons, d. h. e, =r—1,
was mit dem Bestehen der Ungleichungen

kr—l — k'i

>k — ke (t=0,1,...r—2)
r—1—1

gleichbedeutend ist. Dann hat nach Satz 4 ein und nur ein Integral genau die
Ordnung ¢,y = kr — k,—;, wihrend alle andern mindestens von der hGheren Ordnung

Icr—l - kea__2 — ﬁ—jil kr_l - ki

— = d
9o Fr—1I—€g_g dmg rT—I—1

sind. Aber dies ist abgesehen von der Bezeichnung nichts anderes als das zweite
der genannten Theoreme.

Zwei extreme Fille verdienen noch hervorgehoben zu werden.

I. Wenn die Exponenten k; den Ungleichungen

kr o &
=1

(t=1,2,...7—1)
p

geniigen, so ist dies ganz gleichbedeutend damit, dass nur die zwei Punkte P,,
P, Ecken des Polygons sind. Es ist also dann e, =7, 6 — 1; daher gibt es nur

eine Klasse von Integralen, und alle Integrale sind von der Ordnung g, =l:.1'
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II. Wenn dagegen die Exponenten k; den Ungleichungen
E>k,—k>k—k> - >k—ka

gém'igen, so besagt dies soviel als dass alle Punkte P; Polygonecken sind. Dann
ist also o=r, ¢,=A4. Es gibt daher r verschiedene Klassen, d. h. es gibt ein
Fundamentalsystem von Integralen, die lauter verschiedene Ordnungen haben,
und zwar sind diese Ordnungen in wachsender Reihenfolge:

Qr— == kr— r—1, Qr—2= ]Cr——l—kr—2’ vee gy = kz —‘kn Qo = kl'

Zum Schluss betrachten wir noch kurz den seither ausgeschlossenen Fall

ky=—ow. BEs sei etwa k. _, die letzte der Zahlen k,, k,, . . . &, welche > — o
ist, da ja der Fall, dass alle gleich — « sind, durch Satz 3 bereits erledigt ist.
Dann umspannen wir die Punkte P, P,,... P,,_, durch ein NEWTON-

Puiseux’sches Polygon mit den ¢ Ecken
Peo=P0, Pel, Pﬁ,... Ped—l’

und erweitern dieses durch eine Strecke, welche vom Endpunkt P, 1 beliebig

steil nach abwérts filhrt und die Ordinate z=r etwa im Punkt y = &', schneiden
moge; diesen nehmen wir als letzten Polygoneckpunkt hinzu. Es ist dann k',
eine beliebig grosse negative Zahl,

Alle unsere friiheren Betrachtungen lassen sich nun mit ganz geringen, leicht
ersichtlichen Modifikationen an dieses neue Polygon anschliessen, wobei natiirlich
k. durch %, zu ersetzen ist. Man erhilt also wiederum o Integralklassen, und
zwar haben die 6 — 1 letzten Klassen wieder die in Satz 4 angegebenen Ordnungs-
zahlen, wahrend die r — e,_; Integrale der ersten Klasse die Ordnung — o haben.
Dabei ist unter einer Funktion der Ordnung —o natiirlich eine solche zu verstehen,

die rascher gegen Null konvergiert als jede noch so hohe Potenz von ;}; .

Man bemerke noch, dass sich unter dieses Resultat schliesslich auch der
Fall von Satz 3 subsumieren lisst, indem dann alle Integrale von der Ordnung
— oo gind.

Miinchen, November 19o8.
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